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УДК 517.956.6

О НЕЛОКАЛЬНОЙ КРАЕВОЙ ЗАДАЧЕ ДЛЯ СМЕШАННОГО ПАРАБОЛО- 
ГИПЕРБОЛИЧЕСКОГО УРАВНЕНИЯ В НЕОГРАНИЧЕННОЙ ОБЛАСТИ

1Андижанский государственный университет
2Ташкентский университет информационных технологий

С. Х. Акбарова1, М. Х. Акбарова2

Аннотация. Данная работа посвящена постановке и исследованию одной нелокальной 
краевой задачи для смешанного параболо-гиперболического уравнения с двумя линия-
ми и различными порядками вырождения в бесконечной области. Доказана теорема о 
существование единственного решения рассматриваемой задачи. Вопрос о существова-
нии решения эквивалентно сводится к вопросу разрешимости интегрального уравнения 
Вольтерра второго рода.
Ключевые слова: уравнения смешанного типа, краевая задача, линия вырождения, по-
рядка вырождения, регулярное решение, интегральное уравнение.

Рассмотрим уравнение
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	 (1)

в бесконечной области 2 ,D R⊂  ограниченной характеристиками
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Примем обозначения:
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Задача TI. Найти функцию ( , ),u x y  со следующими свойствами:
1) 1 2,1 2

1 2( , ) ( ) ( ) ( )u x y C D C D C D∈ ∩ ∩  и непрерывна вплоть до границы области ,D  причем 
(0, )xu y  может иметь особенность порядка меньше ( ) ( )2 22 2m n+ +  при 0,y →  ограничена 

при 
1

;py p→
2) ( , )u x y  удовлетворяет уравнению (1) в областях 1D  и 2 ,D  кроме того она ограничена для 

всех 0 ,x≤ < ∞  
1

0 ;py p≤ ≤
3) ( , )u x y удовлетворяет краевым условиям
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где ( ),xϕ  ( ),a y  ( )b y  – заданные функции, причем ( )
1

2 2( ) ( ) 0,pa y a y y
α β

γ
− +

= + ≠  γ  – заданное 
число, а 0 l

a b
y yc

F  
   – оператор обобщенного интегрирования дробного порядка c  ( 0)c >  [1, 2]; 

1 1

( )
2 2

p pq pqy yy i
p

θ
   

= − +   
   

 – аффикс точки пересечения характеристики уравнения (1), выхо-

дящей из точки (0, )y OA∈  с характеристикой .OC
Отметим, что при ( ) 0,a y =  0 ,y h≤ ≤  поставленная задача эквивалентно к первой краевой 

задаче [3]: найти решение 1 2
2 2 2( , ) ( ) ( ) ( )u x y C D C D J C D∈ ∩ ∪ ∩  уравнения (1) с условиями (2), 

	 ( ) ( )2

1 2 1
2 22 2

0 1 2
0

1(0, ) ( ).p
p p

y yu y y F y b y
β α α α βα β

αγ

− − − +
−

−

 
=  

  
А при ( ) 0a y =  задача ТI сводится к задаче с условиями (2), 

	 ( , ) ( ),
Î Ñ

u x y yψ=  ( )
1

0 ,2
ppy≤ ≤

которая изучена в работе [4]. 
В случаях, когда 
	 1) 1 2 1,m m= +  2) 1 2 1,m m> +  3) 1 2 1m m< +

доказана следующая теорема.
Теорема. Если выполнены условия
1) ( )xϕ  ограничена в 0 ,x≤ < ∞

2) 
1 1

2( ), ( ) 0, 0, ,p pa y b y C p C p   ∈ ∩      
то задача TI однозначно разрешима.
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УДК 517

ПРЕОБРАЗОВАНИЯ ТИПА ВЕКУА – ЭРДЕЙИ – ЛАУНДЕСА 
ДЛЯ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ СО СПЕКТРАЛЬНЫМИ ПАРАМЕТРАМИ

1Белгородский государственный национальный исследовательский университет 
2Воронежский государственный университет

Х. Ф. Алзамили1, А. А. Ахад1, С. М. Ситник1, Э. Л. Шишкина1,2

Аннотация. В данной статье мы осуществляем построения одного оператора преобразо-
вания, известного как оператор Векуа – Эрдейи – Лаундеса. Для этого оператора докажем 
теорему о связи решений невозмущенного и возмущенного постоянной уравнений.
Ключевые слова: оператор преобразования, оператор Векуа – Эрдейи – Лаундеса, волно-
вое уравнение, телеграфное уравнение.

Введение

В этой статье мы реализуем одну из математических стратегий, заключающуюся в том, что 
можно свести более сложную проблему к ранее решенной проблеме или, по крайней мере, к 
более простой проблеме. Эта стратегия теперь известна как метод операторов преобразования 
[1–3].

Пусть имеются два оператора ( , ).A B  Ненулевой оператор называется оператором преоб-
разования, если выполняется следующее соотношение 

	 = .T A BT 	 (1)
Соотношение (1) называется сплетающим свойством оператора .T  Говорят, что оператор 

T  сплетает операторы A  и .B
Целью этой статьи является рассмотрение специального класса операторов преобразова-

ния, которые сплетают операторы 1A λ+  и 2 ,A λ+  где 1 2:A L L→  – некоторый оператор, 
1 2, .λ λ ∈C  Такие операторы преобразования называются в [3-5] операторами Векуа – Эрдейи – 

Лаундеса. В качестве примера будет построен оператор Векуа – Эрдейи – Лаундеса, приспосо-
бленный для применения к задаче Коши Используя построенный оператор, получаем утверж-
дение о связи между решениями задач Коши для уравнений =ttw Aw  и 2 = ,ttw c w Aw±  где 

= ( , ),w w x t  ,c ∈R  A  – произвольный линейный оператор, действующий по .nx ∈R  К такому 
типу принадлежат, например, телеграфное уравнение и уравнение Гельмгольца. 

Подобные операторы появились в работах А. Эрдейи [6–10], И. Н. Векуа [11] и Ж. С. Лаун-
деса [12–14]. Поэтому их естественно называть операторами Векуа – Эрдейи – Лаундеса (ВЭЛ) 
как было предложено в [4–5], см. также [1, 3].

1. Операторы преобразования в виде операторов Вольтерра второго рода

Будем искать оператор преобразования ,S±  обладающий на подходящих функциях f  свой-
ством

	 ( )2 2 2= ,S D f D c S f± ±± 	 (2)

где = ,dD
dt

 в виде оператора Вольтерра 

	 ( )( ) = ( ) ( , ) ( ) .
t

t

S f t f t K t f dτ τ τ±
±

−

+ ∫ 	 (3)

Здесь ядро ( , )K t τ±  является гладким по обеим переменным.
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Подстановка (3) в (2) приводит к равенству 

	
2

2
2( , ) ( ) = ( , ) ( ) ( ) ( , ) ( ) .

t t t

t t t

dK t f dt K t f d c f t K t f d
dt

τ τ τ τ τ τ τ τ± ± ±

− − −

 
′′ ± + 

 
∫ ∫ ∫

Поскольку 

	 =( , ) ( ) = ( , ) ( ) ( , ) ( ) ( , ) | ( )
t

t
t

K t f d K t t f t K t t f t K t f tτ ττ τ τ τ± ± ± ±

−

′′ ′ ′− − − − +∫

	 =( , ) | ( ) ( , ) ( )
t

t
t

K t f t K t f dτ τ τττ τ τ τ± ±
−

−

+ − + ∫
и 

	
2

2 ( , ) ( ) =
t

t

d K t f d
dt

τ τ τ±

−
∫

	 = == ( , ) ( ) ( , ) | ( ) ( , ) | ( )
t

tt t t t t
t

K t f d K t f t K t f tτ ττ τ τ τ τ± ± ±
−

−

+ − − +∫

	 ( , ) ( , )( ) ( , ) ( ) ( ) ( , ) ( ),K t t K t tf t K t t f t f t K t t f t
dt dt

± ±
± ±−′ ′+ + − − − − −

получим

	 2( , ) = ( , ) ( , ),ttK t K t c K tττ τ τ τ± ± ±± 	 (4)

 	 ( ) 2( , ) ( , ) ( , ) = ,lim t
t

dK t t K t K t c
dt τ

τ
τ τ

±
± ±

→
+ +  	 (5)

 	 ( )( , ) ( , ) ( , ) = 0,lim t
t

dK t t K t K t
dt τ

τ
τ τ

±
± ±

→−

−
+ + 	 (6)

Пусть Ω  – некоторая область в 2R ,  1( , ) ( ),K t Cτ± ∈ Ω  {( , ) | = } .t tτ τΩ ∩ ≠ ∅  Тогда для 
( , )t x ∈Ω  справедливо равенство 

	 ( , ) ( , )( , ) = .lim
t

d K t K tK t t
dt tτ

τ τ
τ

± ±
±

→

 ∂ ∂
+ ∂ ∂ 

Следовательно, условия (5) и (6) примут вид 

	
2( , ) =

2
dK t t c

dt

±

 	 (7)

и 
	 ( , ) = .K t t const± − 	 (8)
Вводя новые переменные 

	 = , =
2 2

t tu vτ τ+ − 	 (9)

и используя обозначение ( , ) = ( , ) = ( , )H u v K u v u v K t τ± ± ±+ −  получим задачу 
	 2

, ( , ) = ( , ),u vH u v c H u v± ±
 	 (10)

	
2

( ,0) = .
2
cH u u±

 	 (11)

Одним из способов построения ядра, удовлетворяющего (10)–(11), является применение 
формулы

	
2

2

0 0

( , ) = ( , ) .
2

u vcH u v u c d H dα α β β± ±∫ ∫  	 (12)
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Итерации определяются по формулам

	
2

0 ( , ) = ,
2
cH u v u±



	 2
1

0 0

( , ) = ( , ) .
u v

n nH u v c d H dα α β β± ±
+ ∫ ∫

Из первой итерации получем

	 ( )
222

1
1( , ) = ,
2 2!

uH u v c v±


	 ( )
3 232

2
1( , ) =
2 3! 2!

u vH u v c±


и

	
( ) 12

11( , ) = .
2 !( 1)!

n

n n
n

c
H u v u v

n n

+

± +

+



Суммируя, будем иметь

	 1

1

(2 );
( , ) =

2 (2 ).

J c uvc uH u v
v I c uv

±
−



Используя асимптотическую формулу для функции Бесселя Jα  при 0 < 1x α<< +  вида 

	 1( )
( 1) 2

xJ x
α

α α
 →  Γ +  

и равенство ( ) = ( ),I x i J ixα
α α

−  мы убеждаемся в том, что (11) верно.

Возвращаясь к переменным x  и ,t  получим 

	
( )

( )
2 2

1

2 2
1

;
( , ) =

2 .

J c tc tK t
t I c t

τττ
τ τ

±

− −+ 


−  −


Легко видеть, что ( , ) = 0K t t± −  и условие (8) выполнено.

2. Применение преобразований Векуа – Эрдейи – Лаундеса к задаче Коши

Теорема 1. Пусть A  – линейный оператор, действующий по 1= ( ,..., ) ,n
nx x x ∈R  w  – реше-

ние задачи 
	 = , = ( , ),ttw Aw w w x t 	 (13)
	 ( ,0) = ( ), ( ,0) = ( ).tw x f x w x g x 	 (14)

Тогда функция
	 = ,cw S w+

где 

	 ( )2 2
1( ) ( , ) = ( , ) ( , )

2

t

t
t

c tS w x t w x t J c t w x d
t

τ τ τ τ
τ+

−

+
− −

−∫
есть решение задачи

	 2 = , = ( , ),c c c c c
ttw c w Aw w w x t+ 	 (15)

	 ( ,0) = ( ), ( ,0) = ( ).c c
tw x f x w x g x 	 (16)
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Доказательство. Легко видеть, что ( ,0) = ( ,0),cw x w x  поэтому если w  удовлетворяет пер-
вому условию в (14), то w  удовлетворяет и первому условию в (16) и обратно. Рассмотрим

	 ( )2 2
1( , ) = ( , ) ( , ) = ( , )

2 2

t
c
t t t

t

c t cw x t w x t J c t w x d w x t
t t

τ τ τ τ
τ−

∂ +
− − − ×

∂ −∫

	 ( ) ( )2 2 2 2
1 1( , ) ( , )lim lim

t t

t tJ c t w x J c t w x
t tτ τ

τ ττ τ τ τ
τ τ→ →−

    + +
× − − − +        − −   

	 ( )2 2
1 ( , ) =

t

t

t J c t w x d
t t

τ τ τ τ
τ−

∂ +
+ − ∂ − 
∫

	
2 22

2 20
13/2

( )= ( , ) ( , ) ( ) ( , )
2 ( )

t

t
t

tJ c tc tw x t tw x t J c t w x d
t c t

τ τ τ τ τ
τ τ−

  − + − + − −   − −  
∫

поэтому, переходя к пределу при 0,t →  получим ( ,0) = ( ,0).c
t tw x w x

Покажем, что если w  удовлетворяет уравнению (13), то cw  удовлетворяет уравнению (15). 
Имеем

	 2 2 2 2 2( ) = ( ) = = = = ,c c
t t tD c w D c S w S D w S Aw ASw Aw+ + ++ +

следовательно 2 2( ) =c c
tD c w Aw+  и cw  удовлетворяет уравнению (15). 

Аналогично, получим теорему. 
Теорема 2. Пусть A  – линейный оператор, действующий по 1= ( ,..., ) ,n

nx x x ∈R  w  – реше-
ние задачи

	 = , = ( , ),ttw Aw w w x t

	 ( ,0) = ( ), ( ,0) = ( ).tw x f x w x g x
Тогда функция

	 = ,cw S w−

где 

	 ( )2 2
1( ) ( , ) = ( , ) ( , )

2

t

t
t

c tS w x t w x t I c t w x d
t

τ τ τ τ
τ−

−

+
+ −

−∫
есть решение задачи

	 2 = , = ( , ),c c c c c
ttw c w Aw w w x t−

	 ( ,0) = ( ), ( ,0) = ( ).c c
tw x f x w x g x

Пример 1. Рассмотрим волновое уравнение в одномерном пространстве в следующем виде: 

	 2=tt xxw a w
снабженное условиями

	 ( ,0) = ( ), ( ,0) = ( ).tw x f x w x g x
Решение этой задачи дается формулойДаламбера: 

	 ( ) ( ) 1( , ) = ( ) .
2 2

x at

x at

f x at f x atw x t g s ds
a

+

−

− + +
+ ∫

В соответствии с теоремой 1 полуим, что 

	 ( )2 2
1( , ) = ( ) ( , ) = ( , ) ( , )

2

t
c

t
t

c tw x t S w x t w x t J c t w x d
t

τ τ τ τ
τ+

−

+
− −

−∫
Есть решение телеграфного уравнения
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	 2 2= ,c c c
tt xxw a w c w−

	 ( ,0) = ( ),cw x f x
	 ( ,0) = ( ).c

tw x g x
Преобразуем интеграл 

	 ( )2 2
1 ( , ) =

t

t

t J c t w x d
t

τ τ τ τ
τ−

+
−

−∫ ( )2 2
12 2

= [ ( ) ( )] =
t

t

t J c t f x a f x a d
t

τ τ τ τ τ
τ−

+
− − + +

−
∫

	
( )2 2

1

2 2
= 2 ( ) = { = } =

t

t

J c t
t f x a d x a s

t

τ
τ τ τ

τ−

−
− +

−
∫

2
2

1

2
2

2= ( ) .
x at

x at

x sJ c t
at f s ds

a x st
a

+

−

 −  −     

− −  
 

∫

Принимая во внимание, что

	
( ) ( )

2 2
1 2 2

02 2

1= ( ) 1
J c t

d J c t C
ct

τ
τ τ τ

τ

−
− − +

−
∫

найдем

	 1( ) ( ) =
2

x at

t
x at

S g s ds
a

+

+
−
∫ ( )2 2

12 2

1= ( )d ( ) =
2 4

x at t x a

x at t x a

c tg s s J c t d g s ds
a a t

τ

τ

τ τ τ
τ

+ +

− − −

+
− −

−
∫ ∫ ∫

	
2

2
0 2

1 ( )= ( ) .
2

x at

x at

x sJ c t g s ds
a a

+

−

 −
−  

 
∫

Придем к известной формуле [15], стр. 302 для решения телеграфного уравнения

	

2
2

1 2

2
2

2

( )

( ) ( )( , ) = ( )d
2 2 ( )

x at
c

x at

x sJ c t
af x at f x at ctw x t f s s

a x st
a

+

−

 −
−  − + +  − +

−
−

∫

	
2

2
0 2

1 ( ) ( ) .
2

x at

x at

x sJ c t g s ds
a a

+

−

 −
+ −  

 
∫

Пример 2. Аналогично можно получить известную формулу для решения задачи Коши для 
уравнения Гельмгольца

	 2 2= ,c c c
tt xxw a w c w+

	 ( ,0) = ( ),cw x f x
	 ( ,0) = ( ).c

tw x g x
Она будет иметь вид

	

2
2

1 2

2
2

2

( )

( ) ( )( , ) = ( )d
2 2 ( )

x at
c

x at

x sI c t
af x at f x at ctw x t f s s

a x st
a

+

−

 −
−  − + +  + +

−
−

∫

	
2

2
0 2

1 ( ) ( ) .
2

x at

x at

x sI c t g s ds
a a

+

−

 −
+ −  

 
∫
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Заключение

Получена формула для оператора Векуа – Эрдейи – Лаундеса, приспособленного для пере-
вода решения задачи Коши для невозмущенного уравнения в решение задачи Коши для воз-
мущенного уравнения. Доказана теорема о связи решений задач Коши для невозмущенного 
и возмущенного уравнений. Приведены простые примеры перевода решения задачи Коши 
для волнового уравнения в решение задачи Коши для телеграфного уравнения и уравнения 
Гельмгольца. Аналогично методом настоящей работы можно получить формулы для решений 
сингулярных эллиптических или гиперболических уравнений с операторами Бесселя. К ним 
относятся уравнения осесимметрической теории потенциала А. Вайнштейна и уравнения Эй-
лера – Пуассона – Дарбу со спектральными параметрами. Преимуществом данного метода 
также является возможность его использования для уравнений любой размерности со спек-
тральным параметром, при любом числе частных производных или операторов Бесселя по 
разным переменным. Метод также работает и для ультрагиперболических уравнений.

Литература

1. Ситник С. М., Шишкина Э. Л. Метод операторов преобразования для дифференциаль-
ных уравнений с операторами Бесселя. – М. : Физматлит, 2019. – 220 c.

2. Transmutation operators and applications. Kravchenko V. V. and Sitnik S. M. (eds.) Springer 
International Publishing, Cham, 2020. – 703 p. 

3. Shishkina E. L. and Sitnik S. M. Transmutations, singular and fractional differential equations 
with applications to mathematical physics. – Amsterdam: Elsevier, 2020. – 592 p. 

4. Ляховецкий Г. В., Ситник С. М. Операторы преобразования Векуа – Эрдейи – Лаундеса, 
Препринт, Институт автоматики и процессов управления ДВО РАН, Владивосток, 1994. – 13 с.

5. Ситник С. М., Ляховецкий Г. В. Построение операторов преобразования Векуа – Эр-
дейи – Лаундеса // «Дифференциальные уравнения, теория функций и приложения». Между-
народная конференция, посвященная 100-летию со дня рождения академика Ильи Несторо-
вича Векуа. Тезисы докладов. Новосибирск, 2007. – С. 469–470.

6. Erdélyi A. On fractional integration and its application to the Hankel transforms. Quart. J. Math. 
Oxford 11, 1940. – P. 293–303. 

7. Erdélyi A. An application of fractional integrals // J. Analyse Math. 14, 1965. – P. 113–126. 
8. Erdélyi A. An integral equation involving Legendre functions // SIAM Rev. – 12 (1). – 1964. – 

P. 15–30. 
9. Erdélyi A. On fractional integration and its application to the theory of Hankel transforms // The 

Quarterly Journal of Mathematics, Second Series. – 1940. – 11. – P. 293–303.
10. Erdélyi A. Some integral equations involving finite parts of divergent integrals // Glasgow 

Math. J. – 1967.– 8 (1). – P. 50–54. 
11. Vekua I. N. New Methods for Solving Elliptic Equations. North-Holland Publishing Company. – 

1967. – 358 p.
12. Lowndes J. S. An application of some fractional integrals // Glasg. Math. J. – 1979. – 20 (1). – 

P. 35–41.
13. Lowndes J. S. On some generalizations of Riemann-Liouville and Weil fractional integrals and 

their applications // Glasg. Math. J. – 1981. – 22 (2). – P. 73–80. 
14. Lowndes J. S. Cauchy problems for second order hyperbolic differential equations with constant 

coefficients // Proc. Edinb. Math. Soc. – 1983. – 26 (3). – P. 97–105.
15. Polyanin A. D. Handbook of linear partial differential equations for engineers and scientists. – 

CRC press, 2002. – 800 p.



12

УДК 517.923

К ВОПРОСУ ОБ УРАВНЕНИИ ЭЙЛЕРА – ПУАССОНА – ДАРБУ

Воронежский государственный университет

О. П. Барабаш, Э. Л. Шишкина

Аннотация. В статье приведено решение задачи Коши для многомерного уравнения Эй-
лера – Пуассона – Дарбу, где по каждой переменной действует оператор Бесселя. Рассмо-
трены все случаи вещественных значений параметра оператора Бесселя, действующего по 
времени. Решение задачи выражается через весовые сферические средние, порожденные 
многомерным обобщённым сдвигом, за исключением случая отрицательного нечетного k 
(параметр оператора Бесселя). Подход к решению данной задачи при k = –1, –3, –5, … ос-
нован на использовании свойств B-полигармонических функций из начального условия.
Ключевые слова: уравнение Эйлера – Пуассона – Дарбу, оператор Бесселя, многомерный 
обобщенный сдвиг.

Рассмотрим классическое уравнение Эйлера – Пуассона – Дарбу, имеющее следующий вид

	 ( )
2 2

2 2
1

, , , , 0, .
n

n
i i

u u k u u u x t x R t k
x t t t=

∂ ∂ ∂
= + = ∈ > − ∞ < < ∞

∂ ∂ ∂∑ 	 (1)

Дифференциальный оператор, стоящий в правой части уравнения, называется операто-
ром Бесселя по переменной t:

	 ( )
2

2 .k t

kB = +
t t t

∂ ∂
∂ ∂

[2]	

Первым одномерное уравнение Эйлера – Пуассона – Дарбу исследовал Л. Эйлер [1]. Позже 
оно изучалось С.Д. Пуассоном [8], Б. Риманом [6], Ж. Дарбу [10]. Многомерный случай урав-
нения (1) рассмотрен А. Вайнштейном в [3]. В [9] рассматривается общее уравнение Эйлера – 
Пуассона – Дарбу вида

	
2 2

2 2
1

, 0, 1,.., ,
n

i
i

i i i i

u u u k u i n
x x x t t t

γ γ
=

∂ ∂ ∂ ∂
+ = + > =

∂ ∂ ∂ ∂∑ 	  (2)

	 ( ) ( )
0

,0 , 0.
t

uu x f x
t =

∂
= =

∂
	  (3)

В указанных работах приводятся различные подходы к решению задачи Коши (2)–(3), од-
нако не содержащие решение для отрицательных нечетных значений .k  В данной статье будет 
рассмотрен подход к решению задачи (2)–(3) для всех вещественных значений .k

Рассмотрим в nR  часть пространства вида 1{ ( , , ) ,n nnR x x x R+ = = ∈  1 0, , 0},nx x> >  а так-
же открытое множество ,Ω  симметричное относительно каждой гиперплоскости 0,ix =  

1, , ,i n= …  +
nR+Ω = Ω ∩  и ,nR+

+Ω = Ω ∩  где 1{ ( , , ) ,n nnR x x x R+ = = ∈  1 0, , 0}.nx x≥ ≥  Тогда 
nR+

+Ω ⊆  и .nR+
+Ω ⊆  Пусть ( )mC +Ω  – множество m  раз непрерывно дифференцируемых на 

+Ω  функций. Подмножество функций из ( ),mC +Ω  у которых все существующие по ,ix  1, ,i n= …  
производные, непрерывно продолжаются на 0,ix =  обозначим ( ).mC +Ω  Функции ( )mf C +∈ Ω  

назовем четными по переменной ,ix  1, , ,i n= …  если 
2 1

2 1
0

0
k+

k+
i x

f =
x

=

∂
∂

 для всех неотрицательных 

целых 1
2

mk −
≤  [2]. Класс m

evC  состоит из функций из ( ),mC +Ω  четных по каждой из своих 

переменных ,ix  1, , .i n= …  Составим мультииндекс ( )1, , nγ γ γ= …  из положительных фикси-
рованных 0,iγ >  1, , ,i n= …  1 .nγ γ γ= +…+
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Будем рассматривать многомерное уравнение Эйлера – Пуассона – Дарбу, где по каждой 
переменной действует оператор Бесселя: 

	 ( ) ( ), , ,k t
u x t B u kγ∆ = −∞< < ∞

	 ( , ), , 0,nu u x t x R t+= ∈ > 	 (4)
в котором

	 ( )
2

2
1 1

,
i

n n
i

xii i i i i

B
x x xγ γ

γ
= =

∂ ∂
∆ = = +

∂ ∂∑ ∑

	 ( )
2

2 , .k t

kB k R
t t t

∂ ∂
= + ∈

∂ ∂
	  (5)

Пусть ( , )k ku = u x t  – решение уравнения (4). Тогда для этого решения будут действовать 
две фундаментальные рекуррентные формулы, позволяющие получить решение того же 
уравнения, но с параметром 2k +  и 2k − :

	 1 2 ,k k ku t u− −= 	 (6)
	 2 .k k

tu = tu + 	 (7)
В [11] приведены обе формулы, однако для частного случая. Формула (6) доказана в [9], 

формула (7) в [11]. В [5] соотношения (6)–(7) обобщены, однако для случаев, не включающих 
рассмотренные в данной статье.

Для каждого индекса iγ  в nR+  можем указать одномерный обобщённый сдвиг по формуле: 

	 ( ) ( )2 2
1 1 1

0

1
12 , , , 2 cos , , , sin .

1
2 2

i

i i i
x i i i i i i i n i ii

i

T f x f x x x x x x d
π

γ γ

γ
τ τ τ α α α

γ − +

+ Γ  − = × … + − …
   Γ Γ  

  

∫ 	

Тогда для мультииндекса γ  справедливо выражение 1 1

1
.n n

n

ttt
x xT T Tγγγ = …  На основе смешан-

ного обобщенного сдвига tTγ сконструируем весовое сферическое среднее функции :f

	 ( ) ( )
11 ( )

1; ( ) ,
( )

t
t f x

S n

M f x M x t T f x dS
S n

γ γ γ θ γ

γ

θ
+

+
= =   ∫ 	  (8)

	 { }1
1

, ( ) : 1, ,
n

i
i n

i

S n Rγγθ θ θ θ θ+ +

=

= = = ∈∏ 	

где

	
1

1
1

1 1( )

1
2( ) ( ) ,

2
2

i

n
i

n
i

i
i nS n

S n x dS y
n

γ

γ

γ

γ+

+ =

= −

+ Γ 
 = =
 + 

Γ 
 

∏
∏∫ 	 (9)

[12]. Из уравнений многомерного обобщенного сдвига и весового сферического среднего вид-
но, что данные операторы являются операторами преобразования [13, 14].

Будем искать решение задачи Коши

	 ( ) ,k t
u B uγ∆ = 	 (10)

	 ( ) ( ) ( ),0 , ,0 0.tu x f x u x= = 	 (11)

для различных .k  Причем для 0k >  решение будет единственным, а для 0k <  не будет являть-
ся таковым.
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Для случая 1,k = n+ γ −  воспользуемся доказанным в [15] утверждением, по которому ве-
совое сферическое среднее любой функции 2( ) ,f = f x C∈  четной по каждой переменной 

1, , ,nx x…  удовлетворяет задаче Коши
	 ( ) ( ) ( ) ( ); ; , 1,f k fx t

M x t B M x t k nγ γγ γ∆ = = + − 	 (12)

	 ( ) ( )
0

;0 , ; 0.f f t
M x f M x t

t
γ γ

=

∂
= =

∂
	 (13)

Пусть 1,k n γ> + −  ( )1 1, , , ,n nγ γ γ γ +′ = …  1 0,nγ + >  ( )1 1 1, , , .n n nx x x x R+
+ +′ = … ∈  Тогда уравнения 

(10)–(11) примут вид:

	 ( ) ( ) ( )
2

1 1 21 1
,n nx x xn n

u k uu B u B u B u
t t tγ γ γ γ′ +

+

∂ ∂
∆ = +…+ + = +

∂ ∂
	

	 ( ) ( ) ( )1 1 1 1 1 1 1, , ,0 , , , , , ,0 0.n n t nu x x f x x u x x+ + +… = … … = 	
При 1nk n nγ γ γ +′= + = + +  решением этой задачи Коши является весовое сферическое 

среднее ( )
1

; :fM x tγ ′ ′

	 ( ) ( )1 11 1

1

1 1 1
1 ( 1)

1, , , ... ( ) ,
( 1)

n n n nty tyty
n y

S n

u x x t T T T f x y dS
S n

γγ γγ

γ

+ +

+

′

′+ +
+′

  ′… =  + ∫ 	

	 ( ) 1
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Приняв ( ) ( )1 1 1, , ,0 , , ,n nf x x f x x… = …  где f  функция из начального условия (11), получим, 
что функция u  из уравнения (14) зависит только от 1, , ,nx x…  а следовательно, удовлетворяет 
уравнению (10) и условию (11). Имеем
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Ввиду того, что 1 0,n+x =  запишем интеграл по положительной части сферы 1 ( 1)+S n +  через 
кратный интеграл:
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Решение (15) было получено методом спуска Адамара при 1.k > n+ γ −  Однако, непосред-
ственная подстановка 1n+ < k n+γ γ− ≤  в (10)–(11), доказывает, что (15) является решени-
ем и для таких значений .k

Рассмотрим случай 1,k n γ< + −  1, 3, 5,k ≠ − − − … Выберем такое целое положительное чис-
ло ,m  чтобы 2 1.k + m n+ γ≥ −  Будем искать решение следующей задачи:
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Запишем (15) для 2k + m:
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Теперь выразим решение ,ku  используя рекуррентные формулы. Подставляя 2k+ mu  в фор-
мулу (6), получим: 2 1 2 .k+ m k+ m 2 k 2mt u = u− − −  Затем для полученного выражения применим m  раз 

формулу (7): ( )2 1 2 .
m

k+ m k+ m 2 kt u = u
t t

− −∂ 
 ∂ 

 После чего, умножение на 1 kt −  по формуле (6) даст 

искомое решение (10)–(11) при 1,k n γ< + −  1, 3, 5.k ≠ − − −
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Важно отметить, что функция 1( ) ( , , )nf x f x x= …  действительных переменных, определен-
ная в области пространства ,+

nR  имеющая непрерывные частные производные до 2m-го по-
рядка включительно, является B-полигармонической функцией порядка .m  То есть 

( ...( )) 0,m f fγ γ∆ = ∆ ∆ ∆ =  1,m ≥  где γ∆  – оператор (5). Оператор m
γ∆  был рассмотрен в [12].

Рассмотрим последний случай 1, 3, 5,k = − − −  для которого важную роль играют B-полигар-
монические начальные условия. Пусть 1,k = −  тогда уравнение (4) примет вид 
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Равенство нулю 1( ,0),u xγ
−∆  показывает, что функция ( )f x  также должна удовлетворять 
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уравнение Эйлера – Пуассона – Дарбу при 3:k = −
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Если при 0t =  все нечетные производные 3u−  равны 0, а 
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наблюдение обобщается на все случаи 3, 5, 7,k = − − − … Тогда решение задачи Коши задается 
формулой
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Подводя итоги, следует отметить, что анализ многочисленных методов в теории диффе-
ренциальных уравнений с операторами Бесселя показывает, что почти все они в явной или 
неявной формах являются специальными вариантами применения метода операторов пре-
образования. Это проявляется в форме использования функций Грина, формул спуска по па-
раметрам, интегральных уравнений, комбинаций решений возмущенных и невозмущенных 
уравнений. Также неотъемлемой частью теории дифференциальных уравнений в частных 
производных являются сферические средние и их обобщения.
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УДК 519.857.3

СТАЦИОНАРНОЕ РАСПРЕДЕЛЕНИЕ ПРОЦЕССОВ В НАСТОЯЩЕМ ВРЕМЕНИ

Воронежский государственный университет

А. С. Барков

Аннотация. В данной работе проводится изучение стохастических процессов с непре-
рывным временем, для решения задачи неоднородного процесса чистого размножения с 
зависимостью от времени на примере задачи обслуживания автоматов.
Ключевые слова: процесс размножения и гибели, модель, вероятность события.

Введение

Основная область приложения процессов размножения и гибели связана с расчетами чис-
ла занятых телефонных линий и различных типов очередей для телефонов, машин и т. д. Этот 
тип задач может изучаться с различными степенями математической идеализации. Схема про-
цессов размножения и гибели служит первым приближением. Эта модель основана на матема-
тическом упрощении, известном как предположение о показательном времени обслуживания.

1. Постановка задачи

Рассмотрим автомат, который при нормальной работе не требует вмешательства человека. 
Однако в любой момент автомат может разладиться и потребовать обслуживания. Время, не-
обходимое для обслуживания машины, рассматривается снова как случайная величина с по-
казательным распределением. Другими словами, машина характеризуется двумя постоянны-
ми λ  и ,µ  определяемыми следующим образом. 

Если в момент t  автомат работает, то вероятность того, что он потребует обслуживания 
раньше момента ,+t h  равна λh  плюс слагаемые, которыми можно пренебречь в пределе при 

0.→h  Обратно, если в момент t  автомат обслуживается, то вероятность того, что обслужива-
ние закончится раньше, чем в момент ,+t h  и автомат начнет работать, равна ( ).µ +h o h

Для надежного автомата λ  будет относительно мало, а µ  относительно велико. Отноше-
ние /λ µ  и называется коэффициентом обслуживания.

2. Анализ

Цепь Маркова – схема, в которой допускается зависимость исхода любого испытания от 
исхода предыдущего испытания. При этом с исходом kE  не связана определенная вероятность 

,kp  но зато каждой паре ( , )k jE E  соответствует условная вероятность :jkp  если в некотором 
испытании осуществилось ,jE  то вероятность осуществления в следующем испытании исхо-
да kE  равна .jkp  Вероятность исхода kE  в начальном испытании равна .ka  При этом вероят-
ности совместных исходов испытаний определяются следующим образом:

	 ( ){ }0 1 0 0 1 1 2 2 1 1
, , ,

− − −
… = …

n n n n nj j j j j j j j j j j jP E E E a p p p p 	 (2.1)

Стохастический процесс – частный случай цепи Маркова. При этом символ kE  заменяется 
на целое число k  или на численное значение ,ke  не равное .k  Состояние системы в момент n 
оказывается случайной величиной, которая принимает значение k  с вероятностью ( ) ;n

ka  со-
вместное распределение (0) (1) ( )( , , , )… nX X X  также задается формулой (1.1). Индекс n  играет 
роль времени. Таким образом, стохастический процесс – последовательность зависимых слу-
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чайных величин (0) (1)( , , ),…X X  каждый конечный набор которых имеет определенное со-
вместное распределение.

Процесс размножения и гибели – модель, в которой допускаются переходы из nE  в бли-
жайшее сверху состояние 1+nE  и в ближайшее снизу состояние 1.−nE

Для нее справедливы следующие утверждения: 
• Система изменяется, лишь переходя из некоторого состояния в ближайшие соседние
• Если в некоторый момент система находится в состоянии, то вероятность того, что за 

время осуществится переход 1,+→n nE E  равна ( ),λ +nh o h  а вероятность перехода 1−→n nE E  
равна ( ).µ +nh o h

• Вероятность того, что за время ( , )+t t h  осуществится более чем одно изменение, имеет 
порядок малости, более высокий, чем .h

Общее уравнение, описывающее процесс рождения и гибели, имеет вид:
	 1 1 1 1( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ).λ µ λ µ− − + +′ = − + + + +n n n n n n n nP t P t P t P t o h 	 (2.2)
Эти уравнения выполняются при 1≥n
При 0=n  имеем
	 0 0 0 1 1( ) ( ) ( ).λ µ′ = − +P t P t P t 	 (2.3)
Если в данные формулы положить ( ) 0,′ =nP t  то можно показать, что существуют и не зави-

сят от начальных условий пределы вида
	 lim .( )

→∞
=n nt

P t p

Заданное таким образом распределение является стационарным.

3. Показательное время обслуживания

Основная область приложения процессов размножения и гибели связана с расчетами чис-
ла занятых телефонных линий и различных типов очередей для телефонов, машин и т. д. Этот 
тип задач может изучаться с различными степенями математической идеализации. Схема про-
цессов размножения и гибели служит первым приближением. Эта модель основана на матема-
тическом упрощении, известном как предположение о показательном времени обслуживания.

Если не считать временной параметр дискретным, то нам придется иметь дело с непрерыв-
ными величинами. Роль геометрического распределения для времени ожидания играет в этом 
случае показательное распределение. Пусть вероятность поломки машины за любой интервал 
времени длины h  равна λh  плюс слагаемое, которым можно пренебречь. Число поломок име-
ет распределение Пуассона с математическим ожиданием .λt

Предположим, что  m  автоматов с одинаковыми параметрами λ  и µ  обслуживаются од-
ним рабочим. Если автомат испортился, он обслуживается немедленно, если только рабочий 
не ремонтирует в это время другой автомат; в этом последнем случае образуется очередь. Мы 
будем говорить, что система находится в состоянии ,nE  если не работают n  автоматов. При 
1≤ ≤n m  это означает, что один автомат обслуживается, а 1−n  стоят в очереди. В состоянии 

0E  все автоматы работают, а обслуживающий рабочий отдыхает. Все  m  автоматов предпола-
гаются работающими независимо друг от друга.

Переход 1+→n nE E  возникает при поломке одного из −m n  работающих автоматов, в то 
время как переход 1−→n nE E  осуществляется, если один из разладившихся автоматов вернул-
ся в рабочее состояние. Следовательно, мы имеем процесс размножения и гибели с коэффици-
ентами 0 ,λ λ= m  0 0,µ =

	 ( ) ,    (0 )λ λ µ µ= − = < ≤n nm n n m 	 (3.1)
И основные дифференциальные уравнения (2.2) и (2.3) принимают вид (1 1)≤ ≤ −n m
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0 0 1( ) ( ) ( )λ µ′ = − +P t m P t P t

( )( ) ( ) 1 1( ) ( ) 1 ( ) ( )λ µ λ µ− +′ = − − + + − − +n n n nP t m n P t m n P t P t

1( ) ( ) ( )µ λ −′ = − +m m mP t m P t P t

Это конечная система дифференциальных уравнений, которая может быть решена обыч-
ными методами. Пределы существуют и удовлетворяют уравнениям

	 0 1λ µ=m p p

	 ( )( ) ( ) 1 11λ µ λ µ− +− + = − − +n n nm n p m n p p

	 1µ λ +=n np p
Отсюда вытекает рекуррентная формула
	 ( ) 1λ µ +− =n nm n p p 	 (3.2)
Полагая последовательность 1, 2, ,1,0,= − − …n m m  получаем

	 1
!

µ
λ−

 =  
 

k

m k mp p
k

	 (3.3)

Неизвестную постоянную можно определить из условия, что сумма равна единице. Легко 
видеть, что

	
111 11

1! !
.µ µ

λ λ

−
    = + +…+         

m

mp
m

Формула хорошо известна инженерам-связистам как формула Эрланга. Вероятность 0p  
может быть интерпретирована как вероятность того, что обслуживающий рабочий не занят. 
Математическое ожидание машин, стоящих в очереди равно

	 ( ) 0
1 1

1 (1 ).ω
= =

= − = − −∑ ∑
m m

k k
k k

k p kp p

Эта величина может быть найдена суммированием уравнений (3.2) по 0,1, , .= …n m  Ис-
пользуя тот факт, что дают в сумме единицу, получаем

	 ( ) ( )0 01 1λ λω λ µ− − − = −m p p

	 ( )01λ µω
λ
+

= − −m p

Заключение

В результате работы была решена задача по изучению стохастических процессов.
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Аннотация. В работе рассматриваются операторы, порождённые бесконечными ма-
трицами двух видов: трёхдиагональной и имеющей три побочные диагонали. При этом 
собственные значения соответствующей диагональной матрицы отделены друг от друга. 
С помощью метода подобных операторов получены теоремы о приведении данных опе-
раторов к диагональному и блочно-диагональному виду. Также приводятся оценки соб-
ственных значений и спектральных проекторов.
Ключевые слова: бесконечная матрица, разностный оператор, подобные операторы, 
спектр, спектральный проектор.

Введение

Пусть ( )2 2l l=   комплексное гильбертово пространство суммируемых с квадратом ком-
плексных последовательностей : .x →   Скалярное произведение в 2l  задаётся формулой 
( ) ( ) ( ), ,

n
x y x n y n

∈

= ∑


 2,x y l∈  и норма ( ) 22

n
x x n

∈

= ∑


 порождается этим скалярным произведением.
В работе рассматриваются бесконечные числовые матрицы двух видов:

( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )
( ) ( )

3 3 2 0
0 2 2 1 0

0 1 0 0
,0 0 0 1 0

0 1 2 0
0 2 2 3

f a g
f a g

f a g
f g

f a g
f a g

 − − − − − 
 − − − − − 
 − − − −
 

− − 
 − −
 

− − 
 
 

   

  

  

  

  

   

       

где ( ) ( ) ,
n

f n
n

β
= −  { }\ 0 ,n ∈  ( )0 1,f = −  ( ) ( )1

,
1

n
g n

n
β ′ +

= −
+

 { }\ 1 ,n∈ −  ( )1 1,g − = −  и при-
чём последовательности , :β β ′ →   ограничены, 0,a ≠  ,a ∈  и 

( ) ( )
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )
( ) ( )

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )
( ) ( )

3 0 0 3 3
0 2 0 0 2 2 3

1 1 2 0
,0 0 0 1 0

0 1 1 0 0
2 2 1 0 0 2 0
3 2 0 0 3

a f q
a f q g

a f q g
f g

f q g a
f q g a
q g a

 
 − − − − − 
 − − − − − − −
 

− − − − − − − 
 − − −
 

− − − 
 − − −
 

− − 
 
 

      

 

 



 

      

где последовательность :q →   суммируема с квадратом.
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В первом случае матрица определяет в 2l  линейный оператор ( )1 1 2 2: ,A D A l l⊂ →  действу-
ющий по формуле ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1 1 1 ,A x n anx n f n x n g n x n= − − − + +  с областью определения 

( ) ( ) 2
1 2 : .

n
D A x l nx n

∈

 = ∈ < ∞ 
 

∑


 Представим оператор 1A  в виде 1 0 1,A A B= −  где 

( )( ) ( )0 ,A x n anx n=  ,n∈  и 1 0 1.B A A= −  Таким образом, оператор 0A  – диагональный, а опе-
ратор 1B  имеет в своей матрице относительно стандартного базиса пространства ( )2l   две 
ненулевые суммируемые с квадратом диагонали: первую и минус первую, при этом 

( ) ( )0 1 .D A D A=
Во втором случае матрица определяет в 2l  линейный оператор ( )2 2 2 2: ,A D A l l⊂ →  

( ) ( )2 1 ,D A D A=  действующий по формуле
( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 1 1 1 .A x n anx n q n x n f n x n g n x n= − − − − − − − −

Опять же оператор 2A  представим в виде 2 0 2 ,A A B= −  где оператор 0A  тот же, что и в первом 
случае и 2 0 2.B A A= −

В работе изучаются спектральные свойства операторов 1A  и 2A  с помощью метода подоб-
ных операторов, а именно, его модификации из [1, 2]. Отметим, что конечно-диагональные 
матрицы и, в частности, трёхдиагональные используются в различных математических моде-
лях. Подробнее можно посмотреть работы [3, 4] и имеющиеся в них ссылки. При этом, в отли-
чие от [3], не предполагается выполнение условия разбегания собственных значений у диаго-
нальной матрицы 0A .  Отметим, что исследование в [3] также велось методом подобных 
операторов, но использовалась другая его модификация, предложенная в [5], которая учиты-
вала именно рост лакун между собственными значениями. Обычно для нахождения собствен-
ных значений бесконечных трёхдиагональных матриц используют другой, отличный от ис-
пользуемого и от статьи [3] подход, например, связанный с приближением этих собственных 
значений собственными значениями конечных усечённых матриц (см. [6–10]).

Спектральные свойства других классов конечнодиагональных матриц, для которых возму-
щение является матрицей с суммируемыми диагоналями, исследовались в [11, 12], если же 
возмущение из ( )2 2 ,lσ  то для блочных матриц исследование проводилось в [3, 13]. Заметим, 
что матрица 2A  не является матрицей с суммируемыми диагоналями.

1. Основные результаты

Введём используемые операторные пространства. Через 2End l  обозначим банахову алге-
бру всех ограниченных линейных операторов, действующих в 2 ,l  со стандартной нормой 

1
sup ,

x
X Xx

≤

=  2 ,X End l∈  2.x l∈  Также будет использоваться двусторонний идеал операторов 

Гильберта – Шмидта ( )2 2 2.l End lσ ⊂  Отметим, что оператор ,C  заданный своей матрицей 
( ) ,i jC c=  принадлежит ( )2 2 ,lσ  если его матрица ( ) , , ,i jc i j ∈  является матрицей Гильберта – 

Шмидта, т. е. 
2

,
.i j

i j
c

∈

< ∞∑


 В ( )2 2lσ  будем использовать эквивалентную норму 
22

2
,

.i j
i j

C c
∈

= ∑


 

Также напомним, что через ( )1 1l l=   обозначается банахово пространство суммируемых по-
следовательностей. : , .n

n
x x

∈

→ < ∞∑


 

Напомним, что два линейных оператора ( ): ,i iC D C H H⊂ →  1, 2,i =  называются подоб-
ными, если существует такой непрерывно обратимый оператор ,U End H∈  что ( ) ( )2 1UD C D C=  
и 1 2 ,C Ux UC x=  ( )2 ,x D C∈  H  – абстрактное гильбертово пространство. Оператор U  называ-
ется оператором преобразования оператора 1C  в оператор 2.C  Также термином «трансформа-
тор» мы будем называть оператор, действующий в пространстве операторов.
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Пусть оператор ( )2 2X lσ∈  имеет в стандартном базисе пространства 2l  матрицу ( )X= .i jx  
Введём в рассмотрение два семейства трансформаторов ( )( )2 2, ,k kJ End lσΓ ∈  0,k ≥  ,k ∈  
следующим образом. Пусть

( )0

, ;
=

0, ;
i j

i j

x i j
J X

i j

=


≠
 ( )

{ }, max , ;

= , , ;

0, ;

i j

k i ji j

x i j k

J X x i j i k

 ≤
 = >

 â îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ

( ) ( )0

, ;
=

0, ;

i j

i j

x
i j

a i jX
i j


≠ −Γ 

 =

 ( ) { }

( )

0, , ;

= 0, max , ;

, .

k i j

i j

i j i k

X i j k

x
a i j


 = >
Γ ≤


 −

â îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ

Рассмотрим оператор 0 ,A  он будет играть роль невозмущённого оператора в методе подоб-
ных операторов. Его простыми изолированными собственными значениями являются числа 

,n anλ =  ,n∈  соответствующими собственными векторами – векторы стандартного базиса 
( ) ,ne  ,n∈  пространства 2 ,l  ( ) ,n nke k δ=  где nkδ  – символ Кронекера.

Спектральные проекторы { }( )0, ,n nP P Aλ=  ,n∈  определяются формулой ( ), ,n n nP x x e e=  

.n∈  Обозначим ( ) .in
i n

P P
≤

= ∑  Тогда 0 = X ,i i
i

J X P P
∈
∑


 ( ) ( )=k i i k k
i k

J X P XP P XP
>

+∑  и ( )0= =k kX X J XΓ Γ −  

( ) ( )( )0 0 ,k kX P XP=Γ − Γ  0,k ≥  ( )2 .X Hσ∈  Отметим, что и возмущение 1,B  и возмущение 2B  

принадлежат ( )2 2 ,lσ  при этом 0 1 0 2= =0J B J B  и ( )
0

2 2 2
1 22

12 ,
n

n n
n

B
n

β β
≠
∈

′= + +∑


 

( ) 22 2
2 12 2

.
n

B B q n
∈

= + ∑


Из [1, 2] вытекает
Теорема 1. Пусть выполнено условие ( )

0

1 2

2 2
2

13 2 .
n

n n
n

a
n

β β
≠
∈

 
 ′+ + <
 
 

∑


 Тогда оператор 

1 0 1A A B= −  подобен оператору 0 0 *,A J X−  имеющему диагональную матрицу, где *X  – един-
ственное решение рассматриваемого в ( )2 2lσ  операторного уравнения

	 ( )0 0 0 0= ,X B X XJ B X BΓ − Γ Γ + 	 (1)
где 1,B B=  и это решение может быть найдено методом простых итераций.

Теорема 2. Пусть выполнено условие ( ) ( )
0

1 2

22 2
2

13 2 .
n

n n
n

q n a
n

β β
≠
∈

   ′+ + + <    
∑


 Тогда опе-

ратор 2 0 2A A B= −  подобен оператору 0 0 *,A J X−  где *X  – решение рассматриваемого в ( )2 2lσ  
операторного уравнения (1) с 2.B B=

Важно отметить, что условия теоремы 1, позволяющие осуществлять диагонализацию опе-
раторов 1A  и 2 ,A  довольно жёсткие, поэтому удобно иметь теорему, с помощью которой опе-
раторы 1A  и 2A  приводятся к операторам, имеющим блочно-диагональную матрицу, то есть к 
операторам вида ( ) ( )0 i in n

i n
A X P XP P XP

>

− − ∑  без условий малости нормы операторов – возмуще-

ний 1B  и 2B  соответственно. Для этого удобно пользоваться не пространством ( )2 2 ,lσ  а более 
узким, вложенным в него пространством ( )2, 2 .lασ  Для описания этого пространства нам по-
требуется последовательность : ,α →   члены которой задаются формулой [1, 2]
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( )
1 4 1 4

1 2 2 2

2 2 2
, ,

max , .n k k
k n k k n k

X X P X XP nα −

> ∈ > ∈

     = ∈            
∑ ∑

 



Обозначим ( ) , 1, 2.in n iB iα α= =  Определим оператор ( )0 ,in n
n

F f A Pα
∈

= = ∑


 при этом 

max 1,inn
F α

∈
≤ =



 1, 2.i =  Обозначим символом ( )2, 2lασ  пространство всех операторов 

( )2 2 ,X lσ∈  представимых в виде ,lX X F=  ,rX FX=  где ( )2 2, .l rX X lσ∈  В пространстве 
( )2, 2lασ  норму зададим формулой { }2, 2 2

max , .l rX X X
α

=  Очевидно, что ( )2, 2 ,
iiB lασ∈  

1, 2,i =  и
1 ,li i n

n in

B B P
α∈

= ∑


  1 , 1, 2,ri n i
n in

B P B i
α∈

= =∑


1 2 1 2
2 2

2 22,
, ,

1 1max , , 1, 2.
i

j n n i j
j n j nin in

B P BP P B P i
α α α∈ ∈

     = =    
     

∑ ∑
 

Необходимые свойства последовательности { } , ,n nα ∈  можно найти в [1, 2]. Теперь в ка-
честве пространства допустимых возмущений будем рассматривать ( )2, 2 ,

i
lασ  1, 2.i =  Так как 

трансформаторы , ,k kJ Γ  0,k ≥  определены для ( )2 2 ,X lσ∈  то они определены и для 
( ) ( )2, 2 2 2 ,

i
X l lασ σ∈ ⊂  1, 2,i =  более того, подпространства 2, ,

iασ  1, 2,i =  инвариантны отно-
сительно kJ  и ,kΓ  0.k ≥

Из [1, 2] вытекает
Теорема 3. Существует такое 0,k ≥  что каждый из операторов , 1, 2,iA i =  подобен блоч-

но-диагональному оператору 
	 ( ) ( )0 * * ,i j i jk k

j k
A P X P P X P

>

− − ∑ 	 (2)

где оператор ( ) ( )* 2, 2 2 2 ,
i i

X l lασ σ∈ ⊂  1, 2,i =  есть решение нелинейного операторного уравне-
ния (1) с операторами ,kJ  kΓ  и ,iB B=  1, 2.i =  Оно может быть найдено методом итераций, 
при этом ( )0 0,X =  ( )1 , .iX B=   Имеет место равенство

( )( ) ( ) ( ) ( )0 * * 0 * * .i k i k i i j i jk k
j k

A B I X I X A P X P P X P
>

 
− + Γ = + Γ − −  

 
∑

Преимущество рассмотрения операторов (2) перед операторами 1A  и 2A  заключается в 
том, что их спектральные свойства близки к спектральным свойствам оператора 0.A

А именно, имеют место следующие теоремы.
Теорема 4. Спектры ( ) , 1, 2,iA iσ =  операторов iA  допускают представление

( ) ( ) ,i jik i
j k

Aσ σ σ
>

= ∪ 



где ( ) , 1, 2,k i iσ =  содержит не более 2 1k +  различных собственных значений, множества 
, ,ji j kσ >  1, 2,i =  одноточечны, { }ji jiσ λ= 

  и 
, 1, 2, ,ji jiaj i j kλ ξ= + = >

где последовательности : , 1, 2,i iξ → =   суммируемы.
Пусть ( ), , , 1, 2,ji ji iP P A j k iσ= > =

  где множества , , 1, 2,ji j k iσ > =  введены в теореме 4, 
и пусть * .i k iU I X= + Γ  Имеет место (см. [1, 2]) следующая теорема, касающаяся спектральных 
проекторов , ,jiP j k>  1, 2.i =

Теорема 5. Имеют место формулы
1 1

* , , 1, 2,ji j i k i j iP PU X PU j k i− −= + Γ > =
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( ) 1
* * ,ji j k i j j k i iP P X P P X U −− = Γ − Γ  ( ) 11

* , 1, 2,i k iU I X i−− = + Γ =

2
,ji j jiP P const ξ ′− ≤ ⋅

где { } { }1 1 2 1,j jl lξ ξ′ ′∈ ∈  и ( )2, 2 .
iji jP P lασ− ∈

Отметим, что при некоторых дополнительных условиях на последовательности : ,f →   
: ,g →   :q →   возможно также применение другой схемы метода подобных операто-

ров, используемой в работах [14, 15].

Заключение

В работе произведено преобразование подобия операторов в пространстве ( )2 ,l   опреде-
лённых своими матрицами 1A  и 2A .  Получены асимптотические оценки собственных значе-
ний и спектральных проекторов, содержащиеся в теоремах 4 и 5. 
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УДК 517.95

О ДИСКРЕТНОЙ КРАЕВОЙ ЗАДАЧЕ НА ПЛОСКОСТИ

Белгородский государственный национальный исследовательский университет

В. Б. Васильев, А. А. Ходырева

Аннотация. Рассматривается дискретный аналог модельных псевдодифференциальных 
уравнений в дискретном плоском угле в дискретном пространстве Соболева – Слободец-
кого. Исходя из концепции волновой факторизации для эллиптического периодического 
символа, мы описываем условия разрешимости таких уравнений и связанных с ними дис-
кретных краевых задач.
Ключевые слова: эллиптический символ, обратимость, двумерная периодическая задача 
Римана, дискретный псевдодифференциальный оператор, дискретное уравнение, перио-
дическая волновая факторизация.

Пусть 2Z  целочисленная решетка на плоскости. Пусть 2
1 2{ : ( , ),= ∈ =K x R x x x  20, 0}∈> >x x  

квадрант, 2 ,= ∩dK hZ K  0.>h  Рассмотрим функции дискретной переменной ( ) , du x  
( ) 2

1 2,  .= ∈  x x x hZ
Обозначим 2 2[ , ] ,π π= −T  1  .−= h  Рассмотрим функции, определенные в 2

T  как периоди-
ческие функции в 2R  с основным квадратом периодов 2.T

Можно определить дискретное преобразование Фурье для функции du
	 ( )( ) ( ) ( )

2

2 2

 

  ,  ,ξξ ξ ξ− ⋅

∈

≡ = ∈∑ 








ix
d d d d

x hZ

F u u e u x h T

если последний ряд сходится, и функция ( )ξdu  будет периодической функций в 2R  с основ-
ным квадратом периодов 2.T  Такое дискретное преобразование Фурье сохраняет все свой-
ства интегрального преобразования Фурье, а обратное дискретное преобразование Фурье вы-
глядит следующим образом

	 ( )( )
( )

( )
2

 
1 2

2
1   ,  .

2
ξ ξ ξ

π
− ⋅= ∈∫ 

   

ix
d d d

hZ

F u x e u d x hZ

Дискретное преобразование Фурье устанавливает взаимно однозначное соответствие между 
пространствами 2

2 ( )L hZ  и 2
2 ( )L T  с нормами

	 ( ) ( )
2 2

1/21/2  
  2 22

2 2
  

  ,    .
ξ

ξ ξ
∈ ∈

  
= =        

∑ ∫




  d d d d
x hZ T

u u x h u u d

Нам нужны более общие дискретные функциональные пространства, и мы вводим такие 
пространства, используя разделенные разности [1]. Разделенные разности первого порядка 
выглядят следующим образом

	 ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )1 11 1
1 1 2 1 2 2 1 2 1 2( ) , , , ( ) , , ,− −∆ = + − ∆ = + −         d d d d d du x h u x h x u x x u x h u x x h u x x

а их дискретные преобразования Фурье даются формулами

	 ( )( ) ( ) ( ) ( )1 1 1 ,  1, 2.ξξ ξ− ⋅−∆ = − =

kih
k d du h e u k

Разделенная разница первого порядка – это разделенная разница первого порядка от раз-
деленной разницы первого порядка

	 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )2 2
1 1 2 1 2 1 2( ) 2 , 2 , , ,−∆ = + − + +      d d d du x h u x h x u x h x u x x

	 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )2 2
2 1 2 1 2 1 2( ) , 2 2 , , ,−∆ = + − + +      d d d du x h u x x h u x x h u x x
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дискретным аналогом лапласиана является следующая конструкция

	 ( )( ) ( ) ( ) ( )
22 2 1 ,  1, 2, ξξ ξ− ⋅−∆ = − =

kih
k d du h e u k

И его преобразование Фурье выглядит так

	 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 2
2 2 2 ( 1 1 ) . ξ ξξ ξ− ⋅ − ⋅−∆ = − + − 

ih ih
d d du h e e u

Мы используем такие дискретные объекты для построения дискретных пространств Со-
болева – Слободецкого для изучения широкого класса дискретных уравнений.

Сначала введем дискретный аналог пространства Шварца 2( )S hZ  как набор дискретных 
функций с конечными полунормами

	 ( ) ( ) ( )2
 
  sup 1 '   

∈
= + ∆



 

k
d dx hZ

u x u x 	 (1)

для произвольных ( )1 2,  , ,  , 1, 2,∈ = ∈ =rl N k k k k N r

	 ( ) ( ) ( )1 2 
 1 2     .∆ =∆ ∆ 

k k k
d du x u x

Дискретным распределением называется линейный непрерывный функционал, опреде-
ленным на пространстве 2( ).S hZ  Множество таких распределений обозначим 2'( ),S hZ  а зна-
чение дискретного распределения df  на тестовой дискретной функции 2( )∈du S hZ  будем 
обозначать ( , ).d df u

Можно ввести понятие носителя дискретного распределения. А именно, носитель дискрет-
ной функции 2( )∈du S hZ  является подмножеством множества 2hZ  такое, что ( ) 0≠du x  для 
всех точек x  из этого подмножества. Для произвольного множества 2⊂M R  обозначим 

2 ,= ∩dM M hZ  а затем скажем, что 0=df  в дискретной области dM  если ( ) 0,, =d df u  
( ) ,∀ ∈d du S M  где ( ) ( )2⊂dS M S hZ  состоит из дискретных функций с носителями в .dM  Если 



dM  является объединением таких dM  где 0=df  то носитель дискретногораспределения df  
это множнство 2hZ  \ .dM

Аналогично [3] можно определить стандартные операции в пространстве 2'( ),S hZ  но диф-
ференцирование будет заменено разделенной разностью первого порядка. Эти операции под-
робно описаны в [2], под сходимостью понимается слабая сходимость в пространстве 2'( ).S hZ

Пусть 1 22 2 2 2 (( 1) ( 1) ).ξ ξζ − ⋅ − ⋅−= − + −ih ihh e e  Введем следующее определение.
Определение. Пространство 2( )sH hZ  состоит из дискретных распределений и является 

замыканием пространства 2( )S hZ  по норме

	 ( ) ( )
2

1/2 
 22

 

1    ζ ξ ξ
 

= +  
 

∫


 

s

d ds
T

u u d 	 (2)

Напомним, что многие свойства таких дискретных пространств изучались в [4], варьируя 
параметр ,h  получаем различные нормы, которые эквивалентны 2L -норме. Но константы в 
этой эквивалентности зависят от .h  В наших конструкциях все константы не зависят от .h

Определение. Пространство ( )s
dH K  состоит из дискретных распределений из 2( )sH hZ  

такие, что их носители принадлежат множеству .dK  Норма в пространстве ( )s
dH K  индуци-

рована нормой пространства 2( ).sH hZ  Пространство 0 ( )s
dH K  состоит из дискретных рас-

пределений 2'( )∈df S hR  с носителями в ,dK  и эти дискретные распределения должны допу-
скать продолжение в пространство 2( ).sH hZ  Норма в пространстве 0 ( )s

dH K  задается 
формулой

	 | | ,+ = d s d s
f inf f

где нижняя грань берется по всем продолжениям .
Фурье-образ пространства 2( )sH hZ  будем обозначать ( ).

s
dH K

Пусть ( )ξdA  измеримая периодическая функция от 2R  с основным квадратом периодов 
2.T  Такие функции мы назовем символами.
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Определение. Дискретный псевдодифференциальный оператор dA  с символом ( )ξdA  
в дискретном квадранте dK  называется оператором следующего вида

	 ( )( ) ( ) ( )
 ( )

2 2

 
2  ,   ,ξ

∫

ξ ξ ξ− ⋅= ∑ ∫


 



 

i x y
d d d d

y hZ T

A u x h A e u d x Kd 	 (3)

Мы говорим, что оператор dA  является эллиптическим, если
	 ( )2 0.

ξ
ξ

∈
>



dT
ess inf A

Более общий дискретный псевдодифференциальный оператор с символом ,( )ξ

dA x  в зависи-
мости от пространственной переменной x

	 ( )( ) ( ) ( )
 ( )

2 2

 
2  , ,   ξ

∫

ξ ξ ξ− ⋅= ∈∑ ∫ 







  

i x y
d d d d d

y hZ T

A u x h A x e u d x K

можно определить таким же образом, но здесь мы рассматриваем только операторы типа (3).
Мы рассматриваем символы, удовлетворяющие условию 
	 ( ) ( ) ( )/2 /22 2

1 21  1  
α α

ζ ξ ζ+ ≤ ≤ +dc A c 	 (4)

с константами 1,c  2c  не зависящими от .h  Число α ∈ R  называется порядком дискретного 
псевдодифференциального оператора .dA

Дискретный псевдодифференциальный оператор dA  с символом ( )ξdA  – линейный огра-
ниченный оператор 2 2( ( ) ) α−→s sH hZ H hZ  с нормой, не зависящей от .h

Исследуем разрешимость дискретного уравнения 
	 ( )( ) ( )  ,   = ∈  d d d dA u x v x x K 	 (5)

в пространстве ( )s
dH K предполагая, что 0 ( ).α−∈ s

d dv H K
Мы будем использовать некоторую специальную область в двумерном комплексном про-

странстве 2.C  Область типа ( ) 2= +h K T iK  называется трубчатой областью над квадран-
том ,K  и будем рассматривать аналитические функции ( )τ+f x i  в области ( ) 2 .= +h K T iK

Введем периодическое ядро Бохнера аналогично [3]

	 ( )( ) ( ) ( )
 

2 0,  K
T2

1lim  ( ) . 
4τ τ

ξ ξ τ η η η
π→ ∈

= + −∫


 d h du B i u d

Мы используем периодический аналог волновой факторизации [5]. Отметим, что некото-
рые первые предварительные соображения и результаты были описаны в [6, 7, 8].

Определение. Периодическая волновая факторизация эллиптического символа ( )  αξ ∈dA E  
называется его представлением в виде

	 , ,( ) ( ) ( ),ξ ξ ξ≠ ==d d dA A A
где множители , ,( )ξ≠dA  , ( )ξ=dA  допускают аналитическое продолжение в трубчатые области 

( ) ,h K  ( )−h K  соответственно с оценками 

	 ( ) ( ) ( )/2 /22 2
1 , 11  ' 1  ,

θ θ
ζ ξ τ ζ≠+ ≤ + ≤ +dc A i c

	 ( ) ( ) ( )2 22 2
2 , 21  ' 1  ,

α θ α θ

ζ ξ τ ζ
− −

=+ ≤ − ≤ +dc A i c

и константы 1 1 2 2,  ',  ,  'c c c c  не зависят от ,h  где

	 ( )( ) ( )( ) ( ) ( )1 1 2 2
2 2  2 2 2

1 2 1 2(  1  1 , T , , .,  ξ τ ξ τζ ξ ξ ξ τ τ τ− + − +≡ − + − = ∈ − ∈ 

ih i ih ie e K

Число  θ ∈ R  называется индексом периодической волновой факторизации.
Всюду ниже мы предполагаем существование такой периодической волновой факториза-

ции для символа ( )ξdA  с индексом .θ
Теорема 1. Пусть | | 1/ 2.θ − <s  Тогда уравнение (5) имеет единственное решение для про-

извольной правой части 0 ( ),α−∈ s
d dv H K  которое дается формулой
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	  ( ) ( ) ( ) ( )( )( )1 1
, , ,ξ ξ ξ ξ− −
≠ =− d d h d du A B A v

где  dv  произвольное продолжение  dv  в 2( ).α−sH hZ
Воспользуемся некоторыми результатами из [2], касающиеся формы дискретного распре-

деления, сосредоточенного в начале координат.
Теорема 2. Пусть  ,θ δ− = +s n  ,∈n N  | 2| 1/ .δ <  Тогда общее решение уравнения (5) имеет 

следующий вид 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )( ) ( ) ( )
1

1 1 1 1
, , , 1 2 2 1

0

 ( ) ,ξ ξ ξ ξ ξ ξ ξ ξ ζ ξ ζ
−

− − − −
≠ = ≠

=

 
= + + 

 
∑ 

 


n
k k

d d n h n d d d k k
k

u A Q B Q A v A c d

где ( )ξnQ  произвольный многочлен порядка n переменных  1),( ξζ −= −

kih
k e  1,2,=k  удовлет-

воряющих условию (4) при ,α = n  1),(ξkc  2 ),(ξ

kd  0,1,..., 1= −k n  – произвольная функция из 
( ),kSH hT  1/ 2.θ= − + −k ks s

Рассмотрим первый простой случай с дискретными граничными условиями Дирихле. 
Предполагаем, что 1 ,θ δ− = +s  1/ 2,δ <   0.≡dv  Из Теоремы 2 следует, что имеется следую-
щее общее решение уравнения (5)

	 ( ) ( ) ( ) ( )( )1
, 0 1 0 2 ,ξ ξ ξ ξ−
≠= +  d du A c d 	 (6)

где 0 ,c  0d 1/2 ( )θ− −∈ 

sH Z  произвольные функции. Для однозначного определения этих функ-
ций добавляем дискретные условия Дирихле на сторонах угла

	 ( ) ( )
0 01 2

2 1  
,   .

= == =
 

 

x x
d dd d

u f x u g x 	 (7)

Таким образом, мы имеем дискретную задачу Дирихле (5), (7). Сначала применим дискрет-
ное преобразование Фурье к дискретным условиям (7) и получим следующий вид

	 ( ) ( ) ( ) ( )1 2 1 2 1 2 2 1, , , . d d d du d f u d g
π π

π π

ξ ξ ξ ξ ξ ξ ξ ξ
− −

= =∫ ∫
 

 



   	 (8)

Подставляя (8) в (6) получаем следующие соотношения 

	 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1
1 , 0 1 1 0 2 , 1 d d du d A c d d A d

π π π

π π π

ξ ξ ξ ξ ξ ξ ξ ξ− −
≠ ≠

− − −

= +∫ ∫ ∫
  

  



 

	 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1
2 0 1 , 2 , 0 2 2d d du d c A d A d d

π π π

π π π

ξ ξ ξ ξ ξ ξ ξ ξ− −
≠ ≠

− − −
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  

  



 

Обозначим

	 ( ) ( )1
, 1 0 2 ,  dA d a

π

π

ξ ξ ξ−
≠

−

≡∫






	 ( ) ( )1
, 2 0 1dA d b

π

π

ξ ξ ξ−
≠

−

≡∫






и предположим, что ( )0 2 ,ξa  ( )0 1ξb 0,≠  1 0,ξ∀ ≠  2 0.ξ ≠
Таким образом, мы имеем следующую систему двух линейных интегральных уравнений 

относительно двух неизвестных функций ( )0 1 ,ξc  ( )0 2ξd

	
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

1 0 1 1 0 2 2

0 1 2 0 2 2 1

d

d

K c d d F

c K d d G

π

π

π

π

ξ ξ ξ ξ ξ

ξ ξ ξ ξ ξ

−

−


+ =



 + =

∫

∫














 



	 (9)

где мы использовали следующие обозначения 
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1 1 1 1 1

2 2 0 2 1 1 0 1 1 , 0 1 2 , 0 2,  ,  ,  .ξ ξ ξ ξ ξ ξ ξ ξ ξ ξ ξ− − − − − −
≠ ≠= = =  

  d d d d d dF f a G g b K A b K A a
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Однозначные условия разрешимости системы (9) будут эквивалентны однозначной разре-
шимости дискретной задачи Дирихле (5), (7). 

Далее мы рассматриваем случай 1 ,θ δ− = +s  1/ 2δ <  для уравнения (5) с другими гранич-
ными условиями, а именно

	 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1 2  

   
2

1 2 2 1 2 1 1 2, , , , , 0.
+ + ++∈ ∈ ∈

= = =∑ ∑ ∑
  

       d d d d d
x hZ x hZ x hZ

u x x h f x u x x h g x u x x h 	 (10)

Эти дополнительные условия помогут однозначно определить неизвестные функции 0 ,c  0d  
в решении (9).

	 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 2 1 10, ,  ,0 ,  0,0 0.ξ ξ ξ ξ= = =

   d d d d du f u g u 	 (11)
Действительно, используя дискретное преобразование Фурье, затем подставим формулы 

(11) в (6). Теперь имеем
	 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1  

, , 1 1 , 2 2( ,0 0, ).ξ ξ ξ ξ ξ ξ− −
≠ ≠ ≠= + 

 d d d d d du A A g A f 	 (12)
Теорема 3. Пусть 1/2, ,( )+∈ s

d df g H hZ   0.≡dv  Тогда дискретная задача (5), (10) имеет един-
ственное решение, которое дается формулой (12).
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УДК 517.95

ОБ ОДНОМ ВАРИАНТЕ ЗАДАЧИ ЛИНЕЙНОГО СОПРЯЖЕНИЯ

Белгородский государственный национальный исследовательский университет

В. Б. Васильев, Н. В. Эберлейн

Аннотация. Мы изучаем задачу линейного сопряжения для эллиптического псевдодиф-
ференциального уравнения с однородным символом внутри и снаружи плоского сектора. 
Решение разыскивается в пространстве Соболева – Слободецкого. Используя концепцию 
волновой факторизации для эллиптических символов, строится общее решение задачи 
сопряжения. Добавляя некоторые дополнительные условия, мы получаем систему линей-
ных интегральных уравнений. Если символ псевдодифференциального оператора одно-
роден, мы можем применить преобразование Меллина к такой системе, сводя ее к систе-
ме линейных алгебраических уравнений относительно неизвестных функций.
Ключевые слова: псевдодифференциальное уравнение; задача линейного сопряжения; 
волновая факторизация; условие разрешимости.

Введение

Теория псевдодифференциальных уравнений на многообразиях с гладкой границей систе-
матически разрабатывалась, начиная с работ [1, 2], с середины прошлого века. Вскоре появил-
ся алгебраический вариант теории [3], включая теорему об индексе. Эти исследования были 
продолжены и развиты в [4], и эти результаты нашли применение исследовании ситуаций 
многообразий с негладкими границами [5–7].

В 90-е годы был предложен новый подход для работы в негладких ситуациях [8], и основ-
ные идеи этого подхода представлены в [9] и недавних работах [10, 11]. Эта статья связана с 
этим подходом и посвящена некоторым обобщениям классических результатов для краевой 
задачи Римана [12, 13], в которых мы рассматриваем модельные псевдодифференциальные 
уравнения в канонических негладких областях вместо оператора Коши – Римана. Эти иссле-
дования были начаты в [14], и здесь мы развиваем эти результаты, получая более точные и 
приемлемые условия разрешимости. Мы формулируем условия разрешимости в терминах си-
стемы линейных алгебраических уравнений, аналогичных известным условиям Шапиро – Ло-
патинского [2]. 

1. Предварительные сведения

Псевдодифференциальный оператор A  в области mD R⊂  определяется символом ( )A ξ  
следующим образом

	 ( )( ) ( ) ( ) , ,
m

i y x

D R

u x A e u y dyd x Dξξ ξ− ⋅→ ∈∫ ∫
где функция u определена в области .D  Символ ( )A ξ  – это некоторая измеримая функция, 
определенная в .mR  Пространство ( )sH D  состоит из функций из пространства Соболева – 
Слободецкого ( )s mH R  с носителями в .D  Норма в ( )sH D  индуцируется sH -нормой

	 ( )
1
222( ) 1 ,

m

s

s
R

u u dξ ξ ξ
 

= +  
 
∫ 

где u  – преобразование Фурье и:
	 ( ) ( ) .

m

ix

R

u e u x dxξξ ⋅= ∫
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Мы рассматриваем символы ( )A ξ , удовлетворяющие условию
	 1 2(1 ) ( ) (1 )c A cα αξ ξ ξ+ ≤ ≤ +

с положительными константами 1 2, ,c c  и число α  мы называем порядком псевдодифферен-
циального оператора .A  Такие операторы являются линейными ограниченными операторами 

( ) ( )s sH D H Dα−→  [2].
Здесь мы рассмотрим плоский случай 2m =  и каноническую область на плоскости 

2
1 2 2 1{ : ( , ), > , > 0}.D C x R x x x x a x aα

+= = ∈ =  Для таких областей ключевую роль в описании 
разрешимости псевдодифференциального уравнения

	 ( )( ) ( ) , ,aAu x v x x C+= ∈
играет концепция волновой факторизации  символа ( )A ξ  [9].

Определение 1. Под волновой факторизацией символа ( )A ξ  относительно конуса 
2

1 2 2 1{ ( , ) : > , > 0},C x x x R x a x aα
+ = = ∈  мы подразумеваем его представление в виде

	 ( ) ( ) ( ) ,A A Aξ ξ ξ≠ ==
где сомножители ( ), ( )A Aξ ξ≠ =  должны удовлетворять следующим условиям:

1.  ( ), ( )A Aξ ξ≠ =  определены, вообще говоря, только на множестве 2 2 2 2
2 1{ : };x R a x x∈ ≠

2.  ( )A ξ≠  допускает аналитическое продолжение в радиальную трубчатую область ( )ˆ aT C+  
над конусом 2

2 1
ˆ { : },aC x R ax x+ = ∈ >  что удовлетворяет следующей оценке:

	 ( ) ( )1 ˆ1 , .aA i c Cξ π ξ τ τ
±±

≠ ++ ≤ + + ∀ ∈
æ

Коэффициент ( )A ξ=  обладает аналогичными свойствами с ˆ aC+−  вместо ˆ aC+  и α − æ  вме-
сто æ. Число æ называется индексом волновой факторизации ( )A ξ  относительно конуса .aC+

2. Постановка задачи

Обозначим 2
2 1{ : , 0}.x R x a x aΓ = ∈ = >  Здесь мы изучаем следующую задачу сопряжения: 

найти функцию ( ),U x  состоящую из двух компонентов

	 ( ) ( )
( ) 2

,
, \

a

a

U x x C
U x

U x x R C
+ +

− +

 ∈=  ∈
в пространстве 2( \ ),sH R Γ  функция ( )U x  должна удовлетворять следующим условиям:

	
( ) ( )

( ) ( )

( ) ( ) ( )

1 2 2 0 1 1

1 2 2 1 1 1

2

2 \

, ,

,

( )(

,

) 0

,

,

,

U x x dx g x x R

U x x dx g x x R

u x u x g x

AU R

x

x x
+∞

+
−∞

+∞

−
−∞

+ −

 Γ

 = ∈

 = ∈


− = ∈Γ

= ∈

∫

∫
	 (1)

где ,u+  u−  – граничные значения U  из aC+  и 2 \ aR C+  соответственно, функции 
1
2

0 1, ( )
s

g g H R
+

∈  

и 
1
2

2 ( )
s

g H
−

∈ Γ  заданы. Поскольку мы ищем решение в пространстве ,sH  то такие простран-

ства 
1
2

s
H

±
 выбираются в соответствии с теоремой о сужении на гиперплоскости [2].

Если мы рассмотрим уравнение
	 ( )( ) 0, ,aAu x x C+= ∈ 	 (2)

отдельно, мы можем использовать один из ключевых результатов из книги [9], точнее, это сле-
дующее утверждение: если символ ( )A ξ  допускает волновую факторизацию относительно ко-
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нуса aC+  с индексом æ  таким, что ,s n δ− = +æ  ,n N∈  1/ 2,δ <  то общее решение ( )s au H C+∈  
уравнения (2) имеет следующий вид

	 ( ) ( ) ( )( ) ( )( )( )
1

1
1 2 1 2 1 2 1 2

0
,

n
k k

k k
k

u A a a a b a aξ ξ ξ ξ ξ ξ ξ ξ ξ ξ
−

−
≠

=

= − + + + −∑ 

 

где ,k ka b  – произвольные функции от ( ),ksH R  1/ 2,ks s k= − + +æ  0,1,..., 1.k n= −  С априор-
ной оценкой 

	 [ ] [ ]( )
1

0
,

k k

n

k ks s s
k

u C a b
−

=

≤ +∑
где [ ]s

•  обозначает ( )sH R -норму.
Рассмотрим случай 1,n =  так что у нас есть следующая формула для общего решения
	 ( ) ( ) ( ) ( )( )1

0 1 2 0 1 2 .U A a a b aξ ξ ξ ξ ξ ξ−
+ ≠= − + +




Для второго уравнения
	 ( )( ) 20, \ .aAu x x R C+= ∈ 	 (3)

у нас есть аналогичная формула для общего решения

	 ( ) ( ) ( ) ( )( )1
0 1 2 0 1 2 ,U A c a d aξ ξ ξ ξ ξ ξ−

− == − + +




где 0 0,c d  – другая пара произвольных функций.
Теперь наша основная цель – описать процедуру однозначного определения четырех про-

извольных функций в общих решениях уравнений (2) и (3) с использованием граничных и 
интегральных условий.

3. Система линейных интегральных уравнений

Используя свойства преобразования Фурье [2], запишем интегральные условия в виде
	 ( ) ( ) ( ) ( )( )1

1 1 0 1 0 1,0 ,0 ,U A a bξ ξ ξ ξ−
+ ≠= + 



	 ( ) ( ) ( ) ( )( )1
1 1 0 1 0 1,0 ,0 .U A c dξ ξ ξ ξ−

− == + 



Это дает первые два соотношения

	
( ) ( ) ( )( ) ( )

( ) ( ) ( )( ) ( )

1
1 0 1 0 1 0 1

1
1 0 1 0 1 1 1

,0

,0 .

A a b g

A c d g

ξ ξ ξ ξ

ξ ξ ξ ξ

−
≠

−
=

+ =

+ =



 



 

	 (4)

Введем новые переменные

	 1 2 1

1 2 2

a t
a t

ξ ξ
ξ ξ

− =
 + =

и переобозначим

	 ( )2 1 2 1
1 2, , , ,

2 2
t t t tU V t t

a± ±

+ −  ≡ 
 

 

	 ( )2 1 2 1
1 2, , , ,

2 2
t t t tA a t t

a≠ ≠

+ −  ≡ 
 

	 ( )2 1 2 1
1 2, , , ,

2 2
t t t tA a t t

a= =

+ −  ≡ 
 

так что граничные значения u±  будут граничными значениями v±  в новых переменных 1,t  2.t  
Таким образом, общие решения уравнений (2) и (3) принимают вид
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( ) ( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( ) ( )( )

1
1 2 1 2 0 1 0 2

1
1 2 1 2 0 1 0 2

, , ,

, , .

V t t a t t a t b t

V t t a t t c t d t

−
+ ≠

−
− =

= +

= +











Поэтому, используя свойства преобразования Фурье [2], мы получаем

	

( ) ( ) ( )( ) ( )

( ) ( ) ( )( ) ( )

( ) ( ) ( )( ) ( )

( ) ( ) ( )( ) ( )

1
1 2 0 1 0 2 1 2

1
1 2 0 1 0 2 2 1

1
1 2 0 1 0 2 1 2

1
1 2 0 1 0 2 2 1

, 0, ,

, ,0 ,

, 0, ,

, ,0 .

a t t a t b t dt v t

a t t a t b t dt v t

a t t c t d t dt v t

a t t c t d t dt v t

+∞
−
≠ +

−∞

+∞
−
≠ +

−∞

+∞
−
= −

−∞

+∞
−
= −

−∞

+ =

+ =

+ =

+ =

∫

∫

∫

∫



 



 



 



 

Давайте введем новые обозначения

	
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

1 1
1 2 1 2 1 2 1 1 2 2

1 1
3 2 1 2 1 4 1 1 2 2

, , , ,

, , , .

r t a t t dt r t a t t dt

r t a t t dt r t a t t dt

+∞ +∞
− −
≠ ≠

−∞ −∞

+∞ +∞
− −
= =

−∞ −∞

≡ ≡

≡ ≡

∫ ∫

∫ ∫
Мы перепишем интегральные соотношения, используя приведенные выше обозначения.

	
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

1 1
1 2 0 1 1 0 2 1 2 1 2 0 1 1 0 2 3 2 21 2

1 1
2 1 0 1 1 2 0 2 2 4 1 0 1 1 2 0 2 2 22 1

, , ,

, , ,

a t t a t dt b t r t a t t c t dt d t r t g t

r t a t a t t b t dt r t c t a t t d t dt g t

+∞ +∞
− −
≠ =

−∞ −∞

+∞ +∞
− −
≠ =

−∞ −∞

+ − − =

+ − − =

∫ ∫

∫ ∫

 

  

 

  

где 21 2( ),g t  22 1( )g t  – преобразования Фурье функции 2g  которая рассматривается как две от-
дельные функции, определенные на сторонах угла. 

Таким образом, у нас есть следующие соотношения для определения неизвестных функций 
0 ,a  0 ,b  0 ,c  0.d  Конечно, в соответствии с равенствами (4) мы можем написать

	
( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

0 1 1 0 1 0 1

0 1 1 1 1 0 1

,0 ,

,0 ,

b A g a

d A g c

ξ ξ ξ ξ

ξ ξ ξ ξ
≠

=

= −

= −



 



 

и получить следующую систему интегральных уравнений относительно неизвестных 0 ,a  0:c

	
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

1 1
1 2 0 1 1 0 2 1 2 1 2 0 1 1 0 2 3 2 1 2

1 1
2 1 0 1 1 2 0 2 2 4 1 0 1 1 2 0 2 2 2 1

, ,

, ,

a t t a t dt a t r t a t t c t dt c t r t f t

r t a t a t t a t dt r t c t a t t c t dt f t

+∞ +∞
− −
≠ =

−∞ −∞

+∞ +∞
− −
≠ =

−∞ −∞


− − + =



 − − + =

∫ ∫

∫ ∫



   



   

	 (5)

где мы обозначили

	
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

1 2 21 2 2 0 2 1 2 2 1 2 3 2

1 1
2 1 22 1 1 2 2 0 2 2 1 2 2 1 2 2

,0 ,0 ,

, ,0 , ,0 .

f t g t A t g t r t A t g t r t

f t g t a t t A t g t dt a t t A t g t dt

≠ =

+∞ +∞
− −
≠ = = =

−∞ −∞

= − −

= − +∫ ∫



  



  

Резюмируя, мы приходим к следующему утверждению.
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Теорема 1. Если символ ( )A ξ  допускает волновую факторизацию относительно конуса aC+ 
с индексом æ таким образом, что 1 ,s δ− = +æ  1/ 2,δ <  то однозначная разрешимость зада-
чи (1) эквивалентна однозначной разрешимости системы (5). 

4. Условия разрешимости

Если символы обладают свойством однородности, то систему интегральных уравнений (5) 
можно с помощью преобразования Меллина [15] свести к системе линейных алгебраических 
уравнений, (4 )4× -матрица которой имеет следующий вид

	 ( )

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

1 1 2 1 2

1 1 2 2 2

3 3 4 1 4

3 3 4 4 2

ˆ ˆ ˆ ˆ1
ˆ ˆˆ ˆ1

.ˆ ˆ ˆ ˆ1
ˆ ˆˆ ˆ1

K M K r M

k m k m r
A

K M K q M

k m k m q

µ µ µ µ

µ µ µ µ
µ

µ µ µ µ

µ µ µ µ

 − +
 

− + 
=  

− − − 
 − − − 

Сформулируем окончательное утверждение о разрешимости системы (5) для однородных 
ядер (см. также [9]).

Теорема 2. Пусть ( ),A ξ≠  ( )A ξ=  будут однородными неисчезающими функциями порядка 
/ 2α  и / 2α−  соответственно и дифференцируемы вне начала координат, 1 2( ) 0,r t ≠  2 0,t∀ ≠  

2 1( ) 0,r t ≠  1 0.t∀ ≠  Система линейного интегрального уравнения (5) однозначно разрешима тог-
да и только тогда, когда выполняется условие:

	 ( )inf det 0, 1/ 2.A µ µ≠ ℜ =

Заключение

В этой работе мы показали, что рассмотренная задача линейного сопряжения может быть 
сведена к системе линейных алгебраических уравнений. Используя этот подход, можно рас-
смотреть другие задачи сопряжения для однородных эллиптических символов. Возможно, це-
лесообразно рассмотреть другие граничные условия, которые являются локальными, такие, 
например, как условия Дирихле или Неймана. 
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УДК 517.9

ПРЕОБРАЗОВАНИЕ ФУРЬЕ ОДНОРОДНЫХ ОБОБЩЕННЫХ ФУНКЦИЙ

Воронежский государственный университет

Г. А. Виноградова

Пусть 0 ( \{0})nC R∞  – пространство бесконечно дифференцируемых функций с компакт-
ным носителем в \{0}.nR  Обобщенная функция ,f  определенная на 0 ( \{0})nC R∞  называется 
однородной степени ,λ  если она удовлетворяет соотношению

	 ( ) ( )f tx t f xλ= 	 (1)
для любого 0.t >

Это соотношение обычно записывается в другой форме

	 , , ( ) ,nxf t f x
t

λϕ ϕ+  = 
 

	 (2)

где 0( ) ( \{0})nx C Rϕ ∞∈  и 0.t >

Перейдем к полярной системе координат, | |,r x=  2

1
| | ,

n

i
i

x x
=

= ∑  1,
| |

nx S
x

ω −= ∈  где 1nS −  – 
единичная сфера пространства .nR

Пусть 1( )nC S∞ −  – пространство бесконечно дифференцируемых функций на 1.nS −  Через 
1( ),n

pL S −  1 ,p≤ ≤ ∞  обозначим пространство Лебега на 1,nS −  а через 1( )n
pL Sα −  – пополнение 

пространства 1( )nC S∞ −  по норме 1, ( )
|| || || ( ) || ,n

p
p L S

g E gα
α δ −

/2= +  где δ  – оператор Лапласа – Бель-
трами на сфере 1,nS −  а E  – единичный оператор. 

Вычислим производную ( ).d r f
dr

λ−  Имеем

	 ( ) 1

1
.

n
i

i i

xd fr f r f r
dr x r

λ λ λλ− − − −

=

∂
= − −

∂∑

Так как однородная функция удовлетворяет условию Эйлера ([1, 2]), то есть 
1

,
n

i
i i

fx f
x

λ
=

∂
=

∂∑  

то ( )( ) 0.d r f r
dr

λ ω− =  Отсюда вытекает, как отмечено в [3], что r fλ−  не зависит от переменной 

,r  то есть ( )r f gλ ω− =  – обобщенная функция на единичной сфере 1,nS −  и 
	 ( )f r gλ ω= 	 (3)

в \ 0.nR  Последнее означает, если 0( , ) ( \ 0),nr C Rϕ ω ∞∈  то

	 1

0

, ( , ) , ( , ) .nf r g r r drλϕ ω ϕ
+∞

+ −= ⋅∫
Если функция 1( ) ( ),ng C Sω ∞ −∈  то её можно разложить в ряд по сферическим гармоникам ([4])

	
0

( ) ( ),k k
k

g c Yω ω
∞

=

= ∑           
1

( ) ( ) ,
n

k k
S

c g Y dω ω ω
−

= ∫ 	 (4)

Аннотация. В настоящей работе показано, что преобразование Фурье однородных обоб-
щенных функций степени λ  (при определенных ограничениях на λ) является изомор-
физмом в некоторых пространствах однородных функций.
Ключевые слова: преобразование Фурье, однородные функции, обобщенные функции.
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где kY  – сферическая гармоника степени ,k  причем ряд (4) сходится равномерно. Без ограни-
чения общности можно считать, что 

1

2( ) 1.
n

k
S

Y dω ω
−

=∫  Если 1( ) ( ),n
pg L Sω −∈  то ряд (4) сходит-

ся в обобщенном смысле.
В работе [2] доказано следующее утверждение.
Теорема. Пусть α  – комплексное число такое, что 0 Re ,nα< <  а ( )P x  – однородный гар-

монический многочлен степени .k  Если функция ( ) ( )/ | | ,n kK x P x x α+ −=  то её преобразование 
Фурье ˆ ( ) ( )/ | | ,kK t P t t αγ +=  где 

	 2
, .

2 2
nk

k
k n ki α

α
α αγ γ π −− + + −   = = Γ Γ   

   
Если положить ( ) ( ) ( )/ | | ,k

kK x Y r P x xλ λω −= =  ,nα λ= +  то по сформулированной теореме 
имеем для Re 0n λ− < <

	 , ,
ˆ ( ) ( )/ | | ( ) ,k n n

k k kK t P t t Y rλ λ
λ λγ γ ω+ + − −= =

что равносильно соотношению
	 1 1

,ˆ( ) , ( ) , ,n
k k kY r Y rλ λ

λω ϕ γ ω ϕ+ − − −= 	 (5)
где .Sϕ ∈

Поскольку обе части равенства (5) аналитически зависят от λ  для всех ,λ ∉ Λ  где 
{0,1,2,...} { , 1, 2,...},n n nΛ = − − − − −  и равенство (7) имеет место при Re 0,n λ− < <  то в силу 

теоремы единственности равенство (5) справедливо для всех .λ ∉ Λ
Из равенства (3), используя равенства (4) и (5) получаем формулу для преобразования Фу-

рье однородной функции степени λ ∉ Λ

	 ,
0

ˆ ( ) ( ),n n
k k k

k
f r c Y r Gλ λ

λγ ω ω
∞

− − − −

=

= =∑
или в другом виде ˆ( ( )) ( ).nr g r Gλ λω ω− −=

Последнее равенство задает оператор ,Aλ  ставящий в соответствие функции 1nS
g f −=  

функцию 
1

ˆ .
nS

G f
−

=  Доказаны следующие теоремы вложения.

Теорема 1. Пусть ,λ ∉ Λ  и выполнено одно из условий:
а) 1 2,     ,      1/ ( 1) / ;p p q p q n n pβ λ′ ′< ≤ ≤ ≤ − ≤ − − + −  где 1/ 1/ 1p p′+ =
б) 1 ,     ,      ( 1) / 1/ ,p q q p n q n pβ λ′ ′< ≤ ≥ − − ≤ − − +

тогда имеет место непрерывное вложение 1 1( ) ( ).n n
p pA L S H Sβ

λ
− −⊂

Теорема 2. Пусть ,λ ∉ Λ  и выполнено одно из условий:
а) 1 2,     ,      ( 1) / 1/ ;q q p q n q n pα λ′ ′< ≤ ≤ ≤ − − ≥ − − +  где 1/ 1/ 1q q′+ =
б) 1 ,     ,      1/ ( 1) / ,q p p q q n n pα λ′ ′< ≤ ≥ − ≥ − − + −

тогда имеет место непрерывное вложение 1 1 1( ) ( ).n n
q pA H S L Sα

λ
− − −⊂ .
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УДК 531.62 + 531.332.3

К ЗАВИСИМОСТИ ФОРМЫ БРАХИСТОХРОНЫ ОТ ЧАСТОТЫ ВРАЩЕНИЯ

Московский авиационный институт (Национальный исследовательский университет)

С. О. Гладков, С. Б. Богданова

Аннотация. Получена система уравнений, описывающих форму кривой наискорейшего 
спуска в условиях ее стационарного вращения. Задача решена без привлечения методов 
вариационного исчисления. С помощью компьютерного моделирования приведена гра-
фическая иллюстрация полученной аналитической зависимости в отсутствии трения.
Ключевые слова: частота вращения, брахистохрона, динамические уравнения движения.

Введение

В настоящем работе приведено решение задачи о движении тела по кривой наискорейшего 
спуска с учетом ее вращения с постоянной угловой скоростью ,ω  направленной перпендику-
лярно плоскости x y−  (см. рис. 1).

1. Основная часть

Задача решается, исходя из закона сохранения энергии [1–3]:
	 ,E T U const= + = 	 (1)

где кинетическая энергия складывается из двух частей: поступательной и вращательной:

	
2 2

,
2 2

m JT = +
v ωïîñò 	 (2)

где m – масса тела, vïîñò. – скорость поступательного движения в отсутствии вращения, а vâð. – 
чисто вращательная составляющая, определяемая формулой [ ]. = ×v rωâð  (см. рис. 2), 

	 2J m= r 	 (3)
момент инерции тела, ω  – частота вращения, которая в нашей задаче считается постоянной.

Рис. 1. Схематическое изображение задачи. = +V v vïîñò âð  – результирующая скорость 
движения, угловая скорость направлена перпендикулярно плоскости рисунка. 

Линия 1 – траектория тела в отсутствие вращения
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Потенциальную энергию U  представим в виде:

	 ( )
0 0 0

,fr frU A m d d m d− = = ⋅ + ⋅ = ⋅ + ⋅∫ ∫ ∫
r r r

r r r

g r F r g r F r 	 (4)

где 0r  – некоторая начальное положение, g  – ускорение силы тяжести, а ( )ˆ v ,fr cF
V

µ= −
VF N  

где µ̂  – тензорный коэффициент сухого трения, ( )cF V  – сила вязкого сопротивления, кото-
рую можно определить, например, как силу Стокса [4]. Основное уравнение (1) с учетом (2)–
(4) можно записать в виде:

	 ( )
0

2 2 2

.
2 2 fr

m mE m d const= + − ⋅ − ⋅ =∫
r

r

v r g r F rωïîñò 	 (5)

Искомые уравнения мы получим, дифференцируя (5) по времени и учитывая, что 0E = :

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
0

2 2 2
2 0,

2 2 fr fr
d m m m d m m m
dt

ω
 

+ − ⋅ − ⋅ = ⋅ + ⋅ − ⋅ − ⋅ = 
  

∫
r

r

V r g r F r V V r V g V F V

ω

откуда следует, что 

	 ( )2 0frm m mω+ − − =V V r g F

или

	 2 .fr
rr

m
ω+ = +

F
V e g 	 (6)

где re  – единичный вектор, направленный вдоль радиус – вектора .r  Спроецируем силы тяже-
сти и сопротивления в подвижном базисе −n τ  (метод решения задач в подвижном базисе 
применялся в [5–14]) в виде

	 ( )sin cos ,g α α= −g nτ 	 (7)

	 ( )( )ˆ v ,fr c cN F N Fµ µ= − = −F n τ τ 	 (8)
и учтем связь базисных единичных векторов ,r ϕe e  полярной системы координат с подвижны-
ми ортами − nτ :

Рис. 2. Подвижный базис −n τ  к результирующей траектории движения 
0

( ) ( )
t

t

t t dt= ∫r V . 

Показаны все действующие на тело массы m  силы
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( ) ( )

( ) ( )
sin cos ,

cos sin .
r

ϕ

α ϕ α ϕ

α ϕ α ϕ

= − + −

= − − + −

e n

e n

τ

τ
	 (9)

Здесь мы учли, что µ  – коэффициент трения, который определяется как ˆ ,µ µ′ ′= nτ  поскольку 
,N ′=N n  а угол α  введен на рис. 1 (причем y tgα′ = ). Уравнение (6) после преобразований с 

помощью (7)–(9) примет вид:

( ) ( ) ( ) ( )( )2
2 vVV sin cos sin cos cN F

r g
R m

µ
ω α ϕ α ϕ α α

−
+ + − + − = − +  n n n τ τ τ τ, 	 (10)

откуда следует: 

	 ( ) ( )( )

( )

2

2

v
V cos sin ,

V sin cos .

cN F
r g

m
r g

µ
ω α ϕ α

α ω α ϕ α

 −
= − − + +


 = − − −





	 (11)

где V .Rα=   Пренебрегая силами сопротивления, из системы (11) получим:

	
( )

( )

2

2

V cos sin ,

V sin cos .

r g

r g

ω α ϕ α

α ω α ϕ α

 = − − +


= − − −





	 (12)

Если в (12) положить 0,ω =  то получается уравнение брахистохроны [5–6]. Это означает, 
во-первых, что уравнение брахистохроны можно получить без обязательного для нее условия 
о наименьшем времени скатывания. Во-вторых. Поскольку (12) получена, исходя из самого 
общего закона сохранения энергии, то брахистохрону можно считать абсолютно «естествен-
ной» траекторией движения тела в поле силы тяжести. 

С другой стороны, система (12) при условии V Rα= −  (при 0α <  и 0ω = ) позволяет также 
получить и еще один вид «естественной» траектории движения тела в поле силы тяжести – это 
парабола, при движении по которой, как это нетрудно показать, сила реакции опоры равна нулю. 

Отсюда напрашивается вывод, что Природой заложены два вида «свободных» траекто-
рий – брахистохрона и парабола. Причем экстремальность траектории в первом случае обу-
славливается наискорейшем временем движения, а во втором – предельным значением реак-
ции опоры. Используя формулы сложения и переходя к декартовым координатам cos ,x r ϕ=  

sin ,y r ϕ=  из (12) получаем:

	
2

2

Vcos V sin ,
Vsin V cos .

x
y g

ω α α α

ω α α α

 = − −


= − + +









	 (13)

Дифференцирование обеих уравнений по времени с учетом соотношений

	
V Vcos ,
V Vsin ,

x

y

x
y

α
α

= =
= = −





приводит к результату 

	
( )
( )

2 2

2 2

V V V cos V sin 0,

V V V sin V cos 0.

ω α α α α

ω α α α α

 + + + =


− + − =



 



 

	 (14)

После несложных преобразований системы (14) и ее обезразмеривания с помощью ,tτ ω=  
запишем:

	 ( )2V V cos 2 0,

sin 2 0.

α α

α α

 ′′ ′+ + =


′′ + =
	 (15)
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Первый интеграл нижнего уравнения имеет вид 
2

2 1
2cos 2 ,Cα α

ω
′ − =  откуда следует решение

	 2 2
1

2 2

.
cos 2

dC
C

α

π

ατ
α

ω

+ =

+
∫

Полагая (0) ,
2
πα =  окончательно найдем:

	 ( )
2

1
2 2

.
cos 2

d
C

α

π

ατ α
α

ω

=

+
∫ 	 (16)

Подставляя соотношение 
2

2 1
2cos 2 Cα α

ω
′ − =  в верхнее уравнение системы (15), получим 

	
2

1
2V V 2cos 2 0.Cα

ω
 

′′+ + = 
 

	 (17)

Учтем также, что Vcosx dtα= ∫  и Vsiny dtα= −∫  и запишем теперь полную систему урав-
нений, описывающую форму вращающейся брахистохроны: 

	

( )

0

0

cos 2 ,
V V 2cos 2 0,

1 Vcos ,

1 Vsin .

x d

y h d

τ

τ

α γ α

α γ

α τ
ω

α τ
ω

 ′ = +


′′+ + =


=


 = −


∫

∫
где 

2
1
2

Cγ
ω

=  и при этом 1 .C ω≠  Обозначая V ,
2

u
gh

=  обезразмерим последнюю систему:

	

( )

0

0

cos 2 ,
2cos 2 0,

cos ,

1 vsin .

u u

x u d
h

y u d
h

τ

τ

α γ α

α γ

ξ λ α τ

η λ α τ

 ′ = +


′′ + + =


= =


 = = −


∫

∫

	 (18)

где параметр 1 2 .g
h

λ
ω

=  Зависимость ( ), ,η η ξ λ γ=  представляет собой искомую траекто-

рию. Результаты компьютерного моделирования (18) с помощью начальных условий ( )0 0,u =  
( )0 0u A′ = ≠  показаны на рис. 3. 

Заключение

В заключение работы кратко сформулируем основные результаты. 
1. Приведена наиболее общая система динамических уравнений, описывающая вращающуюся 

с постоянной угловой частотой в поле силы тяжести брахистохрону с учетом сил сопротивления.
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2. Дан подробный анализ полученных уравнений в отсутствии сил сопротивления.
3. Строго аналитически показано, что в поле силы тяжести траекторией движения может 

быть только парабола или брахистохрона.
4. Найдено численное решение уравнений (18) с заданными начальными условиями.
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УДК 511.84

ОБ ОДНОМ ВАРИАНТЕ МЕТОДА ОБОБЩЕННЫХ СТЕПЕНЕЙ БЕРСА

Калужский государственный университет им. К. Э. Циолковского

Ю. А. Гладышев, Е. А. Лошкарева, Р.А. Стамов

Аннотация. Метод обобщенных степеней (ОС) обычно применяется для построения 
решений систем дифференциальных уравнений первого порядка и связан с использо-
ванием матричного аппарата. В данном сообщении показано, что он с успехом может, 
после некоторого обобщения, быть применен  непосредственно к построению решений 
линейных уравнений второго и более высоких порядком, которые составляют основную 
часть дифференциальных уравнений математической физики. При развитии метода ОС 
в этом направлении удается преодолеть трудности, возникающие в связи с необходимо-
стью удовлетворить условию коммутации матричных операторов, которые требуются 
в методе. В этом случае возникает возможность предложить достаточно простой метод 
построения решений уравнения с любым числом независимых переменных и любом по-
рядке производных. Показано, что метод без затруднений можно применять, считая не-
зависимые переменные комплексными, т. е. в комплексном линейном пространстве. Это 
важно при приложении данного метода в квантовой физике. Приведены многочисленные 
примеры.
Ключевые слова: обобщенные степени, операторы, матричные операторы, матрицы.

Введение

Понятие обобщенной степени (ОС) было введено Л. Берсом [1, 3, 4] при построении обоб-
щения теории функций комплексного переменного на систему уравнений с переменными 
коэффициентами. Эти результаты были использованы при решении проблем газодинамики 
околозвуковых движений сжимаемой среды. Далее этот метод развивался рядом исследова-
телей в различных направлениях. В монографии [2] можно найти более подробные сведения 
и приведен достаточно общий обзор метода ОС но основе теории операторов и матричного 
аппарата. Было показано, что метод позволяет построить решения широкого класса диффе-
ренциальных уравнений и систем уравнений [5–9]. Поэтому его изложение в этой работе во 
многом отличается от данного Берсом. 

Напомним основные понятия и конструкции метода ОС, следуя работе [2]. Пусть в линей-
ном векторном функциональном пространстве элементы которого обозначим ,V L∈  опреде-
лен линейный дифференциальный оператор .D  Предположим, что он имеет правый обрат-
ный оператор ,I  так что 

	 1.DI = 	 (0.1)
Второе предположение состоит в требовании наличия у оператора D  не пустого ядра .DL  

Элементы ядра DL  обозначим C
	 0.DC = 	 (0.2)
Для наших целей удобно назвать вектор C  обобщенной константой (ОК). Обобщенной 

степенью ( )nX C  с коэффициентом C  назовем вектор, определенный как 
	 ( ) ( )! ,n nX C n I C=    ( )0 .X C C= 	 (0.3)
Название оправдано свойством
	 ( ) ( )1 ,n nDX C nX C−=      ( )0

1 .D X C C= 	 (0.4)
Очевидно, из определения следует, что можно говорить о многочленах ОС
	 ( )

0
.

n
i

n i
i

V X C
=

= ∑ 	 (0.5)
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и даже, если L  нормированное пространство, о рядах ОС

	 ( )

0
.i

i
i

V X C
∞

=

= ∑ 	 (0.6)

Далее используется понятие проекционного оператора ,P  определенного как
	 1 ,P ID= −  2 ,P P= 	 (0.7)

со свойствами
	 0,PI =      0.DI = 	 (0.8)

Из определения ОС следует, что

	 ( ) ( )00, 0, .nPX C n PX C C= ≠ = 	 (0.9)
Введенный оператор P  позволяет, хотя и формально, предложить формулу «Тейлора»

	 1 .
!

n
nC PD V

n
= 	 (0.10)

Следующий простейший случай дает пример выбора ,D I

	
0

, ...,
xdD I d

dx
ξ= = ∫ 	 (0.11)

здесь 0x  – заданная точка. В этом случае возвращаемся к обычным степенным функциям ,nx c  
степенным многочленам и рядам.

В качестве еще одного примера вполне оправдано привести теорию Берса [3], однако в ма-
тричной форме предложенную автором. Пусть L  это двухкомпонентные функциональные 
векторы

	
( )
( )

1

2

.
v x

V
v x

 
=  

 
	 (0.12)

В качестве операторов D  и I  возьмём

	
( )

( )

( )
( )

1
11

22
2

0 00
,

00 0

da x a xD ddxD
a xD d dxa x

dx

 
    

= = =    
     
 

 	
( )

( )

( )
( )

0

0

1
22 2

1
1 1

1

0
0 0

.
0 0

0

x

x

x

x

d
aI a

I d
I ad

a

ξ
ξ ξ

ξ
ξξ

ξ

−

−

 
 

    = = =     
    

 
 

∫
∫

∫
	 (0.13)

Функции ( ) ( )1 2,a x a x  считаем непрерывными, положительными и отличными от нуля на 
некотором промежутке. Очевидно, что (0.1) выполнено, а ОК составлены из постоянных 1 2,c c

	 ( ) ( )0

0

01
0

2 0

... 0
, , , ! ,

0 ...
x x n n

x x

xc
C P X x x C n I C

c x
=

=

    = = =      
	 (0.14)

Еще Берс ввел понятие ряда ОС 
	 ( )i

iV X C= ∑
и ряды аналоги (формальные) элементарных функций [2]. В п.4 приведена формулировка тео-
рии Берса в параметрическом виде.
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1. Параметрическая форма метода обобщенных степеней

Начнем со следующего примера, несколько опережающего изложение общей теории, но 
показывающего основную черту метода — появление параметров.

Поскольку основной целью работы является рассмотрение метода ОС для операторов с 
любым порядком производных, возьмем оператор

	 ,
s

s

dD
dx

= 	 (1.1)

где s  – целое положительной число.
В качестве правого обратного примем s -кратный интеграл

	
1

1
0 0

... ...
sx

sI d d
ξ

ξ ξ
−

= ∫ ∫  	 (1.2)

В качестве ОК имеем многочлен от x с действительными коэффициентами ic  порядка 1.s −

	
( ) ( )

2 1 1

1 2 3
1

... .
2 1 ! 1 !

s is

s i
i

x x xC c c x c c c
s i

− −

=

= + + + + =
− −∑ 	 (1.3)

Для ОС, согласно (0.9), найдем

	 ( )

( )
1

1
, 0,1,...

1 !

ps is
p

i
i

xX C c p
ps i

+ −

=

= =
+ −∑ 	 (1.4)

Из (1.4) видно, что ОС это линейная комбинация мономов с произвольными числовыми 
коэффициентами .ic

Если записать многочлен ОС вида

	 ( )

0
,

n
i

i
i

u X C
=

= ∑ 	 (1.5)

то на самом деле имеем упорядоченный набор s многочленов числового переменного.
Аналогично, если имеем выражение в виде ряда

	 ( )
( )

,0
0

,
n

i
ix

i
v X C

=

= ∑ 	 (1.6)

то это упорядоченная линейная комбинация s  функций.
Возьмем оператор второй производной

	
2

2 .dD
dx

= 	 (1.7)

Для этого оператора ОК имеет вид
	 1 2 .C c c x= + 	 (1.8)
Для ОС найдем

	 ( )

( ) ( )
2 2 11 2! .

2 ! 2 1 !
n n nc cX C n x x

n n
+ 

= +  + 
	 (1.9)

Подставим это выражение в ряд тип Xeα  по ОС

	 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2

,0 1 2,0 ,0 ... ,0 ... .
1! 2! !

n
X x ne C C X x C X x C X x C

n
α α α α 

= + + + + + 
 

	 (1.10)

	 ( )

( ) ( )
,0 2 2 1 2

1 2 1
1 1 .

2 ! 2 1 !
X x n n n ce C x c x c c ch x sh x

n n
α α α α

α
+ 

= + = +  + 
∑ 	 (1.11)
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Следовательно ряд ( ),0X xe Cα  выражен через гиперболические функции.
Если взять функции ( ),0 ,X xf e Cα−=  то она будет выражена через тригонометрические функции

	 ( ),0
1 2 1 2

1 1cos sin .X xe C c chi x c shi x c x c x
i

α α α α α
α α

− = + = + 	 (1.12)

Данный пример показывает, что использование ОС  при операторах более высокого поряд-
ка дает ОС особого типа. Поэтому оправдано более глубокое изучение данного случая.

В [2] было введено понятие обобщенной степени, порожденной данным набором диффе-
ренциальных операторов 1,..., .nD D  Ниже этот набор называем, согласно [2], циклом. Опреде-
лим общий (результирующий) оператор D  как произведение операторов цикла iD  в строго 
определённом порядке

	 1... .nD D D= ⋅ ⋅ 	 (1.13)
Предполагаем наличие у каждого iD  правого обратного оператора iI
	 1i iD I = 	 (1.14)

и соответствующей обобщенной константы iC
	 0.i iD C = 	 (1.15)
Правый обратный I  для D  очевидно по (1.13) дан произведением всех iI  в противопо-

ложном порядке
	 1 2... .nI I I I= 	 (1.16)
Кроме ОК для каждого оператора iD  найдем ОК для оператора D  как сумму
	 1 1 2 1 2 3 1 2 1... ... ,n nC C I C I I C I I I C−= + + + + 	 (1.17)

где iC  определены по (1.15).
В справедливости
	 0DC = 	 (1.18)

можно убедиться непосредственно подставив D  из (1.13). В силу линейности операторов iD  
все iC  определены с точностью до скаляра ic . Назовем их далее  параметрами. Их число равно 

,n  где n  порядок цикла.
Определим оператор проектирования P  для пары основных операторов ,D  ,I  определен-

ных в (1.13), (1.16)
	 1 .P ID= − 	 (1.19) 

Этот оператор может быть записан в более явной форме с использованием операторов iP для 
пар ( ),i iP I

	 1 1 2 1 1 2 3 2 1 1 1 1 1... ... ... .n n nP P I P D I I P D D I I P D D− −= + + + + 	 (1.20)
Выполнение свойств 0DP PI= =  можно проверить прямой подстановкой P  и свойств ,iP  
данных в соотношениях

	 0.i i i iD P PI= = 	 (1.21)
Аналогично можно проверить ,PC C=  подставив (1.17) в (1.8).
Согласно общему определению, данному ранее в (0.3) для ОС запишем

	 ( ) ( )1! ! ... .pp p
nX C p I C p I I C= = 	 (1.22)

Приведем ряд примеров общей теории.
1. Самый простой пример, когда D  производная порядка ,s  будет приведен ниже.
2. В качестве второго примера возьмем набор операторов вида

	 ( ) , 1, ,i i
dD a x i n
dt

= = 	 (1.23)

где ( )ia x  непрерывные отличные от нуля на некотором промежутке функции. 
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Именно с этого случая при 2n =  началось использование понятие ОС в математической 
физике. Используя обозначения, введенные еще Берсом [1] при 2n =

	 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 2 1
1 2 1 2 1! , 2 1 ! ,i ii iX i I I X i I I I+= = + 	 (1.25)

при ( ) ( )
0 0

1 1
1 1 2 2, .

x x

x x

I a d I a dξ ξ ξ ξ− −= =∫ ∫

2. Построение ОС при задании двух циклов (бинарные ОС)

Предположим, что дано два цикла дифференциальных операторов, зависящих от различ-
ных независимых переменных 1 2, .x x  Будем операторы циклов обозначать номером в скобках 
после символа оператора, то есть (1),D  (2).D  Для компонент цикла аналогично примем 

( ) ( )( ) ( ) ( )( )1 11 ,..., 1 , 2 ,..., 2 .n mD D D D  Здесь ,n  m  порядки соответствующих циклов.
Примем, что любой оператор первого цикла коммутирует с любым оператором второго 

цикла. Это может быть обеспечено тем, что (1),D  (2)D  зависят от различных независимых 
переменных 1 2, .x x

Первой задачей поставим нахождение общего элемента C ядер операторов (1),D  (2)D
	 (1) 0, (2) 0.D C D C= = 	 (2.1)
Таким образом необходимо построить класс функций, удовлетворяющих одновременно 

линейным дифференциальным уравнениям (1) 0,D C =  (2) 0,D C =  то есть принадлежащие 
одновременно ядрам операторов (1),D  (2).D

Покажем, что
	 ( ) ( )1 2C C C= ⋅ 	 (2.2)

есть ОК для операторов (1),D  (2).D
Действительно, это утверждение очевидно следует из соотношений
	 ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )1 1 2 1 1 2 0,D C C D C C= = 	 (2.3)

	 ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )2 1 2 1 2 2 0.D C C C D C= = 	 (2.4)
Эти соотношения полностью доказывают высказанное утверждение.
Введем оператор проектирования P  как произведение операторов (1),P  (2),P  определен-

ных во введении
	 (1) (2).P P P= 	 (2.5)

Определим выражения вида
	 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

1 2 2 1! ! 1 2 ! ! 2 1 ,p q q pp q q pX X C p q I I C p q I I X X C= = = 	 (2.6)
и назовем их бинарными обобщенными степенями, порожденными циклами 1 и 2.

По определению (2.6) следует, что справедливы правила «дифференцирования» бинарных 
ОС

	 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1
1 2 1 2 1 2 1 21 , 2 .p q p q p q p qD X X C pX X C D X X C qX X C− −= = 	 (2.7)

Обратим внимание на следующие свойства бинарных ОС
	 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

1 2 1 21 0, 2 0,p q p qP X X C P X X C= =    , 0,p q ≠ 	 (2.8)
которые следуют из (2.6).

Приведем ряд примеров.
1. Пусть взяты операторы

	 ( ) ( )1 , 2 .
n m

n mD D
x x

∂ ∂
= =

∂ ∂
	 (2.9)

Поэтому найдем для ОК каждого оператора (1),D  (2)D
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	 ( ) ( ) ( ) ( )
1 1

1 2
1 2

1 1
1 , 2 .

1 ! 1 !

i jn m

i j
i j

x xC c C c
i j

− −

= =

= =
− −∑ ∑ 	 (2.10)

В результате для общей константы имеем согласно (1.2)

	 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1 1

1 2
1 2

1 1
1, 2 1 2 .

1 ! 1 !

i jn m

i j
i j

x xC C C C c c
i j

− −

= =

  
= = ⋅ =     − −  

∑ ∑ 	 (2.11)

Число произвольных параметров при этом возрастает до n m⋅ . Обратим внимание, что  
сами ОС, так же как ОК, остаются как правило действительными однокомпонентными функ-
циями. В случае 2n m= =  запишем

	 ( )( )10 11 1 20 21 2 1 2 1 3 2 4 1 2.C c c x c c x c c x c x c x x= + + = + + + 	 (2.12)
Принцип соответствия, введенный Берсом [1,3], почти без изменений можно распростра-

нить на аппарат ОС, порожденный двумя циклами. Сопоставим моному 1 2
p q

pqx x c
	 ( ) ( ) ( ) ( )1 10 2 20 1 10 2 20, , .p q p q

pq pqx x x x c X x x X x x c C− − → 	 (2.13)
Здесь С общая для данного соотношения ОК.
Частным производным по 1 2,x x  в соответствии поставлено действие операторов 1,D  2 ,D  

которое подчинено правилам (2.7), аналогичным нахождению частных производных. Поэто-
му многочленам от числового переменного, полученным после применения операций взятия 
частных производных соответствует соотношение для многочленов от ОС.

Напомним, что в матричной форме метода ОС степени как правило многокомпонентные 
векторы. В матричном представлении ОС были введены симметризованные бинарные ОС. 
Покажем, каким образом их можно определить в параметрической формулировке. 

Рассмотрим многочлен бинарных ОС

	 ( ) ( ) ( ),
, 1 2

0
,

m n
m n m n i i

m n
i

V a X X C
+

+ −

=

= ∑ 	 (2.14)

где ( ),m na  числовые коэффициенты.
Опираясь на принцип соответствия Берса можно показать, что он обладает относительно 

операторов

	 ( )1 2
1 ,
2ZD D D= +     ( )1 2

1
2ZD D D= − 	 (2.15)

свойствами
	 , , 1,Z m n m nD V nV −=    , 1,Z m n m nD V mV −= 	 (2.16)

если коэффициент ( ),m n
ia  определены как 

	 ( ) ( ) ( ), 1 , ,
1 ,m n m n m n

i i ia a a+
−= +         ( ) ( ) ( )1, , ,

1 .m n m n m n
i i ia a a+

−= − 	 (2.17)
В символической форме многочлен ,m nV  можно записать
	 , ,m n

m nZ Z C V C= 	 (2.18)
а следовательно (2.16) примут вид

	 1 ,m n m n
ZD Z Z C nZ Z C−=         1 .m n m n

ZD Z Z C mZ Z C−= 	 (2.19)
Отметим, что поскольку ,m nV  записан в параметрической форме, то все введенные кон-

струкции имеют параметрическую форму и являются однокомпонентными.
Приведем пример выражения симметризованных бинарных степеней через бинарные ОС, 

имеем

( )2 2
1 2 ,ZZC X X C= −

( )2 3 2 2 3
1 1 2 1 2 2 .ZZ C X X X X X X C= + − −
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Важным является случай трех независимых переменных. Это при 2s =  уравнение Лаплас-
са в трехмерном пространстве. Имеем

2

1 2
1

,D
x
∂

=
∂

    
2

2 2
2

,D
x
∂

=
∂

    
2

3 2
3

.D
x
∂

=
∂

Для ОК на основе (2.11) и (2.12) имеем
( )( )( )10 11 1 20 21 2 30 32 1 1 2 1 3 2 4 3 5 1 2 6 2 3 7 3 1 8 1 2 3.C c c x c c x c c x c c x c x c x c x x c x x c x x c x x x= + + + = + + + + + + +

Соответственно для ОС имеем 8 параметров

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

2 2 2 2 1 2 2 2 2 1 2
1 2 3 1 2 3 1 2 3

1 2 3

2 2 2 1 2 1 2 1 2 2 2 1 2 1
1 2 3 1 2 3 1 2 3

1 2 3 4 5 6

2 1
1

7

2 ! 2 ! 2 ! 2 1 ! 2 ! 2 ! 2 ! 2 1 ! 2 !

! ! !
2 ! 2 ! 2 1 ! 2 1 ! 2 1 ! 2 ! 2 ! 2 1 ! 2 1 !

p q r p q r p q r

p q r p q r p q r
p q r

p

x x x x x x x x xc c c
p q r p q r p q r

x x x x x x x x xX X X C p q r c c c
p q r p q r p q r

x xc

+ +

+ + + + +

+

+ + +
+ +

= + + + +
+ + + + +

+
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

2 2 1 2 1 2 1 2 1
2 3 1 2 3

8

.

2 1 ! 2 ! 2 1 ! 2 1 ! 2 1 ! 2 1 !

q r p q rx x x xc
p q r p q r

+ + + +

 
 
 
 
 
 
 
 + + + + + + 

3. Формулировка теории Берса в терминах параметризованных ОС

Покажем, что теория Берса, сформулированная в комплексной форме в [1], может быть 
представлена в параметрической варианте метода ОС, приведенном выше. С этой целью вве-
дем, в отличии от Берса, операторы не первого, а второго порядка вида

	 ( ) ( ) ( )2 1 1 1 12 11
1 1

1 ,D a x a x D D
x x

 ∂ ∂
= = ∂ ∂ 

	 (3.1)

	 ( ) ( ) ( )2 2 1 2 22 21
2 2

1 .D b x b x D D
x x

 ∂ ∂
= = ∂ ∂ 

	 (3.2)

Здесь 12 11 22 21, , ,D D D D  – операторы первого порядка.
Эти 1 2,D D  – коммутирующие операторы в качестве ОК имеют согласно (2.2) функции 1 2,x x  

вида
	 ( )( ) ( )( )10 11 1 1 20 21 2 2 ,C c c X x c c X x= + + 	 (3.3)

где 10 11 20 21, , ,c c c c  числовые параметры, а 1 2,x x  определены интегралами

	 ( ) ( )
1

10

1 1 11
1

1 ,
x

x

dX x I
a

η
η

= ⋅ = ∫     ( ) ( )
2

20

2 2 21
1

1 .
x

x

dX x I
b

η
η

= ⋅ = ∫ 	 (3.4)

Очевидно в качестве правых обратных  для (3.1), (3.2) следует взять

	
( ) ( )

1 2

10 10

2 1
1

1 2 2 1

...,
x

x x

d dI
a a

ηη η
η η

= ∫ ∫          
( ) ( )

2 2

20 20

2 1
2

1 2 2 1

...
x

x x

d dI
b b

ηη η
η η

= ∫ ∫ 	 (3.5)

Для бинарных ОС в параметрической форме запишем результат
	 ( ) ( ) 1 1 1 1

1 2 1 2 1 1 2 2 1 2 3 1 2 4! ! .p q p q p q p q p qX X C p q I I C I I C I I C I I C+ + + + = + + +  	 (3.6)
Если вернуться к обозначениям Берса и использовать (3.6), то

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )
( ) ( )

2 2 2 1 21 2
1 2 1 2

1 2
2 2 1 2 1 2 13 4

1 2 1 2

2 ! 2 ! 2 1 ! 2 !
! ! .

2 ! 2 1 ! 2 1 ! 2 1 !

p q p q

p q

p q p q

c cY Y Y I
p q p q

X X C p q
c cY I Y I

p q p q

+

+ + +

 + + + =
 
+ + + + + 

Если 1 2 1 2 1,a a b b= = = =  то возвращаемся к результату (1.4).
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Заключение

В сообщении
1) построена параметрическая схема метода обобщенных степеней для одного независи-

мого переменного,
2) показано, каким образом эта схема может быть развита для случая двух и большего чис-

ла независимых переменных,
3) дана схема приложения этого метода для построения базисных решений широкого клас-

са линейных дифференциальных уравнений.
Приведены примеры.
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УДК 517.958

СВОЙСТВА РЕШЕНИЯ ЗАДАЧИ КОЛЕБАНИЯ ЖИДКОСТИ 
ВО ВРАЩАЮЩЕЙСЯ СИСТЕМЕ КООРДИНАТ

Воронежский государственный университет

А. В. Глушко, Е. А. Логинова, А. А. Перельштейн

Аннотация. Изучается начально-краевая задача, описывающая малые колебания вязкой 
несжимаемой жидкости во вращающейся системе координат. Доказывается существова-
ние решения задачи в пространстве обобщенных функций S’ выписывается интеграль-
ное представление решения. Также при некоторых условиях доказывается существование 
решения в пространстве С. Л. Соболева, показывается выполнение начальных условий. 
Приводятся оценки компонент решения по модулю и по норме в пространстве С. Л. Со-
болева. Основным результатом можно назвать асимптотические разложения компонент 
решения задачи.
Ключевые слова: начально-краевая задача, пространство С. Л. Соболева, вязкая несжи-
маемая жидкость, гидродинамика, пространство обобщенных функций, существование 
решения, начальные условия, асимптотические представления, решение начально-крае-
вой задачи, уравнения математической физики.

Введение

Статья посвящена изучению свойств решения начально-краевой задачи, описываемой си-
стемой уравнений 

	
, 0,

0,

V V V p
t

divV

ω ν
∂  − − ∆ + ∇ =  ∂
 =

	 (1)

дополненной граничными условиями

	 ( )
3

1 2
3 0

, , , 1, 2,k
k

x

V w x x t k
x

=

∂
= =

∂
	 (2)

	
3

3 0
0,

x
V

=
= 	 (3)

	
3 3

1 2

1 3 2 30 0

0
x x

V V
x x x x

= =

   ∂ ∂∂ ∂   + =
   ∂ ∂ ∂ ∂   

	 (4)

и начальными условиями 

	
0

0.
t

V
=

= 	 (5)

Система (1)–(5) моделирует малые колебания вязкой несжимаемой жидкости в случае вра-
щающейся системы координат.

Предполагается, что 1 2 3, , 0, 0.x x x t−∞ < < ∞ − ∞ < < ∞ > >
В постановке задачи использованы следующие обозначения:

( )
( )
( )

1

2

3

,

,

,

V t x

V V t x

V t x

 
 

=  
 
 

 – скорость частицы жидкости, находящейся в момент времени t  в точке 

( )1 2 3, , ;x x x
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0
0 ,ω
ω

 
 =  
 
 

 где 0ω >  – удвоенная угловая скорость;

0ν >  – коэффициент вязкости жидкости;
( ),p t x  – давление в частице жидкости, находящейся в момент времени t  в точке ( )1 2 3, , ;x x x

∆  – оператор Лапласа, divV  – дивергенция соответствующего вектора, ∇  – градиент, 
,V ω    – векторное произведение соответствующих векторов.

1. Основные результаты

Отметим, что в матричном виде систему уравнений (1) можно выписать следующим образом:

	

1

1

2 2

3

3

1 2 3

0

0
0.

0 0

0

t x
V

t x V
V

t x p

x x x

ν ω

ω ν

ν

∂ ∂ − ∆ − ∂ ∂ 
  ∂ ∂

− ∆   ∂ ∂    =
  ∂ ∂

− ∆   ∂ ∂   
 ∂ ∂ ∂
 ∂ ∂ ∂ 

	 (6)

Тогда начальные условия (5) примут вид: 0 0k tV = =  1,2,3.k =
Сформулируем основные результаты работы.
Теорема 1. В пространстве S ′  у задачи (1)–(5) существует решение, задаваемое равенствами

	 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2 4

1 2
1 3

, , * , , * ,i ij ij
j j

U x t K x t w x t K x t w x t
= =

= +∑ ∑


, 1,2,4;i =

	 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )3 31 1 33 2, , * , , * , .U x t K x t w x t K x t w x t= +


Здесь ( ) ( ), , , 1, 2,3,i iU x t V x t i= =  ( ) ( )4 , , ,U t x p t x=

	     ( ) ( )
( )

1 2 3

1 2 3

, , ,
,

, , ,
i

i
i

U x x x t
U x t

U x x x t
=  −



 3

3

0
0

x
x

≥
<

 1,2,4;i =  ( ) ( )
( )

3 1 2 3
3

3 1 2 3

, , ,
,

, , ,
U x x x t

U x t
U x x x t

= − −



 3

3

0
0

x
x

≥
<

( ),ijK x t  – ядра, которые имеют вид:

( )11 , 0;K x t =  ( )23 , 0;K x t = ( )32 , 0;K x t = ( )34 , 0;K x t = ( )41 , 0;K x t = ( )43 , 0;K x t =

( )
( )

( ) ( )2

3

2 2
2 3, 3

12 3 2

21, cos ;
2

i x s s t

R

v s s sK x t e t ds
ss

ν ω
π

−
 − +  
 =       

∫

( )
( )

( ) 2

3

, 3 3
13 3

21, sin ;
2

i x s s t

R

vs sK x t e t ds
s s

ν ω
π

−    
= −      

   
∫

( )
( )

( ) 2

3

, 31 2
14 3 2

21, cos ;
2

i x s s t

R

svs sK x t e t ds
ss

ν ω
π

−
   

=         
∫

( )
( )

( ) 2

3

, 3 3
21 3

21, sin ;
2

i x s s t

R

vs sK x t e t ds
s s

ν ω
π

−    
=       

   
∫
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( )
( )

( ) 2

3

, 31 2
22 3 2

21, cos ;
2

i x s s t

R

svs sK x t e t ds
ss

ν ω
π

−
   

=         
∫

( )
( )

( ) ( )2

3

2 2
1 3, 3

24 3 2

21, cos ;
2

i x s s t

R

v s s sK x t e t ds
ss

ν ω
π

−
 − +  
 =       

∫

( )
( )

( ) 2

3

, 32
31 3

21, sin ;
2

i x s s t

R

svsK x t e t ds
s s

ν ω
π

−    
= −      

   
∫

( )
( )

( ) 2

3

, 31
33 3

21, sin ;
2

i x s s t

R

svsK x t e t ds
s s

ν ω
π

−    
=       

   
∫

( )
( )

( ) 2

3

, 32
42 3 2

21, cos ;
2

i x s s t

R

svisK x t e t ds
ss

ν ωω
π

−
   

=  −        
∫

( )
( )

( ) 2

3

, 31
44 3 2

21, cos .
2

i x s s t

R

svisK x t e t ds
ss

ν ωω
π

−
   

=  −        
∫

Доказательство. Для построения обобщенного решения вначале были определены функ-
ции ( ),iU x t



 1,2,4,i =  ( )3 ,U x t


 как соответственно четные и нечетное продолжения функций 
( ), ,iU x t  1,2,3,4i =  на случай 3 0.x <  Предполагалось также, что ( ), ,iU x t  1,2,3,4i =  равны 

нулю при 0.t <  Далее, вычислялись обобщенные производные от полученных функций, что 
способствовало переходу к обобщенной задаче. Решая получившуюся обобщенную задачу, в 
том числе с использованием преобразования Фурье по пространственным переменным, и 
преобразования Лапласа по временной переменной, и применяя затем обратные преобразова-
ния, получаем утверждение теоремы 1. 

Теорема 2. Пусть ( ) ( )( ) ( )2
14 2 , 2
2

, 0; , 1, 2iw x t H R i
ε µ+

′ ∈ × ∞ =  при некоторых 0,ε >  4.µ >  Тогда 

при любом 0t >  задача (1)–(5) имеет решение в пространстве С. Л. Соболева ( )( )3 0,H Rµ− × ∞  
и справедливы оценки

( )
( )

( ) ( ) ( )
2

2 2 2
1 11 2 4 2 , 2 2 ,1 2 24 2 , 2

2

, , , , .
4

CU x t x t x t x t
t ε µ µµ

ε µ

ψ ψ ψ
µ +−

+

 ∂ ′ ′ ′≤ + +
 ∂− +
 



( )
( )

( ) ( ) ( )
2

2 2 2
1 12 2 4 2 , 2 2 ,1 2 24 2 , 2

2

, , , , .
4

CU x t x t x t x t
t ε µ µµ

ε µ

ψ ψ ψ
µ +−

+

 ∂ ′ ′ ′≤ + +
 ∂− +
 



( )
( )

( )
2 2

13 2 4 2 , 2
2

, , .
4

CU x t x t
ε µµ

ψ
µ +−

′≤
− +



( )
( )

( ) ( )
2

2 2
14 2 4 2 , 21 24 2 , 2

2

, , , ,
4

CU x t x t x t
t ε µµ

ε µ

ψ ψ
µ +−

+

 ∂ ′ ′≤ +
 ∂− +
 



где ( )1 2, ,x x tψ  – функция тока, то есть такая функция, что 1
2

,w
x
ψ∂

=
∂

 2
1

w
x
ψ∂

= −
∂

 при условии 

1 2

1 2

0,w w
x x

∂ ∂
+ =

∂ ∂
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( ) ( )
3

1 2

2

0

, 1 [ ( , )]x s
R

f x t t F f x t ds dtµ

µ

∞
−

→−

   = +      
∫ ∫  – норма в пространстве С. Л. Соболева 

( )3( 0; )H µ− × +∞ ,

( ) ( ) ( )
2

1 2

2 2

,
0

, 1 1 [ ( , )]
kl

x sk l
R

f x t t s F f x t ds dt
∞

→

   ′ ′ ′ ′= + +      
∫ ∫  – норма в пространстве 

2
, ( (0, )).k lH × ∞

Доказательство теоремы базируется на доказательстве ряда вспомогательных утвержде-

ний. Была доказана оценка 
2(1 )

2( , ) max{ ; }
1

h s t t ct
s

ε

ε

−
 

≤   + 
 для любых s и 0,t >  где 

1 2( ) ( )

1 2

( , )
( ) ( )

s t s te eh s t
s s

γ γ

γ γ
−

=
−

 – выражение, составленное из корней 2 3
1 ,ss i

s
γ ν ω= − − 2 3

2
ss i
s

γ ν ω= − +  

многочлена ( )22 2 2 2
3( , ) .P s s s sγ γ ν ω= + +  Затем для интегралов 

( )( ) ( )2 11( , ) , ,
2

ki t
k i

I s t s s e P s d
i

γγ ν γ γ
π

∞ −

− ∞
= +∫  0,1k =  были выведены представления 

0 2
1( , ) ( , );I s t h s t
s

=  1 2
1( , ) ( , ) ( , ).I s t h s t h s t

ts
ν∂

= +
∂

 Доказано представление 

( ) ( )( , ) , ( , ) , ,i it t
h s t w s t h s t w s t

t t
∂ ∂   ′ ′∗ = ∗   ∂ ∂   

 

   1,2i =  при условии ( ),0 0.iw s′ =  Применяя указан-

ные утверждения для оценки компонент решения, было получено доказательство теоремы 2.
Теорема 3. Пусть ( ) ( )( )2

4 2 , 2, 0; ,iw x t H Rε µ+′ ∈ × ∞  ( )1,2i =  при некоторых 0,ε >  4.µ >  Тог-
да решение задачи (1)–(5) при почти всех 3x R∈  удовлетворяет начальным условиям (5) в 
смысле 3

2 ( )0
lim ( , ) 0i L Rt

V t
→+

⋅ = .
Доказательство. Для доказательства теоремы 3 были использованы оценки, полученные в 

теореме 2.
Теорема 4. Пусть при 15,N >  1,2i =  функции ( ) ( )1 ,

N
ix w x t′ ′+  принадлежат ( )3 ,L R+  

функции ( ),iw x t′  финитны по t  и интеграл ( ) ( )
2

6

0

1 , .i
R

y w y d dyτ τ
∞

′ ′ ′+ < ∞∫ ∫
Тогда свертки ( ) ( ) ( ), , 1, , * , ,l j l jh x t K x t w x t′=  1,.., 4,l =  1,2,j =  ( ) ( ) ( ), , 2, , * , ,l j l jh x t K x t w x t′=  

1,.., 4,l =  3,4j =  существуют, а функции ( ) ( ),1 ,
N

l jx h x t
−

+  принадлежат ( )4 .L R+

Для функций ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2 4

1 2
1 3

, , * , , * , ,i ij ij
j j

U x t K x t w x t K x t w x t
= =

= +∑ ∑


 1,2,4;i =  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )3 31 1 33 2, , * , , * ,U x t K x t w x t K x t w x t= +


 справедливы асимптотические представления:

	
( )

( ) ( )
( )

( ) ( )
( )

( ) ( ) ( ) ( )

2 2

2 2

1 1 23 3 3 3
2 20 0

2 4

1 3 1 1 3 2
1 30 0

3 3
4 sin 4 cos2 2, , ,
2 2

, , , , , , ;

R R

j j
j jR R

v t v tU x t w y d dy w y d dy
t tvt vt

K x y x t w y d dy K x y x t w y d dy

π ω π ωτ τ τ τ
ω ωπ π

τ τ τ τ

∞ ∞

∞ ∞

= =

   Γ Γ   −    ′ ′ ′ ′= + +

   
′ ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′+ − + −   

   

∫ ∫ ∫ ∫

∑ ∑∫ ∫ ∫ ∫


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( )

( ) ( )
( )

( ) ( )
( )

( ) ( ) ( ) ( )

2 2

2 2

2 1 23 3 3 3
2 20 0

2 4

2 3 1 2 3 2
1 30 0

3 3
4 cos 4 sin2 2, , ,
2 2

, , , , , , ;

R R

j j
j jR R

v t v tU x t w y d dy w y d dy
t tvt vt

K x y x t w y d dy K x y x t w y d dy

π ω π ωτ τ τ τ
ω ωπ π

τ τ τ τ

∞ ∞

∞ ∞

= =

   Γ Γ   −    ′ ′ ′ ′= − +

   
′ ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′+ − + −   

   

∫ ∫ ∫ ∫

∑ ∑∫ ∫ ∫ ∫



	 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2 2

3 31 3 1 33 3 2
0 0

, , , , , , , ;
R R

U x t K x y x t w y d dy K x y x t w y d dyτ τ τ τ
∞ ∞   

′ ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′= − + −   
   

∫ ∫ ∫ ∫


	 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2 2

2 4

4 4 3 1 4 3 2
1 30 0

, , , , , , , .j j
j jR R

U x t K x y x t w y d dy K x y x t w y d dyτ τ τ τ
∞ ∞

= =

   
′ ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′= − + −   

   
∑ ∑∫ ∫ ∫ ∫



При этом ядра ( ),ljK x t  удовлетворяют оценкам:

( ) ( ) ( )6 9 2, 1 ,ljK x t x O t−= +  ( ) ( ) ( ) ( ) ( ), 1, 4 , 2, 2 , 3,1 , 3,3 ;l j =

( ) ( ) ( )5 7 2, 1 ;ljK x t x O t−= +  ( ) ( ) ( ), 4, 2 , 4, 4 ;l j =

( ) ( ) ( )4 7 2, 1 ;ljK x t x O t−= +  ( ) ( ) ( ) ( ) ( ), 1, 2 , 1,3 , 2,1 , 2,4 ;l j =

( ), 0;ljK x t =  ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ), 1,1 , 2,3 , 3, 2 , 3,4 , 4,1 , 4,3 .l j =
Следствие 1. При выполнении условий теоремы 4 справедливы оценки

( )
( ) ( )

( )
( ) ( )

( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

2 2

2 2

2

1 1 23 3 3 3
2 20 0

7 7
4 42 2

1 2
0 0

9
6 2

1
0

3 3
4 sin 4 cos2 2, , ,
2 2

1 1 , 1 1 ,

1 1 , ;

ij ij

ij

R R

p p

R R

p

R

v t v tU x t w y d dy w y d dy
t tvt vt

c x t y w y d dy c x t y w y d dy

c x t y w y d dy

π ω π ωτ τ τ τ
ω ωπ π

τ τ τ τ

τ τ

∞ ∞

∞ ∞
− −

∞
−

   Γ Γ   −    ′ ′ ′ ′= + +

′ ′ ′ ′ ′ ′+ + + + + + +

′ ′ ′+ + +

∫ ∫ ∫ ∫

∫ ∫ ∫ ∫

∫ ∫



( )
( ) ( )

( )
( ) ( )

( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

2 2

2 2

2

2 1 23 3 3 3
2 20 0

7 9
4 62 2

1 1
0 0

7
4 2

2
0

3 3
4 cos 4 sin2 2, , ,
2 2

1 1 , 1 1 ,

1 1 , ;

ij ij

ij

R R

p p

R R

p

R

v t v tU x t w y d dy w y d dy
t tvt vt

c x t y w y d dy c x t y w y d dy

c x t y w y d dy

π ω π ωτ τ τ τ
ω ωπ π

τ τ τ τ

τ τ

∞ ∞

∞ ∞
− −

∞
−

   Γ Γ   −    ′ ′ ′ ′= − +

′ ′ ′ ′ ′ ′+ + + + + + +

′ ′ ′+ + +

∫ ∫ ∫ ∫

∫ ∫ ∫ ∫

∫ ∫



( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2 2

9 9
6 62 2

3 1 2
0 0

, 1 1 , 1 1 , ;ij ijp p

R R

U x t c x t y w y d dy c x t y w y d dyτ τ τ τ
∞ ∞

− −
′ ′ ′ ′ ′ ′= + + + + +∫ ∫ ∫ ∫



( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2 2

7 7
5 52 2

4 1 2
0 0

, 1 1 , 1 1 , .ij ijp p

R R

U x t c x t y w y d dy c x t y w y d dyτ τ τ τ
∞ ∞

− −
′ ′ ′ ′ ′ ′= + + + + +∫ ∫ ∫ ∫



Доказательство асимптотических разложений основано на классификации функций, вхо-
дящих в представление ядер решения, по четности по трем, двум или одной переменной соот-
ветственно и оценке каждой компоненты по отдельности. Также было показано существова-
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ние свёртки ( ) ( )( , ) , * , ,h x t K x t w x t′=  где ( ) ( ) ( ) ( )sin
, 1

p k
k

t
K x t x O t

t
εω − −= + +  или 

( ) ( ) ( ) ( )cos
, 1 ,

p k
k

t
K x t x O t

t
εω − −= + +  откуда следовало, что при 2 3,N p> +  1k >  функция 

( ) ( )1 ,
N

x h x t
−

+  принадлежат ( )4 .L R+  Далее было доказано, что, если функция ( ), nw x t R+′ ∈  

финитна по t  и ( )
0

, ,w x t dt
∞

′ < ∞∫  то свертка ( ) ( ) ( ), , * ,
t

h x t u x t w x t′=  при t → ∞  существует и 

справедливо равенство ( ) ( ) ( )
0

, , , ,h x t u x t w x t dx
∞

′= ∫  где ( ) ( ) ( ), ,u x t f x t g x tσ σ ε− − −= +  ,nx R∈  

0.t >
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УДК 517.984.3

О НАПОЛНЕННОСТИ ПОДАЛГЕБРЫ ЛОКАЛЬНО ИНТЕГРАЛЬНЫХ ОПЕРАТОРОВ

Воронежский государственный университет

Е. Ю. Гусева

Аннотация. В пространстве последовательностей, суммируемых со степенью p и при-
нимающих значения в банаховом пространстве, рассматривается оператор T, заданный 
матрицей, состоящей из интегральных в смысле Гротендика операторов. Предполагается, 
что нормы блоков матрицы в идеале интегральных операторов мажорируются сверткой с 
последовательностью, суммируемой с некоторым весом. Установлено, что если оператор 
I+T обратим, то обратный имеет аналогичный вид.
Ключевые слова: локально интегральный оператор, наполненная подалгебра, разност-
ный оператор, оператор свертки, норма с весом.

Пусть X  – банахово пространство. Символом ( )XB  будем обозначать множество всех 
линейных ограниченных операторов, действующих в ,X  а символом ( )XF  – множество всех 
конечномерных операторов. Оператор ( )A X∈B  называют [16], [9. 6.4.1] интегральным, если 
существует такая константа 0,σ   что

	 | ( ) |tr AL Lσ≤
для всех ( ).L X∈F

Множество всех интегральных операторов ( )A X∈B  обозначим символом ( ).Xℑ  Положим
	

( )
inf ,

X
A σ

ℑ
=

где σ  – константа из (1).
Известно [9, 6.4.2], что множество ( )Xℑ  является идеалом в ( ).XB  При этом
	 ( ) ( ) ( ) ( )

, , ( ), ( ).
X X X X

JA AJ J A J X A X
ℑ ℑ ℑ

≤ ∈ ℑ ∈
B

B

Идеал ( )Xℑ  является полным (т. е. банаховым) пространством относительно нормы (2).
Обозначим через ( , ),c

p pl l X=   1 ,p≤ ≤ ∞  пространства последовательностей ,nx X∈  
,cn∈  ограниченных по обычным нормам.

Пусть .c ∈  Весом на группе c
  называют функцию : (0, ).cg → +∞  Всегда будем предпо-

лагать, что вес на c
  обладает следующими свойствами:

(a) (0) 1,g =
(b) ( ) ( ) ( )g m n g m g n+ ≤  для всех ,, cm n∈
(c) ( ) ( ),g n g n− =

(d) ln ( )lim 0
n
n

g nt
n∈

→∞

=


 для всех .ct ∈

Приведем примеры [14, 5.21], [15] весов на группе .c
  Пусть 0 1,b≤ <  0a ≥  и , 0,s t ≥  тогда 

функции
	 ( ) 1,g n =

	 ( ) (1 | |) ,sg n n= +

	 | |( ) (1 | |) ,
ba n sg n e n= +

	 | |( ) (1 | |) ln ( | |)
ba n s tg n e n e n= + +

удовлетворяют условиям (a)–(d) из определения веса.
Линейное пространство B  называют [5, 10] алгеброй, если в нем определено умножение, 

обладающее свойствами
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	 ( ) ( ) ,A BC AB C=
	 ( ) ( ) ( ),AB A B A Bα α α= =
	 ( ) , ( ) .A B C AC BC A B C AB AC+ = + + = +
Если B  дополнительно является нормированным пространством и

	 ,AB A B≤  ⋅ 

то B  называют нормированной алгеброй. Если нормированная алгебра является полным (т. е. 
банаховым) пространством, ее называют [5, 10] банаховой алгеброй.

Пусть g – вес на ,c
  а B – банахова алгебра. Пространством 1,gl  на c

  со значениями в B с 
весом g называют множество 1, ( , ),c

gl B  состоящее из всевозможных семейств { : },c
ma a m= ∈ ∈B   

для которых
	

1,
( ) .

g c
ml

m

a a g m a
∈

= = < ∞∑


Очевидно, что 1, ( , )c
gl B  – линейное пространство относительно покоординатных опера-

ций сложения и умножения на скаляры. Если ( ) 1,g n ≡  то пространство 1, ( , )c
gl B  совпадает с 

обычным пространством 1( , ).cl B  Относительно операции свертки, взятой в качестве умно-
жения, 1, ( , )c

gl B  превращается в банахову алгебру.
Символом 1, ,( )( )c

g Xℑs   обозначим множество всех операторов ( ( , ))c
pT l X∈B   вида

	 ( ) , ,
c

c
k km k m

m

Tx b x k−
∈

= ∈∑




где ( )kmb X∈ ℑ  и выполнена оценка
	 ( )km mX

b β
ℑ

≤

для некоторого 1, ( , ).c
glβ ∈    Операторы класса 1, ,( )( )c

g Xℑs   назовем локально интеграль-
ными. Нетрудно показать, что 1, ,( )( )c

g Xℑs   образует подалгебру (и даже идеал) в алгебре 
( ( , ))c

pl XB  . Следующая теорема показывает, что эта подалгебра является наполненной в 
смысле [5].

Теорема 1. Пусть оператор : ( , ) ( , ),c c
p pT l X l X+ → 1    где 1, ( , ),c

gT ∈ ℑs   обратим (хотя 
бы при одном [1, ]p ∈ +∞ ). Тогда оператор T+1  обратим при всех [1, ]p ∈ +∞  и обратный опе-
ратор имеет вид 1,T+1  где 1 1, ( , ).c

gT ∈ ℑs 

Обозначим через λ  меру Лебега на .c
  Пусть cE ⊆   – измеримое подмножество. Будем 

обозначать интеграл от суммируемой функции : cx  →   относительно меры Лебега λ  через 
( ) ( )

c
x t d tλ∫



 или, короче, ( ) .
c
x t dt∫



Обозначим через ( , ),c
p p=     1 ,p≤ < ∞  пространство всех измеримых функций 

: ,cu  →   ограниченных по полунорме
	 1/| ( ) | ,( )

cp

p p
L

u u u t dt= =  ∫


а через ( , )c
∞ ∞=     пространство всех измеримых существенно ограниченных функций 

: cu  →   с полунормой
	 esssup | ( ) | .

L
u u u t

∞
= =  

Иногда удобно допускать, что функции pu ∈  могут быть не определены на множестве 
меры ноль. Наконец, обозначим через ( ) ( , ),c c

p p pL L L= =    1 ,p≤ ≤ ∞  банахово простран-
ство всех классов функций pu ∈  с отождествлением почти всюду. Подробнее см. [6]. Обычно 
пространства p  и pL  не различают.

Рассмотрим отображение : ( , ) , ([0,1) ,( ,))c c c
p p plϕ →      1 ,p≤ ≤ ∞  определенное пра-

вилом ( ) { },mx xϕ =  где
	 ( ) ( ), [0,1) .c

mx t x t m t=  + ∈
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Известно [13], [19, 1.6.3], что оно порождает (после отождествления эквивалентных функ-
ций) изометрический изоморфизм : ( , ) ( ), ([0,1 , ) .)c c c

p p pL l Lϕ →      Будем обозначать его 
тем же символом .ϕ

Так как пространства ( , )c
pL    и , ([0,1( ) , ))c c

p pl L   изометрически изоморфны, алгебры 
операторов ( ( , ))c

pLB    и ( , ([0,1( ))) , )c c
p pl LB    также изоморфны. Обозначим через 

1, 1,, , ( ([0,1) , )( ) ( ),)c c c
g g pLℑ = ℑS S    1 ,p≤ ≤ ∞  пространство всех операторов ( ( , )),c

pA L∈B    
соответствующих операторам класса 1, , ( ([0,1) , ))( )c c

g pLℑs    в соответствии с изоморфизмом 
ϕ , определенном выше. Другими словами, оператор A  принадлежит классу 1, ( , )c

g ℑS   тогда и 
только тогда, когда оператор 1T Aϕ ϕ −=  принадлежит классу 1, , ( ([0,1) ,( ).))c c

g pLℑs    Опера-
торы класса 1, ( , )c

g ℑS   также будем называть локально интегральными.
Следующая теорема является наиболее важным частным случаем теоремы 1.
Теорема 2. Пусть 1 p≤ ≤ ∞  и оператор : ( , ) ( , ),c c

p pA L L→ +1      где 1, ( , ),c
gA∈ ℑS   об-

ратим. Тогда обратный оператор 1( )A −+1  имеет вид 1,A +1  где 1 1, ( ).,c
gA ∈ ℑS 

Доказательство существенно использует теорему Бохнера – Филлипса [11]. Близкие вопро-
сы изучались в [1–4, 7, 8, 12, 14, 15, 17–20].

Литература

1. Баскаков, А. Г. Теорема Винера и асимптотические оценки элементов обратных матриц / 
А. Г. Баскаков // Функц. анализ и его прил. – 1990. – Т. 24, № 3. – С. 64–65.

2. Баскаков, А. Г. Асимптотические оценки элементов матриц обратных операторов и гар-
монический анализ / А. Г. Баскаков // Сиб. матем. журн. – 1997. – Т. 38, № 1. – С. 14–28.

3. Баскаков, А. Г. Теория представлений банаховых алгебр, абелевых групп и полугрупп в 
спектральном анализе линейных операторов / А. Г. Баскаков // Современная математика. Фун-
даментальные направления. – 2001. – Т. 9. – С. 3–151.

4. Блатов, И. А. Об оценках элементов обратных матриц и модернизации метода матрич-
ной прогонки / И. А. Блатов, А. А. Тертерян // Сиб. матем. журн. – 1992. – Т. 32, № 11. – С. 1683–
1696.

5. Бурбаки, Н. Спектральная теория / Н. Бурбаки. Элементы математики. – М. : Мир, 1972. – 
183 с. 

6. Бурбаки, Н. Меры на локально компактных пространствах. Продолжение меры. Инте-
грирование мер. Меры на отделимых пространствах / Н. Бурбаки. Элементы математики. – 
М. : Наука, 1977. – 600 с.

7. Курбатов, В. Г. Линейные дифференциально-разностные уравнения / В. Г. Курбатов. – 
Воронеж : Издательство Воронежского университета, 1990. – 168 с.

8. Курбатов, В. Г. Об алгебрах разностных и интегральных операторов / В. Г. Курбатов // 
Функц. анализ и его прил. – 1990. – Т. 24, № 2. – С. 87–88.

9. Пич, А. Операторные идеалы / А. Пич. – М. : Мир, 1982. – 536 с.
10. Рудин, У. Функциональный анализ / У. Рудин. – М. : Мир, 1975. – 443 с.
11. Bochner, S. Absolutely convergent Fourier expansions for non-commutative normed rings / 

S. Bochner, R. S. Phillips // Ann. of Math. (2). – 1942. – Vol. 43. – P. 409–418.
12. Fendler, G. Convolution-dominated operators on discrete groups / G. Fendler, K. Grochenig, 

M. Leinert // Integral Equations Operator Theory. – 2008. – Vol. 61, No 4. – P. 493–509.
13. Fournier, J. J. F. Amalgams of Lp and lq / J. J. F. Fournier, J. Stewart // Bull. Amer. Math. Soc. 

(N. S.). – 1985. – Vol. 13, No 1. – P. 1–21.
14. Grochenig, K. Wiener’s lemma: theme and variations. An introduction to spectral invariance / 

K. Grochenig // Four Short Courses on Harmonic Analysis: Wavelets, Frames, Time-Frequency Meth-
ods, and Applications to Signal and Image Analysis. – Boston-Basel-Berlin : Birkhauser, 2010. – Ap-
plied and Numerical Harmonic Analysis. – P. 175–244.



62

15. Grochenig, K. Symmetry and inverse-closedness of matrix algebras and functional calculus for 
infinite matrices / K. Grochenig, M. Leinert // Trans. Amer. Math. Soc. – 2006. –Vol. 358, No 6. – 
P. 2695–2711.

16. Grothendieck, A. Produits tensoriels topologiques et espaces nucleaires / A. Grothendieck. 
Mem. Amer. Math. Soc. no. 16. – Fourth edition. – Providence, RI : American Mathematical Society, 
1966. – 383 p.

17. Guseva, E. Yu. Inverse-closedness of the subalgebra of locally nuclear operators / E. Yu. Guseva, 
V. G. Kurbatov. – 2020, October. – Preprint. – arXiv: 2010.02883. – 33 p.

18. Guseva, E. Yu. Inverse-closedness of subalgebras of integral operators with almost periodic 
kernels / E. Yu. Guseva, V. G. Kurbatov // Complex Analysis and Operator Theory. – 2020. – Vol. 14, 
no. 1. – Paper No 4. – 23 p.

19. Kurbatov, V. G. Functional differential operators and equations / V. G. Kurbatov. | Dordrecht : 
Kluwer Academic Publishers, 1999. – Vol. 473 of Mathematics and its Applications. – xx+433 p.

20. Kurbatov, V. G. Inverse-closedness of the set of integral operators with L1-continuously varying 
kernels / V. G. Kurbatov, V. I. Kuznetsova // J. Math. Anal. Appl. – 2016. – Vol. 436, No 1. – P. 322–338.



63

УДК 517

ОБОБЩЕННЫЙ ПОТЕНЦИАЛ БЕССЕЛЯ И ЕГО ОБРАЩЕНИЕ

1Чеченский государственный университет им. А. А. Кадырова
2Воронежский государственный университет

3Белгородский государственный национальный исследовательский университет

А. Л. Джабраилов1, Э. Л. Шишкина2,3

Аннотация. В этой статье мы рассматриваем оператор типа свертки, называемый обоб-
щенным потенциалом Бесселя. Наш главный результат – это вывод формулы его обраще-
ния. Мы используем технику регуляризации расходящихся интегралов в виде соответ-
ствующих отрезков ряда Тейлора – Дельсарта.
Ключевые слова: обобщенная свертка, обобщенный потенциал Бесселя, дробные степени 
многомерных операторов, обратный оператор, аппроксимативный обратный оператор.

Введение

Теория потенциала берет свое начало из теории электростатического и гравитационного 
потенциалов и уравнений Лапласа, волн, Гельмгольца и Пуассона. Известно, что знаменитые 
потенциалы Рисса являются реализациями действительных отрицательных степеней Лапласа 
и волновых операторов. Между тем, в теории потенциала большое внимание уделяется потен-
циалу Бесселя

	 ( ) = ( ) ( ) , > 0,
n

f x x y f y dyα
α α−∫G

R

G

где 

	

2
2

2

2 2

(| |)
2( ) =

| |
2

n
n

n n

K x
x

x

α
α

α ααπ

− −
−

− Γ 
 

G

и Kν  обозначает модифицированную функцию Бесселя второго рода. Оператор Gα  можно 
интерпретировать как реализацию реальных отрицательных степеней оператора ( ).I − ∆  
В частности, потенциал Бесселя рассматривали Н. Ароншайн и К. Т. Смит в [1] и Кальдероном 
в [2]. Следует отметить, что потенциалы Бесселя порождают пространства функций с дробной 
гладкостью .α  Они очень полезны для исследования некоторых дробных УЧП эллиптическо-
го типа. С их помощью строятся пространства Соболева дробного порядка. Первые результа-
ты о пространствах бесселевых потенциалов были получены И. Стейном в работе [3] в случает 
0 < < 2α  и Лизоркиным в [4] в общем случае. 	Обращение бесселевых потенциалов впервые 
было получено В. А. Ногиным в [5, 6] с использованием гиперсингулярных интегралов. Позже 
В. С. Гулиев, З. В. Сафаров изучали потенциалы Бесселя, порожденные дифференциальными 
операторами Бесселя, в [7]. В [8] доказано неравенство Юнга для операторов B-свертки в 
B-пространствах потенциалов Бесселя, а потенциалы Бесселя охарактеризованы в терминах 
пространств B-Лизоркина-Трибеля. Оптимальное вложение пространств потенциалов типа 
Бесселя было получено в [9–11]. 
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1. Основные определения

Пусть nR  – n-мерное Евклидово пространство, тогда 
	 1 1= { = ( , , ) , > 0, , > 0},n n

n nx x x x x+ ∈ R R

	 1 1= { = ( , , ) , 0, , 0}.n n
n nx x x x x+ ∈ ≥ ≥ R R

Через 1= ( ,..., )nγ γ γ  обозначим мультииндекс, состоящий из положительных фиксированных 
действительных чисел 0,iγ ≥  = 1,..., ,i n  1| |= .nγ γ γ+ +

Пусть ( ) = ,n
p pL Lγ γ

+R  1 <p≤ ∞  – пространство измеримых на n
+R  функции четных по ка-

ждой переменной ,ix  = 1,...,i n  таких, что | ( ) | < ,p

n

f x x dxγ

+

∞∫
R

 где 
=1

= .
n

i
i

i

x xγγ ∏
Для 1,p ≥  pLγ  – норма f  определяется формулой ,( )

|| || || ||pnLp
f fγ γ

+
= =

R

1/( | ( ) | ) .p p

n

f x x dxγ

+

= ∫
R

Нормализованная функция Бесселя первого рода jν  определяется формулой 

	 2 ( 1)( ) = ( ),j x J x
x

ν

ν νν

νΓ +

где Jν  – функция Бесселя первого рода.
Для nx ∈R  будемиспользовать обозначение 

	 1
=1 2

( , ) = ( ), (0, ) = 1.
n

i ii
i

x j xγ γ γξ ξ ξ−∏j j

Многомерное преобразование Ганкеля функции 1 ( )nf Lγ
+∈ R  определяется как 

	 [ ]( ) = [ ( )]( ) = ( ) ( , ) .
n

f f x f x x x dxγ
γ γ γξ ξ ξ

+

∫F F j
R

Пусть 1 ( )f Lγ
+∈ R  и является функцией ограниченной вариации в окрестности точек не-

прерывности. Тогда для > 0γ  справедлива формула обращения 

	
| |

1

2

=1

2[ [ ]( )]( ) = ( ) = ( , ) [ ]( ) .
1

2

n

n
j n

j

f x f x x f d
γ

γ
γ γ γ γξ ξ ξ ξ ξ

γ

−
−

+
+ 

Γ  
 

∫
∏

F F j F
R

Многомерный обобщенный сдвиг определяется равенством

	 1 1
1

( )( ) = ( ) = ( )( ),yyy y n n
x x x xn

f x f x T T f xγγγ γT T 

где каждый одномерный обобщенный сдвиг yi i
xi

Tγ  действует для = 1, ,i n  по формуле 

	 2 2 1
1 1 1

0

1
2( )( ) = ( , , , 2 cos , , , ) .sin

2

i

yi i i
x i i i i i i i n i ii

i

T f x f x x x y x y x x d
π

γ γ

γ

ϕ ϕ ϕ
γπ

−
− +

+ Γ 
  + −

 Γ 
 

∫  

Обобщенная свертка, порожденная многомерным обобщенным сдвигом y
x

γ T  определяет-
ся как 

	 ( * ) ( ) = ( * ) = ( )( )( ) .y
x

n

f g x f g f y g x y dyγ γ
γ γ

+

∫ T
R

Многомерное преобразование Ганкеля, примененное к обобщенной свертке, имеет вид
	 [( * ) ( )]( ) = [ ( )]( ) [ ( )]( ).f g x f x g xγ γ γ γξ ξ ξF F F

Многомерный оператор Пуассона ,x
γP  действует на f  по формуле
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	 1
1 1

=10 0

( ) = ( ) ... ( cos ,..., cos ) ,sin
n

i
x n n i i

i

f x C f x x d
π π

γ γγ α α α α−∏∫ ∫P

где > 0,iγ  = 1,.., ,i n  2

=1

1
2( ) = .

2

i
n n

i i

C

γ

γ π
γ

−

+ Γ 
 

 Γ 
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2. Обобщенный потенциал Бесселя

Обобщенный потенциал Бесселя или B-потенциал Бесселя определяется формулой ([12]) 

	 ( )( ) = ( * ) = ( )( ( )) , > 0.y
x

n

x G G y x y dyα γ γ γ γ
γ α γ αϕ ϕ ϕ α

+

∫G T
R

	 (1)

где ядро ( )G xγ
α  имеет вид

	

| | 1
2

| || |
22

=1

2( ) = (| |).
1| |

2 2

n

nn n
i

i

G x K x
x

γ α

γ
α γ αγ α γα

− −
+

+ −+ − +  Γ Γ   
   

∏
	 (2)

Оператор (1) реализует отрицательную дробную степень /2( ) ,I α
γ

−− ∆  > 0,α  где I  – единич-
ный оператор, γ∆  – оператор Лапласа – Бесселя 
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– оператор Бесселя. Результаты, полученные в [12], позволяют представить обобщенный по-
тенциал Бесселя в виде

	 1 2 2= (1 | | ) , > 0,x
α

α
γ γ γϕ ϕ α

−− +G F F 	 (5)
где γF  – многомерное преобразование Ганкеля.

3. Обращение B-потенциала Бесселя методом конечной регуляризации по Адамару

Пусть = ( )f f x  интегируема в слое < | | <x Aε  для любых 0 < ,ε  < <Aε ∞  и справедливо 
представление
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где ,ka  ,b  kλ  некоторые положительные числа, не зависящие от .A  Если предел 
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 суще-
ствует, то он называется конечной частью  сингулярного интеграла функции по Адамару. 
Функция = ( )f f x  в этом случае говорят, что она обладает свойством Адамара. Стандартное 
обозначение конечной части сингулярного интеграла по Адамару следующее:
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Если функция = ( )f f x  интегрируема в \{| |> }n x ε+R  и обладает свойством Адамара, то 
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Оператор α
γG  можно представить в виде
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Чтобы получить подходящее представление для 
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трим интеграл с дополнительным параметром β
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Затем, применяя формулу 2.16.2 из [13] для ( ) < 0βℜ  сможем записать
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Эта формула может быть продолжена аналитически по β  на верхнюю полуплоскость ( ) > 0.βℜ  
Полагая =β α  в этой продолженной формуле мы приходим к представлению
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∫  (см. формулу 1.107, стр. 49 из [13]) в по-

следнюю формулу, получим доказываемый результат.
Теперь перейдем к построению обращения B-потенциала Бесселя с помощью техники ко-

нечной регуляризации Адамара. Для четной по каждой из своих переменных функции
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который оказывается обратным B-потенциалу Бесселя .α
γ ϕG
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Теорема 2. В пространстве шварцевых функций, четных по каждой из своих переменных 
оператор 2( ) ,I

α

γ− ∆  ( ) > 0,αℜ  определенный формулой (6) является правым и левым обрат-
ным к B-потенциалу Бесселя, т. е. справедливы формулы

	 2 2( ) = ( ) = .I I
α α

α α
γ γ γ γϕ ϕ ϕ− ∆ − ∆G G

 
Заключение

В этой статье мы рассмотрели оператор типа свертки, называемый обобщенным потенциа-
лом Бесселя. Это очень важный объект в теории потенциала с многочисленными приложени-
ями, такими как решения неоднородных уравнений, теория функциональных пространств и 
функциональное пополнение. Таким образом, важно изучить проблему его обращения. В этой 
статье мы представили форму обратного оператора, используя технику регуляризации расхо-
дящихся интегралов в терминах соответствующих отрезков ряда Тейлора – Дельсарта. Стоит 
отметить, что это обращение можно интерпретировать как новый оператор дробного диффе-
ренцирования произвольного положительного порядка. Дальнейшие задачи в этом направ-
лении включают подробное исследование этих операторов в различных пространствах функ-
ций, а также анализ дифференциальных уравнений в частных производных дробного порядка 
с дробными производными в виде обращений обобщенного потенциала Бесселя.
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РЕШЕНИЕ УРАВНЕНИЯ ЭЙЛЕРА – ПУАССОНА – ДАРБУ 
С ДРОБНОЙ СТЕПЕНЬЮ ОПЕРАТОРА БЕССЕЛЯ

1Горский государственный аграрный университет
2Воронежский государственный университет

А. В. Дзарахохов1, Э. Л. Шишкина2

Аннотация. В данной статье мы рассматриваем уравнение Эйлера – Пуассона – Дарбу с 
дробными производными в виде вещественной положительной степени дифференциаль-
ного оператора Бесселя. Мы решаем его с помощью техники интегрального преобразо-
вания Мейера и его модификации. Мы даем явную формулу решения соответствующих 
начальных задач в терминах обобщенной функции Грина. Решение этой задачи приведет 
к новым приложениям функции Фокса – Райта и H-функции Фокса в теории дробных 
дифференциальных уравнений.
Ключевые слова: оператор Бесселя, дробное уравнение Эйлера – Пуассона – Дарбу, инте-
гральное преобразование Мейера.

Введение

Роль специальных функций в прикладной математике и особенно в дифференциальных 
уравнениях и математической физике трудно переоценить. В классической теории до недавне-
го времени использовались в основном гипергеометрические функции ,p qF  G-функция Мей-
ера и их многочисленные частные случаи. Ситуация резко изменилась с развитием теории 
интегралов и производных нецелого порядка и их приложений. Оказалось, что в общем случае 
решения дробных дифференциальных уравнений не могут быть выражены в терминах гипер-
геометрических функций или даже в терминах G-функции Мейера. Появилась необходимость 
привлекать более общие типы специальных функций.

В отличие от обычных дифференциальных уравнений, различные классы специальных 
функций оказались полезными для дробных ОДУ и для дробных УЧП, а именно, функции 
типа Миттаг – Леффлера формируют фундаментальную систему решений для дробных ОДУ, 
а функции типа Райта являются решениями для дробных уравнений в частных производных. 
Даже если свойства и приложения обычной функции Миттаг – Леффлера и функции Райта 
сильно различаются, обе они являются частными случаями функции Фокса – Райта, которая, в 
свою очередь, является обобщением гипергеометрической функции. В более сложных случаях 
даже более общая функция, H-функция Фокса, оказалась полезной при работе с дробными 
дифференциальными уравнениями. H-функция Фокса, вероятно, одна из самых общих специ-
альных функций, которые в настоящее время используются в математике и ее приложениях; 
ее можно интерпретировать как обобщение G-функции Мейера.

1. Постановка и решение задачи

В данной статье мы приведем решение уравнения с дробной степенью сингулярного диф-
ференциального оператора Бесселя Bγ  (см. [1], стр. 5): 
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1( ) = = , > 0, .tB t t
t t t t t t

γ
γ γ
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+ ∈

∂ ∂ ∂ ∂
R 	 (1)

Решение этой задачи приведет к новым приложениям функции Фокса – Райта и H-функ-
ции Фокса в теории дробных дифференциальных уравнений.
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Пусть > 0α  и > 0.γ  Левосторонний дробный интегал Бесселя на полуоси ,0B α
γ
−

+  функции 
[0, )f L∈ ∞  определяется формулой 

	 ,0 ,0( )( ) = ( )( ) =B f x IB f xα α
γ γ
−

+ +

	
2 12 2 2

2 1 2
0

1 1= , ;2 ;1 ( ) .
(2 ) 2 2

x y x y yF f y dy
x x x

αγ γα α α
α

−
   − −  + −    Γ      

∫ 	 (2)

 Свойства оператора (2) см. в [2] и в [3].
Пусть = [ ] 1,n α +  [0, ),f L∈ ∞  2

, ,, (0, ).n n n
b bIB f IB f Cα α

γ γ
− −

− − ∈ ∞  Левосторонняя дробная произво-
дная Бесселя определяется как композиция левостороннего дробного интеграла Бесселя и 
дифференциального оператора Бесселя следующим образом:

	 ,0 ,0( )( ) = ( )( ).n nf x IB B f xα α
γ γ γ

−
+ +B 	

Здесь nBγ  = ...
n

B Bγ γ


 – итерированный оператор Бесселя (1). 

В [4] пространства функций, пригодные для работы с дробными операторами Бесселя 
,0 ,Bα

γ +  α ∈R  были определены. Эти пространства имеют вид: 

	 = (0, ) : (0, ) for = 0,1,2,... , 1 < ,
k

k p
p k

dF C x L k p
dx

ϕϕ ∞ 
∈ ∞ ∈ ∞ ≤ ∞ 

 

	 = (0, ) : 0 as 0 and as for = 0,1,2,...
k

k
k

dF C x x x k
dx

ϕϕ ∞
∞

 
∈ ∞ → → + → ∞ 

 
и

	 { }, = : ( ) , 1 , .p pF x x F pµ
µ ϕ ϕ µ− ∈ ≤ ≤ ∞ ∈C

Для наших целей нам понадобится следующий результат, являющийся частным случаем 
теоремы, представленной в [4]. 

Теорема 1. Пусть .α ∈R  Для всех ,p µ  и > 0,γ  таких что 1 2 ,m
p

µ ≠ −  1 2 1,m
p

γ µ≠ − − +  

= 1,2...,m  оператор ,0Bα
γ +  является непрерывным линейным отображением из ,pF µ  в , 2 .pF µ α−  

Если также выполнены условия 12 2m
p

α µ≠ − +  и 12 2 1,m
p

γ α µ− ≠ − − +  = 1,2...,m  то ,0Bα
γ + – го-

меоморфизм из ,pF µ  на , 2pF µ α−  с обратным оператором ,0 .B α
γ
−

+

Пусть = ( , ),u u x t  0,t ≥  0x ≥  быть функцией двух переменных. Мы будем искать решение 
уравнения вида

	 ,0( ) ( , ) = ( ) ( , )t xu x t B u x tα
γ γ+B 	 (3)

удовлетворяющее условиям Коши вида 
	 ( ,0) = ( ), ( ,0) = 0.tu x f x u x 	 (4)

Теорема 2. Пусть 1 < < 2γ  и < 1,
1

γ α
γ

≤
+

 2
evf C∈  is экспоненциально ограничена. Началь-

ная задача (3)–(4) для дробного уравнения Эйлера – Пуассона – Дарбу имеет единственное ре-
шение = ( , )u u x t  вида 

	
2

1,2
3,2 2

0

1 ,1 , , , (0,1)1 4( , ) = ( )2 2
(0, ), ( , 2 )

y
x

tu x t H T f x dy
y y

α
γ

γ γ α

α γ α

∞  −   −    
    

 − 
∫ .

H-функция ,
,

m n
p qH  определяется как интеграл Меллина – Барнса (см. [5])
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ПРИЛОЖЕНИЕ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ 
К РАСЧЕТУ ПЕРЕХОДНЫХ ПРОЦЕССОВ В ЭЛЕКТРОЭНЕРГЕТИКЕ

Российский химико-технологический университет им. Д. И. Менделеева

А. С. Исаев

Аннотация. Представлено применение аппарата дифференциального исчисления для 
анализа переходных процессов в электроэнергетике. Объект исследования – электри-
ческая RLC цепь. Предложен и реализован программно новый подход к расчету пара-
метров режима – непосредственное решение дифференциальных уравнений. В качестве 
программного средства использован Matlab. Таким образом, показано, что использова-
ние современных информационных технологий позволяет отказаться от традиционных 
инженерных методов расчета режимов.
Ключевые слова: переходный процесс, дифференциальные уравнения, информацион-
ные технологии, математическое моделирование, электрическая цепь, численные методы, 
метод Рунге – Кутты, законы коммутации, Matlab.

Введение

Переходный режим (характеризующийся изменением параметров) в технической системе 
описывается системой ДУ (дифференциальных уравнений). Характерным примером является 
подключение RL-цепи к источнику напряжения .U  Переходный процесс в этом случае соот-
ветствует:

	 ,diRi L u
dt

+ = 	 (1)

где ,i  u  – мгновенные значения соответственно тока и напряжения.
Для получения частного решения (именно оно имеет практическое значение) используют-

ся законы коммутации, определяемые сохранением энергии (невозможность мгновенного 
скачкообразного изменения тока через индуктивность L  и напряжения на емкости C). Это 

приводит к начальному условию 0(0)i =  и однозначному решению (1) в виде /( ) (1 ).Rt LUi t e
R

−= −

Для более сложных схем и законов коммутации получаемые ДУ не являются уравнениями 
с разделяющимися переменными. Поэтому стандартные методики расчета основаны не на их 
решении, а на модернизации исходной постановки задачи. Традиционно [1] используются два 
метода: классический, основанный на декомпозиции режима на две составляющих – принуж-
денный режим (соответствует условию t → ∞) и свободный процесс (отражает обменные про-
цессы в ходе изменения режима); операторный, основанный на переходе от ДУ к алгебраиче-
ским уравнениям на основе преобразования Лапласа. Оба этих метода не вносят ошибок в 
расчеты, но являются искусственными и сопряжены с трудоемкими вычислениями (в частно-
сти, в операторном методе при переходе от изображений функций ( )y p  к их оригиналам ( )y t ).

Для переходных процессов в цепях переменного тока (1) преобразуется к виду:

	 ,K
diRi L e
dt

+ = 	 (2)

где e  – мгновенное значение ЭДС источника; KL  – расчетная индуктивность.
Уравнение (2) является неоднородным ДУ. ЭДС ( )e t  является переменной величиной, а KL  – 

неизвестный в общем случае коэффициент, зависящий от параметров режима (в частности, от 
токов всех фаз для трехфазной системы). Для (2) можно получить множество частных реше-
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ний, определяемых начальными условиями (параметрами предшествующего режима). Стан-
дартные методики расчета [2] рассматривают, как правило, наиболее тяжелый режим (установ-
лено, что он наступает в том случае, когда мгновенное значение тока предшествующего режима 
равно нулю). При этом не рассматриваются две другие фазы, и нельзя получить параметры 
минимального режима (нужны для проверки защиты и автоматики на чувствительность).

Цель предложенного подхода к расчету переходного процесса – получить закон изменения 
параметров режима (зависимость от времени) решением ДУ, не прибегая к инженерным ме-
тодикам. Такая задача для однофазной цепи переменного тока поставлена и решена в [3], но 
результат получен скорее качественно – неясно какое и как именно использовано инструмен-
тальное (программное) средство.

1. Методы

Развитие информационных технологий привело к появлению возможностей решать ДУ как 
символьно (в общем виде), так и численно. При этом можно рассматривать не только пакеты 
прикладной математики (Matlab, MathCAD, Maple, Mathematica), но и получение решения он-
лайн [4] – в этом случае нагрузка на пользователя минимальна, достаточно сформировать ДУ.

Наибольшими функциональными возможностями обладает Matlab (в данной работе ис-
пользован релиз R2021a), который наряду с решением ДУ позволяет моделировать режимы 
с использованием визуальной библиотеки (Simulink). Matlab позволяет решать ДУ с началь-
ными условиями (задача Коши или Initial Value Problem), в частных производных (используя 
инструмент PDE Toolbox), краевые задачи.

Matlab содержит 8 базовых функций (Solver), каждая из которых имеет настраиваемые 
параметры (блок Odeset). Получено, что для большинства прикладных задач в области элек-
троэнергетики к решению приводит функция ode45 – реализован метод Рунге – Кутты чет-
вертого-пятого порядка (четвертый – для представления возможного решения, пятый – для 
контроля ошибки) с адаптивной величиной шага. Рассмотрим пример (рис. 1) расчета пере-
ходного процесса, вызванного коммутацией (шунтирование активного сопротивления R1, 
приводящее к уменьшению суммарного сопротивления).

2. Результаты

Система ДУ для мгновенных значений параметров режима (послекоммутационное состо-
яние схемы) по законам Кирхгофа:

Рис. 1. Расчетная схема RLC-цепи
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Система уравнений в форме Коши (в матричном виде):
	 ,X A X B E′ = ⋅ + ⋅ 	 (4)

где X  – матрица переменных состояния (в рассмотренном примере – токи через индуктив-
ность и напряжения на емкости); X ′  – матрица соответствующих производных; E  – матрица 
ЭДС источников; ,A  B  – матрицы коэффициентов.

Записав (3) через составляющие вектора X  после элементарных преобразований полу-
чим: 
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1 2
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C

diU L E i R
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
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 ⋅ = − + ⋅
 + +

	 (5)

Программный код (Matlab 2021a) для численного решения (5) и вывода графика получен-
ного результата показан на рис.2. При этом (для возможности отображения на одном графике) 
значения тока увеличены в 100 раз.

Полученный результат (рис.4а) соответствует топологии схемы: установившееся  значение 
тока через индуктивность равно ( )

36 0,2180L
Ei R∞ = = =  A; установившееся значение напряже-

ния на емкости ( ) 36Cu E∞ = =  В. Таким образом, результаты говорят о корректной работе модели.
Программный код для символьного решения (5) и вывода графика полученного результата 

показан на рис. 3. Полученный результат (рис. 4б) идентичен численному решению, что гово-
рит о корректности проведенного расчета. При использовании символьного решения необхо-
димо учитывать версию Matlab. В данном случае было получено сообщение, что в следующем 
релизе будет удалена поддержка символьных векторов.

Рис. 2. Численное решение системы дифференциальных уравнений
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Приведенный выше пример относится к классической электротехнике (предметная область 
ТОЭ), выбор такой иллюстрации сделан из-за наглядности процедуры и общности выводов. 
Но анализ переходных процессов непосредственным решением ДУ можно распространить и 
на задачи силовой энергетики. Основное уравнение движения ротора синхронной машины 
имеет вид:

	
2

02 sin ,j d m
d dT P P P P
dt dt

δ δ δ+ = ∆ = − 	 (6)

где jT  – постоянная инерции; δ  – угол между векторами ЭДС и напряжения (рис. 5б); dP  – 
мощность демпфирования; P∆  – небаланс мощности; 0P  – мощность нагрузки (турбины); mP  – 
максимальное значение электромагнитной мощности.

Рассматриваем устойчивость простейшей системы (рис. 5а) – генераторная станция G, ра-
ботающая на шины неизменного напряжения U. В этом случае динамический процесс полно-
стью описывается (6). Параметры элементов принимаем, ориентируюсь на их стандартную 
номенклатуру согласно [5]. 

Уравнение (6) решается в общем виде для единственного частного случая – полного сброса 
мощности (в этом случае электромагнитная мощность равна нулю). Стандартной инженерной 
методикой является метод последовательных интервалов. Он основан на постулировании неиз-

Рис. 3. Символьное решение системы дифференциальных уравнений

а) б)
Рис. 4. Результаты расчета параметров переходного процесса:

а) численное решение, б) символьное решение
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менности углового ускорения в течение каждого интервала времени. Наряду с погрешностью, 
обусловленной заменой дифференциалов приращениями (хотя точность метода удовлетворяет 
требованиям к общеинженерным расчетам), метод использует и другие упрощения модели. Ос-
новным из них является пренебрежением вторым слагаемым левой части уравнения (6). Таким 
образом, не учитывается демпфирование (затухание переходного процесса), а сама система рас-
сматривается как консервативная (идеализированная модель, в которой отсутствуют потери 
любого рода). Фактически такой подход позволяет оценить принципиальную устойчивость си-
стемы (рис. 6): для неустойчивого режима его параметры апериодически нарастают (практиче-
ски при угле ,δ  превышающем 180° работоспособность энергосистемы будет нарушена, т. к. 
синхронная машина перейдет из генераторного режима в двигательный); для устойчивого – на-
блюдается периодическое колебание параметров относительно их средних значений.

Рис. 6. Результаты моделирования переходного процесса консервативной системы

Уравнение (6) решено для консервативной системы аналогично расчету параметров пере-
ходного процесса для RLC-цепи. Использовано численное решение, с помощью символьного 
решения результат получить не удалось. Само решение может использоваться для качествен-
ной оценки устойчивости режима, но вид переходного процесса описывается упрощенно. Для 
более точного результата нужно точное решение (6) с учетом составляющей демпфирования. 
В этом случае модель рассматривается как диссипативная – аналог реальной системы с посте-
пенным колебательным затуханием переходного процесса. Такое решение получено числен-
но – результат при вариации исходных данных (начальные значения угла δ  и относительной 
угловой скорости ω) приведен на рис. 7.

                                               а)                                                                                   б)
Рис. 5. Оценка устойчивости простейшей системы:

а) принципиальная схема, б) отклонение вектора ЭДС от равновесного состояния
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Установлено, что вид переходного процесса зависит от начальных условий, а параметры 
нового установившегося режима – не зависят. Послекоммутационный режим устанавливает-
ся при угле 0,8δ =  рад и относительной угловой скорости 0ω =  (в итоге угловая скорость 
ротора генератора равна синхронной). Это согласуется с теоретическими положениями [5] и 
ранее проведенными расчетами.

Рис. 7. Результаты моделирования переходного процесса диссипативной системы

3. Обсуждение

В [6] поднимается вопрос точности использования стандартных функций Matlab 
(MathCAD) ввиду их некоторой погрешности по сравнению с программной реализацией со-
ответствующих методов. В данном случае получаемая погрешность невелика, поэтому приме-
нение встроенных функций для решения ДУ вполне обосновано.

В [7] иначе организовано обращение к функции ode45, система (5) реализовано в виде от-
дельной функции, а также в качестве альтернативы рассматривается вычислительная процеду-
ра lsim. Здесь нет противоречия, программная реализация может отличаться. Нельзя считать 
приведенный здесь программный код оптимальным, речь идет исключительно о работоспособ-
ности модели (корректный результат получен для всех рассмотренных RLC-цепей). При этом 
функция ode23 (метод Рунге – Кутты 2-3 порядка) позволяет получить некоторый выигрыш по 
времени, но ее использование позволило получить результат примерно для 70 % примеров.

В [8] моделируется процесс самозапуска в Matlab с использованием библиотеки визуаль-
ного моделирования Simulink. Это можно считать частным случаем получения параметров 
переходного процесса решение ДУ. Отличие заключается лишь в том, что тогда пользователь 
использует выбор вида решения в настройках вычислительного блока (Solver), не создавая соб-
ственный программный код. Сложность же расчета самозапуска двигательной нагрузки обу-
словлена не вычислительными процедурами, а изменением параметров элементов в ходе пе-
реходного процесса (необходимо учитывать изменение сопротивления двигателей в функции 
скольжения, асинхронного момента – в функции напряжения, момента нагрузки – в функции 
угловой скорости).

При этом расчет параметров переходных процессов непосредственным решением ДУ один 
из частных случаев общей тенденции – пакеты прикладной математики могут использоваться 
не только как «интеллектуальный калькулятор», но и позволяют использовать кардинально 
новые подходы к математическим методам для технических систем. В частности, для задач 
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оценки устойчивости традиционно (ввиду сложности решения характеристического уравне-
ния) использовались алгебраические (Рауса, Гурвица) или частотные (Михайлова, Найквиста) 
критерии [9]. Matlab позволяет отказаться от подобного использованием функции получения 
корней полинома roots (в MathCAD аналогичная функция – polyroots) или построением диа-
граммы Найквиста функцией nyquist.

Заключение

Таким образом, современные программные средства позволяют иначе моделировать пе-
реходные режимы в электроэнергетике, используя непосредственное решение ДУ с отказом 
от традиционных методик. Корректность результатов подтверждается их соответствием то-
пологии схем и совпадением с результатами расчета классическим методом. Оптимальным, 
исходя из функциональных возможностей, является применение Matlab (хотя аналогичные 
результаты можно получить и в MathCAD). Программа содержит несколько инструментов для 
решения задачи (как в общем виде, так и численно) – к корректному результату при требуе-
мой общеинженерной точности приводит любой из них. Рассмотренное приложение аппара-
та дифференциального исчисления к анализу переходных процессов в электрических цепях 
можно распространить и на область задач силовой энергетики (электромагнитные и электро-
механические переходные процессы).
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Аннотация. Обсуждаются два преобразования

1 2

1 1
2

1 1

1 ( , )( ) ( ) ,
(2 )
1 ( )( ) ( ) ,

2

C f A C B d d
i

C g A C B d
i

λ µ λ µ µ λ
π

λ λ λ λ
π

− −

Γ Γ

− −

Γ

− −

− −

∫ ∫

∫

1 1

1 1





их свойства и приложения. Эти преобразования естественно интерпретировать как ре-
зультат подстановки двух операторов A и B в аналитические функции f и g от двух и од-
ной переменной соответственно.
Ключевые слова: функциональное исчисление, псевдорезольвента, уравнение Сильве-
стра, дифференциальное уравнение второго порядка, дифференциал функционального 
исчисления, трансформатор.

1. Определение A Bϕ ϕ

Настоящий доклад подготовлен на основе обзорной статьи [10].
Пусть X  и Y  – комплексные банаховы пространства. Обозначим через ( ) ( , ),X X X=B B  

( ) ( , )Y Y Y=B B  и ( , )Y XB  пространства линейных ограниченных операторов с соответствую-
щими множествами определения и значений. В формулах (1) и (2) ниже ( ),A X∈B  ( )B Y∈B  и 

( , )C Y X∈B  – линейные ограниченные операторы, 1  – тождественный оператор, а f  и g  – 
аналитические функции. Преобразования (1) и (2) переводят оператор C  в новый оператор, 
заданный интегралом. Отображения, сопоставляющие одному оператору другой, называют 
трансформаторами. Контуры 1Γ  и 2Γ  окружают спектры ( )Aσ  и ( )Bσ  операторов A  и B 
соответственно, а Γ  – их объединение ( ) ( ).A Bσ σ∪

Определим отображение :A Bϕ ϕ

	 ( )
1 2

1 1
2

1( ) ( , )( ) ( ) .
(2 )A B f C f A C B d d

i
ϕ ϕ λ µ λ µ µ λ

π
− −

Γ Γ
= − −∫ ∫ 1 1 	 (1)

(По поводу подробного обсуждения криволинейных интегралов от операторнозначных функ-
ций см., например, [2]). Отображение A Bϕ ϕ  действует из алгебры аналитических функций 

,f  определенных в окрестности ( ) ( ),A Bσ σ×  в алгебру трансформаторов ( )( , ) .Y XB B  

2. Свойства A Bϕ ϕ

Теорема 1. Отображение 1 2ϕ ϕ  из алгебры всех функций, аналитических в окрестности 
,( ) ( )( ) ( ),A BR Rσ σ⋅ ⋅×  в алгебру трансформаторов ( )( , )Y XB B  является морфизмом унитальных 

алгебр:
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=

=
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  
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Если ( , ) ( ) ( ),f g hλ µ λ µ=  то ( ( ) ( ( ,) ) )A B A Bfg C g C hϕ ϕ ϕ ϕ=  где Aϕ  и Bϕ  – обычные функци-
ональные исчисления, порожденные операторами A  и .B

Примеры применения основных свойств:

	
( )
( )
( )

( ) ( , ) ,

( ) ( ) ( ) ( , ) ( ) ( ),

( ) ( ) ( ) ( , ) ( ) ( ).

n m n m
A B

A B

A B

f C A CB f

f C g A Ch B f g h

f C g A C Ch B f g h

ϕ ϕ λ µ λ µ

ϕ ϕ λ µ λ µ

ϕ ϕ λ µ λ µ

= =

= =

= + = +







äëÿ

äëÿ

äëÿ

Теорема 2. Спектр трансформатора ( ( ) : ( , ) ( , ))A B f Y X Y Xϕ ϕ →B B  может быть вычис-
лен по формуле

	 ( ) { }( ( ) ( , ) : () ), ( ) .A B f f A Bσ ϕ ϕ λ µ λ σ µ σ= ∈ ∈

3. Обобщение на случай псевдорезольвент

Определение (1) переносится на случай, когда операторы A  и B  являются неограниченны-
ми, а также на еще более общий случай псевдорезольвент.

Функцию ,Rλλ   определенную на U ⊂ , со значениями в ( )XB  называют псевдорезо-
львентой, если она удовлетворяет тождеству Гильберта

	 ( ) , , .R R R R Uλ µ λ µλ µ λ µ− = − − ∈
Псевдорезольвенту называют максимальной, если ее нельзя расширить на более широкое 

множество с сохранением тождества Гильберта. Всякая псевдорезольвента единственным об-
разом расширяется до максимальной. Максимальное множество ( )( ),Rρ ⋅  на которое расширя-
ется псевдорезольвента ( ) ,R ⋅  называют ее регулярным множеством; регулярное множество 
всегда открыто. Дополнение ( ) ( )( ) ( )R Rσ ρ⋅ ⋅=   называют сингулярным множеством.

Можно показать, что всякая псевдорезольвента является резольвентой некоторого огра-
ниченного оператора, неограниченного оператора или линейного отношения (многозначного 
линейного оператора).

Расширенным регулярным множеством ( )( )Rρ ⋅ ⊆   псевдорезольвенты называют ( )R ⋅  регу-
лярное множество ( )( )Rρ ⋅  либо ( )( ) { };Rρ ⋅ ∪ ∞  а именно, точку ∞  добавляют к ( )( ),Rρ ⋅  если 
регулярное множество ( )( )Rρ ⋅  содержит (проколотую) окрестность ∞  и .lim Rλ λλ→∞ = 1  Рас-
ширенным сингулярным множеством называют дополнение ( ) ( )( ) ( ).R Rσ ρ⋅ ⋅= 

В случае псевдорезольвент 1,R λ  и 2,R µ  (включая неограниченные операторы) морфизм ал-
гебр 1 2ϕ ϕ  определяется так:

	
1 2

1 2

1 2 1, 2,2

2 1, 1 2, 1 2

1( ( ) : ( , )
(2 )

1 1( , ) ( , ) ( , )
2

)

,
2

f C f R CR d d
i

f R Cd f CR d f C
i i

λ µ

λ µ

ϕ ϕ λ µ µ λ
π

δ λ λ δ µ µ δ δ
π π

Γ Γ

Γ Γ

+

+ ∞ + ∞ + ∞ ∞

∫ ∫

∫ ∫



где 1,iδ =  если iΓ  окружает ,∞  и 0iδ =  в противном случае, 1,2.i =

4. Определение A Bϕ ϕ

Пусть g  – аналитическая функция от одной переменной. Положим

	 ( ) 1 11( ) ( )( ) ( ) ,
2A B f C g A C B d

i
ϕ ϕ λ λ λ λ

π
− −

Γ
= − −∫ 1 1 	 (2)

где контур Γ  окружает ( ) ( ).A Bσ σ∪  Отображение A Bϕ ϕ  действует из алгебры аналитиче-
ских функций ,g  определенных в окрестности ( ) ( ),A Bσ σ∪  в алгебру трансформаторов 

( ( , )).Y XB B  Вновь возможно обобщение: 1,( )R ⋅  2,( )R ⋅  – псевдорезольвенты, а
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	 ( )1 2 1, 2,
1( ) ( ) .

2
f C g R C R d

i λ λϕ ϕ λ λ
π Γ

= ∫

5. Разделенные разности и связь двух преобразований

Пусть U ⊆   – открытое множество и :f U →  – аналитическая функция. Разделенной 
разностью функции f  называют функцию [1] : ,f U U× →  определенную по формуле

	 [1]

( ) ( ) , ,

( , ) ( ), = ,
0, = = .

f f

f f

λ µ λ µ
λ µ

λ µ λ λ µ
λ µ

− ≠ − ′= 
 ∞ ∞


åñëè

åñëè

åñëè èëè

Предложение 1. Разделенная разность [1]f  является аналитической функцией в .U U×
Примеры разделенных разностей:

	

[1]
1 1
[1] 1 2 1

[1]
1/2 1/2

[1]
1 1

0 0 0
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n n
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r r
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λ µ λ λ µ µ λ λ
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λ µ
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λ λ λ µ λ λ
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Ряды Тейлора разделенных разностей для функций exp ( ) t
t eλλ =  и (1)e :xp ( ) t

t eλλ λ=

	 [1]

0 0
exp ( , ) ,

( 1)!

n n
n i i

t
n i

t
n

λ µ λ µ
∞

−

= =

=
+∑ ∑

	 (1)[1]

0 0
exp ( , ) .

!

n n
n i i

t
n i

t
n

λ µ λ µ
∞

−

= =

= ∑ ∑  

Теорема 3. Пусть ( )1,( ) 2,( )( ) ( ) .f R Rσ σ⋅ ⋅∈ ∪O  Тогда
	 [1]

1 2 1 2( ) ( ) .f fϕ ϕ ϕ ϕ=   
Следствие. Спектр трансформатора 1 2( ) ( ( , ))f Y Xϕ ϕ ∈B B  задается формулой

	 ( ) { }[1]
1 2 1,( ) 2,( )( ) ( , ) : ( ), ( ) .f f R Rσ ϕ ϕ λ µ λ σ µ σ⋅ ⋅= ∈ ∈

6. Дифференциальное уравнение второго порядка

Пусть X  и Y  – банаховы пространства, и , , ( , ).E F H Y X∈B  Рассмотрим дифференциаль-
ное уравнение

	 ( ) ( ) ( ) 0,Ey t Fy t Hy t+ + =   
где : .y Y→  Для простоты будем предполагать, что E  обратим.

Функцию 2E F Hλ λ λ+ +  называют квадратичным пучком.
Известно, что решение начальной задачи

	
0 1

( ) ( ) ( ) 0,
(0) , (0)

Ey t Fy t Hy t
y y y y

+ + =
= =

 



можно представить в виде

	
.

0 1 0( ) ( ) ( )( ),y t t Ey t Ey Fy= + +   
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где

	

2 1

.
(1) 2 1

1( ) exp ( )( ) ,
2
1( ) exp ( )( )

2

t

t

t E F H d
i

t E F H d
i

λ λ λ λ
π

λ λ λ λ
π

−

Γ

−

Γ

= + +

= + +

∫

∫





и
	 (1)exp ( ) , exp ( ) .t t

t te eλ λλ λ λ= =

Функцию   называют импульсной характеристикой; 
.
  – ее производная.

Факторизацией пучка называют представление его резольвенты в виде
	 1, 2, ,R R CRλ λ λ=  

где 1,( )R ⋅  и 2,( )R ⋅  – псевдорезольвенты. Факторизация – один из основных методов исследова-
ния уравнений 2-го порядка [1, 3, 5–9].

Теорема 4. Пусть оператор E  обратим и пучок факторизован. Тогда импульсную харак-
теристику   и ее производную 

.
  можно представить в виде

	
[1]

1 2 1 2
.

(1) (1)[1]
1 2 1 2

( ) ( (exp ) ( (exp ) ,

( ) ( (exp ) ( (e

)

) )) xp .

)t t

t t

t C C

t C C

ϕ ϕ ϕ ϕ

ϕ ϕ ϕ ϕ

= =

= =

  

  
 

Следствие. Пусть .E = 1  Тогда
	 1 2( ) ( ) ( ) ( ) ( ),t s t s t s+ = +    

где

	 1

2

1 1 1,

2 2 2,

1( ) (exp ) exp ( ) ,
2

1( ) (exp ) exp ( ) .
2

t t

t t

t R d
i

t R d
i

λ

µ

ϕ λ λ
π

ϕ µ µ
π

Γ

Γ

= =

= =

∫

∫





Аналогичную формулу для случая E ≠ 1  см. в [4].

7. Уравнение Сильвестра

Рассмотрим функцию

	 1( , )w λ µ
λ µ

=
−

и соответствующий трансформатор
	 1 2( ) .W wϕ ϕ= 
Теорема 5. Уравнение Сильвестра
	 AZ ZB C− =

имеет единственное решение ( , )Z Y X∈B  при всех ( , )C Y X∈B  тогда и только тогда, когда 
спектры A  и B  не пересекаются. Этим решением является ( ).W C

8. Дифференциал функционального исчисления

Производной Фреше нелинейного трансформатора : ( ) ( ) ( )f D f X X⊆ →B B  в точке 
( )A D f∈  называют линейный трансформатор ( , ),df A⋅  обладающий свойством

	 ( ) ( ) ( , ) ( ).f A A f A df A A o A+ ∆ = + ∆ + ∆
Для преобразования
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	 11( ) ( )( )
2

A f A f A d
i

λ λ λ
π

−

Γ
= −∫ 1

это определение принимает вид

	

1

1

1 ( ) ( )
2

1 ( )( ) ( , ) ( ).
2

( )f A A d
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f A d df A A o A
i

λ λ λ
π

λ λ λ
π

−
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−
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∫
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1

1
 

Теорема 6. Дифференциал функционального исчисления допускает представление

	 1 11( , ) ( )( ) ( ) .
2

df A A f A A A d
i

λ λ λ λ
π

− −

Γ
∆ = − ∆ −∫ 1 1

Иными словами,
	 ( )( , ) ( ( ),)A Adf R fϕ ϕ⋅⋅ = 

где Aϕ  – обычное функциональное исчисление, порожденное оператором .A
Теорема обобщается на псевдорезольвенты.
Следствие. Дифференциал функционального исчисления допускает представление

	
1 2

[1] 1 1
2

1( , ) ( , )( ) ( ) .
(2 )

df A A f A A A d d
i

λ µ λ µ µ λ
π

− −

Γ Γ
∆ = − ∆ −∫ ∫ 1 1  

Спектр трансформатора ( , ) : ( ) ( )df A X X⋅ →B B  задается формулой
	 [1][ ( , )] { ( , ) : , ( )}.df A f Aσ λ µ λ µ σ⋅ = ∈
Примеры:
Дифференциал трансформатора 2

2 ( )v A A=  равен
	 2 ( , ) ,dv A A A A A A∆ = ⋅∆ + ∆ ⋅  

а спектр в точке ( )A X∈B  равен
	 2[ ( , ) }] { : , ( ) .dv A Aσ λ µ λ µ σ⋅ = + ∈
Дифференциал трансформатора 1

1( )v A A−
− =  равен

	 1( , ) ,dv A A A A A− ∆ = − ⋅∆ ⋅  
а спектр в точке ( )A X∈B  равен

	 1
1[ ( , )] : , ( ) .dv A Aσ λ µ σ

λµ−

 
⋅ = − ∈ 

 
Дифференциал трансформатора exp ( ) At

t A e=  равен

	
0 0

exp ( , ) ,
( 1)!

n n
n i i

t
n i

td A A A AA
n

∞
−

= =

∆ = ∆
+∑ ∑  

а его спектр в точке ( )A X∈B  равен
	 { }[1][ exp ( , )] exp ( , ) : , ( ) .t td A Aσ λ µ λ µ σ⋅ = ∈

Дифференциал 1/2 ( , )dv B B∆  трансформатора 1/2 ( )v B B=  удовлетворяет уравнению Сильвестра

	 1/2 1/2( , ) ( , ) .B dv B B dv B B B B⋅ ∆ + ∆ = ∆  
Поэтому

	 1/2 ,
( , ) ( ),B Bdv B B W B

−
∆ = ∆  

где трансформатор 
,B BW
−

 построен с помощью операторов B  и .B−  Спектр дифферен-
циала в точке B  равен

	 1/2
1[ ( , )] : , ( ) .dv B Bσ λ µ σ

λ µ
 

⋅ = ∈ + 
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О СУЩЕСТВОВАНИИ ВАРИАЦИОННОГО МНОЖИТЕЛЯ ДЛЯ ОДНОГО ОДУ 
ШЕСТОГО ПОРЯДКА И УРАВНЕНИЯХ ГАМИЛЬТОНА – ОСТРОГРАДСКОГО

Российский университет дружбы народов (РУДН)

Т. Х. Лыу

Аннотация. В данной работе исследована косвенная представимость обыкновенного 
дифференциального уравнения шестого порядка в форме уравнений Гамильтона – Остро-
градского. Для этого получены необходимые и достаточные условия косвенной предста-
вимости данного уравнения в форме уравнения Лагранжа – Остроградского и построено 
соответствующее действие по Гамильтону – Остроградскому. Определена вариационная 
структура обыкновенного дифференциального уравнения шестого порядка.
Ключевые слова: вариационный множитель, билинейная форма, потенциальный опера-
тор, действие по Гамильтону – Остроградскому, уравнения Гамильтона – Остроградского.

Введение

Теория гамильтоновых систем является одним из наиболее развитых разделов механики, в 
частности, благодаря эффективным методам интегрирования и качественного исследования 
уравнений движения [6, 7]. По этой причине задачи, связанные с представлением различных 
типов уравнений и их систем в форме уравнений Гамильтона и их обобщений являются акту-
альными [1, 3, 5]. Эти вопросы тесно связаны с обратной задачей вариационного исчисления 
в следующей постановке: для заданного уравнения нужно построить функционал, множество 
стационарных точек которого совпадает с множеством решений рассматриваемого уравнения.

В современной литературе механику, в которой рассматривается функция Лагранжа, за-
висящая от высших производных, называют механикой Остроградского. Отметим, что в этом 
случае соответствующие уравнения движения являются дифференциальными уравнениями 
с производными высших порядков. Развитие механики с высшими производными получено, 
в частности, в работе [9], где метод Остроградского используется для решения некоторых об-
ратных задач и распространяется на механику бесконечномерных систем. 

Основная цель настоящей работы – установить связь косвенной вариационной формули-
ровки обыкновенного дифференциального уравнения шестого порядка с уравнениями Гамиль-
тона – Остроградского, т.е. получить условия косвенной представимости данного уравнения в 
форме уравнения Лагранжа – Остроградского, построить соответствующий функционал-ва-
риационный принцип, применить схему Остроградского [8] для представления этого уравне-
ния в форме уравнений Гамильтона – Остроградского. Для этого также требуется определить 
вариационную структуру обыкновенного дифференциального уравнения шестого порядка.

Следует отметить, что метод построения функционалов, предложенный в [4, 10, 11], тре-
бует введения некоторых дополнительных операторов для операторных уравнений (функций 
для обыкновенных дифференциальных уравнений). Разработанный в [2] подход позволяет 
избежать введения таких операторов (функций), а в настоящей работе он распространен на 
обыкновенное дифференциальное уравнение шестого порядка, допускающее косвенную ва-
риационную формулировку. 
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1. Постановка задачи

Рассматривается обыкновенное дифференциальное уравнение

	 ( )
6

( )
0

1
( ) ( ) ( ) , ( ) 0,i

i
i

N u a t u t a t u t
=

≡ + =∑ 0 1( , ).t t t∈ 	 (1)

Здесь ( )u u t=  – неизвестная функция, 0 1[ , ]i
ia C t t∈  ( 1,6),i =  1

0 0 1([ , ] )a C t t∈ ×  – заданные 
функции.

Зададим область определения оператора N  (1) следующим образом:
	 { 6

0 1 0 1 1 2 0 3( ) [ , ] : ( ) , ( ) , ( ) ,D N u U C t t u t u t u tφ φ φ′= ∈ = = = =

	 }1 4 0 5 1 6( ) , ( ) , ( ) .u t u t u tφ φ φ′ ′′ ′′= = = 	 (2)

Введем следующую билинейную форму:

	
1

0

( , ) ( ) ( ) .
t

t

v g v t g t dtΦ = ∫ 	 (3)

Исследуем вопрос о существовании вариационного множителя в виде функции ( ).M M t=
Для этого рассмотрим уравнение

	 ( )
6~

( )
0

1
( ) ( ) ( ) ( ) , ( ) 0,i

i
i

N u M t a t u t a t u t
=

 ≡ + =  
∑  0 1( , ).t t t∈ 	 (4)

Обозначим ( ) ( ) ( ),i iM t M t a t=  1,6,i =  0 0( , ( )) ( ) ( , ( )).M t u t M t a t u t=

2. Необходимые и достаточные условия представимости ОДУ шестого порядка 
в форме уравнения Лагранжа – Остроградского

Теорема 1. Оператор 
~
N  (4) является потенциальным на множестве ( )D N  (2) относитель-

но билинейной формы (3) тогда и только тогда, когда 0 1[ , ]t t t∀ ∈  выполняются следующие ус-
ловия:

	 5 6( ) 3 ( ) 0,M t M t′− = 	 (5)

	 3 6 4( ) 5 ( ) 2 ( ) 0,M t M t M t′′′ ′+ − = 	 (6)

	 (5)
1 6 4 2( ) 3 ( ) ( ) ( ) 0.M t M t M t M t′′′ ′− + − = 	 (7)

3. Построение действия по Гамильтону – Остроградскому

Теорема 2. Если выполнены условия (5)–(7), то действие по Гамильтону – Остроградскому 
имеет вид

	 ( )( )
1

~

0

2(4)
6 4 2

1[ ] 3 ( ) ( ) ( ) ( )
2

t

N
t

F u M t M t M t u t ′′ ′= − + − +∫

	 ( )( ) ( ) ( )2 2
6 4 6

1 13 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) , ( ) ,
2 2 MM t M t u t M t u t B t u t dt′′ ′′ ′′′+ − + − +  	 (8)

где

	 ( ) ( )( ) ( )
1

0 0 0
0

, ( ) , ( , ) ( ) ( ) , ( ) ,M MB t u t M t u t u t u t d B t u tλ λ= − +∫  	 (9)

( )0 0( , ) ( ) ( ) ( ) ,u t u t u t u tλ λ= + −  0 0 ( )u u t=  – фиксированный элемент из ( ),D N  2
0 1([ , ] ).MB C t t∈ ×
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4. Структура обыкновенного дифференциального уравнения шестого порядка, 
допускающего косвенную вариационную формулировку

Теорема 3. Условия (5)–(7) выполняются тогда и только тогда, когда уравнение (1) имеет 
вид 

(6) (5) (4)6 64
6 4 2

( ) ( )( )( ) ( ) ( ) 3 ( ) ( ) ( ) 2 5 ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

M t M tM tN u a t u t u t a t u t u t a t u t
M t M t M t

 ′ ′′′′
′′′ ′′≡ + + +  −  + +

 
 

	 ( )(5)
6 4 2 ( ) , ( )( ) ( ) ( )3 ( ) 0.

( ) ( ) ( ) ( )
M uB t u tM t M t M t u t

M t M t M t M t

 ′′′ ′ ′
′+ − + + = 

 
 

	 (10)

5. Обыкновенное дифференциальное уравнение шестого порядка, допускающее 
косвенную вариационную формулировку, и уравнения Гамильтона – Остроградского

Теорема 4. Если уравнение (4) является уравнением Лагранжа – Остроградского для функ-
ционала (8), 6 ( ) 0,M t ≠  то это уравнение представимо в форме уравнений Гамильтона-Остро-
градского

	 ( ) ( ),u t u t′ ′= ( ) ( ),u t u t′′ ′′= 3

6

( )( ) ,
( )

p tu t
M t

′′′ = − 1 ( ) ( ) ( , ( )),M up t B t u t′ ′=

	 ( )(4)
2 1 6 4 2( ) ( ) 3 ( ) ( ) ( ) ( ),p t p t M t M t M t u t′ ′′ ′= − − − +

	 ( )3 2 6 4( ) ( ) 3 ( ) ( ) ( ),p t p t M t M t u t′ ′′ ′′= − − − 	 (11)

где

	 ( ) ( )(4)
1 6 4 2 6 4( ) 3 ( ) ( ) ( ) ( ) 3 ( ) ( ) ( )p t M t M t M t u t M t M t u t′′ ′′′ ′′ ′′= − + − + − +

	 ( ) (4) (5)
6 4 6 62 ( ) ( ) ( ) 2 ( ) ( ) ( ) ( ),M t M t u t M t u t M t u t′′ ′′′′+ − − −

	 ( ) (4)
2 6 4 6 6( ) 3 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ),p t M t M t u t M t u t M t u t′′ ′′′ ′′′= − + + +

	 3 6( ) ( ) ( ).p t M t u t′′′= −

Заключение

В работе получены необходимые и достаточные условия, при выполнении которых обык-
новенное дифференциальное уравнение шестого порядка допускает косвенное представление 
в форме уравнения Лагранжа – Остроградского, построен соответствующий функционал-дей-
ствие по Гамильтону – Остроградскому и исследована представимость данного уравнения в 
форме уравнений Гамильтона – Остроградского. Также определена вариационная структура 
обыкновенного дифференциального уравнения шестого порядка.
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УСТОЙЧИВОСТЬ СИСТЕМЫ ЛОРЕНЦА

Московский государственный университет имени М. В. Ломоносова

В. В. Нефедов, В. В. Тихомиров, Р. Р. Исаев, А. В. Мальцева

Аннотация. В работе предложен вариационный метод получения необходимых (и до-
статочных) условий устойчивости возмущенных решений системы уравнений Лоренца. 
Этот метод позволяет установить необходимые условия устойчивости по Ляпунову. Он 
является эффективным даже в случаях, когда применение классического метода Ляпуно-
ва вызывает трудности, связанные с построением функции Ляпунова или с неточностя-
ми линеаризации по Тейлору, что характерно для динамических систем большой размер-
ности. В ряде случаев этот метод можно применить для нахождения областей фазовых 
переменных, в которых необходимые условия устойчивости совпадают с достаточными 
условиями устойчивости (асимптотической устойчивости) по Ляпунову.
Ключевые слова: система Лоренца, нелинейная динамическая система, необходимые ус-
ловия устойчивости, частные производные первого и второго порядков, аттрактор, би-
фуркация Андронова – Хопфа.

Цель данной работы

Рассмотреть в случае системы Лоренца вариационный метод исследования устойчивости, 
который имеет следующие положительные характеристики: не требуется предварительного 
разложения правых частей дифференциальных уравнений в ряды Тейлора; не требуется слож-
ного и не всегда эффективного поиска функции Ляпунова; задача сводится к простой задаче 
поиска максимума функции конечного числа переменных. Такая методика позволяет опреде-
лять необходимые условия устойчивости, в отличие от методики Ляпунова, основанной на 
достаточных условиях. Вариационный метод получения необходимых условий устойчивости 
основан на определении максимума скорости изменения евклидовой метрики ( )S x  в про-
странстве .X

Моделируя движение вязкой жидкости в конвекции Рэлея – Бернара, Лоренц предложил 
систему уравнений, которую записывают обычно в следующем виде:

	 ( ),x y xσ= ⋅ −

	 ( ) ,y x r z y= ⋅ − − 	 (1)
	 ,z x y b z= ⋅ − ⋅

где ,σ  r  и b  – числовые параметры системы. Переменные, входящие в систему (1), являются 
безразмерными и имеют следующий физический смысл: x  – характеризует скорость враще-
ния конфекционных валов; y  – определяет разность температур T∆  между входящим и нис-
ходящим потоками; z  – характеризует отклонение вертикального температурного профиля 
от линейной зависимости. Три параметра ,σ  r  и µ  пропорциональны, соответственно, числу 
Прандтля, числу Рэлея и некоторому коэффициенту, отражающему геометрию области (гео-
метрический параметр конвективной ячейки). Параметр r  пропорционален разности темпе-
ратур, между дном подогреваемой снизу жидкости и ее свободной поверхностью. Его называ-
ют управляющим (изменение параметра соответствует большему или меньшему нагреву 
жидкости).

Система (1) является примером хаотического (странного) аттрактора и принадлежит к 
числу катастроф типа сборки. Численное исследование этой системы обнаружило эффект 
([1]) существенной зависимости решений от начальных данных (которую иногда называют 
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эффектом бабочки). Этот факт позволяет сделать вывод о невозможности предсказания дол-
госрочных прогнозов погоды.

Система (1) имеет следующие свойства: 
• однородность (автономность); 
• симметрия относительно переменных x  и y  (при изменении знака этих переменных си-

стема не меняется); 
• диссипативность (все траектории ограничены некоторым предельным множеством). 
Действительно, дивергенция фазового потока равна

	 ( , , ) ( ) ( ) ( ) 1 0.div x y z x y r x y x x y b z b
x y z

σ σ σ∂ ∂ ∂
= − ⋅ + ⋅ + ⋅ − − + ⋅ − ⋅ = − − − <

∂ ∂ ∂
  

Последнее означает, что поток сжимает некоторый объем фазового пространства, т.е. все 
фазовые траектории будут ограничены некоторым предельным множеством.

Система (1), помимо тривиального положения равновесия 0 (0,0,0),M  имеет еще два поло-
жения равновесия 1,2 ( , , 1),M a a r± ± −  ( 1),a b r= −  которые появляются при 1.r >  Очевидно, 
что значение параметра 1r =  является бифуркационным и при переходе через этот параметр 
меняется сценарий бифуркационного процесса. Основная идея вариационного метода состо-
ит в определении максимума скорости изменения евклидовой метрики 2 2 21 ( )

2
S x y z= + +  

([2]) (полуметрика) в фазовом пространстве состояний, предполагая, что искомое решение не 
покидает области ( , , ) .S x y z ε<  Исследуем сначала на устойчивость нулевое положение равно-
весия 0 (0,0,0),M  используя вариационную методику. С этой целью составим метрическую 
функцию 

	 ( ) ( ( ) ) ( ),S x x y y z z x y x y x r z y z x y b zσ= ⋅ + ⋅ + ⋅ = ⋅ ⋅ − + ⋅ ⋅ − − + ⋅ ⋅ − ⋅

   	 (2)
которая равна производной по времени t  функции ( , , )S x y z  в силу системы (1). Как показано 
в [2], необходимые условия устойчивости возмущенного решения в окрестности нулевого по-
ложения равновесия для первых частных производных функции (2) по переменным ,x  ,y  z 
имеют вид

	 2 ( )  0; S x y y r z z y
x

σ σ∂
= − ⋅ ⋅ + ⋅ + ⋅ − + ⋅ ≤

∂



	  ( ) 2 0; S x x r z y z x
y

σ∂
= ⋅ + ⋅ − − ⋅ + ⋅ ≤

∂



	 (3)

	 2  0.S x y x y b z
z

∂
= − ⋅ + ⋅ − ⋅ ⋅ ≤

∂



Для частных производных второго порядка функции ( ), ,  S x y z  необходимые условия 
устойчивости возмущенного решения в окрестности нулевого положения равновесия прини-
мают вид:

	
2

2

 2  0;S
x

σ∂
= − ⋅ <

∂



  
2

2

 2 0;S
y

∂
= − <

∂



  
2

2

 2  0.S b
z

∂
= − ⋅ <

∂



Эти соотношения равносильны условиям 0;σ >   0,b>  0 1,r< <  и при этих условиях воз-
мущенное решение системы (1) необходимо (асимптотически) устойчиво в окрестности поло-
жения равновесия 0 (0,0,0)M  (и неустойчиво в противном случае).

Замечание 1. Если в соотношениях (3) выполняются строгие неравенства:

	   0;S
x

∂
<

∂



   0;S
y

∂
<

∂



    0,S
z

∂
<

∂



то функция ( , , ),S x y z  определенная выше, удовлетворяет всем условиям функции Ляпунова. 
В этом случае условия 0;σ >   0,b>  0 1r< <  являются достаточными для устойчивости по 
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Ляпунову возмущенного решения в окрестности нулевого положения равновесия. Таким об-
разом. Справедлива

Теорема 1
Возмущенное решение системы (1) в окрестности нулевого положения равновесия необхо-

димо (асимптотически) устойчиво при
	 0;σ >   0,b>  0 1.r< <
Эти условия будут достаточными для устойчивости по Ляпунову возмущенных решений в 

области фазовых переменных 

	 ( )
( )

2      
2

r
x y x

r
σ σ

σ
+

⋅ < < ⋅
+

	 (4)

в окрестности нулевого положения равновесия (0,0,0).  При этом граничные поверхности в 
(4) содержат сепаратриссы точек бифуркаций в этом случае. 

Далее для исследования на устойчивость положения равновесия 2 , , ( )1 , M a a r −  ( 1),r >  
( 1)a b r= ⋅ −  сделаем предварительно замену ,x u a= +  ,y v a= +  ,z w β= +  1.rβ = −

В новых переменных получаем систему
	 ( ) ( ),  ,   ( ) .u v u v w u a u v w u v a u v b wσ= ⋅ − = − ⋅ + + − = ⋅ + ⋅ + − ⋅   	 (5)
Систему (5) исследуем на устойчивость в окрестности точки ( )1 0, 0, 0 ,P  которая соответ-

ствует точке 2  ,( )1 . M a a r −
Согласно вариационному методу составим метрическую функцию
	 ( ), ,   S S u v w u u v v w w= = ⋅ + ⋅ + ⋅ = 

  

	 ( ) ( ) [ ]   –    ( )  .u v u v u v w u a w u v a u v b wσ= ⋅ ⋅ − + ⋅ − ⋅ + + ⋅ + ⋅ + − ⋅       	  (6)
Необходимые условия устойчивости возмущенного решения в окрестности нулевого по-

ложения равновесия для первых частных производных функции (6) по переменным ,u  ,v  w 
имеют вид:

	  2   0 ; S v u v w v w v a w
u

σ σ∂
= ⋅ − ⋅ ⋅ + − ⋅ + ⋅ + ⋅ ≤

∂



	 ( ) 2  0 ; S u u v w u a w u a w
v

σ∂
= ⋅ + − ⋅ − ⋅ + + ⋅ + ⋅ ≤

∂



	 ( ) ( ) 2  0 . S v u a u v a u v b w
w

∂
= − ⋅ + + ⋅ + ⋅ − − ⋅ ⋅ ≤

∂



Для частных производных второго порядка функции ( , , )S u v w  необходимые условия 
(асимптотической) устойчивости возмущенного решения в окрестности нулевого положения 
равновесия системы (5) имеют вид

	
2

2

 2  0;S
u

σ∂
= − ⋅ <

∂



  
2

2

 2 0;S
v

∂
= − <

∂



  
2

2

 2  0.S b
w

∂
= − ⋅ <

∂



Следовательно, при   0;σ >   0;b>  1r >  возмущенное решение системы (5) необходимо 
(асимптотически) устойчиво в окрестности нулевого положения равновесия. 

Замечание 2. Если в указанных соотношениях выполняются строгие неравенства 

	   0;S
u

∂
<

∂



    0;S
v

∂
<

∂



     0,S
w

∂
<

∂



то функция 2 2 21( , , )  (    )
2

S S u v w u v w= = + +  становится функцией Ляпунова, и вопрос устойчи-

вости решается на основе второго метода Ляпунова.
Таким образом, справедлива следующая теорема.
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Теорема 2
Возмущенное решение в окрестности положения равновесия 2  ( , , 1),M a a r −  ( 1),a b r= ⋅ −  

(  1) r >  системы (1) необходимо (асимптотически) устойчиво при   0;σ >   0,b>  1.r >
Эти условия будут достаточными для устойчивости по Ляпунову возмущенных решений в 

области фазовых переменных:

	 ( )1 2    ; 
2 2 1

av w u v
σ

σ σ σ
+

⋅ + ⋅ < < ⋅
⋅ +

	 ( )1 2     ; 
2 2

a bv w u w
a

σ
σ

+
⋅ + ⋅ < < ⋅ 	 (7)

в окрестности положения равновесия 2 , ,( ) 1 .M a a r −  При этом граничные поверхности в (7) 
содержат сепаратриссы точек бифуркаций в этом случае. 

Аналогично решается вопрос устойчивости для положения равновесия 3 ,( . 1),M a a r− − −
 Интерес представляет решение вопроса устойчивости положений равновесия 0 ,M  1,M  

2M  классическими методами путем линеаризации системы уравнений (1). Матрица Якоби ли-
неаризованной системы в точке положения равновесия  , ,( )i i i iM x y z  имеет вид

	 1(
0

) i i

i i

i r z
y

A x
x b

M
σ σ−

= − − −
−

 	 (8)

Для положения равновесия 0 0,( )0,0M  характеристическое уравнение матрицы )( iA M  
принимает вид 2 ( 1)( ) ( (1 )) 0b rλ λ λσ σ+ ⋅ ⋅ + ⋅ −+ =+  и при 0 1r< <  все характеристические 
числа будут отрицательны, а значит, нулевое положение равновесия будет устойчиво по Ляпу-
нову. При  1 r >  оно не устойчиво. При 1 r =  точка 0M  является негиперболической. 

Для положения равновесия 2 , ,( )1 , M a a r −  ( 1),a b r= ⋅ −   1 r >  характеристическое уравне-
ние матрицы Якоби (8) принимает вид 3 2 (  1 )    bλ σ λ+ + + ⋅ + ( )   b rσ λ+ ⋅ + ⋅ +  2 ( 1) 0.b rσ+ ⋅ ⋅ − =

Необходимое условие устойчивости при  1 r >  выполнено и этот многочлен является мно-
гочленом Гурвица. Составим матрицу Гурвица в точке 2M

	 ( ) ( )
( )

1 1 0
2 1 1

0 0 2 1
,

b
b r r b b

b r
G

σ
σ σ σ

σ

+ +
⋅ ⋅ − + ⋅ + +

⋅ ⋅ −
=

для которой главные миноры равны 1  1;bσ∆ = + +  2  ( 3) ( 1 );b r bσ σ σ∆ = ⋅ + + + ⋅ + −  
3 2 2 ( 1) .b rσ∆ = ⋅ ⋅ − ⋅∆  Тогда, согласно критерию Рауса – Гурвица условия асимптотической 

устойчивости по Ляпунову эквивалентны условиям 1 0,∆ >  2 0,∆ >  3 0.∆ >  Таким образом, ус-
ловие (асимптотической) устойчивости равносильно соотношениям: или  1 0;bσ − − <  или

1 0;
.( 3)

1

b
br

b

σ
σ σ

σ

− − >


⋅ + +
> − −
Замечание 3. Если (при  1 r > ) выполнено условие 2λ  + 2 2 ( 1) 0,

1
b

b
σ σλ
σ
⋅ ⋅ +

+ =
− −

 то характери-

стическое уравнение матрицы (8) имеет пару чисто мнимых корней , что соответствует бифур-
кации Андронова – Хопфа.

Приложение

В заключении приведем результаты численных расчетов решений системы Лоренца и гра-
фики фазовых портретов для иллюстрации бифуркационного процесса.

На рис. 1(а) и 1(б) приведены фазовые траектории, соответствующие разным начальным 
условиям, иллюстрирующие смену аттрактора при 10r =  (a) и 15r =  (б).
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Отметим, что с ростом r  происходит уменьшение начального размаха колебаний, что ил-
люстрирует рис. 2 в сравнении с рис. 1.

Рис. 1 (а) 10,r =  10,σ =  8 / 3b =

Рис. 1 (б) 15,r =  10,σ =  8 / 3b =

Рис. 2 (а) Фазовые траектории 20,r =  10,σ =  8 / 3b =
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Рис. 2 (б) Фазовые траектории 24,r =  10,σ =  8 / 3b =

Рис. 2 (в) Фазовые траектории 19,r =  10,σ =  8 / 3b =

Рис. 2 (г) Фазовые траектории 24,r =  10,σ =  8 / 3b =
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Таким образом, в интервале (24,05; 24,06)r ∈  в системе существует три аттрактора − две 
неподвижные точки ( , , 1)a a r± ± −  и странный аттрактор. Начиная с некоторого r r∗=  непод-
вижные точки 1,2P  теряют устойчивость. И остается единственное притягивающее множе-
ство − странный аттрактор Лоренца.

Полученные результаты

В работе рассмотрены два метода исследования устойчивости решений системы уравне-
ний Лоренца. Первый метод использует вариационную методику, основанную на идее опреде-
ления максимума скорости изменения евклидовой метрики (см. [13]), предполагая, что реше-
ние не покидает ε -окрестности положения равновесия. Этот метод, как показано выше, 
является эффективным для получения необходимых условий устойчивости и дает возмож-
ность для продолжения исследований (в целях определения достаточных условий). Результа-
ты сформулированы в теоремах 1 и 2. Указаны области фазовых переменных в которых необ-
ходимые условия устойчивости являются к тому же и достаточными для устойчивости 
(асимптотической устойчивости) по Ляпунову возмущенных решений в окрестности особых 

Рис. 3 (а) Фазовые траектории 24,05,r =  10,σ =  8 / 3b =

Рис. 3 (б) Фазовые траектории 24,06,r =  10,σ =  8 / 3b =



97

точек. Он позволяет выяснить сепаратриссы поверхностей точек бифуркации. В нашей задаче 
сепаратриссы точек бифуркаций системы (1) Лоренца принадлежат граничным поверхностям 
фазовых переменных, которые определяются соотношениями (4) в окрестности нулевого по-
ложения равновесия 0M  и соотношениями (7), соответственно, для положения равновесия 1.M

Другой метод исследования устойчивости основан на линеаризации систем уравнений (1) 
и (5) , соответственно. Он позволяет определить достаточные условия устойчивости, если из-
вестна функция Ляпунова. В нашей задаче мы применили критерий Рауса – Гурвица. 

Заключение

В работе для системы уравнений Лоренца показана эффективность применения вариаци-
онного метода получения необходимых условий устойчивости по Ляпунову и определения 
областей фазовых переменных, в которых эти условия становятся достаточными. Этот метод 
позволяет сделать вывод об универсальности применения этого метода для широкого класса 
динамических систем.
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УДК 517.957

ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ В БАНАХОВЫХ АЛГЕБРАХ

Воронежский государственный университет

А. И. Перов, И. Д. Коструб

Аннотация. В комплексной банаховой алгебрерассматриваются линейные дифференци-
альные уравнения n-го порядка с постоянными коэффициентами. Приводятся условия  
обратимости матрицы Вандермонда, при предположении, что соответствующее алгебра-
ическое характеристическое уравнение n-й степени имеет n различных корней. Формули-
руются аналоги теорем Сильвестра и Вьета, а также изучается контурный интеграл типа 
Коши. Формулируется и доказывается теорема об общем решении дифференциального 
уравнения n-го порядка в случае корней характеристического уравнения, лежащих в об-
щем положении.
Ключевые слова: банаховы алгебра и пространство, дифференциальное уравнение n-го 
порядка, алгебраическое уравнение n-й степени, теоремы Сильвестра и Вьета, функция 
Коши, сопровождающая матрица Фробениуса, матрица Вандермонда, теорема Данфорда.

Основные обозначения

Пусть   – комплексная банахова алгебра [1, 2] и n  – натуральное число. Обозначим через 
n  банахово пространство, являющееся прямым произведением × ×   (n  раз) и состоя-

щее из столбцов X  с компонентами , ,x x…  из   с нормой max{ :1 }.jX x j n= ≤ ≤  Введем еще 
банахову алгебру ,n n×  состоящую из n n× -матриц ( ),jkA a=  где jka ∈  при 1 , .j k n≤ ≤  Ка-
ждая такая матрица порождает линейный ограниченный оператор в ,n  а именно ,Y AX=  
обозначаемый той же буквой и действующий по правилу: 1 1 ...j j jn ny a x a x= + +  при 1 .j n≤ ≤  
Норма матрицы A  определяется как операторная { }sup : , 1 .A AX X X= ∈ =

Мы записываем скалярные величины (комплексные числа) обычным шрифтом, а элемен-
ты банаховой алгебры   полужирным шрифтом. Выражение 1,λ  где λ  – комплексное число, 
а 1 – единица алгебры, в виде λ  (следуя Т. Като [3, c. 274]).

1. Дифференциальные уравнения n-го порядка

В комплексной банаховой алгебре   рассмотрим линейное дифференциальное уравнение 
n-го порядка

	 ( ) ( )1
0 1 1 0.n n

n na x a x a x a x−
−+ +…+ + = 	 (1)

с постоянными коэффициентами, причем 0a  обратим. Здесь 
( )k k

k
x d x

dt
=  при 0 .k n≤ ≤  Нас 

интересуют решения этого уравнения, удовлетворяющие начальным условиям
	 ( ) ( ) ( ) ( )1

1 20 , 0 , , 0n
nx c x c x c−= = … = , 	 (2)

где 1 2, , , nc c c…  из .�
Матричные дифференциальные уравнения возникают, например, в теории колебаний [4], 

а операторные дифференциальные уравнения можно найти в [5]. Дифференциальное уравне-
ние (1) в случае 2n =  рассматривалось в статье [6], а общий случай – в статье [7].

Теорема 1. Дифференциальное уравнение (1) при любых начальных условиях (2) имеет един-
ственное решение. Это решение определено на всей числовой прямой и является аналитичным.

От одного дифференциального уравнения n-го порядка (1), полагая ( )1j
jx x −=  при 0 ,j n≤ ≤  

перейдем к системе n-дифференциальных уравнений первого порядка 
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	 1 2 2 3 1 1 1, , , , , (3)n n n n nx x x x x x x p x p x−= = … = = −   −  …−    	 (3)
где 1

0j jp a a−=  при 1 .j n≤ ≤  Систему (3) запишем в векторно-матричном виде 
	 X AX= 	 (4)

	

1

0 1 0 ...
... 0 1 ...

,
... ... ... ...

... ...n

A

p p

 
 
 =
 
 

− − 

	 (5)

где X  – вектор из n  с компонентами 1 2, , ,, nx x x…  матрица A  из .n n×  Дифференциальное 
уравнение (4) рассматривается в пространстве .n  Интегрируя, получим

	 ( ) ,tAX t e C= 	 (6)
где C  – вектор из n  с компонентами 1 2, , , nc c c…  из (2).

2. Алгебраическое уравнение n-й степени

Если по методу Эйлера искать решение дифференциального уравнения (1) в виде 
( ) exp( ),x t tξ=  где ξ  из ,  то мы придем к алгебраическому уравнению n-й степени

	 1
0 1 1 0,n n

n na x a x a x a−
−+ +…+ + = 	 (7)

которое естественно назвать характеристическим. Наряду с ним рассмотрим другой многочлен
	 ( ) 1

0 1 1 : ,n n
n n nl a a a aλ λ λ λ−

−≡ + +…+ + →  	 (8)
который мы, за неимением лучшего, назовем скалярным характеристическим многочленом 
(пучком).

Те λ  из ,  для которых ( )nl λ  не имеет обратного, назовем, по определению, спектр S 
скалярного характеристического многочлена. Это есть непустое ограниченное замкнутое 
множество в .  Дополнение к нему в   назовем резольвентным множеством R  скалярного 
характеристического многочлена. Оно состоит из тех λ  из ,  для которых ( )nl λ  обратим. 
Это есть непустое неограниченное открытое множество. Определенная на R  функция 

1( ) ( ,:)n nl l Rλ λ−≡ →   называется резольвентой n-го порядка [8]. Матрица ,A  определяемая 
формулой (5), называется сопровождающей скалярный характеристический многочлен ( )nl λ  
матрицей Фробениуса.

Алгебраическое уравнение (7) может вообще не иметь корней, иметь их конечное число 
или даже бесконечно много (последний случай иллюстрирует теорема Гамильтона-Кэли). Под-
черкнем еще раз, что мы здесь не располагаем теоремой Гаусса, т. е. теоремой существования 
корня уравнения (7). Различные частные случаи встречаются в математической литературе; 
так, например, уравнение nx a=  имеет n  корней, если a  обратим и его спектр ( )S a  не окру-
жает нуль в .

3. Теоремы Сильвестра и Вьета

Теорема 2. Спектр любого корня ξ  алгебраического уравнения (7) содержится в спектре 
скалярного характеристического многочлена (8), т. е.

	 ( ) .S Sξ ⊆ 	 (9)
Эта теорема для матричного уравнения (7) впервые была доказана Сильвестром. Отметим, 

что спектр ( )S A  оператора A  совпадает с S  [7]
	 ( ) .S A S= 	 (10)



101

Дополним теорему Сильвестра двумя уточнениями
	 ( ) ( ) ( )( )1 1E A H H R Aλ λ ξ λ− −− = −         ∈ 	 (11)

где 1( )E Aλ −−  – резольвента оператора A  и 1( )λ ξ −−  – резольвента элемента ,ξ  а H  – вектор 
из n  с компонентами 11, , , .nξ ξ −…  Если 1 2, , , nξ ξ ξ…  – корни алгебраического уравнения (7), 
лежащие в общем положении, то 

	 ( ) ( )1 2 ( ) .nS S S Sξ ξ ξ∪ ∪…∪ = 	 (12)
Теорема3. Если 1 2, , , nξ ξ ξ…  – корни алгебраического уравнения (7), лежащие в общем поло-

жении, то 

	 , 1
1

, 1
n

n
j k k n

k
jp c j nξ +

=
−− =    ≤ ≤∑ 	 (13)

(некоммутативные формулы Вьета).

4. Теорема об общем решении

Пусть в банаховой алгебре   рассматривается произвольная система элементов 
	 1 2, , , .nξ ξ ξ… 	 (14)

Мы скажем, что она лежит в общем положении, если матрица Вандермонда из n n×  

	 ( ) 1 2
1 2

11 1
1 2

... 11 1

...
, , , ,

... ...... ...

...

n
n

nn n
n

V
ξξ ξ

ξ ξ ξ

ξξ ξ −− −

 
 
 … =
 
 
 

	 (15)

обратима. Отметим важную формулу: если (14) система корней характеристического уравне-
ния (7), то

	 ( ) ( )
1

1
1 2 1 2, , , , , , ,n n

n

A V V
ξ

ξ ξ ξ ξ ξ ξ
ξ

−

… … 
 = … … … … … 
 … … 

	 (16)

где A  из ( )n nB ×  – это сопровождающая матрица Фробениуса, определенная формулой (5). Из 
этих формул вытекает теорема 3.

Теорема 4. Пусть (14) – это корни характеристического уравнения (7), лежащие в общем 
положении. Тогда общее решение дифференциального уравнения (1) имеет вид

	
1

,jt

j

n

jx e dξ

=

= ∑ 	 (17)

где 1 2, , , nd d d…  – произвольные постоянные из .
Отметим, что произвольные постоянные пишутся справа от экспоненты – в некоммута-

тивном случае это важно.
Доказательство. Из (17) получаем

	 ( )

1

, 1 1.j
n

tk k
j j

j

x e d k nξ ξ
=

=        ≤ ≤ −∑
Использование начальных условий (5) приводит к системе

	 1

1

, 1 ,
n

k
j k

j
jd c k nξ

=

− =     ≤ ≤∑
которая может быть записана в векторно-матричном виде

	 ( )1 2, , , ,nV D Cξ ξ ξ… = 	 (18)
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где C  – это вектор из n  с компонентами 1 2, , ,, nc c c…  а D  – это вектор из n  с компонентами 
1 2, , , nd d d…  

5. Функция Коши

Решение ( ) :k t →   дифференциального уравнения (1), удовлетворяющее начальным ус-
ловиям

	 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 1 1
00 0, 0 , , 0 0 ,, 0n nk k k k a− − −= = … = = 	 (19)

называется функцией Коши [10].
Одним из достоинств этого решения является то, что по нему однозначно восстанавлива-

ется дифференциальное уравнение (1), т. е. коэффициенты 0 1, , ., na a a…  Для этого решения 
известны различные представления. Приведем некоторые из них. Так, например, известно 
представление в виде степенного вида

	 ( ) ( )0

1

,
1 !

n

k
k

ktk t c
n k

+ −∞

=

=
+ −∑ 	 (20)

где kc  взяты из разложения

	 ( )
0

1

11 ( ),
k

n k
n kp p cµ µ µ µ ρ

∞

=

−
+   +  = <∑

где 0 ρ< < ∞  есть радиус сходимости конечного степенного ряда. 
Или еще 

	 ( ) ( ) 11
0 1 1

1
2

t n n
n nk t e a a a a d

i
λ

σ

λ λ λ λ
π

−−
−

∂

= + +…+ +∫ 	 (21)

при соответствующем выборе контура интегрирования .σ∂  Здесь решение представлено в 
виде интеграла типа Коши, причем интегрирующей функцией является резольвента n-го по-
рядка. В условиях теоремы 4 имеем

	 ( )
1

,j

j

n
t

jnk t e cξ

=

= ∑ 	 (22)

где jnc  – элементы последнего столбца матрицы ( ),jnC c=  1 , ,j k n≤ ≤  являющейся обратной к 
матрице Вандермонда 1 2( , , , ).nU ξ ξ ξ…

Формулы (20)–(22) справедливы для произвольной банаховой алгебры .  Если же она яв-
ляется коммутативной, то последняя формула принимает явный вид

	 ( ) ( )
1

1
.j

n
t

j k
kj j

k t e ξ ξ ξ
≠=

−
= −∑ ∏ 	 (23)

6. Матрица Вандермонда

Говорят, что система точек из 
	 1 2, , , .nξ ξ ξ… 	 (24)

лежит в общем положении, если матрица Вандермонда из ,n n×  построенная по правилу

	 ( ) 1 2
1 2

11 1
1 2

... 11 1

...
, , , ,

... ...... ...

...

n
n

nn n
n

V
ξξ ξ

ξ ξ ξ

ξξ ξ −− −

 
 
 … =
 
 
 

	 (25)

обратима.
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В случае, когда 1,n =  получаем 1( ) (1).V ξ =  Поэтому, система, состоящая из одной точки, 
всегда лежит в общем положении.

Мы скажем, что система (24) разделена, если разность j kξ ξ−  всегда обратима при j k≠  т. е. 
существует 

	 ( ) 1
 ,j k j kξ ξ

−
− ≠ïðè 	 (26)

и спектрально разделена, если 
	 ( )( ) 0  ,j kS j kξ ξ∩ =  ≠ïðè 	 (27)
Теорема 5. Рассмотрим матрицы Вандермонда
	 ( )1 2, , , nV ξ ξ ξ…   и  ( )1 2, , , , .nV ξ ξ ξ ξ…

Для того, чтобы матрица 1 2( , , , , )nV ξ ξ ξ ξ…  была обратимой, необходимо и достаточно, 
чтобы, во-первых, была обратима матрица 1 2( , , , )nV ξ ξ ξ…  и, во-вторых, был обратим элемент

	 1
1 1 ,n n

n np p pξ ξ ξ−
−+ +…+ +  

где 1
1 1

n n
n nx p x p x p−

−+ +…+ +   – многочлен, отвечающий матрице 1 2( , , , )nV ξ ξ ξ…  (по теореме 
Вьета).

Теорема 6. Для того, чтобы матрица Вандермонд 1 2( , , , )nV ξ ξ ξ…  была обратимой, необхо-
димо, чтобы было выполнено условие разделенности (26) и достаточно, чтобы было выполне-
но условие спектральной разделенности (27).

Теорема 7. Если банахова алгебра   является коммутативной, то
	 ( ) ( )1 2, , , .n j k

j k

detV ξ ξ ξ ξ ξ
>

… = −∏ 	 (28)

Поэтому матрица Вандермонда 1 2( , , , )nV ξ ξ ξ…  обратима тогда и только тогда, когда вы-
полнено условие разделенности (26).

7. Замечательные коэффициенты

Изученные нами функции обладают следующими замечательными свойствами.
Теорема 8. Если матрица Вандермонда 1 2( , , , )nV ξ ξ ξ…  обратима, то элементы последнего 

столбца обратной матрицы 1
1 2,( , ), nV ξ ξ ξ− …  обратимы.

Полагая для краткости, что ( ),jnC c=  где 1 ,j k n≤   ≤  есть обратная матрица 1
1 2, ,( , ),nV ξ ξ ξ− …  

запишем элементы последнего столбца обратной матрицы 
	 1 2, ,..., .n n nkc c c 	 (29)
Наиболее просто обстоит дело в коммутативном случае

	 ( ) 1
, 1 .jk j k

k j

c j nξ ξ
−

≠

= − ≤ ≤∏ 	 (30)

В коммутативном случае формула приобретает более сложный вид

	 ( ) 11 1
2 1... ,n n

jk j j n j nc q q qξ ξ ξ
−− −

− −= + + + + 	 (31)
где алгебраический многочлен 1n −  степени 1 2

2 1...n n
n nx qx q x q− −

− −+ + + +  отвечает матрице 
Вандермонда 1 2( , , , , ),nV ξ ξ ξ ξ…  которая в силу теоремы 5 является обратной.

Построенные коэффициенты открывают возможность теории конечных разностей (как 
это сделано, например, в [11]) для функций, определенных на подпространствах банаховых 
алгебр.

Назовем разделенной разностью порядка 1n −  функции ( ) : ,f x →   построенной для 
степени узлов 1 2, , ,, nξ ξ ξ…  лежащей в общем положении, выражение

	 ( )( ) ( )1
1 2

1

, , , .
n

n
n j jn

j

f x f cξ ξ ξ ξ−

=

∆ … = ∑
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8. Функциональное исчисление

Рассмотрим контурный интеграл 

	 ( ) ( )1 , (32)
2 nf r d

i σ

λ λ λ
π ∂

   ∫ 	 (32)

где ( ) :f Gλ →  (кусочно) аналитическая функция, заданная на открытом множестве G ком-
плексной плоскости ,  содержащей весь спектр S  скалярного характеристического многоч-
лена ( ),nl λ  ( ) :nr Rλ →   резольвента n-го порядка и σ∂  контур, лежащий в открытом мно-
жестве R G∩  и окружающий спектр .S

Пусть ( )G  – совокупность всех тех x  из ,  спектр ( )S x  которых целиком содержится в 
;G  это множество открыто. Положим

	 ( ) ( )( ) 11 ,
2

f x f x d
i σ

λ λ λ
π

−

∂

= −∫ 	 (33)

где контур σ∂  лежит в открытом множестве ( )R x G∩  и окружает ( ).S x
Согласно формуле

	 ( ) ( ) ( )
1

1

1

,
k

j j

n

n jkr x c R Rλ ξ λ ξ
=

−

=

 
= − ∈ = 

 
∑ 

	 (34)

Получаем

	 ( ) ( ) ( ) ( ) 1

1

1 1
2 2

n

n jk
j

f r d f c d
i iσ σ

λ λ λ λ λ ξ λ
π π∂ ∂ =

−= − =∑∫ ∫

	 ( )( ) ( )( ) ( )
1

1 1

1 1

1 1
2 2

n n n

j
j j j

k jk jkf c d f d c f c
i iσ σ

λ λ ξ λ λ λ ξ λ ξ
π π

− −

∂ ∂= = =

 
= − = − = 

 
∑ ∑ ∑∫ ∫

в соответствии с формулой (33).
Теорема 9. Пусть 1 2, , , nξ ξ ξ…  – корни характеристического уравнения (7), лежащие в об-

щем положении. Тогда матрица Вандермонда 1 2( , , , )nV ξ ξ ξ…  имеет обратную и пусть 
1

1 2( ) , ,( , .)jn nC c V ξ ξ ξ−= = …  Тогда

	 ( ) ( ) ( )
1

1
2

.
j

n

n jkf r d f c
i σ

λ λ λ ξ
π ∂ =

= ∑∫ 	 (35)

9. Теорема Данфорда

При 1n =  полагаем 1 ,ξ ξ=  по теореме Данфорда [12] можно написать

	 ( ) ( ) ( )1 .
2 nS f r d f S

i σ

λ λ λ
π ∂

 
= 

 
∫ 	 (36)

Теорема 10. В условиях теоремы 9 имеет место включение 

	 ( ) ( )1
2 nS f r d

i σ

λ λ λ
π ∂

 
⊆ 

 
∫  

	
( )

( ) ( )( ) ( ) ( )
1 1 11

: 1 .
... ...

n
j

j j
j j j j j j nj

f
S j n

λ
λ ξ

λ λ λ λ λ λ λ λ= − +

  ⊆ ∈ ≤ ≤ 
− − − −  

∑ ïðè 	 (37)

При этом предполагается, что точки jξ  спектрально разделены.
В иных обозначениях написанное включение, возможно, более выразительно выглядит так

	 ( )( )( ) ( )( ) ( ){ }1 1
1 2 1, , , ,..., : ,1 .n n

n n j jS f x f S j nξ ξ ξ λ λ λ λ ξ− −∆ … ⊆ ∆ ∈ ≤ ≤
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УДК 517.929.2

АПРИОРНЫЕ ОЦЕНКИ НОРМ СЛАБЫХ РЕШЕНИЙ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНО- 
РАЗНОСТНОЙ СИСТЕМЫ В ПРОСТРАНСТВЕ СУММИРУЕМЫХ ФУНКЦИЙ 

С НОСИТЕЛЕМ В СЕТЕПОДОБНОЙ ОБЛАСТИ

1Воронежский государственный университет
2Санкт-Петербургский государственный университет

В. В. Провоторов1, А. П. Жабко2

Аннотация. Математические модели транспортировки сплошной среды по сетевым но-
сителям (теплопроводы, гидропроводы, газонефтепроводы) используют формализмы 
дифференциальных уравнений, пространственная переменная которых является вектор-
ной и изменяется в сетеподобной области, структурированной по типу геометрического 
графа. Такая область состоит из конечного числа подобластей, примыкающих друг к дру-
гу определенными частями своих границ. Поверхности примыкания подобластей харак-
теризуются изначально определенными условиями, обусловленными закономерностями 
перемещения потоков сплошных сред через общие границы примыкающих подобластей. 
Работа посвящена вопросам качественного анализа дифференциальной системы и ей 
соответствующей начально-краевой задачи с носителем в сетеподобной области – полу-
чены условия однозначной слабой разрешимости и фактического определения решения 
начально-краевой задачи. При этом используется классический прием полу-дискретиза-
ции по временной переменной, сводящий, по существу, анализ этих вопросов к изучению 
краевых задач для уравнений эллиптического типа в слабой постановке.
Ключевые слова: дифференциальные и дифференциально-разностные системы, сетепо-
добный носитель, априорные оценки, разрешимость краевой задачи.

В работе представлено обобщение анализа дифференциально-разностных систем в про-
странствах функций с компактным носителем на геометрическом графе [1] на аналогичные 
системы в соболевских пространствах функций с компактным носителем в сетеподобной обла-
сти ,nℑ ⊂   2n ≥  [2, 3]. Такая область представляют собой совокупность конечного числа по-
добластей, взаимно не пересекающихся и примыкающих друг к другу определенными частями 
(поверхностями) своих границ; совокупность таких поверхностей образует узловые места. Со-
ответственно сказанному возникает необходимость формировать и исследовать классы функ-
ций, носитель которых определен на указанной области, при этом в поверхностях примыкания 
подобластей функции удовлетворяют некоторым изначально определенным условиями (да-
лее – условиями примыкания). В задачах прикладного анализа условиями примыкания описы-
ваются закономерности перемещения потоков сплошных сред по узловым местам – через об-
щие границы сопряженных подобластей. Полученные результаты используются для 
доказательства теорем существования и построения слабых решений дифференциальных си-
стем, определяемых начально-краевыми задачами. Последнее является обоснованием приме-
нения метода Е. Роте (метод полу-дискретизации по временной переменной) к начально-крае-
вой задаче для отыскания приближенного решения дифференциальной системы. Редукция 
дифференциальной системы к дифференциально-разностной открывает возможность перено-
са результатов анализа задач оптимального управления, полученных для дифференциаль-
но-разностной системы, на задачи оптимального управления для дифференциальной системы. 
Особо отметим, что используемый в работе подход и предложенные методы исследования рас-
ширяют возможности анализа стационарных и нестационарных сетеподобных процессов ги-
дродинамики [4, 5].
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1. Необходимые обозначения, понятия и определения. Сетеподобная ограниченная об-
ласть nℑ ⊂   с границей ∂ℑ  состоит из областей pℑ  с границами p∂ℑ  ( = 1, ),p N  попарно 

соединеных в M  узловых местах jω  ( = 1, ,j M  1 1M N≤ ≤ − ): = ,ωℑ ℑ






 где 
=1

= ,
N

p
p

ℑ ℑ




 
=1

= ,
M

j
j

ω ω



 

=p lℑ ℑ ∅


 ( ),p l≠  =j iω ω ∅


 ( ),j i≠  =p jωℑ ∅


 ,p j∀  [3, 4]. Области pℑ  в узловых ме-
стах jω  для каждого фиксированного j  ( = 1, )j M  имеют общие границы в виде поверхности 
примыкания jS  (meas > 0jS ), которая разделяет примыкающие к ней 1 jm+  области 

0pℑ  и 

ps
ℑ  ( = 1, ) :js m  

=1

=
m j

j j s
s

S S


 (meas > 0j sS ), причем 
0
,j pS ⊂ ∂ℑ  j s ps

S ⊂ ∂ℑ  ( = 1, ).js m  Таким об-

разом, jω  определяется поверхностью примыкания ,jS  для которой j sS  также поверхность 

примыкания ps
ℑ  к 

0pℑ  ( = 1, );js m  
=1 =1

= \
N M

p j
p j

S∂ℑ ∂ℑ
 

 – граница области .ℑ  Структура обла-

сти ℑ  аналогична геометрическому графу-дерево [1]: каждая область kℑ  примыкает к одному 
либо двум узловым местам и имеет не менее одной поверхности примыкания к другим обла-
стями (для сравнения с графом: хотя бы одна концевая точка ребра графа является местом 
сочленения с концевыми точками других ребер). Любая подобласть области ℑ  также имеет 
аналогичную ℑ  структуру со своим числом узловых мест. Везде ниже jS  и j sS  – гладкие по-
верхности, области pℑ  – звездные относительно некоторого шара, своего для каждой .kℑ

Пусть 2 ( )L Ω  ( )nΩ ⊂   – гильбертово пространство действительных измеримых по Лебегу 
функций ( ),u x  1 2= ( , ,..., ),nx x x x  скалярное произведение и норма в 2 ( )L Ω  определены равен-
ствами ( , ) = ( ) ( )u v u x v x dxΩ

Ω
∫  и = ( , ).u u uΩ   Далее, 1

2 ( )W Ω  – гильбертово пространство эле-

ментов 2( ) ( ),u x L∈ Ω  для которых 2( ) ( ),xu x L
κ

∈ Ω  = 1, .nκ  Скалярное произведение и норма в 
1
2 ( )W Ω  определены соотношениями 

	 1

=1 =1

( ) ( )( , ) = ( ) = ( ) ( ) ,
n n

x x
u x v xu v uv u v dx u x v x dx
x xκ κ

κ κ κ κ
Ω

Ω Ω

 ∂ ∂
+ + ∂ ∂ 
∑ ∑∫ ∫ 	 (1)

	 1 1= ( , ) .u u uΩ Ω  	 (2)

Применительно к сетеподобной области ℑ  имеем: 
=1

( ) = ( ) .
p

N

p
u x dx u x dx

ℑ ℑ
∑∫ ∫  Представления 

пространств 2 ( ),L ℑ  1
2 ( )W ℑ  и соотношения (1), (2) принимают следующий вид: 2 2

=1

( ) = ( ),
N

p
p

L Lℑ ℑ∏  

1 1
2 2

=1

( ) = ( ),
N

p
p

W Wℑ ℑ∏

	 1 1

=1 =1 =1

( ) ( )( , ) = ( , ) = ( ) ( ) ,
p

p

N N n

p p

u x v xu v u v u x v x dx
x xκ κ κ

ℑ ℑ
ℑ

 ∂ ∂
+ ∂ ∂ 

∑ ∑ ∑∫ 	 (3)

	 2 1/2 1 1 1/2

=1 =1
= ( ( ) ) , = ( ( , ) ) .

p

p

N N

p p
u u x dx u u uℑ ℑ ℑ

ℑ
∑ ∑∫    	 (4)

В дальнейшем введем другие пространства функций на сетеподобной области 
=1

= .
N

p
p

ℑ ℑ


 

При описании таких пространств необходимо продолжать элементы ( )u x  с области ℑ  на 

=1

= .
N

p
p

ℑ ℑ

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Обозначим через ( )C Ω  совокупность функций, непрерывных в .Ω  Условимся говорить, 
что функция ( ) ( )u x C∈ Ω  имеет непрерывную в Ω  производную, если она для точек ,Ω  про-
должается по непрерывности на Ω  (топология на Ω  индуцируется топологией Ω). Таким об-
разом, можно рассматривать совокупность 1( )C Ω  функций ( ),u x  для которых в Ω  существу-
ют непрерывные первые производные по переменным 1 2, ,..., ,nx x x  причем скалярное 
произведение в 1( )C Ω  определено соотношением (1), а норма – формулой (2). Последнее озна-
чает, что можно сформировать следующие совокупности: совокупность ( )C ℑ  непрерывных в 
ℑ  функций ( ),u x  совокупности 1( )pC ℑ  ( = 1, )p N  функций из ( ),C ℑ  для которых при каждом 
фиксированном k  в kℑ  существуют непрерывные производные 

1
( ),xu x  

2
( ),xu x , ( )xn

u x  и со-

вокупность 1 1

=1

( ) = ( )
N

p
p

C Cℑ ℑ∏  со скалярным произведением и нормой, определяемыми фор-

мулами (4) и (5), соответственно.
Пусть 1( )C ℑ  – множество функций 1( ) ( ),u x C∈ ℑ  для которых имеет место условия примы-

кания 

	
=1

( )( )
( ) ( ) = 0, , = 1, ,

m j SS j ij
S S j i jj j i

ij j iS Sj j i

u xu x
a x ds a x ds x S i m

n n

∂∂
+ ∈

∂ ∂∑∫ ∫ 	 (5)

на поверхностях ,jS  j iS  ( = 1, )ji m  всех узловых мест ,jω  = 1, .j M  Здесь 2( ) ( )a x L∈ ℑ  и ( ) ,S j
a x  

( ) ,S j
u x  ( ) ,S j i

a x  ( )S j i
u x  – сужения функций ( ),a x  ( )u x  на jS  и ,j iS  векторы jn  и j in  – внешние 

нормали к jS  и ,j iS  соответственно, = 1, ,ji m  = 1, .j M  В дальнейшем для упрощения записи 
индексы, означающие сужение, будут нами опускаться.

Определение 1. Замыкание множества 1( )C ℑ  по норме (4) пространства 1
2 ( )W ℑ  назовем 

пространством 1( ).W ℑ

Представление 1 1

=1

( ) = ( )
N

p
p

C Cℑ ℑ∏  определяет особенность пространства 1( ).W ℑ  А именно, 

если 1( ) ( ),u x W∈ ℑ  то сужение 1( ) ( ),
p pu x Wℑ ∈ ℑ  = 1, .p N  Из pℑ ⊂ ℑ  ( = 1, )p N  и существова-

ния обобщенной производной ( )xu x  в области ℑ  следует существование ( )x k
u x ℑ  в .pℑ  Это 

означает, что, учитывая определение 1, можно построить пространство 1( ),W ℑ  для элементов 
которого имеют место свойства примыкания (6) на граничных поверхностях узловых мест.

Пусть далее 1
0 ( )C ℑ  – множество элементов из 1( )C ℑ  с компактным носителем в области ,ℑ  

таким образом, элементы множества 1
0 ( )C ℑ  равны нулю вблизи границы .∂ℑ

Определение 2. Пространством 1
0 ( )W ℑ  назовем замыкание множества 1

0 ( )C ℑ  в норме, 
представленной соотношением (4).

Из определения 2 следует, что 1
0 ( )W ℑ  – сепарабельное банахово пространство и является 

подпространством 1( ).W ℑ  В силу замкнутости подпространства гильбертова пространства 
получаем: из слабой сходимости последовательности в 1

0 ( )W ℑ  следует, что ее предельный эле-
мент принадлежит этому пространству. Отметим, что 1

0 ( )W ℑ  используется для анализа крае-
вых задач с условиями Дирихле, 1( )W ℑ  – для изучения краевых задач с общими краевыми 
условиями.

2. Основной результат. В пространстве 1
0 ( )W ℑ  рассмотрим систему дифференциаль-

но-разностных уравнений

	 1 ( )( ( ) ( 1)) ( ) ( ) ( ) = ( ), = 1, , (0) = ( ),y ky k y k a x b x y k f k k K y x
x xκι

κ ι

ϕ
τ

 ∂ ∂
− − − + ∂ ∂ 

	 (6)

где ( ) := ( ; ),y k y x k  
, =1

( ) ( )( ) = ( ) ,
ny k y ka x a x

x x x xκι κι
κ ικ ι κ ι

   ∂ ∂ ∂ ∂
   ∂ ∂ ∂ ∂   

∑  ( ) := ( ; ),f k f x k  = 1,2,..., .k K
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Для каждого фиксированного = 1,2,...,k K  функция 1
0 ( )W ℑ  является решением уравнения 

(6) с краевым условием 
	 ( ) | = 0,xy k ∈∂Γ 	 (7)

при этом предполагаются выполненными условия 
	 ( ) = ( ),a x a xκι ικ

	 2 2 2 2

, =1 =1
( ) , ( ) = ( ) , = ,

n n

a a x a a x a xκι κ ι κι κ ι κι κ ι κ
κ ι κ

ξ ξ ξ ξ ξ ξ ξ ξ ξ ξ∗
∗ ∑ ∑  	 (8)

	 | ( ) | , ,b x xβ ∈ ℑ
с фиксированными положительными постоянными ,a∗  ,a∗  β  и произвольными параметрами 

1 2, ,..., ,nξ ξ ξ  кроме того 
	 2( ), ( ) ( ).x f x Lϕ ∈ ℑ 	 (9)

Определение 3. Если совокупность функций 1
0( ) ( )y k W∈ ℑ  ( = 1,2,..., )k K  удовлетворяет 

тождествам 
	 ( ) ( ) ( ( ), ) = ( ) ( ) , = 1,2,..., ,ty k x dx y k f k x dx k Kη η η

ℑ ℑ

+∫ ∫

для любой функции 1
0( ) ( ),x Wη ∈ ℑ  тогда эта совокупность называется слабым решением си-

стемы (6), (7); 1( ) = [ ( ) ( 1)],ty k y k y k
τ

− −  ( ( ), )y k η  определяется соотношением 

	 ( ; ) ( )( ( ), ) = ( ) ( ) ( ; ) ( ) .dy x k d xy k a x b x y x k x dx
dx dx

ηη η
ℑ

 + 
 ∫

Замечание. При фиксированном k  ( = 1,2,..., )k K  соотношение (6) в пространстве 1
0 ( )W ℑ  

описывает краевую задачу относительно ( ).y k
Теорема 1. Пусть выполнены условия (8), (9). Дифференциально-разностная система (6), 

(7) при достаточно малых τ  однозначно разрешима в пространстве 1
0 ( ).W ℑ

Далее получим оценки норм слабого решения ( ),y k  = 1,2,..., ,k K  системы (6), (7), не зави-

сящие от выбора .τ  Обозначим через 2,1,
=1

( ) = ( ) .
k

s
f k f sτℑ ℑ∑   

Теорема 2. В предположении выполнения условий (9), (10) и при 0
1<

4
τ τ

β
≤  для функций 

( ),u k  = 1,2,..., ,k K  справедливы следующие оценки норм слабого решения дифференциаль-
но-разностной системы (7), (8): 

	 ( )4
2,1,( ) 2 ( ) .Ty k e f kβ ϕℑ ℑ ℑ≤ +      	 (10)

	 2 2 2 2 2 2
* 2,1,

=1 =1

( )( ) 2 ( ) ( ( ) ),
m m

t
k k

dy ky m a y k C f m
dx

τ τ ϕℑ ℑ ℑ ℑ+ + ≤ +∑ ∑          	 (11)

не зависящие от шага ;τ  постоянная C  зависит только от *,a  β  и .T
Из утверждений теоремы 2 следует следующее утверждение.
Теорема 3. В предположении выполнения условий теоремы 2 система (7), (8) однозначно 

слабо разрешима в 1
0 ( )W ℑ  и ее решение непрерывно в пространствах 2 ( )L ℑ  и 1

2 ( )W ℑ  по исход-
ным данным ( ),xϕ  ( ).f kτ

Результаты теорем 2 и 3 можно использовать для доказательства существования и постро-
ения слабого решения дифференциальной системы (начально-краевой задачи), соответству-
ющей дифференциально-разностной системе (6), (7).

Для описания дифференциальной системы введем пространство состояний 1,0
0 ( )TW ℑ  этой 

системы и вспомогательное пространство 1
0 ( ),TW ℑ  здесь = (0, ),T Tℑ ℑ×  .T < ∞
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Определение 4. Назовем пространством 1,0
0 ( )TW ℑ  замыкание по норме 

1,0 2 2 1/2

=1 =1(0, )

= ( ( ) )
T

k

N n

x
k T

u u u dxdt
κ

κ
ℑ

ℑ ×

+∑ ∑∫   множества функций 2( , ) ( ),Tu x t L∈ ℑ  следы 0( , )u x t  кото-

рых определены на всех сечениях области Tℑ  плоскостями 0t t=  0( (0, ))t T∈  как элементы про-
странства 1

0 ( )W ℑ  и непрерывно зависят от (0, )t T∈  в норме 1
2 ( ).W ℑ

Определение 5. Если в определении 4 замыкание осуществляется в норме 
1 2 2 2 1/2

=1 =1(0, )

= ( ( ) ) ,
T

k

N n

t x
k T

u u u u dxdt
κ

κ
ℑ

ℑ ×

+ +∑ ∑∫   тогда получаем пространство 1
0 ( ),TW ℑ  плотное в 

1,0
0 ( ):TW ℑ  1 1,0

0 0( ) ( ).T TW Wℑ ⊂ ℑ 

В пространстве 1,0
0 ( ),TW ℑ  учитывая условия (8) и (9), будем искать решение ( , )u x t  диффе-

ренциальной системы (начально-краевой задачи) 

	 ( ) ( ) = ( , ),u ua x b x u F x t
t x xκι

κ ι

 ∂ ∂ ∂
− + ∂ ∂ ∂ 

	 (12) 

	 =0| = ( ), | = 0,t x T
u x uϕ ∈∂Γ 	 (13)

где 2,1( , ) ( )TF x t L∈ ℑ  (элементы ( , )v x t  пространства 2,1( )TL ℑ  принадлежат 1( ),TL ℑ  норма 

определяется соотношением 2 1/2
2,1,

0

= ( ( , ) )
T

T
v v x t dx dtℑ

ℑ
∫ ∫  ).

Определение 6. Функция 1,0
0( , ) ( )Tu x t W∈ ℑ  называется слабым решением дифференциаль-

ной системы (12), (13), если для нее справедливо тождество 

	 ( , )( , ) ( , ) = ( ) ( ,0) ( , ) ( , )T

T T

x tu x t dxdt u x x dx F x t x t dxdt
t

η η ϕ η η
ℑ ℑ ℑ

∂
− + +

∂∫ ∫ ∫

при любой 1
0( , ) ( ),Tx t Wη ∈ ℑ  ( , ) = 0;x Tη  здесь ( , )T u η  определяется соотношением

	 ( , ) ( , )( , ) = ( ) ( ) ( , ) ( , ) .T

T

u x t x tu a x b x u x t x t dxdt
x x

ηη η
ℑ

∂ ∂ + ∂ ∂ ∫

Дифференциальной системе (12), (13) соответствует дифференциально-разностная систе-
ма (6), (7), где функции ( ; )f x k  ( = 1,2,..., )k K  из (6) и ( , )F x t  связаны равенствами 

	 2
( 1)

1( ; ) := ( ; ) = ( , ) ( ),
k

k

f x k f x k F x t dt L
τ

τ
ττ −

∈ ℑ∫  = 1,2,..., .k K

Теорема 4. Пусть выполнены условия (8), (9), тогда дифференциальная система (12), (13) 
слабо разрешима в пространстве 1,0

0 ( ).TW ℑ  Решение определяется как слабый предел последо-
вательности { }( , )Ku x t  функций ( , ),Ku x t  равных ( ; )y x k  при ( ]( 1) , ,t k kτ τ∈ −  = 1,2,..., .k K

В работе получены априорные оценки норм слабых решений дифференциально-разност-
ной системы в пространстве суммируемых функций с носителем в сетеподобной области. 
Предложенный подход имеет ряд преимуществ. А именно, априорные оценки норм слабого 
решения системы (6), (7) дают эффективный инструмент не только для отыскания условий ее 
однозначной разрешимости, но и непрерывности по исходным данным. Кроме того, получено 
обоснование метода полу-дискретизации по временной переменной эволюционной диффе-
ренциальной системы (12), (13): 1) редукция этой системы с пространственной переменной, 
изменяющейся на сетеподобной области к дифференциально-разностной системе (6), (8), 2) 
получение условий, при выполнении которых свойства дифференциально-разностной систе-
мы переносятся на дифференциальную систему. Использование дифференциально-разност-
ной системы для анализа дифференциальной указывают путь алгоритмизации полученных 
результатов, что необходимо при решении прикладных задач. Следует отметить, что пред-



111

ставленные в работе результаты можно использовать при анализе задач управления [6, 7], 
стабилизации [8, 9] дифференциальными системами, а также при изучении различного рода 
сетеподобных процессов прикладного характера [10–12].
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ДОСТАТОЧНОЕ УСЛОВИЕ СУЩЕСТВОВАНИЯ СТАЦИОНАРНОГО РЕЖИМА СМО 
С ДИФФУЗИОННОЙ ИНТЕНСИВНОСТЬЮ ВХОДНОГО ПОТОКА

1Тихоокеанское высшее военно-морское училище им. С. О. Макарова
2Дальневосточный федеральный университет

Д. Б. Прокопьева1, Ю. И. Коробецкая2, Н. И. Головко2

Аннотация. Исследуется система массового обслуживания (СМО) с бесконечным нако-
пителем, одним обслуживающим прибором и экспоненциальным обслуживанием с ин-
тенсивностью µ. На вход СМО поступает дважды стохастический пуассоновский поток, 
интенсивность которого ( )tλ  изменяется на промежутке [ , ],α β  представляет собой 
диффузионный процесс с нулевым коэффициентом сноса 0a = , коэффициентом диффу-
зии 0b >  и упругими границами , .α β

В данной работе рассмотрены первая и вторая модели стационарной СМО в виде си-
стем дифференциальных уравнений относительно характеристик числа заявок. Показано 
достаточное условие существования стационарного режима исследуемой СМО.
Ключевые слова: система массового обслуживания, диффузионный процесс, интенсив-
ность входного потока, стационарный режим по числу заявок, бесконечная система диф-
ференциальных уравнений, производящая функция, дифференциальный оператор.

Введение

Исследование и анализ моделей информационных сетей и систем являются актуальны-
ми современными вопросами [1]. Аналитическими моделями сетей и их элементов являются 
системы массового обслуживания. Основные типы СМО и их модификации исследованы и 
описаны [2]. В [3] изучены марковские случайные процессы, определяющие свойства СМО. В 
результате анализа математических моделей СМО получают вероятностные характеристики, 
которые представляют интерес при оптимизации работы информационных сетей.

При моделировании СМО особое внимание уделяют изучению дважды стохастических по-
токов, которые характеризуются тем, что их интенсивность является случайным процессом. 
Статистический анализ потоков заявок, поступающих на web-серверы глобальных компью-
терных сетей, показывает диффузионный характер изменения интенсивности входного пуас-
соновского потока [4]. В [5, 6] приведен вывод уравнений типа Колмогорова – Чепмена с опе-
ратором Фоккера – Планка относительно вероятностных характеристик числа заявок СМО с 
диффузионной интенсивностью входного потока.

В данной работе исследуется система массового обслуживания с бесконечным накопите-
лем, одним обслуживающим прибором и экспоненциальным обслуживанием с интенсивно-
стью .µ  На вход СМО поступает дважды стохастический пуассоновский поток, интенсив-
ность которого ( )tλ  изменяется на промежутке [ , ]x α β∈  и представляет собой диффузионный 
процесс с нулевым коэффициентом сноса 0,a =  коэффициентом диффузии b  и упругими 
границами , .α β

Обозначим через λ̂  интенсивность входного потока в стационарном режиме. Пусть 
ˆˆ( ) { , },kq x dx P v k x x dxλ= = ≤ < +  где ( )kq x  – стационарные характеристики числа заявок, v̂  – 

число заявок в стационарном режиме, 0;k ≥  ˆ( ) { },f x dx P x x dxλ= ≤ < +  ( )f x  – стационарная 

плотность интенсивности входного потока, [ , ].x α β∈  Интегралы ( ) ,k kq x dx p
β

α

=∫  0,k ≥  пред-

ставляют собой стационарное распределение числа заявок.
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Функции ( ),f x  ( )kq x  рассматриваем в пространстве непрерывно дифференцируемых 
функций 2[ , ].C α β

Основные результаты

В [5] показано, что функции ( ),kq x  0,k ≥  удовлетворяют системе дифференциальных 
уравнений: 

	 ( ) ( ) ( )0 0 1 0, 0,
2
b q x xq x q x kµ′′ − + = = 	 (1)

	 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1 0, 1,
2 k k k k
b q x xq x x q x q x kµ µ− +′′ + − + + = ≥ 	 (2)

с краевыми условиями: 
	 ( ) 0,kq α′ =  ( ) 0,kq β′ =  0.k ≥ 	 (3)

Причем выполняется условие нормировки: 
0

( ) ( ).k
k

q x f x
≥

=∑
Систему дифференциальных уравнений (1)–(2) во внутренних точках вместе с краевыми 

условиями (3) и условием нормировки (4) назовем первой моделью стационарной СМО.
Обозначим новые функции через 
	

1
( ) ( ),n k

k n
g x q x

≥ +

= ∑  0.n ≥

В результате бесконечного числа суммирования уравнений (1)–(3) по ,k  где 1 ,n k+ ≤ < ∞  
каждый раз при фиксированном параметре 0,n ≥  получим вторую модель стационарной СМО 
в виде системы дифференциальных уравнений, ( , ):x α β∈

	 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )0 0 1 0 , 0,
2
b g x xg x g x g x xf x nµ µ′′ − + = − = 	 (4)

	 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1 0, 1,
2 n n n n
b g x xg x x g x g x nµ µ− +′′ + − + + = ≥ 	 (5)

с краевыми условиями 
	 ( ) 0,ng α′ =  ( ) 0,ng β′ =  0.n ≥ 	 (6)
Для решения краевой задачи (4)–(6) введем производящую функцию
	 ( ) ( )

0
, ,n

n
n

F x z g x z
≥

= ∑  1, ,z z C≤ ∈ 	 (7)

определенную на множестве {( , ) : [ , ], 1, }.xzD x z x z z Cα β= ∈ ≤ ∈
В [7] показано, что производящая функция ( , )F x z  удовлетворяет следующей краевой за-

даче 

	 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 ''
0, [ ] ,

2 xx
bF x z xz x z zF x z g x xzf xµ µ µ− + + + = − 	 (8)

с краевыми условиями
	 ( ), 0,xF zα′ =  ( ), 0.xF zβ′ = 	 (9)

Обозначим ( )x f x dx
β

α

λ = ∫  – среднее значение интенсивности входного потока в стацио-

нарном режиме.
В [7] доказано, что неравенство λ µ<  является необходимым условием существования 

стационарного режима и неотрицательности характеристик ( )kq x  и ( )kg x  стационарной 
СМО.
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Для доказательства достаточного условия существования и единственности решения кра-
евой задачи (4)–(6) введем линейное пространство L  таких степенных рядов

	 ( ) ( )
0

, ,n
n

n
h x z h x x

≥

= ∑  ( ) [ ]2 , ,nh x C α β∈

что ряды ( , ),h x z  ( , ),xh x z′  ( , )xxh x z′′  сходятся равномерно и абсолютно по ,x z  на множестве 
.xzD  Функции h L∈  являются непрерывными и ограниченными на множестве ,xzD  непрерыв-

ными и ограниченными являются их частные производные по x  первого и второго порядков 
на множестве .xzD  Будем считать частные производные функций по x  первого и второго по-
рядка непрерывно продолжаемыми при ,x α→  .x β→

Решение ( , )F x z  краевой задачи (8)–(9) будем искать в пространстве .L
Преобразуем дифференциальное уравнение (8) к виду

	 ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )0,
1 , , .

2 xx

F x z g x bx z F x z F x z xf x
z

µ µ
−

′′− − + + = − 	 (10)

Введем линейный оператор :K L L→  сдвига коэффициентов степенного ряда

	 ( ) ( ) ( ) ( )0
1

0

,
, k

k
k

F x z g x
K F x z g x z

z +
≥

−
= = ∑

и функцию ( , ) ( , ).xxx z F x z′′Θ =
По определению коэффициенты степенного ряда ( , )x zΘ  являются непрерывными функ-

циями. Обозначим через W  линейное пространство степенных рядов, сходящихся равномер-
но и абсолютно по ,x  z  на множестве ,xzD  с непрерывными коэффициентами. Степенной ряд 

( , )x zΘ  принадлежит .W  Линейный оператор K  отображает .W W→
Решение уравнения (8) имеет вид

	 ( ) ( ) ( )1, , ,
x v

F x z u z dudv C z
α α

= Θ +∫ ∫ 	 (11)

где 1( ) ( , )C z F zα=  при ,z R∈  0,z >  1( ) 0.C z ≥
Введем оператор 0 : ,A W W→  действующий следующим образом:

	 ( ) ( )0 , , .
x v

A x z u z dudv
α α

Θ = Θ∫ ∫
Из (11) следует 0 1( , ) ( , ) ( ).F x z A x z C z= Θ +

С учетом введенных обозначений уравнение (10) преобразуется к виду

	 ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )0 1, 1 , , .
2
bKF x z x z A x z C z x z xf xµ µ− − + Θ + + Θ = − 	 (12)

Введем операторы 1 : ,A W W→  2 : ,A W W→  действующие следующим образом:

	 ( ) ( )( ) ( )1 0
2, 1 , ,A x z x z A x z
b

µΘ = − + Θ

	 ( ) ( )2 0
2, , ,A x z KA x z
b
µ

Θ = − Θ

функцию 2( ) ( ).x xf x
b

η = −  С учетом введенных обозначений уравнение (12) примет вид

	 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )1 2 1 1
2 2, , , 1 .A x z A x z x z x x z C z KC z
b b

µη µ− Θ − Θ + Θ = + − + − 	 (13)

Обозначим через Ι  единичный оператор пространства .W
Введем операторы : ,A W W→  3 : ,A W W→  действующие следующим образом:

	 1 2 ,A A A= +
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	 ( ) ( )( ) ( ) ( )3 1 1 1
2 21 ,A C z x z C z KC z
b b

µµ= − + −

обозначение 1 3 1( ( )) ( ) ( ).C z x A C zξ η= +  С учетом введенных обозначений уравнение (13) пре-
образуется к виду

	 ( ) ( ) 1, ( ( )).A x z C zξΙ − Θ = 	 (14)
Обозначим [ , ].M C α β=
Введем в линейном пространстве W  норму элементов ( , ):h x z
	 ( )

0 0
,n nW M

n n
h d h x

≥ ≥

= =∑ ∑ 	 (15)

	 ( )
[ ]

( )
,

max ,n n nM x
d h x h x

α β∈
= =

согласованную с нормой элементов ( )nh x  в полном линейном пространстве [ , ].C α β
По норме (15) W  является полным нормированным пространством, т. е. банаховым про-

странством [8, 9]. Символом ( )V U  будем обозначать пространство линейных ограниченных в 
W  операторов ,U  отображающих пространство W  в себя. По операторной норме 

	 ( ) 0 1
sup sup

W W

W
V W W

h hW

Uh
U U Uh

h≠ =
= = =

( )V W  является банаховым пространством.
Полнота линейного пространства W  показывается стандартным образом [8, 9].
Получены оценки норм операторов ,K  0 ,A  1,A  2 ,A  U  на основе которых выполнена оцен-

ка нормы оператора :A

	 ( )( )1 2 1 2
6 .A A A A A B
b

β µ β α= + ≤ + ≤ + − =

Если 1,B <  т. е. ( )( )6 1,
b

β µ β α+ − <  то 1A <  и уравнение (14) при каждом 0 ( )g x  имеет 

единственное решение
	 ( ) 1 3 1

0 0 0
, ( ( )) ( ) ( ).n n n

n n n
x z A C z A x A A C zξ η

≥ ≥ ≥

Θ = = +∑ ∑ ∑ 	 (16)

Из краевого условия ( , ) 0xF zβ′ =  следует ( , ) 0.v z dv
β

α

Θ =∫  В результате интегрирования ра-

венства (16) получим краевое условие для нахождения 1( )C z

	 ( ) 3 1
0 0

, ( ) ( ) 0,n n

n n
v z dv A v dv A A C z dv

β β β

α α α

η
≥ ≥

Θ = + =∑ ∑∫ ∫ ∫
которое имеет единственное решение.

Теорема. Достаточным условием существования и единственности стационарного режи-
ма СМО по числу заявок является условие 

	 26( )( ) .bβ µ β α+ − <

Заключение

В работе рассмотрены первая и вторая стационарная модель СМО по числу заявок в виде 
систем дифференциальных уравнений с краевыми условиями относительно характеристик 
числа заявок. Показано достаточное условие существования стационарного режима исследу-
емой СМО.
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УДК 517.925

ФАЗОВЫЕ ТРАЕКТОРИИ ЛИНЕЙНЫХ ОДНОРОДНЫХ АВТОНОМНЫХ 
ДИНАМИЧЕСКИХ СИСТЕМ ТРЕТЬЕГО ПОРЯДКА

1Московский авиационный институт
2Институт проблем механики им. А. Ю. Ишлинского РАН

А. А. Пунтус1, А. И. Федюшкин2

Аннотация. Предлагаемая статья посвящена исследованию проблемы построения фазо-
вых траекторий в окрестности особой точки – начала координат линейной однородной 
автономной динамической системы 3-го порядка. Данной проблемы коснулся В. И. Ар-
нольд в своем учебнике [1] в достаточно ограниченном объеме, предложив читателю 
продолжить данное исследование. Данная работа представляет собой более расширенное 
представление о данной проблеме и предлагает более содержательное и обоснованное 
развитие этого исследования, рассмотренное в [2] и может быть включено в програм-
му обучения студентов и аспирантов университетов [3, 4]. Данные результаты имеют не 
только теоретическое значение для обыкновенных дифференциальных уравнений, а мо-
гут быть полезны для исследования течения жидкости и газа, например, использованы 
при анализе численных результатов CFD моделирования.
Ключевые слова: автономная динамическая система, собственные значения, собствен-
ные векторы, особые точки, инвариантные прямые, инвариантные плоскости, фазовые 
траектории.

Вследствие сложности и новизны данного исследования сначала обратим внимание на вве-
дение важных для последующего определений инвариантных прямых и инвариантных пло-
скостей линейных однородных автономных динамических систем третьего порядка в случае 
различных корней характеристического уравнения исследуемой системы. 

Рассмотрим линейную автономную динамическую систему 3-го порядка нижеследующего 

вида 
11 12 13

21 22 23

31 32 33

.
x a a a x
y a a a y
z a a a z

    
    =    
    
    







 Матрица 
11 12 13

21 22 23

31 32 33

a a a
a a a
a a a

 
 =  
 
 

A  данной системы может рассма-

триваться как линейный оператор преобразующий  вектор 
x
y
z

 
 
 
 
 

 в соответствующий вектор 

.
x
y
z

 
 
 
 
 







 Как известно из курса линейной алгебры [5], если в линейном пространстве задан линей-

ный оператор ,A  который все векторы некоторого подпространства переводит в векторы это-
го же пространства, тогда это подпространство называется инвариантным относительно опе-
ратора .A

Действительно, когда собственные значения 1  ,λ  2  ,λ  3 λ  – действительные числа, каждому 
собственному вектору линейного оператора A  соответствует одномерное инвариантное 
подпространство, а каждой паре собственных векторов, принадлежащих различным соб-
ственным значениям, которые попарно различны между собой, соответствует двумерное инва-
риантное подпространство. Следовательно, если 1  ,λ  2  ,λ  3 λ  – действительные числа, то в 3R  
имеются три одномерных инвариантных подпространства (три инвариантные прямые) и три 
двумерных инвариантных подпространства (три инвариантные плоскости). Если собствен-
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ные векторы имеют координаты 
1

1 1

1

 ,
x

H y
z

 
 =  
 
 

 
2

2 2

2

 ,
x

H y
z

 
 =  
 
 

 
3

3 3

3

,
x

H y
z

 
 =  
 
 

 то канонические уравнения 

инвариантных прямых имеют вид: 

	
1 1 1

    ,x y z
x y z

= =   
2 2 2

,x y z
x y z

= =   
33 3

.x y z
x y z

= =

Канонические уравнения инвариантных плоскостей, содержащих инвариантные прямые, 
имеют вид:

	
1 2

1 2

1 2

0,
x x x
y y y
z z z

=   
2 3

2 3

2 3

0,
x x x
y y y
z z z

=   
3 1

3 1

3 1

0.
x x x
y y y
z z z

=

Рассмотрим теперь фазовые траектории в окрестности особой точки – начала координат 
трёхмерного инвариантного пространства линейной однородной автономной динамической 
системы 3-го порядка с постоянной матрицей ,A  Rang 3,=A  вида: 

	
11 12 13

21 22 23

31 32 33

.
x a a a x
y a a a y
z a a a z

    
    =    
    
    







Матрица данной системы может рассматриваться как линейный оператор преобразующий 

вектор 
x
y
z

 
 
 
 
 

 в соответствующий вектор .
x
y
z

 
 
 
 
 







Составим характеристическое уравнение матрицы данной системы: ( )det 0Eλ− =A  или 

11 12 13

21 22 23

31 32 33

0.
a a a

a a a
a a a

λ
λ

λ

−
− =

−
 Сначала рассмотрим случай действительных различных корней 

характеристического уравнения данной матрицы. Раскрывая определитель, стоящий в левой 
части, получим: 3 2 0,λ µλ βλ γ+ + + =  где ,µ  ,β  γ  – различные действительные числа, 

11 22 33 ),(a a aµ = − + +   det .γ = −  Решив полученное кубическое уравнение, получаем действи-
тельные корни 1  ,λ  2  ,λ  3 .λ  Так как эти корни – действительные и попарно различные, то, опре-
делив собственные векторы 1,H  2 ,H  3,H  получаем общее решение системы в следующем 

виде: 31 2
1 1 2 2 3 3 ,tt t

x
y C H e C H e C H e
z

λλ λ

 
  = + + 
 
 

 где векторы 1,H  2 ,H  3H  определяют инвариантные 

прямые, являющиеся одновременно собственными векторами и фазовыми траекториями.
Если же 1λ  является действительным корнем, а 2 λ  и 3 λ  являются комплексно-сопряжён-

ными, т. е. 2,3 ,iλ µ δ= ±  то общее решение данной системы будет иметь вид: 

	 ( )1
1 1 2 2 3 3 2 3 cos  sin ( sin cos ) ,t t t

x
y C H e C H t H t e C H t H t e
z

λ µ µδ δ δ δ
 
  = + + + − 
 
 

где векторы 1,H  2 ,H  3H  определяют инвариантные прямые и попарно – инвариантные пло-
скости.
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Рассмотрим конкретный пример линейной автономной динамическая системы 
3 3 1
3 2 2 .
1 2 0

x   x
y   y
z   z

−    
    = −    
    −    







 Характеристическое уравнение матрицы данной системы 

3 3 1
3 2 2 0
1   2

λ
λ

λ

− −
− − =

− −
 имеет корни: 1 1,λ = −  2,3 1 .iλ = ±  Инвариантную прямую для 1 1λ = −  

определяет решение системы 1 2 3

1 2 3

4 3 0
2 0

,
3

h h h
h h h

− + =
 − + =

 т. е. собственный вектор 1

1
1 .
1

H
 
 =  
 − 

 Для ком-

плексных корней 2,3 1 .iλ = ±  выбрав значение 2 1 iλ = +  и, решив систему ( )
1 2 3

1 2 3

(2 ) 3 0
,

3 3 2 0
i h h h

h i h h
− − + =

 + − − + =
 

определяем решение 

	 ( )1

1 1 1 1 1
0 cos 1 sin 0 sin 1 cos .

1 1 0 1 0

i t t

i
i e t t i t t e+

 − +  − −   − −          
             = + − + − −             
                          

Следовательно, общее решение данной системы динамической системы имеет вид:

	 1 2 3

1 1 1 1 1
1 0 cos 1 sin  0 sin 1 cos
1 1 0 1 0

.t t t

x
y C e C t t e C t t e
z

−

 − −   − −            
              = + + − + − −              

              −              

Уравнениями инвариантных прямых являются: ,
1 1 1
x y z

= =
−

 
01 1

x y z
= =

−
 и 

1
.

1 0
x y z

−
= =

−
Уравнение инвариантной плоскости, включающей инвариантные прямые, соответствую-

щие комплексно-сопряжённым корням характеристического уравнения, имеет вид: 
1 1

 0 1 0
1 0

x
y
z

− −
− =  или 0.x y z+ + =

Рассмотрим теперь линейную автономную динамическую систему 3-го порядка следующе-

го вида 
11 12 13

21 22 23

31 32 33

.
x a a a x
y a a a y
z a a a z

    
    =    
    
    







 С другой точки зрения, матрица 
11 12 13

21 22 23

31 32 33

a a a
a a a
a a a

 
 =  
 
 

A  данной 

системы может рассматриваться как линейный оператор преобразующий  вектор 
x
y
z

 
 
 
 
 

 в соот-

ветствующий вектор .
x
y
z

 
 
 
 
 







 Линейные системы дифференциальных уравнений такого вида 

рассмотрены в [6] в аналогичной операторной форме. Как известно из курса линейной алге-
бры [5], если в линейном пространстве задан линейный оператор ,A  который все векторы 
некоторого подпространства переводит в векторы этого же пространства, тогда это подпро-
странство называется инвариантным относительно оператора .A
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Действительно, когда корни 1,λ  2 ,λ  3 λ  – действительные числа, каждому собственному 
вектору линейного оператора A  соответствует одномерное инвариантное подпростран-
ство, а каждой паре собственных векторов, принадлежащих различным собственным значе-
ниям, которые попарно различны между собой, соответствует двумерное инвариантное под-
пространство. Следовательно, если 1,λ  2 ,λ  3 λ  – действительные числа, то в 3R  имеются три 
одномерных инвариантных подпространства (три инвариантные прямые) и три двумерных 
инвариантных подпространства (три инвариантные плоскости). Если собственные векторы 

имеют координаты 
1

1 1

1

 ,
x

H y
z

 
 =  
 
 

 
2

2 2

2

 ,
x

H y
z

 
 =  
 
 

 
3

3 3

3

,
x

H y
z

 
 =  
 
 

 то канонические уравнения инвариант-

ных прямых имеют вид:

	
1 1 1

    ,x y z
x y z

= =   
2 2 2

,x y z
x y z

= =   
33 3

.x y z
x y z

= =

Канонические уравнения инвариантных плоскостей, содержащих инвариантные прямые, 
имеют вид: 

	
1 2

1 2

1 2

0,
x x x
y y y
z z z

=   
2 3

2 3

2 3

0,
x x x
y y y
z z z

=   
3 1

3 1

3 1

0.
x x x
y y y
z z z

=

Перейдём теперь к возможному варианту когда среди корней характеристического уравне-
ния матрицы A  имеется действительный корень 1 λ  и пара комплексно-сопряжённых корней 

2 λ  и 3 ,λ  т. е. 2,3 .iλ µ δ= ±  В этом случае для данной динамической системы можно указать со-
ответствующее 3-х мерное инвариантное пространство, координатами которого является ин-
вариантная прямая, соответствующая действительному корню и две инвариантные прямые 
соответствующие комплексно сопряжённым корням. В этом случае общее решение данной си-
стемы будет иметь вид: 

	 ( )1
1 1 2 2 3 3 2 3 ,cos sin ( sin cos )t t t

x
y C H e C H t H t e C H t H t e
z

λ µ µδ δ δ δ
 
  = + + + − 
 
 

где векторы 
1

1 1

1

 ,
x

H y
z

 
 =  
 
 

 
2

2 2

2

 ,
x

H y
z

 
 =  
 
 

 
3

3 3

3

x
H y

z

 
 =  
 
 

 определяют инвариантные прямые и попарно – 

инвариантные плоскости. Следовательно, у данного линейного оператора A  имеется един-
ственное одномерное и единственное двумерное инвариантные подпространства. Для соб-
ственного значения 1 λ  – этим одномерным инвариантным подпространством является 
инвариантная прямая, каноническое уравнение которой имеет вид 

1 1 1

    ,x y z
x y z

= =  а для ком-

плексно-сопряжённых векторов 2,3 iλ µ δ= ±  двумерным инвариантным подпространством 

является плоскость, каноническое уравнение которой имеет вид: 
2 3

2 3

2 3

0.
x x x
y y y
z z z

=

Рассмотрим теперь примеры построения фазовых траекторий в окрестности особой точ-
ки – начала координат линейных однородных автономных динамических систем 3-го порядка 
при наличии различных действительных корней характеристического уравнения матрицы A 
или действительного и пары комплексно-сопряжённых корней. Все рассматриваемые случаи 
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таких корней представляет следующая таблица, изображённая на рис. 1, возможных нагляд-
ных условных вариантов расположения корней относительно начала координат и действи-
тельной оси. При этом точкой обозначатся значение действительного корня и двумя верти-
кально расположенными точками – пара комплексно-сопряжённых корней относительно 
нуля на действительной оси. Итак, возможные варианты различных действительных корней 
или действительного и пары комплексно-сопряжённых корней показаны на рис. 1.

Заметим, что для наглядности графического изображения фазовых траекторий рассматри-
ваемых линейных однородных автономных динамических систем 3-го порядка вблизи особой 
нулевой точки, если инвариантные прямые окажутся не ортогональными между собой, то 
обязательно необходимо провести ортогонализацию совокупности инвариантных прямых и, 
следовательно, преобразование системы координат Oxyz  в ортогональную систему 1 2 3Oξ ξ ξ  с 
помощью одного из известных из курса алгебры [5] метода ортогонализации Грама Шмидта 
или преобразованием матрицы A невырожденным преобразованием с помощью матрицы из 
инвариантных векторов к Жордановой структуре из соответствующих ортогональных векто-
ров (далее эти ортогональные векторы определяют инвариантные прямые – оси координат 
ортогональной системы 1 2 3.Oξ ξ ξ  Полагаем также в этих примерах при иллюстрации множе-
ства фазовых траекторий рассматриваемых динамических систем, что если требуется такая 
ортогонализация, то это преобразование реализовано и данная система инвариантных пря-
мых и инвариантных плоскостей приведена к их ортогональному расположению в трёхмер-
ном пространстве на рис. 2. 

Таким образом, при построении фазового портрета автономной динамической системы 
3-го порядка фазовые траектории строятся уже с учётом типа этих траекторий на инвариант-
ных плоскостях, расположенных ортогонально. В этом случае данные инвариантные прямые 
являются ортогональными координатами. Соответствующее изображение фазовых траекто-
рий в рассматриваемых случаях рис. 1 имеет вид, представленный на рис. 2. 

Для отмеченного единообразия рисунков заметим также, что если полученная при реше-
нии конкретного примера система Oxyz  окажется ортогональной, то она на рисунке переиме-
нуется в систему 1 2 3Oξ ξ ξ  по аналогии с [1, 2]. Таким образом, во всех примерах графического 
построения фазовых траекторий вблизи особой точки – начала координат  автономной дина-
мической системы 3-го порядка соответствующая система инвариантных прямых, инвариант-
ных плоскостей и фазовых траекторий изображается в ортогональной системе координат 

Рис. 1. Возможное расположение рассматриваемых корней характеристического уравнения 
матрицы A  линейной однородной автономной динамической системы 3-го порядка
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1 2 3.Oξ ξ ξ  В пособии [2] приведены конкретные примеры, иллюстрирующие данные, представ-
ленные на рис. 1 и 2 для конкретных примеров.

Рис. 2. Картина фазовых траекторий в окрестности соответствующей особой точки 
системы 3-го порядка в ортогональной системе координат 1 2 3Oξ ξ ξ
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УДК 531.011

О ПРИМЕНЕНИИ КОСВЕННОГО ВАРИАЦИОННОГО ПРИНЦИПА 
ДЛЯ ПОСТРОЕНИЯ ДИСКРЕТНОЙ МОДЕЛИ ДВИЖЕНИЯ МАЯТНИКА 

С ВИБРИРУЮЩИМ ПОДВЕСОМ

Российский университет дружбы народов

В. М. Савчин, Ф. Т. Чинь

Аннотация. В работе построено действие по Гамильтону для задачи о движении маятни-
ка с точкой подвеса, совершающей колебания вдоль прямой, составляющей малый угол α 
с вертикалью. На его основе построена соответствующая разностная схема. Проведены её 
исследования методами численного анализа.
Ключевые слова: перевернутый маятник, действие по Гамильтону, разностная схема.

Введение

Настоящая работа восходит к статьям [1–3] и имеет целью построение и исследование 
дискретной модели движения маятника с вибрационным подвесом с трением на основе кос-
венного вариационного принципа Гамильтона. Математическая модель с непрерывным вре-
менем движения такого маятника после работ П. Л. Капицы, Н. Н. Боголюбова стала базовой 
в нелинейной механике. Выявлена её взаимосвязь с некоторыми задачами физики (см. обзор 
литературы в [4, 5]).

1. Построение косвенного вариационного принципа для одной краевой задачи 
для дифференциального уравнения второго порядка

Рассмотрим следующую краевую задачу:
	 ( ) ( ) ( )sin ( ) cos 0, (0, ) ,N u u k t u t u t u t lϕ ψ≡ + + + = ∈  	 (1)
	 [ ]{ }2

0 10
( ) 0, : , .

t t l
D N u U C l u a u a

= =
= ∈ = = = 	 (2)

Здесь ( )u t  – неизвестная функция, 2[0, ],k C l∈  ,  [0, ]C lϕ ψ ∈  – заданные функции, 0a , 1a  – за-

данные числа, ( ) ,du tu
dt

=  
2

2

( ) .d u tu
dt

=

Уравнения, изученные в работах [1–3], являются частными случаями (1).
Обозначим [0, ].V C l=  Зададим билинейную форму , :V U R⋅ ⋅ × →  вида

	
0

, ( ) ( ) .
l

v g v t g t dt= ∫ 	 (3)

Будем говорить, что задача (1), (2) допускает прямую вариационную формулировку отно-
сительно (3), если существует дифференцируемый по Гато функционал : ( )NF D N R→  такой, 
что его дифференциал

	 [ ] ( ) ( ) ( ), , , , .N uF u h N u h u D N h D Nδ ′= ∀ ∈ ∀ ∈ 	
Здесь ( )uD N ′  – область определения производной Гато uN ′  оператора N  в точке ( ).u D N∈  

При этом говорят также, что оператор N  является потенциальным на ( )D N  относительно 
билинейной формы (3).

Критерий потенциальности N  на выпуклом множестве ( )D N  – это условие симметрично-
сти вида [6, 7]
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	 , , , ( ), , ( ).u u uN h g N g h u D N h g D N′ ′ ′= ∀ ∈ ∀ ∈ 	
При его выполнении искомый функционал NF  – действие по Гамильтону – может быть 

найден по формуле

	 [ ] ( )( )
1

0

, const,NF u N u u u u u dλ λ= + − − +∫    	 (4)

где u  – произвольный фиксированный элемент из ( ).D N
Теорема 1. При ( ) 0k t ≠  задача (1), (2) не допускает прямой вариационной формулировки 

относительно билинейной формы (3).
Обозначим ( ) ( ) ( ),N u M t N u=  ( ),u D N∈  где ( ) 0M t ≠  на [0, ]l  – искомый вариационный 

множитель, определяемый из условия, чтобы оператор N  был потенциальным на ( ) ( )D N D N=  
относительно билинейной формы (3).

Теорема 2. Для задачи (1), (2) существует вариационный множитель вида ( )( ) .
k t dtM t e∫=

Используя формулу (4), находим действие по Гамильтону для ( )N u  в виде

	 [ ] 2

0

1 cos sin .
2

l

NF u M u u u dtϕ ψ ϕ = − − + + 
 ∫

 	 (5)

2. Построение и исследование дискретного аналога задачи (1), (2) 
на основе функционала (5)

Разобьем отрезок [0, ]l  на m  равных частей узлами ( )0, ,it i i mτ= =  где 1 .m lτ −=  Введем 
операторы сужения

	 ( )0 1 2 1( ) ( ), ( ), ( ), , ( ), ( ) T
r r m mT u t u u t u t u t u t u t−= =  	

(столбец высоты 1r m= + ). Такие столбцы образуют линейное пространство, которое будем 
обозначать .rU  Для удобства напишем ( ).i iu u t=

Обозначим FN  – оператор дискретного аналога задачи (1), (2) на основе функционала (5). 
Положим { }0 0 1( ) : ,F r r mD N u U u a u a= ∈ = =  и { }0( ) : 0 .F r r mD N h U h h′ = ∈ = =
Функционал (5) заменяем разностным действием по Гамильтону

	 [ ]
21

1

0

1 cos sin ,
2

m
i i i ii i

r i i
i

u ulF u M u u
m

ϕ ψ ϕ
τ

−
+

=

 − = − − + +  
   

∑ 	

где ( ),i
iM M t=  ( )i

itϕ ϕ=  и ( ).i
itψ ψ=

Из действия [ ]rF u  получаем систему разностных уравнений

	 ( ) 11 1
2 2 sin cos 0, 1, 1.i i i i i i ii i i i

F r i i
u u u uN u M M M u M u i mϕ ψ

τ τ
−+ −− −

≡ − + + = = − 	 (6)

Отсюда находим решение этой системы

	 ( )
1

2 2
1 1

0 0 1

sin cos , 1, 1,

, .

i
i i

i i i i i ii

m

Mu u u u u u i m
M

u a u a

τ ϕ τ ψ
−

+ −= + − − − = −

= =
	

Перейдем к следующему частному случаю уравнения (1). Рассмотрим уравнение движения 
маятника, точка подвеса которого осциллирует по синусоидальному закону вдоль прямой, на-
клоненной к вертикальной оси OY  под углом α  [8]:

	 ( )
2 2

1

0 0 1

sin( ) cos sin( )sin( ) sin cos 0, 0, ,

, ,m

g A t A tN u u u u u t l
d d

u a u a

ω ω α ω ω ασ −
≡ + + − = ∈

= =

 

	 (7)
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где u  – угол отклонения маятника от нижнего вертикального положения равновесия, σ  – ко-
эффициент трения, d  – длина маятника, g  – ускорение свободного падения, ω  – частота ко-
лебаний точки подвеса, A  – амплитуда колебаний точки подвеса.

С помощью (6) запишем дискретный аналог задачи (7)

	

( ) ( )

( )

1

2
1 1

1, 2 2

2

0 0 1

sin cos
sin

sin sin
cos 0, 1, 1,

, .

i i i

i

t t ti i i i i
F r i

t
i

m

g A tu u u uN u e e e u
d

A t
e u i m

d

u a u a

σ σ σ

σ

ω ω α
τ τ

ω ω α

−+ − −− −
≡ − + +

 
+ − = = − 

 
= =

Решение этой системы находится по формулам

 ( ) ( ) ( )2 2
2 2

1 1

0 0 1

sin cos sin sin
sin cos , 1, 1,

, .

i i i i i i

m

g A t A t
u u e u u u u i m

d d
u a u a

στ ω ω α ω ω α
τ τ−

+ −

−
= + − − + = −

= =
	(8)

Для проведения численных экспериментов положим:
• коэффициент трения 0.1, 0.5,1σ = (см. ниже),
• ускорение свободного падения 29.8 ,g = ì ñåê
• длина 1 ,d = ì
• амплитуда колебаний точки подвеса 0.1 ,A = ì
• угол 0.06,α =
• частота колебаний точки подвеса 50 ,Hzω =

•  2 ,l T=  отрезок [ ]0,2 ,T  2
5

T π
=  с количеством узлов 200,m =  значения функции в конеч-

ных точках 0 0.mu u= =
На рис. 1 изображены решения системы (8) при различных указанных значениях .σ

(а)
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(б)

(в)

Рис 1. u  – решение (8), 4RKu  – решение по методу Рунге – Кутта

Чтобы исследовать влияние длины d  на вид решения, зафиксируем значение 0.1,σ =  по-
следовательно полагая 0.5, 0.75,1,d =  а остальные параметры неизменны. Полученные графи-
ки решений системы (8) изображены на рис. 2.

Заключение

Представлен вариационный подход к построению разностной схемы для задачи о движе-
нии маятника, точка подвеса которого осциллирует вдоль прямой, составляющий малый угол 
с вертикалью. Приведены результаты численного моделирования при различных параметрах 
задачи. Найденные решения показывают, что при достаточно малой амплитуде колебаний и 
достаточно большой частоте колебаний точки подвеса, маятник совершает периодическое 
движение. Это согласуется с соответствующим теоретическим результатом статьи [8] для си-
стемы с непрерывным временем.
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(а)

(б)

(в)

Рис 2. u  – решение (8), 4RKu  – решение по методу Рунге – Кутта
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УДК 531.011

О ВАРИАЦИОННЫХ СИММЕТРИЯХ И ПРЕДСТАВЛЕНИИ В ФОРМЕ УРАВНЕНИЙ 
ГАМИЛЬТОНА – ОСТРОГРАДСКОГО ОДНОГО ОДУ ЧЕТВЕРТОГО ПОРЯДКА

Российский университет дружбы народов

Т. И. Хонг

Аннотация. В работе получены необходимые и достаточные условия, при которых ОДУ 
четвертого порядка допускает прямую вариационную формулировку, построено дей-
ствие по Гамильтону – Остроградскому, исследована представимость уравнения в форме 
уравнений Гамильтона – Остроградского и установлена взаимосвязь между вариацион-
ными симметриями и первыми интегралами рассматриваемого уравнения. В работе ис-
пользуются методы аналитической динамики, современные методы решения обратных 
задач вариационного исчисления и нелинейного функционального анализа.
Ключевые слова: производная Гато, билинейная форма, прямая вариационная формули-
ровка, действие по Гамильтону – Остроградскому, уравнения Гамильтона – Остроградско-
го, генератор преобразования, инвариант абсолютный, вариационная симметрия, генера-
тор симметрии, первый интеграл.

Введение

Известно (см. [4]), что уравнение допускает прямую вариационную формулировку относи-
тельно заданной билинейной формы, если его оператор является потенциальным.

В современной литературе механику, в которой рассматривается функция Лагранжа, зави-
сящая от высших производных, называют механикой Остроградского.

В работе М.В. Остроградского [1] были заложены основы механики с высшими произво-
дными. Дальнейшее развитие механики с высшими производными получено, в частности, в 
работе [2]. В работах [5–7] изложены подходы к построению действия по Гамильтону для опе-
раторного уравнения со второй производной по времени.

Первые интегралы играют важную роль в математике, механике, физике. В современной 
литературе известны различные способы исследования инвариантности уравнений движения 
и соответствующих им функционалов. В частности, эти вопросы рассматривались в работах 
[8–10].

Основная цель работы – исследовать вопрос о прямой представимости ОДУ в форме урав-
нений Гамильтона-Остроградского, установить взаимосвязь между вариационными симме-
триями и первыми интегралами рассматриваемого уравнения.

Будем следовать обозначениям и терминологии работ [4–10].

1. О представлении одного ОДУ четвертого порядка 
в форме уравнений Гамильтона – Остроградского

Рассматривается уравнение 

	
4

( )

1
( ) ( ) ( ) ( , ( )) 0,i

i o
i

N u a t u t a t u t
=

≡ + =∑  0 1( , ).t t t∈ 	 (1)

Здесь ( )u u t=  – неизвестная функция, 0 1[ , ]( 1, 4),i
ia C t t i∈ =  1

0 0 1([ , ] )a C t t∈ ×  – заданные 
функции.

Положим 
	 { }4

0 1 0 1 1 2 0 3 1 4:( ) [ , ] ( ) , ( ) , ( ) , ( ) .D N u U C t t u t u t u t u tϕ ϕ ϕ ϕ′ ′= ∈ = = = = = 	 (2)
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Тогда 
	 { }4

0 1 0 1 0 1( ) [ , ] ( ) 0, ( ) 0, ( ) 0, ( ) 0 .:uD N h U C t t t h t h th h t′ ′ ′= ∈ = = = = =

Отметим, что в данном случае 0 1[ , ].V C t t=
Будем рассматривать билинейную форму 

	
1

0

( , ) ( ) ( ) . 
t

t

v g v t g t dtΦ = ∫ 	 (3)

Определение 1 [4]. Оператор : ( )N D N U V⊂ →  называется потенциальным на множестве 
( )D N  относительно билинейной формы ,Φ  если существует дифференцируемый по Гато 

функционал : ( ) ( )N NF D F D N= →  такой, что 
	 [ , ] ( ( ), )NF u h N u hδ = Φ  ( ),u D N∀ ∈  ( ).uh D N ′∀ ∈
В этом случае говорят, что уравнение ( ) 0,N u =  ( )u D N∈  допускает прямую вариацион-

ную формулировку на ( )D N  относительно билинейной формы .Φ  При этом NF  называется 
потенциалом оператора ,N  a N  – градиентом функционала NF  и записывают .NN grad FΦ=

Теорема 1 [4]. Пусть дифференцируемый по Гато оператор : ( )N D N U V⊂ → и нелокаль-
ная билинейная форма :V VΦ × →  такие, что для любых фиксированных элементов 

( ),u D N∈  , ( )ug h D N ′∈  функция ( ( ), )N u h gε ε→ Φ +  является непрерывно дифференцируемой 
на отрезке [0,1].  Тогда для потенциальности оператора N  в односвязной области ( )D N  от-
носительно рассматриваемой нелокальной билинейной формы необходимо и достаточно, что-
бы выполнялось условие

	 ( , ) ( , )u uN h g N g h′ ′Φ = Φ  ( ), , ( ).uu D N g h D N ′∀ ∈ ∀ ∈
При этом потенциал оператора N  определяется формулой 

	
1

0
0

[ ] ( ( ( )), ) [ ],N N oF u N u u u d F uλ λ= Φ − +∫ 

где 0 0( ) ( );u u u uλ λ= + −  0u  – фиксированный элемент из ( ).D N
Теорема 2. Оператор N  (1) допускает прямую вариационную формулировку на множестве 

( )D N  (2) относительно билинейной формы Φ  (3) тогда и только тогда, когда 0 1( , )t t t∀ ∈  вы-
полняются следующие условия:

	 3 4( ) 2 ( ) 0,a t a t′− = 	 (4)

	 1 2 4( ) ( ) ( ) 0.a t a t a t′ ′′′− + = 	 (5)

Теорема 3. Если выполнены условия (4), (5), то действие по Гамильтону-Остроградскому 
имеет вид

	
1

0

2 2
4 2 4

1 1[ ] ( ''( ) ( ))( ( )) ( )( ( )) ( , ( )) ,
2 2

t

N
t

F u a t a t u t a t u t B t u t dt ′ ′′= − + +  ∫ 	 (6)

где 

	 

1

0 0 0
0

( , ( )) ( , ( , ))( ( ) ( )) ( , ( )),B t u t a t u t u t u t d B t u tλ λ= − +∫
2

0 1([ , ] ),B C t t∈ × 0 0( , ) ( ) ( ( ) ( )),u t u t u t u tλ λ= + − 0 0 ( )u u t=  – фиксированный элемент из ( ).D N
Теорема 4. Если уравнение (1) допускает прямую вариационную формулировку на множе-

стве ( )D N  (2) относительно билинейной формы Φ  (3), то это уравнение представимо в фор-
ме уравнений Гамильтона – Остроградского
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2. О взаимосвязи между вариационными симметриями 
и первыми интегралами ОДУ четвертого порядка

Рассмотрим на ( )D N  бесконечно малое преобразование, определяемое формулой 
	 ( , , , ).u u S t u u uε ′ ′′= + 	 (7)

Функция S  называется генератором преобразования (7).
Определение 2. Действие по Гамильтону – Остроградскому (6) называется абсолютным 

инвариантом относительно преобразования (7), если 
	 1 1[ ( , , , )] [ ] ( , ( , , , ))T T

N NF u S t u u u F u r u S t u u uε ε′ ′′ ′ ′′+ = +  1 0 1 1:T t T t∀ ≤ ≤

и 0
( , ( , , , ))lim 0.r u S t u u u

ε
ε

ε→

′ ′′
=

Определение 3. Преобразование (7) называется симметрией до дивергенции действия по 
Гамильтону – Остроградскому  (6), если существует функция f  такая, что 

1
1 1

0

[ ( , , , )] [ ] ( , , , , ) ( , ( , , , )),
TT T

N N t
F u S t u u u F u fd t u u u u dt r u S t u u

t
u

d
ε ε ε′ ′′ ′ ′′ ′′′ ′ ′′+ = + +∫  1 0 1 1:T t T t∀ ≤ ≤  

и 0
( , ( , , , ))lim 0.r u S t u u u

ε
ε

ε→

′ ′′
=

Функция S  называется также генератором симметрии, а симметрии действия по Гамиль-
тону – Остроградскому называются вариационными симметриями.

Теорема 5. Преобразование (7) является симметрией до дивергенции действия по Гамиль-
тону – Остроградскому (6) тогда и только тогда, когда 

	 ( ) 4 4 2
( , , , )( ) , , , [ ( ) ( ) ( , , , )[( ( ) ( ) )) (dS t u u uN u S d

dt
t u u u a t u t S t u u u a t a t u t

dt
′ ′′

′ ′′ ′′+ ′ ′′ ′′ ′+ − −

	 4 4( ) ( ) ( ) ( ) , , , , ) 0] .(a t u t a t u t t u uf u u′ ′′ ′′′ ′ ′′ ′′′− =−−
Определение 4. Функция , , ,( , )t u u u uI ′ ′′ ′′′  называется первым интегралом уравнения (1) 

при условиях (2), если , , ,( , )t u u u uI ′ ′′ ′′′  не зависит от ,t  когда ( )u t  есть решение задачи (1), (2). 
Теорема 6. Если преобразование (7) является симметрией до дивергенции действия по Га-

мильтону – Остроградскому (6), то 

	 ( ) 4 4 2
( , , , ), , , , ( ) ( ) ( , , , )[( ( ) ( ) )) (dS t u u ut u u u u a t u t S t u u u a t a t u t

dt
I

′ ′′
′ ′′ ′′′ ′′ ′ ′′ ′′ ′−= + −

	 4 4( ) ( ) ( ) ( ] () , , , , )a t u t a t u t t u uf u u−′ ′′ ′′′ ′ ′′ ′′′− −
является первым интегралом обыкновенного дифференциального уравнения (1).

Заключение 

В данной работе получены следующие результаты.
1. Получены необходимые и достаточные условия, при которых ОДУ четвертого порядка 

допускает прямую вариационную формулировку.
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2. Построен соответствующий функционал – действие по Гамильтону – Остроградскому.
3. ОДУ четвертого порядка предоставлено в форме уравнений Гамильтона – Остроградского.
4. Установлена взаимосвязь между вариационными симметриями и первыми интегралами 

рассматриваемого уравнения. 

Литература

1. Остроградский М. В. Мемуар о дифференциальных уравнениях, относящихся к изопара-
метрической задаче. – Полн. собр. соч. Киев : Изд-во АН УССР, 1961. – Т. 2. – С. 139–233.

2. Савчин В. М. Метод Остроградского и обратные задачи механики: дис. … канд. физ. мат. 
наук: 01.02.01; УДН им. П. Лумумбы. – Москва, 1984. – 124 с.

3. Будочкина С. А. О представлении одного операторного уравнения с первой производной 
по времени в форме Bu-гамильтонова уравнения // Дифференциальные уравнения. – 2013. – 
Т. 49, № 2. – С. 175–185.

4. Савчин В. М. Математические методы механики бесконечномерных непотенциальных 
систем. – Москва : Изд-во УДН, 1991. – 237 с. 

5. Савчин В. М., Будочкина С. А. О существовании вариационного принципа для оператор-
ного уравнения со второй производной по «времени» // Математические заметки. – 2006. – 
Т. 80, Вып. 1. – С. 87–94.

6. Савчин В. М., Будочкина С. А. О структуре вариационного уравнения эволюционно-
го типа со второй производной по t // Дифференциальные уравнения. – 2003. – Т. 39, № 1. – 
С. 118–24.

7. Budochkina S. A., Savchin V. M. On direct variational formulations for second order evolutionary 
equations // Eurasian Mathematical Journal. – 2012. – Vol. 3, № 4. – P. 23–34.

8. Budochkina S. A., Savchin V. M. Variational Symmetries of Euler and Non-Euler Functionals // 
Differential Equations. – 2011. – Vol. 47, № 6. – C. 814–821.

9. Савчин В. М., Будочкина С. А. Об одной прямой задаче механики бесконечномерных дис-
сипативных систем // Вестник РУДН. Серия «Математика. Информатика. Физика». – 2008. – 
№ 3. – C. 22–30.

10. Савчин В. М., Будочкина С. А. Симметрии и первые интегралы в механике бесконечно-
мерных систем // Доклады Академии наук. – 2009. – T. 425, № 2. – C. 169–171.



134

УДК 517.926.4

АНАЛОГ ТЕОРЕМЫ СРАВНЕНИЯ ДЛЯ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ
ЧЕТВЕРТОГО ПОРЯДКА С НЕГЛАДКИМИ РЕШЕНИЯМИ

Воронежский государственный университет

С. А. Шабров, Н. А. Белов, А. Г. Ильченко, Д. А. Крохина

Аннотация. Работа посвящена анализу решений однородного уравнения четвертого 
порядка с производными по мере. Применение производных Радона-Никодима продик-
товано локализованными особенностями в коэффициентах, которые приводят к потере 
гладкости у решения. Используя поточечный подход, предложенный Ю. В. Покорным и 
показавший свою высокую эффективность при анализе негладких решений дифферен-
циальных уравнений второго порядка, – построена точная параллель классической тео-
рии ОДУ, вплоть до осцилляционных теорем, доказаны аналоги теоремы сравнения.
Ключевые слова: однородное уравнение, дифференциальное уравнение, поточечный 
подход, негладкое решение, производная по мере, теорема сравнения, нули решения.

Введение

Последние несколько десятилетий бурно развивалась качественная теория математиче-
ских моделей с негладкими решениями: доказан ряд важных результатов, в частности, осцил-
ляционные теоремы [1–6]; изучены нелинейные дифференциальные уравнения [7–11].

Объясняется это довольно просто – при использовании производных Радона – Никодима, 
исследуемое уравнение становится обыкновенным, то есть поточечно заданным.

Последнее дает возможность применения качественных методов анализа решений (типа 
обобщенной теоремы Ролля). Отметим, что обобщенная теория распределений не дает требу-
емого, так как при ее применении появляются трудно разрешимые проблемы, в частности, по-
лучаемое решение является слабым, что для приложений недостаточно; возникает проблема 
умножения обобщенной функции на разрывную.

1. Необходимые понятия

Уравнение

	 ( ) 0x xpu uQµ σ σ′′ ′′ ′+ = 	 (1)
задано на специальном расширении [0; ]l σ  отрезка [0; ],l  в нем каждая точка ( ),Sξ σ∈  где 

( )S σ ≠ ∅  – множество точек разрыва функции ( ),xσ  которая порождает меру ,σ  заменена на 
тройку собственных элементов { }0; ; 0 .ξ ξ ξ− +  Построение этого множества можно найти в 
[1–3]; для удобства читателя приведем его.

Пусть ( )S σ  – множество точек разрыва функции ( ).xσ  На [0; ] \ ( )J l Sσ σ=  зададим метри-
ку ( ; ) ( ) ( ) .x y x yρ σ σ= −  Полученное метрическое пространство ( ; )Jσ σ  не является полным. 
Стандартное пополнение приводит (с точностью до изоморфизма) к множеству [0; ] ,Sl  в кото-
ром каждая точка ( )Sξ σ∈  заменена на пару собственных значений 0, 0,ξ ξ− +  которые ранее 
были предельными. Индуцируя упорядоченность с исходного множества, придем к неравен-
ствам 0 0x yξ ξ< − < + <  для всех ,x y  для которых выполнялись неравенства x yξ< <  в ис-
ходном отрезке.

Функцию ( )xυ  в точках 0ξ −  и 0ξ +  множества [0; ]Sl  определим предельными значения-
ми. Для определенной таким образом функции сохраним прежнее обозначение. Определен-
ная на этом множестве функция становится непрерывной в смысле метрики ( ; ).x yρ
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Объединение [0; ]Sl  и ( )S σ  нам дает множество [0; ] ,l σ  в котором каждая точка ( )Sξ σ∈  
заменена на тройку собственных элементов { }0; ; 0 .ξ ξ ξ− +  Мы считаем, что уравнение задано 
именно на этом множестве, причем в точках ( )Sξ σ∈  само уравнение принимает вид

	 ( ) ( ) ( ) ( ) 0,x xpu u Qµ ξ ξ ξ′′ ′∆ + ∆ =

где ( ) ( 0) ( 0)υ ξ υ ξ υ ξ∆ = + − −  – полный скачок функции ( )xυ  в точке .ξ
Отметим, что ( )xµ  – строго возрастающая функция, порождающая на [0; ]l  меру.
Решение уравнения (1) мы ищем в классе абсолютно непрерывных на [ ]0;l  функций, пер-

вая производная µ-абсолютно непрерывна на [ ]0; ,l  вторая производная (по x  и µ), умно-
женная на ( ),p x  допускает дифференцирование по x  и .σ

Дадим необходимое, для дальнейшего, определение нуля и кратности нуля.
Точку 0x  назовем нулем решения ( )u x  уравнения (1), кратности 1 (или простым нулем), 

если 0( ) 0u x =  и 0 0( 0) ( 0) 0;x xu x u x′ ′− ⋅ + >  кратности 2, если 0( ) 0,u x =  0 0( 0) ( 0) 0x xu x u x′ ′− ⋅ + ≤  и 
0( )( ) 0;xpu xµ′′ ≠  кратности 3, если 0( ) 0,u x =  0 0( 0) ( 0) 0,x xu x u x′ ′− = + =  0( )( ) 0xpu xµ′′ =  и 

0 0( ) ( 0) ( ) ( 0) 0.x x x xpu x pu xµ µ′′ ′ ′′ ′− ⋅ + >
Если 0x  не принадлежит множеству ( ),S σ  то есть является точкой непрерывности самого 

решения и всех ее производных до третьего порядка включительно, то введенное определение 
совпадает с классическим. Если 0x  принадлежит разности множеств ( )S σ  и ( )S µ  
( )0 ( ) \ ( ) ,x S Sσ µ∈  то определение нуля кратности 1 и 2 снова совпадает с классическим.

Заметим, что нули кратности больше, чем 3 могут быть только у тривиального решения. 
В самом деле, если 0x  – нуль кратности больше, чем 3 некоторого нетривиального решения 

( )u x  однородного уравнения 0,Lu =  то 0( ) 0,u x =  0 0( 0) ( 0) 0,x xu x u x′ ′− = + =  0( )( ) 0xpu xµ′′ =  и 
0 0( ) ( 0) ( ) ( 0) 0.x x x xpu x pu xµ µ′′ ′ ′′ ′+ ⋅ − ≤  Если одна из третьих производных 0( ) ( 0)x xpu xµ′′ ′ −  или 
0( ) ( 0)x xpu xµ′′ ′ +  обращается в в нуль, то ( )u x  тождественный нуль в силу теоремы единствен-

ности. Поэтому, можно считать 0 0( ) ( 0) ( ) ( 0) 0.x x x xpu x pu xµ µ′′ ′ ′′ ′− ⋅ + <  Последнее означает, что 
0 ( ),x S σ∈  следовательно, справедливо равенство

	 0 0 0( ) ( ) ( ) ( ) 0.x xpu x u x Q xµ′′ ′∆ + ∆ =

Но 0( ) 0,u x =  и тогда 0( ) ( ) 0,x xpu xµ′′ ′∆ =  или 0 0( ) ( 0) ( ) ( 0).x x x xpu x pu xµ µ′′ ′ ′′ ′+ = −  Последнее ра-
венство противоречит предположению о противоположности знаков левой и правой произ-
водных.

2. Основные результаты

Пусть 1 2,x x  – произвольные точки, принадлежащие [0; ] .Sl
Лемма 1. Не существует нетривиального решения уравнения (1) (при ( ) 0Q xσ′ > ), имеющего 

два кратных нуля.
Лемма 2. Определитель Вронского решений 1( )u x  и 2 ( ),u x  определенных начальными дан-

ными: 1 1 1 1( ) ( ) 0,xu x u x′= =  1 1( ) 0xpu xµ′′ ≠  и 2 1 2 1 2 1( ) ( ) ( ) 0,x xu x u x pu xµ′ ′′= = =  2 1( ) ( ) 0,x xpu xµ′′ ′ ≠  не об-
ращается в нуль при 1.x x≠

Лемма 3. Нули решений 1( )u x  и 2 ( ),u x  определенных теми же начальными данными, что и 
в лемме 2, чередуются, то есть между двумя нулями одного решения лежит ровно один нуль 
другого, причем за 1x  следует нуль 1( ).u x

Теорема 1. Между двумя последовательными нулями одного решения уравнения (1) при 
( ) 0Q xσ′ >  лежит не более четырех нулей любого решения.
Теорема 2. Если на 1 2( , )x x  решение ( )u x  уравнения (1) имеет пять нулей, то любое реше-

ние уравнения (1) на этом промежутке по крайней мере один раз обращается в нуль.
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Заключение

В работе получен ряд важных результатов, относящихся к качественной теории дифферен-
циальных уравнений четвертого порядка с производными по мере.
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Аннотация. Рассматривается вопрос об устойчивости стационарного решения началь-
но-краевой задачи для системы нелинейных уравнений в частных производных, опи-
сывающих горение водород-воздушной смеси в безразмерной форме. Установлено до-
статочное условие асимптотической устойчивости стационарного решения, которое 
выполняется для постоянного решения в области с достаточно малым диаметром.
Ключевые слова: система уравнений в частных производных; стационарное решение; 
устойчивость стационарного состояния.

Рассмотрим следующую систему уравнений в частных производных:

	 1exp( / ) ( , ),u u
u D u p m E u D u F u
t

∂
= ∆ + − − Θ = ∆ + Θ

∂
	 (1a)

	 0 2( exp( / ) ( )) ( , ),D m E u k D F u
t

γΘ Θ

∂Θ
= ∆Θ + − Θ − Θ − Θ = ∆Θ + Θ

∂ 1 2( , ) , 0,x x x t= ∈Ω > 	(1b)

1 2( , ) , 0,x x x t= ∈Ω >  где 2RΩ ⊂  – ограниченная область с кусочно гладкой границей ,∂Ω  
2 2 2 2

1 2/ /x x∆ = ∂ ∂ + ∂ ∂  – оператор Лапласа. Система (1a)–(1b) описывает динамику изменений 
для радикалов 2HO  и температуры Θ  соответственно при горении богатой водород-воздуш-
ной смеси. Она предложена в работе [1] как обезразмеренный результат редукции более слож-
ной системы на основе предположения, что структуры на фронте волны горения формируют-
ся в низкотемпературном слое. Опишем величины, входящие в систему (1a)–(1b), следуя в 
этом описании в точности источнику [1]. «В первом уравнении для радикала 2HO ,  концентра-
ция которого обозначена переменной ,u  первый член соответствует их производству с посто-
янной скоростью p  за счёт подпитки радикалами H из высокотемпературного слоя. Данный 
путь реакции главным образом определяется элементарной стадией 2 2H O M HO M,+ + → +  
которая является доминирующим каналом разветвления цепи при высоких давлениях и обла-
дает нулевой энергией активации. Второй член в уравнении (1a) соответствует рекомбинации 
радикала 2HO  и определяется, в основном, реакциями 2HO  и H,  имеющими относительно 
невысокую энергию активации. Скорость рекомбинации, подчиняющаяся закону Аррениуса 

exp( / )m E− Θ  с энергией активации .E  Эта реакция экзотермическая, поэтому аналогичный 
член входит и во второе уравнение для температуры .Θ  Поскольку мы будем исследовать эти 
уравнения в двумерном случае (в плоскости низкотемпературного слоя), то в уравнение (1b) 
для температуры мы добавили линейный член 0( ),k Θ − Θ  который описывает релаксацию 
температуры к равновесному для рассматриваемого слоя значению и по сути является след-
ствием диффузии тепла поперёк слоя, которой мы пренебрегли. Множитель γ  соответствует 
отношению характерных времён, возникающих в результате редукции исходной кинетиче-
ской схемы и обезразмеривания».

Добавим к системе (1a)–(1b) краевые условия

	 1 1 1( ),uu B xµ η
ν ∂Ω

∂ + = ∂ 


	 (2a)

	 2 2 2 ( ),B xµ η
ν ∂Ω

∂Θ Θ + = ∂ 


   0,t ≥ 	 (2b)
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а также начальные условия 
	 00

( ),
t

u u x
=

= 	 (3a)

	 00
( ),

t
x

=
Θ = Θ     ,x ∈Ω 	 (3b)

где ,Ω  как обычно, означает замыкание области ,Ω  2 2 0,κ κµ η+ >  0,κ κµ η >  1,2.κ =
Пусть ( )1 1 2 2 1 2( ) ( , ), ( , )w x w x x w x x=  – регулярное стационарное решение системы (1a)–(1b), 

удовлетворяющее краевым условиям (2a)–(2b). Введем необходимые обозначения. Пусть d  – 
диаметр области .Ω  Далее положим

	 11 2exp( / ) ,uDA m E
d

= − − Θ −

	 22 2 2exp( / ) ,DmEuA E k
d

γ γ Θ= − Θ − −
Θ

	 12 21 2

1 exp( / ) exp( / ) ,
2

mEuA A m E Eγ = = − Θ − − Θ Θ 
Нами показано: если при 1,u w=  2wΘ =  квадратичная форма 
	 ( ) 2 2

1 2 1 2 11 1 22 2 12 1 2, ; , 2Q w w z z A z A z A z z= + + 	 (4)
отрицательно определена, то стационарное решение ( )1 1 2 2 1 2( ) ( , ), ( , )w x w x x w x x=  задачи (1a)–
(1b), удовлетворяющее краевым условиям (2a)–(2b), асимптотически устойчиво по отноше-
нию к малым отклонениям 1 2( , ).z z

Заметим, что если диаметр d  области Ω  достаточно мал, а const,jw =  1,2,j =  то квадра-
тичная форма (4) будет отрицательно определенной, так что постоянное стационарное реше-
ние заведомо будет устойчивым в малой области. Найдет ли этот факт трактовку на языке 
предметной области, должен показать дальнейший анализ модели и моделируемого явления. 
Проблема может возникнуть при выяснении вопроса может ли начально-краевая задача (1a)–
(3b) в фиксированной ограниченной области описывать процесс длительного распростране-
ния пламени. Тем не менее факт заведомой асимптотической устойчивости постоянного ре-
шения в малой области нам представляется интересным свойством модели. 

Методы исследования, примененные для доказательства основного результата этой рабо-
ты, применялись ранее в работах [2–6]. В работе [7] техника исследования скорректирована в 
связи с тем, что уравнение содержит оператор Бесселя (см. в связи с этим [8–12]).
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Аннотация. В последние годы анализ и распознавание эмоций стали активной темой 
исследований с приложениями в различных областях, включая психологию. Особое 
значение имеют методы экспресс-диагностики личности, так как они соответствуют 
особенностям современного общества с быстрым темпом жизни и необходимостью бы-
строго сбора достоверных данных. В статье проводится обзор часто используемых мето-
дов предварительной обработки входных данных, такие как обнаружение лица на вход-
ном изображении, метод сглаживания, анализ главных компонентов (PCA), локальные 
двоичные шаблоны (LBP), оптический поток, (OF), фильтр Габора и др. Рассмотрены ос-
новные типы классификаторов, используемых на заключительном этапе построения мо-
дели: традиционные классификаторы, такие как метод опорных векторов (SVA), а также 
различные типы нейронных сетей (CNN, LTSM, RNN). Проводится сравнение различных 
методов. В работе рассмотрен мультимодальный подход, который основывается на трех 
входных модальностях: поза, звук (речи) и мимика лица. Каждая модальность представ-
лена независимым вектором, извлеченным из независимо предварительно обученной 
модели(SSL). Учитывая многомерный характер признаков извлеченных из SSL, мы пред-
лагаем использовать нейронную сеть типа трансформер(Transformer), основанную на 
механизме внимания, который может комбинировать мультимодальные функции SSL и 
достигать самых современных результатов для задачи мультимодального распознавания 
эмоций. Из представленной статьи можно заключить, что дальнейшие усилия следует на-
править на мультимодальные системы, которые достаточно надежны, чтобы адаптиро-
ваться к реальному миру.
Ключевые слова: распознавание мимики, распознавание эмоций, компьютерное зрение, 
машинное обучение, единицы действия, черты лица, встраивание, самовнимание, транс-
формер.

Введение

Одной из задач интеллектуального видеоанализа в видеосистемах является разделение 
поведения человека на «нормальное» и «девиантное». Девиантное поведение человека подра-
зумевает последовательность его действий, которая не соответствует модели типичного че-
ловеческого поведения в данной ситуации или не представлена значительным количеством 
экземпляров в обученной базе данных [1]. Эмоциональное состояние (или эмоции) и уро-
вень стресса человека можно изучать с разных точек зрения. С точки зрения невербальной 
психологии – как состояние, отражающее мимику и многие другие аспекты невербального 
поведения человека, такие как походка, жесты и другие. С точки зрения общей психологии, 
производственной психологии и физиологии – как показатель интеллектуального, физиологи-
ческого и функционального состояния человека. Таким образом, с помощью оценки текущего 
эмоционального состояния и уровня стресса человека, а также модели типичного поведения 
и/или правил принятия решений можно резюмировать, является ли поведение отклоняю-
щимся. Человеческое поведение можно определить по трем внешним показателям.

1. Эмоции или выражения лица. Люди испытывают и выражают много разных эмоций. Эти 
эмоции можно объяснить как комбинацию некоторых основных эмоций (например, носталь-
гия – это смесь печали и радости). Однако такой категориальный подход не всегда бывает по-
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лезен, так как не позволяет количественно охарактеризовать интенсивность эмоции. Поэтому, 
помимо дискретных моделей эмоций, был разработан ряд непрерывных моделей. В модели 
Дж. Рассела [1] вводится двумерный базис, в котором каждая эмоция характеризуется знаком 
(валентностью) и интенсивностью (возбуждением).

2. Моторные сигналы. Например, искренность человека очень часто можно определить по 
положению рук. Если ладони собеседника обращены вверх, то этот человек скорее искренен 
в данный момент, чем нет. Тоже можно сказать о человеке и в случае, когда он прячет руки за 
спиной или скрещивает их на груди. Открытые ладони во время разговора производят впе-
чатление более надежного человека. Этот прием часто используется в дискуссиях, особенно в 
политических дискуссиях. Доказано, что люди, использующие в разговоре открытые ладони, 
воспринимаются положительно. Поза головы также дает много информации об эмоциональ-
ном состоянии. Исследования показали, что люди склонны больше говорить, когда слушатели 
одобрительно качают головой.

3. Лингвистические сигналы. Конечно, помимо внешних проявлений поведения, существу-
ют еще и вегетативные реакции (пульс, артериальное давление, частота дыхания). Однако в 
первом случае достаточно камеры и микрофона, а установка дополнительных специальных 
датчиков не требуется.

В последнее время активно ведется распознавание эмоций с использованием компьютер-
ного зрения. Поскольку компьютерное зрение в последнее время приобрело популярность 
благодаря своей широко распространенной способности к обучению [3, 4], возможность соз-
давать интеллектуальные системы, которые точно распознают эмоции, стала реальностью. 
Однако, решение этой проблемы по-прежнему является чрезвычайно сложной задачей. Ми-
кровыражения, электроэнцефалографические (ЭЭГ) сигналы [5], язык тела, тон голоса, вы-
ражение лица, поза и окружающий контекст – вот некоторые признаки, по которым можно 
прямо или косвенно судить об эмоциональном состоянии человека [6].

Исследования в области определения человеческого поведения можно условно разделить 
на четыре направления:

a) Распознавание мимики или эмоций лица из статического или динамического изображе-
ния (FER).

b) Распознавание речевых эмоций.
c) Распознавание положения тела, включая положение рук.
d) Гибридный подход, комбинирующий остальные направления (наиболее важный по 

сравнению с тремя другими направлениями).

1. Предварительная обработка входных сигналов на примере распознавания мимики лица

Чтобы получить правильную классификацию эмоциональных выражений лица, чрезвы-
чайно важно предоставить классификатору данные, которые должны быть как можно более 
«очищенными». Для этого система FER сначала обрабатывает входное изображение. Одним из 
распространенных шагов предварительной обработки для большинства рецензируемых эле-
ментов является обнаружение лиц на изображении. Методы распознавания лиц могут исполь-
зоваться для создания ограничивающих рамок (bounding box), которые выделяют интересую-
щие области для традиционной системы FER. Это сложная задача, и нет гарантии, что все лица 
на заданном входном изображении будут обнаружены. Это особенно важно при получении 
изображений из неконтролируемой среды, где плохое освещение, разные углы обзора, боль-
шие расстояния [7] и т.д. После того, как лица правильно обнаружены, модель распознавания 
эмоций обрабатывает данные из области расположения лица, будем называть её областью ин-
тереса, чтобы подготовить данные для ввода в классификатор. Обычно эта фаза предвари-
тельной обработки делится на несколько подшагов, таких как нормализация интенсивности 
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освещения, использование фильтров для сглаживания изображения, увеличение обучающих 
данных (DA – Data Augmentation [8]: поворот изображения лица, изменение размера изобра-
жения, обрезка изображение, чтобы лучше отфильтровать фон). После предварительной об-
работки становится возможным извлечение признаков из предварительно обработанных об-
ластей интереса. В качестве признаков можно выделить следующие: активные единицы (AU), 
смещение определенных точек лица, расстояние между выбранными точками лица, текстура 
лица, элементы градиента и т. д.

В качестве примеров работ с использованием традиционных методов машинного обуче-
ния можно привести работу [9], в которой используются положение и угол обзора 52 точек 
обзора. Работу [10] можно привести, как пример использования глобальных геометрических 
черт лица. Авторы использовали гистограмму локального бинарного паттерна (LBP) для пря-
моугольных областей лица в качестве векторных признаков и классифицировали различные 
выражения с использованием метода главных компонентов (PCA). По сравнению с подходом, 
основанным на глобальных характеристиках, проводится различие между подходом, который 
учитывает, что разные части лица имеют разные приоритеты. Например, глаза и рот инфор-
мативнее, чем лоб и щеки. В статье [11] область лица была разделена на локальные подобласти 
и были выделены характерные особенности этих подобластей.

Обязательным условием качественной детекции эмоционального состояния человека во 
всех перечисленных работах является положение лица. Изображение лица должно быть мак-
симально фронтальным, обязательным условием является равномерное освещение исследу-
емого объекта. Простое использование координат приводит к значительной потере ценной 
информации. Поэтому для улучшения системы вычисляются дескрипторы: LBP, HOG, SIFT, 
LATCH и т. д. После объединения дескрипторов и уменьшения пространственной размерно-
сти с помощью PCA полученный вектор признаков можно использовать для классификации 
эмоций с помощью нейронных сетей или инструментов машинного обучения. В зависимости 
от модели используются следующие классификаторы: случайный лес (Random forest); метод 
опорных векторов (SVM); метод ближайшего соседа (KNN); метод градиентного бустинга 
(XGBoost); наивный байесовский классификатор.

В следующих работах рассмотрены модели с указанными выше классификаторами: рас-
пределение плотности вероятности [12]; динамическая байесовская сеть (DBN) [13]; cкрытая 
марковская модель (HMM) [14].

Другой подход к определению эмоций – использование нейронных сетей. Построенные 
классификаторы эмоций на основе отдельных изображений представляют некоторое статич-
ное положение индивида во времени, что не совсем точно отражает эмоции, которые человек 
испытывает в данной ситуации. Поэтому для обеспечения точности системы важно рассмо-
треть последовательность изображений в динамике. Это можно сделать двумя способами. 
Первый способ – передать высокоуровневые признаки, полученные от сверточной нейронной 
сети(CNN), которые передает каждый кадр в рекуррентную сеть (например, LSTM) для захва-
та временной составляющей.

Другой вариант – подавать кадры, извлеченные из видео, непосредственно на вход 3D 
CNN. Такие CNN используют свертки с тремя степенями свободы и преобразуют четырех-
мерные входные данные в трехмерные карты признаков [15].

В следующих работах используется ансамблевое представление модели и механизма вни-
мания. Авторы Ли и др. в работе [16] предложили модель непрерывного самовнимания, со-
стоящей из комбинации сверточной и двунаправленной рекуррентной сетей CNN – BiLSTM. 
Механизм внимания, основанный на той же процедуре, что и в [17], фокусируется на наиболее 
важных частях речи. Кроме того, была добавлена задача распознавания пола, чтобы улучшить 
распознавание эмоций в многозадачной процедуре обучения, поскольку пол говорящего вли-
яет на эмоциональную окраску речи. Самые последние результаты были получены с использо-
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ванием базы данных IEMOCAP. Авторы Дангол и др. в работе [18] предложили систему распоз-
навания эмоций, основанную на 3D CNN-LSTM с механизмом внимания, которая объединяет 
попарные отношения между входными элементами. Чтобы повысить точность распознавания 
эмоций, процесс вычисления весов внимания был изменен, и для обновления карт признаков 
был использован метод передискретизации для синтетической индивидуальной оценки.

В [19] авторы использовали периодические признаки с объединением трех классифика-
торов на уровне содержания текста и высказываний. Они использовали комбинацию таких 
приемов, как механизм внимания и выбор признаков на основе RFE. Производительность 
системы была увеличена за счет определения связанных признаков, с помощью механизма 
внимания. Авторы работы [20] Чжэн и др. выполнили ансамблевое обучение, объединив три 
модели, каждая из которых по-разному выполняла извлечение признаков и классификацию.

Распознавание эмоциональных жестов тела (EBGR) широко изучалось в работе [21]. Пер-
вым шагом в решении проблемы распознавания является распознавание человеческого тела, 
как физического объекта: несколько подходов к решению этой проблемы можно найти в ли-
тературе [22, 23]. Затем необходимо оценить позу тела путем получения априорной модели, 
обычно положение скелета. Эта задача может быть решена либо путем решения обратной ки-
нематической задачи [24], либо с помощью DL, если доступен большой объем скелетонизиро-
ванных данных [25]. Классификация выполняется с использованием традиционного машин-
ного обучения или глубокого обучения [26].

2. Мультимодальная модель распознавания эмоций

Мультимодальное распознавание человеческих эмоций и анализ настроений - важный 
аспект многих приложений, таких как обслуживание клиентов, здравоохранение и образова-
ние. Достижения в области глубокого обучения (DL) значительно улучшили распознавание 
мультимодальных эмоций. Существует два основных направления исследований мультимо-
дального распознавания эмоций: (1) как представлять модальности в необработанных данных 
и (2) как комбинировать такие модальности для дальнейшего прогнозирования эмоциональ-
ного состояния.

Механизм объединения входных данных должен уметь эффективно комбинировать раз-
личные модальности. Вместо низкоуровневых признаков можно использовать методы транс-
ферного обучения [27, 28] для извлечения признаков из предварительно обученных моделей 
DL (Deep Learning). Признаки в виде векторов извлекаются из уже обученных нейронных се-
тей натренерованных на изображениях, связанных с мимикой, положениях тела [29], и ауди-
озаписях, представляющих речевые сигналы [30]. Принимая во внимание всё вышесказанное 
предлагается новая структура под названием «Трансформер эмоций (EmT)» и исследуется по-
тенциал языковой модели, основанной на самовнимании для задачи распознавания эмоций и 
девиантного поведения.

С одной стороны, мы можем видеть только часть последовательности изображений или 
звуковых сигналов, определяющих эмоциональное состояние. С другой стороны, в модели 
трансформер (Transformer) механизм самовнимания продемонстрировал свою огромную 
силу при изучении сложных семантических абстракций в пределах произвольного числа вход-
ных токенов и, естественно, трансформер подходит для изучения представления взаимосвя-
зей различных смысловых частей эмоционального состояния. Учитывая все это, структура 
Transformer становится естественным и привлекательным решением для определения эмоци-
онального состояния. В предлагаемой структуре на основе Transformer кодеры кодируют и 
попарно комбинируют информацию из нескольких представлений, исследуя их взаимосвязь 
на примере входных данных. В настоящей работе представлены все входные модальности (ви-
део, аудио и позы) с признаками, извлеченными из предварительно обученных моделей (SSL) 
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[31, 32]. Нами использовалась простая конкатенация, которая является распространенным ва-
риантом для полного подключения многомерных вложений (embeddings) SSL, хотя это может 
сделать сеть склонной к переобучению. Помня об этих проблемах, предлагается надежный и 
эффективный механизм связывания SSL, основанный на основных концепциях Self-Attention 
и Transformers [33] (рис.1). Мы использовали три общедоступные предварительно обученные 
модели SSL: OpenPose для представления положения тела, Wav2Vec [32] для представления 
речи и OpenFace для представления выражения лица.

1) OpenPose представляет собой первую многопользовательскую систему в реальном вре-
мени для совместного обнаружения ключевых точек человеческого тела, рук, лица и стопы 
(всего 135 точек) на отдельных изображениях.

2) Wav2Vec. Архитектура Wav2vec была разработана с использованием временной свертки 
и использует концепцию контрастного прогнозирующего кодирования [34]. Как предложили 
авторы в Wav2Vec, контекстное представление можно использовать как вложение для пред-
ставления необработанной звуковой волны. Авторы установили размер встраивания 512 и 
максимальную длину звуковой волны 9,5 секунды.

3) OpenFace. Чтобы извлечь элементы из видео, мы вырезали лица из каждого кадра видео, 
используя модель распознавания лиц Retina-Face [35]. Затем каждый кадр, содержащий лицо, 
пропускается через предварительно обученную модель OpenFace, чтобы получить вложен-
ный вектор видеомодальности размером 256. OpenFace был первоначально разработан Тада-
сом Балтрушайтисом в сотрудничестве с CMU MultiComp Lab под руководством профессора 
Луи-Филиппа Моренси [36].

Три попарных трансформера, основанные на самовнимании, комбинируют вектора вложе-
ний речи и лица, речи и позы, лица и позы, полученные из SSL.

На рис. 2 показан процесс объединения одной из модальных пар речи и положения тела. 
Рис. 2 состоит из двух блоков Transformer, которые иллюстрируют процесс слияния векторов 
вложений речи и позы. Признаки, извлеченные из моделей SSL, имеют размер вектора вложе-
ния равный 256.

И для вложений Wav2Vec, и для вложений OpenPose мы будем применять механизм 
Self Attention  к каждому вложению. В уравнении 1 символы ,Q  ,K  V  и Qd  относятся к запро-
су, ключа, значению и размерности вектора запроса соответственно.

	 max
T

Q

Q KSelf Attention soft
d

 ⋅ =
 
 

	 (1)

Рис. 1. Архитектура мультимодального Transformer
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Чтобы продолжить наши эксперименты, мы использовали два общедоступных набора дан-
ных. Все эти наборы данных состоят из модальностей позы, аудио и видео:

Женевский мультимодальный набор эмоций (GEMEP) [37]. Этот набор данных состоит из 
более чем 7000 аудио-видео изображений эмоций, представляющих 18 эмоций (включая редко 
изучаемые тонкие эмоции), изображенных 10 профессиональными актерами, которых трени-
ровал профессиональный режиссер.

База данных эмоций BabyRobot (BRED) [38]. Этот набор данных включает извлеченные 
данные из видео детей, демонстрирующих эмоции. Набор данных содержит в общей сложно-
сти 215 образцов и включает извлеченные скелеты и лицевые ориентиры.

В качестве основных показателей оценки мы использовали общепринятые метрики 
Accuracy, F1 and MAE (Mean Absolute Error). Сводную статистику для всех используемых набо-
ров данных можно найти в табл. 1.

Таблица 1
Метрики Accuracy(18clacces) F1 score MAE

Uni-modal Transformer(унимодальная реализация трансформера)
Pose only 33,2 51,6 0,823
Face only 42,1 75,3 0,675
Audio only 34,2 56,3 0,789

Multy-modal Transformer(мультимодальная реализация трансформера)
Pose+Face 39,2 71,4 0,717
Audio+Face 47,1 80,3 0,609
Audio+Pose 35,3 57,4 0,773

Таким образом, наш основной вклад в решении задачи мультимодального распознавания 
заключаются в следующем – внедрение нового механизма слияния на основе преобразователя, 
который сочетает в себе функции SSL с произвольными векторами вложений.

Рис. 2. Модификация вложений Wav2Vec и OpenPose SSL с помощью блоков Transformer
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Заключение

Анализ систем распознавания эмоций позволяет нам сделать вывод, что такие системы 
способны определять такие эмоции, как счастье, печаль, гнев, удивление, страх и нейтральное 
выражение. Плюсы этих систем – довольно высокий процент распознавания, превышающий 
80 %, возможность обрабатывать как статические изображения, так и видеопоследовательно-
сти с камеры, возможность обучать модели без очень больших данных. К минусам этих систем 
можно отнести ограниченное количество эмоций, отсутствие сложных эмоций, низкий про-
цент распознавания эмоций у детей, сильная зависимость от положения лица и света.

Как можно видеть из представленного краткого обзора современного состояния, ER может 
быть реализована различными способами. Некоторые методы были широко изучены как в 
более широком контексте HMI, так и специально для HRI (FER, EBGR), другие требуют более 
глубокого изучения. По нашему мнению, все эти методы представляют собой многообещаю-
щие источники информации для будущих разработок: инновационные и доступные техноло-
гии, такие как камеры глубины, ЭЭГ потребительского уровня и интеллектуальные устрой-
ства, вместе с достижениями в области машинного обучения приведут к быстрому развитию 
теории распознавания эмоций.

Во всех цитированных выше работах проблема девиантного поведения напрямую не рас-
сматривалась. Тем не менее, созданные методы можно использовать по отдельности или в 
комбинации для определения девиантного поведения взрослого или ребенка.
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УДК 004.891.26

РЕАЛИЗАЦИЯ ЦИФРОВОГО ДВОЙНИКА РАСТЕНИЙ 
С ПОМОЩЬЮ МУЛЬТИАГЕНТНЫХ ТЕХНОЛОГИЙ

Самарский государственный технический университет

И. А. Афанасьев, М. В. Зелянов

Аннотация. Внедрению принципов точного земледелия препятствует недостаточное раз-
витие информационных технологий в сельском хозяйстве. На сегодняшний день картина 
такова, что развитие мехатронных систем, транспортных и роботехнических комплексов 
значительно опережает возможности эффективного их применения по причине недо-
статка данных о технологических процессах сельского хозяйства. В связи с этим, актуаль-
ной задачей представляется развитие цифровых сервисов, позволяющих получать точные 
данные с полей, прогнозировать рост культур и помогающих агрономам и специалистам 
хозяйств планировать свои работы. В представленной работе обсуждается реализация 
такого цифрового сервиса для получения данных о культурах на полях, названного «циф-
ровой двойник растений». Цифровой двойник растений (ЦДР) реализован как самосто-
ятельный веб-сервис, способный посредством API подключаться к различным системам 
для сельского хозяйства, расширяя их функционал благодаря предиктивному анализу по-
севов. ЦДР для моделирования логики принятия решений растениями использует муль-
тиагентные технологии, построенные на основе онтологического подхода.
Ключевые слова: точное сельское хозяйство, цифровой двойник растений, стадии роста 
растений, мультиагентная модель.

Введение

Сельское хозяйство всегда было и остается важнейшим ресурсом любого государства, вли-
яющим на природный, экономический, человеческий и этнокультурный потенциал. В про-
цессе исследования было выявлено, что большинство регионов России носят выраженный 
аграрный характер. При этом развитие сельского хозяйства и сельских территорий протекает 
крайне неравномерно. В сельской местности остается еще много нерешенных проблем, а уро-
вень и качество жизни сельского населения в целом существенно отстают от уровня жизни в 
городах.

По данным ФСГС РФ, объем производства продукции растениеводства в текущих ценах 
по итогам 2020 года повысился на 7,1% по сравнению с предшествующим годом.

Одним из ключевых показателей развития данной отрасли является валовой сбор основ-
ных сельскохозяйственных культур. Если до 2019 года показатель демонстрировал ежегодное 
увеличение, то в прошлом году было зафиксировано снижение на 5,1%, что преимущественно 
обусловлено сокращением уборочных площадей и снижением урожайности в ряде регионов 
из-за неблагоприятных погодных условий.

Стоит отметить, что наиболее производительными регионами в отечественном АПК явля-
ются Центр, Юг и Поволжье. На них приходится свыше 70% общего объема произведенных 
(выращенных) растениеводческих культур, в т.ч. зерновых и зернобобовых культур.

В некоторых статьях о развитии с/х пишут, что сельское хозяйство наконец-то переходит из 
аналогового времени в цифровую эпоху. И неспроста можно прочесть об этом: на текущий мо-
мент внедряются все больше и больше цифровых технологий, например, технология сменных 
норм (это любая технология или метод земледелия, позволяющие фермерам контролировать 
количество вложенных ресурсов, применяемых в пределах определенных сфер хозяйства, эта 
технология использует специализированное программное обеспечение, контроллеры и систе-
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му дифференциального глобального позиционирования), технология дистанционного зонди-
рования (этот метод определяет факторы, которые могут вызвать стресс у урожая в опреде-
ленное время для того, чтобы оценить количество влаги в почве, здесь используются данные 
с дронов или спутников), отбор проб почвы с помощью GPS (этот метод земледелия основан 
на отборе почвенных проб для проверки состава питательных веществ, уровня рН и других 
данных для принятия выгодных решений в сельском хозяйств). Таким образом, задачей ИТ 
становится максимальная автоматизация всех этапов производственного цикла для сокраще-
ния потерь, повышения продуктивности бизнеса, оптимального управление ресурсами.

Как известно, природа стремится к энтропии (мера неупорядоченности чего-либо), а сель-
ское хозяйство, как всем известно, связано напрямую с природой, в которой происходят мно-
жество процессов ежесекундно, что, конечно же, порождает проблему предиктивной анали-
тики. К таким проблемам можно отнести следующие факторы или явления:

1) Невозможность точно отследить погодные явления, так как они тоже являются частью 
природы, а значит тоже подвергнуты энтропии.

2) Болезни, заболевания и т. д. и т. п. – всё, что может пагубно влияющее произойти с рас-
тениями или животными.

3) Изменения климата, которые нужно учитывать для предиктивной аналитики в с/х. 
С решением поставленной задачи может справиться цифровой двойник растений.

1. Концептуальное описание архитектуры ЦД растений

Цифровой двойник растений (ЦДР) – программный сервис, связанный с реально суще-
ствующим растением и отражающий его состояние на основе данных о внешней среде расте-
ния. Сервис включает программную реализацию логики развития растений и позволяет про-
гнозировать состояние растения при тех или иных воздействиях. 

В данной статье рассматривается модель интеллектуального «цифрового двойника расте-
ний. Данная модель построена на основе следующих компонентов: базы экспертных данных 
(БЗ) агрономов о росте и развитии растений, мультиагентного модуля планирования и моде-
лирования стадий роста и развития растения, прогнозирования урожайности культуры на 
конкретных полях хозяйства и выдачи рекомендации по выполнению агротехнических меро-
приятий.

 «Цифровой двойник» растения рассматривается как совокупность экземпляров цифровых 
данных и программных агентов для моделирования стадий роста и развития «усредненного» 
растения на конкретном поле или на отдельных участках одного поля, называемых «клетками» 
точного земледелия.

 Таким образом, ЦДР наряду с живым растением для каждого поля хозяйства должен 
«жить». Он будет зеркально отражать текущее состояние, прогноз урожая и план развития 
для реального растения. На основе этого плана для каждого посева и результатов моделиро-
вания различных сценариев изменения ситуации агрономы смогут принимать решения о вы-
полнении агротехнических мероприятий, например, по внесению удобрений, что позволит 
более точно учитывать ресурсы хозяйства. Поэтому ЦД должен ежедневно корректировать 
план развития растений на каждом конкретном поле в зависимости от совокупности внешних 
условий, что позволит своевременно формировать запросы на агротехническую обработку 
полей и адаптивно менять планы по технике точного земледелия с учётом имеющихся ресурс-
ных ограничений.

Более простыми словами, ЦДР – это, своего рода, виртуальная почва для помощи взращи-
вания, наблюдения, прогнозирования живых растений в реальном времени. ЦДР позволяет 
имитировать ход развития реального растения и наблюдать эффекты воздействия удобрений, 
СЗР, климатических факторов и прочих воздействий.
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В основе ЦДР лежит онтология развития растений – формализованная модель знаний 
предметной области агрономии и онтологические модели стадий роста и развития сортов 
растений – модели данных о стадиях роста и развития сортов усредненных растений, которые 
содержат в себе всю совокупность информации о каждом конкретном сорте растения.

В основу разработанной модели ЦДР входят понятия рабочей «трубки» нормальных и кри-
тических диапазонов изменений параметров внешней среды. Под «трубкой» параметров по-
нимаем множество нормальных и критических диапазонов изменения выбранных входных 
параметров, влияющих на выходные параметры каждой стадии роста и развития растения.

Для построения математической модели описания роста и развития растения на всех ста-
диях предлагается принять, что выходные параметры каждой из этих стадий будут подчи-
няться линейной зависимости от выбранных входных параметров внешней среды, например, 
температуры, объемов осадков и т.д. Это означает, что любое отклонение входного параметра 
внешней среды от оптимальных значений будет вызывать линейное (пропорциональное) из-
менение выходных параметров урожайности и сроков стадий растений в ту или иную сторону. 
Если значения параметра выходят за границу критических значений, то растение, как прави-
ло, подчиняется особым правилам и в худшем случае погибает, а урожай теряется.

Мультиагентная модель ЦД растения – набор экземпляров агентов стадий роста и разви-
тия растения и протоколов их взаимодействий, который создается на основе загружаемой он-
тологической модели сорта растения и позволяет проводить расчеты по математической мо-
дели стадии роста растения по всей совокупности такого рода стадий с учетом взаимосвязей 
между ними. Каждой стадии развития растения соответствует свой программный субагент 
(класс этого агента соответствует концепту «задача» из разработанной ранее базовой онтоло-
гии планирования), который проводит расчет длительности стадии в зависимости от сроков 
и показателей предыдущей стадии, а также значений параметров окружающей среды. Резуль-
тат передается агентам последующих стадий для дальнейшего пересчета по цепочке прогноза 
урожайности и сроков наступления стадий развития растений.

2. Программная реализация ЦД растений

ЦДР предназначен для решения следующего комплекса функциональных задач:
• ведение онтологии растениеводства: создание, удаление и редактирование классов, отно-

шений и атрибутов, отображение онтологии в виде семантической сети;
• ввод и редактирование данных о полях, посевах, и условиях внешней среды;
• прогнозирование сроков начала и завершения стадий, а также показателей развития рас-

тений в зависимости от условий внешней среды;

Рис. 1. Агент растения представлен цепочкой взаимодействующих агентов 
стадий развития растения
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• адаптивное перестроение плана и показателей развития растений при возникновении 
следующих событий: 

• изменение онтологии (технологий выращивания культур, в части состава, порядка и де-
тализации стадий, зависимостей от параметров внешней среды):

– изменение сроков и параметров посевов, изменение условий внешней среды;  
– ввод фактических данных о состоянии растений;
– демонстрация итогов результатов планирования.

Предусматриваются следующие режимы функционирования:
1) режим моделирования – позволяет получить оценку показателей развития растений и 

сроков вегетации при различных внешних условиях;
2) режим управления в реальном времени – в этом режиме прототип адаптивно корректи-

рует построенный план развития растения на основе актуальных погодных данных и резуль-
татов осмотров состояния растений агрономами.

Графический интерфейс позволяет пользователю взаимодействовать с ЦДР и организо-
ван с помощью мобильного приложения и веб-приложения. Он имеет следующие функции – 
отображение и создание списка полей хозяйства, посевов с конкретными характеристиками, 
ввод, просмотр и редактирование значений факторов внешней среды, просмотр результатов 
прогноза развития растений и управление ими.

Разработанная архитектура ЦДР позволяет подключаться к любым провайдерам данных 
для расчёта мультиагентной модели, например, к кибер-физическим платформам сельского 
хозяйства, а также выполнять корректирование ходи развития ЦДР на основе данных реаль-
ного растения с помощью пользователя или автоматически.

Таким образом, ИТ становится важной частью с/х, а цифровой двойник растений поможет 
максимально автоматизировать многие этапы производственного цикла, а также уменьшить 
потери и повысить уровень жизни населения.

Заключение

В статье рассмотрена реализация цифрового двойника растения, раскрывающая больший 
спектр возможностей для принятия решения. Данная реализация включает учет параметров 

Рис. 2. Реализация и структура ЦД растений
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внешней среды, прогнозирование развития растения при данных условиях и выработку реко-
мендаций по обработке посевов на основании анализа развития. Возможна работа разработан-
ного сервиса в нескольких режимах, в частности, подразумевающих постоянную синхрониза-
цию с реальными посевами, и моделирование воздействий для проверки реакции растения.

Сервис цифрового двойника растений реализован как самостоятельный веб-сервис, кото-
рый может подключаться к различным системам для сбора и отправки данных. В частности, 
предлагается применение сервиса ЦД в кибер-физических платформах для точного земледе-
лия, в которых он может выступать источником уточнённых данных о посевах для сельско-
хозяйственной техники. Модуль расчета развития растений построен с применением муль-
тиагентных технологий и баз знаний развития культур. Расширение баз знаний позволит с 
легкостью адаптировать ЦД для новых сортов и культур. Взаимодействие с модулем расчета 
возможно с помощью программных протоколов, а также посредством графического интер-
фейса. Интерфейс визуализирует входные данные для сервиса, а также планируемые сроки 
наступления стадий роста растения, урожайность и предлагаемые рекомендации, полученные 
в результате анализа входных данных.

Применение сервиса цифрового двойника растений значительно увеличивает количество 
получаемых данных о посевах на полях, что позволит вырабатывать более точные рекоменда-
ции по обработке посевов, повысить качество и количество урожая, а также снизить затраты 
и негативное воздействие на окружающую среду.
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УДК 519.168, 519.167

О ЗАДАЧЕ ПОИСКА ДИАПАЗОНА УГЛОВ ОТКЛОНЕНИЯ ЗВЕНЬЕВ МАНИПУЛЯТОРА

Воронежский государственный университет

А. Ю. Блиняева, С. Н. Медведев

Аннотация. В данной статье рассматривается проблема решения обратной задачи кине-
матики для четырехзвенного плоского манипулятора. Первым делом для нее выбирается 
критерий, при удовлетворении которого решение будет считаться оптимальным. После 
чего ставится задача поиска положения звеньев манипулятора с помощью муравьиных 
алгоритмов. Поиск решения будет осуществляться с помощью вероятностного выбора 
угла отклонения из допустимого диапазона значений, которые найдены в ходе практи-
ческого анализа. В данной работе упор делается на случай, когда конечная точка схва-
та находится в удалении от первой точки фиксации. Приведены примеры оптимального 
положения манипулятора. Сделаны выводы, а также указаны дальнейшие действия для 
приведенного алгоритма.
Ключевые слова: обратная задача кинематики, плоский манипулятор, минимальный 
суммарный момент, муравьиные алгоритмы, поиск решения, обновление феромона, 
практический анализ, построение звеньев.

Введение

В настоящее время в промышленной области для автоматизации производства и повыше-
ния качества труда вводятся в эксплуатацию роботы-манипуляторы. Для эффективной ра-
боты данных роботов чаще всего требуется решить прямую и обратную задачи кинематики. 
Прямая задача заключается в определении пространственного положения рабочего механиз-
ма манипулятора по его кинематической схеме и заданной ориентации подвижных звеньев. 
Обратная задача кинематики, наоборот, заключается в нахождении параметров, которые не-
обходимо задать звеньям манипулятора, чтобы его рабочий механизм оказался в заданной 
точке. Наиболее важной является именно обратная задача кинематики.

1. Постановка задачи

Дан четырехзвенный манипулятор на плоскости. Для него задана начальная точка фикса-
ции ( )0 0, ,x y  конечная точка схвата ( )4 4, ,x y  а также длины всех его звеньев ,il  1,4.i =  Для 
данного манипулятора необходимо решить обратную задачу кинематики (ОЗК) или же, ины-
ми словами, найти расположение звеньев на плоскости таким образом, чтобы манипулятор 
был связным, крепился в начальной точке и заканчивался в конечной точке.

Для того чтобы найти расположение звеньев на плоскости, необходимо для всех его зве-
ньев найти конечные координаты ( )1 1, ,x y  ( )2 2, ,x y  ( )3 3,x y  или же углы поворота ,iα  1,4i =  
(рис. 1).

Одной из главных проблем при решении обратной задачи кинематики является неодно-
значность решения. Полученных вариантов для одних и тех же начальных данных может быть 
сколь угодно много. Например, на рис. 2 представлено четыре варианта решения задачи ОЗК.

В связи с этим также ставится задача выбора оптимального варианта из множества, кото-
рый будет удовлетворять какому-либо критерию. Существует несколько критериев, которые 
можно применять для выбора оптимального положения манипулятора. Например, минималь-
ная сумма углов поворотов звеньев, min-max критерий, минимальный суммарный момент в 
вершинах манипулятора, минимальная или максимальная высота и многие другие. В данной 
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статье выбор остановим на критерии достижения минимального суммарного момента в вер-
шинах манипулятора [1], формула для которого выглядит следующим образом:

	 0 34 1 4 2 4 4
1 2 3 2 3 37 5 3 min,

2 2 2 2 2 2 2 2
x xx x x x x xmg x x x x x x 

− + + + + + − + + + + − + + + − + → 
 

	 (1)

где m  – масса каждого звена, а g  – ускорение свободного падения.
Таким образом, необходимо найти оптимальное положение четырехзвенного манипуля-

тора на плоскости в соответствии с целевой функцией (1) с заданными начальной и конечной 
точками и длинами звеньев.

2. Краткий обзор существующих решений

Существует множество подходов для решения обратной задачи кинематики. Например, 
метод обратных преобразований [2], иерархический подход [3], методы нелинейного про-
граммирования [4], а также методы штрафных функций [5] и генетических алгоритмов [1], 
которые будут описаны более подробно.

Метод штрафных функций [5] заключается в том, что заданное пространственное положе-
ние схвата манипулятора рассматривается как ограничение и учитывается в качестве штраф-
ной функции в совокупности с исходной целевой функцией. Используя расширенный крите-
рий и минимизируя его с помощью метода градиента, получается соотношение, из которого 
находится значение обобщенных координат, а, следовательно, и решение обратной задачи ки-
нематики.

Метод генетических алгоритмов [1] представляет собой подход, в котором сначала обрат-
ная задача кинематики формулируется как задача нелинейной оптимизации. Для ее решения 
предлагается генетический алгоритм со специально разработанными операторами скрещива-
ния и мутации, каждый из которых основывается на решении геометрической задачи о пере-
сечении двух окружностей.

3. Предлагаемый подход

В качестве базового метода исследования для решения ОЗК предлагается муравьиный ал-
горитм (МА) [6]. Муравьиные алгоритмы представляют собой вероятностную жадную эври-

Рис. 1. Четырехзвенный манипулятор Рис. 2. Неоднозначность решения ОЗК
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стику, где вероятности устанавливаются, исходя из информации о качестве решения, полу-
ченной на основании предыдущих решений.

Любой МА, вне зависимости от модификаций, можно представить следующей общей схемой.
Алгоритм 1. Общая схема МА.
Пока (условия выхода не выполнены):
1. Создать муравьёв.
2. Найти решение.
3. Обновить феромон.
Основными формулами МА являются формулы поиска решения (2) и обновление феро-

мона (3).
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Здесь ( )ij tτ  – значение феромона на ребре ( , )i j  на итерации t, ijd  – эвристическое рассто-
яние от точки i  до точки ,j  ,α β  – константные параметры, J  – множество доступных точек 
для перемещения, ρ  – интенсивность испарения феромона, ijA  – множество муравьев, про-
шедших по ребру ( , ),i j  kL  – длина пути k-го муравья и 

k

Q
L

 – феромон, который откладывает-

ся k-м муравьем на его пути.
С помощью формулы (2), а точнее её аналога, в дальнейшем для каждого звена манипуля-

тора будет высчитываться случайное значение угла отклонения.

4. Построение звеньев манипулятора

Перед построением первого звена манипу-
лятора обозначим сумму длин всех его звеньев 
как ,d  а отрезок, соединяющий начальную 
точку фиксации и конечную точку схвата, как 

.OM  Затем для данного отрезка проведем пер-
пендикуляр через точку O  и в ней же построим 
окружность с радиусом, равным 1,l  и рассмо-

трим случай, при котором конечная точка M  

лежит в промежутке ,
2
d d 
  

 (рис. 3).

Исходя из практического анализа, при 

2
dOM =  угол отклонения первого звена от 

перпендикуляра будет лежать промежутке: 

; .
4 8
π πϕ ϕ − +  

 При этом для достижения ми-
нимального суммарного момента в вершинах 
манипулятора по критерию (1) все его звенья 
при последовательном соединении точек схва-

Рис. 3. Построение первого звена 
манипулятора
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та должны образовывать выпуклый многоугольник, а внутренние углы между звеньями не 
должны быть более 180 .°  Например, на рис. 4 представлен манипулятор, который образует 
выпуклый многоугольник и для которого будет достигаться суммарный момент близкий к ми-
нимальному. На рис. 5, наоборот, представлен манипулятор, для которого суммарный момент 
будет не оптимальным.

Построение второго звена манипулятора происходит аналогичным образом. От конечной 
точки первого звена 1O  ( )1 1,x y  проводится отрезок до точки .M  Далее, к нему проводится 
перпендикуляр через точку 1,O  и строится окружность радиуса 2l  с центром в точке 1O  (рис. 6).

Далее, происходит переход от построения 
четырехзвенного манипулятора к построению 
трехзвенного манипулятора, для которого вто-
рое звено становится первым. При этом диапа-
зон углов отклонения данного звена от перпен-

дикуляра будет лежать в интервале 1 1, .
2
πϕ ϕ − 

 
Построение третьего и четвертого звеньев 

манипулятора сводится к задаче пересечения 
двух окружностей, т. к. нам известны коорди-
наты центров данных окружностей ( 2 2( , )x y  и 

4 4( , )x y ) и длины их радиусов, равные 3l  и 4l  со-
ответственно.

При постепенном увеличении длины отрез-
ка ,OM  диапазон углов будет постепенно су-
жаться и приближаться к углу, который состав-

ляют ось OX  c OM . В случае, когда длина отрезка OM  станет равна ,d  звенья манипулятора 
выстроятся в одну линию, и это будет единственное решение. 

В дальнейшем в используемом алгоритме описанные диапазоны будут разделяться на ко-
нечное число интервалов и для каждого полученного угла из этого разбиения по формуле (2) 
будут высчитываться вероятности выбора. Таким образом, выбор угла из заданного интерва-
ла будет происходить не каким-то определенным жестко заданным образом, а вероятностно с 
учетом полученного распределения.

Рис. 4. Пример «хорошего» манипулятора Рис. 5. Пример «плохого» манипулятора»

Рис. 6. Построение второго звена 
манипулятора
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Заключение

В ходе практического анализа для четырехзвенного манипулятора на плоскости были уста-
новлены диапазоны углов для построения первого и второго звеньев. Построение третьего и 
четвертого звеньев будет решаться с помощью задачи пересечения двух окружностей, в ходе 
которой станет известно, существует ли решение ОЗК или нет.

В дальнейшем данные диапазоны углов будут разделяться на конечное число интервалов, 
и для каждого полученного угла будет применяться муравьиный алгоритм, а именно формула 
вероятностного выбора.
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ПРЕДСКАЗАНИЕ ПОВЕДЕНИЯ ПРИРОДНЫХ СИСТЕМ МЕТОДОМ ARIMA-LSTM 
С ПРИМЕНЕНИЕМ ГЕНЕТИЧЕСКИХ АЛГОРИТМОВ

Донской государственный технический университет

Д. В. Борисов, А. Е. Чистяков

Аннотация. В работе представлен анализ проблемы прогнозирования временных рядов. 
Рассмотрено два наиболее распространенных метода прогнозирования – ARIMA и LSTM. 
Поскольку данные модели независимо наилучшим образом прогнозируют линейные и, 
соответственно, нелинейные зависимости, рассмотрена гибридная модель с применени-
ем обоих исходных методов с целью объединения их сильных сторон, улучшенная гене-
тическим алгоритмом для автоматизированного параметрирования модели. Построена 
программная реализация и описаны преимущества относительно исходных методов на 
основе датасетов, обладающих разными трендовыми, сезонными, нелинейными компо-
нентами.
Ключевые слова: временные ряды, машинное обучение, нейронные сети, генетические 
алгоритмы, авторегрессия, гибридные модели, прогнозирование.

Введение

На сегодняшний день наука анализа данных обладает обширным инструментарием по-
строения как краткосрочных, так и долгосрочных предсказаний, основанных на исторических 
данных. Известные методы анализируют закономерности, находящиеся в результатах наблю-
дений. Если ранее алгоритмы базировались на простой авторегрессии (AR), то за последние 
несколько лет произошло стремительное развитие самих методов. Модели авторегрессии (AR) 
были существенно дополнены. Наиболее распространенным методом семейства авторегрес-
сионных моделей считается модель проинтегрированного скользящего среднего и авторегрес-
сии (ARIMA), созданная на основе модели Бокса – Дженкинса, активно применяемая для раз-
личных целей, например, для прогнозирования спроса [1] или цен на электроэнергию [2] и 
зарекомендовавшая себя как лидер качественного прогнозирования линейных зависимостей.

Помимо подхода, описанного Боксом и Дженкинсом, стоит отметить современных лиде-
ров во всевозможных задачах анализа данных – различные виды нейронных сетей, обученные 
на достаточном объеме данных, могут выявить более комплексные закономерности, нежели 
авторегрессионные модели. Более того, различная архитектура построения сетей для приме-
нения к конкретной задаче может улучшить результат прогноза и наилучшим образом пред-
ставить прогнозируемый набор значений.

Известны попытки совмещения моделей семейства ARMA и моделей машинного обуче-
ния. Именно такие гибриды демонстрировали наибольшую устойчивость при тестировании 
на различных наборах данных. Исходя из анализа литературы, эти гибриды являются своео-
бразным state-of-the-art, наиболее развитыми и точными моделями, служащими для анализа 
как линейных, так и нелинейных зависимостных рядов.

1. Методология

1.1. Авторегрессионная модель

Первым составным компонентом разработанной гибридной модели является модель про-
интегрированного скользящего среднего и авторегрессии (ARIMA).
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Данная модель является формой регрессионного анализа, который измеряет силу одной 
зависимой переменной по сравнению с другими изменяющимися переменными. Целью моде-
ли является прогнозирование будущих значений путем изучения различий между значениями 
ряда, а не фактическими значениями. Модель ARIMA можно декомпозировать, выделив каж-
дый из ее компонентов. Авторегрессия (AR): относится к модели, которая показывает изме-
няющуюся переменную, эта переменная регрессирует по своим собственным запаздывающим 
или предыдущим значениям. Определение авторегрессионного ряда, задается уравнением:

	 1 1 1 2 1 2 2 ... ,t t t t p t pY Y Y Y Yβ ϕ ϕ ϕ ϕ− − − −= + + + + + 	 (1)
где Y  – значение временного ряда, β  – константа, t  – момент времени, ϕ  – коэффициент ав-
торегрессии, p  – порядок задержки. 

Интегрированный (I): представляет собой разность необработанных наблюдений, чтобы 
временные ряды стали стационарными (т. е. значения данных заменяются разницей между 
значениями данных и предыдущими значениями).

Скользящее среднее (MA): включает зависимость между наблюдением и остаточной ошиб-
кой из модели скользящего среднего, применяемой к запаздывающим наблюдениям. Скользя-
щее среднее может задаваться уравнением:

	 2 1 1 2 2 ... ,t t t q t q tY β ω ε ω ε ω ε ε− − −= + + + + + 	 (2)
где ε означает ошибку в каждом временном промежутке, а веса 1 2( , ,..., )qω ω ω  вычисляются в 
зависимости от статистических зависимостей и корреляций, q – порядок скользящей средней.

При комбинировании подходов, мы получаем:
	 1 2 1 1 1 1 2 2( ) ( ... ) ( ... ).t t p t p t t q t q tY Y Yβ β ϕ ϕ ω ε ω ε ω ε ε− − − − −= + + + + + + + + + 	 (3)
Стоит отметить, что каждый компонент в ARIMA функционирует как параметр со стан-

дартным обозначением. Для моделей ARIMA стандартным обозначением будет ARIMA(p,q,d), 
где целочисленные параметры описаны выше.

Каждый параметр связан с составным компонентом ARIMA. Соответственно, при различ-
ной настройке мы можем получить следующие модели: ARMA, AR, MA.

1.2. Модель с долгой краткосрочной памятью (LSTM)

В данном исследовании также использована одна из наиболее эффективных разновидно-
стей нейронных сетей – нейронная сеть с долгой краткосрочной памятью.

На текущий момент эволюция нейронных сетей позволяет точно отказаться от первичной 
и привычной архитектуры построения – многослойного перцептрона. В задачах прогнози-
рования нелинейных зависимостей временных рядов может требоваться запоминание долго-
срочных трендовых особенностей данных. Простейшая реализация нейронной сети не имеет 
«памяти», соответственно, многие особенности временного ряда будут забываться, повышая 
общую ошибку.

Для устранения данного недочета была сконструирована альтернативная архитектура ней-
ронных сетей – рекуррентная нейронная сеть (RNN). Ее особенностью является наличие об-
ратных связей – способа сохранения состояний нейронной сети для последующей ее переда-
чи другим состояниям. Такой подход помог широко популяризировать нейронные сети. RNN 
широко применяются как в распознавании изображений и видео, так и в языковом модели-
ровании и переводе текстов естественного языка. Структура RNN может быть представлена 
в виде изображения (рис. 1).

Значение функции в момент времени t  может быть вычислено следующим образом:
	 ( * * 1),t t tH U X W Hσ= + − 	 (4)
	 Softmax( * ),t ty V H= 	 (5)
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где H  – вектор весов для скрытого слоя, V  – вектор весов для выходного слоя, W  – одинако-
вый вектор для различных моментов времени, X  – вектор слов входного слоя, y  – вектор 
выходных слов, M  является известным словарем, ( )J θ  – функция потери.

Существенным дополнением RNN, позволяющим стабильно сохранять долгосрочные за-
висимости в рамках набора данных является расширение структуры каждого модуля внутри 
сети. Дополнив модули системой ворот (gates) и слоев (layers), разработчики архитектуры до-
бились возможности фильтрации полезной для модели информации (с ее дальнейшим пере-
ходом в последующие слои) и ненужной, которая может быть опущена в процессе прохода 
через слой забывания.

Нейронная сеть получила название сети с долгой краткосрочной памятью (LSTM). Воз-
можность ее применения к анализу временных рядов экспериментально доказана различными 
исследователями. В прогнозировании нелинейных (например, стохастических) зависимостей 
данная архитектура имеет большую предиктивную силу относительно классических моделей 
регрессионного анализа. Следовательно, применяя LSTM в задаче заранее неопределенного 
типа зависимостей в паре с ARIMA, можно добиться стабильной минимизации ошибки. По-
добные исследования были проведены при построении гибридных моделей.

1.3. Генетический алгоритм

Генетический алгоритм является метаэвристическим и стохастическим алгоритмом оп-
тимизации, основанный на реальном эволюционном процессе. При помощи данной специ-
фикации эволюционного алгоритма был получен ряд быстрых и удовлетворительно точных 
аппроксимаций некоторых NP-полных задач.

Принцип эволюционного алгоритма основан на использовании генетического принципа 
наследования генотипа от родителей потомкам (процесс кроссинговера), а также на использо-
вании мутаций. Такой подход позволяет итерационно (на каждом поколении) получать более 
качественных особей, оцениваемых по каким-либо критериям.

Роль генетического алгоритма в данной задаче заключается в поиске оптимальных пара-
метров LSTM модели: порядка задержки(p), порядка скользящей средней(q), порядка диффе-
ренцирования(d). Поскольку параметризация является неотъемлемой частью инициализации 
модели машинного обучения, эмпирический выбор необходимых параметров не всегда гаран-
тирует нужный результат.

Рис. 1. Графическое представление RNN
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Более того, в целях дальнейшей автоматизации требуется выбирать подходящие параме-
тры модели без человеческого участия. Стохастический процесс поиска оптимума во время 
работы генетического алгоритма позволит достаточно быстро определить подходящие для 
конкретного временного ряда параметры нейронной сети.

1.4. Гибридная модель ARIMA-LSTM

В связи с тем, что ARIMA хорошо предсказывает линейные зависимости, а LSTM – нели-
нейные, реализация улучшенной модели предсказания временных рядов требует комбиниро-
вания лучших качеств ARIMA и LSTM. В исследовании рассматривается подход, предложен-
ный Джаном для построения гибридных моделей [8].

Так, в соответствии с Джаном, моделирование разбивается на два компонента:
	 ,t t ty L N= + 	 (7)

где за ty  принято считать наблюдение y  в момент времени ,t  а tL  и tN  являются линейными 
и нелинейными частями, которые необходимо прогнозировать раздельно, при помощи ARIMA 
и LSTM соответственно. ARIMA генерирует прогноз tL  в момент времени .t  Таким образом, 
мы получаем расхождение .t y te y L= −



 В соответствии с исследованием Джана, после обработ-
ки датасета посредством ARIMA, в данных остается только нелинейная часть. Эти данные 
(расхождения между реальными данными и прогнозом ARIMA) подаются в нейронную сеть, 
которая аппроксимирует функцию f  от n  переменных. Полученное полиномиальное разло-
жение будет использоваться для дальнейших прогнозов. Таким образом, модель LSTM обуча-
ется на предоставленных расхождениях от ARIMA с истинными значениями данных.

2. Программное конструирование и результаты численных экспериментов

Реализация программного средства для прогнозирования природных систем выполнена на 
языке программирования Python 3.8. Для построения программного блока интегрированной 
авторегрессионной модели со скользящим средним использована реализация из библиотеки 
statsmodels. Для реализации LSTM модели машинного обучения использована библиотека 
TensorFlow с применением высокоуровневого API Keras. Генетический алгоритм для параме-
тризации LSTM модели воспроизведен без использования сторонних библиотек.

В качестве используемых данных для проверки гипотезы взято несколько открытых дата-
сетов, содержащих определенные наблюдения, привязанные ко времени:

• Минимальная дневная температура (Min. Temperature, 3650 наблюдений). Набор данных 
содержит информацию о минимальной ежедневной зафиксированной температуре в Мель-
бурне за 10 лет (1981–1990). Данные имеют строгую сезонность с минимальным нелинейным 
компонентом.

• Ежемесячные наблюдаемые солнечные пятна (Sunspots, 2820 наблюдений). Датасет содер-
жит информацию о количестве найденных за месяц солнечных пятен более чем за 230 лет 
(1749–1983). Данные также обладают сезонностью, однако, с различной амплитудой внутри 
каждого сезонного периода.

• Ежедневная женская рождаемость (Female births, 365 наблюдений). Данные о ежедневной 
рождаемости детей женского пола в Калифорнии в 1959 году. Датасет имеет высокую степень 
нелинейности, слабое проявление тренда и сезонности.

На приведенных наборах данных были протестированы модели ARIMA, LSTM и гибрид-
ная модель, комбинирующая несколько методов. Результаты приведены в табл. 1.

Для подсчета ошибки использовалась функция средней квадратичной ошибки: 

	 2

1

1 ( ) .
n

i
i

MSE y y
n =

= −∑  	 (8)
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Во время тестирования выяснилось, что гибридная модель стабильно показывает наилуч-
шие результаты относительно от самостоятельных моделей ARIMA и LSTM. Гибридная модель 
показала средний результат лучше ARIMA на 6,33 % и лучше LSTM на 8,36 %, беря за критерий 
размер среднеквадратичной ошибки на валидационных данных (их объем равен 20 % от всего 
объема выборки).

3. Выводы по работе

Экспериментальным путем проверена гипотеза о целесообразности использования гибрид-
ных моделей для прогнозирования временных рядов. Получение стабильного результата при 
предсказании данных с различным поведением и содержанием линейного, трендового компо-
нентов может являться важным фактором при автоматизированном прогнозировании различ-
ных наборов данных. Во время исследования изучена и модифицирована гибридная модель 
Джана для предсказания временных рядов при помощи генетического алгоритма, использо-
ванного для поиска оптимальных значений порядка задержки, порядка скользящей средней, 
порядка дифференцирования. Подобный подход позволил подобрать наиболее подходящие 
параметры LSTM и минимизировать итоговую ошибку, получаемую на тестовых данных.
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Таблица 1
MSE-ошибка моделей на тестовых данных

Min. Temperature Sunspots Female births
ARIMA 6.24 612.15 59.46
LSTM 6.59 627.63 58.82
ARIMA-GA-LSTM 5.49 600.27 57.17
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ПОИСК КЛИНИЧЕСКИХ СОСТОЯНИЙ, СОПУТСТВУЮЩИХ АТЕРОСКЛЕРОЗУ, 
С ПОМОЩЬЮ МЕТОДОВ ОБРАБОТКИ ЕСТЕСТВЕННОГО ЯЗЫКА
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М. В. Демченко, И. Л. Каширина

Аннотация. Обработка естественного языка является одной из важнейших областей ма-
шинного обучения, предназначенной для извлечения ценной информации из докумен-
тов, имеющих формат текстов в свободной форме. С помощью данного подхода стано-
вится возможным не только структурировать, упорядочивать и векторизовать сложные 
массивы текстовых данных, но и использовать полученную информацию для дальнейших 
этапов предсказательного и описательного анализа. В настоящее время разработан ряд 
эффективных моделей и алгоритмов обработки текстов, в том числе специфичных для 
области медицины, при этом одним из наиболее популярных и развивающихся фрейм-
ворков в этой области является Spark NLP. В данной работе описан процесс обработки 
отчетов базы данных MIMIC-III с целью поиска сопутствующих атеросклерозу заболева-
ний, методов лечения и диагностики.
Ключевые слова: обработка естественного языка, MIMIC-III, токенизация, векторное 
кодирование слов, выделение частей речи, классификация, выявление зависимостей, рас-
познавание именованных сущностей, многослойный персептрон, BiLSTM-CNN.

Введение

Современные модели и методы машинного обучения являются эффективным инструмен-
том извлечения ценной информации из имеющихся массивов данных различных областей. 
В частности, в течение этапа цифровизации и информатизации в сфере медицины и здравоох-
ранения было накоплено множество информации, сохранившей ценный медицинский опыт, 
включающий скрытые закономерности, зависимости, алгоритмы лечения, симптоматику за-
болеваний, а также результаты и наблюдения применения медикаментов. Следовательно, по-
иск, анализ и выявление ранее неизвестной информации из достоверных источников данных 
является актуальной задачей современной медицины.

Существует множество возможных форматов хранения медицинской информации. Элек-
тронные медицинские записи могут иметь табличный формат. Например, исследование [1] 
посвящено разработке моделей диагностики атеросклероза у пациентов, прошедших диспан-
серизацию или находящихся под наблюдением в госпитале. Также разработаны эффективные 
модели обработки медицинских снимков, способные выявлять угрожающие жизни состояния 
и заболевания [2]. 

При этом большое количество ценной медицинской информации (отчеты в течение госпи-
тализации пациентов, заключения врачей) хранится в неструктурированных данных, имею-
щих свободный текстовый формат. Существует ряд подходов, моделей и методов машинного 
обучения, предназначенных для обработки естественного языка.

В данной работе модели и методы обработки естественного языка применяются для рабо-
ты с медицинскими отчетами о пациентах с атеросклерозом, которые хранятся в базе данных 
MIMIC-III [3]. Исследуемое заболевание является наиболее частой причиной поражения орга-
нов сердечно-сосудистой системы и представляет высокую степень угрозы жизни и здоровью 
пациентов, следовательно, требует своевременной диагностики и лечения.

Целью данного исследования является решение задачи поиска сопутствующих атероскле-
розу заболеваний, методов лечения и диагностики.
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1. Исходный набор данных

В качестве входного набора данных в текущем исследовании была использована выборка 
текстовых медицинских отчетов о пациентах с первичным диагнозом атеросклероз. Источни-
ком данных является таблица NOTEEVENTS базы данных MIMIC-III, изначально содержащая 
2083180 записей. После фильтрации записей по критерию первичного диагноза (атероскле-
роз) исходная выборка содержала 74488 записи. 

В табл. 1 приведено распределение записей по существующим категориям отчетов. Итого-
вый набор данных был отфильтрован по типу категории (учитывались только записи меди-
цинского ухода, терапии, реабилитации, общие и отчеты о выписке) и содержал 12551 запись.

Таблица 1
Сопутствующие атеросклерозу клинические состояния

Категория Число записей
Ренгтенология 18234
ЭКГ 15196
Медицинский уход 7477
Отчет при выписке 4626
Терапия 2940
Дыхательная система 908
Реабилитация 249
Общие 199
Питание 174
Социальная работа 27

Пример отрывка входного текста для обработки: «Service: Cardiac surgery If the previously 
right coronary artery stenosis is a cause for concern or patient morbidity in the future, this lesion can 
certainly be addressed percutaneously with balloon angiography. She will be followed very closely by 
Dr. [**Last Name (STitle) 677**] as an outpatient, and if this lesion does cause her problems, this may 
be addressed.».

2. Модели и методы

Применение методов обработки естественного языка выполнено с помощью библиотеки 
Spark NLP – библиотеки открытого доступа, разработанной на основе Apach Spark и Spark ML 
и широко используемой для решения NLP задач во всем мире и имеющая ряд преимуществ [4].

Spark NLP предлагает полноценный набор моделей и методов, необходимых для реализации 
каждого из этапов анализа текстов (разделение текста на предложения, токенизация, определе-
ние части речи, векторное кодирование, распознавание именованных сущностей и т. д.).

Данный фреймворк является оптимальным инструментом при работе с большим объемом 
текстовой информации за счет оптимальной потоковой обработки больших данных.  

Помимо, в рамках Spark NLP разработан и активно развивается ряд современных и наибо-
лее эффективных моделей, специфичных для применения в области медицины.

Рис. 1 отражает основные этапы обработки естественного языка, применяемые в данном 
исследовании. 
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2.1. Разбиение текста на предложения, токенизация, выделение частей речи

Первым шагом обработки текстовых данных является разбиение текстов на предложения. 
Модель разделение текстов на предложения (SentenceDetector) основана на алгоритме Кевина 
Диаса Руби, который представляет собой алгоритм определения границ предложения, осно-
ванный на заданных предопределенных правилах. 

С помощью данного алгоритма тексты разделяются на отдельные предложений на основа-
нии знаков пунктуации («.», «!», «?»), за исключением случаев, когда данные символы не носят 
смысл конца предложения (например, включены в аббревиатуры, инициалы, числа, названия 
компаний, адрес электронной почты и т. д.).

Совокупность заданных правил, разработана для многих языков (английский, немецкий, 
японский, арабский, русский и др.). При этом модуль SentenceDetector позволяет переопреде-
ление набора заданных правил и указание пользователем отличных от стандартных симво-
лов-разделителей предложения [5].

Вторым значимым шагом обработки текстов является токенизация (Tokenizer). В резуль-
тате процесса токенизации, основанного на использовании регулярных выражений, предло-
жения разбиваются на множество значимых единиц – токенов, соответствующих отдельным 
словам текста. 

Полученные предложения и токены используются в алгоритме определения частей речи 
(PerceptronModel). 

В основе данного алгоритма используется нейронная сеть архитектуры многослойный 
персептрон, обученная для определения части речи слова в предложении. 

Данная модель была обучена на наборе данных MedPost, в котором для записей была про-
изведена разметка частей речи. [6]

Рис. 1. Последовательность моделей и методов обработки текста
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2.2. Векторное кодирование слов с использованием Glove на наборе медицинских данных

Необходимым этапом обработки естественного языка является векторизация текстов и 
приведение их к числовому виду. Одним из подходов, обеспечивающих соответствие слов в 
символьном представлении и перевода их в числовой вид является создание векторов слов 
(WordEmbeddingsModel). На данном шаге алгоритм [7] был применен к набору данных PubMed 
для обучения модели на основе векторного кодирования слов. В результате применения дан-
ной модели, словам рассматриваемых текстов ставится в соответствие многомерный вектор 
(размерности 200), при этом степень семантического сходства данных слов определяется рас-
стоянием между векторами слов (рис. 2).

Модели Glove обучаются на основании матрицы совместного вхождения слов. Результатом 
обучения модели GloVe является набор векторов слов, для которых скалярное произведение 
равно логарифмической вероятности их совместного вхождения.

В данной задаче для получения векторов слов был использован компонент SparkNLP 
WordEmbeddingsModel, использующий модель clinical_embeddings, обученную на наборе дан-
ных PubMed [8].

2.3. Распознавание именованных сущностей – клинических признаков

Важнейшей задачей обработки естественного языка является классификация слов и их сло-
восочетаний на исследуемой совокупности классов. Например, многие современные NLP-алго-
ритмы обучены на распознавание именованных сущностей регионов, организаций, персоналий.

Задачей данного исследования является поиск в текстах таких классов, связанных с ценной 
медицинской информацией, как диагноз, метод лечения и диагностики. 

В основе модели распознавания именованных сущностей SparkNLP MedicalNerModel ле-
жит алгоритм BiLSTM-CNN.

В основе модели распознавания именованных сущностей SparkNLP MedicalNerModel ле-
жит алгоритм гибридной архитектуры BiLSTM-CNN. Особенностью данного алгоритма яв-
ляется способность обучаться на признаках-словах совместно с символьными признаками. 
Компонент сверточной нейронной сети CNN предназначен для построения символьных при-
знаков. Иллюстрация алгоритма BiLSTM-CNN приведена на рис. 3.

Основными классами модели распознавания клинических сущностей являются «PROBLEM» 
(диагноз или симптом), «TREATMENT» (метод лечения), «TEST» (метод диагностики). В слу-

Рис. 2. Пример векторного кодирования слов
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чае, если слово является составным, каждому из отдельных слов назначается тэг «B» (начало) 
или «I» (слово внутри составной сущности).

Алгоритм обучения модели распознавания именованных сущностей.
1. Инициализировать нейронную сеть архитектуры BiLSTM-CNN [9].
2. Задать входные параметры алгоритма.
A  – матрица перехода между классами, где ijA  – вероятность перехода из класса i  в класс 

,j  0,iA  – вероятность, если изначальный класс .i
{ },' ,i jA i jθ θ= ∪ ∀  – набор параметров для нейронной сети.

3. Суммарное значение последовательности вероятностей классов токенов для текста опре-
деляется по формуле (1):

	 [ ] [ ]( ) [ ] [ ] [ ][ ]( )
1,1 1 ,

1
, , ' ,

t t t
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T T

i i i t
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Tx  – предложение длины ,T  [ ] ,i t

fθ  – вероятность класса ,i  вычисленная нейронной се-
тью для слова ,t  и набора параметров .θ

4. Задать целевую функцию по формуле (2):
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5. Максимизировать целевую функцию с использованием методов динамического про-
граммирования. 

Таким образом, с использованием нейронной сети, обученной согласно данному алгорит-
му на наборе данных MIMIC-III [10], модуль MedicalNerModel позволяет выявлять в неструк-
турированном тексте сущности таких классов, как диагноз, лечение и анализ.

Модель MedicalNerModel позволяет классифицировать как простые термины («тахикар-
дия», «атеросклероз»), так и составные сущности («мерцательная аритмия», «инфаркт миокар-

Рис. 3. Последовательность моделей и методов обработки текста



170

да»). Однако для удобства обработки полученных результатов с помощью слияния составных 
сущностей в единый текстовый объект следующим шагом после распознавания именованных 
сущностей используется компонент NerConverter.

2.4. Анализ зависимостей и выделение взаимосвязанных сущностей.

Наиболее важной задачей обработки текстов является поиск взаимосвязей между класси-
фицированными сущностями, а также анализ выявленных зависимостей. 

Компонент DependencyParser позволяет обнаружить грамматические взаимосвязи между 
словами, исходя из контекста предложения, а также используя полученную на предыдущем 
шаге разметку частей речи.

Обнаруженные зависимости далее используются вспомогательным компонентом 
RENerChunksFilter, комбинирующим все обнаруженные взаимосвязи для дальнейшей обра-
ботки моделью RelationExtractionDLModel.

В данной работе для выявления зависимостей различных типов используется модель, обу-
ченная на наборе данных MIMIC [10]. Результатом работы модели является поиск нескольких 
классов взаимосвязей в клинических данных. 

3. Результаты

В результате данного исследования с помощью работы с последовательностью моделей и 
алгоритмов обработки текстов был исследован корпус медицинских текстов MIMIC-III, свя-
занных с таким заболеванием, как атеросклероз. 

Входной набор данных содержал 12551 уникальных записей, к которым были последова-
тельно применены основные методы и модели обработки медицинских текстов, где целевой 
метрикой оценки качества выявленных зависимостей являлось значение достоверности. Ме-
трика достоверности принимает значения от 0 до 1, характеризуя частоту вхождения имено-
ванной сущности в контексте совместно с другой именованной сущностью. 

Таким образом, записи с наибольшим показателем достоверности обладают наибольшей 
значимостью и свидетельствуют о наиболее информативных и частых паттернах в текстовых 
данных. В данном исследовании набор результирующих записей был отфильтрован исходя из 
порога достоверности 0.9, сократившись до 2277 записей.

При этом применяемые модели являются высокоэффективным инструментом, позволя-
ющим выделять ценную информацию, а в частности, клинические сущности и взаимосвязи 
между ними. В результате были выявлены взаимосвязи различных типов. Описание различ-
ных взаимосвязей приведено в табл. 2.

Таблица 2
Типы выявляемых взаимосвязей

Название Описание Пример диагноза Пример метода 
лечения

Пример метода 
диагностики

TrIP Лечение привело к 
улучшению состояния 
пациента

Послеоперационная 
боль Морфий

TrAP Лечение было назначе-
но согласно состоянию 
больного

Ишемическая 
болезнь сердца

Шунтирование 
коронарной 

артерии
TeRP В результате анализа 

был поставлен диагноз
Мерцательная 

аритмия Холтер

O Связь неопределена
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3.1. Пример обработки медицинского текста.

Пример исходного текста и основных этапов обработки приведен в табл. 3.
Таблица 3

Пример результатов основных этапов обработки текста
Шаги обработки текста Результат
Шаг 1. Исходный 
(неструктурированный 
текст)

Lopressor + heparin - sent to cath lab. Showed 2VD diffuse 
atherosclerosis - prox LAD TO - stent x 2.  Con't CP post cath  - 
brisk bleeding from R groin PA + Aline site - clamped/pressure held 
- integrillin turned off. To CCU - Aline + PA line d/c'd. repeat CO/
CI improved 4.6/2.35. Con't w/ CP burning SSCP non radiating - 
unrelieved w/ NTG sl

Шаг 2. Разбиение 
на предложения

['Lopressor + heparin - sent to cath lab.',   'Showed 2VD diffuse 
atherosclerosis - prox LAD TO - stent x',  "2.  Con't CP post cath [**7-
25**] - brisk bleeding from R groin PA + Aline site - clamped/pressure 
held - integrillin turned off.",  "To CCU - Aline + PA line d/c'd.",  
'repeat CO/CI improved 4.6/2.35.',  "Con't w/ CP [**2113-7-24**] 
burning SSCP non radiating - unrelieved w/ NTG sl"]

Шаг 3. Ключевые 
сущности

['Lopressor',   'heparin',   'Showed 2VD diffuse atherosclerosis',   'prox 
LAD',   'Showed 2VD diffuse atherosclerosis',   'stent',  'prox LAD',  
'stent',   'brisk bleeding',   'R groin PA',  'Aline site',  'clamped/pressure',  
'Aline site',  'integrillin',  'clamped/pressure',  'integrillin',   'SSCP non 
radiating - unrelieved', 'NTG sl']

Шаг 4. Выделение 
взаимосвязей

['O', 'TrAP', 'TrAP', 'TrAP', 'TrCP', 'TrAP', 'TrAP', 'O']

Исходные тексты содержат большое количество шума: множество аббревиатур, специфич-
ных для медицинских отчетов, специальные символы, системную информацию (даты, номера). 

На рис. 4 приведен пример визуализации обнаруженных взаимосвязей в текстовых дан-
ных. Например, связь TrAP между сущностями stent и Showed 2VD diffuse atherosclerosis мож-
но интерпретировать как назначение стентирования пациенту с двухсосудистым диффузным 
атеросклеротическим поражением. Также в данной записи обнаружено кровотечение (brisk 
bleeding) из паховой артерии с правой стороны (R groin PA).

В результате проведенного исследования был сформирован ряд выводов о сопутствующих ате-
росклерозу заболеваниях, симптомах, методах лечения и диагностики и их взаимозависимостях. 

Рис. 4. Пример результатов основных этапов обработки текста
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3.2.  Результаты решения задачи поиска сопутствующих атеросклерозу 
диагнозов, методов лечения и диагностики.

Табл. 4, 5 и 6 иллюстрируют наиболее часто сопутствующие атеросклерозу клинические 
состояния, значение достоверности которых в контексте выявленных зависимостей превосхо-
дит 0.9. Указанный в таблицах процент назначений и вхождений записей характеризует часто-
ту вхождения найденных клинических сущностей в наиболее достоверные правила.

Например, согласно табл. 4, в 9.4 % случаях среди выявленных диагнозов, сопутствующих 
атеросклерозу, встречается ишемическая болезнь сердца, в 4.7% случаев – мерцательная арит-
мия, в 4.03 % – инфаркт миокарда.

Табл. 5 содержит список наиболее часто встречающихся методов лечения в структуриро-
ванных медицинских отчетах по пациентам с первичным диагнозом атеросклероз. В 25 % слу-
чаев пациентам назначается шунтирование коронарной артерии, почти в 10 % случаев – стен-
тирование. Также назначается регургитация митрального клапана и гемодиализ. 

Согласно табл. 6, наиболее частым методом диагностики, назначаемым пациентам с ате-
росклерозом, является катетеризация сердца. Также используются стресс-тест, ЭКГ, холтер, 
колоноскопия, уровень SVO2. 

В табл. 7 приведен список методов лечения, назначаемых соответственно поставленному 
диагнозу. Почти в 6 % случаев стентирование назначается при инфаркте миокарда. Инсулин 

Таблица 4
Сопутствующие атеросклерозу клинические состояния
Диагноз Процент вхождений

Ишемическая болезнь сердца 9.4
Мерцательная аритмия 4.7
Инфаркт миокарда 4.03
Заболевания периферических сосудов 3.36
Диабет 3.36
Боль в груди 2.68
Кровотечение 2.68

Таблица 5
Методы лечения, назначаемые пациентам с атеросклерозом

Метод лечения % назначений 
Шунтирование коронарной артерии 25.30
Стентирование 9.64
Регургитация митрального клапана 3.61
Гемодиализ 3.61

Таблица 6
Методы лечения, назначаемые пациентам с атеросклерозом

Метод диагностики % назначений 
Катетеризация сердца 30
Стресс-тест 10
ЭКГ 10
Холтер 5
Колоноскопия 5
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назначается в случае диагностированного диабета, кумадин – в случае мерцательной аритмии, 
лопрессор – при установленной тахикардии.

Таблица 7
Методы лечения, назначаемые пациентам с атеросклерозом

Диагноз Метод лечения % назначений
Ишемическая болезнь сердца Шунтирование коронарной артерии 25.83
Инфаркт миокарда Стентирование 5.96
Мерцательная аритмия Кумадин 2.87
Смещение позвоночных дисков Хирургическое восстановление 2.21
Тахикардия Лопрессор 1.55
Заболевания периферических
сосудов

Ампутация 1.10

Заключение

В результате данного исследования с помощью методов обработки естественного языка 
был проведен анализ текстовых медицинских отчетов о пациентах с диагностированным ате-
росклерозом.

В качестве исходного набора данных использовалась выборка данных MIMIC-III.
С помощью фреймворка Spark NLP for Healthcare в данной работе удалось произвести каче-

ственную обработку сложных неструктурированных медицинских текстов, содержащих мно-
жество аббревиатур, деидентифицированных данных, системных данных и т. д.

В результате работы выявлены сопутствующие данному заболеванию клинические состоя-
ния и диагнозы, методы лечения и диагностики. 

Литература

1. Демченко, М. В. Разработка моделей расчета риска атеросклероза c использованием ме-
тодов машинного обучения / М. В. Демченко, И. Л. Каширина, М. А. Фирюлина // Моделиро-
вание, оптимизация и информационные технологии. – 2021. – № 9(2).

2. Reddy, A. V. N. Analyzing MRI scans to detect glioblastoma tumor using hybrid deep belief 
networks / A. V. N. Reddy, C. P. Krishna, P. K. Mallick et al // Journal of Big Data. – 2020. – No 35. 

3. Johnson, A. MIMIC-III, a freely accessible critical care database / A. Johnson, T. Pollard, L. Shen // 
Sci Data. – 2016. – No 160035. 

4. Сайт фреймворка Spark NLP: официальный сайт. – URL: https://nlp.johnsnowlabs.com/ 
(дата обращения 7.12.2021)

5. Репозиторий алгоритма для выделения  предложений в тексте. – URL: https://github.com/
diasks2/pragmatic_segmenter (дата обращения 7.12.2021) 

6. Smith, L. MedPost: A part-of-speech tagger for bioMedical text / L. Smith, T. Rindflesch, 
W. Wilbur // Bioinformatics (Oxford, England). – 2004. – No 20(14). 

7. Электронная статья: алгоритм GloVe. – URL: https://nlp.stanford.edu/projects/glove/ (дата 
обращения 7.12.2021)

8. База данных PubMed: официальный сайт. – URL: https://www.nlm.nih.gov/databases/
download/pubmed_medline.html (дата обращения 7.12.2021)

9. Chiu, J. P. C. Named Entity Recognition with Bidirectional LSTM-CNNs / J. P. C. Chiu, E. Nich-
ols // arXiv. 2016.

10. Набор данных n2c2 для NLP. – URL: https://portal.dbmi.hms.harvard.edu/projects/n2c2-nlp/



174
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АНАЛИЗ, МОДЕЛИРОВАНИЕ И ПРОГНОЗИРОВАНИЕ COVID-19 
НА ОСНОВЕ ДАННЫХ ВОРОНЕЖСКОЙ ОБЛАСТИ

Воронежский государственный университет

И. Л. Каширина, Д. О. Ершов

Аннотация. В период пандемии COVID 19 большое значение приобретает разработка 
современных и точных методов анализа, моделирования и прогнозирования динами-
ки распространения этого заболевания, позволяющих выявить факторы, оказывающие 
существенное влияние на процесс распространения инфекции. Однако, как правило, 
существенной проблемой повышения эффективности таких методов является отсут-
ствие достаточных исходных данных для построения моделей. В данном исследовании 
использовался большой массив деперсонифицированных данных по распространению 
COVID-19 в Воронежской области, предоставленных Воронежским областным клиниче-
ским консультативно-диагностическим центром (ВОККДЦ). На основе этих данных раз-
работано несколько методов интерактивной визуализации и прогнозирования динамики 
COVID-19 с использованием инструментов машинного обучения.
Ключевые слова: COVID-19, машинное обучение, прогнозирование динамики, разве-
дочный анализ данных.

Введение

Продолжающаяся пандемия COVID-19, вызванная заражением человека вирусом SARS-
CoV-2, в настоящий момент является основной причиной смертности во всем мире [1].

Надежное здравоохранение и адекватные общественные меры реагирования на пандемию 
зависят от предоставления своевременной и точной информации о ее развитии, включая про-
гнозную аналитику. В последнее время в открытом доступе в разных странах стали появляться 
различные аналитические панели, показывающие динамику пандемии и содержащие интегри-
рованные в них прогнозные модели. К сожалению, самые известные российские сайты, такие 
как https://стопкоронавирус.рф/, практически не содержат инструментов прогнозирования 
параметров эпидемиологического процесса. Поэтому существует необходимость в разработке 
технологий анализа динамики COVID-19, опирающихся на большие массивы реальных рос-
сийских данных. Основной целью данного исследования является разведочный анализ дан-
ных (exploratory data analysis, EDA), отражающих результаты ПЦР тестирования на COVID-19 
в Воронежской области, изучение основных свойств данных с использованием инструментов 
визуализации, нахождение в них общих закономерностей, распределений представленных 
признаков, и построение начальных моделей прогнозирования динамики распространения 
COVID-19. В качестве базового инструментария данного исследования использовались ме-
тоды машинного обучения, которые успешно применяются для анализа и прогнозирования 
распространения инфекционных заболеваний [2–5].

1. Исходные данные

Набор деперсонифицированных данных, предоставленных Воронежским областным кли-
ническим консультативно-диагностическим центром (ВОККДЦ) включает данные обо всех 
ПЦР тестах на COVID-19, которые были проведены в Воронежской области в период с марта 
2020 года по ноябрь 2021 года. Датасет содержит следующие показатели (рис. 1): уникальный 
id пациента; пол; возраст; дата забора теста; результат теста (положительный или отрицатель-
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ный); район Воронежской области, в котором проживает пациент; медицинская организация, 
которая проводила тестирование; тест сдан амбулаторно или в стационаре; был ли тест сдан 
в одном из стационаров, в которые направляются преимущественно пациенты с тяжелыми 
случаями заболевания; зарегистрированы ли у данного пациента осложнения после перене-
сённого заболевания COVID-19, состоит ли пациент на диспансерном учете для реабилитации 
после COVID-19, был ли пациент привит вторым компонентом вакцины более 2 недель назад. 
База данных постоянно пополняется. На 10 ноября 2021 года она содержала более 1.5 милли-
она записей, включающих сведения о результатах ПЦР тестирования 645 тысяч уникальных 
пациентов. 

2. Разведочный анализ

Исследуем распределения значений показателей, представленных в исходном наборе дан-
ных. Столбец «Результат» содержит положительные значения у 360872 уникальных пациентов, 
сдававших тест ПЦР. Если разделить на число жителей Воронежской области, то получается, 
что примерно у 17 % жителей за период с марта 2020 по ноябрь 2021 был хотя бы один поло-
жительный ПЦР тест. 

Рис. 2. Соотношение мужчин и женщин в исходных данных (слева) и с ПЦР+ (справа)

Столбец «Пол» содержит 60 процентов женщин и 40 % мужчин, то есть женщины сдают 
ПЦР тесты в полтора раза чаще, чем мужчины. Если отдельно рассмотреть случаи положи-
тельных тестов, то среди них пропорции в точности такие же − 60 процентов женщин и 40 
процентов мужчин. По всей видимости, заболеваемость COVID-19 не зависит от пола, несмо-
тря на то, что в исходных данных женщин с ПЦР+ в полтора раза больше, чем мужчин. 

Рис. 1. Фрагмент исходных данных
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На рис 3. представлено распределение значений в столбце «Возраст» для пациентов с ПЦР+ 
по отдельности для мужчин и женщин. Средний возраст пациента в исходном датасете состав-
ляет 44 года, среди пациентов с ПЦР+ 47 лет. На рис. 2. приведено распределение по возрасту 
для пациентов с ПЦР+ (отдельно для женщин и мужчин). Как видно, распределения являются 
бимодальными – первый пик приходится на возраст 35–40 лет, второй – 60–65 лет. До апреля 
2021 года модальный возраст в 35–40 лет на графике отсутствует, возможно, его появление 
связано со штаммом дельта, которым болеют и более молодые люди. 

3. Визуализация динамики

В рамках данного исследования разработан новый инструмент визуализации, позволяю-
щий отображать данные по заболевшим COVID-19 (активные случаи), а также новые случаи 
заболевания с интерактивным отображением на масштабируемой гугл-карте области. Инстру-
мент поможет наглядно визуализировать различия между районами, которые являются го-
рячими точками COVID-19. С помощью специализированного плагина Сhoropleth (реализо-
ванного в библиотеке python geopandas для анализа и визуализации географических данных) 
можно детально рассмотреть, как меняется ситуация в различных районах города и области на 
протяжении всего времени пандемии (изменять дату можно с помощью встроенного ползунка 
времени – Time Slider). На рис. 4 представлена визуализация активных случаев заболевания на 
9 ноября 2021 года, всплывающие подсказки содержат название района и число заболевших. 

На рис. 5 представлен сравнительный график заболеваемости в районах Воронежской об-
ласти за весь период пандемии (общее число пациентов района, имевших положительный те-
стов ПЦР в пересчете на тысячу жителей).

Динамика активных случаев заболевания в целом по области за весь период времени пан-
демии изображена на рис 6. Следует отметить, что заболевание считалось активным в период 
от первого положительного до первого отрицательного теста у данного пациента. В случаях, 
когда повторные отрицательные тесты у пациента отсутствовали, заболевание считалось ак-
тивным в течение двух недель после появления первого положительного теста.

Рис. 3. Распределение по возрасту для пациентов с ПЦР+
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Рис. 4. Визуализация активных случаев заболевания

Рис. 5. Сравнение районов по заболеваемости
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4. Исследование повторных случаев

В процессе исследования динамики активных заболеваний было обнаружено, что в регионе 
есть ряд пациентов с синдромом лонг-ковида – на протяжении длительного времени (2–3 меся-
ца подряд) у них выявлялись положительные тесты. В связи с чем дополнительно был проведен 
анализ продолжительности заболевания (исследовалось распределение времени между первым 
положительным и первым отрицательным после него тестом). На рис. 7 представлен график 
распределения продолжительности заболевания. Средняя продолжительность заболевания со-
ставила 15 дней (со средним квадратическим отклонением в 6 дней), модальная 14 дней. 

Дополнительно были исследованы случаи повторных заболеваний. Заболевание считалось 
повторным, если у одного и того же пациента через 3 и более месяцев повторно регистриро-
вался положительный тест. Таких случаев в выборке достаточно мало – для повторно заболев-
ших (среди всех пациентов с ПЦР+) составляет чуть более 1 процента (1.07 %). На рис. 7 при-
водится гистограмма распределения периода между повторными заболеваниями составляет 
282 дня со средним квадратическим отклонением в 129 дней. 

Рис. 6. Динамика активных случаев заболевания

Рис. 7. Распределение продолжительности заболевания
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Однако это распределение не отвечает гипотезе о нормальности, среди повторно заболев-
ших достаточно высока доля тех, кто вновь заразился через 3–4 месяца. На рис. 9 представлены 
доли повторных заболевании, агрегированные в периоды по 2 месяца (т. е. длиной в 60 дней). 

5. Прогнозирование новых случаев

Для построения начальных (baseline) моделей прогнозирования динамики распростра-
нения COVID-19 в Воронежском регионе использовалась библиотека Prophet. Prophet – это 
программное обеспечение с открытым исходным кодом, разработанное научной группой 
Facebook по обработке данных, реализованное в R и Python. Prophet содержит нейросетевую 
процедуру прогнозирования данных временных рядов на основе аддитивной модели, в кото-
рой нелинейные тенденции соответствуют годовой, еженедельной и ежедневной сезонности, 
а также учитываются эффекты праздников. Prophet устойчива к изменениям в тренде и, как 
правило, хорошо справляется с выбросами в данных.

На рис. 10 синим цветом изображены реальные данные, красным цветом – прогноз. Дан-
ные до 1 июля 2021 года использовались для обучения модели (на графике можно увидеть 
построенную моделью аппроксимацию обучающей выборки), последующие дни – для прогно-

Рис. 8. Распределение периода между повторными заболеваниями

Рис. 9. Периоды между повторными заболеваниями (в месяцах)
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зирования. На графике бирюзовым цветом изображен доверительный интервал полученного 
прогноза. Видно, что с увеличением интервала прогнозирования, точность прогноза падает. 
Средняя абсолютная ошибка, рассчитанная для прогноза динамики на 15 дней вперед, соста-
вила 50.8. Средняя процентная ошибка для этого же периода составила 6 %, то есть прогнозное 
значение в среднем на 6 % отклонялось от реального. 

Заключение

В предлагаемом исследовании проведен разведочный анализ данных, отражающих результа-
ты ПЦР тестирования на COVID-19 в Воронежской области. Исходные деперсонифицированные 
данные по заболеваемости, госпитализациям, вакцинированию и реабилитации после COVID-19 
(начиная с марта 2020 года и до текущего времени в режиме непрерывной актуализации) предо-
ставлены Воронежским областным клиническим консультативно-диагностическим центром.

С использованием инструментов визуализации проанализированы распределения основ-
ных признаков, исследованы закономерности повторных случаев заболевания, построена на-
чальная модель прогнозирования динамики распространения COVID-19.
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Аннотация. В представленной работе рассматривается применение алгоритма PILCO 
[1, 2] для стабилизации перевернутого маятника и управления скоростью движения ги-
дропривода в рамках их математических моделей. Работа алгоритма исследована для двух 
вариантов функции стоимости. В результате получены графики переходного процесса 
для обеих математических моделей.
Ключевые слова: PILCO, машинное обучение, ПИД-регулятор, перевернутый маятник, 
модель гидравлического привода.

Введение

Определение коэффициентов регуляторов – одна из важнейших задач при построении си-
стем автоматического управления. Алгоритм PILCO [1, 2], созданный на основе машинного 
обучения, позволяет определять коэффициенты автоматически, что значительно уменьшает 
человеческий фактор при создании систем, количество ошибок и трудозатрат, а также значи-
тельно сокращает время, требуемое на подбор параметров. Подход подразумевает, что расчет 
коэффициентов будет происходить по заданным критериям, которые представляют из себя 
функции стоимости (ценности), задаваемые оператором в зависимости от стоящей задачи. 
Важно отметить, что данный алгоритм является ядром при построении системы управления 
на базе машинном обучении. В данной статье рассматривается та часть алгоритма, где проис-
ходит работа с функциями ценности, цель работы – анализ, сравнение и исследование функ-
ций ценностей на детерминированных моделях, построенных на дифференциальных уравне-
ниях. Результаты данной работы будут использованы в учебном процессе, а также применены 
на практическом производстве благодаря оборудованию и сотрудничеству с холдингом «ИН-
ТЕХРОС» [3].

1. Определение политики

Мы рассматриваем задачу управления с дискретным временем, непрерывно оцениваемы-
ми состояниями Dx R∈  и внешними управляющими сигналами .Us R∈  Динамика системы 
описана Марковским процессом принятия решений [4], вычислительным подходом для при-
нятия решений системой в условиях неопределенности. Марковский процесс представляет из 
себя набор из 4х значений: пространство состояний ,DR  пространство действий (управления) 

,UR  функция перехода на один шаг ( , )f x s  и функция немедленной стоимости ( ),c s  которая 
оценивает пребывание системы в конкретном состоянии .x

Если не указано обратное, мы полагаем, что все состояния точно определены и доступны 
(обозримы), однако детерминированная динамика перехода заранее неизвестна.

	 1 1( , ).t t tx f x s− −= 	 (1.1)
Предположим также, что функция немедленной стоимости – критерий при создании си-

стемы. Цель алгоритма – найти такую политику π, которая минимизирует ожидаемую долго-
срочную стоимость

	 0 [ ( )]
0 0

( ) ( ) .
t

T T

t t xt c x
t t

v x E c x Eπ

= =

 = =  
∑ ∑ 	 (1.2)
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Следующей политики для конечного набора T  временных шагов. Здесь 1 1( , ,..., )Tx x xτ =  
обозначает траекторию состояний, которые посетила система. Функция V  называется функ-
цией цены, тогда 0( )V xπ  – цена состояния 0x  на политике .π

Таким образом, политика π  определяется как функция, которая сопоставляет состояния и 
действия. В данной статье мы рассматриваем стационарные детерминированные политики, 
параметризованные вектором .ρ  Следовательно, 1 1( , )t ts xπ ρ− −=  и 1 1( , ( , ))t t tx f x xπ ρ− −=  озна-
чает, что состояние tx  в момент времени t  скрыто зависит от параметров политики. Исполь-
зуя данные обозначения, мы можем конкретнее сформулировать нашу задачу. В контексте за-
дачи сигналов управления наша цель – найти хорошую политику *,π  которая приведет к 
маленькому значению 

*

0( )V xπ  при заданном распределении состояний 0( ),p x  используя толь-
ко небольшое количество взаимодействий с системой. Мы полагаем, что нам недоступны экс-
пертные знания о нашей задаче. 

2. Функции стоимости

В нашей задаче обучения мы полагаем, что немедленная функция стоимости c  в выраже-
нии (2.1) не включает в себя какие-либо особые знания о решении, такие как штрафы на управ-
ляющие сигналы или переменные скорости (в задачах регуляторов). Следовательно, наша 
функция стоимости пользуется исключительно дистанцией d  между текущим и целевым по-
ложениями (состояниями). Использования штрафов только на расстояния должно быть до-
статочно, так как автономная система должна быть способна понять, что достижение целевого 
положения на высоких скоростях ведет к «перелету», а значит, к высоким стоимостям в долго-
срочной перспективе. 

2.1. Насыщенная стоимость

Насыщенная немедленная стоимость локально квадратичная, но при больших дистанциях 
d  от целевого состояния насыщается и сходится к единице (рис. 1). В выражении (2.1) геоме-
трическое расстояние от состояния x до целевого состояния обозначено буквой ,d  а параметр 
a  контролирует ширину функции стоимости. В контексте управления сенсимоторикой, функ-
ция насыщения, описанная выражением (2.1) напоминает функцию стоимости при принятии 
решений человеком, описанную в [5].

	 2
2

1( ) 1 ( , ) .
(2 ) targetc x exp d x x

a
 −

= −  
 

	 (2.1)

Функция стоимости из (2.1) является ненормализованной Гауссовской подынтегральной 
функцией со средним targetx  и дисперсией 2 ,a  из которой вычли единицу. Следовательно, ожи-
даемая немедленная стоимость может быть вычислена аналитически:

	 11[ ( )] 1 ( ) ( ) 1 ( ) ( ) ( ) ,
2

T
x target targetE c x c x p x dx exp x x T x x p x dx− = − = − − − − 

 ∫ ∫ 	 (2.2)

где 1 2 TT a C C− −=  для подходящей C  – матрицы точности ненормализованного Гауссиана в 
выражении (2.2). Если x  – входной вектор, который имеет такое же представление, как и це-
левой вектор, то будет единичной матрицей. Следовательно, для ( , )x N µ ∑  получим ожида-
емую немедленную стоимость:

	 1 1/2
1

1[ ( )] 1 | | ( ) ( )
2x target targetE c x I T exp x S xµ µ− −  = − +∑ − − − 

 



	 (2.3)

	 1 1 1
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

	 (2.4)
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2.2. Квадратичная стоимость

Квадратичная функция стоимости является достаточно распространенной в оптимальном 
управлении (особенно в комбинации с линейными системами) (синяя кривая на рис. 1).

	 2 2( ) ( , ) 0.targetc x a d x x ≥= 	 (2.5)
В выражении (2.5) геометрическое расстояние от состояния x  до целевого состояния обо-

значено буквой ,d  а параметр a  контролирует ширину параболы стоимости. В общем виде 
квадратичная стоимость, ее мат ожидание и дисперсия представлены в виде:

	 2 2 1( ) ( , ) ( ( ),)T
target target targetc x a d x x x x T x x−= = − − 	 (2.6)

	 1[ ( )] ( 1) ( ) ( ),x target targetE c x tr T x T xµ µ−= ∑ − + − − 	 (2.7)

	 1 1 1 1[ ( )] (2 ) 4( ) ( ).T
x target targetvar c x tr T T x T T xµ µ− − − −= + − −∑ ∑ ∑ 	 (2.8)

Здесь ( , ),x N µ ∑  1T −  – симметричная матрица, содержащая скалирующий параметр 2a  в 
выражении (2.8). Теоретически, в квадратичной функции стоимости данный параметр не вли-
яет на решение оптимизационной задачи, оптимум V π  всегда один и тот же независимо от 2.a  
С практической же точки зрения, градиентный оптимизатор может быть очень чувствителен 
к выбору данного параметра.

3. Результаты экспериментов

Эксперименты проводились с помощью компьютерной симуляции, созданной на основе 
математических моделей механических систем, включающих ПИД-регулятор. Коэффициенты 
регулятора автоматически настраивались с помощью алгоритма машинного обучения и задан-
ного критерия в виде функции стоимости. Рассматривались насыщенная (2.2) и квадратичная 
функции стоимости (2.5). Для компьютерной реализации применялся язык Processing [6].

Рис. 1. Квадратичная (синяя линия) и насыщенная (красная линия) функции стоимости. 
По оси X отложено расстояние от текущего состояния до целевого, по оси Y отложена 
немедленная стоимость. В отличие от квадратичной функции стоимости, функция 

насыщенной стоимости способна распознать, что текущее состояние просто очень далеко 
от целевого, в то время как квадратичная функция сильно зависит от расстояния
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3.1. Обратный маятник

Одной из систем, на которой в рамках компьютерного эксперимента тестировались опи-
санные выше функции стоимости, является обратный маятник, представленный на рис. 2. 

Чтобы получить математическую модель объекта необходимо составить систему диффе-
ренциальных уравнений, описывающих физические процессы в нем. Для решения этой задачи 
воспользуемся уравнением Лагранжа второго рода:

	 ,i
i i

d dE dE Q
dt dq dq
 

− = 
 

	 (3.1)

где E  – кинетическая энергия системы, iQ  – обобщенная энергия системы, iq  – обобщенные 
координаты.

В данном случае обобщенными координатами являются угол наклона маятника ϕ  и угол 
поворота колеса .ψ  Кинетическая энергия системы имеет вид 2 ,p kE E E= +  где kE  – кинети-
ческая энергия колеса, а pE  – кинетическая энергия маятника.

На следующих графиках (рис. 3–6) представлены результаты компьютерного эксперимен-
та. Здесь по оси OY  отложен угол отклонения маятника ,ϕ  описывающий положение вместе 
с угловой скоростью ,ω  а по оси OX  – время в секундах, красная линия соответствует насы-
щенной функции стоимости, а синяя – квадратичной. 

3.2. Гидроцилиндр

В данной работе описанные выше функции стоимости были также протестированы на си-
стеме, состоящей из стержня, который шарнирно закреплен на неподвижном основании и 
шарнирно связан с гидроприводом G  в точке, определяемой радиусом-вектором b  (рис. 7), 
описана подробнее в [7]. Символом C  обозначено положение центра масс стержня. Привод G 
представляет собой одноштоковый гидроцилиндр.

С неподвижным основанием механизма связана базовая система координат 0 0 0 0.O X Y Z  
С подвижным стержнем жестко связана правая ортогональная система 1 1 1 1.O X Y Z  Ось 1 1O X  на-

Рис. 2. Маятник с точкой подвеса на колесе: O  – точка подвеса, kM  – момент колеса, 
ψ  – угол поворота колеса, ϕ  – угол отклонения маятника, r  – радиус колеса, km  – масса 
колеса, ( , ) k kx y  – центр масс колеса, ( , ) p px y  – центр масс маятника, l  – расстояние от 

центра масс робота до точки подвеса, g
→

 – ускорение свободного падения
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правлена вдоль стержня, ось 1 1O Z  совпадает с осью шарнира 1.O  Положение стержня опреде-
ляется обобщенной координатой q ϕ=  – углом его поворота вокруг оси 0 0.O Z

На графике (рис. 8) представлен результат эксперимента для гидроцилиндра с использова-
нием насыщенной функции стоимости. Здесь по оси OY  отложена угловая скорость стержня 

,ω  а по оси OX  – время в секундах. 

Рис. 3. Переходный процесс для перевернутого маятника, начальное положение: 
45 ,ϕ = °  угловая скорость 0,ω =  целевое положение: 90 ,ϕ = °  0ω =

Рис. 4. Переходный процесс для перевернутого маятника, начальное положение: 
45 ,ϕ = °  угловая скорость 2 ,ω π= −  целевое положение: 90 ,ϕ = °  0ω =

Рис. 5. Переходный процесс для перевернутого маятника, начальное положение: 
45 ,ϕ = − °  угловая скорость 0,ω =  целевое положение: 90 ,ϕ = °  0ω =
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Заключение

В качестве результатов по проделанной работе можно сделать следующий вывод: исполь-
зование насыщенной функции стоимости приводит к величинам коэффициентов, для кото-
рых работа регулятора более предпочтительна с точки зрения времени, затраченного на пе-

Рис. 6. Переходный процесс для перевернутого маятника, начальное положение: 
135ϕ = °угловая скорость ,ω π= −  целевое положение: 90 ,ϕ = °  0ω =

Рис. 7. Схема одноштокового гидроцилиндра

Рис. 8. Переходный процесс для модели гидропривода, начальное положение: 
угловая скорость 0,ω =  конечное положение 0.3ω π=
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реходный процесс. Иными словами, насыщенная функция стоимости позволяет настроить 
коэффициенты регулятора таким образом, что система будет быстрее и эффективнее дости-
гать целевого положения. Также насыщенная функция является более гибкой с точки зрения 
применения, так как имеет большее количество настраиваемых параметров. Квадратичная же 
функция имеет ряд недостатков. Например, ограниченное количество параметров, выбор зна-
чений которых может сильно влиять на сходимость всей модели.
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О ПОДХОДЕ НА ОСНОВЕ ГЕНЕТИЧЕСКИХ АЛГОРИТМОВ К РЕШЕНИЮ
КИНЕМАТИКИ ДВИЖЕНИЯ МНОГОЗВЕННОГО МЕХАНИЗМА

Воронежский государственный университет

М. М. Коротков, С. Н. Медведев, Н. В. Минаева, А. Ю. Яковлев

Аннотация. В задачах мехатроники при моделировании и программировании движения 
многозвенных механизмов существует необходимость решения обратной задачи кине-
матики. Для ее решения авторы предлагают  применить генетический алгоритм. В статье 
приведено краткое описание метода, обзор примера решения задачи о построении пути 
четырёхзвенного манипулятора в заданную точку.
Ключевые слова: манипулятор, обратная задача кинематики, генетические алгоритмы.

Введение

Вопросу применения современных методов, относящихся к машинному обучению, в обла-
сти мехатроники и робототехники посвящено большое количество работ разных авторов [2]. 

В данной работе рассматривается перспектива использования генетических алгоритмов 
для решения задачи о построении пути четырехзвенного манипулятора.

Как известно обратная задача кинематики многозвенного механизма в мехатронике в об-
щем случае имеет множество решений. Применение подхода, основанного на генетических 
алгоритмах, позволяет добиться не только успешного ее решения, но и построения гибких 
относительно изменений внешней среды и смены оборудования моделей. Более того, приме-
нение генетического алгоритма позволяет удобнее и быстрее переносить программный код на 
разные устройства, что актуально при разработке программ для современных микроконтрол-
леров. Алгоритм должен учитывать ограниченность объема памяти и предполагать особый 
стиль программирования. При этом стиль программирования включает в себя определённые 
стандарты, что коренным образом влияет на алгоритм работы и отсекает множество решений 
задач. С этой точки зрения генетический алгоритм имеет ряд преимуществ, учитывая, что вре-
мя работы программы до достижения необходимой точности имеет стохастический характер. 

При программной реализации необходимо уметь прогнозировать примерное время ее рабо-
ты путем анализа построенной модели, чтобы избежать неожиданных результатов и поведения 
устройства на фоне разной сходимости алгоритма. Поэтому необходимо проводить исследование 
алгоритма с точки зрения параметров системы и оценивать вариативность времени его работы.

1. Постановка задачи

Рассматривается четырехзвенный манипулятор на плоскости. Требуется решить обратную 
задачу кинематики (ОЗК) с нахождением траекторий движения звеньев от текущей до конеч-
ной конфигурации манипулятора. Положения звеньев манипулятора зададим присоединен-
ными параметрами [1] 

1,α  2 ,α  3,α  4α  (рис. 1). Полагаем, что задана целевая точка ( , ),t tx y  ко-
торая определяет конечную конфигурацию. Необходимо найти последовательность и 
траекторию передвижения звеньев из начального положения в положение с присоединенны-
ми параметрами 1,β  2 ,β  3,β  4β  и с конечной точкой в ( , ).t tx y

Для решения задачи определения траектории вначале необходимо решить задачу опреде-
ления присоединенных параметров манипулятора по заданным начальным и конечным точ-
кам, то есть решить ОЗК для четырехзвенного.
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Предлагается решать две поставленные задачи методом генетических алгоритмов в два 
этапа. На первом этапе необходимо найти оптимальное положение манипулятора для целевой 
точки ( , ),t tx y  то есть найти 1,β  2 ,β  3,β  4.β  На втором этапе необходимо найти путь от теку-
щего положения манипулятора с координатами узлов 1 1( , ),x y  2 2( , ),x y  3 3( , ),x y  4 4( , )x y  и угла-
ми поворота звеньев 1,α  2 ,α  3,α  4α  к положению с конечной точкой ( , )t tx y  с найденными 
значениями присоединенных углов 1,β  2 ,β  3,β  4.β

Заметим, что во множество решений второго этапа входят варианты, в которых присоеди-
ненные углы в конечном положении манипулятора 1,β  2 ,β  3,β  4β  находятся из соображений 
оценки пути. 

2. Описание метода

Генетический алгоритм (ГА) работает аналогично процессу эволюции у живых организмов 
[4]. Задается некоторое количество особей. Как правило, особь – это строка каких-либо ха-
рактеристик или строка, в которой содержится информация о требуемом результате модели-
рования. Каждую особь оценивают специальной функцией приспособленности (выживаемо-
сти). Далее отбираются наилучшие особи и на их основе путем скрещивания создаются новые 
особи – потомки, которые в дальнейшем могут заменить наихудшие по заданному критерию 
особи в популяции. Таким образом, каждое новое поколение по заданной оценке улучшается. 

Общая схема генетического алгоритма приведена ниже.
Алгоритм 1. Общая схема ГА.
1. Формирование начальной популяции.
2. Оценка особей популяции. 
3. Отбор (селекция).
4. Скрещивание (кроссовер).
5. Мутация.
6. Формирование новой популяции. 
7. Проверка на остановку. Если остановка не выполнена, то переход на шаг 2, иначе – алго-

ритм заканчивает свою работу.
В каждой задаче, решаемой генетическим алгоритмом, определяется специальное задание 

особи и ее оценочная функция в зависимости от ожидаемого решения. Различное алгоритми-
ческое наполнение частей алгоритма влияет только на динамику схождения и скорость полу-
чения результата. Тем не менее, изменение способа задания особи и оценочной функции вли-

Рис. 1. Начальное и конечное положение четырехзвенного манипулятора
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яет на поведение алгоритма, поэтому необходимо учитывать эти изменения и редактировать 
под них остальные части алгоритма.

График среднего значения оценочной функции в поколении в зависимости от количества 
итераций является классическим для анализа работы алгоритма. В зависимости от реализа-
ции, этот график имеет разный вид, но критерий остановки, чаще всего, строится на основе 
среднего значения. 

При анализе алгоритма необходимо выделить ряд его параметров и шагов, изменение ко-
торых может повлиять на его работу. К ним относятся:

1. Количество особей в поколении;
2. Правило генерации первого поколения;
3. Способ отбора особей для скрещивания;
4. Оператор скрещивания.

3. Применение ГА к задаче о движении многозвенного манипулятора на плоскости

Исходя из вышеприведенной постановки, перелагается описать движение m-звенного ма-
нипулятора. Движение задается дискретно n  шагами. Каждый шаг представляет из себя пару 
значений: номер звена k  и угол поворота .δ  Исходя из этого, опишем особь.

	 ( ) ( ) ( )1 1 2 2, , , ,..., , .n nk k kγ δ δ δ=    	 (1)
Упорядоченный набор пар γ  представляет особь, задающую движение манипулятора. На 

каждом шаге, , 1.. ,k k nγ ∈  манипулятор передвигает звено с номером ,k  изменяя значение при-
соединённого угла на угол ,δ  при этом значения присоединённых углов при звеньях с номера-
ми ( 1)...k m+  изменяются в соответствии с представлением Денавита – Хартенберга [1]. Для 
удобства записи, определим матрицу ( ) ,ikξ  1... ,j n=  1... ,k m=  которая хранит в себе измене-
ния значений присоединённых углов δ  на j-м шаге k-го звена. Если 1 2, ,..., mα α α  – значения 
присоединенных углов начальной конфигурации манипулятора, а 1 2, ,..., mβ β β  – конечной 
конфигурации, то должно соблюдаться следующее соотношение

	
1

, 1.. .
n

j ij j
i

j mα ξ β
=

+ = =∑ 	 (2)

Положение манипулятора на j-м шаге теперь можно описать значением присоединённых 
углов 1 2, ,..., nλ λ λ  определяемых следующим образом

	
1

, 1.. .
j

j j ij
i

j mλ ξα
=

= + =∑ 	 (3)

Введем популяцию. Пусть это упорядоченный набор из p  особей.
	 { }, 1... .i i pµ γ= = 	 (4)
Пусть µ′  – новая популяция, которая генерируется на основе популяции µ  с помощью 

функции ( )G µ  на этапе формирования новой популяции
	 ( ),Gµ µ′ = 	 (5)

где ( )G µ  – правило генерации новой популяции.
На этапе отбора для каждой особи вычисляется значение оценочной функции ( ).υ γ  Часто 

необходимо вычислять среднее значение оценочной функции в поколении 

	 1
( )

( ) , , 1... .

p

i
i

i i p
p

υ γ
ω µ γ µ== ∈ =

∑
	 (6)

Это может быть необходимо, например, для построения графиков среднего значения оце-
ночной функции или составления критерия остановки.
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На каждом шаге цикла работы алгоритма идет проверка на его остановку. Для удобства 
прогнозирования поведения алгоритма, критерий остановки может быть составлен на основе 
среднего значения оценочной функции и записан следующим образом

	 | ( ) ( ) | ,ω µ ω µ ε′− < 	 (7)
где ε  – заданная точность. 

Алгоритм будет работать, пока выполняется условие (7). Кроме этого условия, необходимо 
ограничивать алгоритм по времени работы и по количеству итераций.

В качестве функции генерации значений присоединённых углов в конечной конфигурации 
манипулятора был использован генетический алгоритм [1]. Его можно описать с помощью 
набора функций [ ]1 1 2 2( ) ( ), ,..., ,( )m mf f fϕ ϕ ϕ  где [ ]1 2, ,..., mϕ ϕ ϕ  – параметры генерации значений 
присоединённых углов в конечной конфигурации, для которых верно следующее соотношение

	 ( ), 1.. .i i if i mβ ϕ= = 	 (8)
Необходимо рассмотреть три разновидности правил генерации новой популяции относи-

тельно значений углов конечной конфигурации 1 2, ,..., .mβ β β
1. Правило генерации новой популяции не зависит от конечной конфигурации манипуля-

тора.
2. Правило генерации новой популяции использует параметры генерации значений присо-

единённых углов в конечной конфигурации
	 1( ) ( , ,..., ).mG Gµ µ ϕ ϕ= 	 (9)
3. Правило генерации новой популяции зависит от конечной конфигурации манипулятора
	 1( ) ( , ,.., ).mG Gµ µ β β= 	 (10)

4. Реализация алгоритма

Данный алгоритм был реализован в среде Processing 3.3.0 для плоского четырехзвенного 
манипулятора. Рассмотрена работа алгоритма для трех разновидностей генерации нового по-
коления.

Применение генетического алгоритма для генерации конечной конфигурации манипуля-
тора обусловлено достаточной гибкостью относительно его изменений. При изменении пра-
вила генерации новой популяции в алгоритме поиска пути, нет необходимости редактировать 

Рис. 2. Генерация конечного положения



192

остальные части алгоритма. Это позволяет провести корректный анализ поведения алгоритма 
при разных правилах ( ).G µ

Для данной реализации были применены три варианта функции ( ),G µ  описанных выше, 
и проанализирована работа алгоритма генерации пути с помощью построенных графиков 
среднего значения оценочной функции в зависимости от номера поколения и количества ите-
раций до его остановки в зависимости от .ε  Так же был проведен анализ влияния на среднее 
значение основных параметров алгоритма: количество особей в популяции и размер особи. 

В качестве примера ниже представлены десять графиков математического ожидания с де-
сятью разными значениями ε  в зависимости от количества итераций при генерации новых 
поколений (9).

На графиках наблюдается зависимость, что при любых заданных значениях точности, 
среднее значение оценочной функции увеличивается с увеличением количества итераций. Это 
значит, что для данной реализации алгоритма качество решения на прямую зависит от време-
ни работы алгоритма. 

Заключение

В мехатронике существует обширный спектр задач, в которых можно применять ГА, сре-
ди которых: программирование движений устройств, калибровка и построения траекторий 
движений. При этом необходимо учитывать, что реализации решений, с помощью ГА, будут 
отличаться способами задания особей и оценочными функциями. К тому же необходимо 
по-разному наполнять каждую часть общей схемы генетического алгоритма. Например, пред-
ставление особи для задачи оптимального движения плоского многозвенного манипулятора 
будет отличаться от представления особи для задачи определения оптимального разворота 
мультикоптера. Для каждой из таких задач необходимо разработать отдельный алгоритм. 

Существует необходимость выделения общих свойств поведения алгоритма и продолжить 
исследование в этом направлении.
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ГОЛОСОВОЕ РАСПОЗНАВАНИЕ КЛЮЧЕВЫХ СЛОВ 
С ИСПОЛЬЗОВАНИЕМ ИСКУССТВЕННЫХ НЕЙРОННЫХ СЕТЕЙ 

«ОСНОВНЫЕ КОНЦЕПЦИИ И РЕАЛИЗАЦИЯ»

Воронежский государственный университет

Г. Х. Мафутала

Аннотация. Распознавание речи ключевых слов аналогично классификации звуков, за 
исключением того, что здесь звуки – это слова естественного языка. В отличие от рас-
познавания речи, где сложность заключается в объеме словарного запаса и длине пред-
ложений, основная трудность распознавания речи ключевых слов заключается в необхо-
димости распознавания любого голоса в изменяющихся и часто шумных акустических 
условиях. Целью данной работы является изучение основных понятий, связанных со зву-
ком, и простого подхода к захвату характеристик звука, чтобы выполнить распознавание 
речи ключевых слов с помощью искусственных нейронных сетей.
Ключевые слова: классификация аудио, распознавание речи ключевых слов, спектро-
грамма, искусственная нейронная сеть, искусственный интеллект, Python, Tensorflow, 
Keras, librosa.

Введение

Главная задача данной работы заключается в изучении подхода к извлечению характери-
стик заданного звукового сигнала и использованию его в качестве входа в искусственную ней-
ронную сеть для классификации. Обработка, выполняемая для достижения этой классифика-
ции, не применяется непосредственно к необработанным звуковым данным.

Методология, используемая для извлечения признаков, основана на генерации спектро-
грамм, соответствующих звуковым данным, подлежащим классификации. Затем обучается 
модель глубокого обучения, которая после изучения характеристик, связанных с ключевыми 
словами, содержащимися в звуках, может адаптироваться для распознавания этих слов на но-
вых наборах данных.

Это исследование может послужить основой для нескольких конкретных приложений, на-
пример, в телефонных приложениях, таких как интерактивные голосовые серверы.

Для реализации мы использовали Spyder в качестве среды разработки, а также инструмен-
тов и библиотек Tensorflow, Keras, scikit-learn, librosa, numpy и pandas. 

  
1. Основные понятия

1.1. Представление звука в цифровом виде

Для того чтобы разработать модель классификации звуков, необходимо понять, что такое 
звук и как он оцифровывается. 

Звуковой сигнал создается изменением атмосферного давления. Мы можем измерить силу 
колебаний давления и построить график этих измерений во времени. 

Интенсивность звукового сигнала зависит от амплитуды колебаний, т. е. максимального 
или минимального значения от точки равновесия. Время, необходимое сигналу для прохож-
дения полной волны, называется периодом, а количество волн, создаваемых сигналом за одну 
секунду, называется частотой. Поэтому частота является обратной величиной периода и вы-
ражается в Гц.
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Чтобы преобразовать звуковой сигнал в цифровую форму, т. е. преобразовать аналоговый 
сигнал, содержащий бесконечное число амплитуд, в цифровой сигнал, содержащий конечное 
число значений, измеряют амплитуду сигнала через фиксированные временные интервалы.

Каждое из этих измерений называется сэмплом, а частота дискретизации – это количе-
ство сэмплов в секунду. Например, обычная частота дискретизации составляет около 44100 
выборок в секунду. Это означает, что 10-секундный музыкальный клип будет иметь 441000 
сэмплов.

1.2. Подход к классификации звуков с использованием искусственных нейронных сетей

Подход здесь заключается не в обработке аудиоданных непосредственно в сыром виде, но 
в преобразовании их в соответствующую спектрограмму, а затем в использовании алгоритма 
на основе искусственной нейронной сети для обработки этих данных.

Поскольку при изменении во времени сигнал издает различные звуки, его составляющие 
частоты также изменяются во времени. Другими словами, его спектр меняется со временем. 
Спектр сигнала можно построить в виде графика его изменения во времени, это называется 
спектрограммой, и она выглядит как «фотография». 

Рис. 1. Простой повторяющийся сигнал, показывающий зависимость амплитуды от времени

Рис. 2. Измерение амплитуды звукового сигнала

Рис. 3. Простая спектрограмма звукового сигнала
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Таким образом, спектрограмма отображает время по оси X и частоту по оси Y, ис-
пользуя разные цвета для обозначения амплитуды каждой частоты. Чем ярче цвет, тем выше 
амплитуда сигнала. 

Таким образом, спектрограмму можно понимать как эквивалентное компактное представ-
ление аудиосигнала, что-то вроде «отпечатка пальца» сигнала, поскольку она уникально ха-
рактеризует сигнал. 

При обучении модели классификации звуков не следует использовать простую спектро-
грамму, подобную приведенной выше, поскольку она не дает много информации. Обычно 
вместо этого используется мэл-спектрограмма, поскольку она вносит два важных изменения 
по сравнению с обычной спектрограммой, которая отслеживает частоту в зависимости от вре-
мени. 

Мэл-спектрограмма использует мэл-шкалу вместо частоты по оси У и шкалу децибел 
вместо амплитуды для обозначения цветов. Сгенерированное изображение более актуально. 

На уровне реализации существуют некоторые функции библиотек Python, которые очень 
удобны для генерации спектрограммы аудиофайла. Эта спектрограмма на самом деле пред-
ставляет собой матрицу значений, представляющую измерения амплитуд звукового сигнала, 
а также его частоту дискретизации. 

2. Реализация
  
Теперь мы создадим базовую модель классификации звуков, которая позволит распозна-

вать определенные ключевые слова. В нашем случае мы выбрали следующие ключевые слова: 
здравствуйте, доброе утро, добрый день, добрый вечер и привет. Таким образом, речь идет 
не о собственно распознавании речи, а о классификации звуков, применяемой для распозна-
вания того, выражает ли данный звук какое-либо из наших ключевых слов выше. 

Для этого сначала мы будем обучать нашу модель на нескольких примерах звуковых дан-
ных, в которых произносятся выбранные нами ключевые слова, а затем наша модель долж-
на будет определить, к какой группе из наших приветствий относится это ключевое слово. 
Конечно, это остается основным, но подход остается прежним, если мы хотим, чтобы наша 
классификационная модель была способна распознавать большее количество ключевых слов. 

  
2.1. Предварительная обработка данных обучения

Чтобы обучить нашу модель, мы загрузим 45 примеров аудиофайлов для каждого из на-
ших приветствий. Таким образом, у нас будет 225 аудио-файлов, разделенных на 5 групп по 

Рис. 4. Представление Мэл-спектрограммы для данного звука
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45 звуков, выражающих в зависимости от группы, к которой принадлежит одно из вышепере-
численных приветствий.

Предварительная обработка заключается в том, чтобы создать набор данных, который мо-
жет быть обработан алгоритмом глубокого обучения, а затем использовать его для обучения 
нашей модели классификации для распознавания и различения каждого из вышеперечислен-
ных приветствий. Для этого нам необходимо определить следующие два элемента: 

• Независимая переменная (X) – это характеристики наших аудиофайлов и, соответствен-
но, соответствующие им спектрограммы. 

• И зависимая переменная (y) – в нашем случае это название одного из 5 классов, к кото-
рым принадлежат наши аудиофайлы. 

Поэтому, как только все эти файлы будут загружены, мы поместим их в 5 папок, следую-
щих 5 классам (5 приветствий). И мы создадим набор данных, состоящий из двух столбцов, 
первый из которых представляет характеристики каждого аудиофайла, А второй классифици-
рует его по тому, к чему он принадлежит. 

2.2. Построение набора данных

Мы создадим функцию, которая будет принимать на вход путь к аудиофайлу, а на выхо-
де возвращать числовые значения, характеризующие это аудио, а также класс к которому он 
принадлежит. Затем мы будем использовать эту функцию для построения нашего обучающего 
набора данных. 
import librosa 
import numpy as np 
def features_extractor(file_name): 
    audio, sample_rate = librosa.load(file_name, res_type=’kaiser_fast’)  
    mfccs_features = librosa.feature.mfcc(y=audio, sr=sample_rate, n_mfcc=40) 
    mfccs_scaled_features = np.mean(mfccs_features.T,axis=0) 
    return mfccs_scaled_features 
import os 
extracted_features=[] 
for i in range(5): 
    folder_classOfSound = os.listdir(«Dataset»)[i] 
    for j in range(len(os.listdir(«Dataset/» + folder_classOfSound))): 
        filename=»Dataset/» + folder_classOfSound +»/» + os.listdir(«Dataset/» + folder_
classOfSound)[j] 
        data=features_extractor(filename) 
        extracted_features.append([data,folder_classOfSound]) 
import pandas as pd 
extracted_features_df=pd.DataFrame(extracted_features,columns=[‘features’,’class’]) 
extracted_features_df.head() 

После обработки мы получаем соответствующую матрицу: 

Рис. 5. Матрица значений амплитуд, представляющих аудиоданные и их класс принадлежности
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Следует отметить, что использовался метод извлечения характеристик под названием 
MFCC (Mel-Frequency Cepstral Coefficients) для создания спектрограмм для наших аудиофай-
лов. Это производная мел-спектрограммы с дополнительной обработкой, применяемой для 
выбора только тех частотных диапазонов в мел-спектрограмме, которые соответствуют наи-
более распространенным частотам, с которыми разговаривают люди. 

2.3. Разделение набора данных
  
Далее мы разделим полученную матрицу на зависимые и независимые переменные, а затем 

разделим набор данных на две части, одну для обучения (80%) и одну для тестирования после 
обучения (20 %). 
X=np.array(extracted_features_df[‘features’].tolist()) 
y=np.array(extracted_features_df[‘class’].tolist()) 
from tensorflow.keras.utils import to_categorical 
from sklearn.preprocessing import LabelEncoder 
labelencoder=LabelEncoder() 
y=to_categorical(labelencoder.fit_transform(y)) 
from sklearn.model_selection import train_test_split 
X_train, X_test, y_train, y_test=train_test_split(X,y,test_size=0.2,random_state=0) 

2.4. Создание структуры модели
  

num_labels=y.shape[1] 
model=Sequential() 
model.add(Dense(100,input_shape=(40,))) 
model.add(Activation(‘relu’)) 
model.add(Dropout(0.5)) 
model.add(Dense(200)) 
model.add(Activation(‘relu’)) 
model.add(Dropout(0.5)) 
model.add(Dense(100)) 
model.add(Activation(‘relu’)) 
model.add(Dropout(0.5)) 
model.add(Dense(num_labels)) 
model.add(Activation(‘softmax’)) 

  
2.5. Компиляция модели

  
На этом этапе мы определим параметры, необходимые для составления нашей модели и 

запуска ее обучения. 
model.compile(loss=’categorical_crossentropy’,metrics=[‘accuracy’],optimizer=’adam’) 
from tensorflow.keras.callbacks import ModelCheckpoint 
from datetime import datetime  
num_epochs = 500 
num_batch_size = 32 
checkpointer = ModelCheckpoint(filepath=’audio_classification.hdf5’,  
                               verbose=1, save_best_only=True) 
model.fit(X_train, y_train, batch_size=num_batch_size, epochs=num_epochs, validation_

data=(X_test, y_test), callbacks=[checkpointer], verbose=1) 
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Заключение 
  
Целью данной работы было создание звуковой классификационной модели, способной 

различать ключевые слова: «здравствуйте, доброе утро, добрый день, добрый вечер и при-
вет». Для этого мы начали с представления основных понятий для понимания того, что такое 
звуковой сигнал и подход глубокого обучения для его оцифровки и обработки. 

После этапа обучения и тестирования наша модель глубокого обучения достигла точности 
84 % в обучающей игре и 76 % в тестовой игре. При тестировании на новых наборах данных 
точность оказалась довольно высокой – около 75 %. 

Для повышения точности нашей модели существует множество способов ее улучшения, 
например: использование конволюционной нейронной сети вместо простой искусственной 
нейронной сети, наличие набора данных с большим количеством примеров различных звуко-
вых данных для эффективного обучения модели, и т. д.
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Введение

Человек ежедневно сталкивается с огромным количеством информации, в том числе – тек-
стовой. При этом может возникнуть необходимость в адаптации этой информации к потреб-
ностям человека, будь то перевод на другой язык, поиск более подробной информации о то-
варе, отображение текста более крупным размером шрифта или воспроизведение его в виде 
звуковой информации для слабовидящих людей.

Существуют различные мобильные приложения, которые позволяют перевести распоз-
нанный в видеопотоке текст на необходимый язык или отсканировать страницу текста и пре-
доставить его пользователю в электронном варианте. Данные продукты предоставляют высо-
кую точность результатов, но их реализация представляет собой довольно трудоемкую задачу. 
Работа посвящена разработке метода распознавания текстовой информации с помощью мо-
бильного устройства, работающего под управлением операционной системы iOS, на примере 
задачи распознавания ценника.

Сама задача распознавания текста относится к области машинного обучения [1]. А факт 
того, что ее решение должно быть получено при помощи мобильного устройства, необходимо 
учитывать при интеграции методов машинного обучения в мобильное приложение. В работе 
отдается предпочтение использованию фреймворков Core ML и Vision [2, 3].

1. Построение модели машинного обучения

Для обучения модели необходима обучающая выборка с изображениями символов русско-
го, английского алфавитов и цифр. Изображения для тестовой выборки сгенерированы искус-
ственно путем искажения ряда идеальных изображений. С этой целью отобраны 30 шрифтов, 
корректно отображающих все необходимые символы как английского, так и русского алфави-
тов. Затем сформированы классы, среди которых модель должна проводить классификацию. 
При формировании классов схожие символы в различных алфавитах объединяются в одина-
ковые классы. Так, например, символы кириллического алфавита «В», «М», «К», «Р» и другие 
заменяются на «B», «М», «K», «P» английского алфавита. Эта замена служит в дальнейшем 
причиной проведения синтаксического анализа полученного от модели результата. 

В результате объединения схожих символов в один класс получено 55 различных клас-
сов, на которые модель классифицирует все входящие изображения. К ним относятся сле-
дующие группы символов: цифры от 0 до 9 за исключение тройки, буквы, встречающиеся 
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только в русском и только в английском алфавитах, а также – буквы и цифры, визуально 
похожие друг на друга.

Для каждого символа создано по одному изображению с помощью ранее отобранных 30 
шрифтов. Для тех символов, которые не содержатся в русском алфавите, при генерации изо-
бражения символа использованы все доступные на компьютере шрифты. При генерации изо-
бражения символа цвет фона за символом подобран таким образом, чтобы не сливаться с сим-
волом, написанным черным цветом.

На выходе получена обучающая выборка из 6200 изображений, символы на которых нари-
сованы с помощью разных шрифтов на разном фоне. 

Для имитации возможных искажений символов, например, вследствие обрезки, наклона, 
дефектов бумаги или падения тени, применен аугментатор, который «раздувает» тестовую 
выборку. В изображения внесены искусственные искажения, символы на них изменяют свой 
масштаб случайным образом. Для этого использован пакет Augmentor языка программирова-
ния Python. 

В результате получена выборка из ста тысяч изображений.
Для обучения модели использован пакет Keras для машинного обучения языка программи-

рования Python [3]. В процессе обучения точность предсказаний на тестовой выборке соста-
вила 0,9481 (94.81 %).

 После формирования обучающей выборки необходимо создать и обучить модель, а так-
же – конвертировать ее в формат, совместимый с Core ML [4]. Для этого использованы ин-
струменты Core ML Tools.

2. Распознавание символов в видеопотоке

Для отображения видеопотока на экране устройства используется библиотека 
AVFoundation, предоставляющая доступ к камере мобильного устройства и микрофону. Для 
запуска распознавания символов необходимо определить границы прямоугольника, в рамках 
которого расположена информация. Механизм определения прямоугольной границы ценни-
ка осуществляется с помощью фреймворка Vision [2, 5]. В результате получается массив всех 
найденных на изображении прямоугольников, при этом на первом месте содержится значение 
с наивысшей уверенностью распознавания. 

После корректного выделения символов в видеопотоке необходимо интегрировать в полу-
чившийся механизм созданную модель машинного обучения, которая классифицирует вход-
ное изображение и дает предсказание о том, что находится на изображении. Ответ модели 
машинного обучения представляет собой массив из 55 значений – по количеству классов, на 
которые разбита обучающая выборка. Каждое значение лежит в интервале от 0 до 1 и характе-
ризует уверенность модели в том, что переданное на вход изображение принадлежит тому или 
иному классу. Далее необходимо найти индекс элемента с максимальным значением, соответ-
ствующий порядковому номеру того класса, к которому относится символ.

3. Синтаксический анализ

Как было сказано выше, в процессе работы модель возвращает вектор вероятности изо-
бражения того или иного символа во входном изображении для каждого из 55 классов. Задача 
соотнесения значений в векторе с реальным символом ложится на клиентское приложение, 
которое должно дать ответ на вопрос: что подразумевать под тем или иным классом, напри-
мер, букву «З» или цифру «3».

В процессе решения данной задачи создан синтаксический анализатор, механизм действия 
которого устроен следующим образом:
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название разбивается на массив слов;
в каждом слове подсчитывается количество цифр, букв английского алфавита, букв рус-

ского алфавита;
символы, не прошедшие отбор в вышеперечисленные группы, автоматически причисля-

ются к четвертой группе. Фактически, тем будут содержаться визуально похожие символы, 
которые были определены при обучении модели;

если количество символов в четвертой группе равно нулю – значит, слово не содержит нео-
пределенных символов, оно должно войти в новое корректное название товара целиком;

если количество символов в четвертой группе не равно нулю, то необходимо оценить ко-
личество существующих в слове цифр, букв русского и английского алфавитов. При преоб-
ладании цифр выбор отдается в пользу цифры «3», символов русского алфавита – в пользу 
русского алфавита, английских букв – в пользу английского;

на последнем этапе все отредактированные слова собираются в единую строку и возвраща-
ются в качестве выходного значения.

Следует отметить, что данный анализ и обработка занимают некоторое время, однако, нет 
необходимости выполнять их всякий раз при распознавании слова. Их необходимо проводить 
только тогда, когда объект, отвечающий за обработку результатов, полностью уверен в резуль-
тате распознавания, то есть непосредственно перед открытием модуля с показом результата 
сканирования.

Данный подход обеспечивает максимально быструю обработку результатов, а также мак-
симально приближенный к реальному результат распознавания, с учетом принятой при реше-
нии задачи системы допущений.

Заключение

Предлагаемое в работе решение задачи распознавания текста с помощью мобильного 
устройства позволяет достичь высокой точности распознавания. Проведен ряд эксперимен-
тов в условиях недостаточной, нормальной и повышенной освещенности. В первом случае 
точность составила 88%, в последних - около 93%. Точность распознавания символов непо-
средственно зависит от точности распознавания границ прямоугольника, в котором они рас-
полагаются. Точное определение границ также приводит к дальнейшему сокращению и обще-
го времени выполнения.
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Аннотация. В статье рассматривается функционирование детектора объектов. Рассмо-
трена архитектура сверточных нейронных сетей. Проанализированы доступные к ис-
пользованию архитектуры сверточных нейронных сетей. На основе анализа результатов 
выбрана оптимальная для работы архитектура нейронной сети. Рассмотрены шаги обу-
чения моделей нейросетей, а также произведено обучение используемой для реализации 
приложения модели.
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Введение

С развитием технологий и существенным увеличением мощности вычислительных систем, 
стали актуальными задачи автоматизации процессов и создания искусственного интеллек-
та (ИИ). Главной целью ИИ является решение задач, возникающих на практике. Одним из 
активно развивающихся направлений ИИ являются искусственные нейронные сети (ИНС), 
работающие по принципу биологических нейронных сетей и представляющие из себя систему 
взаимодействующих между собой искусственных нейронов. Среди основных областей приме-
нения ИНС можно выделить: распознавание объектов, обработка звуковой и текстовой ин-
формации, прогнозирование, принятие решений, оптимизация, анализ данных.

Очевидно, что задача распознавания образов является актуальной в цифровую эпоху: ее 
решение упрощает взаимодействие человека с компьютером, а также создает предпосылки 
для применения различных систем искусственного интеллекта. 

Ни для кого не является секретом тот факт, что приложения, способные обнаружить и 
классифицировать определенный объект, существенно облегчают жизнь некоторым слоям 
населения. Сайты государственных структур, некоторых интернет-магазинов и т. д. имеют 
адаптированный под нужды слабовидящих интерфейс, однако порой упрощения структуры 
сайта бывает недостаточно. Для еще более комфортного взаимодействия человека с компью-
тером были придуманы сервисы, способные распознавать и описывать изображения для лю-
дей с ограниченными возможностями.

Однако, приложения, решающие проблему компьютерного зрения, широко используются 
и в других сферах жизни: в экономике, в здравоохранении и многих других. Например, для 
физической безопасности населения стали использовать системы интеллектуального видео-
наблюдения, способные распознавать необычные события или предметы на кадрах видеона-
блюдения [1].

Самым распространенным объектом для внедрения приложений является мобильный 
телефон. Современные устройства имеют камеру, поэтому для распознавания было выбрано 
определение объектов на изображениях. Единственным способом создать систему, которая 
может отделить один класс изображений от других, является нейронная сеть. Поскольку для 
обучения нейронной сети на большой группе объектов требуется большая вычислительная 
мощность компьютера, то было решено остановиться лишь на базовых объектах, активно 
встречающихся в повседневной жизни.
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Представляемая разработка позволяет оказывать помощь в определении повседневных 
объектов.

1. Функционирование детектора объектов

Для построения детектора изображений используются нейронные сети. Структура ней-
ронной сети в приложении интерпретирует биологическую, поэтому ее работа напоминает 
вычисления в мозге животного. Именно благодаря такой структуре нейронная сеть может 
анализировать, запоминать и воспроизводить информацию из своей памяти.

Для детектора объектов используется сверточная нейросеть, получившая свое название 
по названию производимой операции – свертки. Сверточные нейронные сети работают на 
основе фильтров, которые занимаются распознаванием определенных характеристик изобра-
жения. Фильтр же в свою очередь является набором кернелов – обычных матриц чисел, на-
зываемых весами, которые подстраиваются с целью поиска на изображениях определенных 
характеристик. Фильтр перемещается вдоль изображения и определяет, присутствует ли не-
которая (искомая) характеристика в конкретной его части. Для получения ответа такого рода 
совершается операция свертки (рис. 1), которая является суммой произведений элементов 
фильтра и матрицы входных сигналов [2].

Если искомая характеристика была найдена во фрагменте изображения, то на выходи опе-
рация свертки будет давать число с относительно большим значением. Если же искомой ха-
рактеристики не находится, то выходное число будет маленьким.

Рассмотрим пример операции свертки на рис. 2 и 3. Фильтр, предназначенный для поис-
ка левосторонней кривой, плавает вдоль изображения. Если рассматриваемая часть пикселей 
изображения идентична кривой, которая содержится в фильтре, то в результате будет большее 
число (6600 в нашем случае). Если фильтр находится в части изображения, где нет идентичной 
кривой, то на выходе будет меньшее число (в нашем случае 0).

Результатом перемещения данного фильтра вдоль всего изображения является матрица, 
состоящая из результатов единичных сверток.

Фильтр может перемещаться вдоль матрицы входных сигналов с шагом, отличным от еди-
ницы. Шаг перемещения фильтра называется страйдом. Страйд определяет, на какое количе-
ство пикселов должен сместиться фильтр за один шаг.

1,in
out

n fn floor
s
− = + 

 
где inn  – количество входных пикселей, f  – количество пикселей в фильтре, s  – страйд.

Рис. 1. Операция свертки
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2. Архитектуры нейронных сетей

Перед выполнением задачи стоит изучить доступные архитектуры сверточных нейронных 
сетей. Различные архитектуры по-разному влияют на точность результата и на количество 
вычислений.

Выбор оптимальной для решения задачи архитектуры сверточной нейронной сети, рас-
смотрим несколько параметров, по которым будет производиться выбор:

– размер;
– задержка вычисления;
– средняя точность.
Существует множество работ, направленных на разработку более эффективных архитек-

тур детекторов, но зачастую такие работы имеют тенденцию достигать большей эффективно-
сти, жертвуя точностью. И возникает вопрос: возможно ли построить масштабируемую архи-
тектуру обнаружения с более высокой точностью и большей эффективностью при широком 
спектре ограничений ресурсов? Оказывается, что возможно. Такой архитектурой является 
EfficientDet, имеющая адаптацию для использования при разработке под мобильные устрой-
ства – EfficientDet – Lite [3].

Доступные архитектуры EfficientDet – Lite[0-4] представлены в табл. 1.
Таблица 1

Сравнение архитектур EfficientDet – Lite
Архитектура Размер (МБ) Задержка (мс) Средняя точность

EfficentDet-Lite0 4.4 37 25.69 %
EfficentDet-Lite1 5.8 49 30.55 %
EfficentDet-Lite2 7.2 69 33.97 %
EfficentDet-Lite3 11.4 116 37.70 %
EfficentDet-Lite4 19.9 260 41.96 %

Рис. 2. Поиск фильтром левосторонних кривых. Положительный результат

Рис. 3. Поиск фильтром левосторонних кривых. Отрицательный результат
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При разработке моего приложения, была архитектура EfficientDet – Lite2, поскольку ее раз-
мер, задержка и средняя точность наиболее оптимальны для решения задачи.

3. Разработка детектора объектов

Переобучение модели будет осуществляться на небольшой выборке из датасета COCO, 
включающего в себя более 300 тысяч изображений, разделенных на 91 категорию [4]. Каждое 
изображение в датасете имеет объекты, делящиеся на определенные категории, например: cо-
баки, кошки, диваны, столы и т. д.

Изображение в датасете содержит ограничивающий прямоугольник вместе с подписью, 
обозначающие, где и какой находится объект. Для подготовки собственного датасета можно 
использовать AutoML.

Датасеты предоставляются в формате .cvs и хранят в себе следующую информацию:
– данные об изображениях, на которых модель будет обучаться;
– данные об изображениях, на которых модель будет проходит валидацию;
– данные об изображениях для тестирования.
В предоставляемые данные будет входить ссылка на само изображение, название объекта 

на нем, координаты верхнего левого и правого нижнего углов прямоугольника, в который за-
ключен объект.

Для работы с моделью на мобильном устройстве нам понадобится фреймворк TensorFlow 
Lite. С помощью конвертера TF Lite Converter мы сможем конвертировать нашу модель в фор-
мат .tflite для достижения максимальной скорости и минимального размера [5].

Последовательность шагов для переобучения модели выглядит так:
– выбор архитектуры;
– загрузка датасета;
– обучение модели;
– проверка на тестовых данных;
– экспорт модели в формат .tflite для использования в мобильном приложении;
– повторное тестирование модели после экспорта на случай потери точности при конвер-

тации.
Полученные данные можно использовать для разработки приложения с использованием 

библиотек Tensorflow.

Заключение

В работе были рассмотрены возможные сферы применения детектора объектов. Суть за-
дачи – построение детекторов объектов, способных распознать предметы, встречающиеся в 
повседневной жизни. Для ее решения используется фреймворк Tensorflow. Он позволяет пере-
обучить готовые модели классификации на верхнем уровне, что способствует более быстрому 
обучению.

Разработанный прототип позволяет определять часть часто встречающихся в жизни объ-
ектов благодаря камере телефона и разработанному приложения.
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ИССЛЕДОВАНИЕ ПОДХОДОВ К РАЗРАБОТКЕ ПРИЛОЖЕНИЙ 
ДОПОЛНЕННОЙ РЕАЛЬНОСТИ НА ПРИМЕРЕ ПОМОЩНИКА АВТОЛЮБИТЕЛЮ

Воронежский государственный университет

С. В. Стратиенко

Аннотация. Рассмотрены актуальные технологии, классификация и сферы применения 
приложений дополненной реальности на примере помощника автолюбителю. Приведены 
средства разработки AR-приложений и подходы в их реализации. Проведено исследова-
ние полученной информации. В качестве одного из вариантов реализации выбрана плат-
форма Unity. Показан пример поэтапного проектирования и создания части приложения 
дополненной реальности на примере помощника автолюбителю. Продемонстрированы 
результаты реализации. Обозначены основные направления для дальнейшей работы и 
применения иных подходов разработки AR-приложения и совершенствования проекта.
Ключевые слова: AR-приложение, Unity, Vurforia, виртуальный объект, дополненная ре-
альность, программирование.

Введение

В настоящее время наблюдается развитие современных направлений информационных 
технологий. Цифровые устройства, к примеру смартфоны и планшеты, с каждым днём полу-
чают всевозможные способы применения в повседневной жизни. Одной из интересных и на-
бирающих популярность возможностей использования мобильных устройств в современной 
реальности являются средства дополненной реальности.

Дополненная реальность (от англ. «augmented reality, AR» – расширенная реальность) – это 
технология дополнения реального (видимого) объекта с помощью виртуальной (цифровой) 
информации, к примеру, в форме текста, графики, аудио [1]. Одна из ключевых задач AR – рас-
ширение возможностей взаимодействия пользователя и окружающего его мира. 

Современный рынок содержит в себе огромное разнообразие товаров. Каждый продавец 
стремится продать как можно выгоднее свою продукцию. В то же время пользователю необхо-
димо получить максимум возможностей от совершенной покупки, и для этого ему необходимо 
изучить сопроводительные документы. Большая часть инструкций к различным устройствам 
существует в виде бумажных книжек, документов формата PDF или в виде статей на интернет 
форумах. К сожалению, это не всегда удачные форматы для получения информации, т.к. изу-
чение руководств по эксплуатации приводит к столкновению с сложными терминами, отсут-
ствию ответов на появляющиеся вопросы, плохое качество сопроводительных графических и 
фотографических данных. Если человек в ходе работы с продуктом не смог в нём разобраться, 
то это говорит о том, что он не дополучил оплаченную услугу.

Следующая важная неприятность, с которой можно столкнуться при отсутствии полных и 
детальных сведений, возможна при столкновении с неожиданными поломками и неисправно-
стями. Решение проблемы требует больших временных трудозатрат, направленных на поиск 
ответов. Однако не всегда удаётся получить из ограниченной информации от службы под-
держки, в инструкциях, в сети интернет то, что действительно необходимо. 

Данная проблема в настоящее время является одной из глобальных в мире. Так как инфор-
мационные носители служат для изучения всех возможностей объектов, то возникает необхо-
димость в поиске наиболее подходящих решений.
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Так как мобильные устройства стали неотъемлемой частью жизни современного человека, 
то решением поставленной проблемы будет выступать приложение, ориентированное на по-
мощь в получении знаний и навыков эксплуатации предметов.

1. Анализ задачи

В настоящее время достаточно сложно найти человека, у которого есть машина и отсут-
ствует высокотехнологичное мобильное устройство. Для водителя смартфон является одним 
из главных помощников. Приложения для навигации, с использованием максимально дета-
лизированных карт местности, информацией о пробках, светофорах, камерах. Виртуальный 
сборник правил дорожного движения. Программы для проверки штрафов и оплаты платных 
парковок. Приложения для возможности заправиться, не выходя из машины. Существует 
огромное множество программ, облегчающих жизнь современным автомобилистам. 

Производители автомобилей используют максимально большое число появляющихся но-
винок на рынке информационных технологий, учитывая потребности клиентов. Но программ, 
которые направлены на создание электронного руководства пользователя с использованием 
технологии дополненной реальности, очень мало. Одна из известных разработок – Hyundai 
Virtual Guide [2]. Его основная цель заключается в возможности просмотра обучающего ма-
териала об элементах машины при направлении камеры на тот или иной объект. На дисплее 
мобильного устройства будут отображаться предметы реального мира с дополнительными 
виртуальными изображениями и подсказками. Плюс такой программы заключается в замене 
бумажного руководства по эксплуатации электронным. 

Но у этого программного продукта были выявлены следующие недостатки [2]:
• У аппаратного и программного обеспечения приложения отсутствует возможность рабо-

тать с русским языком.
• База данных моделей автомобилей, с которыми будет работать приложение, крайне мала.
• В России отсутствуют последние выпущенные и продающиеся модели автомобилей, ко-

торые существуют в информационной базе программы.
• Для того, чтобы найти необходимую информацию в меню, необходимо совершить много 

действий.
• Во время сканирования фотографии для отображения необходимых виртуальных эле-

ментов и подсказок, приложение сильно нагружает устройство, на котором в данный момент 
времени оно запущено.

В результате анализа данной программы был получен следующий результат. Применение 
дополненной реальности может помочь сократить временные затраты на поиск требуемых 
данных. Но уже существующее решение имеет ряд минусов. 

Так как сама идея использования технологии AR [1] для создания наиболее удобного и 
познавательного ресурса информации об эксплуатации автомобиля актуальна в настоящее 
время, то возникает необходимость в создании аналога данного приложения, учитывая все 
недостатки существующего решения.

Основная цель данной работы заключается в исследовании подходов к разработке прило-
жения дополненной реальности на примере помощника автолюбителю и реализации некото-
рых способов. 

2. Анализ существующих решений

В зависимости от предметной области, в рамках которой необходимо решить поставлен-
ные задачи, необходимо выбрать подходящий тип AR-приложения. В зависимости от различ-
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ных критериев проекты дополненной реальности распределены по группам [3]. Классифика-
ция представлена в табл. 1.

Таблица 1
Классификация AR-приложений

Критерий 
классификации

Тип приложения 
дополненной реальности Комментарий

Взаимодействие 
с пользователем

Автономные Не рассчитаны на взаимодействие с пользова-
телем 

Интерактивные Предполагают взаимодействие с пользовате-
лем (ввод информации, выбор параметров и 
свойств и т. д.)

Степень 
мобильности 
системы

Стационарные Не предполагают перемещения, работа в рам-
ках одной области

Мобильные Предполагают перемещение в пространстве, 
взаимодействие с различными объектами

Способ 
получения 
информации

Геопозиционные Использование информации, полученной с 
помощью датчиков GPS, компаса

Оптические Получение информации с помощью видеока-
меры устройства

Для реализации приложения помощника автолюбителя необходимо выбрать следующие 
типы: интерактивный (в приложении предполагается возможность выбора марки и модели 
автомобиля), мобильный (взаимодействие с различными частями и деталями машины), опти-
ческий (для получения информации используется камера мобильного устройства).

Создание проекта требует использования специальных инструментов. Выбор зависит от 
сложности моделируемого графического контента. 

Среда разработки Unity [4] считается одной из оптимальных для начала знакомства с раз-
работкой приложения дополненной реальности. Среди её преимуществ можно выделить до-
ступность, многие моменты создаются с помощью редакторов, что упрощает написание кода, 
широкий выбор возможностей для создания проекта высокого качества.

Следующая среда – OpenSceneGraph [5]. Это открытое ПО, которое предназначено для соз-
дания виртуальной реальности. К плюсам данной среды относятся: поддержка большого ко-
личества 2D и 3D форматов.

ARCore [6] от компании Google, которая позволят создавать приложения дополненной ре-
альности. Одно из ключевых преимуществ – использование трёх технологий для качествен-
ного представления виртуальной информации в реальном мире. К ним относится отслежива-
ние движения для понимания положения мобильного устройства в пространстве, восприятие 
окружающей среды для оценки размеров и местоположения поверхностей, оценка освещён-
ности для контроля уровня освещения. 

Для разработки первого прототипа помощника автолюбителя был выбран Unity [4].
Ключевая роль в качественной реализации приложения дополненной реальности – выбор 

специализированной библиотеки, которая удовлетворяет всем требованиям. Наиболее попу-
лярные из них представлены в табл. 2.

В результате анализа возможностей библиотек, представленных в табл. 2, для реализации 
приложения дополненной реальности была выбрана Vurforia [7].
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3. Создание проекта

В начале реализации приложения в главном окне Unity необходимо создать новый проект. 
Вместо стандартной Main Camera будет использован объект ARCamera, который предоставля-
ется SDK Vurforia. На рис. 1 приведен пример того, как должно выглядеть окно Hierarchy после 
внесённых изменений.

Важный этап – создание базы данных для хранения изображений, на которых будут ото-
бражаться модели объектов. Реализация этого шага происходит в личном профиле на офици-
альном сайте Vurforia [7] на вкладке Develop. Для формирования каталога с фотографически-
ми документами, были сделаны фотографии элементов машины. Они представлены на рис. 2 
и рис. 3.

После успешного создания фотографической базы, её необходимо скачать и импортиро-
вать все зависимости в проект. Следующий шаг – подготовка подсказок. Для их реализации 
используется Adobe Photoshop [12]. Процесс создания представляет собой последовательное 
выполнение следующих шагов. В начале загружается фотография объекта, для которого нуж-
но нарисовать виртуальный элемент. Далее на новом слое размещаются подсказки. Заключи-
тельный шаг – сохранение изображения. Результат выполнения подготовки подсказки пока-
зан на рис. 3.

Таблица 2
Классификация AR-библиотек

Название 
 библиотеки Лицензия Поддерживаемые 

платформы Комментарий

Vurforia [7] Платная + 
бесплатная

Android, iOS, Unity Распознавание нескольких объектов одно-
временно, распознавание 2D и 3D форматов, 
сканирование реального объекта для его 
идентификации, отображение дополнитель-
ных элементов с использованием OpenGL

ARToolkit [8] Бесплатная Android, iOS, 
Windows, Linux, 
Mac OS X

Распознавание 2D формата, отображение 
дополнительных элементов с использовани-
ем OpenGL

Wikitude [9] Платная Android. iOS, 
Google Glass, 
Titanium, Unity

Распознавание 2D и 3D форматов, определе-
ние местоположения объектов, сканирова-
ние реального объекта для его идентифика-
ции,  анимация 3D моделей

LayAR [10] Платная iOS, Android, 
BlackBerry

Отображение дополнительных элементов в 
зависимости от положения пользователя и 
объектов

Kudan [11] Платная Android, iOS, Unity Отображение дополнительных элементов 
в зависимости от положения пользовате-
ля и объектов, безмаркерное отслеживание 
предметов

Рис. 1. Настройка окна Hierarchy
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Дальнейший этап заключается в загрузке полученного виртуального элемента в проект. На 
данном шаге заканчивается подготовительный этап для сопоставления фотографии реально-
го объекта и соответствующей ему подсказки.

Далее необходимо создать пары изображений, состоящие из настоящей фотографии и соз-
данного виртуального элемента. В основные папки проекта загружается каталог, ранее соз-
данный в личном кабинете на сайте Vuforia [7]. На сцене размещается изображение объекта из 
этой базы данных. Пример такого расположения представлен на рис. 4. 

После работы рисунком следует добавить подсказки. В корне каталога Hierarchy на объект 
данного предмета накладывается виртуальный элемент. В настройках корректируются размер 
и расположение подсказки. Результат наложения представлен на рис. 5. 

Для сборки и дальнейшего запуска реализованного приложения необходимо в окне Build 
Settings указать соответствующие параметры. Результат работы части будущего проекта пред-
ставлен на рис. 6.

Заключение

На данном этапе работы в рамках исследований подходов к разработке приложений допол-
ненной реальности на примере помощника автолюбителю была реализована одна из частей 
проекта с использованием платформы Unity [4], SDK Vurforia [7]. В результате был получен 
механизм создания подсказки для прототипа программы, который отображает необходимые 
инструкции при наведении на определённые объекты в машине. 

Рис. 2. Объекты из базы данных. 
Панель управления машины и кнопка аварийной сигнализации

Рис. 3. Результат подготовки подсказки
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Изучение и исследование данной темы продолжается. Для совершенствования и улучше-
ния возможностей приложения дополненной реальности на примере помощника автолюбите-
лю будут использованы другие подходы к решению, такие как ARCore [6] от компании Google.
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СОЗДАНИЕ АЛГОРИТМА ПОИСКА НАУЧНЫХ СТАТЕЙ COVID-19

Воронежский государственный университет

А. И. Строгонов

Аннотация. В статье рассматривается новый метод ускоренного поиска научных статей 
на тему коронавируса. Необходимость совершенствования алгоритмов поиска вызвана 
потребностью создания инструментов тематического поиска для медицинского персона-
ла, занимающегося разработкой новых препаратов для борьбы с разными штаммами ко-
ронавируса. Задача состоит в конструировании алгоритма поиска семантического следа 
по научным статьям на английском языке и выдаче наиболее релевантных поиску резуль-
татов. В качестве предварительной обработки данных была выбрано латентное размеще-
ние Дирихле. Для семантического сравнения была выбрана метрика Дженсена – Шенно-
на. Результатом исследования является ответ сконструированной системы на наиболее 
частые вопросы, сформированные экспертами в инфекционной области.
Ключевые слова: коронавирус, штаммы коронавируса, алгоритмы поиска, научные ста-
тьи, английский язык, тематический поиск, семантический след, текстовый фрагмент, 
кластеризация, классификация, латентное размещение Дирихле, метрика Дженсена – 
Шеннона.

В современной жизни накапливается огромное количество данных каждую секунду. Не 
все из них несут полезную информацию. Соответственно, возникает потребность выделения 
из данных полезной информации для последующей обработки и обобщения результатов ме-
тодами машинного обучения. При этом можно заметить, что принципы обработки текстов 
приводят к принципам помехоустойчивого кодирования. Первым этапом обработки данных 
является их очистка. Естественно, что бизнес не обошел стороной данную проблему и появи-
лось целое направление Big Data, которое занимается обработкой больших, не всегда структу-
рированных данных. В более сложном случае необходимо предобработку поступивших дан-
ных для распределения объектов по множеству групп. Особенно это актуально для компаний, 
занимающихся контекстной рекламой, социальными сетями, сервисами электронной почты. 

В качестве входных данных был подготовлен набор данных открытых исследований по 
COVID-19. Данные содержат более 59 000 научных статей, в том числе более 47 000 с полными 
текстами, о COVID-19, SARS-CoV-2 и связанных с ними штаммами коронавируса. Для обра-
ботки данных требуются современные инструменты. В качестве языка выступил язык про-
граммирования Python 3.6, в качестве среды выбран облачный ресурс Google Collab.

Для моделирования алгоритма используются латентное размещение Дирихле в целях уско-
рения обработки данных и метрика Дженсена – Шеннона для оценки схожести запроса с заго-
ловками статей, лежащих в предварительно подготовленном наборе данных.

Сконструируем модель LDA (Latent Dirichlet Allocation – латентное размещение Дирихле). 
LDA – неконтролируемый генеративный вероятностный метод моделирования данных. Он 
является наиболее часто используемый методом тематического моделирования. LDA предпо-
лагает, что каждый документ можно представить как вероятностное распределение по скры-
тым темам, и эта тема распространена во всех документах по статистике Дирихле. Каждая 
скрытая тема в модель LDA также представлена как вероятностное распределение по словам и 
словесное распределение тем также имеет такое же распределение.

Возьмем D  – массив (мешок) слов, M  – набор документов, где каждый документ имеет ,nω  
n∈  слов. LDA использует механизм генерации документов:
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1) Выберем мультиноминальный коэффициент ,t tϕ ∈  вместе с β -коэффициентом рас-
пределения Дирихле:

	 10( )( , ) (( ))
( ( ))t t td

t t

Dir ω
ββϕ β ϕ

β
−Γ

= Π
Π Γ

	 (1)

	 0 ( )tt
β β=∑ 	 (2)

2) Выберем мультиноминальный коэффициент ,dθ  d ∈  вместе с α-коэффициентом рас-
пределения Дирихле:

	 10( )( , ) (( ))
( ( )) t

a
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	 0 ( )t ta a=∑ 	 (4)
3) Введем слово ,nω  ;n∈
4) Для каждого распределения установим биективное соответствие по правилам ,t tωϕ β→  

,ed taθ →  которые будут формулами M-шага.
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	 1t tnω ω ωϕ β= + − 	 (7)

	 1td td tn aθ = + − 	 (8)
Для решения распределения данных по категориям применяются алгоритмы, основанные 

на нечеткой логике, которые на данных порядка десятка гигабайт в условиях полу-структу-
рированности демонстрируют трудности в их применении. В данной статье рассматривается 
комбинированный подход, сначала посредством кластеризации, а затем классификации дан-
ных. В задачах смешанного типа используется распределение Дирихле, который используется 
для борьбы с переобучением, что описано в фундаментальных статьях [1,2].

В качестве программной реализации используется EM-алгоритм в форме онлайн-обуче-
ния по схеме байесовского вывода [3]. Параметры алгоритма: 

‒ Количество тем равно 10;
‒ Скорость обучения в алгоритме онлайн-обучения 0,7,k =  0,5 1;k< ≤
‒ Параметр, снижающий количество итераций при онлайн-обучении 0 10;τ =
‒ Количество эпох равно 10;
‒ Количество документов на каждой итерации не должно превышать 128.

Рис. 1. Иллюстрация модели LDA
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В качестве иллюстрации фиксированных параметров приведем программный код на 
Python:

lda = LatentDirichletAllocation(n_components=50, random_state=0)
lda.fit(data_vectorized)

Для борьбы с переобучением будет использоваться регуляризатор, равный сумме логариф-
мов априорных распределений Дирихле, чей геометрический смысл можно увидеть в статье [4].

В результате, были найдены стоп-слова: «doi», «preprint», «copyright», «org», «https», «et», 
«al», «author», «figure», «table», «rights», «reserved», «permission», «use», «used», «using», «biorxiv», 
«medrxiv», «license», «fig», «fig», «al», «Elsevier», «PMC», «CZI», «-PRON-», «usually».

В данном случае коэффициенты 1tα >  и 1ωβ >  подбирались автоматически для достиже-
ния сглаживающего эффекта. В результате мы получили векторы слов-признаков, над которы-
ми затем будет производиться кластеризация. 

Кластеризация будет проводиться по типам штаммов коронавируса, сокращенным и пол-
ным названиям этих штаммов: COVID-19, SARS-CoV-2, 2019-nCov, SARS Coronavirus 2, 2019 
Novel Coronavirus.

Соответственно, затем необходимо оценить разницу между введенным запросом и имею-
щимся названиями статей. Так как возникает данных порядка гигабайта, то было решено при-
менить наиболее современную метрику Дженсена-Шеннона, которая позволяет эффективно 
оценивать расстояние заданного текста от распределенных нормально значений текстовой 
информации.

Поиск статей на основе метрики Дженсена – Шеннона

Введем операцию дивергенции Кульбака – Лейблера, математический смысл которой пока-
зан в статье [5]:

	 ( )( || ) ( ) ln .
( )

p xKL p q q x dx
q x

 
=  

 
∫ 	 (9)

Выделим основные свойства:
‒  ( || ) 0KL p q ≥  для любых двух распределений;
‒  ( || ) 0,KL p q =  тогда и только тогда, когда ( ) ( );p x q x=
‒ Антисимметричность, ( || ) ( || ).KL p q KL Q p≠

Рис. 2. Гистограмма распределения наиболее часто встречающихся слов
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Метрикой (расстоянием) Дженсена – Шеннона (Jensen – Shennon distance) называется рас-
стоянием между двумя текстами, заполненными вероятностными значениями и вычисляемое 
по формуле:

	 ( ||| ) ( || )( , ) ,
2

D p m D q md p m +
= 	 (12)

где D  – дивергенция Кульбака – Лейблера;
m  – распределенный по Гауссу текстовый массив;
p  – вектор одного текста;
q  – вектор другого текста;
  – оператор дивергенции Кульбака – Лейблера [6].
Приведем программный код, описывающий данную метрику:
def recommendation(paper_id, k=5, lower=1950, upper=2020, only_covid19=False, plot_

dna=False):
    print(df.title[df.paper_id == paper_id].values[0])
    recommended, dist = get_k_nearest_docs(doc_topic_dist[df.paper_id == paper_id].

iloc[0], k, lower, upper, only_covid19, get_dist=True)
    recommended = df.iloc[recommended].copy()
    recommended[‘similarity’] = 1 - dist 
    h = ‘<br/>’.join([‘<a href=»’ + l + ‘» target=»_blank»>’+ n + ‘</a>’ +’ (Similarity: 

‘ + «{:.2f}».format(s) + ‘)’ for l, n, s in recommended[[‘url’,’title’, ‘similarity’]].
values])

    display(HTML(h))
    if plot_dna:
        compare_tabs(paper_id, recommended.paper_id.values)

Приведем пример результата работы данного алгоритма:
recommendation(‘a137eb51461b4a4ed3980aa5b9cb2f2c1cf0292a’, k=5, plot_dna=True).

Первым аргументом является идентификационный номер статьи, вторым аргументом явля-
ется количество статей, необходимых для выдачи пользователю, третий аргумент отвечает за вы-
дачу гистограммы расстояния Дженсена-Шеннона между выбранной и рекомендуемой статьей.

Ответ системы: the effect of inhibition of PP1 and TNFα signaling on pathogenesis of SARS 
coronavirus.

Так же мы имеем возможность оценить сходство запроса с другими похожими статьями:
1) Mechanisms of Severe Acute Respiratory Syndrome Coronavirus-Induced Acute Lung 

Injury(Similarity: 0.75)
2) Genome Wide Identification of SARS-CoV Susceptibility Loci Using the Collaborative Cross 

(Similarity: 0.67)
3) Multiplexed Component Analysis to Identify Genes Contributing to the Immune Response 

during Acute SIV Infection (Similarity: 0.66)
4) Allelic Variation in the Toll-Like Receptor Adaptor Protein Ticam2 Contributes to SARS-

Coronavirus Pathogenesis in Mice(Similarity: 0.63)
5) Cancer Biomarker Discovery: The Entropic Hallmark (Similarity: 0.63).
Вывод. В результате исследования проблемы моделирования алгоритма поиска статей о 

COVID-19 на английском языке была решена проблема прототипирования создания поиско-
вой системы в условиях закрытой системы медицинского предприятия, специализирующего 
на решении прикладных проблем, связанных с выявлением признаков коронавируса у населе-
ния. Необходимость применения сложных методов из теории информации обусловлена силь-
ной связанностью данных, а также их размером. Стоит заметить, что воспользоваться высо-
копроизводительными методами возможно за счет того, что изготавливался алгоритм поиска 
для поиска в одной конкретной области знаний.
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Рис. 3. Гистограмма сходства поисковой строки и заголовка статьи «Mechanisms of Severe 
Acute Respiratory Syndrome Coronavirus-Induced Acute Lung Injury»

Рис. 4. Гистограмма сходства поисковой строки и заголовка статьи «Genome Wide 
Identification of SARS-CoV Susceptibility Loci Using the Collaborative Cross»

Рис. 5. Гистограмма сходства поисковой строки и заголовка статьи «Multiplexed Component 
Analysis to Identify Genes Contributing to the Immune Response during Acute SIV Infection»
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ИССЛЕДОВАНИЕ КОМПЛАЕНТНОСТИ ПАЦИЕНТОВ С СЕРДЕЧНО-СОСУДИСТЫМИ 
ЗАБОЛЕВАНИЯМИ НА ОСНОВЕ МЕТОДОВ МАШИННОГО ОБУЧЕНИЯ

Воронежский государственный университет

М. А. Фирюлина, И. Л. Каширина

Аннотация. На сегодняшний день растет интерес к использованию результатов иссле-
дований, направленных на повышение качества медицинской  помощи. Соблюдение 
предписанных врачом указаний является одним из факторов, который предопределяет 
положительный результат при лечении. В данной статье описываются результаты ис-
следования факторов, влияющих на комплаентность пациентов кардиологического ста-
ционара. На основе методов машинного обучения построена модель прогнозирования 
регулярности приема назначенных препаратов. С помощью современных методов интер-
претации  результатов моделирования  идентифицированы скрытые взаимосвязи между 
приверженностью пациента терапии и различными клиническими и физиологическими 
факторами.
Ключевые слова: комплаентность, интеллектуальный анализ данных, сердечно-сосуди-
стые заболевания, градиентный бустинг.

Введение

Под комплаентностью пациента понимается готовность и способность человека следовать 
советам, связанными со здоровьем, принимать лекарства в соответствии с предписаниями, 
посещать запланированные визиты в клинику и проходить рекомендованные исследования. 
Несоблюдение режима было зарегистрировано как наиболее частая причина отсутствия ре-
зультата лечения, при этом имеются данные, свидетельствующие о том, что пациенты, которые 
придерживаются рекомендаций по лечению, имеют лучшие результаты по восстановлению 
[1]. Это серьезная проблема здравоохранения, результаты которой связаны с уровнями забо-
леваемости и смертности. Практические рекомендации, основанные на физических и клини-
ческих данных, поведенческих и образовательных концепциях, могут повысить показатели, 
связанные с состоянием здоровья, удовлетворенностью пациентов и затратами на лечение [2].

Было доказано, что 30–40 % пациентов не получают положительного результата от лечения 
ввиду несоблюдения предписанных рекомендаций. Тенденция к возложению ответственно-
сти на за соблюдение предписанного режима лечения привела к появлению нескольких стра-
тегий. Многие исследования пытаются найти решение описываемой проблемы, за счет по-
вышения приверженности к лечению. Например, обзор [3] описывает результаты улучшения 
соблюдения режима лечения за счет внедрения цифровых технологий оповещения (например, 
мобильные текстовые сообщения и удаленная поддержка лечения через Интернет). Другие 
источники полагают, что повышение комплаентности пациентов можно достичь путем созда-
ния системы оценки эффективности приема лекарств [4]. 

Оценить распространенность и характер несоблюдения требований довольно сложно, но 
поиск определяющих факторов могут облегчить поставленную задачу. При учете факторов, 
влияющих на комплаентность пациента, можно повысить осведомленность врача об этой про-
блеме. Существующие исследования показывают, что модели оценки комплаентности больных, 
не учитывающие диагноз, менее эффективны, чем модели, разработанные для определенного 
заболевания [5]. Таким образом, актуальность данного исследования заключается в направлен-
ности повышения комплаентного поведения пациентов с сердечно-сосудистыми заболевани-
ями за счет учета факторов, влияющих на нерегулярность приема лекарственных препаратов. 
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Цель описанного исследования состоит в выявлении причин некомплаентного поведения 
пациентов, построении модели машинного обучения, прогнозирующей приверженность па-
циентов кардиологического стационара к соблюдению назначенных врачом рекомендаций, а 
также интерпретации полученных результатов за счет выявления значимых факторов и выяв-
ления числового значение каждого признака.

В данной статье предлагается метод оценки комплаентности пациентов с сердечно-сосу-
дистыми заболеваниями относительно совокупности отдельных групп препаратов. Уровень 
комплаентности зависит от рекомендованного периода приема лекарств, поэтому в настоя-
щем исследовании на основе имеющейся деперсонифицированнной выборки были выделены 
наиболее значимые признаки относительно шести месяцев приема. В качестве метода оценки 
комплаентности выбран наиболее эффективных метод – градиентный бустинг [6]. Для ин-
терпретации построенной модели машинного обучения были использованы современные ме-
тоды интерпретации SHAP-значения – SHapley Additive explanation [7]. Анализ предикторов, 
построение модели и визуализация графов деревьев решений проводились с помощью библи-
отек языка программирования Python.

1. Материалы и методы

Доказана что, связь нарушения терапевтического режима и низкая комплаентность дока-
зана клиническими исследованиями и наиболее опасна для сердечно-сосудистых заболеваний 
[8]. Под терапевтическим режимом понимается не только прохождение полного курса, назна-
ченного лечащим врачом, но и регулярность приема препаратов. Ранее проводилось иссле-
дование [9], в котором предложен метод оценки комплаентности пациентов с сердечно-сосу-
дистыми заболеваниями относительно отдельных групп препаратов. Анализ проводился по 
семи группам препаратов, которые были рекомендованы для дальнейшего самостоятельного 
приема пациентами после выписки из кардиологического стационара: ингибиторы ангиотен-
зинпревращающего фермента (ИАПФ), бета-блокаторы, диуретики, нитраты, статины, ан-
тагонсты кальция (АК), антиаритмические препараты (кордарон). В качестве метода оценки 
комплаентности был выбран метод деревья решений. Для каждого препарата была построена 
отдельная модель, предсказывающая бросит ли пациент прием препаратов в течение указан-
ного срока или нет. В текущей работе описан анализ пациентов кардиологического стационара 
на предмет регулярности приема описанных выше групп препаратов. Своевременное и регу-
лярное выполнение всех рекомендация поможет достичь положительного результата в более 
короткие сроки.

Анализ проводился по деперсонифизированной выборке, содержащей информацию по 
68 пациентам. Рассмотрены следующие характеристикам пациентов, прошедших лечение 
в кардиологическом стационаре: возраст, пол, работает или пенсионер, причины госпита-
лизации в стационар, плановое поступление или экстренное, продолжительность приема 
назначенных препаратов в стационаре, лечился ли амбулаторно постоянно, свойственна ли 
пациенту забывчивость при приёме препаратов, соблюдает ли пациент регулярность приема 
препаратов, наблюдал ли пациент ранее побочные действия препаратов, были ли  выданы па-
циенту наглядные  рекомендации при амбулаторном лечении и при выписке, улучшилось ли 
самочувствие на фоне приема препаратов, была ли замена препарата и ее причина, стаж арте-
риальной гипертензии (АГ), наличие хронической сердечной недостаточности (ХСН) в анам-
незе, наличие  фибрилляции предсердий (ФП), наличие ишемической болезни сердца (ИБС), 
был ли  в анамнезе  острый инфаркт миокарда (ОИМ), есть ли другие хронические сопутству-
ющие заболевания. 

В качестве метода машинного обучения (ML) для построения модели прогнозирования 
был выбран метод градиентного бустинга, а именно библиотека Catboost. В основе Catboost 
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лежит алгоритм градиентного бустинга деревьев решений. Градиентный бустинг – это техника 
машинного обучения для задач классификации и регрессии, которая строит модель предска-
зания в форме ансамбля слабых предсказывающих моделей, обычно деревьев решений. Обу-
чение ансамбля проводится последовательно. На каждой итерации вычисляются отклонения 
предсказаний уже обученного ансамбля на обучающей выборке. Следующая модель, которая 
будет добавлена в ансамбль будет предсказывать эти отклонения. Таким образом, добавив 
предсказания нового дерева к предсказаниям обученного ансамбля уменьшается среднее от-
клонение модели, которое является конечной целью оптимизационной задачи. Новые деревья 
добавляются в ансамбль до тех пор, пока ошибка уменьшается, либо пока не выполняется одно 
из правил «ранней остановки» (достигнуто указанное максимальное количество итераций или 
истекло время выполнения работы алгоритма). Catboost – это первый алгоритм, в котором 
представлено улучшение производительности за счет сокращения времени обучения GBM. 

Для оценки качества построенной модели использовались стандартные метрики, вычис-
ленные на основе матрицы классификации: доля правильных ответов, чувствительность, 
специфичность, значение площадьи под AUC-ROC кривой. Так как объем исходной выборки 
небольшой, то разбиения на тестовую и обучающую выборки не производилось. При оцен-
ке модели использовался механизм перекрестной проверки model_selection.cross_validate из 
пакета scikit-learn. Перекрестная проверка – это метод оценки эффективности построенной 
модели с наиболее равномерным использованием имеющихся данных. Один цикл перекрест-
ной проверки включает разбиение набора данных на части, затем построение модели на одной 
части, и проверки модели на другой части. Для повышения точности оценки проводится не-
сколько циклов перекрестной проверки на разных разбиениях и результаты проверки усред-
няются по всем циклам.

Для повышения точности модели был применен метод балансировки данных. Существует 
два способа балансировки данных – оверсэмплинг и андерсэмплинг. При оверсэмплинге вос-
становление баланса достигается за счет увеличения миноритарного класса, копированием 
объектов. При андерсэмплинге удаляются объекты из мажоритарного класса. Так как объем 
выборки небольшой, то был выбран метод оверсэмплинга – алгоритм случайного увеличения 
примеров. Оверсэмплинг более простой метод, метод дублирования. Алгоритм случайного 
увлечения примеров в зависимости от того, какое соотношение классов необходимо, выбира-
ется количество случайных записей для дублирования [10]. 

Проведя анализ значимости признаков, можно повысить точность итоговой модели, убрав 
из прогнозирования признаки, которые не влияют на результат. Медикам зачастую важно 
определить, какие факторы имеют влияние для каждого пациента, чтобы они могли напря-
мую бороться с этими факторами риска. Понимание того, почему модель делает определен-
ный прогноз, может быть столь же важным, как и точность прогнозов во многих приложени-
ях. Однако наиболее высокая точность для большинства наборов данных часто достигается 
с помощью сложных моделей, поведение которых трудно объяснить. Например, модели ан-
самблевого обучения трудно интерпретировать. Ранее в подобном исследовании [9] исполь-
зовался метод деревьев решений из-за легкой интерпретируемости результатов. Итог работы 
модели прогнозирования можно отобразить в виде доступного для понимания клиницистов 
блок-схемы, в котором указаны предикторы и их числовые показания, которые привели к зна-
чению прогноза. 

В данной работе использовался современный метод интерпретации модели машинного об-
учения – Shap. SHAP – значения показывают, насколько выбранный предиктор изменил резуль-
тат прогнозирования (по сравнению с тем, как отработала бы модель при некотором базовом 
значении этого предиктора) [11]. На основе исходных данных строится модель, затем составля-
ется прогноз для одного объекта и с помощью функции SHAP можно интерпретировать полу-
ченный результат прогнозирования. Важность i-го признака вычисляется по формуле:
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где ( )f S  – ответ модели, обученной на подмножестве предикторов S  множества n  признаков 
(на конкретном объекте – вся формула записывается для конкретного объекта). При этом, 

( { })f S i∪  это предсказание модели с i-м предиктором, а ( )f S  это предсказание модели без i-го 
предиктора. Значение Шэпли для i-го признака рассчитывается для каждого примера из набо-
ра данных (для каждого пациента в выборке) на всех возможных комбинациях входных при-
знаков (включая отсутствие всех предикторов), затем полученные значения суммируются по 
модулю и получается итоговая важность i-го признака. Вычисление требует переобучения мо-
дели на всевозможных подмножествах признаках, поэтому на практике применяют прибли-
жения формулы, например с помощью метода Монте-Карло.

Чтобы оценить значимость признаков используется основы теории игр. В рамках тео-
рии игр идет сопоставление игроков с входными предикторами и правилами игры с целевой  
функцией модели. Так как существуют случаи, когда не все предикторы подаются на вход, то 
необходимо оценить существующую модель, используя формулу условного математического 
ожидания:

	 [ ]( ) | .i iM f S S s=  	 (2)
Эта формула может принимать две формы. В первом случае мы знаем значения признаков 

в ,S  потому что мы их наблюдаем. Во втором случае мы знаем значения признаков в ,S  потому 
что мы их задаем. Вторая форма обычно предпочтительнее, потому что она говорит, как модель 
повела бы себя, если бы мы вмешались и изменили ее входные данные, а также потому, что ее 
намного легче вычислить. В используемых инструментах SHAP заложен второй принцип. 

Все возможные коалиции значений признаков должны быть оценены с i-м признаком и без 
него, чтобы вычислить точное значение Шепли. Для большого числа предикторов точное ре-
шение этой проблемы становится проблематичным, поскольку количество возможных коали-
ций экспоненциально увеличивается по мере добавления новых предикторов. При расчёте 
вектора Шепли необходимо формировать коалиции из ограниченного набора признаков. Не 
каждая ML-модель позволяет просто убрать признак без повторного обучения модели «с 
нуля». Потому для формирования коалиций обычно не убирают «лишние» признаки, а заме-
няют их на случайные значения из «фонового» набора данных. Усреднённый результат модели 
со случайными значениями признака эквивалентен результату модели, в которой этот при-
знак вообще отсутствует. Поэтому применяется аппроксимация с использованием метода 
Монте-Карло:
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где M  – это количество итераций, а ˆ ( )m
if x+  – это прогноз для x, но со случайным числом зна-

чений признаков, замененных значениями из «фонового» набора данных. Вектор ˆ ( )m
if x−  почти 

идентичен, но значение m
ix  также берется из выборки «фонового» набора. Для значений при-

знаков, которые появляются слева от значения ix  берется значения из исходных наблюдений, 
а справа подставляется значения из случайного экземпляра.

2. Результаты и их обсуждение

Исходная выборка пациентов, прошедших лечение в кардиологическом стационаре, вклю-
чала 45 % женщин и 55 % мужчин. Средний возраст пациентов составил 64 года со стандарт-
ным отклонением 8 лет (65 лет средний возраст для женщин и 63 года – для мужчин). Пре-
дикторы, по которым проводился анализ перечислены выше. В качестве целевой переменной 
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выбрано значение регулярно ли проводился прием препаратов или нет. На рис. 1 приведены 
графики статистического анализа данных, слева распределение количества пациентов, регу-
лярно принимающих лекарства и нет, а справа распределение возрастного признака пациен-
тов в исходной выборке. 

Рис. 1. Распределение пациентов относительно показателя 
регулярности приема препаратов(слева). Распределение возраста пациентов (справа)

При построении модели машинного обучения важен этап подготовки данных. Качествен-
ная выборка данных (без пропусков в значениях, кодирование показателей строкового типа 
и так далее). Для этой цели были созданы пользовательские функции предобработки данных. 
FeatureSelector – класс для выбора предикторов для машинного обучения или предваритель-
ной обработки данных. Реализует три различных метода: поиск столбцов с отсутствующими 
значениями с процентом, превышающим указанный порог, поиск столбцов с одним уникаль-
ным значением, поиск коллинеарных переменных с корреляцией, превышающей указанный 
коэффициент корреляции. Также класс включает функции по выводу на экран столбцов на 
удаление, функцию по удалению столбцов из датасета и отрисовки матрицы корреляции. По 
итогу работы методов данного класса было выявлено, что имеется столбец с пропущенными 
значениями – «Использование наглядных рекомендаций», столбец с некорректными значени-
ями – «Стаж АГ». Предикторы со значением корреляции более чем 0.7 – «при выписке нагляд-
ные рекомендации» и «использование наглядных рекомендаций». 

Как упоминалось ранее, исходная выборка не разбивалась на тестовую и обучающую. 
Модель обучалась на всем датасете, а метрики оценки качества рассчитывались с помощью 
кросс-валидации. С помощью модуля RandomOverSampler из библиотеки imblearn.over_
sampling была проведена балансировка данных методом оверсэмплинг RandomOverSampler. 
После балансировки данных значительно увеличилось показание метрик специфичность и 
доля правильных ответов. В табл. 1 приведены результаты метрик качества модели до и после 
балансировки данных. 

Таблица 1
Метрики качества модели машинного обучения

Catboost (imbalanced) Catboost (RandomOverSampler)
Доля правильных ответов 0.785 Доля правильных ответов 0.857
Чувствительность 0.875 Чувствительность 0.875
Специфичность 0.6 Специфичность 0.83
AUC_ROC 0.8125 AUC_ROC 0.83

Для модели градиентного бустинга значимость признаков анализировалась с помощью мо-
дуля get_feature_importance библиотеки CatBoostClassifier. Результаты метода explainer.shap_
value представлены на рис. 2. Они показывают, что изменение таких показателей как причины 
пропусков – забывчивость, пол, возраст и самочувствие пациента на фоне приема сильнее 
всего повлияют на выходной результат. 



225

Чтобы оценить влияние признаков на модель в целом, можно рассмотреть агрегированные 
SHAP – значения, которые удобнее анализировать в форме сводного графика, изображенного 
на рис. 3. Данный график показывает, какие признаки являются наиболее важными, а также 
их диапазон влияния – на сколько они могут снизить или повысить риск. По вертикальной 
оси Y отображены признаки, которые участвуют при построении модели, чем выше располо-
жен признак, тем больше его влияние. Синим цветом отмечены пациенты с низким значением 
соответствующего признака, а красным – с высоким. По оси X указано влияние входного при-
знака на выходное значение модели. Толщина линий указывает на количество объектов для 
конкретного значения признака. По графику можно сделать следующие выводы: чаще всего 
пациенты отклоняются от регулярного приема препаратов из-за забывчивости; распределение 
мужчин и женщин в исходной выборке примерно одинаковое, но женщины более склонны 
к нерегулярному приему препаратов; пациентов возраста чуть выше среднего (около 60 лет) 
больше всего в выборке и чем выше возраст пациента, тем больше вероятность несоблюде-
ния режима; пациенты, которым выданы наглядные рекомендации при госпитализации более 
привержены к регулярному приему лекарств; чем выше период наличия у пациента артери-
альной гипертензии, тем больше вероятность регулярного приема; а также больше шансов 
на несоблюдение предписанных врачом указаний у пациентов с отсутствием фибрилляции 
предсердий, если врач заменил препарат, пациент работает (то есть не пенсионер), гипертони-
ческий криз был причиной госпитализации, у пациента наблюдается хроническая сердечная 
недостаточность и имеются сопутствующие заболевания. 

На рис. 4 и рис. 5 представлен прогноз для отдельных случаев. На графике отмечено базо-
вое значение риска смертности, которое составляет 0.5602 и является средним выходным зна-
чением модели по обучающему датасету. И отображено значение риска смертности для опре-
деленного пациента, для примера были выбраны пациенты под номерами 2 и 16. Для пациента 
под номером 2 выходное значение модели составляет 0.06, что говорит о прогнозе несоблюде-
ния регулярности приема препаратов. Показатели значимых признаков отображены ниже по 
оси X. Признаки, продвигающие риск к положительному значению (то есть все предписания 
будут соблюдены), показаны красным цветом, а те, что понижают его значение – синим. Мож-

Рис. 2. Значимость входных предикторов
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но сделать выводы, что для данного пациента влияющими на регулярный прием препаратов 
является то, что у него наблюдается фибрилляция предсердий и что он самостоятельно за-
менял препараты на более подходящие для него в ходе лечения. А ухудшающими факторами 
являются показатели наличие забывчивости приема, возраст 71 год, мужской пол и улучшение 
самочувствия. 

Второй пациент, рандомно выбранный из исходного датасета – под номером 16, имеет на 
выходе прогнозируемое значение 0.94, что говорит о прогнозе соблюдении режима.  График 
его SHAP-значений показаны на рис. 5. По данному пациенту можно сделать вывод, что при-
чинами приверженности лечению для него являются женский пол, отсутствие забывчивости, 
возраст 62 года, и наличие фибрилляции предсердий. Отрицательно на регулярности приема 
сказывается улучшение самочувствия.

Рис. 3. Сводный график SHAP-значений

Рис. 4. График SHAP-значений для пациента 2

Рис.5. График SHAP-значений для пациента 16
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Заключение

В данном исследовании был проведен анализ комплаентного поведения пациентов карди-
ологического стационара на предмет регулярного приема определенной группы препаратов. 
Была построена модель, прогнозирующая степень регулярного соблюдения режима, назначен-
ного лечащим врачом. Модель машинного обучения построена на основе метода CatBoost, а с 
помощью метода оверсэмплинга случайного удаления примеров была повышена точность до 
0.857. Были выделены основные признаки, которые имеют влияние: причины пропусков – за-
бывчивость, пол, возраст и самочувствие пациента на фоне приема.

С помощью метода интерпретации моделей машинного обучения SHAP-values можно оха-
рактеризовать пациентов, которые привержены к несоблюдению регулярного режима приема 
препаратов. Чаще всего пациенты отклоняются от регулярного приема из-за забывчивости; 
женщины более склонны к регулярности; чем выше возраст пациента, тем больше вероят-
ность несоблюдения режима; пациенты, которым выданы наглядные рекомендации при го-
спитализации более привержены к регулярному приему лекарств; чем выше период наличия у 
пациента артериальной гипертензии, тем больше вероятность регулярного приема.
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УДК 004

ПРОГНОЗИРОВАНИЕ ФИНАНСОВЫХ КОТИРОВОК С ПРИМЕНЕНИЕМ 
РЕКУРРЕНТНОЙ НЕЙРОННОЙ СЕТИ LSTM

Воронежский государственный университет

Ю. В. Чечиков

Аннотация. В статье приведен один из основных методов точного прогнозирования вре-
менных рядов, таких как финансовые котировки валюты, с применением машинного об-
учения. Для прогнозирования временных рядов подходят рекуррентные нейронные сети, 
так как они созданы для работы с временными рядами. Наилучшим типом рекуррентных 
нейронных сетей являются сети с долгой краткосрочной памятью, которые учитывают не 
только ближайшие события, изменения на предыдущем шаге, но и способны выделять и 
запоминать долгосрочные тенденции.
Ключевые слова: машинное обучение, рекуррентные нейронные сети, рекуррентная 
нейронная сеть LSTM, долгосрочная и краткосрочная память, блок памяти, прогнозиро-
вание временных рядов, прогноз финансовой котировки.

Введение

Финансовый сектор постоянно изменяется и развивается, ежедневно растут объемы ин-
формации по онлайн и офлайн транзакциям, данные о которых необходимо собирать как 
можно быстрее, корректно обрабатывать и качественно анализировать. Зачастую для приня-
тия решения крайне необходимо знать данные о будущей тенденции того или иного показа-
теля. Именно поэтому прогнозирование является неотъемлемой частью в финансовой дея-
тельности. Прогноз должен быть составлен в короткие сроки и быть максимально точным для 
решения поставленной задачи. 

Финансисты и инвесторы постоянно в своей работе отслеживают значения котировок и 
формируют портфель по несколько раз в день, им необходимо предугадывать на основе сво-
его опыта с применением специальных инструментов будущий показатель. Поэтому актуаль-
ным направлением является разработка новых актуальных инструментов, позволяющих не 
углубляться каждый раз в настройку сложных параметров модели, которые могут улучшить 
работу данных специалистов. За последние годы в области прогнозирования все чаще стали 
применять машинное обучение. Данное направление набирает обороты, в части развития и 
улучшения моделей, построения более сложных информационных систем на базе машинного 
обучения.

Основными методами прогнозирования в финансах остаются технический и фундамен-
тальный анализ, однако они, в отличие от метода машинного обучения с применением ней-
ронных сетей, не способны спрогнозировать значение с заданной точностью, так как с их по-
мощью подаются только сигналы к покупке или продаже активов, или изучается поведение 
тренда [4].

1. Постановка задачи и этапы ее решения

Для разработки алгоритма машинного обучения на основе рекуррентной нейронной сети 
и исследования эффективности его на реальных данных поставлена следующая задача: на ос-
нове имеющихся исторических данных курса доллара к рублю, необходимо разработать мо-
дель, которая спрогнозирует значение котировки на следующий час. 
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Процессе разработки модели по прогнозированию финансовых котировок состоит из сле-
дующих этапов:

1) сбор и формирование исходных данных для обучающей и тестовой выборки;
2) первичный анализ и обработка данных;
3) реализация нейронной сети LSTM для модели прогнозирования;
4) создание нескольких конфигураций модели с разными типами архитектуры;
5) исследование каждой архитектуры и эксперимента с разными параметрами в ходе обу-

чения и тестирования;
6) проверка и анализ полученных результатов обучения и тестирования модели в ходе ис-

следования;
7) выбор наилучшей модели и ее параметров с приведением метрик оценки качества.

2. Сбор, анализ и подготовка исходных данных

В ходе сбора и формирования исходных данных обучающей выборке произведена выгруз-
ка данных с сайта Финам от Российской компании значений котировок доллара к рублю за 
прошедший год с шагом в 1 час. Сформированный набор данных имеет в себе 2408 записей о 
сделках на каждый час содержащие следующую информацию: тип (наименование) торгуемо-
го лота, период его формирования (в минутах указано 60), дата и точное время сделки, цена 
открытия, локальный максимум и минимум, а также цена закрытия торга и объем товара на 
рынке, фрагмент записей приведен на рис. 1.

Для задачи построения модели регрессии из исходного набора данных выберем цены за-
крытия, так как именно они чаще всего интересуют инвесторов. Также данный набор данных 
уже упорядочен по дате и времени сделок и нет необходимости предварительно обрабатывать 
данные, отсортировывая их в хронологическом порядке. Проведя проверку цены закрытия и 
объема торгуемых лотов, корреляция с помощью метода corr() из Pandas.DataFrame составила 
всего 0,125594, что означает слабую линейную зависимость, поэтому брать объем торгуемых 
активов как входные данные не имеет смысла. Распределение цены закрытия на исторических 
данных по часам отражены на рис. 2.

Как видно из распределения цены за доллар стоимость доллара варьировалась от 70 до 
80 рублей за доллар, чаще всего закрытие торга, более 800 сделок, проводилось в диапазоне 
73–74 рублях за доллар. 

Рис. 1. Исходные данные для обучения и тестирования модели
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В ходе подготовки данных для формирования тестовой и обучающей выборки, значения 
цены закрытия нормализованы методом минимакса в результате чего приведены к диапазону 
от 0 до 1. Смысл данного метода заключается в линейном преобразовании по формуле: 

	 min
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max min
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x x
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где , i normx  – нормализованный элемент признака; ix  – текущее значение непреобразованного 
элемента признака; minx  – наименьший элемент признака; maxx  – наибольший элемент признака.

3. Метрики для оценки качества модели

Для оценки качества работы применяется несколько популярных метрик, таких как:
корень из среднеквадратичной ошибки (RMSE)
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где n  – объем обучающей или тестовой выборки, iy  – фактическое значение прогноза, iy  – 
спрогнозированное значение;

cредняя абсолютная ошибка(MAE): 
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cредняя абсолютная ошибка в процентах(MAPE):
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Также применяется метрика точности прогноза (ACC) – это обратное значение метрике 
средней абсолютной ошибки в процентах, так как значения в процентах проще интерпретиру-
ется человеком:

	 1 .ACC MAPE= − 	 (5)

4. Реализация модели прогнозирования с применением рекуррентной сети LSTM

Рекуррентные нейронные сети обладают недостатком, который заключается в ограниче-
нии длительности запоминания информации. Имеются потери весомых признаков на первых 

Рис. 2. Распределение цен закрытия за год



232

итерациях обучения при большом количестве временного ряда или итераций обучения, они 
хорошо запоминают только сравнительно недавние признаки в данных. Поэтому для прогно-
зирования курса валюты выбрана рекуррентная нейронная сеть с долгой краткосрочной па-
мятью именуемая Long short-term memory – LSTM.

Сети LSTM обладают рядом достоинств:
– улучшенное выявление значимых признаков, LSTM удаляют (очищают) информацию в 

ячейках о предыдущих состояниях, которая не влияет на результат, тем самым отсекает из-
лишние и незначительные данные в своей работе;

– наличие долгой краткосрочной памяти: имеются два состояния сети, стандартное скры-
тое с каналом долгосрочной памяти, которая тянется через все блоки памяти и состояния с 
краткосрочной памятью;

– решается проблема исчезающего градиента, в обычных RNN при определенных функци-
ях активации в процессе обратного распространения ошибки обновление весов будет очень 
малым от слоя к слою и к моменту добавления нового веса, он будет равен старому значению, 
в следствии этого нет изменений и обучение затрудняется [3].

В данной сети вместо обычных нейронов используются более сложные конструкции име-
нуемые блоки памяти. Фрагмент блока памяти архитектуры LSTM с описанием прохождения 
сигнала данных отражен на рис. 3.

Отличительной особенностью блока памяти сети LSTM является то, что он обладает двумя 
видами памяти, одна часть хранит память о далеких событиях – долгосрочная память, вто-
рая хранит информацию о том, что произошло на предыдущем шаге – краткосрочная память. 
Данная разновидность архитектуры специально создана для работы с временными последо-
вательностями и позволяет хранить как текущие изменения, так и выделять долгосрочные 
тренды [1].

Алгоритмы обучения и работы модели проводятся классическим образом, как и множе-
ство других нейронных сетей. Отличие только в применении метода обучения модели, так как 
рекуррентные сети имеют дело с временными рядами, для этого разработан метод обратного 

Рис. 3. Блок памяти сети LSTM
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распространения ошибки именуемое Backpropagation Through Time (BPTT) в переводе обрат-
ное распространение сквозь время [2].

На рис. 4 приведены данные алгоритмы, слева алгоритм обучения, справа алгоритм работы 
обученной модели. 

Спроектированная модель с простой архитектурой LSTM с одним скрытым слоем и без на-
строек дает прогнозные значения с точностью 53,51 %, график визуализации прогноза 100 зна-
чений котировок приведены на рис. 5.

График показывает, что расхождение прогнозного и фактического значений порой были 
очень сильными, поэтому для выбора оптимального варианта модели, спроектировано три 
вида архитектуры сети LSTM.

Все архитектуры представляют собой последовательную модель из чередующихся слоев 
LSTM, DropOut (для регуляризации) и последнего слоя Dense для суммирования результатов 
предыдущего слоя, имеющего на выходе одно прогнозируемое значение, описание и параме-
тры архитектур приведены в табл. 1.

5. Исследование и анализ работы модели с разными параметрами

На следующем этапе проводились исследования с каждой из 3-ех архитектур, по 25 вы-
числительных экспериментов с использованием каждой разного количества отстающих во 
времени наблюдений в качестве входных данных и разного количества эпох обучения, для 
изучения влияния этих параметров на материки оценки качества работы модели. Фрагмент 

Рис. 4. Алгоритмы обучения и работы модели
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исследования изменяемых параметров модели, а также полученных значений метрики точно-
сти прогноза для каждой архитектуры приведены в табл. 2.

Проведя изучение полученных результатов можно заметить, что в каждой из трех архитек-
тур точность прогноза, при определенных параметрах стала выше 88 %, а именно:

– точность прогноза первой архитектуры равна 89,63 % достигнута при количестве вход-
ных данных равных 35 значениям и 50 эпохам обучения;

– точность прогноза второй архитектуры равна 89,28 %, достигнута при количестве вход-
ных данных равных 29 значениям, 50 эпохам обучения;

– точность прогноза третьей архитектуры равна 88,98 %, достигнута при количестве вход-
ных данных равных 23 значениям и 30 эпохам обучения.

Значения метрик первой архитектуры достигнувшей точности прогноза 89,63 %, при ука-
занных параметрах, приведены в табл. 3.

График, визуально отражающий прогнозные значения котировки доллара на тестовой вы-
борке в отлаженной модели с применением первой архитектуры и указанными ранее параме-
трами, приведен на рис. 6.

Таким образом, для поставленной задачи прогнозирования котировки доллара к рублю на 
час вперед, имея исторические значения за год в исходных данных для достижения высокого 
процента точности прогноза и малого значения ошибок выбранных метрик, оказалась модель 
с более простой архитектурой, но большим количеством эпох обучения. Можно использовать 

Рис. 5. Модель с простой архитектурой и параметрами по умолчанию

Таблица 1
Конфигурация архитектур модели их состав и параметры

Наименования параметров
Значения 

параметров первой 
архитектуры

Значения 
параметров второй 

архитектуры

Значения 
параметров третьей 

архитектуры
Общее количество слоев 3 5 9
Количество слоев LSTM 1 2 4
Количество блоков памяти 
в каждом слое LSTM

30 50 50

Количество слоев DropOut 1 2 4
Параметр DropOut 0,2 0,2 0,2
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Таблица 2
Изменяемые параметры модели в каждой их трех архитектур

Размер 
входного 

окна
Количество 

эпох обучения
Точность прогноза 

первой архитектуры
Точность прогноза 

второй архитектуры
Точность прогноза 

третьей архитектуры

3 10 76,82 82,77 73,23
7 10 81,99 80,77 79,57

11 10 81,9 72,82 79,9
15 10 67,18 74,66 74,02
17 30 88,64 84,82 73,29
21 30 88,31 88,12 73,27
25 30 87,72 86,92 87,76
27 50 87,23 84,1 78,69
31 50 87,48 80,44 50,81
35 50 89,63 74,55 79,31
39 50 88,34 86,13 86,12
41 100 88,59 89,24 78,74
43 500 87,34 87,9 70,85

Таблица 3
Метрики оценки качества модели на тестовой выборке

Показатель Значение
MAE 0,0746

MAPE 10,37 %
RMSE 0,0214
ACC 89,63 %

Рис. 6. График прогноза настроенной модели с первой архитектурой
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и другие архитектуры, имеющие большее количество слоев LSTM и блоков памяти, но взамен 
имеется обратная зависимость, потребуется меньшее количество входных данных и эпох об-
учения. Решение об использовании данной архитектуры будут принимать специалисты в об-
ласти финансов, так как более сложные архитектуры и увеличение количества эпох влекут за 
собой требование больших вычислительных мощностей и времени на обучение модели.

Заключение

Разработанная модель с указанными параметрами и архитектурой показывает достаточно 
большую точность при прогнозировании финансовой котировки доллара к рублю. Особенно-
стью обученной модели с применением LSTM сети позволяет достаточно долго использовать 
ее для прогнозирования без необходимости переобучения на новых данных или корректи-
ровки каких-либо параметров, ведь LSTM обладает каналами долгосрочной и краткосрочной 
памяти, и, благодаря этому, даже на этапах прогнозирования, при прохождении данных через 
сеть, она подстраивается и обучается самостоятельно, пусть и по-другому, нежели при обуче-
нии на тренировочных данных. Переобучение сети потребуется в случае резкого изменения 
нисходящего или восходящего трендов, только в этом случае будет необходимо вмешиваться 
в параметры модели или переобучать ее на новых данных.

Пусть на сегодняшний день основным инструментом специалистов в области финансов 
остается технический и фундаментальный анализ, но они не могут спрогнозировать конкрет-
ное значение котировки. Данные подходы лишь дают сигналы, с помощью своих методов, что 
нужно продавать или покупать. Применение машинного обучения, а именно рекуррентных 
нейронных сетей LSTM ничуть не хуже подходов технического анализа, так как при прогно-
зировании конкретных значений с высокой точностью прогноза можно принимать более 
выгодные решения в отношении финансовых сделок, а также строить дополнительную визу-
ализацию в виде графиков исторических и спрогнозированных значений котировок для по-
следующего исследования методами технического анализа.
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МУЛЬТИАГЕНТНОЕ ПРИЛОЖЕНИЕ «ЗАКАЗЫ-ПЕРЕВОЗЧИКИ» 
НА ОСНОВЕ АГЕНТНОЙ ПЛАТФОРМЫ JADE

Кубанский государственный университет

В. И. Шиян, Е. А. Курченко, А. Н. Мирошниченко

Аннотация. В статье рассматривается создание и исследование мультиагентного прило-
жения «Заказы-перевозчики» на основе агентной платформы JADE на языке программи-
рования Java.
Ключевые слова: искусственный интеллект, мультиагентная система, многоагентная 
система, интеллектуальная система, мультиагентное приложение, заказы-перевозчики, 
агентная платформа JADE, язык программирования Java.

Введение

Многоагентная система – это система, образованная несколькими взаимодействующими 
интеллектуальными агентами. Многоагентные системы могут быть использованы для реше-
ния таких проблем, которые сложно или невозможно решить с помощью одного агента или 
монолитной системы. Примерами таких задач являются онлайн-торговля, ликвидация чрез-
вычайных ситуаций, и моделирование социальных структур [1].

Разработать мультиагентное приложение «Заказы-перевозчики» в предметной области 
«Логистика» [2]. В фирму, выполняющую перевозки крупногабаритных грузов, поступают за-
казы на транспортировку разнообразных грузов на различные расстояния. Фирма располагает 
некоторым множеством средств перевозки (перевозчиками). Заказы характеризуются весом 
груза и средствами, которыми заказ располагает для оплаты перевозки. Характеристиками 
перевозчика являются его максимальная грузоподъёмность и продолжительность перевозки. 
Для выполнения каждого заказа на перевозку требуется подобрать одного перевозчика, имею-
щего максимальную грузоподъёмность и/или обеспечивающего минимальную длительность 
перевозки. В приложении должны функционировать 2 агента заказов и 3 агента перевозчиков 
со следующими значениями атрибутов (табл. 1).

Таблица 1
Значения атрибутов агентов

Agent Values
Project Demand_1 CargoWeight = 1000; Account = 1000
Project Demand_2 CargoWeight = 2000; Account = 1500
Vessel Resource_1 MaxWeight = 1000; CruiseTime = 5
Vessel Resource_2 MaxWeight = 2000; CruiseTime = 6
Vessel Resource_3 MaxWeight = 2500; CruiseTime = 10

1. Поведение агента заказа

Агент заказа отправляет запрос всем доступным перевозчикам. В запросе указываются вес 
груза и средства для оплаты перевозки. Получив ответы, агент заказа выбирает перевозчика с 
максимальной грузоподъёмностью.
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2. Реализация агента заказа

Перед началом выполнения непосредственно поведения, необходимо получить список пе-
ревозчиков. Это осуществляется с помощью сервиса жёлтых страниц, с помощью которого 
извлекаются все, кто предоставляет сервис «carrying».

Инициализатор агента заказа:
protected void setup() {
    System.out.println(«Агент заказа « + getAID().getName() + « готов.»);
    Object[] args = getArguments();
    if (args != null && args.length >= 2) {
        cargoWeight = Integer.parseInt((String)args[0]);
        account = Integer.parseInt((String)args[1]);
        System.out.println(
                «Пытаюсь заказать. «
                        + «Вес груза = «  + cargoWeight
                        + « и средства для оплаты перевозки = « + account
                        + «.»
        );
        addBehaviour(new TickerBehaviour(this, 60000) {
            protected void onTick() {
                DFAgentDescription template = new DFAgentDescription();
                ServiceDescription sd = new ServiceDescription();
                sd.setType(«carrying»);
                template.addServices(sd);
                try {
                    DFAgentDescription[] result = DFService.search(
                            myAgent,
                            template
                    );
                    carrierAgents = new AID[result.length];
                    for (int i = 0; i < result.length; ++i) {
                        carrierAgents[i] = result[i].getName();
                    }
                } catch (FIPAException fe) {
                    fe.printStackTrace();
                }
                myAgent.addBehaviour(new RequestPerformer());
            }
        });
    } else {
        System.out.println(
                «Вес груза и средства для оплаты перевозки не указаны»
        );
        doDelete();
    }
}

После этого запускается непосредственно поведение, которое состоит из следующих шагов.
0. Отправка запроса. Формируется сообщение, в котором вес груза и средства для опла-

ты перевозки записываются в строку через пробел. Перевозчик должен будет распарсить эту 
строку.

Отправка запроса:
case 0:
    // отправим запрос на заказ всем перевозчикам
    ACLMessage cfp = new ACLMessage(ACLMessage.CFP);
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    for (AID carrierAgent : carrierAgents) {
        cfp.addReceiver(carrierAgent);
    }
    cfp.setContent(String.valueOf(cargoWeight));
    cfp.setConversationId(«ordering»);
    cfp.setReplyWith(«cfp» + System.currentTimeMillis());
    myAgent.send(cfp);
    // подготовим шаблон для получения грузоподъемностей перевозчиков
    mt = MessageTemplate.and(
            MessageTemplate.MatchConversationId(«ordering»),
            MessageTemplate.MatchInReplyTo(cfp.getReplyWith())
    );
    step = 1;
    break;

1. На следующем шаге ожидаются ответы всех перевозчиков. Если от перевозчика при-
шёл отказ, то просто увеличивается счётчик полученных сообщений, иначе грузоподъём-
ность, полученная из сообщения, сравнивается с ранее найденной наилучшей (если она была, 
в противном случае эта грузоподъёмность и этот перевозчик запоминаются как лучшие), если 
грузоподъёмность выше ранее полученной, то новая грузоподъёмность и новый перевозчик 
запоминаются как лучшие. Когда получены ответы от всех перевозчиков, осуществляется пе-
реход к следующему шагу.

Получение ответов от всех перевозчиков:
case 1:
    // получим ответы с грузоподъемностями,
    // либо отказами, если перевозчика нет
    ACLMessage reply = myAgent.receive(mt);
    if (reply != null) {
        if (reply.getPerformative() == ACLMessage.PROPOSE) {
            int loadCapacity = Integer.parseInt(reply.getContent());
            if (bestCarrier == null || loadCapacity > bestLoadCapacity) {
                // это лучшее предложение
                bestLoadCapacity = loadCapacity;
                bestCarrier = reply.getSender();
            }
        }
        repliesCnt++;
        if (repliesCnt >= carrierAgents.length) {
            // приняты ответы от всех перевозчиков
            step = 2;
        }
    } else {
        block();
    }
    break;

2. Далее необходимо отправить заказ перевозчику с наилучшей грузоподъёмностью. Фор-
мируется пустое сообщение, сигнализирующее о желании оформить перевозку у этого пере-
возчика.

Отправка заказа перевозчику с наилучшей грузоподъёмностью:
case 2:
    // отправим запрос на перевозку агенту,
    // предложившему лучшую грузоподъемность
    ACLMessage order = new ACLMessage(ACLMessage.ACCEPT_PROPOSAL);
    order.addReceiver(bestCarrier);
    order.setContent(String.valueOf(bestLoadCapacity));
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    order.setConversationId(«ordering»);
    order.setReplyWith(«order» + System.currentTimeMillis());
    myAgent.send(order);
    mt = MessageTemplate.and(
            MessageTemplate.MatchConversationId(«ordering»),
            MessageTemplate.MatchInReplyTo(order.getReplyWith())
    );
    step = 3;
    break;

3. При получении ответа от перевозчика заказ считается завершённым, а агент заказа 
уничтожается.

Получение ответа от перевозчика:
case 3:
    reply = myAgent.receive(mt);
    if (reply != null) {
        // принят ответ на предложение перевозки
        if (reply.getPerformative() == ACLMessage.INFORM) {
            // перевозка совершена
            System.out.println(
                    reply.getSender().getName()
                            + « успешно перевез груз агента «
                            + getAID().getName()
                            + «.»
            );
            System.out.println(«Грузоподъемность = « + bestLoadCapacity);
            myAgent.doDelete();
        }
        step = 4;
    } else {
        block();
    }
    break;

4. Поведение (но не агент) завершает свою работу при получении отказов от всех пере-
возчиков, и через указанный промежуток времени (60 секунд) будет предпринята следующая 
попытка оформить перевозку.

3. Поведение агента перевозчика

Перед началом работы агент публикует свой сервис жёлтых страниц.
Публикация агентом своего сервиса жёлтых страниц:

protected void setup() {
    System.out.println(«Агент перевозчик « + getAID().getName() + « готов.»);
    Object[] args = getArguments();
    if (args != null && args.length >= 2) {
        maximumLoadCapacity = Integer.parseInt((String) args[0]);
        durationOfTransportation = Integer.parseInt((String) args[1]);
        DFAgentDescription dfd = new DFAgentDescription();
        dfd.setName(getAID());
        ServiceDescription sd = new ServiceDescription();
        sd.setType(«carrying»);
        sd.setName(«JADE-carrying»);
        dfd.addServices(sd);
        try {
            DFService.register(this, dfd);
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        }
        catch (FIPAException fe) {
            fe.printStackTrace();
        }
        addBehaviour(new OfferRequestsServer());
        addBehaviour(new PurchaseOrdersServer());
    } else {
        System.out.println(
            «Максимальная грузоподъёмность»
                    + «и продолжительность перевозки не указаны»
        );
        doDelete();
    }
}

Для функционирования агента необходимо реализовать приём заявок и оформление за-
каза. При приёме заявок необходимо отбирать только сообщения с типом CFP. Из сообщения 
извлекаются вес груза и средства для оплаты перевозки. Максимальная грузоподъёмность 
должна быть не меньше веса, требуемого для перевозки. При соответствии характеристик в 
ответ отправляется сообщение PROPOSE с весом, иначе сообщение REFUSE.

Приём заявок:
private class OfferRequestsServer extends CyclicBehaviour {
    @Override
    public void action() {
        MessageTemplate mt = MessageTemplate.MatchPerformative(
                ACLMessage.CFP
        );
        ACLMessage msg = myAgent.receive(mt);
        if (msg != null) {
            // Сообщение принято, обработаем его
            String title = msg.getContent();
            ACLMessage reply = msg.createReply();
            int cargoWeight = Integer.parseInt(title);
            if (cargoWeight <= maximumLoadCapacity) {
                // Перевозчик сможет выполнить заказ. Возвращаем вес груза
                reply.setPerformative(ACLMessage.PROPOSE);
                reply.setContent(String.valueOf(cargoWeight));
            } else {
                // Перевозчик не сможет выполнить заказ
                reply.setPerformative(ACLMessage.REFUSE);
                reply.setContent(«not-available»);
            }
            myAgent.send(reply);
        }
    }
}

Для поведения, реализующего оформление заказа, необходимо отбирать сообщения 
ACCEPT_PROPOSAL. После этого отправляется отказ всем остальным агентам заказа, пре-
тендующим на перевозку, если таковые есть, а агент перевозчик завершает свою работу.

Оформление заказа:
private class PurchaseOrdersServer extends CyclicBehaviour {
    @Override
    public void action() {
        MessageTemplate mt = MessageTemplate.MatchPerformative(
                ACLMessage.ACCEPT_PROPOSAL
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        );
        ACLMessage msg = myAgent.receive(mt);
        if (msg != null) {
            String title = msg.getContent();
            ACLMessage reply = msg.createReply();
            reply.setPerformative(ACLMessage.INFORM);
            reply.setContent(String.valueOf(maximumLoadCapacity));
            myAgent.send(reply);
            msg = myAgent.receive();
            while (msg != null) {
                reply = msg.createReply();
                reply.setPerformative(ACLMessage.REFUSE);
                reply.setContent(«not-available»);
                myAgent.send(reply);
            }
        } else {
            block();
        }
    }
}

Заключение

Схема передачи сообщений, которую можно отобразить средствами JADE, приведена на 
рис. 1.

Вывод программы приведен на рис. 2.

Рис. 1. Схема передачи сообщений
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Перевозчик 3 успешно перевез груз агента заказа 2, перевозчик 1 успешно перевез груз 
агента заказа 1.
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Аннотация. Предложена модификация детерминированной модели коммуникации бак-
териального сообщества на основе введения закона многофазной популяционной дина-
мики. Модель в математической постановке описывается начально-граничной задачей 
для системы полулинейных уравнений с частными производными диффузионного типа и 
позволяет формализовать динамику изменения концентраций специальных субстанций, 
характеризующих чувство кворума у грамм-отрицательных бактерий. Математическая 
модель реализована методом конечных элементов на платформе COMSOL Multiphysics. 
Проведены вычислительные эксперименты на примере бактериального вида Pseudomonas 
Putida.
Ключевые слова: популяция бактерий, «чувство кворума», модель коммуникации бак-
терий, процесс «реакция-диффузия», динамика популяции, метод конечных элементов, 
вычислительный эксперимент.

Введение

В настоящее время наблюдаются революционные изменения, происходящие в представ-
лении ученых о поведении биологических организмов микромира. Одной из современных и 
актуальных задач является исследование взаимодействий, происходящих внутри биологи-
ческих сообществ, в частности, колоний бактерий. В данной концепции можно рассмотреть 
процесс коммуникации бактерий, который реализуется на основе различных механизмов, в 
числе важнейших из которых – «чувство кворума» (quorum sensing). Под чувством кворума 
понимают способность некоторых видов бактерий (и других микроорганизмов) реагировать 
коллективно на внешние воздействия, координировать поведение и численность за счёт се-
креции специальных молекулярных сигналов [1].

В числе методологических подходов, применяемых для изучения микроскопических объ-
ектов, особое место занимают междисциплинарные направления, в том числе математическая 
биология и in silico исследования. Для формализации такого сложного явления, как quorum 
sensing, было предложено множество модельных подходов, одну часть которых можно отнести 
к классу математических детерминированных моделей, описываемых дифференциальным ап-
паратом, другую – к дискретным моделям с элементами неопределенности, реализуемых с ис-
пользованием теории сетей, агентного моделирования, моделирования методом Монте-Карло 
и др. [2]. 

В цикле авторских работ [3–6] представлено развитие реакционно-диффузионного подхо-
да, в основе которого лежит формализованное описание пространственно-временного рас-
пределения концентрации молекулярных сигналов с помощью уравнений с частными произ-
водными. Различные модификации были введены с учетом отрицательной обратной связи при 
активации специальных деградирующих ферментов, присутствия эффекта запаздывания и 
эффектов памяти, вариации динамических режимов и внешнего добавление химических суб-
станций [3–6]. Базовая реакционно-диффузионная модель описывается начально-граничной 
задачей для системы уравнений с частными производными диффузионного типа и позволяет 
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провести оценку концентраций субстанций, характеризующих кворум, в фазе активного ро-
ста популяции и релаксации ее численности к определенному уровню. Данную модель можно 
считать предназначенной для оценки характеристик бактериальных популяций в условиях их 
непрерывного (проточного) культивирования, при котором добавляется новая питательная 
среда, а часть среды с клетками микроорганизмов и продуктами метаболизма удаляется. Од-
нако под влиянием различных факторов (истощение питательной среды, отделение дочерних 
бактериальных колоний, введение деградирующих химических соединений, изменение тем-
пературного режима, выращивание периодических бактериальных культур) закон динамики 
бактериальной популяции может включать не только фазу роста, но и фазу ее деградации и/
или последующей релаксации [7]. Поэтому представляет определенный научный интерес вве-
сти в рассмотрение модификацию модели коммуникации бактерий, включающей в рассмо-
трение расширенный диапазон жизнедеятельности этого микробиологического сообщества.

Преимущественно все модификации модели коммуникации, представленные ранее в  [3–6], 
были реализованы на основе метода конечных разностей. Современные системы конечно-э-
лементного инженерного анализа (COMSOL Multiphysics, ANSYS, NASTRAN и др.) позволяют 
эффективно и без рутинных процедур программирования решать задачи в стандартных диф-
ференциальных постановках. В связи с чем, вторым аспектом настоящего исследования явля-
ется использование системы конечно-элементного моделирования для компьютерной реали-
зации модели процесса коммуникации бактерий. Таким образом, общей целью данной работы 
является развитие модели коммуникации бактерий на основе введения закона многофазной 
популяционной динамики и реализация этой модели на платформе COMSOL Multiphysics для 
проведения вычислительных экспериментов. 

1. Формализация работы биологической системы 

Введем основные величины, характеризующие состояние динамической системы. Для это-
го представим формализованное описание процесса коммуникации бактерий, не претендуя 
на полное изложение биологических основ этого многоаспектного и сложного явления. 

Поскольку у различных бактериальных видов чувство кворума реализуется на основе раз-
личных механизмов, для определенности будем считать, что рассмотрению подлежит класс 
грамотрицательных бактерий, в частности Pseudomonas putida. P. putida представляет собой 
интересный объект моделирования и in silico исследований как с биологической точки зре-
ния, так и в части постановки и проведения вычислительных экспериментов. Этот вид бак-
терий много лет относился к непатогенному классу микроорганизмов, обитающих преиму-
щественно в почвах. Однако последние исследования показывают [8–9], что P. putida может 
являться матрицей для переноса опасных инфекций, вызванных более вирулентными видами 
бактерий. Например, бактерия Pseudomonas aeruginosa индуцирует развитие внутрибольнич-
ной пневмонии при использовании аппаратов ИВЛ у пациентов с ослабленным иммунитетом 
(инфицированных COVID-19, онкобольных, новорожденных и др.). Механизм «чувства кво-
рума» у вида P. putida достаточно хорошо изучен экспериментально, что позволяет численно 
оценивать характерные параметры биосистемы при ее исследовании с помощью технологии 
вычислительного эксперимента.

Бактериальное quorum-sensing реализуется посредством генерации и распространения 
особых сигнальных молекул или аутоиндукторов (N-ацилгомосеринлактоны или AHL), что 
позволяет колонии бактерий за счет регуляции генов достигать определенного размера попу-
ляции и формировать отклик на внешние воздействия. Другими элементами системы являют-
ся: AHL-синтазы – ферменты, отвечающие за синтез ауиндукторов (белки семейства LuxI), и 
регуляторы транскрипции (белки семейства LuxR) [1, 10]. Упрощенная схема, иллюстрирую-
щая принцип quorum-sensing, показана на рис. 1. 
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Продуцированные бактериями сигнальные молекулы (AHL) при определенной концен-
трации способны диффундировать через клеточные мембраны ячеек и регулировать генную 
активность, что вновь приводит, благодаря положительной обратной связи, к генерации AHL. 
Также наблюдается процесс деградации AHL за счет специальных ферментов, например, лак-
тоназы (специфично для P. putida), генерация которых может быть ассоциирована с возникно-
вением отрицательной обратной связи в динамической системе. Кроме того, при «эволюции» 
популяции бактерий может происходить естественная деградация сигнального вещества AHL 
и лактоназы. Описанный процесс итерационно замыкается.

2. Математическая модель 

Модель процесса коммуникации бактерий описывает динамику изменения концентрации 
AHL и фермента лактоназы с учетом процессов их диффузии, генерации и деградации [3]. Ма-
тематическое представление модели соответствует начально-граничной задаче для системы 
уравнений диффузионного типа, которую в одномерном по отношению к пространственной 
координате случае можно записать в виде: 
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где ,( )u x t  – концентрация AHL; ,( )L x t  – концентрация фермента лактоназы; l  – линейный 
размер области; t  – время наблюдения процесса; ,AHLD  ,LD  ,AHLγ  ,Lγ  L AHLγ →  – параметры 
модели, отвечающие за процессы диффузии и деградации субстанций.

В систему (1) включены генерационные слагаемые ),( , ,sF x u t  отвечающие за определение 
численности сообщества бактерий и позицию колоний k

cx  (где k  – номер колонии) в области 
решения. В базовой математической модели процесса коммуникации бактерий данные слага-
емые определены с помощью функции Хилла и нормального распределения плотности бакте-
риальной массы посредством априорной оценки максимально достижимой концентрации 
бактерий .maxN  В предлагаемой модификации модели в слагаемые, отвечающие за функцию 
источника, введем аппроксимирующую зависимость концентрации бактериальной массы от 
времени ( ).N t  Для наглядного сравнения диаграммы функционирования биосистемы при ис-
пользовании данных подходов показаны на рис. 2. 

Таким образом, генерационные слагаемые в системе (1) будут формализованы с помощью 
следующих соотношений:

Рис. 1. Схема регулирующей системы quorum-sensing
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где ,AHLa  ,AHLβ  ,Lβ  ,thu  ,ε  σ  – параметры модели.
Учитывая многофазный характер популяционной динамики микроорганизмов, для описа-

ния процессов увеличения и уменьшения (до определенного порогового значения) плотности 
бактериальной популяции [7] введем в рассмотрение следующую функциональную зависи-
мость (пример графической визуализации приведен на рис. 3):
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где K  задает равновесную плотность биомассы; 0C  – начальное значение плотности бактерий; 
константы µ  и d  определяют темп динамики изменения численности популяции; ,a  b  – чис-
ленные параметры аппроксимации (обеспечивают гладкое поведение ( )N t  при dt t= ); норми-
ровочная константа maxN  вводится в модель для синхронизации размерностей.

3. Инструментальные средства численной реализации модели 

Для реализации математической модели (1)–(6) используем инструментальные возможно-
сти пакета прикладных программ COMSOL Multiphysics v5.1. Пакет конечно-элементного мо-

а б
Рис. 2. Функциональные схемы базовой (а) и модифицированной (б) математических 

моделей, описывающих процесс коммуникации бактерий

Рис. 3. Динамика изменения концентрации бактерий в течение времени наблюдения



249

делирования COMSOL позволяет решать задачи в дифференциальных постановках методом 
конечных элементов и обладает важным преимуществом по сравнению со многими аналогами 
(например, пакетом ANSYS) – исследователю всегда доступно в явном виде управление урав-
нениями и краевыми условиями, описывающими процесс. Процесс «сборки» и реализации 
модели на платформе COMSOL включает следующие шаги.

1. Постановка задачи моделирования с помощью мастера создания моделей (пользовате-
лю доступны для выбора: размерность пространства для компонент решения, тип уравнения, 
режим исследования (нестационарный ли стационарный). В настоящей работе использована 
коэффициентная форма при решении задачи общего вида из раздела «Математика».

2. Задание геометрии модели – инициализируется (или импортируется) геометрический 
примитив, ассоциированный с областью решения. В нашем случае это одномерная область с 
линейным размером ,l  заданным в микрометрах. 

3. Определение начальных, граничных условий и функции источника (проведены в полном 
соответствии с постановкой задачи (1)–(6)). 

5. Разбиение модели на простейшие элементы. 
6. Запуск работы солвера. 
7. Вывод результатов – определение специфики средств визуализации для представления 

результатов вычислений.

4. Вычислительные эксперименты и обсуждение результатов

Для проведения вычислительных экспериментов требуется инициализация параметров 
математической модели. Обозначения, единицы измерения для переменных и параметров мо-
дели (1)–(6) представлены в табл. 1. Численные значения параметров базовой модели установ-
лены для вида бактерий P. putida (заимствованы из работы [3]), значения параметров модели 
популяционного роста (5)–(6) установлены эмпирически в соответствии с данными микро-
биологических наблюдений [7, 11]. 

Таблица 1
Переменные и параметры математической модели

Переменная / 
параметр Описание Значение / 

единица измерения
( , )u x t концентрация аминокислоты моль/л
( , )L x t концентрация фермента лактоназы моль/л
l линейный размер объекта 100 мкм

uD коэффициент диффузии аминокислоты 100 мкм2/час

LD коэффициент диффузии лактоназы 1 мкм2/час
( , , )F x t u функция, описывающая источник генерации 

аминокислоты и реакционное слагаемое
ед. актив. ферм. /л

AHLγ абиотическое (обусловленное внешними факторами) 
снижение скорости образования аминокислоты

0.005545 1/час

L AHLγ → скорость деградации аминокислоты за счет действия 
лактоназы

0.65·109 л/(моль·час)

Lγ абиотическое снижение скорости образования 
лактоназы

0.5 1/час

AHLα базовая производительность аминокислоты 1.058·10–7 моль/(л·час)

AHLβ производительность аминокислоты 1.058·10–6 моль/(л·час)
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Lβ продуцирование лактоназы 1.38·10–6 моль/(л·час)

thu пороговое значение концентрации аминокислоты 70 нмоль/литр
n 2.5
ε параметр, отвечающий за запаздывание 5·10–9 нмоль/л
K максимальная концентрация 50 г/л
d скорость затухания 0.0165 час–1

µ темп роста колоний 0.264 час–1

0K начальная концентрация бактерий 10 г/л

maxN максимальная концентрация 50 г/л
a параметр аппроксимации 0.4663
b параметр аппроксимации 0.5

Представим результаты численного расчета характеристик бактериального кворума в ус-
ловиях реализации базовой и модифицированной моделей. Для определенности моделирова-
ние проведем для одной бактериальной колонии, расположенной в фиксированной позиции – 
50 мкм с линейным размерном 10 мкм. Время наблюдения установим 100t =  часов. 

Результаты компьютерного моделирования представлены на рис. 4 и 5. 

а б
Рис. 4. Профили распределения по времени концентраций AHL ( ,( )cU x t  – для базовой 

модели, ),(mod cU x t  – для модифицированной модели) – (a) и лактоназы ( ,( )cL x t  – для базовой 
модели, ),(mod cL x t  – для модифицированной модели)– (б), вычисленные в центральной точке 

области решения / 2cx L=

Согласно реализации модифицированной модели, временные зависимости концентраций 
аминокислоты AHL и лактоназы характеризуются более сдержанной фазой роста по сравне-
нию с реализацией базовой модели (рис. 4). Динамика концентрации лактоназы практически 
дублирует зависимость численности популяции от времени (рис. 3). Можно отметить, что 
конкурирующие процессы – рост концентрации AHL при снижении концентрации лактоназы 
(за счет отрицательной обратной связи) и снижение концентрации AHL при падении числен-
ности популяции ( 50t >  часов) приводят к флуктуациям относительно уровня, соответствую-
щего реализации базовой модели. Концентрация бактериальной популяции за указанный пе-
риод уменьшилась вдвое, при этом «уровень кворума» сохранился. В период времени с 50 
часов до 60 часов (при снижении численности популяции) наблюдается снижение уровня кон-
центрации AHL (рис. 5). Можно отметить, что для практических ситуаций управляемого по-
давления кворума и снижения бактериальной массы при внешнем воздействии деградирую-
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щих факторов, поведение биосистемы будет соответствовать данному временному 
диапазону – концентрации основных характеристик (AHL и лактоназы) будут неизменно сни-
жаться. Однако если условия жизнедеятельности бактерий придут в приемлемую норму и пи-
тательная среда будет восстановлена, уровень концентрации AHL будет восстановлен до неко-
торого «базового» значения даже при меньшей концентрации биомассы.

а б
Рис. 5. Пространственно-временные зависимости распределений концентраций 

AHL (a) и лактоназы (б)

Заключение

Таким образом, в работе представлен результат разработки и реализации модифицирован-
ной реакционно-диффузионной модели коммуникации бактериального сообщества с учетом 
рассмотрения расширенного жизненного цикла биосистемы. Формализация многофазного 
характера популяционной динамики микроорганизмов введена в модель коммуникации бак-
терий на основе модификации генерационного слагаемого, учитывающего возможные про-
цессы увеличения и уменьшения до определенного порогового значения плотности бактери-
альной популяции. 

Пакет COMSOL Multiphysics предоставляет эффективные инструменты для реализации 
модели коммуникации бактериального сообщества и проведения вычислительных экспери-
ментов. Вычислительные эксперименты на примере бактериального вида P. putida позволяют 
заключить, что уровень межклеточной коммуникации снижается естественным образом при 
уменьшении численности популяции. Тем не менее, при восстановлении условий жизнедея-
тельности бактерий и релаксации численности популяции к определенному уровню, взаимно 
конкурирующие процессы увеличения и уменьшения концентрации AHL, приводят к слабым 
флуктуациям этой субстанции относительно базового уровня. Естественным направлением 
развития данной модели является учет пространственно-временного распределения биомас-
сы ,( )N x t  при численной оценке концентраций AHL и лактоназы, характеризующих чувство 
кворума у грамм-отрицательных бактерий. 
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Annotation. The study of regular waves in the work is reduced to the identification of statistical 
patterns, which are numerically expressed by the dependencies between waves elements and 
their determining factors. Based on the processing of data obtained using the ADCP, the char-
acteristic length of the regular wave for the Azov Sea, the characteristic and maximum speed are 
revealed in the work. The paper calculates the turbulent exchange coefficients using set of periods 
for averaging turbulent velocity pulsations. Using experimental data on velocity components 
pulsations, the vertical turbulent exchange coefficient was calculated on the basis of various ap-
proaches to its parametrization, based on the analysis of the obtained coefficient distributions, 
the most adequate parametrization of the coefficient for physical processes was selected, which 
is used in the software package.
Keywords: regular waves, turbulent exchange coefficient, physical processes, statistical patterns, 
experimental data.

Introduction

To analyze the effect of regular waves on the turbulent exchange model, idealized sinusoidal wave 
theory was used. Although wind waves at sea are never regular, the classical theory of regular waves is 
used in most wind wave studies and is the basis for analyzing and predicting wind waves. Therefore, 
the general laws of the waves structure and the motion nature of their individual particles from the 
point of view of the trochoidal wave theory was considered. Individual water particles in surface waves 
move along closed ellipsoidal lines, making a complete revolution in a time equal to the wave period. 
The rotational motion of sequentially arranged water particles shifted by a phase angle at the initial 
moment of motion creates the appearance of translational motion: individual particles move in closed 
orbits, while the wave profile moves translationally in the wind direction.

1. Statistical characteristics of waves

Wind waves are characterized by two features. The first is due to the irregularity and disorderliness 
of wave sizes and shapes. One wave does not repeat another, a large wave can be followed by a small 
one, or even a larger one, while each individual wave continuously changes its shape. Some unusually 
long and low waves can’t be seen at all. Wave crests move not only in the wind direction, but also in 
other directions. Such a complex structure of the disturbed sea surface is explained by the eddy turbu-
lent nature of the wind. The second feature of waves is the rapid variability of wave elements in time 
and space, which is also associated with the wind. At the same time, the size of waves depends not only 
on the wind speed, but also on the duration of its action, the length of acceleration, and the depth of 
the sea. From the point of view of practice, it is not necessary to know the size of each individual wave 
or each wave oscillation, but rather the statistical characteristics of waves are more important: average, 
root-mean-square deviations [1–4]. 

Waveform recording of sea surface deviations ησ  as a function of time makes it possible to deter-
mine a number of statistical characteristics: mean, variance, standard deviation, etc. One of the main 
statistical characteristics of waves is the standard deviation of the sea surface ,ησ  defined by the rela-
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The study of waves is ultimately reduced to the identification of statistical patterns, which are nu-

merically expressed by the dependencies between the elements of waves and their determining factors 
[5–7].

The results of measurements of wave elements are usually presented in the form of a curve that 
characterizes their repeatability in a series of observations, usually expressed as a percentage. The re-
peatability curve shows how many waves out of the total number assumed to be 100 % are accounted 
for by waves of one or another size of the wave element under consideration. When entering shallow 
water, the wave statistics change: the number of high waves decreases, while the number of low-alti-
tude waves increases. The answer to the question about the frequency of repetition of waves of a par-
ticular size is given by the distribution functions of wave elements. They make it possible to describe 
ensembles of waves rather than individual ones, and they make it possible to predict the probability 
of waves with specified characteristics, if some averaged wave parameters are known. The distribution 
functions of visible wave elements in the first approximation do not depend on the intensity, stage of 
development, and form of the wave, and they can be expressed using a single dimensionless function.

The distribution functions of wind wave elements in shallow waters were studied both theoretical-
ly and on the basis of systematization and statistical analysis of field data materials. It was shown that 
the distribution of wave periods in shallow water does not change significantly, and the distribution 
of wave heights, taking into account the influence of sea depth, is expressed by a family of curves 
described using a simple analytical function [8–10]. Distribution functions make it very easy to find 
elements of waves of any security based on the known values of these elements of a certain security. 
This makes it possible to compare and objectively evaluate various methods of calculating and observ-
ing wind waves. To study the statistics of waves covering different time periods (from a few minutes to 
several years), due to the large differences in the scale of wave variability, fundamentally different field 
data and methods of their analysis are needed.

2. Wave disturbance perceived by ADCP

Wave disturbance perceived by ADCP, differs in frequency and intensity from waves on the sea 
surface. This is due to the mutual movement of the ship and waves, and the commensurability of their 
geometric dimensions. The movement of a ship on a wave changes the frequency of the wave distur-
bance. If the wave size is close to the ship’s dimensions (length, width, draft), then it cannot repeat its 
profile as it moves. As a result, the level of disturbance changes.

On a moving sea by a moving object, a regular wave is perceived not with its true frequency ,σ  but 
with a new transformed frequency co, which is called the apparent .ω

Let consider the object as a material point that moves uniformly at a speed v  at an angle ξ  to the 
direction of motion of the waves. Then the coordinate of the point of meeting the ship with the wave 
changes cos .x vt ξ= −

The law of changing the wave ordinate at the point where the ship meets the wave has the form 

( ) cos cos 1 cos ,m m
vr t R t R t
g
σ ξ σ ω

  
= − + =  

  
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where 2 cos 1 1 cosv va
g g

σω σ σ ξ σ σ ξ σ= + = + = +  represents the apparent angular frequency of 

a regular wave acting on a moving ship, cos /a v gξ=  is the factor of relative movement ship on a 
wave [11].

Analysis of the relation shows that when the ship moves with a lag to the wave 90 ,ξ = °  0,a =  the 
true and apparent frequencies coincide. If the object is moving towards a wave, 0 90 ,ξ≤ < °  0,a >  
and the apparent frequency of the wave is greater than the true one. A more complex relationship is 
found when the ship moves along a wave 0 180 ,ξ≤ < °  0.a <

Possible driving conditions are those in which a passing wave with a frequency 0 1/ aσ =  of has 
zero apparent frequency 0 0.ω =  This happens when the speed of the wave and the ship coincide 

cos ,v cξ =  when their relative position remains unchanged. At other speeds, the ship can lag behind 
the wave cosv cξ <  or overtake it cos .v cξ >  In the first case, the frequency of the disturbance lies 
in the range 0 1/ ,aσ< <  and the apparent frequency is less than the true one. In the second case, the 
frequency of the disturbance lies in the region 1/ ,aσ >  and the apparent frequency may exceed the 
true one. At the same time, the extreme values of the apparent frequency and the corresponding values 
of the true frequency decrease [12–13].

The degree of pitching influence is taken into account using reduction coefficients. The reduction 
coefficients depend on the wavelength, and therefore on the frequency of the wave. They have the form 
of amplitude-frequency characteristics of linear low-frequency filters. The specific values of these co-
efficients are determined by the design features of the ship’s hull.

4. The effect of regular waves on the turbulent exchange in the vertical direction

The Workhorse Sentinel 600 hydrophysical ADCP probe was used to measure the three-dimen-
sional velocity vector of the water medium. The research was conducted at 17 stations in the eastern 
part of the Sea of Azov. The current field of the water flow in the Sea of Azov was measured vertically, 
starting from the near sensitivity zone of the ADCP probe, to the bottom. The profiler operates on the 
Doppler effect, transmitting an acoustic signal at a fixed frequency and receiving the signal reflected 
on the inhomogeneities of the water medium in the water column thickness located under the emitter 
(starting from the sensitivity zone). The ADCP probe has four emitters located at an angle to the ver-
tical in the 20 .°  The pulsations of the velocity components ( , , )u v w′ ′ ′  are calculated from the values 
of the radial velocities.

Due to acoustic pulses emitted in different directions, the accuracy of speed detection increases 
and the flow direction is determined. The measurements were recorded at intervals of 1 s every 10 cm 
at the measured depth. The speed was recorded in the corresponding file in mm/s. The columns show 
the time values on the device’s clock and 128 depth measurements of one of the components of the ve-
locity vector at the current time. In the described experiment, data were stored for three components 
of the water flow velocity vector at the current time. Data on each component of the velocity vector 
is stored in a separate file. The probe saves information about instantaneous water flow pulsations to 
a file with the extension txt. The recorded information includes service headers, contains data about 
service directories, and probe settings. 

The change in turbulence modeling technologies is driven by the exponential growth of available 
computing resources that has been observed in recent decades. Depending on which processes are 
dominant in the vertical direction, different models of vertical turbulent exchange are used. Thus, on 
the basis of the considered methods for calculating the vertical turbulent exchange coefficient, distri-
butions that are inhomogeneous vertically for all measurement points are obtained. 

Problems of decomposition of empirical data series obtained with the help of ADCP, on the evolu-
tionary component and cyclic components belong to the class of inverse problems of processing and 
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interpreting experimental data. The selection of a regular wave is based on a set of moving average 
smoothing procedures. The series components are evaluated in three stages: the initial component 
evaluation, the intermediate component evaluation of the series, and the final evaluation of the regular 
component and the adjusted series.

After forming a trend model using a centered moving average algorithm, the initial series is di-
vided by this estimate and the initial estimate of the noisy cyclic component is obtained. To estimate 
the seasonal component, the noisy cyclical component is smoothed out by a moving average, which 
averages the individual components corresponding to regular coefficients. This results in an estimate 
of the regular factor. At this stage, the estimation of seasonal coefficients is normalized so that their 
product for each period is equal to one. After that, dividing the original series by the seasonal factor 
estimate, we get an estimate of the noisy adjusted component.

At the final stage of evaluating the components of the series, the final trend component is extracted 
from the noisy trend again by smoothing and using it, the irregular component is extracted, which is 
necessary for statistical identification of the corresponding components.

A set of harmonics of the main oscillation was used as models of cyclic components. The station-
ary wave was formed as an additive mixture of the main oscillation and three higher harmonics on the 
interval, which was then distorted so that the maximum values on the positive half-wave differed from 
the maximum values on the negative half-wave. In this way, the seasonal wave was disharmonized in 
order to get as close as possible to the real wave components

The noise component was generated using the RAND function of the Microsoft Excel package. 
The variant with a uniform distribution density of random samples and zero mean value (zero first 
moment) was chosen. The estimation of the variance of the noise component by the STDEV function 
of the Excel package was 10% of the estimate of the variance of the cyclic component, and thus the 
noise/cyclic component ratio (noise/signal ratio) was fixed. By changing the scale along the ordinate 
axis two or three times, different w/s ratios were recorded.

Fig. 1. Initial data series obtained with the probe ADCP, vertical mm / s, horizontally m

Fig. 2. A series obtained by averaging the probe data ADCP, vertical mm / s, horizontally m
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Thus, based on the processing of data obtained by the probe ADCP it is revealed that the char-
acteristic regular wave length for the Azov Sea is 15–25 meters wide, and the characteristic speed is 
0,1–0,2 m/s., the maximum speed is 0,51–0,77 m / s. The data obtained with the help of modeling 
are consistent with the data provided by the Unified State Information System on the Situation in the 
World Ocean (ESIM).

In this paper, the turbulent exchange coefficients are calculated using a whole set of averaging pe-
riods for turbulent velocity pulsations. Using experimental data on pulsations of velocity components, 
the vertical turbulent exchange coefficient was calculated on the basis of various approaches to its 
parameterization, based on the analysis of the obtained coefficient distributions, the parameterization 
of the coefficient that is most adequate to physical processes, which is used in the software package, 
was selected. 

Experiments were performed based on several approaches for calculating the vertical turbulent 
exchange coefficient: 

Fig. 3. A series obtained by averaging and filtering probe data ADCP, vertical mm / s, horizontally m

Fig. 4. Vertical series obtained by averaging and filtering 
and eliminating the noise component mm / s, horizontally m

Fig. 5. A series obtained by selecting a cyclic component with a period equal to the period of a regular wave 
from the implementation of a random process with a uniform distribution density by the RAND procedure
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1. Parametrization of Belotserkovsky 
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2. Boussinesq parameterization 
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3. Smagorinsky parameterization 
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where  is the coefficient of turbulent exchange in the vertical direction; ,u v  are the components of 
the water flow velocity averaged over the time of pulsation in the horizontal direction, C is dimension-
less empirical constant; ∆  is characteristic scale of the grid. 

To parameterize the vertical turbulent exchange coefficient, algebraic subgrid models based on the 
definition of turbulent flows as the products of flow velocity components deviations and the trans-
ferred physical quantity averaged over space or time were considered.

Experiments were performed based on several approaches for calculating the vertical turbulent 
exchange coefficient: Belotserkovsky parametrization, Boussinesq parametrization, and Smagorinsky 
parametrization.

The optimal value of the empirical constant appearing in the formula of Belotserkovsky and Sma-
gorinsky was also obtained from the comparison of distributions, the value of which ensures compli-
ance with experimental measurements, as well as other methods for calculating the coefficient. The 
value of this constant for all expedition measurement points is 1,4.

Based on the considered methods for calculating the vertical turbulent exchange coefficient, dis-
tributions that are inhomogeneous vertically for all measurement points are obtained. Comparative 
analysis has shown that for the obtained distributions of the vertical turbulent exchange coefficient, 
the models show similar results in order of magnitude, as well as in the location of peaks on the 
graphs, a more in-depth analysis using mathematical statistics methods is necessary to assess the qual-
ity of parameterization.

Conclusion

Wind disturbance is characterized by two features. The first is the irregularity and disorder of the 
sizes and shapes of waves. The second feature of the wave is the rapid variability of the wave elements 

Fig. 6. The vertical turbulent exchange coefficient at points (the red line is the Belotserkovsky 
parametrization, the blue line is Boussinesq, the black line is Smagorinsky)
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in time and space, which is also associated with the wind. The study of waves is reduced to the iden-
tification of statistical patterns, which are numerically expressed by the dependencies between the 
elements of waves and their determining factors.

Based on the processing of data obtained using the ADCP, it was revealed that the characteristic 
length of a regular wave for the Azov Sea is 15–25 meters, and the characteristic speed is 0,1–0,2 m/s, 
the maximum is 0,51–0,77 m/s. The data obtained by modeling are consistent with the data provided 
by the Unified State Information System on the Situation in the World Ocean.

To parametrize the coefficient of vertical turbulent exchange, algebraic subgrid models based on 
the definition of turbulent flows as the products of deviations of the components of the flow velocity 
and the transferred physical quantity averaged over space or time are considered. Experiments were 
performed on the basis of several approaches to calculate the coefficient of turbulent exchange along 
the vertical: Belotserkovsky parametrization, Boussinesq parametrization; Smagorinsky parametri-
zation. On the basis of the considered methods of calculating the coefficient of vertical turbulent 
exchange, distributions inhomogeneous vertically for all measurement points are obtained. Compar-
ative analysis has shown that for the obtained distributions of the vertical turbulent exchange coef-
ficient, the models show similar results in order of magnitude, as well as in the location of peaks on 
the graphs, a deeper analysis using mathematical statistics methods is needed to assess the quality of 
parametrization.
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РАЗРАБОТКА ИНФОРМАЦИОННОЙ МОДЕЛИ 
ПРОЦЕССА ИЗМЕРЕНИЯ АРТЕРИАЛЬНОГО ДАВЛЕНИЯ

Воронежский государственный университет

Г. В. Абрамов, Д. Г. Абрамов

Аннотация. Развитие медицинских информационных систем требует совершенствова-
ния средств диагностики и мониторинга. Такие средства должны предоставлять расши-
ренную диагностику и автоматическую обработку информации. В работе рассмотрена 
информационная модель процесса измерения артериального давления, проведен анализ 
модели, сравнение с экспериментальными данными и предложен алгоритм определения 
артериального давления. Алгоритм позволяет проводить расширенное мониторирование 
состояния пациентов с учетом их индивидуальных особенностей без непосредственного 
участия врача, а встраивание их в медицинскую систему позволит оперативно реагиро-
вать на изменение состояния больных.
Ключевые слова: информационная модель, мониторинг состояния больных, артериаль-
ное давление, медицинская информационная система, моделирование, осциллометриче-
ские методы, объемная компрессионная осциллометрия.

Введение

При разработке современных информационных систем для повышения их эффективности 
используются технологии цифровых двойников. Эти технологии позволяют исследовать про-
цессы в реальном времени и принимать обоснованные решения [1]. 

Достаточно широкое распространение технология ЦД получила в здравоохранении, где 
моделируемыми объектами могут являться организм человека или отдельные его подсистемы, 
а сама технология направлена на продление срока жизни человека с помощью использования 
его цифровой копии. Эта задача смыкается с таким направлением, как разработка и поддерж-
ка медицинской техники, которая в свою очередь используется для лечения и поддержки са-
мого человека (пациента).

Особенно важно при диагностике и мониторинге состояний пациентов, страдающих хро-
ническими заболеваниями. Получение оперативно объективных характеристик течения бо-
лезни позволяет врачу оперативно корректировать процесс лечения. Особенно это важно для 
болезней, представляющих угрозу жизни. Первое место в мире по причинам смертности явля-
ются болезни сердечно-сосудистой системы. При лечении заболеваний сердечно-сосудистой 
системы одним из основных показателей является артериальное давление (АД). Поэтому ис-
следования, направленные на цифровизацию систем мониторинга состояния пациентов, яв-
ляются актуальными.

В последние годы создана целая индустрия по производству автоматических и полуавто-
матических измерителей АД, работающих по осциллометрическому методу. Этот метод ба-
зируется на анализе пульсаций (осцилляций) давления воздуха в компрессионной манжете, 
возникающих в процессе сравнения величины этого давления с артериальным давлением. 
Считается, что возникновение этих осцилляций непосредственно не связано с равенством 
этих двух величин, что заставляет искать лишь корреляционные зависимости между осцил-
ляциями и величиной АД, а затем на основе этих зависимостей вычислять предполагаемые 
значения величин систолического и диастолического значений артериального давления [2].

Разработка цифрового двойника процесса измерения артериального давления пациента 
позволит получить дополнительную информацию о процессе и точнее ставить диагноз. При 
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этом цифровой двойник должен учитывать, как процессы, проходящие в гемодинамической 
системе человека, так и в измерительной системе. Основой разработки такого двойника может 
служить информационная модель процесса.

1. Материалы и методы

1.1. Разработка информационной модели процесса измерения артериального давления

При измерении артериального давления проводится компрессия плеча пациента, при ко-
торой генерируются различные колебательные процессы в гемодинамической системе, кото-
рые фиксируются измерительным оборудованием. Современные приборы обычно фиксируют 
колебания давления в манжете, которой и осуществляется компрессия. Представляет интерес 
исследование традиционно осциллограмм и разновидности осциллографического метода – 
кривых полученных методом объемной компрессионной осциллометрии (ОКО).

При разработке информационной модели на данном этапе необходимо учесть основные 
процессы, позволяющие связать колебания давления в манжете с колебаниями давления в 
плечевой артерии. Это позволит проводить анализ осциллограмм с целью определения арте-
риального давления.

При рассмотрении процессов при измерении артериального давления необходимо учи-
тывать, что кровеносная система имеет сложную замкнутую структуру. При моделировании 
были приняты допущения, наиболее часто используемые при моделировании процессов гемо-
динамики [3, 4], включая: движение рассматривается одномерное, жидкость (кровь) предпо-
лагается несжимаемой, артерии являются сосудами с эластичными стенками, течение крови 
полагается ламинарным. В аорте давление изменяется от диастолического до систолического, 
а в манжете давление линейно увеличивается. Измерение проводится при компрессии одной 
из крупных артерий (плечевой), что может оказывать влияние на всю систему. Для исследо-
вания были выделены основные элементы, непосредственно участвующие в процессе изме-
рения (рис. 1). Расчетная схема предполагает, что на участке 1 в плечевую артерию поступает 
жидкость с периодически изменяющимся давлением, на участке 2 артерия может сжиматься 
манжетой, давление в которой линейно возрастает (участок 3). Источником колебаний будет 
изменение объема манжеты, вызванное изменением давления в артерии. 

Предполагалось, что при давлении в манжете меньше диастолического (артерия полно-
стью открыта) и больше систолического (артерия полностью перекрыта) колебания в манже-
те отсутствуют. При изменении давления в манжете между диастолическим и систолическим 
артерия будет частично перекрываться, что будет создавать колебания в манжете. Преобразо-

Рис. 1. Расчетная схема моделирования
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ватель давления (4) усиливает сигнал с датчика измерения давления и формирует выходную 
кривую изменения давления либо по методу объемной компрессионной осциллометрии (5), 
либо стандартную осциллограмму(6).

Изменение артериального давления в артерии на входе в модель представлялось в виде 
ряда:

	 ( )( )
1

sin    ,N

a n i ii
P a tω ϕ

=
= +∑ 	 (1)

где ,na  ,iω  iϕ  – параметры колебаний давления в артерии.
И поскольку наиболее важно для поставленной задачи изменение давления за период, а 

также максимальное и минимальное давление, то в расчётах использовалась только первая 
гармоника. 

На участке 2 можно рассмотреть только влияние манжеты (участок 3) на плечевую арте-
рию [5]:
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где ( )s p  – площадь сечения артерии при компрессии, extp  – внешнее давление (манжеты), ,mins  
,maxs  ,minp  maxp  – характеристики артерии.
Давление в манжете (участок 4) рассчитывалось на основе уравнения Менделеева-Клапей-

рона:

	     ,
 

m RTp
M V

=
ì

	 (3)

где m  – масса воздуха в манжете, R  – универсальная газовая постоянная, T  – температура 
воздуха в манжете, M  – молярная масса, Vì  – объем манжеты. При компрессии плечевой ар-
терии объем манжеты будет изменяться в соответствии с изменением степени перекрытия 
артерии. Эти колебания и будет фиксировать датчик давления.

Дальнейшая обработка измерений заключается в усилении полученного сигнала и приме-
нения полосового фильтра с целью выделения гармоник с частотой, примерно равной частоте 
сердечных сокращений. Для этого использовались фильтры Баттерворта 4 порядка

Для определения частоты сердечных сокращений использовался алгоритм экспоненциаль-
ного сглаживания, позволяющий выделить только требуемые экстремумы:
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где ts  – сглаженный ряд, tc  – исходный ряд, α  – коэффициент сглаживания (0 1).α< <  Экс-
периментально установлено, что наиболее подходящим значением является 0.01.α =

Предлагаемый подход позволяет оценить влияние пульсаций в плечевой артерии на итого-
вую осциллограмму или кривую ОКО.

2. Результаты и обсуждения

Для анализа адекватности информационной модели и анализа результатов были исполь-
зованы экспериментальные данные полученные при диагностике состояния пациентов при 
помощи автоматического компьютерного сфигмоманометра для экспресс-диагностики сер-
дечно-сосудистой системы АПКО-8-РИЦ-М, который фиксирует колебания в манжете при 
наборе давления.
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Наиболее важно провести качественное соответствие модельных и измерительных кри-
вых, а также возможность использования модельных данных для определения параметров ар-
териального давления пациента. 

Экспериментальные кривые (рис. 2) и информационной модели обрабатывались полосо-
выми фильтрами и были приведены к одному масштабу.

Сравнение модельных и экспериментальных кривых для здорового пациента (рис. 2) и 
больного с гипертонической болезнью 3 степени (рис. 3) показывают, что можно выделить три 
участка. На первом происходит увеличение давления в манжете до диастолического, в модели 
это не учитывается. На втором увеличение давления от диастолического до систолического и 
модель очень достаточно хорошо описывает этот процесс до среднего давления. При увели-
чении давления от среднего до систолического расхождения увеличиваются и для больных 
может быть очень существенным. Предварительный анализ показывает, что это определяется 
состоянием сосудов пациентов. Для таких больных характерна высокая жесткость сосудов, 
которая приводит к повышению давления в артерии вследствие появления гемодинамическо-
го удара при резком перекрытии плечевой артерии.

Но наиболее важным свойством модели является возможность ее использование для опре-
деления параметров артериального давления.

Наиболее часто артериальное давление (АД) определяется следующим образом. После 
предварительной обработки сигнала пульсаций давления определяют локальные максимумы 
осцилляций, точки которых являются узлами интерполяции огибающей функции. После по-
строения огибающей кривой определяется глобальный максимум функции, значение которо-
го по кривой давления соответствует уровню среднего артериального давления. Систоличе-

Рис. 2. Экспериментальная осциллограмма (а) и осциллограмма, полученная методом ОКО (б)
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Рис. 3. Модельные кривые (сплошная линия) и экспериментальные кривые здорового пациента 
(пунктирная линия), (а) – осциллограмма, (б) – кривая ОКО

Рис. 4. Модельные кривые (сплошная линия) и экспериментальные кривые (пунктирная линия) 
больного с гипертонической болезнью 3 степени, (а) – осциллограмма, (б) – кривая ОКО



266

ское и диастолическое давление определяются на основе экспериментальных коэффициентов. 
Эти коэффициенты являются фиксированными для определенного устройства, но могут от-
личаться от одного тонометра к другому. Возможным методом определения параметров АД 
являются нейронные сети. Их основным преимуществом при применении в физиологических 
системах является отсутствие явной математической модели, что позволяет применять их в 
нелинейных системах, не поддающихся простому моделированию.

Анализ полученных зависимостей показывает, что для первой кривой (рис. 5 а) характер-
ные точки, соответствующие диастолическому, систолическому и среднему давлениям н полу-
чить сложно, так как амплитуды на всех участках имеют значительное расхождение.

Анализ кривой ОКО (рис. 5 б) показывает, что на участке изменения давления в манжете от 
диастолического до среднего значительная часть практически совпадает для всех исследуемых 
пациентов. И если провести касательную к огибающей минимумы осцилляций, то тока 1 будет 
соответствовать диастолическому, а 2 среднему давлениям. Таким образом, характерные точ-
ки кривой можно рассчитать на основе модельных данных, а не эмпирически. Это позволило 
разработать новый способ измерения артериального давления [8]:

‒ Определяют минимальные значения для осцилляций в манжете во время измерения ар-
териального давления;

‒ Полученные данные аппроксимируют аналитической зависимостью на участке уменьшения;
‒ Определяют точку перегиба данной кривой (если их несколько, то используют наиболее 

близкую к минимальному значению);

Рис. 5. Модельные кривые (сплошная линия) и экспериментальные кривые (пунктирная линия) 
при определении артериального давления, (а) – осциллограмма, (б) – кривая ОКО
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‒ В точке перегиба строят касательную;
‒ Определяют характерные точки и рассчитывают давления.

Заключение

Разработанная информационная модель позволяет описать колебания в манжете при ком-
прессии. Метод объемной компрессионной осциллометрии позволяет определять артериаль-
ное давление кровообращения на основе предложенной модели с учетом индивидуальных 
особенностей пациента. Средние отклонения диастолического и среднего давлений от полу-
чаемых прибором составляет 5 мм рт.ст. Дальнейшее усложнение модели, включение допол-
нительных компонент позволит расширить диагностику состояний пациентов.
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УДК 519.85

ПРИМЕНЕНИЕ ИНСТРУМЕНТОВ ТЕОРИИ МАРКОВСКИХ 
СЛУЧАЙНЫХ ПРОЦЕССОВ ДЛЯ УЛУЧШЕНИЯ ХАРАКТЕРИСТИК 

ПРОЦЕДУР СИНХРОНИЗАЦИИ РАСПРЕДЕЛЕННЫХ СИСТЕМ

Воронежский государственный университет

Т. В. Азарнова, П. В. Полухин

Аннотация. Применение методов математического моделирования для исследования 
процессов синхронизации распределенных систем обработки данных позволяет суще-
ственно оптимизировать данные процессы и обеспечить требуемый уровень их согла-
сованности. Для анализа стохастических процедур распределенной синхронизации 
необходимы инструменты математического моделирования, способные адекватно отра-
жать их стохастический характер и формировать вероятностную оценку временных ха-
рактеристик владения разделяемым ресурсом для каждого из параллельных процессов. 
Проведенное в рамках работы исследование показывает, что инструменты стохастиче-
ского моделирования способны решать целый ряд сложных проблем в данной сфере и, 
в частности, провести адаптацию алгоритмов синхронизации для использования в рам-
ках неоднородных вычислительных систем с разным набором аппаратных компонентов, 
обеспечивающую приемлемое время синхронизации большого объема данных. В работе 
анализируются в основном марковские модели синхронизации с групповым обслужива-
нием и рассматриваются инструменты приведения к данным моделям в случае произ-
вольного времени обслуживания.
Ключевые слова: Марковские случайные процессы, метод вложенных цепей Маркова, рас-
пределенные системы, синхронизация, потоки требований, процедуры обслуживания.

Введение

Организация процессов синхронизации является неотъемлемой частью процедуры по-
строения распределенных систем обработки данных. Распределенные системы представля-
ют собой удобный механизм параллельной обработки больших объемов данных и обладают 
высоким уровнем горизонтальной масштабируемости. Данные системы широко используют-
ся при организации вычислительных процессов в задачах статистического анализа данных, 
при реализации процедур обучения нейронных и байесовских сетей, в алгоритмах нечеткой 
классификации, поиске, фильтрации и преобразовании данных. В процессе проектирования, 
построения и использования распределенных систем в первую очередь решается вопрос о вы-
боре модели распределения ресурсов между отдельными процессами, запускаемыми в узлах 
и выполняющими набор действий в соответствии логикой алгоритма. Как показывает прак-
тика, применение эвристических алгоритмов распределенной синхронизации в разнородных 
вычисленных системах не позволяет добиться требуемых параметров качества синхрониза-
ции. Это приводит к возникновению сбоев и требует повторного формирования и рассыл-
ки сообщений синхронизации для каждого из процессов распределенной системы. Одним из 
подходов к решению данной проблемы является использование марковских моделей массо-
вого обслуживания, моделирующих процесс в виде Марковских процессов. Марковская мо-
дель позволяет описать множество переходов, процессы блокировки и освобождения разде-
ляемого ресурса. Адекватность использования марковских моделей требует выполнения ряда 
предположений к входному потоку и ко времени обслуживания. Для ряда случаев, когда эти 
предположения не выполняются, возможно выполнить приведение процесса к Марковскому 
за счет использования метода вложенных цепей Маркова, предложенного Кендаллом. Основ-
ная суть метода Кендалла заключается в формировании из исходного процесса подпроцессов, 
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которые образуют цепь Маркова, к исследованию которых применим математический аппа-
рат анализа Марковских процессов для оценки вероятностей различных переходов распреде-
ленной синхронизации. В рамках данной работы исследуется возможность оптимизации су-
ществующих алгоритмов синхронизации за счет использования специальных инструментов, 
базирующихся на аппарате марковских моделей массового обслуживания, и интеграции раз-
работанных алгоритмов в существующие распределенные системы обработки данных Hadoop 
и Spark. Проводится оценка эффективности применения данных инструментов при обработке 
различных объемов данных в сравнении с классическими (применяемыми по умолчанию) ал-
горитмами синхронизации.

1. Представление синхронизации в виде моделей массового облуживания

Синхронизация данных в распределенных системах представляет собой сложный стоха-
стический процесс, требующий непрерывного отслеживания процедуры передачи данных 
между процессами, своевременной оценки непротиворечивости данных и исключения ситуа-
ции возникновения взаимной блокировки между процессами. В качестве достаточно сложных 
систем распределенной синхронизации можно отметить системы, построенные по принципу 
MapReduce. В системах, построенных по данному принципу, сложно оценить вероятности пе-
рехода между состояниями синхронизации до и после выполнения операции Map, процесс 
перехода носит сложный стохастический характер. 

Среди алгоритмов синхронизации выделяют алгоритмы на основе событий и передачи 
маркера. Алгоритмы на основе событий (волновые алгоритмы) осуществляют широковеща-
тельную рассылку нового значения синхронизируемого параметра всем потокам, запросив-
шим доступ к данному ресурсу. Синхронизация на основе маркера выполняется в случае 
получения токена одним из процессов, остальные процессы ожидают получение токена в по-
рядке первичного запроса на получение доступа к общему ресурсу. В распределенной систе-
ме Spark [1, 2], наиболее простой алгоритм синхронизации основывается на полном копиро-
вании содержимого переменной между процессами. В этом случае каждый процесс хранит 
локальную копию всех переменных внутри блоков параллельных функций в распределенной 
памяти (RDD). Наиболее оптимальным подходом является предварительная рассылка пере-
менных и сохранение их в RDD. Каждому их параллельных процессов передается указатель на 
переменную, находящуюся в памяти RDD. В качестве встроенного механизма синхронизации 
Spark используется реализация протокола BitTorrent. Основным элементом данного протоко-
ла является «трекер», хранящий информацию относительно всех доступных узлов, для кото-
рых необходимо провести синхронизацию. Каждый из узлов может обмениваться данными 
непосредственно с соседними узлами и осуществлять рассылки метаинформации относитель-
но тех блоков данных, которые он уже имеет у себя. В отличии от классического алгоритма 
BitTorrent, в Spark производится валидация не отдельных блоков данных, а общего блока на 
завершающем этапе выполнения алгоритма. Однако при возникновении коллизий, требует-
ся повторная пересылка всего блока данных с последующим пересчетом контрольной сум-
мы. Для решения данных проблем можно использовать модели, построенные на основе сетей 
Петри и теории массового обслуживания, позволяющие проводить оптимальную настройку 
механизмов синхронизации. В данном исследовании будет рассмотрена синхронизация на ос-
нове применения Марковских моделей теории массового обслуживания. Опишем основные 
требования к использованию Марковских моделей массового обслуживания и их основные 
параметры. 

Предполагается, что входной поток требований является пуассоновским и вероятность 
прихода k  запросов за промежуток времени t  находится по формуле:
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Среднее количество требований, полученных за промежуток времени t  находится соот-
ветствии с формулой Литтла [3]:
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где ( )tλ′  – фактическое число требований, полученное за время .t
Случайный процесса ( )tξ  является Марковским, если
	 ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )1 1 1 1 1 1 | , ,  | .n n n n n n n nP t X t X t X P t X t Xξ ξ ξ ξ ξ+ + + += = … = = = = 	 (3)
Первоначально рассмотрим Марковские процессы с экспоненциальным распределением 

времени обслуживания. Для построения Марковского процесса необходимо определить два 
типа вероятностной информации: начальное распределение 0( ( ) ) (0)jP t j Pξ = =  и переходную 
вероятность ( ( ) | ( )).n k nP t tξ ξ+  Для Марковского процесса введем вероятности переходов [4]:

	 ( ) ( )( ) ( ) ( )1 |  ,  1 .n n ij ij
j

P t j t i P t P t tξ ξ+ = = = ∆ ∆ = ∀∆∑ 	 (4)

Марковская модель переходов, соответствующая начальной и завершающей стадии про-
цесса синхронизации на основе передачи маркера между распределенными процессами 

1 2{ , , , }nQ Q Q Q= …  с параметрами входных потоков 1 2{ , , , }nλ λ λ λ= …  и параметрами обслужи-
вания 1 2{ , , , }nµ µ µ µ= …  будет иметь следующий вид [5]:

Для расчета вероятностей 0( ( ) )P t jξ =  и ( ( ) | ( ))n k nP t tξ ξ+  Марковского процесса использу-
ется система уравнений Чепмена – Колмогорова:
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Распределение вероятностей ( ) ( ) | (( ))t n m nP t P t tξ ξ+=  находится путем решения дифферен-
циальных уравнений Колмогорова:
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P t H t H t P t
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где ( )H t  – матрица интенсивностей переходов.

Рис. 1. Марковские модели, соответствующие началу 
и концу синхронизации распределенного ресурса
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Элементы матрицы ( ) ijH t H=  имеют следующий вид
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С учетом уравнений (5) и (6) выражение (7) для расчета вероятностей ( )ijP t  при фиксиро-
ванном j  запишется в виде:
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2. Марковские модели синхронизации с групповым обслуживанием

Представление процесса синхронизации в виде классической цепи Маркова применимо 
только в том случае, если распределенная вычислительная система является однородной – 
каждый из вычислительных узлов имеет эквивалентную производительность. Обеспечение 
полной однородности узлов вычислительной системы не всегда является достижимым. В та-
ком случае время обслуживания может не иметь показательный закон распределения. Для 
представления систем синхронизации с произвольным временем обслуживания наиболее 
применимым является метод вложенных цепей Маркова (ВЦМ), предложенный Кендаллом 
[6]. Сформулируем метод ВЦМ для процесса синхронизации с простейшим потоком требова-
ний. Предположим, что случайная величина ,V  характеризующая время обслуживания, име-
ет закон распределения ( ).G V  Обозначим 1 2( ) ( ( ), ( ),..., ( ))nZ t Z t Z t Z t=  – массив значений числа 
требований в дискретные моменты времени 0.t ≥  Так как входной поток требований являет-
ся простейшим, то последовательность ( )nZ t  образует Марковский процесс с дискретным 
временем

	 ( )0 0, .n nX X Z t= = 	 (10)
Переходы, соответствующие дискретному Марковскому процессу, выполняются в момен-

ты окончания обслуживания очередного требования, для nX  справедливо следующее выра-
жение
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где K  – число требований, поступивших за время .V
Распределение вероятностей для числа требований K  можно определить по формуле:
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где ( )g t  – плотность распределения для ( ).G V
С учетом того, что число требований K  является случайно величиной с пуассоновским 

законом распределения, определим вероятность ( | )P K k V t= =  по формуле:
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Для переходных вероятностей получим:

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( )

0 0

| ,
!

1, 1
0, 1, 1,

m
t

ij k

ij k

t
P t P K m V t g t dt e g t dt

m
j i i
P t j i i

λ λ∞ ∞

= = = =

≥ − ≥

= < − ≥

∫ ∫



272

	

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( )

0 0

| ,
!

1, 1
0, 1, 1,

m
t

ij k

ij k

t
P t P K m V t g t dt e g t dt

m
j i i
P t j i i

λ λ∞ ∞

= = = =

≥ − ≥

= < − ≥

∫ ∫
	 (14)

где 1.m j i= − +
Если система свободна, то ее состояние будет равно нулю до тех пор, пока не поступит но-

вое требование. Переход в новое состояние происходит с вероятностью ( ) .ij k mP t u=  Матрица 
переход имеет следующий вид
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С учетом введенных обозначений произведем расчет параметра загрузки системы синхро-
низации в случае использование метода ВЦМ
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Рассмотрим принципы группового обслуживания для рассматриваемых моделей массово-
го обслуживания. Сущность группового обслуживания заключается в формировании групп 
из r  требований, обслуживание выполняется только в том случае, если на вход поступала 
группа размерностью .r  Время обслуживания группы требований будет случайно величиной, 
заданной в соответствии с рассматриваемым законом распределения. Исследования процес-
сов синхронизации на практике показывает, что формирование полной группы требований не 
всегда является эффективным в силу возникновения дополнительных задержек, связанных с 
накоплением требований в группу. Наиболее оптимальным подходом является обработка 
группы из числа требований, полученных к текущему моменту времени t, даже если число 
требований достигает значения .r  Пусть 0 2 2( , , , , )rE E E E E= …  – множество состояний, соот-
ветствующих процессу групповой обработки требований. Переход в состояние ,iE  за исклю-
чением 0E  осуществляется в соответствии с моделью, представленной на рис. 1, из любого 
состояния iE  множества состояний 1:rE  возможен при поступлении новых заявок или в том 
случае, если обработка групповых заявок, соответствующих состоянию iE  завершена. Что ка-
сается начального состояния 0E  переход в него допустим из любого 1:rE  с интенсивностью 

1.iµ −  Распределение ( )kP t  может быть определено в виде решения системы уравнений [7]
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Решая систему (17) с использованием производящей функции ( , )F S t
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Получим
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Решаем уравнение (19) относительно производящей функции ( , )F S t
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С учетом выражения (17) приведем в выражение (20) к следующему виду
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где / ,rα λ µ=  1/t µ=  – среднее время обслуживания r  требований.
При введении дополнительных предположений, связанных с существованием среди кор-

ней знаменателя 1r −  корней, расположенных в пределах области 1,S <  в выражении (21) 
числитель и знаменатель становятся пропорциональны друг другу
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где σ  – постоянная.
Сокращая числитель и знаменатель производящей функции ( , )F S t  в соответствии с выра-

жением (22), получим

	 ( ) ( )0

1, .
1 /

F S t
S Sσ

=
−

	 (23)

Вычисляем значение σ  с учетом того, что (1, ) 1.F t =  В итоге получим упрощенную форму 
выражения (20)
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Искомое выражения для распределения ( )kP t  имеет вид
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Из выражения (23) следует, что система с групповым обслуживанием является частным 
случаем марковской модели обслуживания. Определим ( )kP t  для групповой синхронизации с 
произвольным временем обслуживания. Для этого воспользуемся описанным ранее методом 
вложенных цепей Маркова. Зададим множество случайных величин 1 2{ , , , },kt t t t∆ = ∆ ∆ … ∆  ха-
рактеризующих временные моменты между поступлением двух групп требований на обслу-
живание. Тогда распределение вероятностей по всем t∆  будет иметь экспоненциальный ха-
рактер

	 ( ) 1 , 0.P t eλττ λ∆ ≤ = − > 	 (26)
Общее время поступления требований для k  группы определим в виде суммы всех вре-

менных моментов
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Зададим распределение по всем требованиям в интервале (0; )t
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где i
kC  – число требований, поступающих в интервале (0; ).t

Определим производящую функцию ( , )F S t
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Модель обслуживания с групповой синхронизацией будет задаваться определением обще-
го числа заявок при завершении обработки требования i  за период 0: ,kt  а также временем, 
затраченным на обработку данного требования. В таком случае, процесс обслуживания может 
быть представлен в виде цепи Маркова с матрицей переходов ( ).n

ijP t  Используя уравнение Че-
пмена – Колмогорова, получим следующее равенство [8]
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где ( )τΦ  функция распределения времени обслуживания.
Для определения значений матрицы ( ),n k

ijP t+  определим математическое ожидание и дис-
персию для функции ( )τΦ
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где 1 1ρ λβ µ=  – параметр, определяющий уровень загрузки системы, 1  и 2  – математиче-
ские ожидания ( )τΦ  для первого 1β  и второго 2β  момента распределения ( ).C S

Следовательно, математическое ожидание и дисперсия обработанных заявок в момент за-
нятости системы имеют следующий вид
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Распределение производящей функции ( , ),F S t  соответствующее параметрам матрицы пе-
реходов цепи Маркова ( )n k

ijP t+  в процессе перехода между моментами времени nt  и n kt +  будет 
иметь следующий вид
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где jp  – вероятности, соответствующие элементам матрицы ( ),n k
ijP t+  ( )(1 ( , ))L F S tλ −  – преоб-

разования Лапласа – Стилтьеса для функции распределения ( ).τΦ
Математическое ожидание общего числа заявок ( ),N τ  обработанных за время ,τ  имеет 

следующий вид
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Распределение времени ожидания обработки заявок за время τ  представляет собой рас-
пределение Лапласа – Стилтьеса. Тогда
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Полагая, что требования, находящиеся в k  группе, покидают систему одновременно, то 
выражение (35) может быть переписано в соответствии с формулой Полачека – Хинчина
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Математическое ожидание и дисперсия распределения времени ожидание имеют вид
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где 1C  и 2C  первый и второй моменты распределения ( )H τ
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Результаты

Применение Марковских моделей с групповым обслуживанием (ММГО) применительно к 
решению задач синхронизации обладает рядом преимуществ, связанных с возможностью: мо-
делирования анализируемых процессов в условиях разнородной распределенной системы, 
оценки состояния системы, прогнозирования времени синхронизации. В данной работе рас-
сматриваются модели синхронизации с пуассоновским потоком требований и более широким 
спектром распределения времени обслуживания за счет применения метода ВЦМ. В рамках 
модели передачи маркера и реализации процедуры рассылки широковещательных сообщений 
для каждого из процессов 1 2{ , , , },nQ Q Q Q= …  используется распределенный алгоритм Сузу-
ки – Касами [9, 10]. Для оценки эффективности предложенных подходов синхронизации раз-
работано программное обеспечение, которое можно использовать в рамках параллельных си-
стем Spark и Hadoop. Данные платформы находят широкое применение для решения ряда 
прикладных задач, требующих обработки большого объема данных. 

В рамках практической части исследования произведено сравнение существующих алго-
ритмов синхронизации для платформ Spark и Hadoop и алгоритма синхронизации на основе 
Марковской модели с групповым обслуживанием. Для этого произведено развертывание кла-
стера Apache Hadoop, состоящего из 10 узлов, имеющих следующие вычислительные харак-
теристики: 2 процессора Intel Xeon Gold 2.8 ГГц с 16 ядрами, 128 ГБ ОЗУ; 10 SSD-дисков 1 TБ; 
суммарный объем распределенной файловой системы 10 ТБ; оптико-волоконный канал c про-
пускной способностью16 Гб/с. Распределенные задачи Spark запускаются в виде последова-
тельности операций MapReduce c использованием планировщика заданий YARN платформы 
Hadoop.

Для тестирования синхронизации используются файлы размером 1, 100, 500, 1000 и 
10000 Мбайт, загружаемые непосредственно перед выполнением параллельной операции. 
Описание сравниваемых алгоритмов синхронизации представлено в табл. 1.

Приведем результаты вычислительного эксперимента по сравнению алгоритмов синхро-
низации, описанных в табл. 1 для объема данных до 100 ГБ.

Рис. 2 показывает, что разработанный алгоритм позволяет существенно улучшить пока-
затели и исключить чрезмерную фрагментацию данных. Алгоритм ММГО позволяет в 2 и в 
4 раза сократить время синхронизации одних и тех же блоков данных по сравнению с алгорит-
мами BitTorrent и HDFS.

Как показывают результаты исследования применение алгоритм ММГО оптимизирует 
распределение данных между областями RDD-записей каждого их узлов кластера. В свою 
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очередь ММГО позволяет обеспечить требуемый уровень устойчивости к росту потоков-по-
лучателей, что повышает горизонтальную масштабируемость вычислительной системы. Для 
случая разнородной аппаратной платформы использование предложенного инструментария 
предоставляет возможность произвести оптимальную настройку конфигурации для каждого 
из узлов путем расчета параметров соответствующих моделей массового обслуживания. За-
дание максимального времени ожидания обслуживания позволяет исключить ситуацию воз-
никновения коллизий в случае, если память узлов ограничена, вычислительный блок задания 
будет перераспределен между свободными узлами. Предложенный подход способствует сни-
жению длительности ожидания синхронизации, при единовременной инициализации, запуск 
задания не будет выполнен, до тех пор, пока все фрагменты данных переменной не переме-
стятся в область RDD-структуры.

Заключение

Разработка эффективных алгоритмов синхронизации распределенных систем обработ-
ки данных является современным практико-ориентированным направлением исследований. 
Процессы синхронизации носят сложный стохастический характер, для исследования кото-
рых хорошо подходит инструментарий теории массового обслуживания, в частности, моде-

Таблица 1
Описание сравниваемых алгоритмов синхронизации распределенных ресурсов

№ п/п Алгоритм Описание алгоритма
1. BitTorrent Реализация децентрализованного протокола BitTorrent (встроенный 

алгоритм Spark).
2. HDFS [5] Алгоритм синхронизации, встроенный в программную модель 

распределенной файловой системы HDFS (5 реплик).
3. HDFS [10] Алгоритм HDFS (10 реплик).
4. ММГО Разработанная система синхронизации на основе марковской модели 

группового обслуживания.

Рис. 2. Оценка алгоритмов синхронизации для платформы Spark
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ли, методы и алгоритмы Марковских случайных процессов. Как показывают практические 
исследования, особую сложность при моделировании процессов синхронизации вызыва-
ют процессы группового обслуживания в условиях разнородной вычислительной системы. 
Применение предложенного в работе подхода позволяет адаптировать алгоритмы массового 
обслуживания для синхронизации ресурсов разнородной вычислительной системы, и предо-
ставляет инструменты для оптимальной настройки параметров подобных систем. Результаты 
проведенных расчетов показывают эффективность предложенных алгоритмов по сравнению 
с существующими эвристическими алгоритмами синхронизации платформ Spark и Hadoop.

В рамках исследования разработан модуль синхронизации для платформы Spark, аккуму-
лирующий алгоритм широковещательной рассылки маркеров и предложенный в работе под-
ход. Применение данного модуля позволяет существенно сократить время синхронизации и 
реализовать необходимый набор процедур, которые оптимально адаптируются к росту объе-
ма данных в процессе выполнения процедуры синхронизации.
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УДК 517.9

О КОРРЕКТНОЙ РАЗРЕШИМОСТИ ЗАДАЧИ КОШИ 
ДЛЯ НЕОДНОРОДНОГО УРАВНЕНИЯ МАЙНАРДИ В ПРОСТРАНСТВАХ СТЕПАНОВА

Воронежский государственный университет

Алкади Хамса

Аннотация. В работе методом теории сольно непрерывных полугрупп операторов уста-
навливается корректная разрешимость задачи Коши с нулевым начальным условием для 
неоднородного уравнения с дробной производной по Капуто, для случая, когда простран-
ственная переменная меняется на всей действительной оси. Случай однородной задачи с 
ненулевым начальным условием рассматривался Ф. Майнарди в связи с изучением задач 
сигнализации с дробной волной. В настоящей работе приводится решение рассматри-
ваемой задачи и указываются условия, при которых справедлива оценка корректности. 
Показывается точность оценки в нормах функциональных пространств Степанова. Эти 
результаты являются новыми.
Ключевые слова: полугруппы операторов, корректные задачи, дробные производные, 
функциональные пространства Степановай.

1. Постановка задачи и формулировка результата

Рассмотрим уравнение

	
2

2

( , ) ( , ) ( , ),u x t u x t f x t
t x

α

α

∂ ∂
= +

∂ ∂
	 (1.1)

	 0, ( , ) ,t x≥ ∈ −∞ +∞ = ℜ 	

	
0

( , ) 1 ( , )( )
(1 )

u x t u s xt s ds
t s

α
α

α α

∞
−∂ ∂

= −
∂ Γ − ∂∫ 	 (1.2)

дробная производная по Капуто порядок (0,1].α ∈
Функция ( , )f x t  непрерывна по 0t ≥  локально интегрируема по .x ∈ℜ
Для уравнения (1.1) ставится задача  нахождения ( , )u x t , удовлетворяющего условию 
	 ( ,0) 0u x = 	 (1.3)

и устойчивости к погрешностям по исходным данным.
 В случае ( , ) 0f x t ≡  при условии 0( ,0) ( )u x u x=  задача рассматривалась Ф. Майнарди в [6] 

в связи с изучением дробно-волновых процессов.
 Для того чтобы сформулировать результат нам понадобится понятие функциональных 

пространств Степанова ( )pS ℜ  локально интегрируемых функций, для которых конечна норма

	
11

sup[ ( ) ] ,
x

p p
p

x x

s dsφ φ
+

∈ℜ
= ∫  1p ≥ 	 (1.4)

Определение 1.1. Функция ( , )u x t  называется решением задачи (1.1)–(1.3) если оно имеет 
непрерывные вторые производные по x ∈ℜ  дробные производные (1.2) и удовлетворяет 
уравнению (1.1) и условию (1.3).

Результатом настоящего сообщения является
Теорема 1.1. Если в уравнении (1.1) функция ( , ) 0f x t ≡  такая, что при каждом 0,t >  

( , ) ( )pf x t S∈ ℜ  и выполняется условие

	 ( , ) ,t
p

f x t Me µ−≤ 	 (1.5)
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0,µ >  0M >  – константа, не зависящая от ,f  то задача (1,1)–(1,3) имеет единственное 
решение и для него выполняется оценка корректности 

	
0 0

sup ( , ) sup ( , )
p p

t t

Mu x t f x tαµ≥ ≥
≤ 	 (1.6)

2. Необходимые факты из общей теории

Для доказательства теоремы 1.1 воспользуемся результатами [10] об обращении суммы 
операторов A B+  с областями определения, пересечение которых ( ) ( )D A D B  плотно вложе-
но в банахово пространство ,E  являющимися генераторами полугрупп ( , ),U s A  ( , )U s B  по-
рядки роста которых удовлетворяют оценке

	 0,A Bw w+ < 	 (2.1)
и выполняется условие коммутируемости 

	 ( , ), ( , ) ( , ), ( , ) ,U s A U s B x U s B U s A x=  ( ) ( )x D A D B∈  .
В этом случае имеет место обращение оператора A B+  и для обратного оператора справед-

ливо предоставление 

	 1

0

( ) ( , ) ( , ) ,A B f U s A U s B fds
∞

−+ = ∫  f E∈ 	 (2.2)

Далее будем рассматривать производную d
dt

α

α  как дробную степень оператора d
dt

−  кото-

рый является с учетом (1.3) генератором 0C  – полугруппы 

	
( ), ;

, ( )
0

t s t sdU s t
t sdt

φ
φ

− ≥ − =   <  
	 (2.3)

с оценкой 

	 ( , ) s
c

c

dU s e
dt µ

µ

µφ φ−− ≤ 	 (2.4)

где 
	

0
sup ( )s

ñ
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e s
µ

µφ φ−

≥
= 	 (2.5)

(см. [8, с. 103]).
Отсюда и из общей теории полугрупп, (см. [1, с. 358]), следует, что оператор d

dt

α

α

 
− − 

 
 с 

областью 

	 , , (0) 0d dD C C
dt dt

α α

µ µα α

φφ φ
    

− − = ∈ ∈ =    
    

	 (2.6)

является генератором полугруппы класса 0C  , dU s
dt

α

α

  
− −  

  
 с оценкой

	 ( , ( )) ,sdU s e
dt

α
α

µ
α

−− − ≤ 	 (2.7)

Отсюда и представления уравнения (1.1) в виде d A u f
dt

α  − − + =     
 в соответствии с (2.2) 

получаем равенство
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0

( ) ( , ) ( ) .du t U U s A f t ds
dt

α∞   = − −     
∫ 	 (2.8)

Применение неравенств (1.6) и (2.4) в (2.8) дает оценку 

	
0
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( ) ( ( ) ) ( , ) ( ) ( )s ws f tdu t U U s A f t ds e f t

dt w
αα µ

αµ

∞
− +≤ − − ≤ =

−∫ 	 (2.9)

Укажем представление решения уравнения (1.1), воспользовавшись формулой Иосиды 

([1, c. 358] ) для представления полугруппы , dU s
dt

α  − −     
в виде 
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dh U f t d sdU s f t dt
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f t s
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∫

где , ( )sh α ξ  обратное преобразование Лапласа функции ,pe
αξ−  Re 0pα >  при Re 0.p >

Заметим, что при 1α =

	 ,1
0

( ) , ( ) , ( ).s
d dh U f t d U s f t
dt dt

ξ ξ ξ
∞    =   

   ∫ 	 (2.10)

Применение (2.9) в (2.8) дает представление решения задачи (1.1)–(1.3) в виде 
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3. Доказательство теоремы

Рассмотрим в пространстве ( )pS ℜ  функций ( ),xϕ  ( , )x ∈ℜ = −∞ ∞  с нормой (1.4) операто-

ра A,  заданный выражением 
2

2x
∂
∂

 с областью определения 

	
2

2( ) , .p pD S S
x
φ ∂

Α = Φ ∈ ∈ ∂ 
Известно [4], что так заданный оператор является генератором 0C  – полугруппы Вейер-

штрасса 
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и для нее справедлива оценка 
	 ( , )

p p
U s A φ φ≤ 	 (3.2)

показывающая, что порядок ее роста 0w =  применяя (3.1) к решению задачи (1.1)–(1.3) с опе-

ратором 
2

2A
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 получаем его представление
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Таким образом, из теоремы (1.1) следует, что задача 
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( , ) ( , ) ( , )u x t u x t f x t
t x

α

α

∂ ∂
= +

∂ ∂
	 ( ,0) 0u x =

равномерно корректна в пространствах , ( )pS µ ℜ  с нормой 
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,
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t x R x

e s t dsµ
µ

φ φ
+
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∈ ∞ ∈
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для него решения, справедлива формула (3.3) и имеет место оценка

	 ,
,

p
p

f
u µ

αµ µ
≤ 	 (3.5)

следующая из (1.9) с учетом равенства 0,w =  установленного оценкой (3.2).
Замечание. В случае 1α =   и соотношения (2.10) представление (3.1) принимает вид
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это решение совпадает с решением этой задачи, приведенной в ответе к задаче на [9, с. 140]. 
В то же время оценка (3.5), имеющая в этом случае вид

	 ,
,

p
p

f
u µ

µ µ
≤ 	 (3.7)

является новой, причем точной. Так как в (3.7) достигается равенство для функции .teµ

Заключение

 В работе впервые рассматривается неоднородное уравнение Ф. Майнарди с дробной произ-
водной (0,1].α ∈  Показана корректная разрешимость задачи Коши с нулевым начальным ус-
ловием. Установлена точная оценка корректности (3.5) в функциональных пространствах 
Степанова, содержащих широкий класс интегрируемых на всей действительной оси функций. 
Полученный результат позволяет исследовать дробно-волновое по Майнарди процессы в 
классах периодических функций. 
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УДК 531, 004.021

РЕАЛИЗАЦИЯ И ИССЛЕДОВАНИЕ МЕТОДА КОНЕЧНЫХ ЭЛЕМЕНТОВ 
ДЛЯ РЕШЕНИЯ ТРЕХМЕРНЫХ ЗАДАЧ НЕЛОКАЛЬНОЙ ТЕОРИИ УПРУГОСТИ 

НА ЯЗЫКЕ ПРОГРАММИРОВАНИЯ JULIA

Московский государственный технический университет им. Н. Э. Баумана
(национальный исследовательский университет)»

А. Д. Антошкин, А. В. Чередниченко, И. Ю. Савельева

Аннотация. В данной работе рассмотрена реализация метода конечных элементов, по-
строенного для решения трехмерных задач нелокальной теории упругости, на языке 
программирования Julia. Приведены основные особенности реализованного алгоритма. 
Смоделирована тестовая трехмерная задача теории упругости и произведен анализ полу-
ченных результатов.
Ключевые слова: метод конечных элементов, теория упругости, нелокальная теория 
упругости, язык программирования Julia, модель Эрингена.

Введение

В современном мире метод конечных элементов получил широкое распространение при 
решении различных инженерных задач механики твердого тела [1–2]. В большинстве случаев 
в качестве математической модели используется классическая теория упругости [3], однако 
существуют особые структурно-чувствительные материалы, которые нельзя описать соотно-
шениями классической теории упругости.

Для моделирования подобных задач существуют различные подходы. В данной работе 
пойдет речь о нелокальной теории упругости, сформулированной Эрингеном [4]. Далее будут 
рассмотрены основные соотношения теории, на основе которых будет построен и реализован 
метод конечных элементов, учитывающий особенности модели.

Реализация алгоритма будет осуществлена на основе уже реализованного ранее конечно-э-
лементного пакета (в рамках классической теории упругости) с использованием языка про-
граммирования Julia [5].

1. Нелокальная теория упругости

Рассмотрим трехмерное твердое тело V  (рис. 1). На тело действуют объемные силы ,VF  а 
также поверхностные силы .SF  Пусть 1 2 3( , , ),x x x=x  ( )u x  – вектор искомых перемещений, 

0 ( )u x  – вектор заданных перемещений на границе 1,S  n  – вектор внешней нормали к границе 
2.S  Тогда, согласно модели Эрингена, можно сформулировать следующую краевую задачу, учи-

тывающую нелокальность по пространству [6–9]:
1. Уравнение равновесия.

	 ,

( )
( ) 0.ij

V i
jx

σ∂
+ =

∂

x
F x 	 (1)

2. Связь деформаций и перемещений (соотношения Коши).

	
( )( )1 .

2
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ij
j i

uu
x x

ε
 

= +  ∂ ∂ 

xx 	 (2)

3. Граничные условия.
	 ,( ) ( ),ij j S in Fσ ⋅ =x x 	 (3)
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1

0( ) ( ).i S iu u=x x 	 (4)

4. Связь напряжений и деформаций в нелокальном случае

	 1 2( ) ( ) ( , ) ( ) '.
V

p p A dV= ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅∫x C x x x' C x'σ ε ε 	 (5)

В формулах выше индексы ,i j  обозначают компоненты соответствующих векторов 
( , 1, 2,3).i j =  1,p  2p  – коэффициенты вкладов локальной и нелокальной частей соответствен-
но 1 2( 1),p p+ =  C  – тензор упругих констант, ( , )A x x'  – скалярная функция влияния, удовлет-
воряющая условию нормировки:

	 ( ), ' 1,
V

A dV
∞

⋅ =∫ x x' 	 (6)

где x'  – координаты точки тела, оказывающей влияние на точку .x  Данная функция характе-
ризует нелокальные эффекты, которые действуют на каждую частицу рассматриваемого тела, 
и является функцией финитного расстояния:

	 ( , ) ( ),A a r=x x' 	 (7)
где .r = −x x'

В данной работе будем рассматривать функцию ( , )A x x'  в следующем виде:

	 | |/
3

1( , ) ,
8

lA e
lπ

− −=
⋅

x x'x x' 	 (8)

где l  – конечный радиус влияния. Из формулы (8) видно, что при увеличении расстояния 
−x x'  влияние будет уменьшаться.

Запишем функционал полной потенциальной энергии упругого твердого тела:

	 1 2
1 1[ ( )] ( ) ( )d ( , ) ( ) ( )d 'd
2 2

T T

V V V

p V p A V VΠ = ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ −∫ ∫ ∫u x x C x x x' x C x'ε ε ε ε

	
2

( )d ( )d .V S
V S

V S− ⋅ − ⋅∫ ∫F u x F u x 	 (9)

Тогда, как доказано в [10], решение задачи (1)–(5) эквивалентно задаче оптимизации функ-
ционала (9).

Рис. 1. Трехмерное тело
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2. Метод конечных элементов в случае нелокальной теории упругости

В отличие от классического метода конечных элементов в нелокальной версии матрицы 
жёсткости каждого элемента должны учитывать влияние всех соседних элементов.

Следуя общим принципам метода конечных элементов, разобьем рассматриваемое тело на 
конечное множество элементов, связанных между собой узлами. Обозначим искомый вектор 
перемещений 

1 2 3 1 2 31, 1, 1, , , ,( , , , , , , ),x x x n x n x n xu u u u u u=U   где n  – количество узлов. Тогда можно по-
лучить:

	 ,e e= ⋅U H U 	 (10)
	 ,e e= ⋅B Uε 	 (11)

где eU  – вектор перемещений узлов элемента ,e  eε  – деформации узлов элемента ,e  eH  – ма-
трица функций форм элемента ,e  eB  – градиентная матрица (матрица производных функций 
форм) элемента .e  Пусть S

eF  и V
eF  – дискретные аналоги поверхностной и объемной сил на 

элементе e  соответственно. Достаточным условием существования экстремума функционала 

(9) является [ ( )] 0∂Π
=

∂
u x
u

. Подставив соотношения (10) и (11) в функционал (9), в конечном 

итоге можно получить следующую СЛАУ:
	 ,⋅ =K U F 	 (12)

где

	 1 2
1 1

,
e eN N

loc nonloc
n nm

n m
p p

= =

 
= + 

 
∑ ∑K K K 	 (13)

	 ,,loc T loc nonloc T nonloc
n n n n nm n nm m= =K C k C K C k C 	 (14)
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e
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N
T T V T S
n n n e e e e

n V S
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=

= = +∑ ∫ ∫F C f f H x F x H x F x 	 (16)

В данной работе будем рассматривать сетки, состоящие только из изопараметрических 
элементов (8-узловых). В таком случае интегралы в выражениях могут быть посчитаны мето-
дом Гаусса.

3. Реализация алгоритма с использованием языка программирования Julia

Как уже было сказано ранее, для практической реализации предложенного алгоритма бу-
дем использовать скриптовый язык программирования Julia, обладающий множеством преи-
муществ для решения различных математических задач. Стоит отметить, что ранее авторами 
уже был реализован программный пакет для решения двухмерных задач классической теории 
упругости методом конечных элементов [11]. Там же уже были подробно описаны преимуще-
ства языка программирования Julia и общая архитектура приложения.

Одним из преимуществ построенной модели, как видно из выражения (13), является воз-
можность масштабирования имеющегося локального алгоритма для учета нелокальных эф-
фектов. Для этого к имеющимся расчетам матрицы ,loc

nK  являющейся классическим вариан-
том локальной матрицы жесткости элемента n, необходимо добавить расчет матрицы ,nonloc

nmK  
описывающей вклад нелокальных эффектов, а также модифицировать сборку глобальной ма-
трицы жесткости .K  Для этого необходимо решить несколько дополнительных задач:

1. Для каждого элемента найти множество всех его соседей, оказывающих на него влияние. 
Здесь стоит отметить, что так как функция влияния (8) эффективна только в пределах радиуса 
влияния ,l  то и соседей можно искать только в пределах шара данного радиуса.
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2. Реализовать кратное интегрирование методом Гаусса согласно выражению (15).
3. Модифицировать алгоритм сборки глобальной матрицы так, чтобы он удовлетворял вы-

ражению (14).

3.1.  Поиск соседей выбранного элемента

Среди описанных выше подзадач особый интерес вызывает поиск соседей для каждого 
элемента. От способа реализации данного алгоритма зависят корректность полученных ре-
зультатов, а также общая скорость вычислений. В данной работе реализуем рекурсивный ал-
горитм поиска соседей элемента следующим образом:

1. Вызываем функцию поиска соседей для элемента .e  В качестве аргумента также переда-
ем текущий массив соседей (на первой итерации рекурсии массив пуст). 

2. Проходим по всем узлам элемента .e
3. Для каждого узла находим элементы, которые его содержат. Если элемент 'e  уже имеется 

в списке соседей, то игнорируем его. Если нет, то считаем расстояние от e  до '.e  Если рассто-
яние меньше радиуса влияния l  (см. выражение (8)), то добавляем элемент 'e  в список сосе-
дей и вызываем функцию поиска соседей для данного элемента.

Таким образом, на выходе алгоритма мы получим корректный набор соседей, не выходя-
щих за пределы радиуса влияния .l  При этом в процессе работы алгоритма проверялись толь-
ко те элементы, которые потенциально могли являться соседями заданного элемента, а не все 
элементы заданной сетки. В связи с этим предложенный алгоритм является достаточно эф-
фективным для решения поставленных задач, что особенно важно в случае трехмерных сеток, 
где сложность вычислений значительно выше по сравнению с 2D случаем.

На языке Julia данный алгоритм может быть реализован следующим образом:
function get_elem_neighbours!(neighbours::Array, elemnum::Int, distance::Number, 
startpt::Tuple{Number, Number, Number}, parameters::processPars
) 
    nodes = parameters.mesh.elements[elemnum]
    for node in nodes
        nodes_cnt = length(parameters.mesh.nodes[node])
        node_coords = parameters.mesh.nodes[node]
        node_vec = vecfrompoints_3d(startpt, node_coords)
        node_len = veclength_3d(node_vec)

        if node_len > distance
            continue
        end

        for elemidx in eachindex(parameters.mesh.elements)
            elem = parameters.mesh.elements[elemidx]
            if node in elem
                if elemidx in neighbours
                    continue
                end
append!(neighbours, elemidx) get_elem_neighbours!(neighbours, elemidx,   distance, 
startpt, parameters)
            end
        end
    end
end
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3.2. Нелокальная матрица жесткости и сборка

Кратное интегрирование по Гауссу реализуем аналогично локальному алгоритму с добав-
лением дополнительного суммирования (по элементу, оказывающему влияние). Для всех ма-
тричных операций удобно использовать встроенный модуль «LinearAlgebra». Таким образом, 
для произведения матриц можно явно использовать перегруженный оператор «*», для транс-
понирования матриц – встроенную функцию «transpose».

Сборка глобальной матрицы жесткости осуществляется таким образом, чтобы элементы 
матрицы nonloc

nmk  учитывались в матрице K  так, чтобы результат удовлетворял выражениям 
(13)–(14).

4. Численные результаты

В качестве тестового примера рассмотрим следующую задачу (рис. 2). Имеется трехмерная 
балка, жестко закрепленная на стороне S  (запрет перемещений по всем осям). На другом кон-
це оказывается давление сверху на площадь '.S  100L =  мм, 5a =  мм, 10b =  мм, 10h =  мм, 

10P =  МПа. Параметры материала: коэффициент Пуассона 0.3,ν =  модуль Юнга 210000E =  МПа.

Для создания сетки воспользуемся соответствующим модулем в пре- и постпроцессоре 
Salome. Для визуализации полученных результатов используем открытый программный пакет 
Paraview. В рамках разработки локальной версии алгоритма [6] уже был реализован экспорт 
результатов в формате VTK, который далее может быть импортирован в Paraview.

Применим предложенный алгоритм к описанной выше задаче: найдем перемещения каж-
дого узла сетки, а также выполним переход к деформациям на узлах. Для анализа полученных 
результатов приведем сравнение результатов расчетов в локальном случае (в выражении (5) 
это соответствует случаю 1 1,p =  2 0p = ) с результатами работы нелокального алгоритма при 

1 0.8,p =  2 0.2.p =  Сравнение распределений перемещений по оси Z  приведено на рис. 3, срав-
нение распределений деформаций zzε  приведено на рис. 4.

На рис. 3, 4 видно, что появление нелокальных эффектов никак не сказалось на визуальном 
распределении перемещений и деформаций по всей балке. Однако числовые значения в ка-
ждом узле сетки возросли. Чтобы более качественно оценить рост перемещений, построим 
графики их распределения вдоль оси X  (берем прямую проходящую через центры торцов 
балки). Графики зависимости перемещений по оси Z  от координаты X  в обоих случаях пред-
ставлены на рис. 5.

Как видно на графиках (рис. 5), разница в перемещениях становится больше ближе к сво-
бодному концу балки. С одной стороны это вызвано ростом перемещений в этой области в це-
лом, с другой стороны, сказывается влияние нелокальных эффектов. Ближе к концу балки на 
сетке присутствует небольшое сгущение, а значит, у каждого элемента в этой области имеется 
больше соседей, чем у элементов в начале балки, и нелокальные эффекты тут выражены ярче.

Рис. 2. Трехмерная закрепленная балка
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Заключение

В ходе работы были рассмотрены основные соотношения нелокальной теории упругости. 
На базе имеющегося программного конечно-элементного пакета на языке Julia был реализо-
ван метод конечных элементов для 3D задач, учитывающий нелокальные эффекты внутри ма-
териала. Продемонстрирована работа алгоритма на примере изгиба трехмерной закрепленной 
балки. Сделаны выводы о полученных результатах.

a) б)
Рис. 3. Распределение перемещений по Z : а) локальный алгоритм; б) нелокальный алгоритм

a) б)
Рис. 4. Распределение деформаций zzε : а) локальный алгоритм; б) нелокальный алгоритм
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РАСЧЕТ ИНТРАОКУЛЯРНЫХ ЛИНЗ (ИОЛ) В ОФТАЛЬМОЛОГИИ
С ИСПОЛЬЗОВАНИЕМ МОДЕЛЕЙ ИСКУССТВЕННОГО ИНТЕЛЛЕКТА
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2Тамбовский филиал Национального медицинского исследовательского центра «Межотраслевой 

научно-технический комплекс «Микрохирургия глаза» имени академика С. Н. Федорова»
3Тамбовский государственный университет имени Г. Р. Державина

А. А. Арзамасцев1, О. Л. Фабрикантов2, Н. А. Зенкова3, С. В. Беликов2

Аннотация. Исследуется возможность использования математических моделей, полу-
ченных в результате глубокого обучения искусственных нейронных сетей (ИНС-моде-
лей) для прогнозирования оптической силы современных интраокулярных линз (ИОЛ), 
широко используемых при хирургическом лечении миопии в офтальмологии. Отличи-
тельной особенностью таких ИНС-моделей по сравнению с известными формулами SRK 
II, SRK/T, Hoffer-Q, Holladay II, Haigis, Barrett является возможность учета значительного 
числа регистрируемых входных величин, что позволило снизить среднюю относительную 
погрешность расчетов оптической силы ИОЛ с 10–12 % до 3,5 %. ИНС-модели обуча-
ли на значительных по объемам выборках, включающих обезличенные данные для 455 
пациентов. Полученные ИНС-модели, в отличие от традиционно используемых формул, 
в значительно большей степени отражают региональную специфику пациентов, делают 
возможным переучивание и оптимизацию структуры модели на основе вновь поступа-
ющих данных, что делает возможным учитывать нестационарность объекта. Использо-
вание данного приема позволяет в принципе построить интеллектуальную экспертную 
систему с непрерывным поступлением новых данных из источника и поэтапным переу-
чиванием ИНС-модели. Основные проблемы, возникающие при конструировании такой 
экспертной системы обсуждаются в статье.
Ключевые слова: оптическая сила интраокулярной линзы, ИОЛ, искусственные нейрон-
ные сети, ИНС-модели, глубокое обучение, обучающая выборка, интеллектуальная экс-
пертная система, непрерывное поступление данных от источника, поэтапное обучение. 

Введение

Имплантация современных интраокулярных линз (ИОЛ) позволяют офтальмологам эф-
фективно решать задачи по хирургической реабилитации пациентов с катарактой. Однако, 
степень улучшения зрительных функций пациента напрямую связана с точностью предопера-
ционного расчета оптической силы ИОЛ. По этой причине в офтальмологии имеется значи-
тельное число различных формул, предназначенных для расчета этого показателя. К наиболее 
известным следует отнести формулы SRK II, SRK/T, Hoffer-Q, Holladay II, Haigis, Barrett, хоро-
шо работающие для «среднего пациента», но в недостаточной степени адекватные на границах 
диапазонов входных переменных [1–7]. Другими их недостатками является невозможность 
учета нестационарности объекта и настройки при поступлении новых эмпирических данных, 
например, в случае их локализации, а также малое, явно недостаточное количество учитывае-
мых входных факторов. Данные обстоятельства порождают большое число локальных попра-
вок к этим формулам, их постоянную адаптацию и коррекцию [2, 12].

Вместе с этим в настоящее время наблюдается беспрецедентное развитие систем искус-
ственного интеллекта на основе искусственных нейронных сетей, которые путем глубокого 
обучения с использованием значительных по объемам массивов эмпирических данных по-
зволяют строить адекватные модели практически в любых предметных областях, в том числе 
биологии и медицине [8–11]. Кроме того, современные офтальмологические центры за послед-
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ние десятилетия создали хранилища данных о пациентах, включающие десятки и сотни тысяч 
записей оцифрованных показателей. 

В этой ситуации становится очевидным, что радикальным методом решения проблемы 
предоперационного расчета ИОЛ было бы построение интеллектуальной экспертной систе-
мы, ядром которой была бы математическая модель, построенная с помощью искусственных 
нейронных сетей (ИНС-модель). Такая модель могла бы обучаться на основе поступающих из 
хранилища данных, что позволило бы учесть значительно большее число значимых входных 
факторов и региональную специфику пациентов,  по сравнению с известными формулами. 
Поэтапное переучивание ИНС-модели на вновь поступающих из хранилища данных, а при 
необходимости и модификация ее структуры обеспечили бы ее адаптивность и сняли бы про-
блему учета нестационарности объекта и локализации модели.

Целями данной работы являются:
– изучение возможности генерализации значительного количества эмпирических данных 

по расчету ИОЛ, полученных в одном из офтальмологических центров России в результате 
лечения пациентов с использованием глубокого обучения ИНС-моделей; 

– выявление наиболее значимых наблюдаемых входных факторов, оказывающих суще-
ственное влияние на погрешность предоперационного расчета ИОЛ;

– сравнение погрешностей расчетов по ИНС-моделям с известными формулами.
Мировой приоритет в «конструировании» формул для расчета оптической силы ИОЛ при-

надлежит выдающемуся российскому офтальмологу С.Н. Федорову (1967) [1, 2].
Наиболее часто для расчета оптической силы ИОЛ в офтальмологической практике ис-

пользуются формулы SRK/T, SRK II, Hoffer-Q, Holladay II, Haigis и Barrett [3–7].
Самые ранние формулы для расчета оптической силы ИОЛ за рубежом появились в конце 

1970-х – начале 1980-х годов. Они были либо теоретическими, либо регрессионными. Фор-
мулы регрессии преобладали в предпочтениях хирургов, и одной из самых успешных была 
формула SRK, разработанная D.R. Sanders, J. A. Retzlaff, M. C. Kraff [3–5].

1. Материалы и методы

Исходные данные предоставлены в 2021 году врачом-офтальмологом Сырых К. К. Пред-
ставленные данные являются обезличенными результатами предоперационных наблюдений 
пациента, его медицинской документации, а также отражают послеоперационные наблюдения.

Исходный файл данных, принятый для построения ИНС-модели включает 455 записей 
(26 столбцов входных факторов (x1–x26) и один столбец – выходной фактор – расчет ИОЛ 
(дптр) – Y. 

Для удобного построения ИНС-моделей использовали программу-симулятор ранее разра-
ботанную авторами [15].

2. Полученные результаты и их обсуждение

Одним из наиболее сложных вопросов при разработке ИНС-моделей является принятие 
гипотезы о структуре (архитектуре) сети.

Известно, что при использовании теорем А. Н. Колмогорова [16, 17] часто получается струк-
тура ИНС-модели, являющейся избыточной. Как правило, такая модель хорошо представляет 
выходную переменную в узловых точках, но обладает слабой прогностической способностью.

В работе [18] нами предложен конструктивный алгоритм, позволяющий наращивать число 
нейронов в скрытом слое и число скрытый слоев до достижения определенных условий. При 
этом используются линейные, квадратичные, кубические и т. д. передаточные функции нейро-
нов (обычно используют сигмоидальные передаточные функции). Такой подход базируется на 
разложении функции большого числа переменных в ряд Тейлора. 
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Указанные обстоятельства позволяют получать нейронные сети с относительно простой 
архитектурой и обладающие хорошими аппроксимирующими (генерализующими) и прогно-
стическими способностями.

Обучение ИНС-модели на основе данных по ИОЛ начали с сети, представляющей собой 
26 входных нейронов и один линейный нейрон в скрытом слое. Для обучения использовали 
методы статистического градиента, покооординатного спуска, Монте-Карло и их комбинации. 
Результаты, полученные в ходе обучения данной простой модели по уровню средней относи-
тельной погрешности сопоставимы с классическими формулами, однако, в отличие от них в 
данном случае для прогнозирования оптической силы ИОЛ имеет место линейная функция 
26 переменных. При этом коэффициент парной корреляции расчетных и эмпирических дан-
ных составил 0,71, а средняя относительная погрешность составила 11,9 %.

Коэффициенты синаптических связей по каналам линейной модели представляют собой 
чувствительности каналов, значения которых можно использовать для оценки их степени 
влияния на выходную переменную. На рис. 1 показана диаграмма таких чувствительностей. 

Рис. 1. Относительная чувствительность (безразмерная) выходной переменной ИНС-модели 
(Y-Diop_IOL) к входным переменным в окрестности рабочей точки: x1 – пол, 

x2 – острота зрения без коррекции до операции, x3 – сферический компонент рефракции по 
данным визометрии до операции, x4 – цилиндрический компонент рефракции по данным 

визометрии до операции, x5 – ось цилиндра по данным визометрии до операции, x6 – острота 
зрения с коррекцией до операции, x7 – ось сильного меридиана роговицы до операции, 

x8 – рефракция сильного меридиана роговицы до операции, x9 – ось слабого меридиана 
роговицы до операции, x10 – рефракция слабого меридиана роговицы до операции, 

x11 – сферический компонент рефракции по данным рефрактометрии до операции, 
x12 – цилиндрический компонент рефракции по данным рефрактометрии до операции, 

x13 – ось цилиндра по данным рефрактометрии до операции, x14 – длина глаза (оптическая 
биометрия, мм), x15 – острота зрения без коррекции после операции, x16 – сферический 

компонент рефракции по данным визометрии после операции, x17 – цилиндрический 
компонент рефракции по данным визометрии после операции, x18 – ось цилиндра по данным 

визометрии после операции, x19 – острота зрения с коррекцией после операции, x20 – ось 
сильного меридиана роговицы после операции, x21 – рефракция сильного меридиана роговицы 

после операции, x22 – ось слабого меридиана роговицы после операции, x23 – рефракция слабого 
меридиана роговицы после операции, x24 – сферический компонент рефракции по данным 

рефрактометрии после операции, x25 – цилиндрический компонент рефракции по данным 
рефрактометрии после операции, x26 – ось цилиндра по данным рефрактометрии после операции
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Из этого рисунка видно, что имеется по крайней мере 12–15 входных факторов (из имеющих-
ся в распоряжении офтальмолога), которые оказывают существенное влияние на предопера-
ционный расчет оптической силы ИОЛ. Следовательно, наши предположения относительно 
необходимости учета большего числа входных величин для снижения погрешности расчета 
полностью подтвердились. Ясно также, что значительные погрешности классических формул 
также могут быть связаны с наличием значительного числа входных факторов, которые в этих 
формулах просто являются ненаблюдаемыми.

Следуя нашему алгоритму [18] модифицируем структуру сети ИНС-модели путем включе-
ния квадратичного нейрона.

Обучение такой ИНС-модели аналогичными численными методами нелинейного програм-
мирования позволило снизить среднюю относительную погрешность до уровня 5%. При этом 
коэффициент парной корреляции 0,97, а средняя относительная погрешность составила 4,8 %.

Следуя указанной логике мы также построили ИНС-модель третьего порядка. Обучение 
такой позволило снизить среднюю относительную погрешность до уровня 3,5 %, при коэффи-
циенте парной корреляции 0,98 (рис. 2).

Необходимо отметить, что число степеней свободы данной ИНС-модели равное количе-
ству синаптических связей 26 × 3 + 3 = 81 существенно меньше, чем количество записей в 
обучающей выборке. Данное обстоятельство указывает на хорошую генерализуемость эмпи-
рических данных по расчету оптической силы ИОЛ с использованием ИНС-моделей.

Следующим этапом исследований в этом направлении должен быть сбор значительно 
большего числа данных о пациентах, так как методы глубокого машинного обучения нужда-
ются в существенных по объему обучающих выборках, после чего модели должны проходить 
процедуру валидации на тестовых выборках [8–11]. Если в системе имеются еще и гиперпара-
метры, т. е. параметры, которые должны быть заданы «сверху» и от удачного задания которых 

Рис. 2. Корреляция расчетных (Ymod) и эмпирических данных (Ytab) для ИНС-модели третьего 
порядка. Коэффициент парной корреляции 0,98; средняя относительная погрешность 3,5 %
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существенно зависит решение задачи, то должна иметься еще и третья, дополнительная про-
верочная выборка данных.

Наличие таких данных позволит построить интеллектуальную экспертную систему пре-
доперационного расчета ИОЛ, некоторые принципы построения которой имеются в наших 
работах [19, 20].

Заключение

Таким образом, в данной работе:
1) показана принципиальная возможность генерализации значительного количества эм-

пирических данных по расчету оптической силы ИОЛ с использованием глубокого обучения 
ИНС-моделей, имеющих значительно большее количество входных переменных, чем при 
использовании традиционных формул и методов; выявление наиболее значимых наблюдае-
мых факторов, оказывающих существенное влияние на целевой показатель и их включение в 
ИНС-модель позволяет снизить погрешность расчетов более чем в два раза;

2) способность моделей на основе искусственных нейронных сетей к хорошей генерализа-
ции данных открывает возможности создания интеллектуальной экспертной системы с дина-
мическим поступлением новых данных и поэтапным глубоким машинным обучением интел-
лектуального ядра; основной особенностью такой системы по сравнению с использованием 
традиционных формул расчета является ее адаптивность, позволяющая решать проблемы не-
стационарности объекта и локализации вследствие наличия в ней обратной связи.
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М. А. Артемов1, Е. С. Барановский1, Ю. В. Некрасов2, 
Д. И. Соломатин1, А. И. Шашкин1

Аннотация. Определяется напряженное и деформированное состояние толстостенной 
сферической оболочки, испытывающей центрально симметричные распределенные си-
ловые, кинематические и тепловые внешние воздействия. Принимается, что материал 
оболочки проявляет свойства теплопроводности, упругости и пластичности. Функция 
пластичности зависит от трех независимых инвариантов тензора напряжений. Рассма-
триваются варианты зависимости предела пластичности от температуры и эквивалент-
ной пластической дефлорации. Построен алгоритм решения задачи о комбинированном 
нагружении полого шара, позволяющий выбирать любое условие пластичности. Дано 
графическое представление решения.
Ключевые слова: термоупругопластичность, ассоциированный закон пластического де-
формирования, ассоциированный закон пластического течения, изотропное упрочнение, 
кусочно-линейные функции пластичности, упругопластическое тела, комбинированная 
нагрузка, эквивалентное напряжение, эквивалентная деформация, упругопластический 
шар, нелинейные функции пластичности.

Введение

Одномерные задачи математической теории упругопластического тела являются наиболее 
простыми, во многих случаях можно получить аналитические решения. Внешние воздействия 
(нагрузки) определяются набором внешних параметров. Если внешние воздействия имею раз-
ную природу (тепловую, силовую, кинематическую), то также говорят о комбинированной на-
грузке. Внешние воздействия обычно определяются набором независимых параметров, но не 
всегда, например, если рассматривается некоторое определенное состояние объекта. Так для 
осесимметричного плоского деформированного состояния толстостенной круговой трубы из 
несжимаемого идеального упругопластического материала, находящегося в предельном (пол-
ностью пластическом) состоянии, под действием внутреннего и внешнего давления, в [1] по-
казано, что в предельное состояние труба переходит, когда разность внутреннего и внешнего 
давлений должна удовлетворять условию

	 | | 2 ln .a b
bp p k
a

− =

Здесь k  – предел пластичности при чистом сдвиге, ,a b  – внутренний и внешний радиус тру-
бы соответственно.

Результаты решения одномерных задач теории деформируемого твердого тела представле-
ны в многочисленных научных книгах [1–10] и статьях [11–32]. Наибольшее количество работ, 
в которых рассматривалось решение упругопластических задач, связано с выбором условия 
пластичности Треска, что, наверное, обусловлено историей развития теории пластичности, 
и желанием получить аналитические решения одномерных задач. Последнее относится и ко 
всем кусочно-линейным функциям пластичности. После работы [13], в которой было указано 
на недопустимость использования условия пластичности Треска при решении задачи о вра-
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щающемся диске, зарубежные авторы [16–26], следуя предложению, высказанному в работе 
[13], при решении одномерных упругопластических задач стали использовать условие пла-
стичности Треска, включающее изотропное упрочнение. В работе [15], было показана, что ар-
гументация о неприемлемости условия пластичности Треска, высказанная в [13], не является 
обоснованной. Тем не менее, переход от условий пластичности с кусочно-линейными функци-
ями пластичности для идеального упругопластического тела к упрочняющемуся упругопла-
стическому телу позволяет избежать разрывов поля пластических деформаций при решении 
задач плоского напряженного состояния. Конечно, можно считать, что учет упрочнения при-
водит к более общей модели, но тогда надо учитывать, что устремление параметра упрочнения 
к нулю в полученном решении не всегда даст переход к решению задачи без учета упрочнения.

Из решаемых одномерных задач можно выделять разные группы: по выбору условия пла-
стичности, по учету теплового воздействия, по учету пластической сжимаемости и т.д. Зада-
ча о термоупругопластическом состоянии шара рассматривалась в работах [22–31]. В работах 
[32, 33] рассматривалось влияние первого инварианта тензора напряжений на напряженное и 
деформированное состояние. 

Выбор кусочно-линейных функций пластичности при решении одномерных задач позво-
ляет выполнить интегрирование соотношений ассоциированного закона пластического тече-
ния, что существенно упрощает решение задачи. При выборе условия пластичности Мизеса, 
кроме тех задач, когда условие Мизеса сводится к линейному условию, задачи решаются чис-
ленно [26, 31]. 

Ниже рассматривается задача об упругопластическом состояния шара, которая является 
наиболее простой, поскольку в пластической области в силу полярной симметрии выполняет-
ся условие полной пластичности – равенство двух главных напряжений.

Постановка задачи

Рассматривается задача о толстостенной сферической оболочке (полом шаре), испытываю-
щей полярно симметричные внешние воздействия: давление bp  на внешнюю стенку r b=  и 
давление ap  на внутреннюю стенку ,r a=  а также тепловое воздействие, когда на границе 
r a=  поддерживается температура ,aT  на границе r b=  температура .bT  Решение проводится 
в рамках теории малых деформаций и упругопластических тел. Шар находится в равновесном 
состоянии.

В сферической системе координат , ,r ϕ θ  в случае полярной симметрии окружные и мери-
диональные координаты тензоров напряжений и деформаций равны. В силу этого для точек 
пластической области шара в пространстве напряжений вектор напряжений может переме-
щаться только в плоскости ,ϕ θσ σ=  по образующей поверхности пластичности. Равенство 

ϕ θσ σ=  в пластической области определяет состояние полной пластичности [32, 33]. В про-
странстве напряжений плоскость ϕ θσ σ=  в частности проходит через ребро поверхности 
пластичности Треска. 

Функция пластичности, определяющие уравнения

На примере условий пластичности Треска и Мизеса, говорим о кусочно-гладких и гладких 
функциях пластичности.

Для полярно симметричного случая условия пластичности Треска 

	
| | ,
| | ,

r

r

k
k

ϕ

θ

σ σ

σ σ

− =


− =
	 (1)

условия пластичности Мизеса 
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2 2 2 2( ) ( ) ( ) 2 ,

.
r r kϕ ϕ θ θ

θ ϕ

σ σ σ σ σ σ

σ σ

 − + − + − =


=
	 (2)

Отмечается [7], что для условия пластичности Треска и Мизеса
	 | | .r kϕσ σ− = 	 (3)
Вообще, для любой функции пластичности вида 

	 2 3 1( ,| |), ,
3

f tr tr tr= −s s s Iσ σ

при выполнении равенства ,ϕ θσ σ=  будет выполняться (3), когда k  – предел пластичности 
при одноосном растяжении.

При выборе условия пластичности не учитывающего зависимость от первого инварианта 
тензора напряжений следствием ассоциированного закона пластического течения следуют со-
отношения

	 3 1 2 31 2

1 2 3 1 2 3/ / / / / / /

p p p pp p ptr
f f f f f f f tr

ε ε ε εε ε
σ σ σ σ σ σ

+ +
= = = =

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ + ∂ ∂ + ∂ ∂ ∂ ∂
     ε

σ
	

и условие несжимаемости пластических деформаций [32]
	 1 2 3 0,p p p ptrε ε ε+ + = =   ε

которое интегрируется, поэтому
	 0.ptr =ε
Здесь iσ  – главные нормальные напряжения, p

iε  – главные нормальные скорости пласти-
ческих деформаций, f  – функция пластичности. 

Для условия пластичности Треска (1), согласно обобщенному закону пластического тече-
ния, учитывая, что p p

ϕ θε ε= 
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Для условия пластичности Мизеса (2)

	

2 (2 ) 4 ( ),

2 (2 ) 4 ( ),
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p
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p
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p
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ϕ θ ϕ
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Для условия пластичности Треска и Мизеса
	 2 .p p

r ϕε ε= −  	 (4)
После интегрирования (4)
	 2 .p p

r ϕ= −ε ε 	 (5)
В случае малых деформаций 
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2 , (1 ) ,

p e p e
r r r r
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du u
dr r

E E

ϑ ϑ
ϕ ϕ ϕ ϕ

ϕ

ϕ ϕ ϕσ νσ ν σ νσ
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где, , , ,e
r r r

ϑε ε ε  , ,e ϑ
ϕ ϕ ϕε ε ε  – полные, упругие и тепловые радиальные и окружные деформации 

соответственно, u  – радиальная компонента вектора перемещений, E  – модуль Юнга, ν  – ко-
эффициент Пуассона. 
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Если для модели идеального упругопластического тела задача определения напряжений 
является статически определимой, то при учете, в частности, изотропного упрочнения задача 
определения напряжений в шаре становится статически неопределимой [32, 33] и необходимо 
указывать зависимость предела пластичности от пластических деформаций. В простейшем 
варианте рассматривается линейное изотропное упрочнение [15] 

	 0 (1 ),p
eqk k χε= +

где p
eqε  – эквивалентная пластическая деформация. Один из вариантов определения p

eqε  осно-
ван на рассмотрении элементарной работы напряжений на пластических деформациях в 
предположении, что

	 .p p
eq eqA d dδ σ ε= ⋅⋅ =σ ε 	 (6)

В случае полярной симметрии для несжимаемого материала, учитывая (5), из (6) следует
	 2( ) .p

rA dϕ ϕδ σ σ= − ε 	 (7)
Основываясь на (6), (7), делается вывод, что

	 2 ( ) .p p
eq rsign ϕ ϕσ σ= −ε ε

Когда функция пластичности зависит от первого инварианта тензора напряжений, вместо 
условия несжимаемости пластических деформаций рассматриваем равенство

	 ,
/ /

pp
r

rf f
ϕ

ϕ

εε
σ σ

=
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



	 (8)

В общем случае соотношение (8) не интегрируется. Более простой вариант решения задачи 
будет, если выбрать ассоциированный закон пластического деформирования. Тогда
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Так, при выборе кусочно-линейной функции пластичности, для ребра поверхности пластич-
ности
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	 (9)

согласно обобщенному ассоциированному закону пластического течения
	 1 2

1 2

( ) ( ),

( ) .

p
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p p
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ε λ ς κ λ ς κ

ε ε λ ς κ λ ς

= − + −

= = + +
	

Полагая 1 2 ,λ λ λ= =  пластические деформации

	
2 ( ),

(2 ).

p
r
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ε λ ς κ

ε ε λ ς κ

= −

= = +
Исключая параметр ,λ  получаем зависимость между пластическими деформациями
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Принимая во внимание (9), (6) и полагая ( ) (2 ) ,eq r ϕσ ς κ σ ς κ σ= − + +  получаем 
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Если рассматривать гладкие функции пластичности, например, выбирая функцию вида
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согласно ассоциированному закону пластического течения
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Исключая параметр ,λ  пластические деформации

	
( (2 ) )

,
( (2 ) 2 2 )

r rp p p
r

r r

d d dϕ ϕ
θ ϕ

ϕ ϕ

ς σ σ σ σ
ε ε ε

ς σ σ σ σ
+ + −

= =
+ − +

поэтому
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Если принять, что 
	 eqσ = 2 2(2 ) 2( ) ),r rϕ ϕς σ σ σ σ+ + −

то следствием предположения (16) будет равенство, в котором эквивалентная пластическая 
деформация не определяется только через пластические деформации.
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r rp p
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Если не следовать предположению (16), то можно использовать иные известные инвариант-
ные формы определения эквивалентной пластической деформации [4].

В общем случае, если функция пластичности является однородной функцией, то условие 
пластичности можно представить в виде

	 ( ) ,f k=σ
где ( )f σ  – однородная функция первого порядка. В этом случае, согласно теореме Эйлера,

	 ( ) ( ).f f∂
⋅⋅ =

∂
σ

σ σ
σ

Поэтому, учитывая соотношения ассоциированного закона пластичности
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для однородной функции пластичности первой степени
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При выборе предположения (16), полагая, что 
	 ( ),eq fσ = σ

приходим к равенству 
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Таким образом, получается, что для рассматриваемого случая p
eqdε  определяется с учетом 

градиента функции пластичности. Условно, более естественно определять p
eqε  в виде неотри-

цательно определенной изотропной функции тензора пластических деформаций, а при учете 
изотропного упрочнения использовать общепринятую терминологию, учитывая зависимость 
предела пластичности от параметра упрочнения (меры упрочнения) [4] 

	 ( ) ( ).f k q=σ
В частном случае [4] эквивалентная пластическая деформация может совпадать с параме-

тром упрочнения .p
eqd qε =

Любое определение эквивалентной пластической деформации, или параметра упрочнения 
носит частный характер. Закон нормальной связи напряжений и пластических деформаций 
позволяет установить соотношения между компонентами тензора пластических деформаций

	 31 2
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	 (10)

В качестве параметра упрочнения можно выбрать, например, величину пропорциональ-
ную интенсивности тензора пластических деформаций [25]

	 .p pq = ⋅⋅ε ε
Тогда, в случае полярной симметрии, учитывая (10),
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Алгоритм решения задачи

Решаем несвязанную термоупругопластическую задачу. Поле температур в шаре находится 
из решения краевой задачи [1]
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Решение задачи (11) представим в виде

	 1 , .
( )b a b
a T bT T T T T
b a r

∆  = + − ∆ = − −  
Решение в упругой области определяется известными формулами [2]. Задача определения 

напряжений и деформаций в пластической области, если вместо ассоциированного закона 
пластического течения выбрать ассоциированный закон пластического деформирования, 
сводится к совместному решению трех уравнений: уравнения равновесия, условия пластич-
ности и уравнению для перемещений [30]
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Границы пластических зон определяются в ходе решения задач. На упругопластических 
границах должны выполняться условия непрерывности всех искомых величин.
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Результаты вычислений

При выполнении численных расчетов выбралось следующее условие пластичности

	
1/22 2 2

2 2 2 ( ) ( ) ( )
( ) (1 ).

2

nn n n
r rm n n

r eqf k Tϕ θ ϕ θ
ϕ θ

σ σ σ σ σ σ
ς σ σ σ χ µε
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На рис. приведены графики распределения напряжений и перемещений.

a)

b)

Рис. Параметр упрочнения а) 0,µ =  b) 0.1µ =

Заключение

Предложенный алгоритм решения одномерных задач для расчета термоупругопластиче-
ского состояния тел является достаточно общим и позволяет, не прибегая к большому объему 
промежуточных выкладок, характерных для алгоритмов аналитического решения, получить 
всю необходимую информацию о внутренних параметрах состояния объектов.
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РАЗРАБОТКА МОДЕЛИ ПОРТРЕТА ПОТЕНЦИАЛЬНО АКТИВНОГО ЗАЕМЩИКА 
МФО С ПРИМЕНЕНИЕМ МЕТОДА МАШИННОГО ОБУЧЕНИЯ

Воронежский государственный университет

Н. Г. Аснина, А. В. Хрюкина

Аннотация. На рынках микрокредитования присутствует проблема привлечения кли-
ентов. Поэтому необходимо понимать особенности своей целевой аудитории. В данном 
исследовании разрабатывается модель портрета потенциального заемщика по системе 
микрокредитования с привлечением методов машинного обучения. В качестве обучаю-
щего набора данных была использована выборка, предоставленная одной кредитной ор-
ганизацией. Исходная выборка данных содержит деперсонифицированную информацию 
о 10000 клиентах. Методы машинного обучения использовались для выявления наиболее 
значимых признаков потенциально активного клиента. В ходе исследования для дости-
жения поставленной цели была построена модель градиентного бустинга XGBoost для 
решения задач классификации, которая показала наибольшую точность. Качество разра-
ботанной моделей оценивалось с помощью показателей чувствительности, специфично-
сти и ROC-AUC.
Ключевые слова: машинное обучение, микрокредитование, модель SHAP, XGBoost, ROC-
AUC, градиентный бустинг, специфичность.

Введение

Повышение прибыльности кредитных операций напрямую связано с качеством оценки 
кредитного риска [1]. В последние годы наблюдается стремительный рост розничного кре-
дитования. Растет конкуренция, расширяется спектр услуг, упрощается процесс получения 
кредита и значительно сокращается время принятия решения. Качество и скорость формиро-
вания заявки на кредит, а также надежность и простота этого процесса являются решающими 
факторами в сложном конкурентном процессе.

На рынках микрокредитования отсутствие зарегистрированной кредитной истории явля-
ется существенным препятствием для оценки кредитоспособности отдельных заемщиков и, 
следовательно, для определения справедливых процентных ставок.

Микрофинансовая организация – юридическое лицо, которое осуществляет микрофинан-
совую деятельность и сведения, о котором внесены в государственный реестр микрофинан-
совых организаций в порядке, предусмотренном настоящим Федеральным законом. Микро-
финансовые организации могут осуществлять свою деятельность в виде микрофинансовой 
компании или микрокредитной компании [2].

Микрозаем – заем, предоставляемый займодавцем заемщику на условиях, предусмотрен-
ных договором займа, в сумме, не превышающей предельный размер обязательств заемщика 
перед займодавцем по основному долгу, установленный настоящим Федеральным законом [2].

В конкурирующем мире микрофинансовых организаций остро возникает проблема при-
влечения клиента. Каждый предлагает выгодные условия, поэтому заинтересовать в выборе 
конкретной МФО становится сложнее. Поэтому необходимо понимать особенности своей це-
левой аудитории. Прибыльность и ликвидность МФО во многом зависят от финансового по-
ложения клиентов, так как снижение риска при проведении кредитных операций может быть 
достигнуто только на основе изучения портрета заемщиков.

Наиболее эффективный инструмент для определения сегмента рынка является разработка 
модели портрета потенциально активного заемщика МФО с применением метода машинного 
обучения.
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1. Материалы и методы

1.1. Описание исходных данных

В исследовании использовались данные о клиентах отдельно взятой организации за пол-
года. При этом клиенты изначально были разделены на группы: клиенты, у которых выявлен 
интерес к займам и случайные клиенты без интереса. Персональные данные были обезличены 
и представлены набором таблиц.

Исходная выборка содержит следующие данные:
1) социально-демографические данные (пол, возраст, регион проживания, доход, образо-

вание, тип занятости);
2) жизненные показатели клиента;
3) сторонние интересы и склонности к финансовым продуктам;
4) средневзвешенные показатели активности клиента.

1.2. Методы машинного обучения

Задача определения потенциально активного заемщика МФО клиента может быть решена 
с помощью различных методов классификации машинного обучении, которые рассмотрены 
ниже:

1) статистические методы на основе дискриминантного анализа (линейная регрессия, ло-
гистическая регрессия);

2) различные варианты линейного программирования;
3) дерево классификации или алгоритм рекурсивного разбиения;
4) нейронные сети;
5) метод ближайших соседей;
6) градиентный бустинг;
7) XGBoost.
Традиционными и наиболее распространенными являются методы регрессии, в первую 

очередь линейная многомерная регрессия. Недостатком модели является то, что в левой части 
уравнения стоит вероятность, принимающая значения от 0 до 1, а переменные справа могут 
принимать любые значения от −∞  до .+∞  Кроме того, эта модель неустойчива к выбросам. 
Поэтому любое внезапно выпавшее значение может привести к неправильному ответу [5]. 

Линейное программирование также приводит к линейной модели подсчета баллов. Невоз-
можно провести абсолютно точную классификацию «плохих» и «хороших» клиентов, но жела-
тельно минимизировать ошибку. Задача состоит в том, чтобы найти веса, для которых ошибка 
будет минимальной [6].

Деревья классификации – это метод, который позволяет назначить наблюдение или объ-
ект конкретному классу категориальной зависимой переменной в соответствии со значения-
ми одной или нескольких переменных-предикторов. Деревья классификации адаптированы 
к графическому представлению, поэтому они имеют более удобный вид для человеческого 
понимания. К недостаткам можно отнести нестабильность, небольшие изменения данных мо-
гут существенно изменить построенное дерево решений, проблема нахождения оптимальной 
глубины дерева, сложность пробелов в данных [9].

Нейронные сети – распространенное решение проблем классификации. Искусственная 
нейронная сеть – математическая модель, которая построена на принципе организации и ра-
боты биологических нейронных сетей, представляет собой систему связанных и взаимодей-
ствующих простых процессов [7].

При использовании метода ближайшего соседа выбирается единица измерения для опре-
деления расстояния между клиентами. Всем клиентам в выборке дается определенное про-
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странственное положение. Каждый новый клиент классифицируется в зависимости от того, 
каких клиентов – хороших или плохих – больше вокруг него [5]. 

Градиентный бустинг – это итерационный функциональный градиентный алгоритм, кото-
рый минимизирует функцию потерь путем итерационного выбора функции, направленной в 
сторону отрицательного градиента [8].

XGBoost – это масштабируемый ансамблевый метод на основе градиентного бустинга, 
который показал себя как надежное и эффективное средство решения задач машинного об-
учения [3].

XGBoost означает Extreme Gradient Boosting. Это распараллеленная и тщательно оптимизи-
рованная версия алгоритма градиентного бустинга. Распараллеливание всего процесса повы-
шения значительно сокращает время обучения. 

Вместо обучения наилучшей возможной модели на данных (как в традиционных методах) 
XGBoost обучает тысячи моделей на различных подмножествах обучающего набора данных, а 
затем голосует за наиболее эффективную модель.

Во многих случаях XGBoost лучше обычных алгоритмов градиентного бустинга. Реализа-
ция на языке Python предоставляет доступ к огромному количеству внутренних параметров, 
которые можно настроить для повышения точности.

Важные особенности XGBoost:
1) распараллеливание: модель реализуется для обучения на нескольких ядрах процессора;
2) регуляризация: XGBoost включает в себя различные штрафы за регуляризацию, чтобы 

избежать переобучения. Регуляризации штрафов обеспечивают успешное обучение, поэтому 
модель может адекватно обобщаться;

3) нелинейность: XGBoost может обнаруживать нелинейные шаблоны данных и учиться 
на них;

4) перекрестная проверка: встроенная и готовая к работе;
5) масштабируемость: XGBoost может работать распределенно благодаря распределенным 

серверам и кластерам, таким как Hadoop и Spark, что позволяет обрабатывать огромные объ-
емы данных [3].

1.3. Метрики качества полученной модели

Матрица ошибок – это сводная таблица количества правильных и неправильных прогно-
зов (или фактических и прогнозируемых значений), полученных классификатором (или моде-
лью классификации) для задач двоичной классификации. Матрица ошибок, полученная после 
обучения модели, приведена на рис. 1.

Столбцы представляют фактические значения цели, а строки представляют прогнозируе-
мое значение цели:

1) TP (истинно положительный): прогнозируемое значение (положительное) совпадает с 
фактическим;

2) TN (истинно отрицательное): прогнозируемое значение (отрицательное) совпадает с 
фактическим;

3) FP (ложноположительная ошибка или ошибка типа 1): прогнозируемое значение поло-
жительно, а фактическое отрицательное;

4) FN (ложноотрицательная ошибка или ошибка типа 2): прогнозируемое значение отрица-
тельное, а фактическое – положительное. Обычно это ошибка, которую нам нужно уменьшить 
больше всего.

Accuracy – один из важных параметров при определении точности задач классификации, 
он объясняет, насколько регулярно модель предсказывает правильные выходные данные, и 
может быть измерен как отношение количества правильных предсказаний, сделанных класси-
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фикатором, к общему количеству предсказаний. Доля правильно классифицированных объ-
ектов определяется по формуле 1.

	 TP+TNAccuracy= .
TP+TN+FP+FN

	 (1)

Precision объясняет, сколько правильно предсказанных значений на самом деле оказались 
положительными. Или, проще говоря, это количество правильных выходных данных, выдан-
ных моделью, из всех правильно предсказанных моделью положительных значений.

Он определяет, является ли модель надежной или нет. Precision полезен в условиях, когда 
ложное срабатывание вызывает большее беспокойство по сравнению с ложным отрицанием. 
Для расчета Precision используется формула 2.

	 TPPrecision .
TP+FP

= 	 (2)

Recall описывает сколько фактических положительных значений следует правильно спро-
гнозировать, исходя из модели. Он полезен, когда ложноотрицательные значения преоблада-
ют над ложноположительными. Recall вычисляется по формуле 3.

	 TPRecall= .
TP+FN

	 (3)

F-мера, также называемая F1-оценкой, является мерой точности модели в наборе данных. 
Она используется для оценки систем бинарной классификации, которые классифицируют 
примеры на «положительные» или «отрицательные».

Формула 4 для стандартной оценки F1 ‒ это среднее гармоническое значение точности и 
отзыва. Идеальная модель имеет F-балл 1.

	 Pecision Recall TPF_1=2 .1Pecision+Recall TP+ (FP+FN)
2

×
× = 	 (4)

2. Результаты и их обсуждение

В исходной выборке содержится более 10000 записей. У каждой строки 105 признаков. 
С помощью F-меры были определены наиболее значимые признаки, часть из которых приве-
дена на рис. 2. На этих признаках при помощи XGBoost была обучена выборка.

Кривая ошибок или ROC-кривая – графическая характеристика качества бинарного клас-
сификатора, зависимость доли верных положительных классификаций от доли ложных поло-
жительных классификаций при варьировании порога решающего правила [4].

Рис. 1. Матрица ошибок
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ROC – это кривая вероятности, а AUC – степень или мера разделимости. Кривая ошибок 
говорит о том, насколько модель способна различать классы. Соответственно, чем выше AUC, 
тем лучше модель предсказывает 0 классов как 0 и 1 класс как 1. ROC-кривая (рис. 3) для обу-
чающей выборки составляет 97,51 %, для валидационной – 97,18 %. Такой результат дает нам 
понять, что модель обучена с 3 % ошибкой в предсказании классов.

Для тестирования были использованы ретро данные по клиентам с индикаторами факта 
склонности к микрокредитованию. После получения результатов прогнозирования модели 
была определена точность 91,4 %.

Recall показывает, что модель может верно предугадать склонность клиента на 91,7 %. 
Precision дает понять, что модель предсказывает правильно на равный 90,9 %.

Анализ значимости предикторов модели портрета потенциально активного заемщика 
МФО, построенной с использованием обработанной выборки, также проводился с использо-
ванием такого инструмента, как SHAP.

Рис. 2. Значимые признаки

Рис. 3. ROC-кривая
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Рис. 4 отражает полученные результаты: к признакам, ассоциированным с высокой оцен-
кой потенциала активности заемщика МФО, согласно обученной модели, относятся количе-
ство лет с момента подписания договора клиентом, количество дней с индикатором интереса 
к микрокредитованию, индикатор интереса к микрокредитованию, тип занятости и др.

На рис. 5 проиллюстрирован вклад повышенных значений – индикатор интереса к микро-
кредитованию = 7, количество дней с индикатором интереса к микрокредитованию = 15, ко-
личество лет с момента подписания первого кредитного договора клиентом = 0.1041, количе-
ство дней в типе занятости Студент = 7, средневзвешенная оценка uni_90_pre_v4_a по группе 
общения клиента = 1 – в предсказанное значение склонности к микрокредитованию (0.99) для 
некоторого клиента под номером 32 (красным показаны значения, повышающие склонность).

Заключение

В ходе исследования была построена модель портрета потенциально активного заемщика 
МФО, способная предсказывать с точностью 97 %. Для неё была выбрана оптимальная архи-
тектура XGBoost со всеми соответствующими настройками.

По результатам исследования можно сделать выводы, что наиболее значимые для опреде-
ления потенциала активности заемщика МФО такие предикторы, как количество лет с момен-
та подписания первого кредитного договора клиентом, количество дней с индикатором инте-
реса к микрокредитованию, индикатор интереса к микрокредитованию, пол, тип занятости.

Рис. 4. Значимость предикторов набора данных

Рис. 5. Пример интерпретации результата расчета для клиента под № 32
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УДК 536.24

ЧИСЛЕННОЕ МОДЕЛИРОВАНИЕ ЕСТЕСТВЕННОЙ КОНВЕКЦИИ 
В ЧАСТИЧНО ПОРИСТОЙ КУБИЧЕСКОЙ ПОЛОСТИ 
С ТЕПЛОВЫДЕЛЯЮЩИМ ИСТОЧНИКОМ ЭНЕРГИИ

Национальный исследовательский Томский государственный университет

М. С. Астанина, М. А. Шеремет

Аннотация. Численные эксперименты являются эффективным инструментом пред-
сказания работы тепловых систем за счёт небольших материальных затрат и простоте 
воспроизведения. В представленной работе проведено математическое моделирование 
процессов конвективного тепломассообмена в замкнутом частично пористом кубе с те-
пловыделяющим теплопроводным нагревателем. Рабочая область заполнена теплопрово-
дной ньютоновской жидкостью с переменной вязкостью. Показаны основные закономер-
ности течения в кубе при различных значениях определяющих параметров и возможные 
варианты охлаждения тепловыделяющего источника.
Ключевые слова: естественная конвекция, трёхмерное моделирование, пористый слой, 
метод конечных разностей, пассивное охлаждение.

Введение

Численное исследование тепловых систем, основанных на механизмах конвективного те-
плопереноса, является актуальным научным направлением уже не одно десятилетие. Это свя-
зано с широким кругом задач, имеющих практическое значение в промышленности и требу-
ющих наличия теоретической базы не только для понимания происходящих процессов, но и 
для прогнозирования работы тепловых элементов. 

В настоящей работе проводится математическое моделирование процессов конвективно-
го теплопереноса в замкнутой кубической частично пористой полости при наличии тепло-
выделяющего теплопроводного элемента. Полость заполнена ньютоновской теплопроводной 
жидкостью, вязкость которой считается зависимой от температуры окружающей среды. Мо-
делирование ведётся в рамках приближения Буссинеска. Взаимодействие рабочей жидкости 
и пористого слоя описывается в рамках локально-равновесной модели, то есть температура 
жидкости считается равной температуре твёрдого скелета везде в пористом слое.  

1. Физическая постановка задачи

На рис. 1 показана схематическая постановка рассматриваемой задачи конвективного те-
плопереноса и система координат. Кубическая полость находится под охлаждающим воздей-
ствием вертикальных поверхностей 0x =  и x L=  с фиксированной низкой температурой ,cT  
остальные грани куба теплоизолированы. Тепловыделяющий источник энергии с постоянной 
плотностью объемного тепловыделения Q  находится в центре нижней грани. Для моделиро-
вания пористой вставки высоты h  используется приближение Дарси-Бринкмана. Кроме того, 
предполагается, что пористый слой однородный, гомогенный и проницаемый для жидкости. 
В качестве рабочей жидкости используется капельная жидкость, вязкость которой зависит от 
температуры по экспоненциальному закону exp( )µ ςθ= −  [1]. Также справедливо приближе-
ние Буссинеска; режим течения в полости – ламинарный.
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2. Математическая модель. Методы решения

Математическая модель для рассматриваемой постановки была сформулирована в безраз-
мерных переменных «векторный потенциал – вектор завихренности – температура». Урав-
нения формулируются отдельно для пористого слоя, для участка куба с чистой жидкостью 
и для нагревательного элемента. Учитывая вышеприведённые приближения, математическая 
модель может быть записана в следующем виде:

• для чистой среды
	 2 2 2, , x x y y z zψ ω ψ ω ψ ω∇ = − ∇ = − ∇ = − 	 (1)

	 ( ) ( )2 2

2 2
x xx x x x

x y z
u u u Pru v w

x y z x y z Ra x y
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τ
 ∂ ∂∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂

+ + + − − − = + +
∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂

	 ( )2 2 2

2 22x
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Рис. 1. Физическая постановка задачи
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• для пористого слоя
	 2 2 2, , x x y y z zψ ω ψ ω ψ ω∇ = − ∇ = − ∇ = − 	 (6)
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• для нагревателя
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τ
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В системе уравнений (1)–(11) используются следующие безразмерные переменные и пара-
метры. Компоненты векторного потенциала имеют вид:
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Компоненты вектора завихрённости имеют вид:

	 ,   ,   x y z
w v u w v u
y z z x x y

ω ω ω∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
= − = − = −

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
Безразмерные переменные и параметры определялись следующим образом:
	 ( ) 0,  ,  ,  ,  ,  ,cx x L y y L z z L t g T L T T Tτ β θ µ µ µ= = = = ∆ = − ∆ =
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	 3 3 3,  ,  ,x x y y z zg TL g TL g TLψ ψ β ψ ψ β ψ ψ β= ∆ = ∆ = ∆

	 ( ) ( ) ( ),  ,  ,x x y y z zL g T L g T L g Tω ω β ω ω β ω ω β= ∆ = ∆ = ∆

	 ( ) ( ) ( )3 2
0 0,  Pr ,  ,h cRa g T T L Da K Lρ β αµ µ ρα= − = =

	 ( ) ( )2 ,  exphsOs QL Tλ µ ζθ= ∆ = −
Начальные и граничные условия для сформулированной системы уравнений (1)–(11) запи-

сывались следующим образом:
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На границе раздела сред чистая/пористая среда использовалось соотношение вида:
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На границах источника энергии использовалось следующее соотношение:
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Вышеизложенная краевая задача (1)–(11) с начальными и граничными условиями (12)–(14) 
разрешалась с помощью метода конечных разностей на равномерной сетке. Конвективные 
слагаемые в уравнениях дисперсии для компонентов вектора завихрённости (2)–(4), (7)–(9) 
и в уравнениях энергии (5), (10), (11) дискретизировались с помощью монотонной схемы Са-
марского со вторым порядком точности, диффузионные слагаемые дискретизировались с ис-
пользованием центральных разностей [1, 2]. Разностные уравнения Пуассона для компонент 
векторного потенциала (1), (6) решались с помощью метода последовательной верхней релак-
сации. На конечном этапе получения результатов был написан программный код на языке 
программирования С++. Описанный метод решения был протестирован ранее на нескольких 
постановках [1, 3]. 

3. Результаты численного моделирования

Численное моделирование было проведено для различ-
ных значений определяющих безразмерных параметров: 

510 ,Ra =  7.0,Pr =  310 ,Da −=  0.6,ε =  5.0,Os =  0.0,1.0,ζ =  
0.25h L= –0.75 ,L  50.0τ =  (стационарный режим).
На рис. 2 представлены трехмерные распределения 

температуры в кубе при 510 ,Ra =  7.0,Pr =  310 ,Da −=  
0.6,ε =  5.0,Os =  0.0ζ =  для разных значений высоты по-

ристого слоя 0.25 ,h L=  0.5 ,L  0.75 .L  Независимо от значе-
ния определяющих параметров, полученные данные ил-
люстрируют наглядную картину теплопереноса. Нагрев 
полости происходит от нагревательного элемента на ниж-
ней поверхности. Над источником энергии образуется те-
пловой факел, который расширяется около верхней грани-
цы полости, что показывает наличие восходящих и 
нисходящих конвективных потоков жидкости в полости. 
Минимальная температура наблюдается около вертикаль-
ных изотермически холодных стенок. Стоит отметить, что 
увеличение высоты пористого слоя усиливает эффектив-
ность теплоотвода от источника, снижает температуру в 
кубе и приводит к интенсификации конвективного тепло-
обмена. 

Заключение

В работе проведено численное моделирование про-
цессов естественной конвекции в замкнутой кубической 
полости с пористым слоем и тепловыделяющим источни-
ком энергии. Для решения сформулированной системы 
пространственных уравнений в безразмерных преобразо-
ванных переменных «векторный потенциал – вектор за-
вихрённости – температура» использовался метод конеч-
ных разностей. Было показано, что регулирование высоты 
пористой прослойки в кубе является хорошим методом 
улучшения теплоотвода от нагревателя.

Рис. 2. Трёхмерные поля температуры для 510 ,Ra =  7.0,Pr =  310 ,Da −=  0.6,ε =  5.0,Os =  0.0ζ =  
и разных значений :h  a) 0.25 ,h L=  б) 0.5 ,h L=  в) 0.75h L=



318

Благодарности

Работа выполнена в рамках реализации проекта Российского фонда фундаментальных ис-
следований (договор № 20-31-90080).

Литература

1. Astanina, M. S. Transient free convection of variable viscosity liquid in an inclined cube af-
fected by the temperature modulation on a vertical wall // M. S. Astanina, B. Buonomo, O. Manca, 
M. A. Sheremet // International Journal of Thermal Sciences. – 2021. – Vol. 164. – 106808.

2. Самарский, А. А. Теория разностных схем: учебное пособие для вузов / А. А. Самарский. – 
3-е изд., испр. – Москва: Наука, 1989. – 656 с.

3. Gibanov, N. S. Natural convection in a cubical cavity with different heat source configurations / 
N. S. Gibanov, M. A. Sheremet // Thermal Science and Engineering Progress. – 2018. – Vol. 7. – 
P. 138–145.



319
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МОДЕЛИРОВАНИЕ И АНАЛИЗ РАБОТЫ АКУСТИЧЕСКИХ СИСТЕМ 
НА ОСНОВЕ ДВУХ ТРАНСМИССИОННЫХ ЛИНИЙ

Воронежский государственный технический университет

А. С. Бадаев, А. И. Сукачев, С. М. Федоров, Е. А. Сукачева

Аннотация. Проводятся моделирование и анализ работы акустической трансмиссионной 
линии (АТЛ) основанные на методе электромеханических аналогий и ее замене на элек-
трический аналог-длинную линию. Анализ волновых процессов и определение характе-
ристик звукового поля в АТЛ осуществляется с помощью решения волнового уравнения 
Вебстера. Показано, что для получения максимально высоких характеристик: высокого 
уровня звукового давления, низких искажений и низкой граничной частоты воспроизве-
дения, оптимальной длиной АТЛ является четверть волны, излучаемой головкой громко-
говорителя (ГГ) на частоте своего основного резонанса. 

На основе исследований разработана оригинальная конструкция высококачествен-
ных акустических систем (АС), объединяющая в себе две различные АТЛ, настроенные на 
разные частоты. АТЛ возбуждаются разными, соответственно подобранными ГГ и опти-
мально согласованы и настроены таким образом, чтобы резонансы одной совпадали с ан-
ти-резонансами другой. Такое решение позволило значительно улучшить равномерность 
амплитудно-частотной характеристики (АЧХ), повысить мощность в два раза, уровень 
звукового давления на 3 дБ.
Ключевые слова: акустические системы (АС), акустическая трансмиссионная линия 
(АТЛ), акустический лабиринт (АЛ), головки громкоговорителей (ГГ), амплитудно-ча-
стотная характеристика (АЧХ), уровень звукового давления (SPL), модуль полного сопро-
тивления |Z|, диапазон воспроизводимых частот.

Введение

АТЛ-это устройство, представляющее собой трубу, длиной L  с площадью поперечного се-
чения S  ( ),S L<  на одном конце которой расположен колеблющиеся диффузор ГГ, другой 
конец открыт (сравните с органными трубами и некоторыми духовыми музыкальными ин-
струментами). Зачастую для уменьшения габаритов трубу АТЛ складывают, иногда не один 
раз, получая таким образом «акустический лабиринт» (АЛ). АЛ является разновидностью 
АТЛ и подход к его расчету не отличается от расчета АТЛ [1–3].

АС с оформлением АТЛ (АЛ) встречаются неоправданно редко по сравнению с АС с хо-
рошо изученными акустическими оформлениями «закрытый корпус» и «фазоинвертор», что 
объясняют сложностями расчета, изготовления и настройки АЛ. Известны серия АС фирмы 
«TDL» (Англия) и совсем не бюджетные изделия фирмы «T+A» (Германия), посвятившей изу-
чению и конструированию АС на основе АЛ без малого 30 лет.

Исследования, выполненные в последние годы, например [1–3], показали, что АЛ является 
эффективным низкочастотным (НЧ) акустическим оформлением, обеспечивающим высокий 
SPL, низкую граничную частоту воспроизведения и малые искажения. Кроме того, опыт пока-
зывает, что расчет и изготовление АС типа АТЛ ничем не сложнее, например, «фазоинвертора» 
[1]. Тем не менее, АЛ обладает одним, но существенным недостатком – наличием пиков-про-
валов на АЧХ в области НЧ, с которыми, как будет показано ниже, можно успешно бороться.

1. Моделирование и анализ волновых процессов в АТЛ

Изучение конструкций АС на основе АТЛ показывает, что не существует общепринятой 
методики аналитического либо компьютерного расчета АТЛ. Рекомендованные длины линий 
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колеблются от четверти волны / 4,λ  излучаемой ГГ на частоте основного резонанса, (и даже 
от / 8λ ) при плотном заполнении трубы звукопоглотителем) до полуволны [4]. Нет единого 
мнения о площади поперечного сечения и законе изменения этого сечения вдоль длины тру-
бы. Существуют трубы постоянного и переменного сечения, возрастающего и убывающего по 
линейным и нелинейным законам. Доводка АТЛ осуществляется на слух и, как показывает 
опыт прослушиваний, далеко не всегда удачно [2].

Иногда для расчета АС типа АТЛ используют методики аналогичные расчету «фазоинвер-
тора», что не совсем корректно, поскольку в отличие от последнего, АТЛ являются системами 
с распределенными, а не с сосредоточенными параметрами [1, 5]. Поэтому необходимо учиты-
вать в первую очередь не объём, а линейные размеры устройства.

Для анализа процессов в АТЛ используем моделирование, основанное на методе электроме-
ханических аналогий, в котором акустомеханические параметры, величины, элементы и систе-
мы заменяются их электрическими аналогами. Затем для расчета полученных электрических 
цепей применяют хорошо разработанную и удобную теорию четырехполюсников [1, 4, 5].

Как известно, АС являются электроакустическими преобразователями, которые преобра-
зуют электрические сигналы в механические (акустические) колебания и волны. В состав АС 
входят механические, акустические и электрические элементы и компоненты, которые объе-
диняются в системы.

Механические и акустические элементы – это массы, гибкости, механические и акустиче-
ские сопротивления потерь.

Электрические элементы – индуктивности, электрические ёмкости и сопротивления.
Механоакустические системы – это механические колебательные системы, трубы постоян-

ного и переменного сечения, открытые и закрытые, объёмы единичные и соединённые, отвер-
стия в перегородках и др.

Электрические системы – колебательные контуры, фильтры, трансформаторы, длинные 
линии и др.

Акустомеханические системы, также, как и электрические, могут быть с сосредоточенны-
ми или распределёнными параметрами в зависимости от геометрии и частоты.

Из механики известно, что сила F  является причиной возникновения движения матери-
альных точек, тел, частиц среды и других механических элементов. С другой стороны, элек-
трическое напряжение U  (точнее, напряжённость электрического поля /E U x= ) вызывает 
направленное движение носителей заряда, т. е. электрический ток. Следовательно, F  и U  – 
аналоги. Электрический ток I  (а строже, плотность тока) – это количество заряда, перенесен-
ного за единицу времени / ,i dq dt=  очевидно, его аналогом является скорость движения тел, 
частиц и элементов / ,dx dtυ =  а смещение тела x  является аналогом электрического заряда .q  
Напряжения на индуктивности

	 ,L
diU L
dt

= ⋅ 	 (1.1)

а уравнение второго закона Ньютона 

	 .dF m
dt
υ

= ⋅ 	 (1.2)

Учитывая аналогию по переменным, получим, что индуктивность являются аналогом мас-
сы, и, что характерно, и то и другое служат мерой инерции, электрической и механической 
соответственно. Энергия магнитного поля 2( / 2)MW L i= ⋅  и кинетическая энергия 2( / 2)E m υ= ⋅  
также аналогичны между собой.

Напряжение на емкости

	 ,C
qU L
C

= ⋅ 	 (1.3)
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с другой стороны, закон Гука:
	 ,kF kx= 	 (1.4)

где kF  – сила упругости;
k  – коэффициент упругости;
x  – смещение.

Сравнивая эти выражения, получаем, что электрическая емкость C  – аналог обратной ве-
личины упругости – гибкости 1/ .MC k=  Потенциальная энергия при деформациях растяже-
ние-сжатие или изгибе 2 2/ 2 / 2,ME F k C F= = ⋅Ï  и электрическая энергия конденсатора 

2( / 2)W C U= ⋅Ý  аналогичны друг другу.
Падение напряжения на электрическом сопротивлении по закону Ома RU Ri=  и сила тре-

ния ,mp mF r υ=  где mr  – коэффициент трения, также являются аналогами. 
Электрическое сопротивление /RR U i=  являются аналогом механического сопротивле-

ния / ,MZ F υ=  последнее соотношение называют законом Ома в механике [1, 4].
Как было отмечено выше, АТЛ является системой с распределенными параметрами, поэто-

му ее моделью, электрическим аналогом является длинная линия с произвольной нагрузкой. 
Известно, что волновое сопротивление длинной электрической линии  / ,B l lz L C=  где lL  и 

lC  индуктивность и емкость на единицу длины линии. Заменяя их согласно аналогиям на мас-
су 1m  и гибкость ,lC  приходящихся на единицу трубы, получим . . / ,M B l lMZ m C=  где 

/ ;lm lS lρ=  2
. . . ./ 1/ ,lM c cC V P S l P Sα αγ= =  где ρ  – плотность среды; l  – длина трубы; S  – попе-

речное сечение трубы; γ  – показатель адиабаты (для воздуха 1.41γ = );  . .cPα  – статическое 
давление – давление среды в отсутствии звуковых колебаний; V  – объём  трубы [4]. Откуда, с 
учетом 2

. . ,cP cαγ ρ=  механическое волновое сопротивление длинной трубы 
	 . . . . ,M B cZ S P S cSαρ γ ρ= = 	 (1.5)

где c  – скорость звука.
В Отсутствии отражений от конца трубы, что получается при согласовании сопротивления 

нагрузки трубы и волнового сопротивления . .( ),H M BZ Z=  входное механическое сопротивле-
ние трубы будет определяться акустическим сопротивлением плоской бегущей волны, т. е.

	 .BXZ cSρ= 	 (1.6)
При наличии отражений от концов труба будет резонировать на определенных частотах, 

которые определяются её длиной и условиями отражения от ее концов, как и в случае электри-
ческих длинных линий.

В нашем случае труба нагружена на ,HZ  которое определяется, прежде всего, свойствами 
среды, в ряде случаев оно зависит от частоты колебаний и от формы фронта волны. В общем 
виде оно комплексное:

	 ,H H HZ R jX= + 	 (1.7)
Входное сопротивление электрической длинной линии без потерь, нагруженная на произ-

вольную нагрузку:
	 tg ,

tg
H B

BX B
B H

Z jZ xZ Z
Z jZ x

β
β

+
=

+
	 (1.8)

где / 2 / 2 /c f c fβ ω π π λ= = =  [рад/м]; ω  – круговая частота; c  – скорость волны; λ  – длина 
волны; x  – координата; f  – циклическая частота; BZ  – волновое сопротивление линии.

Подставим в формулу (1.8) выражение (1.7) и разделим активную BXR  и реактивную BXX  
составляющие входного сопротивления линии. После преобразования получим:

	
2

2 2 2 2 2cos ( )sin sin 2
,B H

BX
B H H B H

Z RR
Z x R X x Z X xβ β β

=
+ + −

	
2 2 2

2 2 2 2 2

( )sin cos cos 2
.

cos ( )sin sin 2
B H H B H

BX

B H H B H

Z R X x x Z X x
X

Z x R X x Z X x
β β β

β β β

− − +

+ + −
= 	 (1.9)
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При длине линии, равной четверти волны, получим:

	
2

2 2 ;B H
BX

H H

Z RX
R X+

= 	 (1.10)

	 2 2 .B H
BX

H H

Z XX
R X+

= −

Соответственно для входного сопротивления ТЛ с учетом (1.5) имеем:
При / 4,x λ=

	
2

2 2

( ) ;H
BX

H H

cS RR
R X
ρ

=
+

 2 2 .
X

H
BX

H H

cSXX
R
ρ

+
= − 	 (1.11)

Колеблющийся столб воздуха у выходного отверстия трубы подобно поршневой диафраг-
ме на низких частотах излучает сферическую волну. Акустическое сопротивление среды при 
прохождении сферической волны содержит активную и реактивную составляющие:
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где r  – расстояние от центра сферической волны.

Подставляя (1.12) в (1.11), получим:
При / 4,x λ=

	 ;BXR cSρ=  .
2BX

cX
r r

λ
ω π

= − = − 	 (1.13)

При длине трубы, равной четверти длины волны, излучаемой ГГ, активная часть входного 
сопротивления имеет максимум. Реактивная часть BXZ  стремится к нулю при увеличении r  и 
росте частоты колебаний, т.е. её можно пренебречь без внесения заметной ошибки. Таким об-
разом, входное сопротивление четвертьволновой трубы на частоте / 4f c l=  максимально и 
имеет чисто активный характер, при этом она ведет себя, как параллельный электрический 
контур, настроенный в резонанс. Частота f  равна собственной резонансной частоте ГГ в воз-
духе 0.f  Это свидетельствует о том, что на этой частоте АТЛ интенсивно излучает энергию в 
окружающее пространство. Амплитуда колебаний диффузора ГГ при этом минимальна, излу-
чает в основном труба АТЛ, а диффузор подкачивает в этот процесс энергию. Вследствие этого 
резко снижаются искажения в низкочастотной области, вызываемые отклонением от линей-
ного поведения упругого подвеса диффузора и центрирующей шайбы, а также выходом звуко-
вой катушки ГГ из однородного магнитного поля.

Для описания волновых процессов и определения характеристик звукового поля в АТЛ: 
звукового давления, колебательной скорости частиц среды, акустического сопротивления и т. 
д. необходимо найти решение волнового уравнения. Строгое решение трехмерного волнового 
уравнения для режима смешанных волн, установившегося в ТЛ, связано со значительными 
математическими трудностями, поэтому введём некоторые упрощающие допущения [1].

Рассмотрим трубу постоянного сечения ,S  равного площади диафрагмы ГГ и длиной ,l  с 
одной стороны которой находится колеблющийся диффузор ГГ, а другая сторона открыта. В 
этом случае звуковые лучи волны, распространяющейся в трубе, не будут расходиться, т.е. 
речь идет о плоской волне. Будем предполагать, что звуковое давление не меняется вдоль по-
перечного сечения ТЛ (т. е. от стенок до оси), форму звуковой волны будем считать неизмен-
ной. Если бы, как в электрической длинной линии, механическое волновое сопротивление MBZ  
трубы было равно сопротивлению нагрузки ,HZ  то в трубе устанавливался бы режим бегущих 
волн. При этом вся звуковая энергия ГГ передается в нагрузку (воздушную среду). В нашем 
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случае HZ  является сопротивлением излучения ,ZÈÇË  которое оказывает среда фронту звуко-
вой волны, выходящей из ТЛ. В общем случае ZÈÇË  комплексное, только для плоской волны 
оно чисто активно и максимально (1.5) [1].

В реальных условиях сопротивление нагрузки HZ  (сопротивление, которое оказывает сре-
да фронту распространяющейся волны на выходе трубы) не равно волновому сопротивлению 
трубы ,BZ  поэтому в ней кроме бегущей появляется и отраженная волна. Таким образом, в 
устройстве установится режим смешанных волн – стоячей и бегущей. Для определения харак-
теристик волновых процессов в АЛ необходимо решить одномерное волновое уравнение Веб-
стера для режима смешанных волн, которое имеет вид [6]:

	
2

21 ( ) 0,
( )
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x S x x x
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∂ ∂ ∂

	 (1.14)

где ( ) j tp p x e ω=  – переменное звуковое давление вдоль оси x  ТЛ;
( )S x  – площадь поперечного сечения;

/k cω=  – волновое число;
ω  – круговая частота звуковых колебаний;
c  – скорость звука в воздухе.
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 уравнение (1.14) принимает вид
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Решением этого уравнения будет [3]:

	 ( ) ( )
1 2( , ) 2 ,jk ct x jk ct xp x t p e p e− + = +  	 (1.16)

где 1p  и 2p  – амплитуды давления прямой и отраженной волны.
Обозначим 0p  – амплитуду звукового давления стоячей волны при 0.x =  Установим сле-

дующие граничные условия:
при 0,x =  0(0, ) 2 ,jk tp t p e ω=  таким образом
	 1 2 0;p p p+ =
при ,x l=  ( , ) 0,p l t =  отсюда следует
	 1 2 0.jkl jktp e p e− + =  	 (1.17)
Учитывая, что
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Учитывая, что колебательная скорость
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	 (0) tan .
(0)BX

pZ j klωρ
υ

= = ⋅ 	 (1.22)

Анализ выражения (1.22) показывает, что входное сопротивление BXZ  АЛ, на которое на-
гружена ГГ, определяется функцией .tg kl⋅

На частотах

	 2 1 ,
2 4

n cf
l

ω
π

−
= = ⋅

где 1,2,3,n =  ( 1 1/ 4 / ;f c l= ⋅  3 3 / 4 / ;f c l= ⋅  5 5 / 4 /f c l= ⋅  и т. д.) ,BXZ → ∞  эти частоты называ-
ются резонансными. На частотах / 2 / ,f n c l= ⋅  где 1,2,3,n =   ( 2 1/ 2 / ;f c l= ⋅  4 / ;f c l=  

6 3 / 2 /f c l= ⋅  и т. д.) 0,BXZ =  эти частоты являются анти-резонансными. Поскольку в АЛ по-
мимо стоячей волны распространяется и бегущая, BXZ  на частотах 1 3 5, ,f f f  имеет конечное 
значение, а на частотах 2 4 6, ,f f f  не равно нулю, а также имеет еще и активную составляющую. 
Тем не менее, все эти резонансы и анти-резонансы, кроме основного на частоте 1/ 4 / ,f c l= ⋅  
крайне нежелательны, поскольку приводят к появлению пиков-провалов на АЧХ.

2. Разработка конструкции высококачественных АС на основе двух АТЛ

Для подавления паразитных резонансных явлений в АТЛ применяют частичное или даже 
полное заполнение АЛ звукопоглощающим материалом, подавляя паразитные резонансы, а в 
последнем случае и основной резонанс. В настоящем исследовании предлагается недостаток 
АЛ превратить в достоинства и использовать не один, а два лабиринта, каждый из которых 
возбуждается своей, соответственно подобранной ГГ. При этом трубы лабиринтов оптимально 
настраиваются на частоты основных резонансов таким образом, чтобы резонансы одного АЛ 
примерно совпадали с анти-резонансами другого. Схема конструкции разработанных АС и их 
внешний вид представлены на рис. 1 и 2. Как видно, выход более высокочастотного АЛ направ-
лен вниз, а выход более длинной сложенной трубы низкочастотного АЛ находится сбоку. 

Рис. 1. Схема конструкции АС Рис. 2. Внешний вид АС
 
В конструкции использованы высококачественные излучатели: 
Низкочастотный (НЧ) – H822 фирмы «Seas» (Норвегия) с параметрами: номинальная мощ-

ность 60 Вт; паспортная мощность – 100 Вт; уровень характеристической чувствительности – 
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87 дБ; номинальное сопротивление – 8 Ом; собственная резонансная частота – 40 Гц; диапазон 
воспроизводимых частот 45–3500 Гц; полная добротность – 0,3; эквивалентный объём – 14 дм3; 
диаметр – 145 мм;

Низкосреднечастотный (НЧ-СЧ) – 822733 «Peerless» (Дания): номинальная мощность – 60 
Вт; паспортная мощность – 120 Вт; уровень характеристической чувствительности – 88 дБ; 
номинальное сопротивление – 8 Ом; собственная резонансная частота – 56 Гц; диапазон вос-
производимых частот 60–5000 Гц; полная добротность – 0,34; эквивалентный объём – 10 дм3; 
диаметр – 145 мм; 

Высокочастотный (ВЧ) – D2905/970000 Vifa/Scan-Speak (Дания): номинальная мощность – 
50 Вт; паспортная мощность – 100 Вт; номинальное сопротивление – 6 Ом; собственная резо-
нансная частота – 500 Гц; диапазон воспроизводимых частот – 2000–30000; уровень характери-
стической чувствительности – 91 дБ; диаметр – 100 мм.

Рассчитанные параметры лабиринтов: под НЧ ГГ «Seas»: 2L =  м; 120S =  см2; для НЧ-СЧ 
ГГ «Peerless»: 1,4L =  м, 120S =  см2; частоты настройки 40 Гц и 56 Гц соответсвенно.

Частоты резонансов и антирезонансов первого лабиринта: 1 42,5f =  Гц; 3 127f =  Гц; 
5 213f =  Гц; 2 85f =  Гц; 4 170f =  Гц; 6 255f =  Гц. Для второго 1 60f =  Гц; 3 180f =  Гц; 5 300f =  Гц; 
2 122f =  Гц; 4 244f =  Гц; 6 360f =  Гц.

Корпус АС выполнен из MDF плиты толщиной 18 мм, частично заполнен звукопоглоти-
телем. В качестве разделительных фильтров были выбраны и рассчитаны фильтры «всепро-
пускающего типа», обеспечивающие гладкую суммарную АЧХ по напряжению, одинаковые 
ФЧХ по напряжению для НЧ и ВЧ каналов, минимальный уровень фазовых искажений [1–3]. 
Схема разделительных фильтров приведена на рис. 3.

Частота раздела ~ 2 кГц, в фильтрах использованы высококачественные плёночные кон-
денсаторы Audyn-Cap «I.T. Electronic GmbH» (Германия), катушки индуктивности без сердеч-
ников с медным проводом 1,2 и 0,5 мм.

3. Технические параметры и характеристики АС

Были измерены частотные зависимости модуля полного сопротивления | |Z  и АЧХ разра-
ботанных АС, результаты измерений представлены на рис. 4–7.

Рис. 3. Схема разделительных фильтров АС
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Рис. 4. Частотная зависимость | |Z  НЧ ГГ 
в лабиринте

Рис. 5. Частотная зависимость | |Z  НЧ-СЧ 
ГГ в лабиринте

Рис. 6. Частотная зависимость | |Z  АС Рис. 7. АЧХ разработанной АС

Основные технические характеристики разработанных АС: номинальная мощность – 
125 Вт; паспортная мощность – 250 Вт; номинальное сопротивление – 8 Ом; диапазон вос-
производимых частот – 30 – 30000 Гц; уровень характеристической чувствительности – 90 дБ; 
габариты – 20 × 120 × 27 см; масса – 16 кг.

Заключение

Анализ частотных зависимостей | |Z  и P  показывает правильность расчёта и настройки 
лабиринтов. Дополнительные пики, соответствующие паразитным резонансам на результирую-
щей зависимости | | ( )Z F f=  (рис. 6), отсутствуют, АЧХ АС в области НЧ достаточно равномер-
на. Правда, в области частот 2–3 кГц вблизи частоты раздела отмечен небольшой провал – 3 дБ и 
последующий рост звукового давления, что, по всей видимости, связано с асимметричностью 
фильтров и невысоким номиналом (2,2 Ом) ограничивающего резистора в цепи ВЧ ГГ. Таким 
образом, использование двух грамотно спроектированных и настроенных АЛ в одном акусти-
ческом оформлении позволяет улучшить все основные характеристики АС. Сравнительное 
прослушивание с примерными аналогами показало высокое качество звучания разработан-
ных АС, особенно при использовании ламповых усилителей класса А с выходной мощностью 
5–10 Вт. Полные аналоги разработанных АС нам не известны. 
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ОПТИМАЛЬНЫЙ ГРАФИК ПЕРЕРАБОТКИ САХАРНОЙ СВЕКЛЫ 
В УСЛОВИЯХ НЕОПРЕДЕЛЕННОСТИ

Нижегородский государственный университет им. Н. И. Лобачевского

Д. В. Баландин, В. К. Вильданов, О.А. Кузенков, А. И. Эгамов

Аннотация. В работе рассматривается задача составления графика переработки сырья 
при условии неоднородных потерь производственной ценности разными партиями в те-
чение времени с целью максимизации выхода готового продукта. Предложена матема-
тическая модель процесса переработки сахарной свеклы. Поставлены оптимизационные 
задачи, которые решаются на основе классической задачи о назначениях. Приведены раз-
личные стратегии переработки, как в случае, когда все параметры математической модели 
известны точно, так и в случае неопределенности некоторых параметров. Обсуждаются 
достоинства и недостатки указанных стратегий; приводятся вычислительные экспери-
менты с различными стратегиями переработки сахарной свеклы.
Ключевые слова: переработка сахарной свеклы, оптимальный график, задача о назначе-
ниях, венгерский алгоритм, неопределенность параметров модели.

Введение

Различные процессы производства подлежат определенному воздействию человека на 
них ‒ управлению. В каждом случае существует лучшее с той или иной точки зрения, опти-
мальное управление, минимизирующее или максимизирующее в зависимости от поставлен-
ной задачи некоторую целевую функцию. Это в полной мере относится и к процессу перера-
ботки сахарной свеклы. Оптимизация данного процесса является целью многих исследований 
(см., например [1–4]). Один из основных вопросов заключается в том, в каком порядке обра-
батывать различные сорта свеклы, различающиеся между собой по производственной цен-
ности (проценту содержания сахара), чтобы получить по возможности максимальный выход 
готового продукта (сахара). Следует учитывать, что в течение процесса переработки в данном 
сезоне все сорта свеклы теряют свою производственную ценность за счет увядания, гниения 
и т. п. Дополнительная трудность в решении вопроса о формировании графика переработки 
свеклы состоит в отсутствии полной информации о том, как быстро теряют различные сорта 
свеклы полезные свойства и как этот процесс сказывается на выходе готового продукта. С 
учетом указанного обстоятельства задачу поиска графика переработки свеклы следует рассма-
тривать как задачу управления в условиях неопределенности.

Данная статья организована следующим образом. В разделе 1 представлена математиче-
ская модель процесса переработки свеклы; поставлена задача построения оптимального гра-
фика переработки в случае, когда все параметры математической модели известны точно; 
предложен алгоритм построения оптимального графика. В разделе 2 обсуждаются различные 
стратегии переработки свеклы в условиях неопределенности некоторых параметров модели. 
В разделе 3 приводятся результаты вычислительных экспериментов, позволяющие оценить 
различные стратегии переработки свеклы с точки зрения увеличения готового продукта по 
окончании процесса обработки сырья. Обсуждаются преимущества и недостатки предлагае-
мых стратегий переработки.

1. Задача об оптимальном графике переработки сырья

Предположим, что есть n партий сахарной свеклы равной массы, занумерованных от 1 до .n  
Масса одной партии свеклы ‒ это масса, которую производственные мощности предприятия 
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могут переработать за определенный промежуток времени (например, за одни сутки). Различ-
ные партии отличаются по производственной ценности – проценту выхода готового продукта 
из единицы массы (что соответствует сахаристости, проценту содержания сахара в свекле). 
Обозначим производственную ценность ‒ долю содержания сахара в одном килограмме све-
клы (сахаристость) i-й партии свеклы .ia  Таким образом, для переработки n партий сырья 
необходимо n этапов (суток), которые можно занумеруем от 1 до .n  Пусть за время хранения 
на j-м этапе переработки i-я партия свеклы теряет некоторую долю своей производственной 
ценности (свекла снижает свою сахаристость или остается неизменной, в лучшем случае). 
Обозначим ijb  – коэффициент, определяющий снижение сахаристости i-й партии свеклы на j-м 
этапе переработки. Тогда у i-й партии свеклы производственная ценность будет изменяться 
следующим образом: 1i ia b  – после первого этапа, 1 2i i ia b b  – после второго, 1 2 1...in i i ina b b b −  – к по-
следнему этапу переработки (если, конечно, эта партия свеклы не будет переработана до этого 
момента). Ясно, что для этих коэффициентов справедливо неравенство  

0 1.ijb< ≤

Предполагается, что в течение одного этапа переработки данной партии свеклы ее произ-
водственная ценность не меняется. Занумеруем партии свеклы в порядке убывания их саха-
ристости:

1 2 .na a a≥ ≥ ≥

Если проводить обработку свеклы именно в таком порядке, то выход готового продукта 
пропорционален величине

1 1 2 21 3 31 32 1 2 1... ... .n n n nnS a a b a b b a b b b −= + + + +
Если изменить порядок переработки, то выход готового продукта будет пропорционален

(1) (2) (2)1 (3) (3)1 (3)2 ( ) ( )1 ( )2 ( ) 1( ( )) .i i i i i i i n i n i n i n nS i j a a b a b b a b b b −= + + + + 

Задача о наилучшем графике переработки свеклы может быть поставлена следующим об-
разом: среди множества всех возможных перестановок n  натуральных чисел { }1,2,3, , n  най-
ти перестановку ( ),i j  при которой достигается максимум функции ( ( )).S i j  Заметим, что все-
го существует !n  различных перестановок (различных графиков переработки) n  партий 
сахарной свеклы, то есть, при решении задачи методом полного перебора следует вычислить 
и сравнить !n  значений целевой функции.

Обратим внимание на важный частный случай. Если коэффициенты ( )i j jb  не зависят от 
сорта свеклы, то оптимальным графиком переработки будет тождественная перестановка 
( ) .i j j=  Другими словами, оптимальную переработку в этом случае следует вести, начиная с 

сорта с наибольшей сахаристостью, и далее в порядке её уменьшения [5].
Покажем, как можно существенно снизить число вычислений при нахождении оптималь-

ного порядка переработки партий сырья. Обозначим 1 ,i ip a=  2 1,i i ip a b=  ,  1 1.in i i inp a b b −=   
Из элементов ijp  сформируем квадратную матрицу n n× : P ( ).ijp=

В этой матрице номер столбца определяет номер этапа переработки, а номер строки соот-
ветствует номеру партии свеклы. В этих обозначениях задача о выборе оптимального графика 
переработки может быть поставлена следующим образом: из каждой строки матрицы P  вы-
брать ровно по одному элементу так, чтобы в каждом столбце находился только один из вы-
бранных элементов, а сумма выбранных элементов была максимальной. Задача в такой поста-
новке эквивалентна известной «задаче о назначениях» [6], которая и в наше время играет 
заметную роль в практических оптимизационных задачах [7–9]. Для её решения в 1955 году 
Гарольдом Куном был разработан алгоритм, получивший название «венгерский алгоритм» 
[10‒11], спустя 2 года было доказано, что он обладает полиномиальной сложностью [12] 4( ).O n  
Позднее [13], венгерский алгоритм был модифицирован до полиномиальной сложности 3( ).O n
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2. Графики переработки с учетом неопределенности коэффициентов ijb

При переработке сахарной свеклы на практике не все числовые параметры задачи, описан-
ные в предыдущем разделе, известны и имеют точные числовые значения. Так, если параме-
тры, отвечающие значениям сахаристости ai для различных сортов свеклы, можно измерять 
сравнительно точно, то параметры ,ijb  характеризующие степень увядания свеклы и потерю 
сахаристости и зависящие от плохо прогнозируемых погодных условий, указать заранее до 
начала проведения переработки всего собранного урожая свеклы не представляется возмож-
ным. Возникает вопрос, как в этом случае грамотно организовать процесс переработки све-
клы. Далее предлагается рассмотреть и оценить два графика переработки.

График №1 («жадный алгоритм»). Стратегия переработки в этом случае заключается в сле-
дующем. Перед началом очередного этапа переработки определяется сорт свеклы, который к 
этому этапу имеет наибольшую сахаристость. Именно этот сорт с наибольшей сахаристостью 
и направляется в переработку на данном этапе. [14, 15].

График №2 («программа А»). Стратегия формируется в соответствии с некоторыми эмпи-
рически оцененными значениями коэффициентов ,ijb  например, с учетом опыта переработки 
свеклы предыдущих лет. Полагаем, что для любого i-го сорта свеклы cp

ij jb b=  ‒ усредненная 
константа, зависящая только от j-го этапа переработки. Самый простой для осуществления 
на предприятии и, как будет показано впоследствии, вполне подходящий способ задания тре-
буемых коэффициентов состоит в вычислении их усредненных за несколько последних лет 
значений. В этом случае, как отмечалось в разделе 2, график заключается в последовательной 
переработке, начиная с сорта с наибольшей сахаристостью и далее в порядке её уменьшения, 
то есть в порядке, отвечающем тождественной перестановке { }1,2,3, , .n

Далее будет проведено сравнение эффективности (в смысле итогового результата по окон-
чании процесса переработки) указанных стратегий, а также сравнение их с оптимальным гра-
фиком, построенным с использованием венгерского алгоритма.

3. Вычислительные эксперименты

В приведенных ниже вычислительных экспериментах предполагается, что обработка са-
харной свеклы происходит на ста этапах ( ).100n =  Параметры сахаристости ia  задаются на 
равномерной сетке отрезка [0.15, 0.25]. Коэффициенты ijb  задаются как случайные величины, 
полученные из равномерного распределения на отрезке [ ,1].mb  Вычислительные эксперимен-
ты проводятся для трех различных значений параметра mb : 0.85; 0.90; 0.95.

На каждом из рис. 1–3 представлены четыре кривые, отображающие поэтапно выход про-
дукции для различных стратегий переработки. Опишем подробнее кривые, представленные 
на рис. 1, отвечающие значению 0.85.mb =  Генерируются случайные значения коэффициентов 

ijb  для полученного набора коэффициентов с использованием венгерского алгоритма строит-
ся оптимальный график переработки. Кривая, отмеченная синим цветом, отвечает этому оп-
тимальному графику; кривая, отмеченная зеленым цветом, отвечает графику «жадный алго-
ритм»; кривая оранжевого цвета соответствует графику «программа А», а кривая красного 
цвета ‒ графику «программа Б», для которой случайным образом выбрана последовательность 
сортов свеклы для каждого из этапов переработки. 

На рис. 2 и 3 указаны аналогичные кривые для значений ,mb  равных 0.9 и 0.95 соответ-
ственно. Естественно, лучшим является оптимальный график переработки свеклы.

На практике этот график реализовать нельзя, поскольку в действительности значения па-
раметров ijb  заранее не известны, тем не менее, он может служить своеобразным эталоном для 
оценки других стратегий переработки. Оптимальному графику несколько уступает «жадный 
алгоритм», следующим по эффективности в смысле выхода готового продукта идет график 
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Рис. 1. Выход продукции для различных стратегий переработки при mb = 0.85

Рис. 2. Выход продукции для различных стратегий переработки при mb = 0.9

Рис. 3. Выход продукции для различных стратегий переработки при mb = 0.95
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«программа А», т. е. переработка свеклы в порядке последовательного уменьшения её сахари-
стости, наконец, самым неэффективным является график «программа Б», т. е. переработка со-
ртов свеклы в случайно выбранном порядке.

Наряду с указанными рисунками, данные о конечном выходе готового продукта сведены в 
таблицу, в которой показаны выраженные в процентах относительные средние «потери» гото-
вого продукта, полученного с применением различных стратегий переработки по отношению 
к оптимальному графику. При формировании этой таблицы проводился следующий вычисли-
тельный эксперимент: 200 раз генерировались наборы случайных, равномерно распределен-
ных на отрезке [ ,1]mb  коэффициентов ijb  для оптимального графика переработки свеклы и для 
трех других указанных выше различных стратегий вычислялись значения конечного продук-
та, которые затем усреднялись для каждой стратегии переработки.

Обозначим 0 ,S  ,gS  1,S  2S  ‒ значения для конечных выходов продукции, обеспечиваемые 
соответственно оптимальным графиком переработки, «жадным алгоритмом», стратегией 
«программа А» и стратегией «программа Б» для некоторого случайного набора коэффициен-
тов .ijb  Усредним полученные случайные величины по всем 200 наборам параметров ;ijb  полу-
ченные средние величины обозначим 0 ,S  ,gS  1 ,S  2 ,S  тогда относительные средние 
«потери» могут представлены в виде:
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Обсудим теперь достоинства и возможные недостатки приведенных стратегий переработ-
ки, которые могут быть реализованы на практике. Речь прежде всего идет о графиках пере-
работки «жадный алгоритм» и «программа А». Из указанных рисунков следует, что «жадный 
алгоритм» обеспечивает больший выход готового продукта, чем «программа А». С другой сто-
роны, применение «жадного алгоритма» на практике предполагает ежесуточное проведение 
измерений сахаристости каждого из оставшихся к данному моменту сортов свеклы, что мо-
жет вызывать дополнительные трудности у завода-производителя, например, дополнитель-
ные расходы на оплату работы по проведению измерений, либо дополнительные расходы, 
связанные с установкой соответствующих приборов, способных производить измерения и 
передавать данные в автоматическом режиме, наконец, дополнительные затраты, связанные с 
доставкой свеклы с наибольшей сахаристостью с удаленных кагатных полей. Стратегия «про-
грамма А» уступает «жадному алгоритму» (иногда значительно), в то же время эта стратегия 
изначально определяет порядок переработки свеклы и не предполагает ежесуточного измере-
ния сахаристости, что не требует дополнительных затрат на производство сахара. 

Наконец, стратегия «программа Б», построенная на случайном выборе порядка перера-
ботки свеклы и соответствующая на практике ситуации, когда порядок переработки ведется 
по принципу «сегодня обрабатывается та партия свеклы, которая территориально находится 
ближе всего к производству и не требует дополнительных транспортных расходов». Как видно 
из приведенных рисунков и таблицы, потери на выходе готового продукта по сравнению и с 
оптимальным графиком, и с другими двумя предложенными стратегиями оказываются весьма 
значительными.

Таблица 
Значения потерь относительно оптимального плана

mb
потери «жадного алгоритма» 

gµ  (%)
потери «программы А» 

1µ  (%)
потери «программы Б» 

2µ  (%)
0.85 4.66 14.0 27.9
0.90 4.47 9.56 21.8
0.95 3.51 4.76 13.2
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Заключение

В настоящей статье поставлена и решена задача об оптимальном графике переработки са-
харной свеклы. В случае, когда известны все коэффициенты поэтапной деградации свеклы 
задача сводится к известной задаче о назначениях, поэтому точное решение поставленной за-
дачи может быть получено посредством применения венгерского алгоритма или его разно-
видностей. 

На практике заранее все точные коэффициенты поэтапной деградации свеклы в течение 
сезона не известны. Предложены 2 способа решения задачи в условиях неопределенности. 
Первый, основанный на применении жадного алгоритма, опирается на замеры сахаристости 
каждого сорта в начале каждого этапа. Стратегия второго («программа А») опирается на одно-
кратное измерение сахаристости, которое проводится перед первым этапом переработки. Как 
показал вычислительный эксперимент при больших объемах партий сырья потери жадного 
алгоритма не превосходят 5 % по сравнению с оптимальным.

С возрастанием нижней границы коэффициента деградации свеклы до 0.95 потери «про-
граммы А» составляют менее 5 % по сравнению с оптимальным графиком переработки, нена-
много хуже потерь жадного алгоритма. С учетом ресурсов, требуемых для измерения сахари-
стости, «программа А» представляется более предпочтительной стратегией переработки сырья.
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МОДЕЛИРОВАНИЕ ВЛИЯНИЯ ВРАЩЕНИЯ НА СПЕКТР СОБСТВЕННЫХ ЧАСТОТ 
ЦИЛИНДРИЧЕСКОГО РЕЗОНАТОРА ТВЕРДОТЕЛЬНОГО ВОЛНОВОГО ГИРОСКОПА

Воронежский государственный технический университет

И. Л. Батаронов, Г. Е. Шунин, С. А. Кострюков, В. В. Пешков, С. В. Писарев

Аннотация. Численно решена задача на собственные значения уравнения колебаний 
цилиндрического резонатора вращающегося твердотельного волнового гироскопа. Най-
дена зависимость первых десяти собственных частот резонатора от частоты вращения 
гироскопа. Установлено, что невырожденные собственные частоты резонатора не зави-
сят от частоты вращения в пределах точности вычислений. Тогда как вырожденные соб-
ственные частоты резонатора изменяются нелинейным образом при частотах вращения, 
меньших 0,1 Гц, а при больших – линейным. Показано, что величина расщепления частот 
позволяет рассчитать коэффициент прецессии для конкретной конструкции резонатора.
Ключевые слова: твердотельный волновой гироскоп, цилиндрический резонатор, вра-
щение, краевая задача, уравнение колебаний, сила Кориолиса, конечно-элементный ана-
лиз, спектр, собственные частоты.

Введение

Прецизионные (высокоточные) твердотельные волновые гироскопы (ТВГ) с полусфериче-
ским кварцевым резонатором используются в основном в инерциальных системах аэрокос-
мической навигации [1]. Гораздо более широкое применение в технике находят сравнительно 
дешёвые ТВГ средней и низкой точности с металлическими резонаторами различной формы. 
Удачной оказалась конструкция ТВГ с цилиндрическим металлическим резонатором, выпу-
скаемого фирмой Innalabs [2]. Она часто используется в качестве прототипа при разработке 
ТВГ как в России, так и за рубежом [3]. Для решения конкретных целевых задач вносятся 
изменения в конструктивную схему прототипа разрабатываемого ТВГ. Это приводит к необ-
ходимости как натурного, так и математического моделирования макетных образцов ТВГ с 
целью достижения заданных массогабаритных параметров, точности и стабильности рабо-
ты. Моделирование такого типа ТВГ осуществляется с помощью систем конечно-элементного 
анализа, таких, как Comsol Multiphysics, Ansys и других. Так, например, в работе [4] рассчиты-
вались термоупругие потери и влияние дефектов формы и малых неоднородностей плотности 
цилиндрического резонатора ТВГ на его собственные частоты. В работе [5] изучалось влияние 
пьезоэлементов, расположенных на цилиндрическом резонаторе ТВГ, на спектр его собствен-
ных частот.

В данной работе выполнен конечно-элементной анализ влияния угловой частоты вра-ще-
ния ТВГ с цилиндрическим резонатором на расщепление спектра его собственных частот.

1. Постановка задачи

Зависимость спектра собственных частот резонатора ТВГ от угловой скорости вращения 
Ω  определялась решением задачи на собственные значения для уравнения колебаний изотроп-
ной упругой среды [6] с добавленной силой Кориолиса

2

2 2 0
t t

ρ ∂ ∂
+ Ω× − ∇ ⋅ =

∂ ∂
u u

σ

с граничными условиями 
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0,=u
0,⋅ =nσ

где ρ  – плотность материала, u  – вектор деформаций, := sσ λ  – тензор напряжений, 
*( ( ) ) / 2= ∇ + ∇s u u  – тензор деформаций, λ  – тензор модулей упругости, n  – единичный век-

тор нормали к границе области решения краевой задачи.
Для решения этой задачи использовалась интегрированная система конечно-элементного 

анализа гравиинерциальных датчиков [7], ядром которой является Comsol Multiphysics 4.2 [8]. 

2. Результаты и их обсуждение 

Для вычислительных экспериментов был взят один из возможных вариантов датчика ТВГ 
[2]. Конструктивная схема и геометрия сечения этого датчика плоскостью, проходящей через 
ось симметрии, показана на рис. 1.

На верхней части (3) поверхности корпуса задавалось граничное условие 0,=u  а на других 
частях поверхности датчика ТВГ граничное условие 0.⋅ =nσ

Пьезоэлементы были разбиты на призматические лагранжевы элементы 2-го порядка, а 
корпус и резонатор на тетраэдральные лагранжевы элементы 2-го порядка. Число конечных 
элементов – около 300 тыс., среднее качество элементов – 0,74, число степеней свободы – около 
1,45 млн. 

Считалось, что пьезоэлементы изготовлены из керамики PIC-181 (плотность 7803 кг·м–3, 
модуль Юнга 171·109 Па, коэффициент Пуассона 0,35), а металлические детали ТВГ – из стали 
марки 12Х18Н10Т (плотность 7905 кг·м–3, модуль Юнга 199·109 Па, коэффициент Пуассона 0,32). 

Результаты расчёта первых 10 собственных частот резонатора при 0Ω =  приведены в табл. 1.
Как видно из табл. 1, относительное расщепление вырожденных собственных частот ре-

зонатора при 0,Ω =  обусловленное качеством сетки в целом и другими погрешностями ме-
тода конечных элементов, не превышает 0,0001. Так как теоретически в идеально осесимме-
тричной конструкции ТВГ расщепление вырожденных собственных частот должно быть 
нулевым, то величина расщепления может служить критерием точности численного реше-
ния краевой задачи.

Рис. 1. Конструктивная схема и геометрия сечения датчика ТВГ (размеры в мм):  
1 – цилиндрический резонатор, 2 – пьезоэлемент, 3 – основание корпуса, 4 – корпус
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В табл. 2 и на рис. 2 представлены результаты расчёта вырожденных собственных частот 
резонатора ТВГ, равномерно вращающегося вокруг оси симметрии при разных частотах вра-
щения. Невырожденные собственные частоты 3 4( , )f f  в пределах точности вычислительного 
эксперимента не меняются.

Таблица 2
Значения собственных частот резонатора при разных угловых частотах вращения ТВГ

/2πΩ , Гц 1f , Гц 2f , Гц 5f , Гц 6f , Гц 7f , Гц 8f , Гц 9f , Гц 10f , Гц
0 552,105 552,159 3416,852 3416,859 7045,388 7045,834 8962,503 8962,507

1/64 552,104 552,160 3416,849 3416,862 7045,388 7045,835 8962,500 8962,510
1/32 552,103 552,161 3416,843 3416,868 7045,388 7045,835 8962,495 8962,514
1/16 552,099 552,165 3416,832 3416,879 7045,387 7045,836 8962,486 8962,523
1/8 552,087 552,177 3416,809 3416,902 7045,384 7045,839 8962,468 8962,542
1/4 552,056 552,208 3416,763 3416,948 7045,372 7045,851 8962,431 8962,579
1/2 551,988 552,276 3416,671 3417,040 7045,329 7045,894 8962,358 8962,652
1 551,849 552,415 3416,486 3417,225 7045,199 7046,024 8962,211 8962,799
2 551,567 552,697 3416,116 3417,595 7044,882 7046,341 8961,916 8963,094
4 551,004 553,262 3415,377 3418,335 7044,205 7047,018 8961,328 8963,682
6 550,442 553,828 3414,638 3419,075 7043,517 7047,706 8960,739 8964,271
7 550,160 554,111 3414,268 3419,445 7043,172 7048,052 8960,445 8964,565

Из рис. 2 видно, что расщепление вырожденных собственных частот резонатора растёт не-
линейным образом при малых частотах вращения (менее 0.05–0,1 Гц), тогда как при больших 
частотах вращения рост расщепления вырожденных собственных частот становится линейным. 

Заключение

Следует отметить, что нелинейность связана с начальным расщеплением вырожденных 
собственных частот. В реальных конструкциях ТВГ к расщеплению вырожденных собствен-
ных частот приводят дефекты геометрической формы и неоднородности плотности резона-
тора. Нелинейный характер зависимости расщепления вырожденной рабочей собственной 
частоты резонатора является одним из источников ошибок измерения ТВГ малых угловых 
скоростей.

Как следует из уравнений движения ТВГ [3], во вращающемся ТВГ имеется решение для 
собственных колебаний в виде двух бегущих во встречном направлении волн с частотами, 
отличающимися на величину

2 ,kω∆ = Ω

Таблица 1
Собственные частоты nf  резонатора ТВГ при 0Ω =

n nf n nf
1 552,11 6 3416,86
2 552,16 7 7045,39
3 1234,30 8 7045,83
4 1420,84 9 8962,50
5 3416,85 10 8962,51
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Рис. 2. Графики зависимостей вырожденных собственных частот 
цилиндрического резонатора ТВГ от угловой частоты вращения
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где k  – коэффициент прецессии, зависящий от формы и свойств резонатора и моды колеба-
ний. Величина ω∆  численно равна наблюдаемому в данном расчете расщеплению собствен-
ных частот, что позволяет непосредственно рассчитать коэффициент прецессии конкретной 
конструкции ТВГ. Так, на основе данных табл. 2 имеем для второй вырожденной моды колеба-
ний   0,370k =  (теоретическое значение 0,4), а для четвертой моды соответственно   0,294k =  (те-
оретическое значение 0,2).

Таким образом, расщепление собственных частот во вращающемся ТВГ, рассчитываемое 
по представленной в данной работе методике, позволяет легко и надежно определять коэффи-
циент прецессии ТВГ, являющийся его основной рабочей характеристикой. 
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Аннотация. Рассматриваются уравнения Урысона типа свертки первого рода. Задача ре-
шения таких уравнений является некорректно поставленной. Для решения используются 
регуляризирующие алгоритмы и непрерывное вейвлет-преобразование. По аналогии с 
преобразованием Фурье, непрерывное вейвлет-преобразование применяется для урав-
нений типа свертки (относительно преобразования Фурье и относительно вейвлет-пре-
образования), а также к уравнениям Урысона с неизвестным сдвигом. Вейвлет-преобра-
зование является предпочтительным в случае приближенно заданных правых частей и 
для уравнений 1-го рода.
Ключевые слова: непрерывное вейвлет-преобразование, уравнения типа свертки, урав-
нения Урысона, некорректные задачи.

Введение

Уравнения Урысона типа свертки и уравнения типа свертки относительно преобразования 
Фурье имеют широкие применения. В зависимости от интегрального преобразования (Фурье, 
Меллика, Лапласа, вейвлет-преобразования) свертка двух функций имеет разный вид, но тех-
ника решения во многом сходна.

Краевые задачи, сводящиеся к уравнениям типа свёртки, интегральные уравнения типа 
свёртки (с двумя ядрами, парные, плавного перехода, Винера-Хопфа и др.) их дискретные 
аналоги представлены в монографиях Черского Ю. И., Гахова Ф. Д. [1, 2], и многих классиче-
ских [5–7] работах. Однако в научной литературе практически нет работ, особенно на русском 
языке, в которых непрерывное вейвлет-преобразование применяется для решения уравнения 
типа свёртки относительно преобразования Фурье и относительно вейвлет-преобразования. 
По аналогии со свойствами преобразования Фурье приведём соответствующие свойства вей-
влет-преобразования необходимые для решения уравнений типа свёртки. Полученные свой-
ства используются для исследования новых уравнений типа свёртки и уравнения Урысона.

Данная статья является продолжением работ [12, 13].

1. Представление свертки функций

1.1. Свойства непрерывного вейвлет-преобразования

Определение. Непрерывное вейвлет-преобразование (НВП) функции 2( ) ( )f t L∈   с вей-
влет-функцией 1 2( ) ( ) ( )t L Lϕ ∈     определяется формулой

	
2,( )( , ) ( , ) ( ) ( ) ( , ) ,a b ab LW f a b F a b f t t dt fϕ ϕ ϕ ϕ= = =∫



	 (1.1)

где 

	
1
2
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t bt a a a b
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ϕ ϕ
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 

и ( )tϕ  удовлетворяет следующему условию:
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где ( )ξΦ  есть преобразование Фурье (ПФ) от функции ( ):tϕ

	 ( ) 1( ) ( ) ( ) .
2

itt e dtξξ ϕ ξ ϕ
π

Φ = = ∫




Вейвлет-функцию ( )tϕ  называют базисным (материнским) вейвлетом.
Обратное преобразование Фурье определяется формулой 

	 1 1( ) { }( ) ( ) .
2

itt t e dξϕ ξ ξ
π

− −= =Φ Φ∫




Из (1.2) следует, что ( ) ( )( )ξ ϕ ξ=Φ   непрерывна в окрестности точки 0ξ =  и (0) 0Φ =  
(также рассматриваются вейвлеты, в которых это условие нарушается):

	 1(0) ( ) 0.
2

t dtϕ
π

Φ = =∫


Рассмотрим свойства базисных вейвлет-функций. Введем свертку функций 1( ) ( )k t L∈   и 
2( ) ( )f t L∈   относительно преобразования Фурье:

	 1( ) ( )( ) ( ) ( )
2

h t k f t k t s f s ds
π

= ∗ = −∫


.	 (1.3)

Лемма 1.1. Если функция ( )tϕ  – материнский вейвлет и 1( ) ( ),t Lψ ∈   тогда свертка функ-
ций ( )( ) ( )t h tϕ ψ∗ =  есть материнский вейвлет.

Доказательство приведено в [2].
Рассмотрим следующую задачу. Необходимо материнскому вейвлету ( )tϕ  поставить в со-

ответствие другой материнский вейвлет ( )h t  с помощью оператора свёртки * ,hϕ ψ =  то тем 
самым необходимо указать функцию ,ψ  являющуюся ядром интегрального оператора свёрт-
ки, т. е. решить интегральное уравнение типа свёртки 1-го рода. В общем случае такое решение 
можно получить лишь приближённо, для чего необходимо воспользоваться для решения 
уравнения (в образах Фурье) ( ) ( ) ( )H ξ ξ ξ= Ψ Φ  и ( ) 0, ,ξ ξΦ → → ∞  например, регуляризато-
ром 1-го порядка

	 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) 22

, ,
1

R H Rα α α

ξ
ξ ξ ξ ξ

α ξ ξ

Φ
Ψ = =

+ + Φ

Параметр регуляризации 0α >  зависит от уровня погрешности оператора свёртки и пра-
вой части ( ).h t  Выбирая различные функции ( )tψ  можно получить материнские вейвлеты 

( )h t  с необходимым набором свойств, т. е. ( )h t  может находиться в результате решения пря-
мой задачи.

Приведем некоторые свойства непрерывного вейвлет-преобразования. Заметим, что пре-
образование Фурье функции , ( ):a b tϕ

	
1
2

,
1{ ( )}( ) | | ( ) .ib

a b
t bt a e a

aa
ξϕ ξ ϕ ξ − = =  

 
Φ


 

Равенство Парсеваля (Планшереля) в непрерывном вейвлет-преобразовании является ба-
зовым, как и в теории преобразования Фурье. 

Теорема 1.1. Пусть функции 2, ( ).f g L∈   Тогда имеем
	 ( )

22
( )( )

( )( , ), ( )( , ) ,2 ( , )LL
W f a b W g a b C f gϕ ϕ ϕπ

×
=



 

	 (1.4)

где постоянная Cϕ  определяется формулой (1.2). 
Доказательство следует из представления вейвлет-преобразования Фурье и теоремы Пар-

севаля относительно преобразования Фурье.

	 ,1
2

1( )( , ) ( ) ( , ) ( , )
| |

a b ab
t bW f a b f t dt f F
aa

ϕ ϕ ϕ− = = = 


Φ =
∫


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1 1
2 2( )| | ( ) | | ( ( ) .)ib ibF a e a d a F a e dξ ξξ ξ ξ ξ ξ ξ−=Φ= Φ∫∫

 

С помощью равенства Парсеваля находится формула обращения – обратное вейвлет-пре-
образование (Inversion Formula).

Теорема 1.2. Пусть 2( ) ( )f t L∈  , тогда

	 1
2

1( ) (( ( , ))( ) ( )( , ) ( )
2 | |ab

da dbf t W F a b t W f a b t
C aϕ ϕ ϕ

ϕ

ϕ
π

−= = ∫ ∫
 

.

Доказательство. Пусть 2( ) ( ),f t L∈   тогда имеем

2 ,2 22 ( , ) ( )( , ) ( )( , ) ( )( , ) ( ) ( )
| | | |L a b

da db da dbC f g W f a b W g a b W f a b g t t dt
a aϕ ϕ ϕ ϕπ ϕ= = =∫ ∫ ∫ ∫ ∫

    

2

, ,2 2( )( , ) ( ) ( ) ( )( , ) ( ) , ( )
| | |

,
|a b a b

L

da db da dbW f a b t g t dt W f a b t g t
a aϕ ϕϕ ϕ

 
= =  

 
∫ ∫ ∫ ∫ ∫
    

откуда и следует требуемый результат 
Теорема 1.3. Вейвлет-преобразовании осуществляет изоморфизм пространства 2 ( )L   на 

2
2 ( ).L 

Доказательство следует из теоремы 1.2 и формулы

	
2

2 2
2( )

1 |( )( , ) | ,
2 | |L

da dbf W f a b
C aϕ

ϕπ
= ∫ ∫



 

которая получается из равенства Парсеваля (1.4), если ( ) ( )f t g t=  

1.2. Свертка функций относительно НВП

Рассмотрим произведение вейвлет-преобразований функций ( )k t  и ( )f t  и найдём обрат-
ное вейвлет-преобразование, в результате получим свертку функций ( )k t  и ( ).f t  Операцию 
свертки относительно НВП будем обозначать «#», в отличие от обозначения «∗», принятого 
для преобразования Фурье, если в выкладках будут производиться та и другая свертки. Рас-
смотрим несколько различных представлений для свёртки относительно НВП

( )( ) ( )( ) ( )( ) ( ) ( )( )1 1# { , , } , ,k f t W W k a b W a b W K a b F a bϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ
− −= ⋅ ≡ =

( ) ( ) ( ), 2

1  , ,
2 | |a b

da dbK a b F a b t
C aϕ ϕ

ϕ

ϕ
π

= =∫ ∫
 

( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ), , , 2

1   
2 | |a b a b a b

da dbk d f s s ds t
C aϕ

τ ϕ τ τ ϕ ϕ
π

= =∫ ∫ ∫ ∫
   

1
2

2 ( ) ( ) ( ) ( ( )) ( )    
2

| |
 i tdaK F a a a e d d

C a

ζ

ϕ

π ξ ζ ξ ξ ζ ξ ζ ξ ζ
π

−Φ Φ Φ= − − =∫ ∫ ∫
  

( ) ( ) ( , ) ( # )( ),i tK F Q e d d k f tζξ ζ ξ ξ ζ ξ ζ−= − =∫ ∫
 

где

	 1
2

1( , ) ( ) ( ( )) ( ) .
2

 
| |

daQ a a a
C aϕ

ξ ζ ξ ζ ξ ζ
π

= Φ −Φ Φ∫


Таким образом, получено выражение свертки через преобразования Фурье ( ),K ξ  ( )F ξ  
функций ( ),k t  ( ).f t  Далее,

	 , , , 2

1  ( # )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )  
2 | |a b a b a b

da dbk f t k f s s t d ds
C aϕ

τ ϕ τ ϕ ϕ τ
π

 
= =  

 
∫ ∫ ∫ ∫
   
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	 ( , , ) ( ) ( )  ( , ) ( ) ,q t s k f s d ds n t s f s dsτ τ τ= =∫ ∫ ∫
  

	 (1.5)

где 

	 , , , 2

1  ( , ) ( , , ) ( ) , ( , , ) ( ) ( ) ( ) .
2 | |a b a b a b

da dbn t s q t s k d q t s s t
C aϕ

τ τ τ τ ϕ τ ϕ ϕ
π

= =∫ ∫ ∫
  

Рассмотрим свертку вейвлет-преобразований. Пусть ( , )F a b  – вейвлет-преобразование 
функции ( )f t  с помощью вейвлета ( ).tϕ  Если воспользоваться представлением

( ) ( )
1
2( )( , ) | | ( , ),ibWf a b a F a e d F a bξξ ξ ξ−= Φ =∫



 ( ) ( )
1
2( )( , ) | | ( , ),ibWk a b a K a e d K a bξξ ξ ξ−= Φ =∫



то формулы для свёртки вейвлет-преобразований можно получить в следующем виде
( , ) ( )( , ) ( , ) ( , )H a b K F a b C K a b u F a u du= =∗ − =∫



( )( )( )( ) ( ) ( ) ( )
| |

i b u iuC K a e d F a e d du
a

ξ ηξ ξ ξ η η η− − −= Φ Φ =∫ ∫ ∫
  

( )( )( ) ( ) ( ) ( )
| |

i b u iuC K F a a e e du d d
a

ξ ηξ η ξ η ξ η− − −= Φ Φ =∫ ∫ ∫
  

2 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
| |

ibC K F a a e d d
a

ξπ ξ η ξ η δ ξ η η ξ−= Φ Φ − =∫ ∫
 

2 ( ) ( ) ( ) ( ) 
| |

ibC K F a a e d
a

ξπ ξ ξ ξ ξ ξ−= Φ Φ∫


 1 ( ) ( )
2

,k b t f t dt k fϕ ϕ ϕ ϕπ
= − = ∗∫



где 

	 1 1 1( ) ( ) ( ) ( ) .
| |2 2

it sk t K a e d k t s ds
a a

ξ
ϕ ξ ξ ξ ϕ

π π
−  = Φ = −  

 ∫ ∫
 

2. Уравнения типа Урысона

2.1. Сведéние к уравнению с осциллирующим ядром

Уравнения Урысона первого рода возникают в различных прикладных задачах [12]. В зави-
симости от наличия априорной информации, структуры модели и классов функций возника-
ют различные подходы для построения приближенных решений с использованием асимпто-
тических методов и методов регуляризации.

Рассмотрим модель уравнения Урысона следующего вида
	 ( ) ( )( ) ( ), , , .f s n t z s ds u t tξ ξ ξ− − = ∈ ∈∫



  	 (2.1)

Ядро уравнения ( )n t  может быть дельтообразной функцией; неизвестная функция ( )z s  ха-
рактеризует время прохождения двойного расстояния импульсом от точки наблюдения до ис-
комой поверхности и обратно; функция ( )f s  может быть известной или искомой (если харак-
теризует специфику отражения импульса от поверхности). Для единственности решения 
необходима система таких уравнений или регистрация отраженного сигнала в процессе дви-
жения точки наблюдения по заданной траектории.

В случае заданной функции ( )z s  и правой части ( , )u t ξ  функция ( )f s  определяется в ре-
зультате решения линейного уравнения первого рода. Если ( )z s  и ( )f s  заданы, то ( , )u t ξ  на-
ходится в результате решения прямой задачи. Классификация нелинейностей функции ( )z s  по 
правой части ( , )u t ξ  косвенно можно определить в результате решения спектральной задачи 
для линейного по f  оператора.

Применим преобразование Фурье по переменной t  к уравнению Урысона (2.1), с учетом 
соотношения 
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	 ( )( ){ } ( )( ) ( ) ( )1 ,
2

iwz siwtn t z s n t z s e dt e N wξξ ξ
π

−− − = − − =∫




получим уравнение Урысона с осциллирующим ядром
	 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 , ,iwz sf s e ds N w U w V wξ ξ ξ− −= ≡∫



или
	 ( ) ( ) ( ), .iwz sf s e ds V wξ ξ− =∫



В зависимости от области интегрирования, также рассматриваются интегральные опера-
торы вида

	 ( )( ) ( ) ( ), .iwg sAwf f s e dsξξ
Ω

= ∫
Представляет интерес вычисление спектра ( )Awσ  таких операторов. Например, для одно-

мерного случая

	 ( )( ) ( ) ( ) ( )
1

1

, 1.iwz t sAwf t f s e ds f t tλ−

−

= = ≤∫
Зная ( , )j jfλ  для известного ( )tτ  и w  имеем правую часть ( ) .j j ju t u fλ= ≡  И обратно, по 

набору ( , )j jfλ  и правой части можно предположить качественное поведение функции ( ).z t  
Для этого необходимо найти наиболее характерные функции ( )jz z t=  и соответствующие им 
правые части ( ).ju u t=  Для 1w  применим асимптотический анализ к интегральным опера-
торам Aw  [8, с.127].

Рассмотрим наиболее простой вариант уравнения
	 ( )( ) ( ) ( ), .Az f s n t z s ds u t t≡ − = ∈∫



 	 (2.2)

Применим вейвлет-преобразование
	 ( )( ) ( ) ( )( ){ } ( ), , .WA a b f s W n t z s ds U a b= − =∫



Так как

( )( ){ }( ) ( )( ){ }( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1 1
2 2, ,i z sib ibW n t z s a b a n t z s a e a N e a e dsξξ ξξ ξ ξ ξ− −− = − Φ = Φ∫ ∫
 



получаем

	 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1 1
2 2 .i z s ds ib iba f s e N a e a U a e dsξ ξ ξξ ξ ξ ξ− − 

Φ = Φ 
 

∫ ∫ ∫
  

Откуда следует, что

	 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 , 0i z sf s e ds N U Nξ ξ ξ ξ−= ≠∫


или в регуляризованном виде относительно ядра ( )N ξ

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) 2 ,i z s N U

f s e ds V
a N

ξ ξ ξ
ξ

ξ
= ≡

+
∫


т. е. приходим к нелинейному уравнению типа Урысона с осциллирующим ядром. Несмотря 
на то, что особого выигрыша по сравнению с преобразованием Фурье нет, применение вей-
влет-преобразования в случае численных расчетов на конечных интервалах позволяет устра-
нять высокочастотные помехи (погрешности).

Заметим, что если функция ( )z s  монотонно возрастающая, то уравнение (2.2) при замене 
( ),z sτ =  ( )s ϕ τ= сводится к уравнению
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	 ( )( ) ( ) ( ) ( ) ,f t n t d u t tϕ τ ϕ τ τ′− = ∈∫




и является уравнением типа свертки относительно неизвестной функции ( ) .f vϕ ϕ′ =  В рабо-
те [12] рассмотрены различные случаи априорной информации и применения асимптотиче-
ских методов.

2.2. Уравнения первого рода относительно вейвлет-преобразования

Задача решения уравнения
	 #Af k f g≡ = 	 (2.3)

является некорректно поставленной. Регуляризирующий алгоритм соответствует решению 
экстремальной задачи

	
2 2

2 2( ( )) # inf,
L L

J f f k f gα⋅ = + − →

где α  – параметр регуляризации и определяется через уровень погрешности ядра и правой 
части ( , ).hη δ=

	 ( # )( ) ( , , ) ( )  ( ) ( , ) ( ) .k f t q t s k d f s ds n t s f s dsτ τ τ= =∫ ∫ ∫
  

Найдём производную Фреше функционала
	 ( ) ( )

2

2# # , # ,
L

J f k f g k f g k f g= − = − −

	 ( ) ( ) ( )2
2

1

0 ( , ) ( , ) ( , ), ( , ) ( , ) 0,
2 L

C
J f h K a b F a b G a b K a b H a bϕ

ϕ ϕ ϕ ϕ ϕπ

−

′ = ⇔ − =


( ) ( ) ( ) ( )2
, , , , .K a b F a b K a b G a bϕ ϕ ϕ ϕα + =  

Отсюда следует, что	

	 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
12

, , , , , , ,F a b K a b K a b G a b R a b G a bϕ ϕ ϕ ϕ α ϕα
−

 = + =  
или

	 ( ) ( ) ( ){ }( ) ( )( )1 , , # .f t W R a b G a b t r g tα ϕ α ϕ α
−= = 	 (2.4)

В отличие от решения уравнения типа свертки, решение УТС (2.3) выражается через вей-
влет-преобразование ядра и правой части. Из равенства Парсеваля (1.4) и теории методов 
регуляризации [9]. 

Теорема 2.1. Пусть D  – замкнутое, выпуклое множество априорных ограничений задачи 
(например, 2 2D W L′= ⊂ ), A – взаимно однозначный оператор, ,g Af f=  – точное решение (2.3), 

.f D∈  Приближенное решение ( )f α η
η  принадлежит множеству D по заданному набору ( , , )hA gδ η , 

( , )hη δ= , где δ  – погрешность правой части уравнения (2.3), || || , 0, || ||hA A h h g gδ δ− −   , 
тогда ( )f zα η

η →  при 0η →  таким образом, что 2( ) / ( ) 0η δ α η+ → . Решение может быть вы-
брано, согласно обобщенному принципу невязки (например, по формуле (2.4) для 2f L∈ ).

Заключение

Рассмотренные подходы к решению линейных и нелинейных уравнений типа свертки от-
носительно преобразования Фурье или вейвлет-преобразования в зависимости от априорной 
или другой дополнительной информации позволяют строить регуляризирующие алгоритмы 
для уравнений первого рода. Уравнение Урысона типа свертки сводится к уравнению с ос-
циллирующим ядром. К такому уравнению применимы методы Прони, сводящие дискретные 
варианты уравнений к решению линейных разностных уравнений и поиску корней многоч-
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лена. Для уравнений на конечном промежутке естественно использовать быстрые дискрет-
ные преобразования Фурье и вейвлет-преобразования в сочетании с регуляризирующими 
алгоритмами. Можно рассматривать аналоги уравнений Урысона типа свертки относительно 
вейвлет-преобразования. Но нет реальных применений. Здесь можно использовать замену од-
ного вейвлета на другой, применять близкие уравнения и строить итерационные алгоритмы, 
что предполагается.
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ГРАФОСТРУКТУРНОЕ МОДЕЛИРОВАНИЕ: КЛИКОВЫЙ ПОДХОД

Липецкий государственный технический университет

С. Л. Блюмин, Н. Ю. Жбанова, А. С. Сысоев

Аннотация. На основе кликового подхода установлены взаимосвязи типа граф  гипер-
граф, граф  метаграф, гиперграф  метаграф. В работе исследуются матричные харак-
теристики данных графовых структур, такие как матрицы инцидентности, валентности, 
смежности и лапласианы, а также связывающее их каноническое соотношение. На про-
стых примерах демонстрируются взаимосвязи матричных характеристик гиперграфов и 
их кликовых мультиграфов, а также метаграфов и их кликовых мультиграфов.
Ключевые слова: графоструктурное моделирование, клика, матрица инцидентности, ма-
трица смежности, матрица валентности, лапласиан, гиперграф, метаграф.

Введение

С самого возникновения понятия гиперграфов [1], а затем метаграфов [2], стоял вопрос 
о взаимосвязях этих графовых структур между собой и с обычными графами. Возникали и 
более общие и более гибкие графовые структуры – итерграфы, интерграфы, юберграфы и т. п., 
объединившиеся в широкое направление – графоструктурное моделирование. Одна из край-
них точек зрения состояла в том, что никакие более общие и более гибкие графовые струк-
туры не нужны ни в теории, ни в приложениях – достаточно обычных графов. Тем не менее 
число сторонников графоструктурного моделирования в достаточно широком смысле этого 
слова продолжает расти, как и области их применения. Эффективным является использова-
ние концепции графоструктурного моделирования при цифровизации организационных, ин-
формационных, технологических, экономических  систем и управлении ими. 

В последнее время возник кликовый подход к установлению взаимосвязей графовых 
структур, основанный на использовании клик в этих структурах. Алгоритмы отыскания клик 
в графах начинали разрабатываться в [3–5]; они тесно связаны с кластеризацией графов; об-
ширные и детальные анализ и сравнение алгоритмов кластеризации графов представлены в 
[6]. Следует отметить, что в сравнительно недавних работах [5–6] связь с гиперграфами и ме-
таграфами не рассматривается.

Цель данной работы – установление взаимосвязей типа граф  гиперграф, граф  мета-
граф, гипергаф  метаграф на основе кликового подхода. Сравнение результатов выполняет-
ся на примерах графовых структур, заимствованных из литературы, посредством системати-
ческого использования их матричных характеристик – матриц инцидентности ,I  валентности 

,D  смежности A  и лапласианов ,L  а также связывающего их канонического разложения типа 
,T= ⋅ = ±L I I D A  интерпретация которого в ряде случаев будет дана ниже.

1. Кликовый подход и гиперграфы

При кликовом подходе клики графа могут интерпретироваться как гиперребра его клико-
вого гиперграфа или как метавершины его кликового метаграфа. В [7], наоборот, предложено 
с гиперграфом связать его кликовый мультиграф, к котором гиперребра гиперграфа интер-
претируются как клики этого кликового мультиграфа. Подобный подход применен и в [8]. 
Следует отметить, что если от графа перейти к его кликовому гиперграфу, а от него – к его 
кликовому мультиграфу, то последний, вообще говоря, будет отличаться от исходного графа. 
Для иллюстрации этого рассмотрим граф G  из [5], представленный матрицей инцидентности
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1 1 1
2 1 1 1
3 1 1 1 1
4 1 1 1 1 1

( ) .5 1 1
6 1 1 1 1
7 1 1 1
8 1 1 1 1
9 1 1 1

G

 
 
 
 
 
 
 =
 
 
 
 
 
 
 

I

Как уже отмечалось, работа [5] посвящена отысканию клик в графе и развивает алгорит-
мы, представленные в [3, 4]; связь с гиперграфами в [5] не рассматривается. Для данного графа 
в [5] найдены клики 4678, 456, 348, 129, 239. При кликовом подходе они интерпретируются как 
гиперребра кликового гиперграфа ( ):C G  

1
1 1

1 1
1 1 1

( ( )) .1
1 1
1
1 1

1 1

C G

 
 
 
 
 
 
 =
 
 
 
 
 
 
 

I

Матрица инцидентности кликового мультиграфа этого кликового гиперграфа:
1 1
1 1 1 1

1 1 1 1
1 1 1 1 1 1 1

( ( ( ))) .1 1
1 1 1 1 1

1 1 1
1 1 1 1 1

1 1 1 1

C C G

 
 
 
 
 
 
 =
 
 
 
 
 
 
 

I

Следует обратить внимание на то, что удвоились ребра исходного графа 29, 46, 48.  Это – 
признак того, что кликовый граф гиперграфа оказывается именно мультиграфом.

Представляет интерес сравнение лапласианов и входящих в канонические разложения ма-
триц валентности и смежности этих графовых структур:

( ) ( ) ( ) ( ) ( )TG G G G G= ⋅ = + =L I I D A
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=

2
3

4
5

2
4

3
4

3

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

+

1 1
1 1

1 1 1
1 1 1 1
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1 1

1

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

( ( )) ( ( )) ( ( )) ( ( )) ( ( ))TC G C G C G C G C G= ⋅ = + =L I I D A

= 
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2

2

 
 
 
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 
 
 
 
 
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( ( ( ))) ( ( ( ))) ( ( ( ))) ( ( ( ))) ( ( ( )))TC C G C C G C C G C C G C C G= ⋅ = + =L I I D A
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5

4

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

+
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1 2

1 1 1
1 2 1 2

.1
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1

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Так как лапласианы симметричны, то представлены только их диагонали и наддиагональ-
ные части. 

Следует отметить, что валентности – степени вершин – трех рассмотренных графовых 
структур различны: в матрице ( ( ))C GD  они меньше, чем в матрице ( ),GD  так как количество 
клик в графе ,G  а потому и количество гиперребер его кликового гиперграфа ( ),C G  меньше 
количества ребер графа ;G  в матрице же ( ( ( ))),C C GD  как матрице валентности мультиграфа, 
они больше двух предыдущих: по сравнению с исходным графом, в связи с тем, что удвоились 
ребра 29, 46, 48, увеличились на единицу степени второй, шестой и восьмойй вершин, на двой-
ку – степень четвертойй вершины. Матрицы смежности ( ( ))C GA  гиперграфа и ( ( ( )))C C GA  
его кликового мультиграфа естественным образом совпадают; их отличие от матрицы ( )GA  
исходного графа отражает удвоение ребер 29, 46, 48. 



350

В качестве еще одной иллюстрации кликового подхода рассмотрим пример гиперграфа  из 
работы [7] – одной из первых работ, посвященных кликовому подходу:

({1,...,5};{123,145,345}).H =
Его матрица инцидентности, лапласиан и каноническое разложение последнего на матри-

цы валентности и смежности имеют вид:
1 1 1

( ) 1 1 1 ,
1 1 1

TH
 
 =  
  

I

( ) ( ) ( ) ( ) ( )TH H H H H= ⋅ = + =L I I D A
1 1
1
1 1

1 1
1 1

 
 
 
 =
 
 
  

∙
1 1 1
1 1 1

1 1 1

 
 
 
  

=
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1 1 2 2
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 
 
 
 
 
 
  

=

2
1
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2

 
 
 
 
 
 
  

+

1 1 1 1
1 1

.1 1 1 1
1 1 2
1 1 2

 
 
 
 
 
 
  

Кликовый мультиграф ( )C H  этого гиперграфа, в соответствии с данным выше его описа-
нием, определяется матрицей инцидентности

1 1 1 1
1 1

( ( )) ,1 1 1 1
1 1 1 1

1 1 1 1

C H

 
 
 
 =
 
 
  

I

так что его лапласиан и каноническое разложение имеют вид:
( ( )) ( ( )) ( ( )) ( ( )) ( ( ))TC H C H C H C H C H= ⋅ = + =L I I D A

1 1 1 1
1 1

1 1 1 1
1 1 1 1

1 1 1 1

 
 
 
 =
 
 
  

∙

1 1
1 1

1 1
1 1
1 1

1 1
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1 1

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

=

4 1 1 1 1
1 2 1
1 1 4 1 1
1 1 4 2
1 1 2 4
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 
 
 
 
 
  

=

=

4
2

4
4

4

 
 
 
 
 
 
  

+
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.1 1 1 1
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 
 
 
 
 
 
  

Следует отметить, что матрицы смежности исходного гиперграфа и его кликового мульти-
графа совпадают: ( ( )) ( ).C H H=A A  Присутствие двойки в матрице смежности гиперграфа 
определяется тем, что вершины 4 и 5 принадлежат двум гиперребрам; соответствующая двой-
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ка в матрице смежности кликового мультиграфа графа определяется тем, что его ребро 45 ду-
блируется, что и определяет этот граф как мультиграф. Следует также отметить, что матрицы 
валентности исходного гиперграфа и его кликового мультиграфа не совпадают, причем вторая 
равна удвоенной первой: ( ( ))C H =D 2 ( ) ( ).H H= ≠D D

2. Кликовый подход и метаграфы

Гиперребра данного гиперграфа можно, причем не единственным способом, ориентиро-
вать, превратить в гипердуги; один из широко известных способов, также неоднозначный, ча-
сто характеризуемый как «расстановка минусов в матрице инцидентности гиперграфа», со-
стоит в разбиении гиперребер на «начальные» и «финальные» подгиперребра. Это можно 
трактовать и как переход от неориентированного гиперграфа к ориентированному, и как пе-
реход от гиперграфа к метаграфу, трактуя подгиперребра как метавершины, а связь между 
ними – как метадуги. В последнем примере один из способов такого перехода приводит к ме-
таграфу ,M  определяемому матрицей инцидентности 

( )MI

1 1
1

.1 1
1 1
1 1

− 
 − 
 = −
 
 
  

Ясно, что «расстановка минусов» может быть выполнена множеством других способов; в 
конкретных приложениях способ может быть подсказан содержательным существом задачи. 
Следует отметить, не вдаваясь здесь в подробности, частично исследованные в соответствую-
щей литературе, что некоторые из представленных ниже формальных результатов не зависят 
от конкретной «расстановки минусов».

Лапласиан предложенного метаграфа и его каноническое разложение имеют вид:
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) [ ]( ) [ ]( )TM M M M M M M M= ⋅ = + = + + − − =L I I D A D A A

1 1
1

1 1
1 1
1 1

− 
 − 
 = −
 
 
  

∙
1 1 1
1 1 1

1 1 1

− 
 − 
 − 

=

2 1 1 1 1
1 1 1

1 1 2 1 1
1 1 2 2
1 1 2 2

− − − 
 − − 
 − − −
 − − 
 − − 

=

=

2
1

2
2

2

 
 
 
 
 
 
  

+

1

1
2

2

 
 
 
 
 
 
  

–

1 1 1
1 1

1 1 1
1 1
1 1

 
 
 
 
 
 
  

Здесь [ ]( )M+A  – подматрица положительных элементов матрицы ( )MA  (они соответ-
ствуют вершинам, попавшим в одну «концевую» метавершину метадуги), [ ]( )M−A  – подма-
трица отрицательных элементов матрицы ( )MA  (они соответствуют вершинам, попавшим в 
разные «концевые» метавершины метадуги); двойка интерпретируется так же, как выше. Ма-
трица валентности метаграфа совпадает с матрицей валентности исходного гиперграфа, если 
не разделять степени вершин на полустепени выхода и полустепени входа. 

Кликовый мультиграф ( )C M  предложенного метаграфа определяется матрицей инци-
дентности



352

1 1 1 1
1 1

( ( )) .1 1 1 1
1 1 1 1

1 1 1 1

C M

− − 
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 = − −
 
 
  

I

Его лапласиан и каноническое разложение имеют вид:
( ( )) ( ( )) ( ( )) ( ( )) [ ]( ( )) [ ]( ( ))TC M C M C M C M C M C M= ⋅ = + + − − =L I I D A A
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Следует, как и выше, отметить, что матрицы валентности метаграфа и его кликового муль-
тиграфа не совпадают, причем вторая равна удвоенной первой, ( ( ))C M =D 2 ( ) ( ),M M= ≠D D  
тогда как матрицы смежности совпадают, ( ( )) ( ).C M M=A A

Заключение

Таким образом, в данной работе на простых примерах графовых структур проиллюстри-
рован кликовый подход к установлению их взаимосвязей.
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РАСПОЗНАВАНИЕ МУЗЫКАЛЬНЫХ КОМПОЗИЦИЙ С ПОМОЩЬЮ 
СОПОСТАВЛЕНИЯ МАЛЫХ ОБРАЗЦОВ ИХ ЦИФРОВЫХ АУДИОСИГНАЛОВ
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Аннотация. Вопросы распознавания музыкальных произведений по их музыкальным 
фрагментам представляют интерес не только с точки зрения поиска требуемой информа-
ции, но и в случае выявления заимствований в тех или иных музыкальных композициях. 
В данной работе рассматривается один из подходов к решению задачи распознавания ме-
лодий, а также приводится описание алгоритмов, используемых для ее реализации.
Ключевые слова: цифровой аудио сигнал, отпечаток аудио, частотный спектр цифрового 
сигнала, клиент-серверное приложение, база данных цифровых аудио фрагментов.

Введение

Данная работа посвящена описанию одного из алгоритмов распознавания музыки, осно-
ванного на создании так называемых «аудио отпечатков», а также обсуждению разработанно-
го приложения, предназначенного для реализации этого алгоритма. 

Суть представленного алгоритма, многие идеи которого были взяты из статьи [1] Кристо-
фа Калензага (Christophe Kalenzaga), состоит в следующем:

– вначале формируется база данных аудио отпечатков (отпечаток аудио, audio fingerprint – 
некоторый набор цифровых данных, который может быть использован для быстрого поиска 
аудио композиции в базе данных по ее фрагменту) некоторой коллекции музыкальных про-
изведений (песен), с которыми в дальнейшем будет сравниваться записанный пользователем 
фрагмент аудиозаписи. 

– затем осуществляется процесс поиска, который позволяет на основе существующих от-
печатков по данному фрагменту песни быстро и эффективно определить, представлена ли эта 
запись в коллекции.

Стоит отметить, что использование формата аудио отпечатков предпочтительнее в отли-
чие от, например, хэш-функций (таких как SHA, MD5 и т. д.). Дело в том, что при создании 
отпечатков музыкальных композиций используется частотный спектр аудио сигнала. При не-
значительном изменении исходных данных (например, изменении уровня сжатия MP3 фай-
ла), частотный диапазон будет претерпевать небольшие изменения, что, в свою очередь, при-
ведет к тому, что значительная часть отпечатков аудиозаписи сохранится. Однако значение 
хэш-функции при таком подходе изменится, что приведет к невозможности ее дальнейшего 
использования.

Разработанный программный продукт представляет собой клиент-серверное приложение, 
которое позволяет на стороне клиента записать отрывок музыкальной композиции на микро-
фон. После этого будет сформирован набор отпечатков полученной аудиозаписи, отправляе-
мый в дальнейшем на сервер. 

Серверная часть приложения, в свою очередь, содержит базу отпечатков имеющихся в кол-
лекции композиций, с каждой из которых последовательно будет осуществлен процесс срав-
нения полученной аудиозаписи с целью ее распознавания.
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1. Получение частотного спектра аудио

Первым шагом к получению аудио отпечатков каждой композиции является построение 
ее частотного спектра. На рис. 1 представлен один из возможных алгоритмов для получения 
спектра аудио сигнала с точки зрения клиент-серверного приложения. На стороне сервера 
звук с частотой дискретизации 44.1 кГц (подавляющее большинство песен имеет именно та-
кую частоту дискретизации) должен быть преобразован из формата стерео в моно. Это по-
зволит уменьшить объем обрабатываемых и хранимых данных. Как правило, данное преоб-
разование допустимо по причине того, что аудио каналы в музыкальных композициях имеют 
незначительные отличия в данных. Далее необходимо отфильтровать все частоты выше 5 кГц 
для того, чтобы избежать искажений при дальнейшем понижении частоты дискретизации до 
11.025 кГц. После этого применяется оконная функция и дискретное преобразование Фурье. 
В результате будет получен спектр аудио сигнала со следующими характеристиками:

• Частоты от 0 до 5 кГц;
• Размер интервала 10.7 Гц;
• Длина окна – 0.1 секунда.

Данный набор характеристик при работе алгоритма создания отпечатков обеспечивает 
должное разрешение спектра по частоте. В этом случае удается уменьшить утечку спектра и 
иметь достаточно полное представление о наиболее важных частотах, содержащихся в компо-
зиции. В то же время, необходимо максимально сократить время вычислений и, следователь-
но, использовать минимально возможный размер окна.

По теореме Котельникова частота дискретизации сигнала должна вдвое превышать его 
максимальную частоту. Следовательно, если сигнал дискретизирован с частотой 11.025 кГц, 
его спектр может содержать только частоты до 5 кГц. 

Чтобы не вносить искажения при понижении частоты дискретизации (иначе более вы-
сокие частоты будут «накладываться» на оставшийся спектр), необходимо воспользоваться 
фильтром низких частот (ФНЧ), который уберет большую часть спектра выше 5 кГц.

1.1. Понижающая дискретизация

После фильтрации исходного сигнала необходимо понизить частоту дискретизации с 
44.1 кГц до 11.025 кГц. Делается это следующим образом: требуется взять каждые 4 сэмпла 

Рис. 1. Алгоритм получения частотного спектра на стороне клиента и на стороне сервера
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исходного аудио и вычислить их среднее арифметическое значение. Выбор частоты 11.025 кГц 
обусловлен несколькими факторами:

1. Снижение частоты дискретизации позволит сохранить высокое разрешение по частоте и 
одновременно уменьшить размер окна для дискретного преобразования Фурье.

2. Большой диапазон частот (от 0 до 20 кГц) в исходном сигнале будет обладать избыточ-
ной информационной нагрузкой (поскольку далеко не все частоты будут полезны при анализе 
спектра при работе алгоритма), что приведет к ненужному увеличению объема хранимых и 
обрабатываемых данных.

3. Чтобы не вносить дополнительных искажений в сигнал при его передискретизации, не-
обходимо выполнить деление или умножение (в зависимости от условия задачи) исходной 
частоты на целое число (в данном случае выполняется деление на 4 для того, чтобы получить 
спектр с диапазоном частот от 0 до 5 кГц).

1.2. Преобразование Фурье и оконная функция

Использование дискретного преобразования Фурье (ДПФ) в чистом виде в нашем слу-
чае недопустимо, поскольку вычислительная нагрузка данного алгоритма достаточно велика. 
Вместо этого целесообразно воспользоваться одним из алгоритмов быстрого преобразования 
Фурье (БПФ).

Утечка спектра – это эффект перераспределения энергии в измеренном спектре от одной 
частотной составляющей к другим. Использование ДПФ/БПФ для нецелого числа периодов 
сигнала дает спектр, в котором возникают утечки. Это происходит потому, что данное преоб-
разование применяется для одного периода сигнала в предположении непрерывности и пери-
одичности сигнала на бесконечном интервале времени. Искусственные разрывы сигнала (то 
есть конечная длительность выборки) приводят к появлению высших гармоник, которых нет 
в исходном сигнале.

На практике необходимо применить БПФ к отрезкам сигнала малой длины (по сравнению 
с размером всей выборки), так как для алгоритма требуется хорошее разрешение по времени. 
Ограничение интервала анализа равносильно произведению исходного сигнала на прямоу-
гольную оконную функцию (рис. 2). В результате этого возникает утечка спектра.

Нельзя избежать спектральной утечки, однако можно повлиять на то, как утечка будет себя 
вести, выбрав вместо прямоугольного окна более подходящее.

Рассмотрим несколько оконных функций, и примеры спектральной утечки при их приме-
нении (для сравнения, на рис. 3 представлен «идеальный» спектр синусоиды):

Рис. 2. Произведение сигнала 0 ( )s t  и прямоугольной оконной функции ( )w t
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Прямоугольное окно (рис. 4) имеет отличные характеристики для синусоид сравнимой 
силы, но это плохой выбор для синусоид с разной амплитудой (что имеет место в песне, по-
скольку музыкальные ноты не имеют одинаковую громкость):

Окно Блэкмана (рис. 5) лучше использовать в случае, когда утечка спектра сильных ча-
стот скрывает слабые частоты. Но эти окна хуже справляются с шумом чем прямоугольные, 
поскольку шум будет скрывать больше частот. Это является проблемой для алгоритма распоз-
навания музыки, который предполагает запись отрывков песен в шумных местах (на улице, в 
магазине, и т. д.).

Рис. 3. «Идеальный» спектр некоторой синусоиды

Рис. 4. Прямоугольная оконная функция

Рис. 5. Оконная функция Блэкмана
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Окно Хэмминга (рис. 6) находится между этими двумя крайностями и является лучшим 
выбором для алгоритма распознавания музыки, поэтому в дальнейшем в работе будет исполь-
зоваться именно этот подход.

Далее в программной реализации будем использовать формулу оконной функции Хэм-
минга (1):

	 ( ) ( )* ( )y n x n w n= 	 (1)

	 2( ) 0.53836 0.46164*cos ,
1

nw n
N

π = −  − 
	 (2)

где y  – выходные данные, x  – входные данные, N  – длина входных данных.

2. Использование и фильтрация спектра

На данном этапе предполагается, что спектр композиции уже получен. Поскольку алго-
ритм распознавания музыки должен быть устойчив к шуму, необходимо учитывать только 
самые сильные (имеющие наибольшую амплитуду в спектре) частоты. Однако нельзя исполь-
зовать просто n наиболее мощных частот в спектре, поскольку во многих музыкальных про-
изведениях некоторые частотные области специально усиливаются (например, низкие или 
высокие частоты). В этом случае, если, к примеру, две песни будут содержать схожие между 
собой барабанные или гитарные партии, алгоритм будет действовать ошибочно.

Существует способ, который в некоторой мере помогает бороться с данной проблемой. Он 
состоит в разделении спектра на некоторые интервалы, например, на основе приблизительной 
частоты первой ноты (До или C) в каждой октаве:

• 130–261 Гц;
• 261–523 Гц;
• 523–1046 Гц;
• 1046–2093 Гц;
• 2093–4186 Гц.
Частоты ниже 130 Гц использовать нецелесообразно, поскольку на воспроизведение низ-

ких частот способно далеко не каждое аудиоустройство, и вместо полезного сигнала на записи 
возможен шум, поэтому информации о частотах на всем отрезке 130–4186 Гц будет достаточно.

После разбиения спектра на выбранные интервалы в каждом из них ищется самая сильная 
частота, после чего вычисляется m  – среднее арифметическое амплитуд полученных частот, и 
отбрасываются все частоты ниже порога   w m k= ∗  (в дальнейшем, отбрасываемые частоты 

Рис. 6. Оконная функция Хэмминга
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будем называть слабыми частотами), где k  – коэффициент, который влияет на количество от-
брасываемых частот (то есть сдвигает порог w  в меньшую или большую сторону). Удаление 
слабых частот в одних интервалах относительно других необходимо потому, что существуют 
композиции различных жанров, в некоторых из которых есть явное преобладание определен-
ных частотных интервалов. В этих случаях, при отсутствии фильтрации слабых частот, их ме-
сто в записи образца для распознавания может занять шум, который «испортит» этот интервал.

В конечном итоге применение этого алгоритма гарантирует получение отфильтрованного 
спектра песни, в котором будут сохранены самые сильные частоты на каждом из интервалов 
исходного разбиения. Отфильтрованный спектр – это еще не окончательный отпечаток песни, 
но значительная его часть.

3. Создание отпечатков песен

Если использовать классический подход к поиску сделанной аудиозаписи в базе данных 
(БД) имеющихся песен, достаточно наложить для сравнения эту запись на каждую песню из 
базы данных множество раз, сдвигая при этом образец по времени (поскольку заранее не из-
вестен момент начала записи и, как следствие, точка начала вхождения этой записи в ту или 
иную композицию из БД). Однако такой алгоритм абсолютно неэффективен, и каждый такой 
процесс поиска будет отнимать довольно много времени.

Будем называть частотно-временной точкой упорядоченную пару значений времени и ча-
стоты в спектре сигнала. Вместо того, чтобы в тестовом образце исследовать каждую такую 
точку по очереди, будем обрабатывать и искать в композициях из БД сразу несколько из них. 
Такую группу точек будем называть целевой зоной. Для примера зададим её размер равным 5 
(на практике это значение может отличаться в зависимости от требований к качеству и произ-
водительности работы алгоритма). Чтобы быть уверенным, что и запись, и композиция из БД 
будут генерировать одинаковые целевые зоны, необходимо установить порядок следования 
между точками в отфильтрованном спектре (рис. 7).

1. Если две частотно-временные точки имеют одинаковое время, то точка с наименьшей 
частотой должна иметь меньший порядковый номер.

2. Если временная характеристика точки имеет меньшее значение, то точка также должна 
иметь меньший номер.

На представленном рисунке каждый пронумерованный ромб-объект является отдельной 
частотно-временной точкой.

Далее одинаковые целевые зоны создаются на спектрах разных аудио сигналов по следую-
щему правилу: чтобы создать целевые зоны в спектре, нужно для каждой частотно-временной 
точки создать группу, состоящую из этой точки, и n  точек, следующих за ней по порядку. Бу-
дем в качестве примера полагать, что 4.n =

Рис. 7. Пример нумерации на упрощенном представлении отфильтрованного спектра песни
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Теперь, получив набор целевых зон, необходимо для каждой отдельной частотно-времен-
ной точки описать ее адрес. Для того, чтобы сгенерировать такой адрес, необходима опорная 
точка, которая привязывается к целевой зоне. В качестве таковой будем использовать первую 
точку перед целевой зоной (рис. 8).

Будем описывать адрес каждой частотно-временной точки зоны с помощью следующей 
структуры:

“Адрес”
{
“Частота опорной точки”;
“Частота точки из целевой зоны”;
“Разница во времени (дельта) между этими точками”;
}

После этого каждый адрес необходимо связать со следующей структурой, которая отража-
ет связь опорной точки с песней:

“Опорная точка композиции”
{
“Абсолютное время опорной точки в песне”;
“Идентификатор песни”;
}

Данный алгоритм необходимо применить ко всем целевым зонам всех песен, после чего 
получим таблицу, которая будет состоять из адресов и опорных точек композиции. Такую та-
блицу мы будем считать базой данных отпечатков песен.

Отметим, что для эффективного хранения и использования каждого вычисленного адреса, 
необходимо сохранять его данные в едином 32-х или 64-х битном целом числе, выделив под 
каждое поле в соответствующей структуре определенный набор бит. В этом случае для реали-
зации алгоритма эффективного поиска, оценка сложности которого равна O(1), можно будет 
использовать ассоциативный массив, ключом которого будет являться адрес, а значением – 
опорная точка композиции.

4. Поиск мелодии в базе данных

Для того, чтобы выполнить поиск записанного отрывка песни в БД, необходимо сформиро-
вать набор отпечатков данной аудиозаписи и затем сгенерировать массив пар адрес-значение, 
где структура адреса совпадает с ранее описанной, а значение представляет собой «абсолют-
ное время опорной точки в записи». При реализации алгоритма это должно происходить на 

Рис. 8. Опорная точка (0) и ее целевая зона из 5 точек (1–5)
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клиентской стороне, после чего полученные данные (указанный массив пар адрес-значение) 
должны отправляться на сервер для поиска в БД.

На сервере каждый адрес из исследуемого фрагмента аудиозаписи используется для поиска 
(в БД отпечатков) опорных точек композиций. Если предположить, что база данных отпечат-
ков находится в оперативной памяти, с точки зрения оценки сложности данного алгоритма 
стоимость поиска пропорциональна количеству адресов в аудиозаписи. 

В процессе поиска функция нахождения опорных точек композиций возвращает большое 
их количество, например, M  штук. Несмотря на то, что полученный массив (будем называть 
его M  по числу элементов) огромен, он намного меньше, чем количество частотно-временных 
точек всех песен. Стоит отметить, что основная идея данного алгоритма поиска как раз и со-
стоит в том, чтобы вместо поиска в песне одной частоты (частотно-временной точки), искать 
несколько частот, которые независимы от абсолютного времени (при этом используется мо-
дуль разности временных характеристик двух точек).

На следующем шаге необходимо отфильтровать М результатов поиска, оставив только те 
опорные точки композиций, которые имеют максимальное количество целевых зон, общих с 
исследуемой записью. Дело в том, что количество опорных точек композиций может совпа-
дать у совершенно разных песен в достаточно большом количестве, однако при этом значи-
тельная их часть будет иметь минимальное количество общих целевых зон с записью. Как раз 
такие песни необходимо убрать из рассмотрения.

Данный процесс может быть организован с помощью ассоциативного массива за время 
( ),O M  ключом которого является опорная точка композиции, а значением – количество появ-

ления ключа в массиве ,M  с помощью следующего алгоритма:
1. Проходим по результатам массива М и подсчитываем, сколько раз присутствует в нем 

опорная точка композиции. Это количество записывается в ассоциативный массив .L
2. Убираем все опорные точки композиции, которые не образуют целевую зону, а именно 

те, для которых опорная точка композиции встречается менее –k Eps  раз, где k  – кол-во то-
чек в целевой зоне, Eps  – некоторая погрешность, применяемая для устойчивости к шуму.

3. Подсчитываем, сколько раз идентификатор каждой песни из БД встречается в массиве 
,L  иными словами, находим количество целевых зон в каждой песне.

4. Убираем из рассмотрения все песни, количество целевых зон которых меньше ,H c∗  где 
H  – количество целевых зон в исследуемой записи, c  – некий коэффициент, который должен 
уменьшить H  из-за возможного шума в записи, представляющий собой минимальный про-
цент совпадения целевых зон у текущей композиции из БД и исследуемой аудиозаписи. Напри-
мер, при совпадении хотя бы 50 % целевых зон значение коэффициента берется равным 0.5.

В итоге, в дальнейшем будут рассматриваться только те песни из БД, которые действитель-
но похожи на исследуемую запись. Однако при этом необходимо проверить временную со-
гласованность между частотами записи и этими песнями. Иными словами, необходимо найти 
такое вхождение образца в композицию, при котором количество совпавших частотно-вре-
менных точек будет максимальным.

Алгоритм отбора композиций по временной согласованности выглядит следующим образом:
1. Для каждого адреса в записи мы получаем ассоциированное значение песни из массива 

L и вычисляем ,delta  представляющую собой разность «абсолютное время опорной точки в 
записи» – «абсолютное время опорной точки в песне», после чего помещаем значение delta  в 
ассоциативный массив S  (каждой песне соответствует набор величин delta  и их количество). 
Возможно, что адрес в записи связан с множественными значениями в песне (то есть множе-
ственными точками в различных целевых зонах песни): в этом случае необходимо также поме-
стить значение delta  в массив .S

2. У каждой песни находится delta  с максимальным количеством вхождений.
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3. В результате остается та песня, у которой количество вхождений delta  максимально. 
При этом уровень совпадения должен быть выше порогового, иначе считается что в базе дан-
ных искомой песни нет.

Подводя итоги, еще раз кратко перечислим этапы процесса распознавания песни:
1. Вначале формируется база данных отпечатков песен, имеющихся в коллекции. Для этого 

каждая композиция предварительно обрабатывается с помощью ряда процедур (НЧ фильтр, 
понижающая дискретизация, оконная функция), затем к ней применяется БПФ, после чего 
строится ее частотный спектр.

2. Полученный спектр делится на интервалы, фильтруется.
3. На основе полученных данных создаются целевые зоны, с их помощью генерируются 

адреса, полученные объекты сохраняются в БД.
4. При инициализации процесса поиска в БД на стороне клиента записывается отрывок 

песни, полученный результат преобразуется в частотный спектр, обрабатывается, после чего 
вычисляются пары [адрес-значение].

5. Эти данные отправляются на сервер, где осуществляется выполнение алгоритма поиска 
с использованием ассоциативных массивов.

5. Программная реализация

Теперь рассмотрим архитектуру и состав клиент-серверного приложения (рис. 9), с помо-
щью которого реализуется алгоритм распознавания музыки.

Из чего состоит данное приложение:
1. Клиентская часть (client application) с пользовательским интерфейсом – это приложе-

ние для платформы Android, которое позволяет записать отрывок песни на микрофон, и от-
править на сервер запрос на поиск песни в БД;

2. Приложение серверной части состоит из двух сервисов:
2.1. Сервис обработки пользовательских запросов и индексирования песен (client 

manager). Он выполняет соответственно обработку запросов на поиск, и добавление новых 
песен в БД;

2.2. Сервис поиска (search service). На рис. 6 он представлен в виде нескольких сущ-
ностей, поскольку предусматривается параллельный запуск большого количества объектов 
сервиса для обеспечения масштабируемости;

3. База данных (database). В ней хранятся отпечатки всех проиндексированных песен, а 
также список самих песен. 

Рис. 9. Упрощенная архитектура клиент-серверного приложения
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Теперь рассмотрим взаимодействие этих частей между собой в нескольких сценариях:
1. Инициализация серверного приложения. При запуске сервиса обработки пользова-

тельских запросов в оперативную память загружается список песен. После необходимо запу-
стить n сервисов поиска (физически они могут быть на разных машинах). Далее каждый из 
этих сервисов подключится, по заданным при запуске параметрам, к главному сервису. Он, в 
свою очередь, когда количество подключенных поисковых сервисов достигнет некоторого за-
данного значения, распределит по ним весь объем базы данных отпечатков песен. После чего 
система будет готова к принятию клиентских запросов.

2. Инициализация процедуры поиска со стороны клиентского приложения. Когда поль-
зователю необходимо распознать необходимый отрывок песни, Android-приложение запишет 
звук, преобразует его в отпечатки, а после отправит запрос на сервер. Далее сервис обработки 
пользовательских запросов отправит команды в подключенные сервисы поиска, обработает 
пришедшие с них результаты, и вернет в клиентское приложение список наиболее подходя-
щих песен. Оно, в свою очередь, отобразит пользователю результат.

3. Индексирование песен – это преобразование музыки в отпечатки, и их сохранение в БД 
вместе с названиями самих песен.

Взаимодействие между сервисами реализовано с помощью REST API на базе протокола 
HTTP. REST – это архитектурная концепция программного обеспечения для распределенных 
систем, таких как сеть Интернет, которая, как правило, используется для построения веб-
служб.

6. Реализация алгоритма поиска песни

Данный алгоритм реализован в сервисе поиска, и включает следующие шаги:
1. В первом цикле входные данные (список отпечатков записи) преобразуется в ассоциа-

тивный массив. Это потребуется в алгоритме в дальнейшем;
2. Далее создается ассоциативный массив со списками пар (абсолютное время в песне, ID 

песни) по адресам из отпечатков записи. То есть из БД выбираются все адреса, которые нахо-
дятся в записи. Далее мы будем работать именно с этим массивом, без обращения в массив 
базы данных;

3. Теперь происходит фильтрация по целевым зонам – необходимо подсчитать количество 
вхождений частотно-временных точек в песне. В ассоциативном массиве подсчитывается ко-
личество таких точек;

4. Ведётся подсчёт количества совпадающих целевых зон в каждой песне в ассоциативный 
массив (ключ – ID песни, значение – количество совпавших с записью зон), на основе данных, 
которые были получены в п. 3. При этом, если количество точек меньше, чем разность размера 
целевой зоны и погрешности, то зона не будет засчитана;

5. После, необходимо учесть временную согласованность целевых зон. Здесь проходим по 
массиву с адресами и парами из п.1, проверяем есть ли очередная песня в списке из п. 4, и 
сохраняем вычисленные дельты («абсолютное время опорной точки в записи» – «абсолютное 
время опорной точки в песне») в отдельный ассоциативный массив. В этом массиве ключом 
является ID песни, а значением другой массив – [дельта; количество_этих_дельт]. При этом 
учитываются только те песни, у которых процент совпадения по целевым зонам не менее (ко-
личество_целевых_зон_в_записи * коэффициент);

6. Предпоследним этапом является поиск дельты с максимальным количеством её вхожде-
ния, и вычисление величины совпадения песни и записи;

7. Финальным этапом является фильтрация списке песен по величине совпадения. Если 
она ниже определенного порога, то такая песня выбрасывается из списка.
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Заключение

Тестирование полученных результатов, подробно описанное в работе [2], позволяет сде-
лать следующие выводы:

• Алгоритм показал от 60 % до 70 % правильности результата в зависимости от длительно-
сти сэмпла (даже при наличии посторонних шумов). Однако, достаточно сложно подобрать 
оптимальный набор параметров для эффективного соотношения характеристик «время поис-
ка» и «правильность результата». Вследствие чего, на практике (то есть в реальных условиях) 
описанные в данной работе параметры, предлагаемые в качестве оптимальных, могут быть не 
самыми эффективными из-за невозможности протестировать все вероятные комбинации и 
условия записи сэмплов.

• При наличии уровня громкости шума выше уровня громкости источника сигнала алго-
ритм предсказуемо не обеспечивает достаточный уровень правильности ответов, поскольку 
сильные частоты в спектре шума перекрывают полезный сигнал, однако представленный ал-
горитм всё ещё способен правильно распознать музыкальную композицию с вероятностью 
около 30–40 %. Это происходит потому, что шум может не перекрывать всех диапазонов в 
спектре, и при ненулевой константе «погрешности целевой зоны» алгоритм отмечает совпаде-
ние части целевых зон у записи и данной композиции.

• При увеличении длины сэмпла правильность результата предсказуемо растет. Для най-
денного набора параметров оптимальным значением является диапазон 8–10 секунд. При 
длине сэмпла около 4-х секунд велик процент ложного срабатывания (то есть алгоритм выдает 
за верный ответ неправильную песню).

• Алгоритм требователен к объему оперативной памяти, и при большом объеме песен в 
БД могут потребоваться значительные массивы серверных машин. Однако, алгоритм поиска 
легко масштабируется, что облегчает задачу наращивания мощностей.
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КОНЕЧНО-ЭЛЕМЕНТНАЯ РЕАЛИЗАЦИЯ 2D МОДЕЛИ ПЕРЕКЛЮЧЕНИЯ 
ПОЛЯРИЗАЦИИ В ТОНКИХ СЕГНЕТОЭЛЕКТРИЧЕСКИХ ПЛЕНКАХ
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Аннотация. Представлены результаты реализации 2D физико-математической модели 
нелинейной реакционно-диффузионной системы на платформе COMSOL Multiphysics. 
Рассмотрена прикладная задача об исследовании процесса переключения поляризации 
в тонких сегнетоэлектрических пленках, в основе которой лежит термодинамическая мо-
дель Ландау – Гинзбурга – Девоншира – Халатникова. Модель формализована в виде на-
чально-граничной задачи для полулинейного уравнения с частными производными па-
раболического типа. Проведена серия вычислительных экспериментов по исследованию 
диэлектрического гистерезиса и температурных зависимостей поляризации на примере 
сегнетоэлектрической пленки титаната бария.
Ключевые слова: система «реакция-диффузия», модель Ландау – Гинзбурга – Девонши-
ра – Халатникова, метод конечных элементов, вычислительный эксперимент, поляриза-
ция, сегнетоэлектрический гистерезис.

Введение

В настоящее время в теории и практике математического и компьютерного моделирования 
наблюдается значительный интерес к исследованию реакционно-диффузионных процессов. 
Уравнения типа «реакция-диффузия» используют для формализации пространственно-вре-
менных структур в нелинейных средах различной природы. Примеры таких приложений 
можно привести в самых разнообразных предметных областях: химии, биологии, экономике, 
экологии, физике, теории тепло- и массопереноса, гидродинамике и др. [1–7].

Так, например, уравнения вида «реакция-диффузия» применяют в задачах экологического 
прогнозирования при моделировании распространения загрязняющих веществ [3]; в меди-
цине – для описания процессов гемодинамики в крупных кровеносных сосудах [4], в эконо-
мике – для моделирования поведения цен в европейских и азиатских опционах (уравнение 
Блэка – Шоулза) [5]. Модель Баркли и системы с реакцией Белоусова – Жаботинского опре-
деляют возбудимость и распространение колебаний в биосредах; уравнение Нагумо фор-
мализует распространение нервных импульсов [1]. Уравнение Фишера – Колмогорова (или 
Колмогорова – Петровского – Пискунова) используется для описания химических реакций, 
генетических систем и популяционной динамики. Фундаментальную основу данные уравне-
ния составляют при моделировании многих явлений в физике: для квантово-механических 
расчетов функций плотности вероятности частиц (в постановке уравнений Фоккера – Планка, 
Колмогорова и Шредингера) [1, 6], для моделирования тепломассопереноса и транспортных 
механизмов заряженных частиц [2, 7]. Детерминированный подход приводит к фундамен-
тальному описанию моделей реакционно-диффузионных процессов в постановке краевых и 
начально-граничных задач для уравнений с частными производными параболического типа.

К подобным математическим моделям можно отнести модель Ландау – Гинзбурга, которую 
используют для описания большого класса нелинейных задач в многокомпонентных реакци-
онно-диффузионных системах. Например, на основании модели Ландау – Гинзбурга описы-
вают различные аспекты распространения сигнала в сердечной ткани, сверхпроводимость, 
сверхтекучесть, нелинейные оптические системы [8]. Также модель применяют для описания 
процессов в физике лазеров, жидких кристаллах, гидродинамике, в квантовой теории поля [9].
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В серии работ [10–14] рассмотрено приложение модели Ландау – Гинзбурга для исследо-
вания свойств сегнетоэлектриков, моделирования сегнетоэлектрического переключения по-
ляризации и петель гистерезиса. Математически пространственно-временное распределение 
поляризации может быть описано на основе термодинамической модели Ландау – Гинзбур-
га – Девоншира – Халатникова [10] в постановке начально-граничной задачи для уравнения 
с частными производными типа «реакция-диффузия». В авторских работах [13, 14] рассмо-
трены численные аспекты реализации 1D модели переключения поляризации, выполнено 
компьютерное моделирование сегнетоэлектрического гистерезиса на основе подходов класси-
ческой термодинамической теории. Теоретический анализ модели представлен в работе [15], 
в которой исследованы вопросы существования и единственности слабого решения началь-
но-краевой задачи для уравнения реакции-диффузии Ландау – Халатникова. 

В общем случае построение аналитических решений для решения реакционно-диффузи-
онных физических задач сопряжено с рядом серьезных трудностей и на практике широко ис-
пользуются численные методы и средства компьютерной имитации. В последнее время среди 
численных методов решения задач математической физики все большую популярность при-
обретает метод конечных элементов. Существует широкий спектр программного обеспечения 
для анализа процессов и явлений методом конечных элементов. Функционал специализиро-
ванных программных продуктов позволяет решать прикладные задачи, формализованные 
уравнениями типа «реакция-диффузия». Одной из эффективных платформ для численной 
реализации данного класса задач является система конечно-элементного моделирования 
COMSOL Multiphysics. С использованием инструментария COMSOL можно выполнять мате-
матическое и компьютерное моделирование трудноформализуемых систем и прогнозировать 
характеристики анализируемых процессов.

Цель настоящей работы заключалась в реализации 2D физико-математической модели не-
линейной реакционно-диффузионной системы на платформе COMSOL Multiphysics. Проведе-
ние вычислительных экспериментов и демонстрация возможностей пакета COMSOL, в част-
ности исследование температурных зависимостей петель гистерезиса, проведены на примере 
исследования пленок титаната бария.

1. Постановка задачи математического моделирования

Введем в рассмотрение постановку задачи моделирования поляризационных характери-
стик сегнетоэлектрика, используя термодинамический подход Ландау – Гинзбурга – Девон-
шира – Халатникова. В случае переключения поляризации вдоль одной из ее компонент под 
действием внешнего поля, математическая модель может быть формализована в виде двумер-
ной (по отношению к пространственным координатам) начально-граничной задачи для полу-
линейного уравнения типа «реакция-диффузия»:

	 3 5 ,P D P aP bP cP E
t

∂
= ⋅∆ + + − +

∂
	 (1)

где 0 ,x L< <  0 ,y L< <  0 ,obt t t< ≤

	
0

0,
t t

P
=

=  0 ,x L≤ ≤  0 ,y L≤ ≤ 	 (2)

	 ,P P
λΓ

∂
= −

∂n
 0 ,obt t t< ≤ 	 (3)

где ( , , )P x y t  – поляризация, Кл/м2; n  — вектор внешней нормали к границе пленки; Γ  – гра-
ница области (область – квадрат с линейным размером L); L  – линейный размер образца, м; 
λ  – длина экстраполяции (положительный параметр), м; D  – коэффициент диффузии, м2/с; 

2 / ,a A δ=  4 / ,b B δ=  6 /c C δ=  – положительные постоянные; ,A  ,B  C  – термодинамиче-
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ские постоянные, зависящие от температуры; δ  – кинетический коэффициент, (м·с)/Ф; obt  – 
время наблюдения, с.

Для наблюдения петель диэлектрического гистерезиса поле выбирают периодическим, в 
нашем случае – синусоидальным: 

	 ( )0 sin ,xE vE tω
δ

= 	 (4)

где 0xE  – амплитуда напряженности электрического поля, В/м; ν  – масштабирующий коэф-
фициент; 2 fω π=  – радиальная частота приложенного поля, рад/с; f  – частота колебаний 
поля, Гц.

2. Реализация модели на платформе COMSOL Multiphysics

Для реализации математической модели в постановке (1)–(4) использованы функциональ-
ные возможности платформы COMSOL Multiphysics v5.2. COMSOL – это программная среда 
для моделирования практически любой задачи из прикладной области, формализованной в 
виде дифференциальных уравнений или систем уравнений. Основным численным методом, 
используемым в программе, является метод конечных элементов [16]. В пакете можно модели-
ровать как отдельный процесс, так и сопряженные процессы с учетом связей между величина-
ми, входящими в разные уравнения математической модели. Платформа COMSOL достаточ-
на эффективна при компьютерном моделировании за счет единого интерфейса и интеграции 
всех процессов построения модели в удобной и наглядной среде. Независимо от постановки 
и сложности задачи используются одни и те же функции и настройки для инициализации 
параметров модели. Также инструментарий платформы используется для задания и расчета 
пользовательских систем уравнений при решении нестандартных задач, не имеющих готового 
физического интерфейса.

Для решения поставленной задачи использован универсальный математический PDE-ин-
терфейс базовой платформы COMSOL Multiphysics (рис. 1), не привязанный к какой-либо 
конкретной физике, а именно Coefficient Form PDE (коэффициентная форма математической 
записи краевой задачи).

Алгоритм компьютерного решения задачи (1)–(4) в PDE-интерфейсе состоит из следую-
щих этапов. 

1. Настройка параметров модели – определение размерности модели и режима исследования. 

Рис. 1. Рабочая среда базовой платформы COMSOL Multiphysics
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2. Определение и построение геометрии модели. 
3. Математическая постановка задачи – задание параметров модели и переменных, задание 

начальных и граничных условий, определение функции источника. 
4. Генерация конечно-элементной сетки и разбиение модели на простейшие элементы. 
5. Установка настроек решателей, решение и модификация задачи. 
6. Визуализация и постобработка результатов.

3. Результаты вычислительных экспериментов

На основе реализации физико-математической модели в постановке (1)–(4) в системе 
COMSOL проведена серия вычислительных экспериментов по исследованию переключения 
поляризации в тонких сегнетоэлектрических пленках. В качестве объекта выбраны тонкие 
пленки типичного сегнетоэлектрика титаната бария (BaTiO3). Титанат бария является двуос-
ным сегнетоэлектриком, тем не менее, введенный подход и геометрия модели позволяют про-
водить оценку основных характеристик переключения поляризации с-доменов в данном объ-
екте. Для проведения расчетов инициализируем константы и физические параметры модели 
[13], полный перечень которых представлен в табл. 1.

Таблица 1
Параметры для реализации модели в размерных величинах

Обозначение Значение Единица измерения
L 50·10–9 м

λ 88·10–9 м

D 0.5·10–7 м2/с

A 3.34·(T–381)·105 м/Ф

B (3.6·(T–448)–202)·106 м5/(Кл2·Ф)

C (5.52·(T–120)+276)·107 м9/(Кл4·Ф)

T 293 К

δ 0.5·104 (м·с)/Ф
ν 10

0xE 3·106 – 6·106 В/м

f 100 Гц

obt 0.015 с

Решением начально-граничной задачи является пространственно-временное распределе-
ние поляризации ( ), ,P x y t  в области решения, представляющей собой срез по толщине образ-
ца. Пример проекции данного распределения в фиксированный момент времени на коорди-
натную плоскость ( )xOy  при комнатной температуре показан на рис. 2. 

Приложение синусоидального поля E  вдоль одной из компонент поляризации приведет к 
периодическому изменению поляризации. Функциональная зависимость ( ),P E  вычисленная 
как зависимость по времени среднего значения поляризации по площади образца от прило-
женного поля, представляет собой петлю гистерезиса. Как правило, именно петля гистерезиса 
(при данных термодинамических условиях) позволяет оценить такие важные характеристики, 
как коэрцитивное поле, остаточную поляризацию и спонтанную поляризацию. Результаты 
вычисления зависимости поляризации от приложенного поля при варьировании линейного 
размера пленки приведены на рис. 3.
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а б
Рис. 3. Зависимость поляризации от электрического поля при варьировании значений 

линейного размера пленки: 50L =  нм – а, 20L =  нм – б

Результаты вычислительных экспериментов (рис. 3) указывают на существенную зави-
симость формы петли гистерезиса тонкой пленки от линейного размера образца. В пленках 
BaTiO3 размером менее 50 нм можно диагностировать размерные эффекты явления гистере-
зиса – уменьшение размера пленки приводит к деформации петли гистерезиса с последующим 
ее исчезновением. Критическое значение размера пленки, менее которого петля не наблюда-
ется, составляет 3–4 нм. Результаты вычислительного эксперимента согласуются с данными, 
полученными автором работы [11], для нанопроволоки титаната бария на основе реализации 
стационарного аналога модели Ландау – Гинзбурга в постановке краевой задачи для обыкно-
венного дифференциального уравнения. 

С использованием инструментальных возможностей COMSOL Multiphysics можно прове-
сти исследование гистерезисной зависимости «поляризация-электрическое поле» при варьи-
ровании значений температуры. Изменение температуры (в диапазоне сегнетофазы) приведет 
к изменению значений соответствующих термодинамических параметров (табл. 1). 

Результаты вычислительных экспериментов для образца титаната бария с линейным раз-
мером 50 нм представлены на рис. 4. Можно констатировать, что увеличение температуры 
приводит к деформации и сужению петли гистерезиса с последующим ее исчезновением. По-
лученные результаты согласуются с исследованиями температурных зависимостей поляриза-
ции авторов работы [17].

Поскольку для сегнетоэлектрических пленок и температура, и толщина объекта представ-
ляют важные управляющие параметры модели, представим результаты расчетов температур-

Рис. 2. Визуализация зависимости ( , )P x y  в момент времени 0.013t =  c
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ной зависимости остаточной поляризации (значения поляризации при нулевом приложенном 
поле) в BaTiO3 при разных значениях линейного размера образца L  (рис. 5). Результаты расче-
тов свидетельствуют, что значение остаточной поляризации уменьшается с ростом температу-
ры (петли становятся уже и меньше). Скорость деформации петли увеличивается при прибли-
жении линейного размера пленки к критическому значению.

а б

в
Рис. 4. Зависимость поляризации от электрического поля 

при варьировании значений температуры: 278T =  К – а, 293T =  К – б, 353T =  К – в

Рис. 5. Зависимость остаточной поляризации от температуры 
при варьировании значений линейного размера пленки: 1 – 50L =  нм, 2 – 20L =  нм, 3 – 10L =  нм
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Строго говоря, отметим, что рассмотренная модель является квазидвумерной, поскольку 
для многоосных кристаллов требуется учет разложения термодинамического потенциала на 
соответствующие компоненты поляризации. Поэтому дальнейшее развитие тематики направ-
лено на решение данной прикладной задачи с учетом конкретной конфигурации доменной 
структуры и компонентного представления вектора поляризации для многоосного кристалла. 

Заключение

Сложность математических постановок реакционно-диффузионных систем обуславливает 
востребованность использования программ конечно-элементного моделирования для реше-
ния данного класса задач. Так, платформа COMSOL Multiphysics предоставляет эффективные 
инструменты реализации математических моделей нелинейных и полулинейных реакцион-
но-диффузионных процессов, избегая рутинных процедур программирования численных ал-
горитмов. 

В настоящей работе в качестве прикладной задачи рассмотрена реализация в среде COMSOL 
термодинамической модели Ландау – Гинзбурга – Девоншира – Халатникова, описывающей 
процесс переключения поляризации в сегнетоэлектриках. Полулинейная начально-граничная 
2D задача решена с использованием коэффициентной формы пакета. На основе компьютер-
ной реализации модели проведена серия вычислительных экспериментов для пленок типич-
ного сегнетоэлектрика титаната бария. Расчеты позволили визуализировать (наблюдаемые 
независимыми авторами) размерные эффекты поляризационных и температурных характе-
ристик переключения поляризации в тонких пленках титаната бария. 
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УДК 519.6; 51-76

О РЕАЛИЗАЦИИ СИСТЕМНО-БИОЛОГИЧЕСКОГО ПОДХОДА ПРИ МОДЕЛИРОВАНИИ 
ФУНКЦИОНИРОВАНИЯ БИОМАРКЕРОВ ДЕГЕНЕРАТИВНЫХ ЗАБОЛЕВАНИЙ

Федеральный исследовательский центр информационных 
и вычислительных технологий, Новосибирск

О. Ф. Воропаева, С. Д. Сенотрусова

Аннотация. Предложены и обоснованы сопоставлениями с экспериментальными дан-
ными базовые минимальные математические модели функционирования системы обще-
го вида р53–белок-ингибитор–микроРНК, которая представляет собой идеализацию це-
лого ряда сегментов сигнального пути белка p53, контролирующего клеточный ответ на 
повреждения и программы клеточной смерти. Численно показана связь базовых моделей 
с моделями функционирования системы как многостадийного процесса передачи био-
химического сигнала с линейным представлением промежуточных быстро протекающих 
стадий.
Ключевые слова: математическое моделирование, базовая модель, петля отрицательной 
обратной связи, валидация, биомаркеры, белок р53, микроРНК, дегенеративные заболе-
вания.

Введение

При исследовании сложных многофакторных процессов в живой природе особое место 
отводится базовым математическим моделям. Использование базовых моделей при изучении 
конкретных биологических систем позволяет рассмотреть исследуемый объект с самых об-
щих позиций, предсказать некоторые фундаментальные свойства и особенности их поведе-
ния, систематизировать имеющуюся экспериментальную информацию. Как правило, базовые 
модели являются минимальными (малоразмерными), т. е. такими, для которых размерность 
пространства состояний принимается минимально возможной для адекватного описания не-
которого набора наиболее существенных экспериментальных фактов. Высокая значимость 
базовых моделей для практики моделирования определяется также ее способностью стать ос-
новой для создания более полных математических моделей конкретных явлений и объектов, 
наследующих наиболее важные системные свойства соответствующей базовой модели.

В настоящей работе подводится итог цикла исследований, в рамках которого предложены 
две базовые минимальные модели функционирования молекулярно-генетического сигналь-
ного пути белка p53, который играет одну из центральных ролей в запуске терминальных сце-
нариев для клеток разных органов в норме и патологии. Представлены некоторые результаты 
математического моделирования, иллюстрирующие на конкретных примерах широту обла-
сти применения таких моделей и их адекватность. Поскольку биомедицинские исследования 
последних десятилетий указывают на перспективность использования р53 и ряда непосред-
ственно связанных с ним белков и микроРНК в качестве биомаркеров наиболее опасных деге-
неративных заболеваний, задача построения моделей для исследования такой системы явля-
ется крайне актуальной. 

1. Математическая модель функционирования системы р53–белок-ингибитор–микроРНК

Общий подход к моделированию функционирования системы р53–белок-ингибитор–
микроРНК состоит в том, чтобы принятый уровень идеализации структуры биологической 
системы соответствовал уровню идеализации, принятому в большинстве опубликованных 
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экспериментальных исследований. Однако математическое моделирование осложняется на-
личием, по меньшей мере, нескольких известных регуляторов (белков-ингибиторов) р53 и 
достаточно широкого ряда микроРНК, связанных с р53 одним и тем же типом связи, причем 
их количество постоянно увеличивается. Поэтому в настоящей работе реализуется систем-
но-биологический подход. Он включает в себя формулировку минимальной базовой модели 
системы общего вида и привлечение экспериментальных данных для обоснования того факта, 
что модель может использоваться для описания как минимум нескольких систем типа p53–
ингибитор и p53–ингибитор–микроРНК, образующих ключевой сегмент сложного и запутан-
ного сигнального пути p53 и обеспечивающих функционирование многостадийного процесса 
передачи сигналов о повреждении ДНК и соответствующего клеточного ответа.

1.1. Базовая модель системы р53–белок-ингибитор

Задача разбивается на несколько этапов. На первом этапе исследований речь идет о мо-
дели функционирования системы белков p53–ингибитор, взаимодействующих по принципу 
отрицательной обратной связи. Рассмотрим в качестве минимальной математической модели 
следующую систему функционально-дифференциальных уравнений с запаздывающим аргу-
ментом [1]:

	 1
1 2 1 2 3 1( ( ) ( ), ) ( )f

dy a a f y t y t k a y t
dt

= − , − , 	 (1)

	 2
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Здесь 1,y  2y  – уровни р53 и белка-ингибитора соответственно; 1τ  определяет время запазды-
вания реакции отдельных элементов сигнального пути на поступающие сигналы. Система (1)–
(2) представляет собой модель типа хищник–жертва невольтерровского типа, основанную на 
редко применяемой биокинетической модели типа Гольдбетера – Кошланда:
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Важно отметить, что система уравнений (1)–(3) заимствована из работы [2], где она предло-
жена как модель для описания функционирования системы р53–Mdm2 (одной из конкретных 
систем семейства р53–белок-ингибитор). Модель [2] представляется интересной для настоя-
щего исследования, прежде всего, использованием оригинальных биокинетических моделей 
(3), а также выводами об аналогиях качественных свойств решений с реальным поведением 
системы р53–Mdm2 в состоянии нормы и в условиях стрессовых воздействий. В рамках на-
стоящей работы область применения системы уравнений (1)–(3) существенно расширена, 
поскольку она была предложена в качестве базовой для описания функционирования петли 
отрицательной обратной связи в системе общего вида p53–белок-ингибитор. Результаты до-
статочно широкого круга методических и оригинальных исследований подтвердили адекват-
ность этого выбора.

1.2. Базовые модели системы р53–белок-ингибитор–микроРНК

Отметим, что в центре внимания данного исследования находятся не только p53 и его ре-
гуляторы (белки-ингибиторы), но и p53-зависимые микроРНК, являющиеся новой мишенью 
p53 (положительная связь) и востребованными в клинической практике биомаркерами деге-
неративных заболеваний с высоким диагностическим и, предположительно, терапевтическим 
потенциалом. Для простоты в работе рассматривается только класс таких p53-зависимых ми-
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кроРНК, которые сами не влияют на систему p53–белок-ингибитор. Поэтому на втором этапе 
построения базовой модели система уравнений (1)–(3) дополняется еще одним уравнением: 

	 3
1 2 1 2 3 3( ) ( ).dy c c y t c y t

dt
τ= + − − 	 (4)

Здесь 3y  – уровень микроРНК, а остальные обозначения остаются прежними. Дополнительно 
для возможного уточнения описания динамики микроРНК вместо (4) рассматривалось также 
уравнение, в котором воздействие p53 на микроРНК аппроксимируется функцией Гольдбете-
ра – Кошланда:

	 3
1 2 1 2 3 2 3 3( ( ), ( ), ) ( ).p

dy c c f y t y t k c y t
dt

τ τ= + − − − 	 (5)

Полученные системы уравнений обезразмеривались с привлечением масштабов, согласо-
ванных с принятыми в [3] при обработке экспериментальных данных. На основании числен-
ного анализа решений и их сопоставления с результатами известных исследований задавались 
базальные наборы параметров, которые, как предполагается, описывают состояние условной 
нормы для системы общего вида р53–белок-ингибитор–микроРНК. При определении значе-
ний параметров важную роль сыграли результаты [2], анализ биологических фактов и связей. 

При описании наблюдаемой в лабораторных экспериментах кинетики белков и микроРНК 
решались обратные коэффициентные задачи (ОКЗ), в рамках которых оптимальные наборы 
параметров из биологически адекватного диапазона значений определялись с привлечением 
статистического анализа достаточно представительных выборок, полученных с использовани-
ем генетического алгоритма BGA, биологических соображений и представлений об асимпто-
тических свойствах решений. Для восполнения недостающих данных в экспериментальных 
временных рядах, используемых в задаче минимизации функционала, привлекались результа-
ты монотонной сплайн-интерполяции. При решении ОКЗ выдвигалось требование близости 
(в смысле наименьших квадратов) модельных данных к усредненным результатам измерений. 
При этом принимались во внимание допустимые погрешности лабораторных экспериментов, 
в том числе обусловленные естественной ограниченностью выборок, из которых формирова-
лись экспериментальные данные. 

Важно также отметить, что при сопоставлении с данными экспериментов производилась 
дополнительная нормировка численных решений, аналогичная принятой в каждом таком ла-
бораторном эксперименте. В то же время сохранялось требование взаимной согласованности 
всех полученных наборов параметров. Таким образом, применение базовой модели позволи-
ло реализовать подход к моделированию достаточно широкого круга лабораторных экспери-
ментов, в рамках которого все численные решения были найдены в окрестности одного ба-
зального набора параметров этой модели общего вида, а изменения параметров относительно 
значений, принятых как базальные, в достаточной мере соответствовали моделируемым воз-
действиям. Более подробное описание параметров, численный алгоритм и результаты методи-
ческих расчетов представлены в работах [1, 4, 5].

Модели (1)–(4) и (1)–(3), (5) были детально изучены и использованы для описания доста-
точно широкого круга динамических процессов и критических состояний систем вида p53–
ингибитор–микроРНК, показав при этом свою адекватность и достаточно высокую эффек-
тивность (более подробное описание можно найти в [4]). Обе модели показали весьма близкие 
результаты и свойства решений в экспериментах, представленных в настоящей работе, поэто-
му ниже речь пойдет только о более простой модели (1)–(4). Однако отметим, что при разра-
ботке минимальной модели для системы вида p53–ингибитор–микроРНК, в которой помимо 
петли отрицательной обратной связи p53–ингибитор функционирует еще и петля положи-
тельной обратной связи p53–микроРНК, проявилось преимущество базовой модели (1)–(3), 
(5) (эти исследования, опубликованные в [4], выходят за рамки данной работы). 
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2. Результаты численного моделирования 

2.1. Математическое моделирование функционирования системы p53–Mdm2 
в раковых клетках при воздействии этопозида

В экспериментальной работе [6] исследуется функционирование системы р53–Mdm2 в ра-
ковых клетках остеосаркомы человека под воздействием химиотерапевтического препарата 
(этопозида), который через повреждение ДНК способен вызывать активацию р53-зависимой 
программы гибели раковой клетки. Для описания в рамках модели (1)–(3) динамики системы 
р53–Mdm2, наблюдаемой в [6], решалась обратная коэффициентная задача с использованием 
стохастического генетического алгоритма BGA. Численные эксперименты показали, что мо-
дель (1)–(3) адекватно описывает экспериментальные данные о динамике уровней р53 и Mdm2 
при воздействии двух различных доз этопозида: относительно низкой (1 мкмоль/л) и высокой 
(100 мкмоль/л). При этом наиболее значимым для оценки качества модели является тот факт, 
что, как и в лабораторных экспериментах, в рамках принятой модели можно наблюдать вы-
раженную реакцию системы p53–Mdm2 на стрессовое воздействие: белок-ингибитор Mdm2, 
снижая свой уровень в ответ на сильное повреждение ДНК, обеспечивает «бимодальное» пе-
реключение системы из (условно) нормального режима функционирования с весьма низким 
уровнем p53 на режим резкого повышения уровня p53, что и является триггером для запуска 
программы клеточной смерти (рис. 1). Отметим также, что многие лабораторные исследова-
ния указывают на то, что при незначительном повреждении ДНК может наблюдаться импуль-
сный режим динамики уровня р53 с несколькими «всплесками», который, как правило, связы-
вают с запуском программы репарации ДНК. При моделировании реакции на относительно 
низкую дозу этопозида (1 мкмоль/л) было показано, что в рамках принятой модели монотон-
ный режим возникает в состоянии, близком к условной норме, при крайне слабой регуляции 
р53 со стороны Mdm2, а импульсный режим – в случае ее усиления, что также соответствует 
биологии процесса (примеры соответствующих решений представлены на рис. 1 сплошными 
и пунктирными линиями соответственно).

2.2. Математическое моделирование функционирования системы p53–Wip1 
в раковых клетках при воздействии гамма-облучением

В работе [3] представлен широкий спектр состояний системы p53–Wip1, полученных в ра-
ковых клетках при гамма-облучении, которое, как и этопозид в [6], приводит к повреждению 
ДНК. Для моделирования функционирования данной системы использовалась модель (1)–(3), 
в которой полагалось, что 2y  – уровень белка Wip1 (белок-ингибитор р53, связанный с ним 
отрицательной обратной связью). На рис. 2 представлены результаты лабораторных экспери-
ментов и результаты расчетов (разные маркеры соответствуют разным стратегиям моделиро-
вания). Можно видеть, что состояния системы (отмечены квадратами и кругами), наблюдае-
мые при имитации воздействий на систему, количественно и качественно согласуются с 
лабораторными наблюдениями. В частности, модель описывает состояния условной нормы 
(область низких уровней белков, отмечена буквой N ), возникновение колебаний (предельные 
циклы показаны линиями), состояния с повышенным риском развития рака (область высоких 
значений Wip1, C) или преждевременной клеточной смерти (область высоких значений p53, 
D  на рис. 2). Эти результаты позволили также убедиться в адекватности выбора базальных 
значений параметров, обеспечивающих описание состояния условной нормы, и других согла-
сованных с ним наборов параметров, описывающих критические состояния системы при де-
генеративных заболеваниях. Важно отметить, что значения параметров, о которых здесь идет 
речь, хорошо согласуются с полученными в п. 2.1 при описании функционирования системы 
р53–Mdm2.
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Рис. 1. Кинетика системы p53–Mdm2 при воздей-
ствии этопозида. Численные решения:
1 – р53, 2 – Mdm2; экспериментальные данные [6]: 
ромбы – р53, квадраты – Mdm2

Рис. 2. Характерные состояния системы p53–Wip1 
при воздействии гамма-облучением

2.3. Математическое моделирование функционирования системы p53–Sirt1–miR-34a 
при фиброзе печени у крыс

Предпринята попытка использования предложенной базовой модели для описания дина-
мики белка Sirt1, связанного с р53 отрицательной обратной связью, а также микроРНК miR-
34a. В работе [7] приведены данные лабораторных измерений динамики системы p53–Sirt1–
miR-34a в клетках печени крыс после внутрибрюшинного введения препарата CCL4 (наиболее 
интересна для моделирования доза 0.2 мл/кг), который вызывает избыточное образование 
активных форм кислорода и азота. Оксидативный стресс приводит к массовой гибели клеток 
печени и инициирует их замену функционально несостоятельными клетками соединительной 
ткани (фиброз). На основании анализа широкого круга лабораторных данных принято счи-
тать, что р53 является позитивным регулятором miR-34a. Поэтому для моделирования функ-
ционирования системы p53–Sirt1–miR-34a в условиях, приближенных к условиям лаборатор-
ного эксперимента [7], использовалась модель (1)–(4) (полагалось, что 2y  – уровень Sirt1, 

3y  – уровень miR-34a). 
На рис. 3 результаты моделирования сопоставляются с экспериментальными данными [7]. 

Видно, что модель достаточно хорошо описывает наблюдаемую в эксперименте кинетику си-
стемы p53–Sirt1–miR-34a: в условиях оксидативного стресса уровень Sirt1 устанавливается 
весьма низким, а снижение его регуляторной функции приводит к гиперактивации p53, и, как 
следствие, микроРНК miR-34a. Важно также, что это решение характеризует состояние систе-
мы как состояние риска преждевременной смерти поврежденных клеток (состояние D  на 
рис. 2). Принятые здесь значения параметров хорошо согласуются с используемыми при опи-
сании функционирования систем р53–Mdm2 и p53–Wip1.
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2.4. Численное моделирование функционирования р53-зависимых микроРНК: 
miR-34a, miR-34b, miR-34c, miR-145

Отметим, что во многих лабораторных исследованиях активация белка р53 рассматрива-
ется в качестве терапевтической противораковой стратегии, связанной с запуском програм-
мы р53-зависимого апоптоза (самоуничтожения) дефектной клетки, или для демонстрации 
способности микроРНК быть маркерами, позволяющими диагностировать дегенеративные 
заболевания. Для оценки способности разработанных моделей (1)–(4) и (1)–(3), (5) описывать 
функционирование различных р53-зависимых микроРНК использовались лабораторные дан-
ные об изменении относительного уровня микроРНК в ответ на активацию p53. Анализиро-
вался отклик miR-34a в различных линиях раковых клеток и при р53-зависимой активации, 
miR-34с и miR-34b при болезни Альцгеймера, miR-145 в клетках линии MCF7 аденокарциномы 
молочной железы человека после принудительной активации р53 и при болезни Альцгеймера. 
Численный анализ показал, что обе модели способны описывать реакцию микроРНК-мише-
ней p53, которая в разных лабораторных экспериментах определяется относительным изме-
нением уровня микроРНК в 1.5–500 раз в зависимости от уровня активации p53 (более под-
робное описание данной серии численных экспериментов и ссылки на экспериментальные 
работы представлены в [1]). 

Таким образом, результаты численных экспериментов, выполненных с привлечением ши-
рокого круга экспериментальных данных, показывают, что малоразмерные модели (1)–(4) и 
(1)–(3), (5) можно рассматривать как базовые математические модели функционирования си-
стемы общего вида р53–белок-ингибитор–микроРНК (для класса микроРНК с прямой поло-
жительной связью с р53). 

 3. О связи базовых моделей с моделями функционирования
системы как многостадийного процесса   

Разработанные минимальные математические модели функционирования системы р53–
белок-ингибитор–микроРНК (для класса микроРНК с прямой положительной связью с р53) 
основаны на использовании функционально-дифференциальных уравнений с запаздываю-
щими аргументами. Предполагается, что запаздывание вводится как способ неявно учиты-
вать множество промежуточных стадий в биохимическом процессе передачи сигналов по сиг-
нальному пути p53. В связи с этим возникает потребность в построении соответствующей 
многостадийной модели и анализе связи двух разных математических формализаций одного 
и того же процесса. Следуя этой логике, с привлечением идеи гипотетических генных сетей с 
линейным представлением промежуточных стадий [8] построена следующая многостадийная 
модель функционирования системы р53–белок-ингибитор–микроРНК:

Рис. 3. Кинетика системы p53–Sirt1–miR-34a: линии – 
численные решения модели (1)–(4), маркеры – экспери-
ментальные данные [7]
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Здесь функции ix  и jX  – переменные, которые описывают гипотетические промежуточные 
стадии функционирования систем p53–белок-ингибитор и p53–микроРНК соответственно, 

1,...,i n=  и 1,...,j m=  – порядковые номера стадий. Известно, что теоретически [8] при нуле-
вых начальных условиях решения системы ОДУ (6) при ( )1 1, my X yϕ =   или 

( )1 1, ( , , )m m py X y kXfϕ =   должны сходиться к решениям систем уравнений с запаздыванием 
(1)–(4) или (1)–(3), (5) соответственно: 1 1lim ( ) ( )y t y t= , 2lim ( ) ( ) nx t ty= , 3lim ( ) ( )mX t y t=  при 

,n → ∞  m → ∞  и 0h →  (где h  – шаг конечно-разностной сетки), при этом для промежуточ-
ных стадий существуют пределы lim ( ) 0,in

x t
→∞

=  lim ( ) 0,jm
X t

→∞
=  1 ,i n< <  1 .j m< <  

В численных экспериментах 6, [4;10 ].n m∈  Анализ результатов численных экспериментов 
подтвердил предсказание теории, однако одновременно показал, что даже при достаточно 
больших значениях m  и n  и относительно малых значениях h  погрешности численного ре-
шения обеих систем уравнений могут нарушать сходимость. Таким образом, теоретически до-
казанный «предельный» переход от системы (6) к системам (1)–(4) или (1)–(3), (5) может от-
сутствовать. Выбор параметров ,m  n  и h  в соответствии с условием 1 /n C hτ≤  и 2 / ,m C hτ≤  
где 1,C ≈  обеспечивает сходимость по степенному закону qk −  ( max( , ),k n m=  1q →  в матрич-
ной норме, согласованной с чебышёвской векторной нормой).

Справедливость требования /n C hτ≤  проверялась также в численных экспериментах с 
хорошо изученной моделью многостадийного процесса синтеза вещества [8]:
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и соответствующим ей уравнением с запаздыванием (при нулевых начальных условиях):

( ( )) ( ),dy y t y t
dt

τσ λ= − −  .t τ>

При этом рассматривался важный для моделирования биохимических реакций случай 
( ) / (1 ).x xγσ α β= +  Анализ численных решений показал, что nx y→  с ростом n  при выполне-

нии условия / ,n C hτ≤  а при его невыполнении процесс сходимости приближенных решений 
систем нарушается.

Заключение

В рамках настоящего исследования с привлечением системно-биологического подхода и 
широкого круга лабораторных данных разработаны две базовые минимальные математи-
ческие модели функционирования системы общего вида р53–белок-ингибитор–микроРНК 
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(отрицательная обратная связь р53–белок-ингибитор и прямая положительная связь р53–
микроРНК). Выполнена валидация моделей и показано, что они могут быть достаточно эф-
фективным инструментом анализа поведения и состояний биологической системы. Показано 
также, что предложенные базовые модели, основанные на функционально-дифференциаль-
ных уравнениях с запаздыванием, способны дать представление о многостадийном процессе 
функционирования системы, неявно учитывая влияние множества быстро протекающих про-
межуточных стадий. 
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МАТЕМАТИЧЕСКОЕ МОДЕЛИРОВАНИЕ ПРОЦЕССА РАСТВОРЕНИЯ 
УПРУГОГО КАРКАСА ПОРИСТОЙ СРЕДЫ НА МАКРОСКОПИЧЕСКОМ УРОВНЕ

Белгородский государственный национальный исследовательский университет

О. В. Гальцев, О. А. Гальцева

Аннотация. Настоящая работа посвящена рассмотрению теоретических и численных 
аспектов задачи о моделировании процесса растворения упругого каркаса пористой сре-
ды (грунта) на макроскопическом уровне ее описания. Главной по своей значимости зада-
чей является разработка вычислительного алгоритма и научно-исследовательской версии 
программного обеспечения, позволяющая проводить численные эксперименты по выяв-
лению зависимостей между параметрами полученных моделей. Используя программную 
реализацию алгоритма, численно решается как одномерная, так и двухмерная макроско-
пическая задача очистки призабойной зоны нефтяных скважин выщелачиванием пороу-
пругого пласта грунта с двойной пористостью.
Ключевые слова: выщелачивание, пороупругая среда, двойная пористость, коэффициент 
упругости Ламе, усреднение, двухмасштабная сходимость, макроскопическая задача, вы-
числительный алгоритм, метод контрольных объемов, метод конечных элементов, метод 
конечных разностей.

Введение

В текущем исследовании рассматривалась задача кислотной обработки в непериодическом 
упругом твердом каркасе грунта с двойной пористостью, где за малый безразмерный параметр 
принималась величина / ,l Lε =  l  – характерный размер пор и L  – характерный размер рас-
сматриваемой физической области [1]. Наряду с порами размером ε  рассматривались и тре-
щины размером ,νδ ε=  0 1.ν< <

Поры моделировались системой цилиндрических каналов радиуса ( , ),pr x tε  0 1/ 2,pr< <  оси 
которых параллельны осям координат, находящимися на расстоянии ε  друг от друга (рис. 1). 

Трещины моделировались шарами радиуса ( , ),cr x tδ  0 1/ 2,cr< <  находящимся на расстоя-
нии δ  друг от друга (рис. 2).

Рис. 1. Элементарная ячейка 
порового пространства

Рис. 2. Элементарная ячейка 
пространства трещин
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Структура порового пространства ( )f pY r  задавалась искомой функцией ( , ),pr x t  0 ( , ) 1/ 2,pr x t< <  
как ,f Y sY Y Yγ= ∪ ∪  ,1 ,2 ,3( ) ( ) ( ) ( )f p f p f p f pY r Y r Y r Y r= ∪ ∪ , 2 2 2

,1 2 3( ) { : },f p pY r y Y y y r= ∈ + <  
2 2 2

,2 1 3( ) { : },f p pY r y Y y y r= ∈ + <  2 2 2
,3 2 1( ) { : }.f p pY r y Y y y r= ∈ + <

Аналогично, структура пространства трещин задавалась искомой функцией ( , ),cr x t  
0 ( , ) 1/ 2cr x t< <  как 2 2 2 2

1 2 3( ) { : },f c cZ r z Z z z z r= ∈ + + <  ( ) ( ).f c Z s cZ Z r Z rγ= ∪ ∪
Для заданных структур ( , )pr x t  и ( , )cr x t  порового пространства и пространства трещин 

функция 
	 ( , ) ( , , , ) ,p p

Y Z

m x t x t y z dydzχ= ∫ ∫
где ( , , )pr y zχ  есть пористость каркаса грунта в точке ( , )x t  и функция 

	 ( , ) ( , , ) ,c c c
Y Z

m x t r x t z dzχ= ∫ ∫
где ( , )cr zχ  есть трещиноватость в точке ( , ).x t

Наконец, 
	 ( , ) ( , , , ) 1 (1 ( , ))(1 ( , ))p c

Y Z

m x t x t y z dydz m x t m x tχ= = − − −∫ ∫
есть двойная пористость (пористость и трещиноватость).

1 Макроскопическая математическая модель

Ранее были получены усредненные аналоги исходной микроскопической математической 
модели (в масштабе пор трещин), описывающей растворение горных пород активными кис-
лотами [2, 3].

Таким образом макроскопическая математическая модель очистки призабойной зоны не-
фтяных скважин путем выщелачивания в упругом пласте грунта с двойной пористостью име-
ет следующий вид

	 ( )
0 0( ( ) ( , ) ) ,w

fb r D x w p I pλ∇ ⋅ − = ∇ 	 (1)

	
( )

0
1

( )( ) ( ),
f

c c f
w b rv m r p p
t µ

∂
= + ∇ −

∂
	 (2)

	 , ,p p c
wv v v v
t

∂
= = +

∂
	 (3)

	 (1 ) 0,c c
wv m
t

∂ ∇ ⋅ + − = ∂ 
	 (4)

	 ( )
0( ) ( ( ) ).cm r c D b r c c v

t
β
α

∂   + = ∇ ⋅ ∇ +  ∂   
	 (5)

Дифференциальные уравнения (1)–(5) дополняются следующими краевыми и начальными 
условиями 

	 00, ,v n w n x S⋅ = ⋅ = ∈ 	 (6)
	 1 20, ,fp x S S= ∈ ∪ 	 (7)

	 00, ,c n x S∇ ⋅ = ∈ 	 (8)
	 1 1, ,c c x S= ∈ 	 (9)
	 2

0( ) 0, ,D c v c n x S∇ + ⋅ = ∈ 	 (10)

	 0( ,0) 0, ( ,0) ( ).w x r x r x= = 	 (11)
Пористость ,m  коэффициенты ( )fb  и 0D  определяются как функция искомой неизвестной 

( , )r x t  
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	 0
0

( , ) ( ) ( , ) ,
t

r x t r x k c x dτ τ= + ∫ 	 (12)

( ) ( ) ( )( ), ( ), ( )w f cb r b r b r  и ( )m r  определяются по структуре пространства трещин. Уравнение 
(12) является нелинейным функциональным уравнением.

2 Вычислительный алгоритм

При решении мультифизичной модели (обычно нелинейной) можно использовать два 
подхода к решению системы уравнений, описывающих решение: подход с полной связью, ко-
торый формирует единую большую систему уравнений для нахождения всех неизвестных за 
одну итерацию; сегрегированный подход, который разбивает задачу на два или более этапов.

Нами был выбран второй из перечисленных из-за невозможности определить на началь-
ном этапе значения вектора перемещений упругой составляющей среды для последующего их 
использования.

Таким образом, основной вычислительный алгоритм решения макроскопической задачи 
очистки призабойной зоны нефтяных скважин путем подземного выщелачивания в упругом 
скелете пористой среды с двойной пористостью для нахождения неизвестных давления, пе-
ремещения упругого скелета пористой среды, пористости, концентрации и скорости распро-
странения реагента состоит из одиннадцати этапов (рис. 3). 

Используя разработанную научно-исследовательскую версию программного обеспечения 
были получены зависимости скорости распространения концентрации реагента от коэффици-
ента упругости скелета пористой среды, значения пористости в различные моменты времени вы-
числений при фиксированных других входящих в уравнения коэффициентах, значения общей 

Рис. 3. Алгоритм численного решения макроскопической системы уравнений
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пористости от радиуса пор и трещин. Так, при отсутствии каких-либо возмущений изменения 
профилей концентрации и пористости происходят равномерно. Расчеты были выполнены для 
различных комбинаций коэффициентов уравнений в двумерной области: изменение коэффици-
ента упругости Ламе при фиксированных значениях времени и одинаковой начальной концен-
трации показало различный профиль распространения концентрации в области моделирования. 

Исследования изменений пористости с течением времени показало ожидаемые резуль-
таты. Для фиксированного радиуса трещин и различных значений радиуса пор наблюдается 
рост пористости среды на входной границе. Получены зависимости скорости распростране-
ния концентрации реагента от коэффициента упругости скелета пористой среды, значения 
пористости в различные моменты времени вычислений при фиксированных остальных коэф-
фициентах, значения общей пористости от радиуса пор и трещин. При отсутствии каких-либо 
возмущений изменения профилей концентрации и пористости происходят равномерно.

Заключение

Разработанные вычислительные алгоритмы решения полученной макроскопической зада-
чи очистки призабойной зоны нефтяных скважин путем подземного выщелачивания в упру-
гом пласте грунта с двойной пористостью и созданная на их основе научно-исследовательская 
версия программного обеспечения позволили исследовать влияние коэффициентов упруго-
сти, пористости, а также изначальных радиусов каналов (пор), моделируемых цилиндрами, 
на процесс распространения концентрации реагента и продуктов реакции в пористой среде. 

Серии численных экспериментов для математических моделей позволили получить зави-
симости скорости распространения концентрации реагента от коэффициента упругости ске-
лета пористой среды, значения пористости в различные моменты времени вычислений при 
фиксированных остальных коэффициентах, значения общей пористости от радиуса пор и 
трещин. Исследование нескольких стратегий ускорения решения медленно меняющихся ли-
нейных систем, исходящих из дискретизации зависящих от времени нелинейных уравнений 
в частных производных с конвекционными членами и диффузией позволили разработать об-
щую структуру для методов рециклинга. После введения новых подпространств повторного 
использования изучено их применение в построении «хорошего» начального приближения 
с помощью проекции Галеркина [4, 5]. Замена экстраполяции проекцией дает дополнитель-
ную свободу в выборе подпространств проекции. Рассмотренные в данной работе методы ре-
циклинга позволили сократить количество итераций метода GMRES во всех тестовых случаях. 
Оценивая общую стоимость алгоритма, можно заключить, что методы ускорения с приме-
нением SVD могут быть полезны во всех тех случаях, когда матрицы получаются из методов 
конечных элементов, по крайней мере, для подобных нашей задач конвекции-диффузии [6].

Оценивая сложность разработанных алгоритмов, можно сделать вывод, что усредненная 
модель обладает на порядок меньшими требованиями к их численному решению. Поэтому 
более разумным кажется использовать макроскопическую модель, для которой существует те-
оретическое доказательство, что она является пределом микроскопической задачи.
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ВЫЧИСЛЕНИЕ ЧИСЛА ПУАЗЕЙЛЯ 
МЕЖДУ ДВУМЯ КОАКСИАЛЬНЫМИ ЦИЛИНДРАМИ

Северный (Арктический) федеральный университет имени М. В. Ломоносова

О. В. Гермидер, В. Н. Попов

Аннотация. Предложен метод восстановления значений числа Пуазейля при медленном 
продольном течении газа под действием постоянного градиента давления между двумя 
длинными коаксиальными цилиндрами с использованием полиномиальной аппроксима-
ции Чебышева на основе линеаризованного кинетического уравнения Бхатнагара – Грос-
са – Крука (БГК) с диффузными граничными условиями Максвелла. В промежуточном 
режиме течения газа значения числа Пуазейля получены в зависимости от выбора пара-
метра разрежения при различных отношениях радиусов коаксиальных цилиндров. Про-
веден сравнительный анализ полученных результатов.
Ключевые слова: модельные кинетические уравнения, течение разреженного газа, поли-
номы Чебышева, параметр разрежения, число Пуазейля.

Введение

Разработка и проектирование микро- и наноустройств с повышенными эксплуатационны-
ми характеристиками продолжает оставаться одним из приоритетных направлений исследо-
ваний в области динамики разреженного газа [1, 2]. Разрабатываемые устройства содержат 
большое число микро- и наноканалов с геометрически сложной конфигурацией поперечного 
сечения. Для оценки влияния геометрии канала, поверхностного отражения молекул газа и 
разряжения газа на свойства течения газа в канале проводятся исследования [2–4], направлен-
ные вычисления и анализ значений числа Пуазейля 0 ,P  которое определяется как произведе-
ние коэффициента трения Дарси df  и числа Рейнольдса Re  [3]. Получение значений числа 
Пуазейля в рамках одной математической модели при различных режимах течения газа стано-
вится возможным с использованием кинетического подхода. В связи со сложностью кинети-
ческого уравнения и его моделей задача поиска оптимального метода решения этих уравнений 
продолжает оставаться актуальной. Причем выбор граничного условия может внести суще-
ственные коррективы в численные алгоритмы решения кинетического уравнения. Настоящая 
работа посвящена вычислению значений числа Пуазейля при течении газа в длинном канале, 
образованном двумя коаксиальными цилиндрами, при полной аккомодации тангенциального 
импульса молекул газа на стенках канала. Течение газа обусловлено градиентом давления в 
продольном направлении. Выбранная конфигурация сечения канала позволяет проследить 
изменение свойств потока газа, вызванное его торможением у внутренней цилиндрической 
поверхности. Значения числа Пуазейля находятся в широком диапазоне изменения параметра 
разрежения на основе линеаризованного уравнения БГК, описывающего кинетику процесса 
переноса, а в качестве граничных условий применяется модель диффузного отражения. 

1. Постановка задачи. Кинетическое уравнение

Рассмотрим течение газа в длинном канале, образованным двумя коаксиальными цилин-
драми с радиусами 1R′  и 2R′  1 2( ),R R′ ′<  под действием заданного градиента давления, направ-
ленного вдоль оси канала .z′  Считаем, что цилиндры поддерживаются при постоянной темпе-
ратуре. Канал соединяет два резервуара, давления в которых обозначим 1p′ и 2 ,p′  соответственно. 
Полагаем, что 2 1p p′ ′<  и длина канала ,hL D′ ′

  где 2 12( )hD R R′ ′ ′= −  – гидравлический диаметр 
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[5]. Состояние газа в точке ′r  определяем функцией распределения молекул газа ( , ),f ′ ′ ′r v  где 
′v  – молекулярная скорость газа. В качестве масштабов длины, скорости, концентрации, тем-

пературы, функции распределения выберем соответственно величины: ,hD′  1/2 ,β −  0 ,n′  0 ,T ′  
3/2

0 ,n β′  где 0/ (2 ),Bm k Tβ ′ ′ ′=  Bk′  – постоянная Больцмана, m′  – масса молекул газа, 0 ,n′  0T ′  – кон-
центрация, температура газа в некоторой точке, принятой за начало координат; .Bp n k T′ ′ ′ ′=  
Безразмерные величины будем обозначать без штриха. 

Учитывая, осесимметричный характер течения газа в канале, введем цилиндрические ко-
ординаты ( , , )zρ ϕ=r  в конфигурационном пространстве и ( , , )zC C Cψ⊥=C  в пространстве 
скоростей, где C  – безразмерная молекулярная скорость газа. Обозначая cos ,ζ ψ=  в линей-
ном приближении получим

	 0( , ) ( )(1 ( ( , ))),pf f G z h ρ= + +r C C C  3/2 2
0 ( ) exp( ).f Cπ −= −C 	 (1)

Здесь 0f  – безразмерный абсолютный максвеллиан.
Полагаем, что модуль безразмерного градиента давления pG  является малым по величине. 

Тогда при малом перепаде давления на концах длинного канала ( 1)L  распределение давле-
ния вдоль канала считаем линейным. 

Число Пуазейля 0P  записываем через произведение коэффициента трения Дарси df  и чис-
ла Рейнольдса Re

	
1/2

0
0

2
Re ,p h

d
z

G p D
P f

u
β

µ
′ ′

= = −
′

	 (2)

где µ′  – динамическая вязкость газа, zu  – среднее значение безразмерной компоненты массо-
вой скорости газа .zu

Используя (1), представляем zu  в виде линейной функции от малого параметра pG

	 ,z p zu G U= −  
2

11 2

2 ( ) ,
R

z z
R

U U d
R R

ρ ρ ρ=
− ∫ 	 (3)

	 3/2 2 3exp( ) ( , ) .z zU C C h dπ ρ−= −∫ C C 	 (4)

Подставляя (3) в (2) и учитывая, что в случае модели жестких сфер для параметра разре-
женности газа δ  выполняется соотношение [6]

	
1/2

,
'

hD p βδ
µ

′ ′
= 	

получаем
	 0

2 .
z

P
U

δ
= 	 (5)

Введем функцию ( , , ):Z Cρ ζ ⊥

	 1/2 2exp( ) ( , ) .z z zZ C C h dCπ ρ
∞

−

−∞

= −∫ C 	

Компоненту zU  записываем через функцию Z  как

	
1

2

2
0 1

2 exp( ) .
1

z
ZU C C d dCζ

π ζ

∞

⊥ ⊥ ⊥
−

= −
−

∫ ∫ 	 (6)

Функцию Z  находим из линеаризованной модели кинетического уравнения БГК 

	
21 ( , , ) .z

Z Z C Z C Uζζ δ ρ ζ δ
ρ ζ ρ ⊥ ⊥

 ∂ ∂ −
+ + = ∂ ∂ 

	 (7)

В качестве граничного условия на цилиндрах используем модель диффузного отражения 
Максвелла



387

	 ( , , ) 0,iZ R Cζ ⊥ =    ( 1) 0.iζ− < 	 (8)

2. Метод численного решения. Анализ результатов

Функцию ( , , ),Z Cρ ζ ⊥  где 1 2[ , ],R Rρ ∈  [ 1,1]ζ ∈ −  и [0, ),C⊥ ∈ +∞  раскладываем в ряды по 
полиномам Чебышева первого рода 

ikT  и ограничиваясь в этих рядах членами с номерами in  
( 1..3),i =  получаем

	 1 1 2 2 3 3( , , ) ( ) ( ) ( ) .Z C x x xρ ζ ⊥ = ⊗ ⊗T T T A 	 (9)
где 

310 11 3( , ,... )T
na a a=A  – матрица-столбец неизвестных коэффициентов разложения, 

0 1( ) ( ( ), ( ), ( )),
ii i i i n ix T x T x T x=T   1 2 1 2 1(2 ) / ( ),x R R R Rρ= − − −  2 ,x ζ=  и 3 ( 1) / ( 1),x C C⊥ ⊥= − +  че-

рез 1 1 2 2( ) ( )x x⊗T T  обозначено произведение Кронекера двух матриц.
В качестве точек коллокации в (7) для ix  выберем нули полинома 1( )

in ix+T  на отрезке [ 1,1]:−

	 ,
(2 2 1)cos ,

2( 1)i

i i
i k

i

n kx
n

π − +
=  + 

 0... ,i ik n=  1...3.i = 	 (10)

Для нахождения значений полиномов Чебышева и производных от полиномов Чебышева 
в точках (10) используем геометрическое определение полинома ( ) arccos( ),

ij i i iT x j x=  для вы-
числения интегралов в (6) применяем рекуррентные соотношения [7] 

	 0 1 1 2( ) 1, ( ) , ( ) 2 ( ) ( ), 2,
i iii j ii i i i j i j iT x T x x T x x T x T jx− −= = = − ≥  1...3.i = 	 (11)

Подставляя (9) в (7), приходим к системе 
3

1

( 1)i
i

n
=

+∏ -уравнений, в которой заменяем урав-

нения в точках 1,0x  и 
22,kx  2 2 2( ( 1) / 2... )k n n= +  на уравнения, вытекающие из граничного усло-

вия (8) для функции Z  при 2 0:x ζ= >
	

2 31 2 2, 3 3,( 1) ( ) ( ) 0,k kx x− ⊗ ⊗ =T T T A  3 30... ,k n= 	
в точках 

11,nx  и 
22,kx  2 2( 0...( 1) / 2)k n= −  на уравнения (8) при 2 0:x ζ= <

	
2 31 2 2, 3 3,(1) ( ) ( ) 0,k kx x⊗ ⊗ =T T T A  3 30... .k n= 	

Здесь и ниже считаем, что 2n  – нечетное число. Учитывая, что в точках (10) имеют место 
равенства [7]

	
0

2 ( ) ( ) ,
1

i

i i i i i
i

i i

n

k k l l j
ki

l jT x T x
n

γ δ
=

=
+ ∑ 	

	
0

2 ' ( ) ( ) ,
1

i

i i i i
i

i i

n

l j lk j
ki

kT x T x
n

δ
=

=
+ ∑  0... ,ii il j n=  1...3.i = 	

где 
i il jδ  – символ Кронекера, параметр 

il
γ  равен 2, если 0,il =  иначе 1,

il
γ =  под 

0
'

i

i

n

k =
∑  понимаем 

сумму, в которой первое слагаемое умножается на 1/ 2.
Для минимизации ошибки вычислений zU  коэффициенты в (9) через значения функции 

Z  в точках (10). Обозначая матрицу-столбец значений функции Z  через ,Z  получаем

	
3

1

1

8 ( 1) ' ' ' ,T T T
i

i

n −

=

= + ⊗ ⊗∏A J H G Z 	 (12)

где ,J ,H G  – квадратные матрицы, имеющие соответственно размер ( 1) ( 1)i in n+ × +  и элемен-
ты 

1 1 1 11, 1 1,( ),k j j kJ T x+ + =  
2 2 2 21, 1 1,( ),k j j kH T x+ + =  

3 3 3 31, 1 1,( ),k j j kG T x+ + =  0... ,ii ij k n=  1...3;i =  верхний ин-
декс T  обозначает транспонирование матриц ,J  ,H  ,G  штрих – умножение первых строк в 
матрицах ,TJ  ,TH  TG  на 1/ 2.  Используя выражение (12), приходим матричному уравнению 
относительно ,Z  решение которого находим LU-методом.

На основе полученных элементов матрицы Z  восстанавливаем :zU
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3

1
1 1

1

( ) 8 ( 1) ( ( )) ' ,T
z i

i

U n xρ ρ−

=

= + ⊗∏ T J BZ 	 (13)

где B  – блочная матрица, имеющая размер 2 31 ( 1)( 1)n n× + +  и состоящая из 2( 1)n + -одинако-
вых блоков T′KG  размером 31 ( 1),n× +

	 ( )21
33

3 3 33 2
3 31

112 ( )exp ,
(1 ) (1 )

xx x dx
x x−

 ++
= − 

 + − 
∫K T 	 (14)

При вычислении интеграла (14) используем выражения (11). 
Находим значение zU  по формуле (4) и подставляем его в (3). Полученные результаты вы-

числений 0P  в зависимости от параметра разрежения газа δ  для отношения радиусов цилин-
дров 0.1, 0.5, 0.9 представляем графически с применением кубической сплайн-интерполяции. 
На рис. 1 это соответственно кривые 1, 2 и 3. Точками показаны значения 0 ,P  вычисленные с 
использованием метода дискретных скоростей в [4]. Наблюдается хорошее согласие получен-
ных результатов в настоящей работе с [4] (погрешность менее 2 %). Из рис. 1 видно, что число 
Пуазейля увеличивается с ростом отношения радиусов цилиндров 1 2/r R R′ ′=  и параметра раз-
ряжения .δ  Его максимум как функции от переменных r  и δ  достигается в гидродинамиче-
ском пределе. Для отношения радиусов цилиндров 0.1 и 0.9 значения 0 ,P  соответствующие 
решению уравнения Навье-Стокса с граничными условиями прилипания, равны 89.4 и 96. По-
следнее значение имеет место при течении газа в плоском канале [5]. Происходит существен-
ный сдвиг значений 0P  от 64, которое определяет течение газа в цилиндрическом канале [5], в 
сторону плоского течения. Неравномерность распределения 0P  наблюдается во всем диапазо-
не изменения параметра разряжения. На рис. 2 штриховыми линиями показаны кривые 0 ,P  
соответствующие решению уравнения Навье-Стокса с граничными условиями скольжения. 
Видно, что результаты вычислений числа Пуазейля для отношения радиусов цилиндров 0.1 
(кривая 1) и 0.9 (кривая 2) в представленной работе приближаются к результатам гидродина-
мики со скольжением при 20.δ >  Отклонение составляет менее 4,5 % при 20δ =  и менее 2,6 % 
при 30.δ =

Рис. 1. Графики зависимости 0P  от δ  для отношения радиусов цилиндров 0.1, 0.5, 0.9
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Заключение

Разработан алгоритм вычисления значений числа Пуазейля в промежуточном режиме те-
чения газа в пространстве между двумя цилиндрами на основе решения модельного кинети-
ческого уравнения БГК с использованием полиномиальной аппроксимации Чебышева. Проа-
нализировано влияние отношения радиусов цилиндров и разрежения газа на значения числа 
Пуазейля. Установлено, что с ростом отношения радиусов цилиндров и параметра разряжения 
происходит возрастание числа Пуазейля. Максимальное значение этого числа характеризует 
свойства плоского течения газа, обусловленного действием постоянного продольного гради-
ента давления, в гидродинамическом пределе. Полученные результаты могут быть использо-
ваны для численного моделирования массопереноса при течении газа в канале, образованного 
двумя коаксиальными цилиндрами, и для объяснения особенностей этого процесса.
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Аннотация. Отсутствие полного набора исторических статистических данных является 
одной из основных проблем, которая не позволяет проводить эконометрическое модели-
рование и прогнозирование в полном объеме. В статье поставлены и решены следующие 
задачи: 1) сформирован набор данных по экономической статистике союзных республик 
бывшего СССР; 2) продемонстрированы возможности применения математических ме-
тодов, прежде всего регрессионного анализа, для реконструкции историко-экономиче-
ской статистики.
Ключевые слова: исторические данные, регрессионный анализ, реконструкция данных, 
уровень младенческой смертности, уровень убийств, дифференциал оплаты труда.

Введение

В практике историко-экономических исследований часто приходится сталкиваться с де-
фицитом статистических данных. Характерные для них многочисленные попуски имеют тен-
денцию нарастать по мере углубления в прошлое. Отсутствие длинных непрерывных рядов не 
позволяет проводить анализ с использованием математико-статистических методов и эконо-
метрическое моделирование без предварительной реконструкции.

Создание наборов и массивов исторических данных для последующего количественного 
анализа является отдельным направлением научной литературы в области экономической 
истории. Представленная работа будет проходит в русле направления реконструкции длин-
ных рядов и панелей показателей с помощью методов математической статистики. 

Существующие в мировой историко-экономической науке заделы включают в себя ре-
конструкции ВВП и других показателей национальных счетов [1–3], факторов производства 
(физического [4, 5] и человеческого [6–9] капиталов), показателей технологического развития 
[10], человеческого развития и благосостояния [11, 12], экономического неравенства [13, 14].

В сфере отечественной экономической истории предшественниками данного направления 
были произведенные еще в «доцифровую эпоху» реконструкции основных показателей наци-
ональных счетов и макроэкономики Российской империи [15] и СССР [16–19]. Эту традицию 
продолжила монография А. Н. Пономаренко в границах РСФСР и РФ [20]. Но в указанных 
работах крайне редко раскрываются детали методик реконструкции. Соответственно, при 
вторичном использовании исследователю зачастую трудно понять и оценить детали расчетов 
и заменить их собственными оценками. Также, значительная часть важной макроэкономи-
ческой статистики советского периода отечественной истории остается недоступной для ис-
следователей. Имеет значение как разница в методологии показателей, так и засекреченность 
значительной части данных: детализированные отчеты ЦСУ в РГАЭ рассекречены лишь до 
начала 1970-х гг., а оценки в научной литературе зачастую носят отрывочный характер.

Цель статьи – продемонстрировать возможности применения методов математической 
статистики для реконструкции количественных показателей по двум группам: институцио-
нальная среда экономики и ее общий технологический уровень.
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1. Характеристика исходных данных

Выбор начальной точки хронологического периода связан с доступностью основных исто-
рических данных с 1970 г. Конечная точка соответствует последнему году существования 
СССР как единого государства. Имеющиеся в источниках пропуски в данных реконструиро-
вались посредством интер-, ретро- и экстраполяций.

Уровень насильственной преступности (умышленных убийств на 100 000 человек) изме-
ряет (не)готовность членов общества к соблюдению элементарных правил социального взаи-
модействия; умышленные убийства отличаются лучшим уровнем регистрации, при том, что 
экономическая преступность характеризуется высоким уровнем латентности.

Дифференциал оплаты работников интеллектуального труда и рабочих в промышленно-
сти выступает прокси-индикатором сочетания государственной политики стимулирования 
накопления человеческого капитала, мотивирования трудовой деятельности рабочей силы и 
перераспределения доходов.

Уровень младенческой смертности отражает отношение к человеческой жизни, способ-
ность совокупности используемых в производстве технологий обеспечивать демографические 
процессы, способствующие определенному способу воспроизводства человеческого капитала 
как фактора экономического роста на разных стадиях индустриального развития и при пере-
ходе к постиндустриальному обществу.

2. Методики реконструкции данных

Уровень убийств. В подавляющем большинстве республик данные присутствовали только 
за периоды 1981–1982 гг., 1985–1991 гг. Данные по уровню убийств по СССР присутствовали 
в полном объеме. Основным способом прогнозирования был выбран эконометрический под-
ход. Были построены модели зависимости уровня убийств в республике от того же показателя 
по СССР по существующим годам. Выявлен тренд и на основании него достроены ряды дан-
ных, таким образом, чтобы качество модели не снижалось.

Так, например, в Азербайджане на основании анализа диаграммы рассеяния между уров-
нем убийств в республике и в СССР, был сделан вывод о схожих тенденциях (коэффициент 
корреляции 0,54). Построено уравнение регрессии зависимости уровня убийств в Азербайд-
жане от уровня убийств в СССР, и на его основании дополнены недостающие данные по ре-
спублике. Наилучшим аппроксимирующим уравнением оказался полином четвертой степени, 
сравнительные графики представлены на рис.1.

Рис. 1. Сравнительный график уровня убийств в СССР и реконструированных данных 
по уровню убийств в Азербайджане
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В Узбекистане построена эконометрическая модель зависимости уровня убийств в респу-
блики от уровня убийств в СССР, на основании ее дополнен ряд данных, что представлено на 
двух графиках ниже. Как показано на рис. 2, коэффициент детерминации по историческим 
данным составлял 0,7859, а с дополненными модельными данными он составил 0,8307. В ре-
зультате реконструкции данных по Узбекистану, регрессионное уравнение смоделированных 
данных имеет вид:

( ) ( )4 3 2  0,0005  3,9248 11651 2 07 8 09 .y x x x E x E= − + − + + +  

а) по фактическим данным б) по модельным данным
Рис. 2. Модель зависимости уровня убийств в Узбекистане от СССР

Дифференциал оплаты труда работников интеллектуального труда и рабочих в промыш-
ленности (далее – ДОТ). Ситуация с существующими данными диаметрально противопо-
ложная по отношению к уровню младенческой смертности. В большинстве случаев данные 
отсутствовали за период с 1983 года по 1991 год. Для СССР данные полные. Коэффициент кор-
реляции для данных СССР и по республикам был выше 0,9, что позволило принять решение 
о проведении сравнения эконометрической модели временного ряда для СССР с моделями по 
отдельным республикам.

Например, коэффициент корреляции между данными по СССР и Азербайджану с 1995 г. 
по 1982 г. составил 0,977. Были построены полиномиальные (четвертой степени) эконометри-
ческие модели временных рядов и для Азербайджана построен прогноз с 1983 по 1991 гг.

Рис. 3. ДОТ в СССР и реконструированные данные по Азербайджану
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Трудности при реконструкции данных по Грузии были связаны с тем, что в период с 1978 
по 1982 год ДОТ стал иметь отрицательный знак и за пять лет изменился более чем на 800 %. 
Дальнейшие статистические данные отсутствовали. Было принято решение исследовать тем-
пы изменений ДОТ Грузии. Было построено уравнение регрессии и проведены все тесты для 
построения адекватного прогноза. Коэффициент детерминации равен 0,9844.

Другим способом прогнозирования является построение эконометрической модели зави-
симости ДОТ в республике от ДОТ в СССР, на основании ее дополнение ряда данных. На рис. 
4 представлена модель зависимости дифференциала оплаты труда работников интеллектуаль-
ного труда и рабочих в промышленности в Латвии от дифференциала оплаты труда работни-
ков интеллектуального труда и рабочих в промышленности в СССР.

Уровень младенческой смертности (далее – УМС). Во всех предыдущих случаях данные по 
СССР присутствовали в полном объеме, и можно было воспользоваться сравнением трендов 
с союзными республиками. Что касается статистических данных по младенческой смертности 
для СССР, то они присутствовали только с 1955 по 1959 года, за 1970, 1975, 1979–1980, 1984–
1988 года. Моделирование данных по СССР проводилось в рамках другой работы (Диденко, 
Гринева, 2021) и получило подтверждение своей состоятельной оценки. Плюс к этому, в боль-
шинстве республик данные отсутствовали в начале исследуемого периода, поэтому прогноз 
делался на несколько периодов назад.

На рисунках ниже представлены итоги интерполяции данных на основе различных ме-
тодов. Например, для Азербайджана темпы роста изменялись только в третьем знаке после 
запятой. Для Армении рассчитаны отношения показателя республики к показателю по СССР. 
Построен прогноз этого отношения на 1970–1975 гг., а по нему рассчитаны показатели мла-
денческой смертности на соответствующие года. Результат построения модели представлен 
на рис. 5.

Рис. 4. Зависимость ДОТ в Латвии от ДОТ в СССР

Рис. 5. Полные данные по УМС в Армении
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Если для Грузии и Киргизии наилучшими являются модели линейной регрессии, то для 
Латвии наилучшей прогнозной эконометрической моделью является полином третьей степе-
ни временного ряда (рис. 6).

Для Эстонии (рис. 7) построена эконометрическая модель зависимости уровня младенче-
ской смертности в республики от уровня младенческой смертности в СССР (так как коэффи-
циент корреляции соответственно был равен 0,919177), на основании ее дополнен ряд данных.

Таким образом, поскольку разные показатели требовали добавления значений рядов на 
разных временных интервалах, а предварительный анализ диаграмм рассеяния показал наи-
лучшее приближение имеющихся значений к разным типам моделей, для реконструкции ря-
дов исторических данных были выбраны различные методики.

Заключение

В дальнейшем реконструированные ряды данных могут быть применены для тестирова-
ния экономических теорий посредством регрессионного анализа как по отдельно взятым ре-

Рис. 6. Уровень младенческой смертности в Латвии

Рис. 7. Модель зависимости УМС в Эстонии от УМС в СССР (левый рисунок) 
и сравнительные графики данных УМС СССР и смоделированных данных по Эстонии
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спубликам, так и в составе панельных данных для моделирования различных эффектов вну-
три единой страны.

Отличительной особенностью панельных данных является то, что они включают в себя как 
временные ряды, так и пространственные данные. За счет объединения данных увеличивает-
ся объем выборки и число степеней свободы, снижается зависимость между регрессорами, 
что, в свою очередь, приводит к повышению точности оценок. Статистические данные, кото-
рые были доступны изначально, подходили лишь для истощенных панелей. Так как панельное 
истощение проводит к смещенным или неэффективным оценкам, результаты интер-, ретро- и 
экстраполяций данных позволяют перейти к сбалансированной панели.

Реконструкция пропусков в данных по отечественной истории и создание полных наборов 
позволяют существенно продвинуть историко-экономические исследования, стимулируя их 
последующее использование с эффектами перелива в отношении других предметных обла-
стей. Методики, продемонстрированные в статье, также могут быть реплицированы для ре-
конструкций аналогичных данных по другим хронологическим периодам. Такие реконструк-
ции существенно расширяют эмпирическую базу страновых и компаративных исследований, 
ведут к проверке ранее выдвинутых гипотез, постановке новых вопросов и проблем.
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ГРУППОВОЕ ПРИНЯТИЕ РЕШЕНИЙ НА ОСНОВЕ ГЕТЕРОГЕННЫХ 
ПРЕДПОЧТИТЕЛЬНЫХ ОТНОШЕНИЙ С УЧЕТОМ УБЕЖДЁННОСТЕЙ

Воронежский государственный университет

А. А. Дикарева, А. О. Шабанов, И. П. Половинкин

Аннотация. В этом исследовании определяются три вида отношений предпочтения 
(мультипликативное, аддитивное, лингвистическое), принимающие во внимание не-
сколько уровней убеждённостей (отношение предпочтения с учетом убеждённостей).
Ключевые слова: отношения предпочтений, убеждённости, коллективные предпочте-
ния, групповое принятие решений, гетерогенные предпочтительные отношения.

Введение

В рассматриваемом вопросе ГПР, лица, принимающие решения, иногда не имеют убеждён-
ности в предпочтениях из-за нехватки времени и ограниченного опыта в отношении проблем-
ной области. В этих ситуациях лица, принимающие решения, могут предоставить свои пред-
почтения информацией в форме неполных отношений. При полном определении отношения, 
справедливо рассмотреть отношения предпочтений с учетом убеждённостей, имея в виду не-
сколько уровней убеждённости. В отношении предпочтения с учетом убеждённостей каждый 
элемент состоит из двух компонентов, первый из которых является значением предпочтения 
между парами альтернатив, а второй  частью, определяемой на лингвистическом наборе тер-
минов, представляющей собой уровень убеждённости лица, принимающего решение.

Отношение предпочтений в ГПР

Определим три вида отношений предпочтения с учетом убеждённостей и опишем пробле-
му ГПР, основанную на гетерогенных отношениях предпочтения.

Для того, чтобы лица, принимающие решения, могли охарактеризовать уровни убеждённости 
лингвистическим способом, используется лингвистический набор терминов 0 1{ , ,..., },SL

gS l l l=  
возможным примером которого является следующий:

{
}

0 1 2 3 4

5 6 7 8

extremely poor, very poor, poor, slightly poor, fair,

slightlygood, good, very good, extremely good .

SLS l l l l l

l l l l

= = = = = =

= = = =

{

}

0 1 2 3

4 5 6

7 8

, , , ,
, , ,

, .

SLS l l l l
l l l

l l

= = = = =

= = =

= =

êðàéíå ïëîõîé î÷åíü ïëîõîé ïëîõîé íåìíîãî ïëîõîé

íåéòðàëüíûé íåìíîãî ëó÷øèé õîðîøèé

âåñüìà õîðîøèé î÷åíü õîðîøèé

Лицо, принимающее решение, использует простой термин SL
il S∈  для характеристики 

уровня его убеждённости по сравнению со значением предпочтения.

Предпочтительные отношения с учетом убеждённостей

Широко исследованы три вида отношений предпочтения: мультипликативные, аддитив-
ные и лингвистические. 

Ниже приведены определения отношений предпочтений с веденными на них степенями 
убеждённости на конечном множестве альтернатив 1 2{ , ,..., } .nX x x x=
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Определение. Мультипликативное отношение с учетом убеждённостей на конечном набо-
ре альтернатив ,X  * (( , ))ij ij n nA a s ×=  – это отношение на ,X X×  элементы которого имеют две 
составляющие: первая [1/ 9, 9]ija ∈  степень предпочтения или интенсивность альтернативы ix  
перед ,jx  а вторая SL

ijs S∈  уровень убеждённости, связанный с первой составляющей. 
Следующие условия предполагаются:

1, 1, , .ij ji ii ij ji ij ga a a s a s l= = = =
Определение. Отношение аддитивного предпочтения с учетом убеждённостей для конеч-

ного набора альтернатив ,X  * (( , ))ij ij n nP p s ×=  – это отношение на ,X X×  элементы которого 
имеют две составляющие: первая составляющая [0,1]ijp ∈  – степень предпочтения или интен-
сивность альтернативы ix  поверх ,jx  а вторая составляющая SL

ijs S∈  – уровень убеждённо-
сти первой составляющей. Допускаются следующие условия: 

1,ij jip p+ =  0,5,iip =  ,ij jis s=  .ii gs l=
Определение. Порядковое 2х-кортежное лингвистическое отношение предпочтения с уче-

том убеждённостей на конечном множестве альтернатив ,X  * (( , ))ij ij n nT t s ×=  – это отношение 
на ,X X×  элементами которого являются  два компонента, первый из которых ,ijt  представ-
ляет порядковый лингвистический 2х-кортеж степень предпочтения альтернативы ix  над ,jx  
а второй компонент SL

ijs S∈  показывает уровень убеждённости, связанный с первым компо-
нентом. Предполагается выполнение следующих условий: ( ),ij ijt Neg t=  

2

,ij pt s=  ,ij jis s=  .ii gs l=

Замечание: разработанная концепция Z-числа относится к вопросу достоверности ин-
формации. Z-число – это упорядоченная пара нечетких чисел, первое из которых является 
ограничением на значения, которые имеет реально значимая неопределенная переменная, а 
второй компонент является мерой надежности первого компонента. В нашем предпочтитель-
ном отношении с учетом убеждённостей каждый элемент можно рассматривать как Z-число 
(в некотором смысле).

Далее описываются некоторые транзитивные свойства отношений предпочтения с учетом 
убеждённостей. Пусть (( , ))ij ij n nA a s ×=  – мультипликативное отношение предпочтения с уче-
том убеждённостей.

Некоторые транзитивные свойства можно описать следующим образом:
(а) слабая стохастическая транзитивность на уровне убеждённости

, 1, 1 1, , , , , .SL
ij jk ik ijl S a a a i j k s l i j∈ ≥ ≥ ⇒ ≥ ∀ ≥ ∀è

(b) сильная стохастическая транзитивность на уровне убеждённости
, 1, 1 max( , ), , , , , .SL

ij jk ik ij jk ijl S a a a a a i j k s l i j∈ ≥ ≥ ⇒ ≥ ∀ ≥ ∀è

(c) Мультипликативная транзитивность на уровне убеждённости
, , , , , , .SL

ij jk ik ijl S a a a i j k s l i j∈ = ∀ ≥ ∀è

Пусть (( , ))ij ij n nP p s ×=  – аддитивное отношение предпочтения с учетом убеждённостей.
(а) слабая стохастическая транзитивность на уровне убеждённости 

, 0,5, 0,5 0,5, , , , , .SL
ij jk ik ijl S p p p i j k s l i j∈ ≥ ≥ ⇒ ≥ ∀ ≥ ∀è

(b) сильная стохастическая транзитивность на уровне убеждённости
, 0,5, 0,5 max( , ), , , , , .SL

ij jk ik ij jk ijl S p p p p p i j k s l i j∈ ≥ ≥ ⇒ ≥ ∀ ≥ ∀è

(c) аддитивная транзитивность на уровне убеждённости
, 0,5, , , , , .SL

ij ik jk ijl S p p p i j k s l i j∈ = − + ∀ ≥ ∀è

Пусть (( , ))ij ij n nT t s ×=  – порядковое 2-кортежное лингвистическое отношение предпочте-
ния с учетом убеждённостей.

(а) слабая стохастическая транзитивность на уровне убеждённости
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2 2 2

, , , , , , , .SL
ij g jk g ik g ijl S t s t s t s i j k s l i j∈ ≥ ≥ ⇒ ≥ ∀ ≥ ∀è

(b) сильная стохастическая транзитивность на уровне убеждённости

2 2

, , max( , ), , , , , .SL
ij g jk g ik ij jk ijl S t s t s t t t i j k s l i j∈ ≥ ≥ ⇒ ≥ ∀ ≥ ∀è

(c) аддитивная транзитивность на уровне убеждённости
1 1 1, ( ) ( ) ( ) , , , , , .

2
SL

ij ik jk ij
gl S t t t i j k s l i j− − −∈ ∆ = ∆ − ∆ + ∀ ≥ ∀è

В традиционном определении для характеристики согласованности отношений предпо-
чтения используется набор заранее установленных транзитивных свойств.

В данном исследовании рассматриваемое отношение предпочтения к убеждённости счита-
ется приемлемой последовательностью, если она удовлетворяет слабой стохастической тран-
зитивности на уровне убеждённости .SLl S∈

Проблема принятия групповых решений с учетом убеждённостей

Пусть 1 2{ , ,..., }nX x x x=  – конечное множество из n альтернатив. Эти альтернативы должны 
быть классифицированы от лучшего к худшему, используя информацию, представленную ко-
нечным набором решений 1 2{ , ,..., }.nE e e e=

Пусть 1 2{ , ,..., }nC c c c=  – множество нормализованных значений веса / важности, связан-
ные с выбором экспертов:

kc  – это вес / важность (стоимость) решения ke  и 0,kc ≥  
1

1.
m

k
k

c
=

=∑
Так как каждый человек принимающий решения ke E∈  имеет свои собственные идеи, 

установки, мотивации и личности, то естественно предположить, что разные лица, принима-
ющие решения, будут отдавать свои предпочтения по-разному. Таким образом, решения пред-
почтения производителей по отношению к набору альтернатив X  могут быть представлены в 
одном из следующих вариантов:

• Мультипликативные отношения предпочтения с убеждённостью;
• Аддитивные отношения предпочтения с убеждённостью;
• Порядковые 2х-кортежные языковые отношения предпочтения с убеждённостью.
Без потери общности пусть 

*

11 2{ , ,..., },A
mE e e e=  

*

1 1 21 2{ , ,..., },P
m m mE e e e+ +=  

*

2 21 2{ , ,..., }T
m m mE e e e+ +=  – три подмножества ,E  представляющие собой совокупность реше-

ний, информация о предпочтениях которых в отношении X  выражается в виде мультиплика-
тивных отношений предпочтения с учетом убеждённостей, аддитивных предпочтений отно-
шения с учетом убеждённостей и порядковых 2х-кортежных отношений лингвистических 
предпочтений с учетом убеждённостей, соответственно. Вопрос в том, как получить коллек-
тивное решение (проблема ГПР), основанное на гетерогенных отношениях предпочтений  с 
учетом убеждённостей.

Решение задачи о получении коллективного решения (проблема ГПР), основанного на ге-
терогенных отношениях предпочтений с учетом убеждённостей может быть получено с помо-
щью двухступенчатой модели линейного программирования, включив в систему ограничений 
показатели убеждённости.

Проектирование функциональности мобильного приложения

Для выделения функций, которыми должно обладать приложение была спроектирова-
на диаграмма сценариев использования для администратора и экспертов. Она приведена на 
рис. 1.



400

Для упрощения реализации приложения, перед тем как приступить к разработке также 
была создана схема моделей данных, приведенная на рис. 2.

Рис. 1. Диаграмма сценариев использования

Рис. 2. Модели данных
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Variant – структура, представляющая собой вариант и характеризующаяся индексом и 
именем.

VariantPair – пара вариантов для которой эксперт дает оценку.
Confidence – вариант уверенности, доступный эксперту, характеризуется как и вариант ин-

дексом и именем.
RelationshipType – перечисляемый тип отвечающий за тип отношений эксперта. Возможные 

значения: Мультипликативное, аддитивное и лингвистическое.
Expert – непосредственно эксперт, имеет имя, вес и тип отношения.
Mark – оценка как часть предпочтений эксперта, состоит из пары вариантов, вещественно-

го значения и уверенности.
Preference – предпочтения эксперта, характеризуется экспертом и набором оценок.
Session – сессия принятия решений, содержит имя, массив допустимых уверенностей, мас-

сив вариантов, массив экспертов, изначально пустой массив предпочтений, а также вектор 
результата.

Требования к дизайну и производительности

UI и UX. Разрабатываемое приложение должно иметь современный понятный дизайн. Это 
требуется для того, чтобы пользователю было комфортнее им пользоваться. Интерфейс дол-
жен быть лаконичным, все состояния приложения, такие как загрузка, ошибка, пустота и так 
далее должны быть обработаны и представлены пользователю в понятном виде. Интерфейс 
должен соответствовать HIG (human interface guidelines) – набору правил, предоставляемых 
компанией Apple с целью сохранения консистентности системы.

Производительность. Время запуска приложения не должно превышать трех секунд, что-
бы не фрустрировать пользователя. Частота обновления интерфейса должна составлять ми-
нимум 60 кадров в секунду. Все длительные операции, такие как подсчет итогового вектора 
предпочтений, должны производится во вспомогательных потоках, чтобы не влиять на ско-
рость работы экранов.

Средства реализации

Для реализации приложения был выбран высокоуровневый язык программирования Swift 
и среда разработки Xcode. При разработке интерфейса был использован фреймворк SwiftUI. 
Для реализации алгоритма линейного программирования использован язык программирова-
ния Python, такой выбор обусловлен наличием для этого языка подходящего набора библио-
тек, предназначенных для решения подобного рода задач.

В данный момент приложение находится в разработке. 

Заключение

Авторами было предложено взять за основу проблему ГПР в более широком виде, добав-
ляя к отношениям предпочтений степени убеждённостей и разработать мобильное приложе-
ние, направленое на минимизацию информационного отклонения между отношениями пред-
почтений лиц, принимающих решения, и коллективным вектором предпочтений с помощью 
двухступенчатой модели линейного программирования.
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УДК 519.8

ОБ ОДНОЙ ЗАДАЧЕ ОПТИМИЗАЦИИ ПОРТФЕЛЯ И МЕТОДЕ ЕЕ РЕШЕНИЯ

Тверской государственный университет

Ю. Е. Егорова, А. В. Язенин

Аннотация. В работе исследуются модели портфеля минимального риска, в которых 
используются ограничения по возможности/необходимости-вероятности и вероятно-
сти-возможности/необходимости на приемлемый уровень доходности для инвестора. 
Эти принципы принятия решений используются и при построении модели критерия – 
минимизации риска. В обоих случаях построены эквивалентный детерминированный и 
стохастический аналоги портфеля минимального риска в предположении, что случайные 
факторы задачи моделируются, соответственно, с помощью нормально распределенных 
случайных величин. Предлагаются методы решения, возможности которых демонстри-
руются на числовом примере.
Ключевые слова: возможностно-вероятностная оптимизация, гибридная неопределен-
ность, эквивалентный стохастический аналог, эквивалентный детерминированный ана-
лог, портфель минимального риска в условиях гибридной неопределенности.

Введение

В рамках подхода, предложенного в работах [1, 2], к решению задач математического про-
граммирования в условиях гибридной неопределенности в работе строятся и исследуются мо-
дели портфеля минимального риска, в которых для снятия неопределенности используются 
ограничения по возможности/необходимости-вероятности и вероятности-возможности/ не-
обходимости.

В обоих случаях построены эквивалентный детерминированный и стохастический анало-
ги портфеля минимального риска в предположении, что случайные факторы в этих моделях 
представлены нормально распределенными случайными величинами. Нечеткие составляю-
щие в первой модели характеризуются квазивогнутыми, полунепрерывными сверху распреде-
лениями, во втором случае – нормальными возможностными распределениями.

В первом случае получена эквивалентная детерминированная задача – задача квадратич-
ного программирования. Для второй модели построен эквивалентный стохастический аналог, 
для которого предлагается возможный подход его решения. В случае первой модели реализо-
ван числовой пример, для решения которого используется метод множителей Лагранжа.

1. Необходимые понятия и обозначения

Введем ряд определений и понятий из теории возможностей. Следуя [3–8] пусть ( , ( ), )P τΓ Γ
и ( , , )BΩ P  есть возможностное и вероятностное пространства, соответственно, в которых Ω – 
пространство элементарных событий ,ω ∈Ω  Γ  – модельное пространство с элементами ,γ ∈Γ  
B  – σ -алгебра событий, ( )P Γ  – множество всех подмножеств ,Γ  { , },τ π ν∈  π  и ν  – меры возмож-
ности и необходимости, соответственно, а P  – мера вероятности; 1E  – числовая прямая.

Определение 1. Нечеткая случайная величина ( , )Y ω γ  есть вещественная функция 
1: ,Y Ω×Γ → Ε  σ -измеримая для каждого фиксированного ,γ  а функция

	 1( , ) { : ( , ) },Y t Y t t Eµ ω π γ ω γ= ∈Γ = ∀ ∈
называется ее функцией распределения. 

Из определения 1 следует, что функция распределения нечеткой случайной величины за-
висит от случайного параметра, т.е. является случайной функцией.
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Определение 2. Пусть ( , )Y ω γ  – нечеткая случайная величина. Ее ожидаемым значением 
E[ ]Y  называется нечеткая величина, имеющая функцию распределения возможностей

	 1
E[ ] ( ) { : E[ ( , )] }, ,Y t Y t tµ π γ ω γ= ∈Γ = ∀ ∈E

где E[ ]  – оператор взятия математического ожидания 
	 E[ ( , )] ( , ) ( ).Y Y dω γ ω γ ω

Ω

= ∫ P

Понятно, что ожидаемое значение нечеткой случайной величины есть нечеткая величина. 
Для агрегирования нечеткой информации будем использовать t-нормы, которые обобща-

ют операцию типа «min», заложенную в действиях над нечеткими множествами и нечеткими 
величинами [6,7]. В данной работе мы будем использовать экстремальную t-норму: 

( , ) min{ , },MT x y x y=  которая называется сильнейшей t-нормой. 
Следуя [8], введем понятие взаимной t-связанности нечетких переменных. Оно использует-

ся в качестве инструмента для построения совместных функций распределения возможностей.
Определение 3. Нечеткие множества 1, , ( )nA A P∈ Γ  называются взаимно T -связанными, 

если для любого индексного множества 1{ , , } {1, , },ki i n⊂   1, ,k n=   имеем
	

1 1
( ) ( ( ), ( )),

k ki i i iA A T A Aπ π π∩ ∩ = 

где 
	

1 1 2 3
( ( ), ( )) ( ( ( ( ), ( )), ( )), ), ( )).

k ki i i i i iT A A T T T A A A Aπ π π π π π=  

Мы можем перенести понятие взаимной T -связанности нечетких множеств на нечеткие пере-
менные. 

Определение 4. Нечеткие переменные 1( ), , ( )nZ Zγ γ  называются взаимно T -связанны-
ми, если для любого индексного множества 1{ , , } {1, , },ki i n⊂   1, , ,k n=   имеем

	
1 1 11

1 1

1 1

1 1

1 1 1

( , , ) { : ( ) , , ( ) }

{ { } { }}

( ( { }), , ( { }), .

i i k k kk

k k

k k j

Z Z i i i i i i

i i i i

i i i i i

t t Z t Z t

Z t Z t

T Z t Z t t E

µ π γ γ γ

π

π π

− −

− −

= ∈Γ = =

= ∩ ∩

= ∀ ∈



 





2. Портфель минимального риска при ограничениях 
по возможности/необходимости-вероятности и вероятности-возможности/необходимости

В работах [1, 2] были рассмотрены модели возможностно-вероятностного программиро-
вания с ограничениями по возможности/необходимости-вероятности и вероятности-воз-
можности/необходимости. На основании полученных результатов можно построить матема-
тическую модель портфеля минимального риска в условиях гибридной неопределенности, в 
которой используются возможностно-вероятностные ограничения.

Пусть доходность инвестиционного портфеля представлена возможностно-вероятност-
ной функцией 

	
1

( , , ) ( , ) ,
n

j j
i

f x A xω γ ω γ
=

= ∑
в которой ( , )jA ω γ  есть доходность j-го финансового актива, а вектор 1( , , )nx x x=   есть век-
тор долей капитала, представляющий доходность инвестиционного портфеля.

Таким образом можно построить 2 математические модели портфеля минимального риска:
1. Портфель минимального риска при ограничении доходности портфеля по возможности/

необходимости-вероятности

	
min,

{D[ ( , , )] } ,
k

f x kτ ω γ α
→

≤ ≥
	 (1)
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1

{ { ( , , ) } } ,

1, 0.

p
n

j
j

f x d p

x x

τ ω γ α

=

≥ ≥ ≥

 = ≥


∑

P
	 (2)

2. Портфель минимального риска при ограничении доходности портфеля по вероятно-
сти-возможности/необходимости

	
min,

{D[ ( , , )] } ,
k

f x kτ ω γ α
→

≤ ≥
	 (3)

	

1

{ { ( , , ) } } ,

1, 0.

p
n

j
j

f x d p

x x

τ ω γ α

=

≥ ≥ ≥

 = ≥


∑

P
	 (4)

В этих моделях { , },τ π ν∈  ,p  α  есть заданные уровни вероятности и возможности, 
, (0,1],p α ∈  k  – дополнительная скалярная переменная, pd  – уровень доходности, приемле-

мый для инвестора.
Будем предполагать, что ( , )jA ω γ  имеют сдвиг-масштабное представление: 
	 ( , ) ( ) ( ) ( ),j j j jA a Yω γ ω σ ω γ= +

возможностные величины ( )jY γ  характеризуются квазивогнутными, полунепрерывными 
сверху возможностными распределениями, а ( ) ( , ),o a

j P j ja a dω ∈  ( ) ( , ),o
j P j jdσσ ω σ∈  где P  – 

есть класс нормальных вероятностных распределений.
Понятно, что введенные модели портфелей минимального риска отличаются лишь после-

довательностью применения возможностно-вероятностных принципов для снятия гибрид-
ной (комбинированной) неопределенности. 

3. Эквивалентные аналоги задач (1)–(2) и (3)–(4)

3.1. Портфель минимального риска при ограничении 
по возможности/необходимости-вероятности

Опираясь на результаты работ [1, 2] можно доказать следующую теорему.
Теорема 1. Пусть в модели (1)–(2) нечеткие величины ( )jY γ  имеют сдвиг-масштабное 

представление, являются взаимно мини-связанными и характеризуются квазивогнутными, 
полунепрерывными сверху распределениями, а коэффициенты сдвига и масштаба являются 
нормально распределенными случайными величинами с соответствующими параметрами. 
Тогда задача (1)–(2) эквивалентна следующей детерминированной задаче

	 2 2

1
( ( ) ) min,

n
a
j j j j

j
d d Y xσ

α
±

=

+ →∑ 	 (5)

	

0 0 2 2

1 1

1

( ( ) ) ( ) ( ( ) ) 0,

1, 0.

n n
a

j j j j p j j j j
j j

n

j
j

a Y x d d d Y x

x x

σ
α ασ β

= =

=


− + + + + ≤



 = ≥

∑ ∑

∑

 

	 (6)

где 2( ) , ( )j jY Yα α
±  и 2( )jY α

±  есть границы α-уровневых множеств jY  и 2;jY  верхние индексы в 
( ) ( )± è  обозначают границы α-уровневых множеств при ,τ π=  а нижние – (1 )α− -уровнево-
го множеств при ;τ ν=  β  – решение уравнения ( ) ,t p=  где ( )t  – есть функция стандарт-
ного нормального распределения. 
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Доказательство. Согласно [2] дисперсия функции ( , , )f x ω γ  имеет вид

	 2 2

1
D[ ( , , )] ( ( )) .

n
a
j j j j

j
f x d d Y xσω γ γ

=

= +∑
Таким образом, модель критерия (1) эквивалентна

	 2 2

1
( ( ) ) min,

n
a
j j j j

j
d d Y xσ

α
±

=

+ →∑
где 2( )jY α

± есть правая граница α-уровневого множества 2
jY  при ,τ π=  и левая граница (1 )α− -уров-

невого множества 2
jY  при .τ ν=  Согласно [3], их можно вычислить следующим образом:

	
2 2 2

2 2 2

( ) max{0, min{( ) , ( ) , ( ) ( ) }},

( ) max{( ) , ( ) }.
j j j j j

j j j

Y Y Y Y Y

Y Y Y
α α α α α

α α α

− − + − −

+ − +

=

=

С другой стороны, ограничение (2) можно преобразовать следующим образом

	

( , ) ( , , ) ( , ){ ( , , ) }
( , ) ( , )

( , ) .
( , )

p p

p

m x f x m xf x d d
d x d x

m x d p
d x

γ ω γ γω γ
γ γ

γ
γ

 − ≥ = ≤ − 
  

 
= − ≥  

 

P P



Здесь ( , ) E[ ( , , )]m x f xγ ω γ=  и ( , ) D[ ( , , )].d x f xγ ω γ= Тогда ограничение (2) эквивалентно воз-
можностному ограничению

	 { ( , ) ( ) ( , ) 0} .pm x d d xτ γ β γ α− + + ≤ ≥
Что в конечном итоге сводится к [2]

	 0 0 2 2

1 1
( ( ) ) ( ) ( ( ) ) 0,

n n
a

j j j j p j j j j
j j

a Y x d d d Y xσ
α ασ β

= =

− + + + + ≤∑ ∑ 

где ( )jY α
  и 2( )jY α

  есть левые границы α-уровневого множест jY  и 2
jY  при ,τ π=  и правые гра-

ницы (1 )α− -уровневого множеств jY  и 2
jY  при ;τ ν=  β  – решение уравнения ( ) ,t p=  где 

( )t  – есть функция стандартного нормального распределения.
Нетрудно видеть, что при условии 0.5,p ≥  коэффициент 0,β ≥  соответственно получен-

ная задача (5)–(6) являться задачей выпуклого квадратичного программирования.

3.2. Портфель минимального риска при ограничении 
по вероятности -возможности/необходимости

Основываясь на результатах [1, 2], можно доказать следующу теорему.
Теорема 2. Пусть при сделанных выше предположениях нечеткие величины ( )jY γ  имеют 

нормальное возможностное распределение ( ) ( , ),j j jY m dπγ ∈  1, , .j n=   Тогда вероятност-
но-возможностная модель (3)–(4) имеет эквивалентный стохастический аналог вида

	 2 2

1
( ( ) ) min,

n
a
j j j j

j
d d Y xσ

α
±

=

+ →∑ 	 (7)

	 1

1

( ) ( ) ,

1, 0,

n

j j p
j

n

j
j

A x d p

x x

α ω±

=

=

  
≥ ≥  

  
 = ≥

∑

∑

P
	 (8)



407

в которой ( ) ( )jA α ω±  есть правая граница α-уровневого множества ( )jA ω  при ,τ π=  и левая 
граница (1 )α− -уровневого множества ( )jA ω  при .τ ν=  При этом границы α-уровневого мно-
жества ( )jA ω  имеют вид

	
( ) ( ) ( ) ( ) ln ( ) ,

( ) ( ) ( ) ( ) ln ( ) .

j j j j j j

j j j j j j

A a m d

A a m d

α

α

ω ω σ ω α σ ω

ω ω σ ω α σ ω

−

+

= + − −

= + + −

Доказательство. При фиксированном ω  в соответствии с исчислением возможностей [2] 
имеем

	 ( ) ( ( ) ( ), ( ) ), 1, , .j j j j j jA a m d j nπω ω σ ω σ ω∈ + = 

Тогда на основании результатов [9], ограничение { ( , , ) }pf x dτ ω γ α≥ ≥  имеет следующие сто-
хастические аналоги

	 1
1 1
( ) ( ) , ( ) ( ) .

n n

j j p j j p
j j

A x d A x dα αω τ π ω τ ν+ −
−

= =

≥ = ≥ =∑ ∑ïðè ïðè

Из полученных неравенств следуют эквивалентные ограничения по вероятности (8).
Полученная система ограничений (8) представляет собой систему построчных ограниче-

ний по вероятности. Построение ее эквивалентного детерминированного аналога затруднено 
в связи с присутствием в выражениях, определяющих случайные величины ( ) ( ),jA α ω±  модулей 
случайных величин. Однако, опираясь на результаты работы [10] можно предложить следую-
щий подход к решению данной задачи.

Обозначим 

	 2 2
0

1 1
( ) ( ( ) ) ( , ) ( ) ( ) .

n n
a
j j j j j j p

j j
F x d d Y x F x A x dσ

α αω ω± ±

= =

= + = −∑ ∑è

Рассмотрим случайную величину

	
1, ( , ) 0,

( , )
0, ( , ) 0.

F x
x

F x
ω

χ ω
ω

≥
=  <

В соответствии с заданными испытаниями 1, , Nω ω  имеем реализации 1, , Nχ χ  величины 
.χ  Тогда, если x  удовлетворяет ограничению (8), то в последовательности 1, , Nχ χ  единица 

встретится с вероятностью, не меньшей .p  Поэтому можно рассмотреть следующий статисти-
ческий критерий проверки (8). Зададим уровень значимости ,α  числа γ  и ,K  0 1,γ≤ ≤  
0 .K N≤ ≤

Будем считать, что x  удовлетворяет ограничению (8), если в последовательности 1, , Nχ χ  
число единиц больше .K  Если их ровно ,K  то гипотеза о том, что x  удовлетворяет ограниче-
нию, принимается с вероятностью 1 .γ−  Тогда K  и γ  определяются из уравнения

	
0

(1 ) (1 ) .
N

k k N k K K N K
N N

k
C p p C p pγ α− −

=

− + − =∑
В соответствии с этим рассмотрим две задачи.
Задача 1. Найти такое ,x  которое минимизирует 0 ( )F x  при условии, что выполняется не 

менее K  ограничений

	

1

( , ) 0, 1, , ,

1, 0.

k

n

j
j

F x k N

x x

ω

=

 ≥ =

 = ≥


∑



	 (9)

Задача 2. Она отличается от задачи 1 тем, что среди ограничений (9) должны быть удовлет-
ворены не менее 1K +  ограничений.

Пусть 1x  и 2x  – соответственно, оптимальные решения первой и второй задачи. Очевидно, 
что 1 2

0 0( ) ( ).F x F x≤  В соответствии с отмеченным выше критерием значимости α  решение 2x  
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будет допустимым, а 1x  может оказаться недопустимым. Поэтому, если 1x  – допустимое реше-
ние, то оно будет оптимальным решением. В противном случае оптимальным будет 2.x  Для 
того чтобы проверить, является ли допустимым 1,x  требуется провести дополнительные ис-
пытания. Для этого делается испытание, состоящее из двух исходов: единица с вероятностью 
1 γ−  и 0 с вероятностью .γ  Если испытание дало 1, то 1x  принимается как допустимое и, сле-
довательно, как оптимальное решение; если нет, то за оптимальное решение принимается 2.x

Легко видеть, что задачи 1 и 2 идентичны. Для их решения можно построить методы, осно-
ванные на общей идее метода ветвей и границ.

5. Модельный пример

Рассмотрим следующий модельный пример задачи (1)–(2)

	 1 1 2 2

1 1 2 2

1 2

min,
{D[ ( , ) ( , ) ] } 0.5,

{ { ( , ) ( , ) 10} 0.7} 0.5,
1, 0.

k
A x A x k

A x A x
x x x

π ω γ ω γ
π ω γ ω γ

→
+ ≤ ≥

+ ≥ ≥ ≥
 + = ≥

P

Здесь 1( , )A ω γ  и 2 ( , )A ω γ  имеют сдвиг-масштабные представления, в которых случайные ком-
поненты независимы и имеют распределения

	 1 1

2 2

( ) (5, 2), ( ) (7,5),
( ) (8,1), ( ) (15,3),

P P

P P

a
a

ω σ ω
ω σ ω

= =
= =
 
 

а нечеткие компоненты являются мини-связанными нормальными нечеткими величинами 
	 1 2( ) (5, 2), ( ) (3,1).Y Yπ πγ γ= = 
Тогда получим следующий эквивалентный детерминированный аналог

	

2 2
1 2

2 2
1 2 1 2

1 2

224.18 45.076 min,

26.408 40.505 10.53 57.58 15.088 0,
1, 0.

x x

x x x x
x x x

+ →

− − + + ≤


+ = ≥
Для его решения применим 

метод множителей Лагранжа. Ре-
шением задачи является точка 

* (0.167,0.833),x =  значение 
функции в этой точке равно 

( *) 37.53.F x =  Область допусти-
мых значений, определенная 
ограничениями модельного при-
мера, а также оптимальное реше-
ние *x  показаны на рис 1.

 

Рис. 1
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Заключение

В работе построены и специфицированы для класса нормальных вероятностных распре-
делений модели портфеля минимального риска, использующие принцип снятия гибридной 
неопределенности на основе ограничений по возможности/необходимости-вероятности и ве-
роятности-возможности/необходимости. Для решения эквивалентного детерминированного 
и эквивалентного стохастического аналога предложены методы их решения. В первом случае 
для решения задачи применен метод множителей Лагранжа, результаты решения демонстри-
руются на модельном примере. Для второй модели определен возможный подход к ее реше-
нию, основанный на статистических испытаниях проверки выполнения ограничения. В плане 
дальнейших исследований предполагается специфицировать этот подход. Также представляет 
несомненный интерес установление отношения вложенности для моделей допустимых порт-
фелей в первом и во втором случаях. 
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ОПЕРАТИВНАЯ ПАМЯТЬ ЧЕЛОВЕКА-ОПЕРАТОРА 
В ИНФОРМАЦИОННОЙ СИСТЕМЕ «ЧЕЛОВЕК – ДИСПЛЕЙ»

Воронежский государственный университет

Д. И. Елфимов, Н. М. Новикова

Аннотация. В статье рассмотрены различные виды памяти человека – оператора. Пред-
ставлена структурная модель памяти, на основании которой разработан метод и про-
ведены эксперименты по исследованию восприятия символьной информации с экрана 
дисплея человеком – оператором. Полученные результаты могут быть использованы при 
проектировании и эксплуатации информационных человеко-машинных систем.
Ключевые слова: статистические, вычислительный эксперимент, человек-оператор, си-
стема «человек-машина», память, вероятность.

Введение

Компьютеризация профессиональной деятельности создала благоприятные условия для 
повышения производительности труда, внедрения новых технологий управления информа-
ционными процессами, упрощения некоторых форм труда человека-оператора. В связи с раз-
витием вычислительной техники сделан большой шаг в исследовании человеко-машинных 
информационных систем. Однако за время существования этих систем не удалось полностью 
перейти на автоматическую работу системы без участия оператора. Это происходит благода-
ря многим причинам, основные из них следующие. Во-первых, многообразие ситуаций при 
взаимодействии информационной системы с внешним миром, включая форс-мажорные об-
стоятельства, которые могут возникнуть, например, в космонавтике, авиации, энергетике. 
Во-вторых, у современных компьютеров отсутствует ассоциативное «мышление». В-третьих, в 
динамично развивающейся внешней обстановке системы принятия решения без воздействия 
и поддержки человека-оператора практически не только не эффективны, но могут привести к 
катастрофическим последствиям.

В настоящее время не решена задача оценки работы человека оператора в автоматизиро-
ванной информационной системе. Не исследована такая важная характеристика психофизио-
логического состояния как память человека- оператора. Решение этого вопроса является весь-
ма актуальной задачей.

Целью статьи является исследование психофизиологического состояния человека-опера-
тора по измерению памяти при обработке информации, воспринимаемой с экрана дисплея.

1. Материалы

Память человека является наиболее важной характеристикой системы «человек –дисплей». 
В психологии память рассматривают как сложную функцию. В ней выделяют три процесса: за-
поминание (ввод информации память), сохранение (удержание) и воспроизведение. Эти про-
цессы взаимосвязаны. Организация запоминания влияет на сохранение, качество сохранения 
определяет воспроизведение. 

В работе [1] различают следующие виды памяти. По длительности сохранения информа-
ции выделяют мгновенную, кратковременную, оперативную, долговременную. По отношению 
к цели: непроизвольная и волевая (произвольная). По характеру запоминаемого материала: 
логическая; образная (зрительная, слуховая, осязательная); эмоциональная и моторно-двига-
тельная.
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Мгновенная (иконическая) память представляет собой непосредственное отражение обра-
за информации, воспринятого органами чувств. Ее длительность от 0.1 до 0.5 с. 

Кратковременная память сохраняет в течение короткого промежутка времени (в среднем 
около 20 с.) обобщенный образ воспринятой информации, ее наиболее существенные элемен-
ты. Объем кратковременной памяти составляет 5–9 единиц информации и определяется ко-
личеством информации, которую человек способен точно воспроизвести после однократного 
предъявления. Важнейшей особенностью кратковременной памяти является ее избиратель-
ность. Из мгновенной памяти в нее попадает только та информация, которая соответствует 
актуальным потребностям и интересам человека, привлекает к себе его повышенное внимание. 

Оперативная память рассчитана на сохранение информации в течение определенного, 
заранее заданного срока, необходимого для выполнения некоторого действия или операции. 
Длительность оперативной памяти от нескольких секунд до нескольких дней. 

Долговременная память способна хранить информацию в течение практически неограни-
ченного срока, при этом существует (но не всегда) возможность ее многократного воспроиз-
ведения. На практике функционирование долговременной памяти обычно связано с мышле-
нием и волевыми усилиями. 

Память имеет следующие основные характеристики:
1) объем запоминаемой информации;
2) скорость запоминания;
3) длительность сохранения (скорость забывания);
4) полнота и точность воспроизведения;
5) готовность к воспроизведению (время вспоминания).
Представление памяти в виде структурной модели показано на рис. 1. На этом рисунке 

введены следующие обозначения: КВП – кратковременная память, ДВП – долговременная па-
мять. Повторением из ДВП информация в КВП удерживается на необходимое время, затем 
также угасает (забывается), переходя на другие уровни в ДВП, в которой ее может содержаться 
огромное количество, но со временем она также угасает. Есть основания считать, что в ДВП 
информация закодирована в смысловой (семантической) форме. Это подтверждается нейро-
физиологической теорией восприятия и памяти человека [2].

Итак, память, по-видимому, представлена несколькими фазами. Первая – очень непродол-
жительная (время сохранения информации 250 мс – до 4 с) – это сенсорная непосредственная 
память. Она определяется видом анализатора органов чувств и способом предъявления ин-
формации. 

В непосредственной памяти в течение долей секунды, по-видимому, удерживается снача-
ла вся воспринятая информация, которая затем быстро теряется и через сотни миллисекунд 
нервной активности остается ее порядка 12–20 элементов (единиц информации), которые пе-
реходят в оперативную память. При этом происходит селекция информации по критериям, 
определяемым задачей наблюдения.

Объем сенсорной непосредственной памяти измеряют числом стимулов (размером предъ-
являемого материала), воспроизводимого сразу же после одноразового короткого (доли се-
кунды) предъявления.

Кратковременная память (КВП) определяется способностью человека сохранять инфор-
мацию только на тот период (до нескольких десятков секунд, а иногда и больше), которой 
требуется для решения текущей задачи. Объем КВ памяти характеризуют качеством воспро-
изводимых однократно (несколько секунд) предъявленных стимулов. Многими эксперимен-
тами установлено «магическое» число 7±2 стимулов, которые удерживаются в КВ памяти [2]. 
Максимальное количество воспроизводимых символов является инвариантом кратковремен-
ной оперативной памяти. 
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При восприятии человеком-оператором информации с экрана дисплея важную роль игра-
ет и долговременная память. Она обеспечивает хранение информации в течение длительного 
времени (часы, дни, месяцы, годы). Объем долговременной памяти в общем случае оценивают 
отношением числа стимулов, сохранившихся в памяти спустя некоторое время (более 30 ми-
нут), к числу их повторений. Поэтому при практических измерениях объема долговременной 
памяти, также как и оперативной, её объем оценивается количеством стимулов (или информа-
ции), воспроизведенным после одного повторения спустя некоторое время (более 30 минут).

Сохранение информации в памяти является сложным процессом, в ходе которого осущест-
вляется переработка, упорядочивание и классификация. В процессе запоминания и хранения 
информации мозг осуществляет ее статистический анализ, позволяющий оценивать вероят-
ность событий, и на основе этих оценок предвидеть и прогнозировать возможные ситуации, 
планировать деятельность. 

Исходя из структурной модели (рис.1) и свойств как КВП, так и ДВП можно построить 
математическую модель процессов восприятия информации с экрана дисплея человеком-опе-
ратором.

С этой целью необходимо провести эксперимент с группой операторов.

2. Методика эксперимента

Эксперимент проводился с группой обученных операторов и состоял из трех частей. Ме-
тодика его такова: испытуемый (оператор) видит на экране дисплея форму «Настройки те-
ста» (рис. 2). К настройкам тестирования относятся следующие параметры: используемый 

тип алфавита (цифры, буквы, символы), время пред-
ставления, поле для ввода количества заданий в те-
стировании. Эта форма имеет две кнопки «Начать» 
и «Выход». После нажатия кнопки «Начать» перед 
оператором появляется новая форма, с помощью 
которой проводилась основная часть эксперимента. 
Форма «Тестирование» содержит кнопку «Старт». 
После нажатия кнопки «Старт» на форме появляется 
последовательность символов. В первой части экспе-
римента эта последовательность состоит из букв рус-
ского алфавита, во второй части − из арабских цифр, 
в третьей − из символов (! @ # $ % ^ * ( ) + = { } ? < >). 

Последовательность предъявляется оператору на экране дисплея в течение времени, указан-
ного в настройках тестирования, затем она исчезает с экрана. Оператор должен ввести то, что 
он запомнил. По окончании тестирования появляется сообщение: «Тестирование окончено». 
Оператор нажимает кнопку «Выход», и тестирование заканчивается. 

Такой цикл проводился для каждого оператора при различном времени показа и для раз-
личной длины последовательности. Время показа было выбрано равным, 1,5 сек, 3 сек и 4,5 сек. 

Рис. 1. Структурная модель памяти

Рис. 2. Форма «Настройки теста»
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Длина последовательности выбиралась случайным образом из возможных 4, 5, 6, 7, 8 симво-
лов. Такие значения длины последовательностей были определены в результате проведения 
предварительных экспериментов. В эксперименте приняли участие 10 операторов в возрасте  
20÷25 года. После прохождения одного теста испытуемый отдыхал, т.к. время тестирования 
составляет 20÷30 минут, что может привести к утомлению, что отразится на результатах те-
стирования. Утомление операторов измерялось по методике, разработанной авторами [3].

4. Результаты эксперимента

По результатам эксперимента вычисляется вероятность правильных ответов как частота 
события ,x

x

np N=  где x  − длина последовательности, xn  − число верных ответов; xN  − число 

предъявленных последовательностей для каждого из испытуемых. Рассчитанные значения ве-
роятностей правильного воспроизведения последовательностей усреднялись по всем опера-
торам.

Усредненные по операторам вероятности правильного воспроизведения Pïð.âîñïð.  при раз-
личном времени показа представлены в табл. 1.

Таблица 1
Вероятность правильного воспроизведения последовательностей символов

Алфавит 
Длина посл.

Цифры 
Pïð.âîñïð.

Буквы 
Pïð.âîñïð.

Символы 
Pïð.âîñïð.

Время показа 1,5 сек.
4 1 0,98 0,48
5 0,96 0,9 0,24
6 0,84 0,79 0,02
7 0,73 0,61 0
8 0,55 0,29 0
Время показа 3 сек.
4 1 1 0,7
5 1 0,98 0,6
6 0,94 0,95 0,12
7 0,98 0,9 0,02
8 0,74 0,72 0
Время показа 4,5 сек.
4 1 1 0,82
5 1 0,96 0,7
6 1 0,93 0,59
7 0,98 0,86 0,31
8 0,9 0,84 0,02

Пусть x  − длина последовательности является случайной величиной. Для получения зако-
на распределения этой случайной величины вероятность правильного воспроизведения пред-
ставляется в квантилях нормального распределения. Зависимость ( )P f x=ïð.âîñïð.  аппрокси-
мировалась прямой линией по методу наименьших квадратов [5].

Анализ результатов экспериментов показал, что вероятность правильного воспроизведе-
ния последовательностей различной длины для каждого оператора описывается функцией 
нормального распределения
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где   − математическое ожидание длины последовательности ;x
xσ  − cреднеквадратическое отклонение случайной величины .x

Допущение о нормальном законе распределения проверялось с помощью статистического 
критерия 2.χ  Этот критерий позволяет утверждать, что имеется нормальное распределение 
при уровне значимости 0,05.

Для всех условий эксперимента получены зависимости вероятностей правильного воспро-
изведения от длины последовательности для букв латинского алфавита, для цифр и символов 
при различном времени показа. Был проведен статистический анализ этих эксперименталь-
ных зависимостей. Из анализа следует, что полученные математические зависимости различа-
ются значимо при уровне значимости 0,05.

Итак, в результате проведенных экспериментов и анализа полученных данных можно сде-
лать следующие выводы:

• вероятность правильного воспроизведения зависит от сложности алфавита. Наибольшая 
вероятность получена для цифр, наиболее трудной для воспроизведения оказалась последова-
тельность, состоящая из символов; 

• вероятность правильного воспроизведения зависит от длины предъявляемой последова-
тельности, чем больше длина, тем меньше вероятность;

• вероятность правильного воспроизведения зависит от времени предъявления, чем боль-
ше время предъявления, тем выше вероятность правильного воспроизведения.

Таким образом, при максимальной длине последовательности 8 символов и времени предъ-
явления 4,5 сек, max 0,9P =  при воспроизведении цифр, минимальная вероятность min 0P =  при 
длине последовательности 8 символов и времени показа 1,5 сек и 3 сек независимо от того, 
какая из последовательностей предъявлялась.

Заключение

Рассмотрены различные виды памяти и её основные характеристики, Исходя из структур-
ной модели памяти, была разработана методика и проведены эксперименты с большой груп-
пой операторов (10 человек). В результате обработки экспериментов получено, что макси-
мальная вероятность правильного воспроизведения получена при максимальной длине 
последовательности 8 символов и времени предъявления 4,5 сек, max 0,9P =  при воспроизведе-
нии цифр, минимальная вероятность min 0P =  при длине последовательности 8 символов и вре-
мени показа 1,5 сек и 3 сек независимо от того, какая из последовательностей предъявлялась.
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ПРИМЕНЕНИЕ МЕТОДОВ ОБРАБОТКИ ИЗОБРАЖЕНИЙ 
ДЛЯ АНАЛИЗА ФАЦИЙ КРОВИ ДО И ПОСЛЕ ПРИМЕНЕНИЯ АППАРАТА CELL-SAVER

Воронежский государственный университет

А. В. Жидких, С. Н. Медведев

Аннотация. В статье описаны метод вейвлет-преобразования изображения. Описанные 
методы вычисления статистических характеристик текстуры изображения на основе ма-
трицы вероятностного распределения яркости изображения. Реализован прототип полу-
автоматического алгоритма поиска прямых радиальных и поперечных трещин, дающий 
удовлетворительные результаты. Приведен план дальнейшего развития существующих 
алгоритмов и введения в эксплуатацию новых.
Ключевые слова: компьютерное зрение, фации сыворотки крови, текстура изображения, 
вейвлет-преобразование изображений, преобразование Хафа, метод Харриса.

Введение

Использование методов компьютерной обработки изображений для анализа фаций (высу-
шенных капель биологической жидкости) крови позволяет частично, насколько это возмож-
но, автоматизировать процесс формирования и распознавания отличительных признаков, 
которые могут помочь обнаружить те или иные патологические процессы или количественно 
оценить различие между двумя изображениями фаций, включая их морфологические измене-
ния после применения аппарата Cell-Saver для реинфузии.

1. Постановка задачи

В фациях сыворотки крови наиболее отчетливо представлено большое разнообразие тре-
щин. Патология, а также потеря крови, которую впоследствии используют для реинфузии, 
нарушает физиологический состав и гармонию молекулярных взаимодействий в сыворотке 
крови, что соответствующим образом изменяет вид и расположение трещин. Рисунок трещин 
является важным диагностическим показателем, как нормальных, так и патологических со-
стояний организма.

В работе ставятся следующие задачи:
1. Реализация и модификация методов вейвлет-преобразования;
2. Вычисление статистических признаков второго порядка текстуры изображения с помо-

щью матрицы смежности;
3. Нахождение контуров трещин фаций крови;
4. Нахождение прямых радиальных и поперечных трещин фаций крови.

2. Описание используемых методов

В этом пункте рассмотрены следующие методы обработки и оценки изображений, исполь-
зуемые в исследовании.

Вейвлет-преобразование позволяет упростить предобработку изображения, выделяя наи-
более значимые части изображения, в то время как текстурная модель может быть использо-
вана в качестве характеристики для количественного анализа изображений и их сегментов в 
локальных точках, который будет реализован в дальнейшем исследовании.
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Методы вычисления оценок текстурных признаков могут быть также использованы в ка-
честве характеристики для количественного анализа изображений и их сегментов в локаль-
ных точках.

Метод анализа линейных структур фаций в настоящий момент позволяет только визуаль-
но оценить радиальных прямые и поперечные трещины, который будут количественно проа-
нализированы в дальнейшем исследовании.

На текущий момент эти методы не связаны, и их комбинация будет реализована в дальней-
шем исследовании.

2.1. Вейвлет-преобразование и текстурная модель изображения

Данное преобразование позволяет найти вес каждого пикселя на изображении, отражая 
его значимость, что будет использовано в дальнейшем для построения текстурной модели 
изображения. Входными параметрами функции является черно-белое квадратное изображе-
ние, яркости пикселей которого будут использоваться как коэффициенты для преобразова-
ния. Общая формула дискретного вейвлет-преобразования изображений может быть пред-
ставлена следующим образом:

,
2

1( ) ,u s D
x ux

sS
ψ ψ − =  

 
 

где для изображений 2,D =  1 2( , ) ,Tx x x=  1 2( , ) .Tu u u=
Здесь D  – размерность сигнала, S  – параметр масштабирования, u  – D-мерный вектор 

параметров сдвига.
На каждом шаге алгоритма изображение раскладывается на четыре других подизображе-

ния, а именно: ,LL  левый верхний квадрант, состоящий из всех коэффициентов, которые 
были отфильтрованы низкочастотным фильтром, примененным к строкам, а затем к столбцам 
исходного изображения; ,HL  правый верхний квадрант, в столбцах и рядах которого находят-
ся коэффициенты, которые были отфильтрованы высокочастотным фильтром по столбцам и 
низкочастотным фильтром по строкам; ,LH  левый нижний квадрант, в столбцах и рядах ко-
торого находятся коэффициенты, которые были отфильтрованы низкочастотным фильтром 
по столбцам и высокочастотным фильтром по строкам; ,HH  правый верхний квадрант, по 
аналогии с LL  состоящий из коэффициентов, которые были отфильтрованы высокочастот-
ным фильтром, примененным к строкам, а затем к столбцам исходного изображения. Изобра-
жение LL  представляет собой приблизительную версию исходного изображения на шаге с 
уменьшенным вдвое разрешением. Изображение LH  по большей части содержит вертикаль-
ные границы, а HL  – горизонтальные. Изображение HH  содержит границы в диагональном 
направлении.

На начальном шаге предполагается, что коэффициенты (0)LL  являются значениями ярко-
сти пикселей исходного изображения, а коэффициенты (0) ,LH  (0)HL  и (0)LH  будут нулевыми. 
Коэффициенты (1) ,LL  (1) ,LH  (1)HL  и (1)HH  рассчитываются следующим образом:

( 1) ( 1) ( 1) ( 1)
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После расчета всех коэффициентов на уровне ,k  для расчета весов пикселей используются 
следующие формулы:

1[ ][ ] [ / 2][ / 2] [ ][ ],k k kw i j w i j E i j+= +
где ,...,1,0,k Level=  а Level  – уровень преобразования, 
и

2 2 2[ ][ ] [ ][ ] [ ][ ] [ ][ ].k k k kE i j LH i j HL i j HH i j= + +
На последнем уровне коэффициенты 1kw +  равны нулю, а расчет весов на нулевом уровне 

(исходном изображении) рассчитывается по формуле:

1[ ][ ] [ / 2][ / 2],k kw i j w i j+=
а затем нормализуется:

[ ][ ][ ][ ] .
max{ [ ][ ]}

k
k

k

w i jw i j
w i j

′ =

Используя матрицу весов, можно построить текстурную модель изображения. Сначала не-
обходимо разбить изображение на квадратные регионы 1,..., .nR R  Для каждого региона необ-
ходимо рассчитать средний вес пикселей ,iw  входящих в регион, а затем создать вектор 

1( ,..., )nf f f= , где i if w=  – значение i-го текстурного признака изображения. Вектор f  и яв-
ляется текстурной моделью изображения.

Если принимать значения нормализованных коэффициентов как значения из диапазона 
0..255 (чем больше вес, тем ближе яркость пикселя к нулю), то визуально пиксели с большими 
значениями весов будут отображаться более темными. Входное изображение можно наблю-
дать на рис. 1. Визуальное представление весов можно видеть на рис. 2.

Полученные веса пикселей на последнем уровне вейвлет-преобразования визуально ото-
бражает наиболее важные элементы изображения, которые могут помочь в визуальном анали-
зе или быть использованы для облегчения предобработки изображения.

Рис. 1. Левая часть фации крови до реинфузии Рис. 2. Визуальное представление значений 
весовых коэффициентов рис. 1

2.2. Оценки текстурных признаков

Один из аспектов текстуры связан с пространственным распределением и пространствен-
ной взаимозависимостью значений яркости локальной области изображения с ростом рассто-
яния между оцениваемыми точками.

Статистики пространственной взаимозависимости значений яркости вычисляются по ма-
трицам переходов значений яркости между ближайшими соседними точками. Матрица смеж-
ности уровней яркости (матрица вероятностного распределения яркости изображения) пред-
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ставляет собой оценку плотности распределения вероятностей второго порядка, полученную 
по изображению в предположении, что плотность вероятности зависит лишь от расположе-
ния двух пикселей.

Обозначим матрицу смежности ( , , , ),P i j d ϕ  где i  и j  – яркости соседних точек на изобра-
жении, расположенных на расстояния d  друг от друга, при угловом направлении ϕ.

Полученная матрица смежности обычно приводится к нормализованному виду:
( , , , )( , , , ) .

( , , , )
i j

P i j dN i j d
P i j d

ϕϕ
ϕ

=
∑∑

Такие матрицы смежности содержат информацию, характеризующую текстуру. По матри-
це смежности уровней яркости вычисляется множество признаков.

Энергия изображения считается следующим образом:
2( ( , , , )) .

i j
N i j d ϕ∑∑

Энтропия изображение считается по формуле:

2( , , , ) log ( , , , ).
i j

N i j d N i j dϕ ϕ∑∑
Контраст изображения вычисляется так:

2( ) ( , , , ).
i j

i j N i j d ϕ−∑∑
Гомогенность изображения вычисляется по такой формуле:

( , , , ).
1 | |i j

N i j d
i j

ϕ
+ −∑∑

Корреляция изображения считается по формуле:
( )( ) ( , , , )

,i j

i j i j

i j N i j dµ µ ϕ
σ σ

− −
∑∑  

где ,i jµ µ  равны соответственно ( , , )N i d ϕ  и ( , , ),N j d ϕ  ,iσ  jσ  – среднеквадратичные откло-
нения.

Энергия – это мера локализованного изменения изображения, а именно скорости изме-
нения яркости пикселей в локальных областях. Энтропия – это мера информационного со-
держания изображения, которая интерпретируется как средняя неопределенность источника 
информации. В изображении энтропия определяется как соответствующие состояния уровня 
интенсивности, которые могут адаптироваться отдельными пикселями. Он используется для 
количественного анализа и оценки деталей изображения. Контраст – отношение яркостей са-
мой светлой и самой темной части изображения. Гомогенность – однородность изображения. 
Корреляция – аналог расстояния между значениями яркости пикселей.

На рис. 3, 4 приведены тестовые изображения для примера расчета вышеуказанных величин.
Статистические признаки текстуры этих изображений приведены в табл. 1.
Наиболее различающимися признаками в сравнении этих изображений оказались энергия, 

контраст и корреляция, в то время как энтропия и гомогенность дали менее четкие различия.

2.3. Метод анализа линейных структур фаций

Разработка алгоритма в первую очередь была направлена на возможность анализа тре-
щин, имеющих прямолинейную структуру (анализировались только радиальные и попереч-
ные трещины).
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Был создан комплексный алгоритм, позволяющий одновременно исследовать радиальные 
и поперечные трещины фации сыворотки крови. Радиальные трещины выявлялись с помо-
щью преобразования Хафа, а поперечные – по угловым точкам по методу Харриса.

Найденные на изображении прямые с помощью метода Хафа представляются координата-
ми начальной точки 1 1( , )i ix y  и конечной точки 2 2( , ).i ix y  Для обнаружения из всех найденных 
прямых искомых объектов была произведена выборка со следующими условиями: 

1) расстояние между точками 1 1( , )i ix y  и 2 2( , )i ix y  меньше, чем min( , ),k jL L  где ,k jL L  – дли-
ны k-й и j-й для двух произвольных прямых в алгоритме перебора; 

2) / , min( , ).k j k jL L L Lξ ξ≤ ≤
Трещина считается радиальной, если для каждой точки этой линии угол между касатель-

ной к трещине и радиус-вектором, направленным из центра фации к этой точке, имеет вели-
чину от –45° до +45°. На выходе алгоритма Харриса получается набор угловых точек. Из них 
были выделены те точки, которые совпадали с радиальными трещинами.

Далее, по этим точкам определялось направление поперечных трещин в зависимости от 
координаты середины трещины. Трещина считалась поперечной, если угол между касатель-
ной к трещине и радиус-вектором, проведенной из центра фации к каждой точке трещины 
имел величину от +45° до +135°, или от –45° до –135°.

Перед применением вышеперечисленных алгоритмов очень важна предобработка, а имен-
но на входе должно быть бинарное изображение с как можно меньшим количеством шумов. 
Тестовую предобработку изображения с рис. 3 можно наблюдать на рис. 5. Результат работы 
алгоритма поиска трещин на изображении с рис. 3 можно видеть на рис. 6.

Как можно наблюдать на рис. 5, алгоритм выделяет большинство радиальных трещин. Сто-
ит отметить, что результат работы алгоритма очень сильно зависит от входного изображения. 
Так как изображение нужно вручную центровать, а предобработка представляет собой тща-
тельный подбор параметров, что не является одинаковым для всех изображений, то алгоритм 
нельзя назвать автоматизированным.

Рис. 3. Исходное изображение А Рис. 4. Исходное изображение Б

Таблица 1
Статистические признаки текстур центров фаций А и Б

Текстурные признаки фаций А Б
Энергия 2.6517∙10–4 3.1218∙10–4

Энтропия –12.7182 –12.7789
Контраст 143.4129 113.1371
Гомогенность 0.2576 0.2713
Корреляция 6.0392∙106 9.469∙106
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Заключение

Реализованы алгоритмы вейвлет-преобразования и оценки текстурных признаков изобра-
жений, которые помогут в реализации последующего количественного анализа свойств изо-
бражений и их текстур.

Реализован алгоритм поиска контуров трещин фаций, сильно упрощающий последующую 
предобработку.

Алгоритм поиска радиальных и поперечных трещин на текущий момент работает удов-
летворительно и дает достаточно данных для количественного анализа и расчета их распре-
деления по площади, однако требует доработки для увеличения автоматизации. Также низкое 
качество входных изображений сильно затрудняют работу алгоритма и требует тщательной 
предобработки.

В планах дальнейшего исследования реализация количественной оценки текстурных при-
знаков и весовых моделей двух изображений. Модификация алгоритма поиска радиальных и 
поперечных трещин для увеличения чувствительности алгоритма. Создание алгоритма для 
автоматического центрирования входных данных. Создание алгоритма для анализа текстур 
по локальным точкам.
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Рис. 5. Предобработанное изображение 
с рис. 3

Рис. 6. Результат работы алгоритма
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ЭКСТРАПОЛЯЦИЯ ЭМПИРИЧЕСКИХ ФУНКЦИЙ 
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Аннотация. Рассмотрена задача экстраполяции последовательностей отрезки которой 
(векторы) обладают свойством концентрации подавляющей доли энергии (квадрата ев-
клидовой нормы) в малых долях частотной полосы (субполосах). Разработаны подходы 
к определению этих субполос и получению базисов подпространств векторов в виде соб-
ственных векторов специального класса матриц, названных субполосными. Показано, 
что при определенных условиях на основе этих базисов можно реализовать вариант ме-
тода главных компонент.
Ключевые слова: экстраполяция эмпирических функций, субполосные представления.

Введение

Проблема предсказания по эмпирическим данным будущих значений регистрируемых 
параметров наблюдаемых процессов относится к классу наиболее трудных в виду неопреде-
ленности относительно закономерностей, управляющих их поведением. Вместе с тем потреб-
ность в процедурах такого рода возникает при решении различных прикладных задач управ-
ления [1]. При этом наиболее широко распространена методология экстраполяции, в основе 
которой используется априорное постулирование определенной зависимости будущих значе-
ний от ближайшей предыстории, что в рамках вероятностных представлений можно отнести 
к обобщенным марковским моделям. В частности, широко используются схемы линейного 
предсказания (ЛП), которые в одномерном случае имеют вид

	 1 1
1

,
N

N k N k
k

x xβ+ + −
=

= ∑ 	 (1)

где 1( ,..., )Nx x x ′=
  – вектор зафиксированных в эквидистантные моменты времени эмпириче-

ских данных (штрих означает транспонирование); 1( ,..., )Nβ β β ′=


 – вектор параметров, кото-
рые как правило считаются неизменными (инвариант) в течение некоторого времени.

Задача оценивания параметров предсказания по эмпирическим данным достаточно под-
робно исследована [2–4]. В частности показано, что получаемые оценки компонент векторов 
могут не отвечать требованию устойчивости (неравенства для модулей корней характеристи-
ческого уравнения). 

Многомерным обобщением модели линейного предсказания служит фильтр Калмана [5], 
который часто упоминается как средство прогнозирования траекторий летательных аппара-
том [6, 7]. Использование фильтров Калмана предполагает наличие достаточно полной апри-
орной информации как о параметрах линейной модели, так и о вероятностных свойствах эм-
пирических данных.

Не вдаваясь в подробности, все же отметим, что априорное постулирование формы мо-
дели экстраполяции равносильно навязыванию законов природе [8]. Такие модели далеко не 
всегда отвечают требованию адекватности. Поэтому продолжаются поиски методологии экс-
траполяции, которая бы реализовывалась сна основе самых естественных предположений о 
свойствах последовательностей эмпирических данных.



422

С этих позиций перспективным представляется подход на основе использования методо-
логии главных компонент. Непосредственно по ближайшей предыстории, включающей ис-
пользуемый для экстраполяции вектор (слагаемые в сумме (1)) определяется ортонормальный 
базис 

	 1 1( , , , ),NQ q q +=
   (1,...,1),Q Q QQ I diag′ ′= = = 	 (2)

пространства векторов размерности 1,N +  для которых справедливы представления
	 1( ,..., ) ,Nw w w Qα+ ′∀ = =

  1 1( ,..., ) .N Q wα α α + ′ ′= =
  	 (3)

С точки зрения экстраполяции основное требование к этому базису заключается в том, что 
исходный вектор является элементом подпространства, натянутого на часть векторов, напри-
мер, справедливо представление

	 '
1

1
( . ) .

N

N k k
k

y x x qα+
=

′= = ∑   	 (4)

Тогда из равенства нулю проекции следует справедливость равенства

	 1 1, 1 , 1
1

,
N

N N N i i N
i

x q x q+ + + +
=

= ∑ 	 (5)

которому должна удовлетворять компонента рассматриваемого вектора эмпирических дан-
ных. Условием её вычислений по правой части (3) является отличие от нуля соответствующей 
компоненты базисного вектора.

В качестве важного примера реализации методологии главных компонент при экстраполя-
ции эмпирических функций можно указать метод «гусеница» [9,10], в основе которого исполь-
зуется сингулярное разложение специальных матриц. Количество используемых для форми-
рования матриц эмпирических данных может в два раза превосходить количество слагаемых 
в правой части (5). Отметим, что соотношение (5) нетрудно получить из рекомендуемой в [10] 
формулы прогнозирования с учетов свойства ортонормальности (3).

В данной работе предлагается иной метод поиска главных компонент представления век-
торов эмпирических данных, основанный на использовании частотных представлений, что 
также позволяет осуществлять фильтрацию искажающих эмпирические функции случайных 
погрешностей измерений.

1. Определение главных компонент пространства векторов эмпирических данных 
на основе субполосных представлений

В данной работе понятие субполосного анализа связано с описанием свойств векторов эм-
пирических данных с позиций разбиения области определения их трансформант Фурье (спек-
тров)

	
1

1
( ) exp( ( 1)),

N

k
k

X z x j k
+

=

= − −∑  ,zπ π− ≤ < 	 (6)

на покрывающие её без пересечений субполосы вида
	 2 1 1 2[ , ) [ , ),  0,..., ,r r r rZ Z Z Z Z r R= − − ∪ = 	 (7)

	 10 20 2 10;  Z / (2 1);  2 / (2 1), 1,..., .r rZ R Z Z R r Rπ π= = + − = + = 	 (8)
Достаточно подробно теоретические основы и некоторые применения субполосного ана-

лиза и синтеза изложены в работах [11,12]. В рамках данной работы используется понятие 
попадающей в субполосу доли энергии вектора

	 2 2( ) | ( ) | / 2 / || || ,
r

r
z Z

P w X z dz wπ
∈

= ∫
   где 

1
2 2

1
|| || .

N

k
k

w w
+

=

= ∑ 	 (9)
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Подстановка определения (6) в правую часть (9) позволяет получить представление
	 2( ) / || || ,r rP w w A w w′=

    	 (10)
где { }, , 1,..., 1r

r ikA a i k N= = +  – субполосные матрицы с элементами следующего вида
	 0

20sin( ( )) / ( ),ika Z i k i kπ= − −  0
202 cos( ( )),  2 ,  1,..., .r

ik ik r ra a i k rZ r Rω ω= − = = 	 (11)
Очевидно, что интегралы вида (9) положительны, поэтому субполосные матрицы являют-

ся симметричными положительно определенными. Поэтому [13,14] они могут быть представ-
лены в следующем виде 

	 ,r r r rA Q L Q′= 	 (12)
где имеются в виду собственные числа и векторы

	 1 1( ,..., );r r
r NL diag λ λ += 	 (13)

	 ,r r r rA Q Q L=  1 1( ... );r r
r NQ q q +=

  	  (14)

	 (1,...,1).Q Q Q Q I diag= = =ý ý
ê ê ê ê 	 (15)

В дальнейшем предполагается упорядоченность собственных чисел (и соответствующих 
собственных векторов) по убыванию

	 1 2 ... 0.λ λ≥ ≥ ≥ê ê 	 (16)
Для собственных чисел субполосных матриц справедливо соотношение [11]
	 2| ( ) | / 2 1,

r

r r
i i

z Z

G z dzλ π
∈

= ≤∫ 	 (17)

где имеются в виду спектры соответствующих собственных векторов

	
1

1
( ) exp( ( 1)).

N
r r
i ki

k
G z q j k

+

=

= − −∑ 	 (18)

Положим
	 .rQ wα ′=

 

ê 	 (19)
Тогда с учетом (12) соотношение (10) можно преобразовать к виду
	 2( ) / || || .

rr r r rP w Lα α α′=
   	 (20)

В частном случае одинаковых абсолютных значений проекций
	 2 2|| || /( 1), 1,..., 1.ir w N i Nα = + = +

 	 (21)
отсюда следует представление для среднего значения через диагональный элемент

	
1

1
( ) / ( 1) .

N
s r r

r k ii
k

P w N aλ
+

=

= + =∑ 	 (22)

Здесь учтено равенство следов подобных матриц [13] и теплицевость субполосной матрицы.
Очевидно, что диагональный элемент субполосной матрицы численно равен доле энергии 

вектора с равномерным распределением в частотной области. Поэтому разность
	 ( ) ( ) r

r r iid w P w a= −
  	 (24)

характеризует степень сосредоточенности энергии в заданной субполосе. Так как справедли-
вы равенства

	
0 0

( ) 1,
R R

r
r ii

r r
P w a

= =

= =∑ ∑ 	 (25)

то имеет место

	
0

( ) 0.
R

r
r

d w
=

=∑  	 (26)

Таким образом, во множестве субполос можно выделить подмножество W+  для каждого из 
которых выполняется неравенство (правые части (24) неотрицательны)
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	 ( ) ( ) 0, ,r
r r iid w P w a r W+= − ≥ ∈
  	 (27)

так что для остальных субполос имеют место 
	 ( ) ( ) 0, .r

r r iid w P w a r W+= − < ∉
  	 (28)

Положим
	 .W r

r W
A A

+∈

= ∑ 	 (29)

Очевидно, что в виду линейности операции (29) и неравенств (27) будет выполняться не-
равенство

	 ' 2/ || || 0,W W
W W ii W iid w A w w a P a= − = − >

   	 (30)
где W

iia  – диагональный элемент суммарно субполосной матрицы (29).
Непосредственно из процедуры определения суммарной матрицы следует, что для кон-

кретного вектора при заданном разбиении частотной полосы только она обладает свойством
	 ' 2max( / || || ),S

W S iiP w A w w a= −
   	 (31)

где SA  сумма субполосных матриц любого иного подмножества субполос.
Таким образом, представляется естественным для заданного вектора субполосную матри-

цу вида (29) называть оптимальной в смысле критерия 
	 2( ) / || || .S

S S iiT w w A w w a′= −
    	 (32)

Алгоритм определения оптимальной субполосной матрицы на основе максимизации этого 
критерия заключается в отборе субполос, удовлетворяющих неравенствам (27) и суммирова-
нию соответствующих субполосных матриц.

Очевидно, что матрица (29) является симметричной и положительно определенной, а сле-
довательно, представима в виде произведения матриц

	 ,W W W WA Q L Q′= 	 (33)
свойства которых определяются соотношениями вида (13)–(16), а соотношение (17) преобра-
зуется к виду

	 2| ( ) | / 2 1,
r

W W
i i

r W z Z

G z dzλ π
++ ∈

= ≤∑ ∫ 	 (34)

где имеется в виду спектр соответствующего собственного вектора оптимальной матрицы.
Положим 
	 .W WQ wα ′=

  	 (35)
Компоненты этого вектора можно представить через скалярные произведения спектров
	 ( ) ( ) / 2 ( ) ( ) / .

r r

W W
iW i i

r W r Wz Z z Z

G z W z dz G z W z dzα π π
+ +∈ ∉∈ ∈

= − + −∑ ∑∫ ∫ 	 (36)

Здесь ( )W z  означает спектр исходного вектора.
В виду теплицевости оптимальной матрицы её собственные векторы либо симметричны, 

либо антисимметричны относительно средины. Таким образом, спектры половины собствен-
ных векторов (с нечетными индексами) либо чисто вещественные, либо чисто мнимые (с чет-
ными индексами). Поэтому на основе неравенства Буняковского- Шварца с учетом свойства 
(34) из (36) получаем оценку сверху

	 2 2 2| ( ) | / 2 (1 ) | ( ) | / 2 .
r r

W W
iW i i

r W r Wz Z z Z

W z dz W z dzα λ π λ π
+ +∈ ∉∈ ∈

≤ + −∑ ∑∫ ∫ 	 (37)

С учетом определения доли энергии из (30) и свойства (25) это неравенство можно преоб-
разовать к виду 

	 2 2/ || || (1 )(1 ).W W
iW i W i Ww P Pα λ λ≤ + − −

 	 (38)



425

Используя неравенства (34) и для максимального собственного числа [13]
	 1 ,W

WP λ< 	 (39)
для малых собственных чисел

	 1W
iλ << 	 (40)

получаем
	 2 2

1/ || || 1 .W
iW wα λ≤ −

 	 (41)
Таким образом, проекция исходного вектора на собственный вектор с минимальным собствен-

ным числом будет мала, что позволяет для экстраполяции использовать соотношение вида (5).

2. Вычислительные эксперименты

Ниже приведены данные одного из вычислительных экспериментов по экстраполирова-
нию последовательности вида

	 1 0,1*( 1) cos( *( 1) / 5)cos( *( 1) / 7)cos( *( 1) /10).ku k k k kπ π π= + − + − − − 	 (42)
При этом 7,N =  а оптимальная в смысле максимума критерия (32) субполоса определяется 

границами (0, 2 / ( 1).Nπ +  На рисунках ниже приведены графики значений последовательно-
сти (42), которые экстраполируются (рис. 1) и абсолютные погрешности экстраполяции 
(рис. 2). Нетрудно видеть, что погрешность экстраполяции достаточно мала.

Рис. 1. Значения экстраполированной 
последовательности

Рис. 2. Абсолютные погрешности 
экстраполяции

3. Заключение

Разработан новый метод кратковременной экстраполяции последовательностей, энергии 
отрезков которых в основном сосредоточены в достаточно узких частотных интервалах (суб-
полосах). Показано, что в этом случае можно определить субполосные матрицы, собственные 
векторы которых могут служить базисом подпространства, позволяющим вычислить экстра-
полируемую компоненту вектора. Проведенные вычислительные эксперименты иллюстриру-
ют работоспособность предлагаемого метода экстраполяции.
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МЕТОДИКА ИМИТАЦИОННОГО МОДЕЛИРОВАНИЯ 
РАДИАЦИОННОЙ ОБРАБОТКИ ПОЛИМЕРОВ

Воронежский государственный университет инженерных технологий

С. А. Зайцев, С. Г. Тихомиров

Аннотация. Рассмотрены вопросы построения имитационной модели деструкции хи-
мических связей полимеров под воздействием ионизирующего излучения. Разработаны 
алгоритмы построения пространственной модели молекулярных структур на основе 
имеющихся данных о стохастичности их внутренних параметров. Предложен алгоритм 
построения модели полимерной матрицы. Разработан алгоритм трехмерной перколяции, 
позволяющий оценить функцию молекулярно-массового распределения макромолекул 
в моделируемом ансамбле. Произведено моделирование влияния ионизирующего излу-
чения произведено согласно классической теории рассеяния. Реализовано программное 
обеспечение, позволяющее проводить имитационное моделирование процесса разруше-
ния полимерных структур, оценивать значения эндогенных параметров модели в ходе 
рассматриваемого процесса, предусмотрена возможность визуализации как молекуляр-
ного ансамбля, так и полученных данных. Показана возможность контроля изменений 
молекулярно-массового распределения и отношения химических связей различного рода 
на различных этапах функционирования модели.
Ключевые слова: компьютерное моделирование, имитационное моделирование, моле-
кулярное моделирование, ионизирующее излучение, деструкция, полимеры, химические 
связи.

Введение

Для количественного и качественного улучшения способов переработки полимерных и 
эластомерных материалов требуется создание инновационных технологий, лишенных недо-
статков существующих методов, которым свойственны: требования к температуре и давле-
нию, необходимость в использовании сложных реагентах и возможность образования в про-
цессе их переработки химически-опасных побочных продуктов. Данной альтернативой может 
стать технология радиационной обработки полимерных материалов, для массового внедрения 
которой требуется всестороннее изучение процесса и разработка теоретического аппарата, в 
т. ч. и при помощи компьютерного моделирования.

В рассматриваемой модели предлагается ограничиться на уровне представления молекул и 
связей между ними, так как изучение процессов, происходящих с отдельными атомами, выхо-
дит за рамки изучения процессов изменения молекулярно-массового распределения.

Молекулярная структура, представленная в этом случае в статическом виде, без учета 
эффектов молекулярной динамики, отображает практическую сторону радиолиза, когда де-
струкция производится путем воздействия на исследуемую среду, находящуюся в твердой 
агрегатной фазе.

В качестве общего подхода к моделированию выбрано имитационное моделирование, так 
как его несомненным преимуществом в задачах изучения процессов радиолиза является тот 
факт, что эндогенные параметры можно контролировать прямо во время функционирования 
модели.

Построение молекулярных ансамблей описано авторами в работе [1].
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1. Параметры модели

Эндогенные параметры модели целесообразно будет выбирать из расчета на то, чтобы в 
дальнейшем они отражали связь внутреннего строения и физических свойств, в качестве па-
раметров выбраны молекулярно-массовое распределение, количество химических связей и 
фрактальная размерность полимерной структуры. Молекулярно-массовое распределение по-
казывает, сколько в пластике находится молекул определенной длины, исходя из ММР можно 
судить о физических свойствах пластика. Помимо основных химических связей в полимерах 
также присутствуют так называемые слабые связи, они как правило объясняются Ван-дер-Ва-
альсовыми силами, и они тоже влияют на физические свойства, хоть их энергетические пока-
затели и значительно ниже основных связей. Они могут возникать между узлами как разных 
молекул, так и в одной. Фрактальную размерность тоже можно связать с физическими свой-
ствами полимерных структур, так, например, если перед нами два образца одного вещества, 
но внутренняя структура одного из них более самоподобна на разных масштабах, то логично 
предположить, что физические свойства у образцов различаются. В работе применялась раз-
мерность по Минковскому.

2. Расчет молекулярно-массового распределения

Для расчета молекулярно-массового распределения на промежуточных этапах моделиро-
вания применяются перколяционные численные методы. Наиболее известным алгоритмом 
двумерной перколяции является алгоритм Хошена – Копельмана [2]. Применительно к имита-
ционному пространственному моделированию структуры полимеров, где в качестве узлов вы-
ступают отдельные элементы полимерной цепи, а в качестве кластеров выступают полимерные 
структуры, перколяционные алгоритмы решают задачи нахождения молекулярно-массового 
распределения, взвешенной средней молекулярной массы, объемной и массовой доли несши-
тых макромолекул, и так далее. Для применения алгоритмов перколяции к задачам расчета 
молекулярно-массового распределения пространственно расположенных полимерных струк-
тур с неравномерной сеткой разработан рекурсивный алгоритм трехмерной перколяции. 

Для применения данного алгоритма каждому узлу из молекулярного ансамбля (хранящему 
в себе координаты узла, список связей с другими узлами и методы расчета меток кластеров 
соседних узлов) дополнительно присвоен порядковый номер, соответствующий очередности 
создания данного узла на этапе построения пространственной модели. Далее производится 
последовательный перебор (внешний цикл) элементов ансамбля согласно порядковому номе-
ру, путем вызова рекурсивного комбинированного метода анализа метки и соседних узлов 
данного элемента. Если у исследуемого элемента уже есть метка принадлежности к кластеру, 
то он пропускается и осуществляется переход к следующему узлу. Если же метка пуста, то в 
методе анализа узлу присваивается метка кластера, затем последовательно опрашиваются все 
соседи, путем вызова того же метода анализа у каждого смежного узла с передачей ему метки 
образовавшегося кластера, то есть происходит рекурсивная процедура анализа, продолжаю-
щаяся до тех, пока кластер не промаркируется полностью. Блок-схема алгоритма изображена 
на рис. 1.

3. Моделирование радиационной деструкции

В рамках данной работы мы ограничиваемся лишь деструктивной стороной процессов 
радиационного воздействия, в этом случае приходится иметь дело с рассеянием заряженной 
частицы на атомах облучаемого вещества и потерей энергии на ионизацию вещества данной 
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частицей. Математическим аппаратом, описывающим рассеяние частиц ионизирующего из-
лучения в рамках предложенной модели, является упругое рассеяние по Резерфорду [3]:
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где T  – кинетическая энергия частицы, X  – пройденный путь, en  – плотность электронов в 
среде, v  – скорость частицы, 12(13.5 )*1.6*10I Z −=  – средний ионизационный потенциал ато-
мов поглощающего вещества (эрг).

4. Экспериментальная часть

В качестве примера отдельно взятого небольшого молекулярного ансамбля сгенерирован 
пример структуры из 4000 мономеров карбоцепного полимера (плотность мономеров на один 
кубический нанометр устанавливалась согласно свойствам моделируемого вещества). Началь-
ное ММР установлено таким образом, чтобы молекулярный ансамбль состоял из короткоцеп-
ных олигомеров с длинами порядка 1*102 мономеров с равномерным распределением длин. 
Итого было получено 47 различных молекулярных цепей. Валентный угол фиксирован и со-
ставляет 75°. Угол внутреннего вращения подчиняется равномерному закону распределения. 
Визуализация ансамбля полимерных молекул представлена на рис. 2.

Рис. 1. Блок-схема перколяционного алгоритма
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Анализ динамики изменения молекулярно-массового распределения и отношения количе-
ства вторичных и первичных связей производится посредством создания более масштабной 
модели, с количеством мономеров порядка 5*104. Исходное ММР ансамбля так же задано в 
виде большого количества олигомерных цепей с длинами, описанными по закону равномер-
ного распределения.

В данной модели вероятность образования связи для каждой потенциальной пары описа-
на как экспоненциальная зависимость от расстояния между элементами пары. Визуализация 
ММР после сшивки представлена на рис. 3. Наглядно прослеживается тенденция к сращива-
ния отдельных молекул в одну большую макромолекулу при сохранении некоторого мини-
мального количества непрореагировавших олигомеров.

ММР ансамбля после моделирования деструкции представлен на рис. 4. Единственным от-
носительно крупным формированием структуры осталась молекула размером порядка 7000 
мономеров, все остальное представлено фракцией с размерами не более 4000 мономеров.

В табл. 1 представлена информация, отражающая изменения отношения связей первого и 
второго рода. Из-за воздействия радиации изменилось не только количество связей различно-
го рода, но также и их отношение – количество вторичных связей по отношению к количеству 
первичных значительно уменьшилось, что соответствует тому факту, что связь второго рода 
имеет меньшие энергетические показатели, и легче разрушается под воздействием ионизиру-
ющего излучения.

Таблица 1
Количества и отношения первичных и вторичных связей

После сшивки После облучения
Кол-во первичных связей 49540 37814
Кол-во вторичных связей 22791 10532
Отношение кол-ва вторичных связей к первичным 0.46 0.28

Рис. 2. Визуализация молекулярного ансамбля
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Заключение

Реализованное на основе разработанных моделей программное обеспечение, позволяет 
проводить компьютерное имитационное моделирование деструкции полимерных структур 
под воздействием радиации и следить за отдельными эндогенными параметрами. На осно-
ве данных алгоритмов и разработанного программного обеспечения планируется создать 
программный комплекс, позволяющий проводить имитационное моделирование радиолиза 
различных полимеров, соотносить теоретические и экспериментальные данные. Планируется 
расширение спектра экзогенных параметров для выявления связей и функциональных зави-
симостей между внутренними параметрами полимера и внешними характеристиками, такими 
как вязкостью по Муни, твердость, химическая стойкость и иными физическими свойствами, 
что позволит не только рассчитывать параметры воздействия, чтобы получить полимерные 
материалы с заданными свойствами, но и предугадывать свойства по заданным характери-
стикам.
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Аннотация. Рассматривается детерминированный вариант динамической задачи о на-
значениях. Представлены варианты задачи поиска пути максимальной стоимости для 
различных конечных состояний. Решение задачи о назначении проводится с помощью 
игровой модели. В зависимость от выбора игроками стратегий возникает тот или иной 
игровой элемент.
Ключевые слова: модель, задача о назначениях, вероятностная модель, игровая модель.

Введение

Решение задачи оптимального распределения трудовых ресурсов является одним из ос-
новных в стратегии инновационного развития России. Решение таких задач определяет ди-
намику и возможность развития основных и инновационных производств, диверсификацию 
структуры экономики России, так и ее регионов. Оптимизация структуры рынка труда требу-
ет построения системы управления, обеспечивающей оптимальное распределение трудовых 
ресурсов, согласно требованиям региональной экономики. Что, в свою очередь требует ре-
шения комплекса задач по разработке математических моделей оптимального распределения 
трудовых ресурсов и соответствующих методик. Решение задачи оптимального управления 
трудовыми ресурсами, позволяет изучить процессы формирования и использования трудо-
вых ресурсов, а также актуализирует исследование особенностей протекания данных процес-
сов в условиях рыночной экономики России в рамках конкретного предприятия, отрасли, ре-
гиона и страны в целом.

1. Детерминированный вариант динамической задачи о назначениях

Имеется l работ 1,..., ,lx x  которые могут быть выполнены различными работниками и m 
вакансий 1,..., ,my y  для выполнения этих работ. Пусть работники различаются по способности 
выполнять отдельные работы (например, по производительности). Будем предполагать, что 
эти различия можно описать присвоением каждому возможного назначения i ix y→  действи-
тельного числа ,ijc  где ijc  – эффективность выполнения определенной работы определенным 
работником. Оптимальным назовем такое назначение, при котором вакансии назначены на 
все работы таким образом, чтобы суммарная стоимость была минимальной.

Процесс назначения происходит в течение T  периодов времени 0,1,2,..., .t T=  В любой пе-
риод времени ( ), 1t t +  каждая работа может находиться в одном из конечного числа состояний 

1,..., .aa a  Работники могут выполнять работу в одном из конечного числа режимов 1,..., .ab b  
Состояние системы iS  определяется состоянием работ и состоянием работников. 

Пусть 1, . . . , NS      S  – состояния системы. Каждому состоянию процесса соответствует непу-
стое множество состояний, в которое можно перевести процесс на следующем шаге.

Обозначим через ijr  доход, получаемый при переходе из состояния iS  в состояние .jS  Его мож-
но посчитать с использование доходов, полученных при решение статических задач оптималь-
ного назначения на каждом шаге. Доход, на T  шагах равен сумме доходов на отдельных шагах.
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Требуется при заданном начальном состоянии процесса 0S  (и, возможно, заданной про-
должительности T ) максимизировать общий доход.

К данной задаче можно применить обычную технику динамического программирования, а 
конкретно, функциональные уравнения Беллмана.

Рассмотрим конечный ориентированный граф ( , ),G X  U  вершинами 1,..., ,Nx x  ix X∈  ко-
торого являются состояния системы, а дугами ( , )ij i ju x x U= ∈  - возможные пути перехода из 
состояния в состояние. Каждой дуге iju  приписывается стоимость – доход ,ijr  получаемый при 
соответствующем переходе.

Для описания заданного графа введем матрицу { },ijS SA   a× =  которую назовем матрицей 
стоимостей дуг. Данная матрица определяется следующим образом: 

	
, ;

,
i jS S i j

ij

r   S   S
a

 ϕ

= 


åñëè âîçìîæåí ïåðåõîä èç ñîñòîÿíèÿ â

åñëè òàêîé ïåðåõîä íå âîçìîæåí.
Предположим, есть некоторое множество конечных состояний системы, которых бы хоте-

лось достигнуть за конечное число шагов. Возникает задача поиска пути максимальной стои-
мости для этих конечных состояний.

Здесь возможны варианты. Можно искать путь от заданного начального состояния или 
от любого состояния до конечного. Также можно определить, за какое количество шагов до-
стигается конечное состояние из любого начального состояния и каков при этом получается 
максимальный общий доход.

Пусть µ  называется последовательность дуг 
0 1 1

( , ),..., ( , ),
ri i i ipµ = x x x x
−

 в котором все 
1
,

ri ipx x
−

 
различны. Определим путь простым, если начальная и конечная вершины совпадают. Стои-
мость простого пути равна 

11
( ) .

k k

p

i ik
r µ r

−=
= ⊗

Пусть ijM  – множество всех простых путей от ix  до .jx  Существует такой путь ,ijMµ∗∈  
который имеет стоимость ( ) ( ),r µ r µ∗ ≥  .ijMµ∀ ∈  Введем матрицу { }A a∗ = ∗  – матрицу наи-
больших стоимостей: 
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;
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τ µ
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Для того, чтобы решить задачу, необходимо решить уравнение:
	 ,Y AY  B= ⊕

где A  – матрица стоимостей дуг.
По Карре: если граф ( , )G X U  не содержит циклов ,γ  стоимости которых ( ) ,r  eγ ≤  то это 

уравнение имеет единственное решение .Y = A B∗  В противном случае решение неединственно.
Одним из методов решения этого уравнения является итерационный метод – аналог функ-

циональных уравнений Беллмана в терминах идемпотентного полукольца. Он заключается в 
следующем.

Выбираем начальное приближение (0) .Y  Формируем последовательность приближений по 
формуле: ( ) ( 1) .k kY AY B−= ⊕  Последовательность ( )kY  сходится к решению .Y A B= ∗

По Карре: если в графе ( , )G X U  нет циклов ,γ  стоимости которых ( ) ,r  eγ ≤  то метод схо-
дится для любого начального приближения. В противном случае сходимости для любого (0)Y  
гарантировать нельзя.

2. Игровая постановка задачи

Имеется N  предприятий (N  игроков), которые одновременно осуществляют назначение 
своих работников на работы на конечном числе объектов. Обозначим nM  – множество работ-
ников предприятия ,n  1, .n N=
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Имеется L  объектов, klx  – количество работ типа ,k  1,k K=  на объекте ,l  1, .l L=  Пусть 
работники различаются по эффективности выполнения той или иной работы: nm kl

r  – эффек-
тивность выполнения работы типа k  на объекте l  работником nm  предприятия .n  Эффек-
тивность от назначения работников предприятием n  в регион l  определяется простым сум-
мированием эффективностей выполнения работ работниками, назначенными на этот объект: 

( )n n
lr M  – доход от назначения работников предприятия n  на объект .l

Здесь через n
lM  обозначено множество работников предприятия n, назначенных на рабо-

ты на объект :l  }{ : 1 ,n
n n
l m l

M m q= =  где число nm l
q  определяется следующим образом:

	
1,  

n

n

m l

 m   l;
q

0, .
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= 

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Под стратегией игрока n  (предприятия n) будем понимать вариант решения им задачи о 

назначении работников на объект, который будет представлять собой набор чисел .nm l
q

Предположим, что в процессе назначения может меняться состояние объектов. Например, 
может меняться количество работ разных типов, меняться состояние работ и т. д. Также могут 
изменяться состояния работников, которые характеризуются эффективностью выполнения 
ими определенных работ. В связи с этим предприятиям необходимо производить в некото-
рые периоды времени переназначения, чтобы достигнуть большей эффективности (получить 
больший доход).

Пусть в некоторый начальный период времени известно начальное состояние системы 
(т. е. состояния объектов, состояния работ на объектах, состояние работников), возможные 
варианты назначений и эффективности выполнения работ при каждом назначении.

От совместного назначения работников на L  объектов в течение одного периода времени 
предприятие n  получит доход ( ).n n n

l
l L

R r M
∈

= ∑
Пусть ,...,t 1 T=  периоды времени, в течение которого происходит процесс назначения. 

В конце каждого периода предприятие n  получит доход ,n
tR  а значит суммарный доход от 

всего процесса будет равен 
1

.
T

n n
T t

t
R R

=

= ∑
В процессе назначения каждый игрок выбирает свою стратегию так, чтобы максимизиро-

вать свой доход 
1

max max .
T

n n
T tq Q q Q t

R R
∈ ∈

=

 =  
 
∑

Назначение (и доход) в каждом периоде времени для каждого игрока зависит и от действий 
других игроков, которые также могут назначить своих работников на работы того же типа на 
те же объекты.

Таким образом, в зависимость от выбора игроками стратегий возникает тот или иной 
игровой элемент или игра заканчивается.

Возможно рассмотрение стохастической задачи, т. е. задачи, в которой переход к новому 
игровому элементу происходит с определенной вероятностью.

Заключение

Таким образом, представленный детерминированный вариант динамической задачи о на-
значениях и пример игровой постановки решения динамической задачи о назначениях позво-
лят найти оптимальные варианты распределения трудовых ресурсов.
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ВЫЧИСЛЕНИЕ ЦИКЛОВ ЯЧЕЕК БЛОКА КАРТЫ ГРАФА

Дальневосточный федеральный университет

Б. Н. Иванов

Аннотация. Ряд выделенных и доказанных свойств циклов DFS-базиса блока карты гра-
фа позволили составить уравнения вычисления циклов ячеек карты графа. По данным 
уравнениям предложен практический алгоритм вычисления циклов ячеек карты графа. 
Алгоритм является расширением классического алгоритма поиска в глубину и имеет ква-
дратическую сложность относительно числа вершин в графе..
Ключевые слова: карта графа, ячейки карты, циклы графа, свойства циклов.

Введение

Рассматриваемая математическая модель вычисления циклов ячеек карты графа реализо-
вана как решение задачи раскраски различного рода территорий на поверхности Земли [1]. 
Исходные данные в задаче раскраски территорий – это география поверхности Земли (берего-
вая черта) и границы государств. Линии границ разбивают береговую черту на отрезки, кото-
рые дополняют границы государств. Данной модели поверхности Земли поставим в соответ-
ствие конечный простой планарный граф ( , ),G X U=  где U  – ребра графа (границы 
государств); X  – вершины графа (точки пересечения границ). К такому графу всегда можно 
свести рассматриваемую модель включением фиктивных вершин.

Первый практический алгоритм перечисления всех циклов графа был опубликован в рабо-
те Welch [2]. Модифицированная версия алгоритма [2] была опубликована в статье Gibbs [3]. 
После этого был предложен ряд других алгоритмов [4, 5] порождения всех циклов графа. Об-
зор этих алгоритмов и их относительных достоинств можно найти в работе [6]. Основу этих 
алгоритмов составляет метод поиска в глубину на графе [7]. 

Генерация циклов в простом планарном графе рассматривалась автором данной статьи в 
работе [8], в которой дается геометрическое обоснование вычислительных формул, с огра-
ничениями по виду графа. В настоящей статье основную часть материала составляет вывод и 
обоснование расчетных формул циклов ячеек карты графа. Алгоритм вычисления по расчет-
ным формулам дается с привязкой к блоковой структуре графа. 

1. Постановка задачи

Будем пользоваться терминами и обозначениями, принятыми в теории графов. Простой 
граф – это неориентированный граф без петель и любая пара его вершин соединена не более 
чем одним ребром. В таком графе ребра представляются неупорядоченными парами вершин 
[9, с. 12]. Укладка на плоскости ребер простого планарного графа без самопересечений опреде-
ляет разбиение такой плоскости, называемое планарным подразбиением или картой графа 
[10, с. 31]. Сама карта складывается из простых многоугольников, которые будем называть 
ячейками карты. В данной статье решается задача вычисления циклов ячеек карты графа 

( , )G X U=  по данным его вершин X  и ребер .U  Новизна предлагаемого решения состоит в 
том, что циклы ячеек карты представляются в виде линейных комбинаций циклов DFS-базиса 
(DFS – от Depth First Search) графа. В отдельный раздел вынесено определение линейного век-
торного пространства циклов и его базиса.
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2. Свойства фундаментального множества циклов карты графа

Пусть ( , )G X U=  – конечный связный простой планарный граф. Обозначим через 
1 2{ , , , }

MnM G G G= …  множество всех его подграфов ( , ),i iG X U=  где .iU U⊆  На множестве M  
определим бинарную операцию ⊕  так, что , :i jG G M∀ ∈  ( , ),i j i jG G X U U⊕ = ⊕  где символ ⊕ 
обозначает операцию симметрической разности, { |i j i jU U u u U U⊕ = ∈ ∪ }.i ju U U∧ ∉ ∩  
Множество M  с операцией ⊕  является абелевой группой. Единица груп¬пы – пустой под-
граф ( , ).O X= ∅  Обратным к kG  является тот же самый ,kG  так как .k kG G O⊕ =  Обозначим 
через 1 2{ , , , },

ZnZ Z Z Z= …  где ( , )k kZ X z=  – подграфы графа ,G  kz  – все простые циклы графа 
.G  Пусть 

1 1 2 2
{ }

ZZi k i k i kL Z Z Zλ λ λ= ⊕ ⊕…⊕  – линейная оболочка циклов множества ,Z  где 
{0,1},

ri
λ ∈  0

rkZ O⋅ =  и .1
r rk kZ Z⋅ =  Множество L является линейным векторным пространством 

циклов над полем {0,1}, ,P =< ⊕ ⋅ > [11, с. 61]. Уточним структуру, размерность и базис про-
странства L. Пусть 0 0( , )T X U=  – произвольное остовное дерево исходного графа ( , ).G X U=  
Для дерева выполняется соотношение 0| | | | 1.U X= −  Пусть 0 1 2{ , , , }

FnE U U e e e= = …  – ребра, 
не вошедшие в 0.T  Такие ребра называются обратными. Любое обратное ребро ie E∈  порож-
дает в 0T  ровно один простой цикл ,iC  где i ie C∈  и ,i je C∉  если .i j≠  Таких циклов iC  можно 
составить 0| | | | | | 1.Fn U U U X= = − +  Множество 1 2{ , , , }

FnF C C C= …  называется фунда-
ментальным множеством циклов и составляет базис пространства L  [11, с. 63]. В простом 
планарном графе [11, с. 36] выполняется соотношение | | 3 | | 6U X −  и верна оценка для чис-
ла циклов (| |).Fn O X=

3. Свойства циклов DFS-базиса карты графа

Построение фундаментального множества циклов будем выполним методом поиска в глу-
бину со стеком [12]. Адаптированный вариант алгоритма для практического применения рас-
сматривается в работе [13, с. 385]. При порождении фундаментального множества циклов на 
простом связном графе ( , )G X U=  строится дерево поиска, которое является остовным дере-
вом графа и называется DFS-деревом. Каждое обратное ребро порождает один цикл относи-
тельно этого дерева. Все множество таких циклов составляет DFS-базис циклов графа.

Рассматриваемые далее необходимые свойства циклов DFS-базиса формулируются в виде 
теорем. Доказательства для большинства из них не приводятся вследствие ограничений, на-
кладываемых на объем предоставляемого материала.

Определение 1 (смежных циклов). Простые циклы 1,H  2H  будем называть смежными, 
если их пересечение 1 2H H∩  состоит из одного не пустого непрерывного участка ребер. Тогда 

1 2H H⊕  есть простой цикл.
Теорема 1. Взаимное расположение каждой пары циклов базиса 1C  и 2C  таково, что если 

1 2 ,C C∩ ≠ ∅  то либо 1C  и 2C  – смежные, либо 1C  и 2C  имеют одну общую вершину.
Доказательство. Допустим, что пересечение 1 2C C∩ ≠ ∅ содержит две или более вершины. 

Пусть 1 1e C∈  и 2 2e C∈  – обратные ребра данных циклов, 1 2e C∉  и 
2 1.e C∉  Пройдя по циклу 1C  в обе стороны от ребра 1,e  мы найдем две 

вершины 1x  и 2x  (рис. 1), принадлежащие также 2.C  Обозначим че-
рез 1 1 1 2( , , ),C x e x  2 1 2 2( , , )C x e x  участки циклов 1C  и 2C  содержащие со-
ответственно ребра 1e  и 2.e  Их объединение 1 1 1 2 2 1 2 2( , , ) ( , , )C x e x C x e x∪  
есть простой цикл. Обозначим через 1 1 2( , )R x x  и 2 1 2( , )R x x  участки 
циклов соответственно 1C  и 2 ,C  не вошедших в простой цикл 

1 1 1 2 2 1 2 2( , , ) ( , , ).C x e x C x e x∪  Если допустить, что 1 1 2 2 1 2( , ) ( , )R x x R x x≠  
(рис. 1), то вершины 1x  и 2x  будут связаны четырьмя маршрутами. 
Тогда при удалении всех обратных ребер в графе, получим остовное дерево 0 ,T  в котором вер-
шины 1x  и 2x  останутся связанными двумя маршрутами 1 1 2 2 1 2( , ) ( , )R x x R x x≠  (рис. 1), а, зна-

Рис. 1. Взаимное
 расположение циклов 

базиса
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чит, в 0T  будет цикл, что противоречит дереву 0.T  Итак, имеем 1 1 2 2 1 2( , ) ( , ),R x x R x x=  следова-
тельно, 1C  и 2C  есть смежные циклы, а 1 2C C⊕  – простой цикл, составленный из участков 

1 1 1 2( , , )C x e x  и 2 1 2 2( , , ).C x e x
Определение 2 (нулевой вложенности). Пусть vC  и 

jvC  – циклы базиса карты графа. Бу-
дем говорить, что цикл 

jvC  имеет нулевую вложенность в цикле ,vC  если цикл 
jvC  вложен в 

vC  и не вложен ни в какой другой цикл из .vC
Теорема 2. Пусть циклы базиса 1,C  2 ,C  3C  имеют общую границу ребер. Из теоремы 1 

имеем, что такие циклы являются попарно смежными. Геометрия компоновки на карте ука-
занных циклов допускает только два случая. В первом случае 
цикл 2C  имеет нулевую вложенность относительно цикла 

1,C  а цикл 3C  не вложен в 1C  (рис. 2(а)). Во втором случае 
цикл 3C  имеет нулевую вложенность в цикле 2 ,C  а цикл 2C  
имеет нулевую вложенность в цикле 1C  (рис.  2(b)). В любом 
случае, 1) среди циклов 1,C  2 ,C  3C  существует цикл ( 2C ) с 
нулевой вложенностью относительно другого цикла ( 1C ); 2) 
среди циклов 1,C  2 ,C  3C  нет двух циклов с нулевой вложенно-
стью относительно третьего цикла.

Определение 3 (скелета графа). Пусть vC  и 
1 2
, , ,

kv v vC C C…  – циклы базиса карты графа, где 
ivC  – циклы нулевой вложенности в цикле .vC  Для данной совокупности циклов определим 

неориентированный граф ( , ),v v vQ X U=  вершинами которого i vv X∈  являются циклы 
1 2
, , , ;

kv v vC C C…  ребро ( ,, )i j vv v U∈  если циклы ,
i jv vC C  смежные. Если граф ( , )v v vQ X U=  связ-

ный, то циклы 
1 2
, , ,

kv v vC C C…  будем называть смежными в совокупности. Граф смежных в со-
вокупности циклов 

1 2
, , ,

kv v vC C C…  будем обозначать через 
1 2

( , , , ),
kv v v v vJ J C C C= …  а граф 

( , )v v vQ X U=  будем называть его скелетом.
Теорема 3. Если циклы DFS-базиса 

1 2
, , ,

kv v vC C C…  карты графа нулевой вложенности в ци-
кле vC  определяют связный граф смежности 

1 2
( , , , ),

kv v v v vJ J C C C= …  то скелет данного графа 
vQ  имеет структуру дерева.

Теорема 4. Удаление обратных ребер в графе vJ  смежных в совокупности циклов базиса 
1 2
, , ,

kv v vC C C…  карты графа сводит граф vJ  к дереву.
Теорема 5. Пусть циклы DFS-базиса 

1 2
, , ,

kv v vC C C…  карты графа нулевой вложенности в 
цикле vC  определяют связный граф смежности 

1 2
( , , , ).

kv v v vJ C C C…  Если граф смежности vJ  
имеет две общие вершины ix  и jx  с циклом ,vC  то данные вершины могут принадлежать 
только одному циклу графа смежности.

Теорема 6. Пусть циклы DFS-базиса 
1 2
, , ,

kv v vC C C…  карты графа нулевой вложенности в 
цикле vC  определяют связный граф смежности 

1 2
( , , , )

kv v v vJ C C C… . Результатом слияния ци-
клов данного графа будет один простой цикл 

1 2
.

kv v v vL C C C= ⊕ ⊕…⊕
Определение 4. Два графа смежности uJ  и wJ  в цикле vC  будем называть не смежными, 

если каждая пара циклов 
iu uC J∈  и 

jw wC J∈  является не смежной. Если же существует пара 
смежных циклов 

iuC  и 
jwC  таких, что 

iu uC J∈  и ,
jw wC J∈  то по определению графов смежно-

сти будем иметь один граф смежности .u wJ J=

4. Блоковые свойства DFS-базиса карты графа

Рассмотрим несколько блоковых свойств циклов DFS-базиса, которые составят основу ал-
горитма выделения ячеек блока карты графа. 

Определение 5 (блока). В блоке графа все ребра сильно циклически связаны [9, с. 109]. Это 
означает, что для любой пары ребер блока 1 2,u u  существует такая последовательность про-
стых циклов 1 2, , ,, kH H H…  что 1 1,u H∈  2 ku H∈  и любая пара соседних циклов ,iH  1iH +  имеет 
по крайней мере одно общее ребро.

Рис 2. Укладка трех циклов при 
наличии у них общей границы
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Замечание 1. Все простые циклы графа распределяются между блоками графа. Каждый 
простой цикл расположен целиком в своем блоке [9, с. 111]. Поэтому далее полагаем, что ис-
ходный граф ( , )G X U=  есть невырожденный конечный блок карты графа (вырожденный 
блок состоит из одного ребра).

Теорема 7. Пусть карта графа ( , )G X U=  является блоком, а H  его простой цикл. Тогда 
подграф ( ) ( , ),H HB H X U=  ограниченный циклом ,H  включая ребра цикла ,H  и подграф 

( )B G H  являются блоками, где под операцией разности G H  понимается удаление из G 
ребер, вложенных в цикл ,H  ребра цикла H  не удаляются.

Теорема 8. Пусть циклы DFS-базиса 
1 2
, , ,

nv v vC C C…  карты графа нулевой вложенности в 
цикле vC  представляются совокупностью подграфов смежности 

1 2
, , , ,

kt t tJ J J…  попарно не 
смежных друг с другом. Тогда каждый подграф 

jtJ  является отдельным блоком.
Теорема 9. Пусть vC  – произвольный цикл DFS-базиса блока карты графа G  и весь пере-

чень нулевой вложенности в него циклов базиса 
1 2
, , , ,

nv v vC C C…  которые разбиваются на сово-
купность попарно не смежных графов смежности 

1 2
, , , .

kt t tJ J J…  Тогда выполняются следующие 
условия: 1). В каждом графе 

jtJ  существует единственный цикл базиса ,
j jt tC J∈  смежный ци-

клу vC . 2) Циклы vC  и 
1 2
, , ,

nv v vC C C…  являются смежными в совокупности. 3) Общими верши-
нами графов 

jtJ  могут быть только вершины цикла .vC
Теорема 10. Пусть vC  – произвольный цикл DFS-базиса блока карты графа, и 

1 2
, , ,

nv v vC C C…  – 
весь перечень нулевой вложенности в него циклов базиса. Тогда цикл

	
1 2 nv v v v vS C C C C= ⊕ ⊕ ⊕…⊕ 	 (1)

определяет одну ячейку карты графа, локализованной в цикле .vC
Теорема 11. Если 

1 2
, , ,

nv v vC C C…  есть весь перечень циклов DFS-базиса блока карты, каж-
дый из которых не вложен ни в один из циклов (циклы нулевой вложенности), то данные циклы 
смежные в совокупности. Слияние таких циклов 

1 2 nv v v vC C CL C= ⊕ ⊕ ⊕…⊕  есть простой 
цикл, огибающий блок карты.

5. Вычисление циклов ячеек блока карты графа

Предлагаемый алгоритм вычисления циклов ячеек карты графа ( , )G X U=  реализует их 
расчет по формуле (1): 

1 2
,

nv v v v vS C C C C= ⊕ ⊕ ⊕…⊕  где 
1 2
, , ,

nv v vC C C…  – перечень циклов ну-
левой вложенности в цикле .vC  Из теоремы 9 имеем, что циклы 

1 2
, , ,

nv v vC C C…  разбиваются на 
совокупность попарно не смежных графов смежности 

1 2
, , , .

kt t tJ J J…  Слияние циклов каждого 
из графов 

jtJ  дает один простой цикл 
jtL  (см. теорему 6). Геометрически такие циклы 

jtL  яв-
ляются огибающими циклов, составляющих графы смежности .

jtJ  Формулу (1) можно запи-
сать и в таком виде 

1 2
.

kv v t t tS C L L L= ⊕ ⊕ ⊕…⊕
В данной работе предлагается выполнить генерацию циклов DFS-базиса, для которых каж-

дый из графов смежности 
jtJ  будет являться одним циклом базиса .

jtC  В основу алгоритма 
генерации положим алгоритм поиска в глубину [13, с. 385] со стеком, в котором хранятся все 
вершины пройденного пути по графу в данный момент. Когда попадаем на обратное ребро, 
обнаруженный цикл будет состоять из этого ребра и ребер, соединяющих вершины из верха 
стека до вершины обратного ребра в стеке. 

Предлагаемая модификация алгоритма [13, с. 385] касается выбора очередного ребра ( , )x v  
при проходе по графу. Выбор ребра осуществляется в соответствии с двумя следующими пра-
вилами.

Правило 1 (начало прохода). Начальной вершиной прохода по графу назначается верши-
на с минимальной координатой по оси .OY  Данная вершина должна быть вершиной графа. 
Инцидентные ей ребра упорядочиваются по полярному углу против часовой стрелки. Выход 
из начальной вершины выполняется по ребру с минимальным значением полярного угла.
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Правило 2 (правый проход). Пусть в вершину x  пришли по ребру ( , ).s x  Упорядочим все 
ребра, инцидентные вершине ,x  по полярному углу относительно ребра ( , )s x  против часовой 
стрелки. Ребру ( , )s x  назначается нулевой угол. Упорядочивание ребер в каждой вершине вы-
полняется один раз при первом ее посещении. Для продолжения прохода по графу из верши-
ны x  будем выбирать еще не пройденное ребро ( , )x v  с минимальным полярным углом.

Схема генерация циклов DFS-базиса и вычисление циклов ячеек карты графа представлена 
в алгоритме 1.

Алгоритм 1. Вычисление циклов ячеек блока карты графа при правом проходе
1:  0;i =  {Счетчик циклов iC  DFS-базиса}
2:  0;j =  {Указатель верха стека формируемых циклов jS  ячеек карты}
3:  0;m =  {Число сформированных циклов jS  ячеек карты в архиве циклов T }
4: for v X∈  do [ ] 0;Mark v =  {Начальные метки вершин}
5:  ();v MinOY=  {Поиск вершины v  с минимальной координатой по оси OY }
6:  1( );Sort v  {Сортировать по полярному углу ребра, инцидентные вершине v}
7:  0;count =  {Номера меток пройденных вершин}
8:  1;nC =  {Число вершин в стеке вершин C  поиска в глубину}
9:  [ ] ;C nC v=  {Добавить вершину v  в стек C }
10:  ( ,0);Cycle v  {Начало рекурсивного прохода в глубину, 0  – фиктивная вершина}
11:  1;nC nC= −  {Удалить вершину из стек C}
12: Procedure ( , )Cycle x y  {Рекурсивный проход в глубину}
13:    {x  – текущая вершина, y  – вершина, из которой пришли в x}
14:    1;count count= +
15:    [ ] ;Mark x count=  {Вершина x  пройдена}
16:    for [ ]v Adj x∈  do begin
17:       1;nC nC= +
18:       [ ] ;C nC v=  {Добавить вершину v  в стек вершин C}
19:       if [ ] 0Mark v =  then begin {Вершина v  не пройдена}
20:          2( , );Sort v x  {Сортировка ребер по полярному углу относительно ребра ( , )x v }
21:          ( , );Cycle v x  {Рекурсивный проход в глубину по ребру ( , )x v }
22:       end;
23:       else if [ ] [ ]Mark v Mark x v y< ∧ ≠  then begin
24:          {( , )x v  – обратное ребро цикла, сохранить в стеке}
25:          1j j= +  {Число обратных ребер ( , )v x  в стеке E}
26:          [ ] ( , );E j v x=  {v  – первая, x  – последняя вершина цикла}
27:          1;i i= +  {Номер нового цикла iC  DFS-базиса}
28:          ( );iCopyCycle C  {Копировать iC  из стека вершин C}
29:          if 1j >  then begin {Слияние циклов 1jS −  и iC }
30:             1 1 ;j j iS S C− −= ⊕  {Удалить из цикла 1jS − , вложенный в него цикл iC }
31:          end;
32:       ;j iS C=  {Начало формирования нового цикла jS  ячейки карты}
33:    end;
34:    else if ( [ ]. ) ( [ ]. )x E j v v E j x= ∧ =  then begin
35:       {Вернулись по дереву поиска в начало цикла jS  ячейки карты}
36:       {Вершина v  – начало цикла ,jS  вершина x  – конец цикла}
37:       {Цикл jS  ячейки карты сформирован, сохранить цикл в архиве T }
38:       1;m m= +  {Увеличить размер архива T }
39:       ;m jT S=  {Сохранить цикл jS  ячейки карты в архиве T }
40:       1;j j= −  {Цикл jS  сформирован, удалить его из стека}
41:    end;
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42:    1nC nC= −  {Удалить вершину из стека C  при возврате по дереву поиска}
43:  end;
44: end.
Описание алгоритма. Исходный граф ( , )G X U=  представляется структурой смежности 
[ ]Adj x  – множество вершин, смежных с данной вершиной ,x  определяется для каждой верши-

ны. Чтобы отличить уже пройденные вершины от не пройденных, вводится вектор [ ]Mark x  
меток вершин, которые постепенно нумеруются от 1 до | |X  по мере того, как попадаем в них. 
Начальные значения [ ] 0Mark x =  – признак, что вершина x  не пройдена.

Начальная вершина прохода по графу ()v MinOY=  – это вершина с минимальной коорди-
натой по оси ,OY  что гарантирует принадлежность вершины v  огибающему циклу блока кар-
ты (см. теорему 11). В соответствии с правилом 1 выполняется сортировка 1( )Sort v  ребер, 
инцидентных вершине ,v  в порядке возрастания полярных углов.

Описание процедуры ( , ).Cycle x y  Процедура ( , )Cycle x y  является рекурсивной процеду-
рой с двумя параметрами, x  – текущая просматриваемая вершина; y  – вершина, из которой 
по ребру ( , )y x  пришли в вершину .x

Разбор цикла for [ ]v Adj x∈  do begin. В данном цикле из вершины x  по ребру ( , )x v  пыта-
емся выполнить проход в глубину в вершину v. Для вершины v  возможны три случая.

Первый случай if [ ] 0Mark v =  then begin. Имеем вершину ,v  которая не пройдена. Рекур-
сивно выполняем переходим в глубину с данной текущей вершиной ( , ).Cycle v x  Предвари-
тельно, в соответствии с правилом 2, выполняется сортировка 2( , )Sort v x  ребер, инцидентных 
вершине ,v  в порядке возрастания полярных углов относительно ребра ( , )x v  против часовой 
стрелки. Полярный угол ребра ( , )x v  назначается равным нулю.

Второй случай else if [ ] [ ]Mark v Mark x v y< ∧ ≠  then begin. Условие фиксирует, что верши-
на v  была ранее пройдена, и мы приходим в нее по обратному ребру ( , )x v  цикла, так как .v y≠  
Обратное ребро сохраняем в стеке обратных ребер [ ] ( , ),E j v x=  где v  – вершина начала цикла; 
x  – последняя вершина цикла. Сформированный из вершин цикл в стеке C  копируем 

( )iCopyCycle C  в очередной цикл iC  DFS-базиса.
Из формулы (1) имеем, что каждый цикл iC  базиса определяет один цикл jS  ячейки блока 

карты. В алгоритме iC  является начальным значением j iS C=  нового цикла ячейки блока кар-
ты. Новый цикл jS  размещается в вершину стека циклов. Из теоремы 11 имеем, что первый 
цикл 1C  базиса будет огибать блок карты по периметру.

Каждый новый формируемый цикл iC  базиса при вычислении является смежным циклу 
1jS −  на верху стека циклов ячеек карты. Проход по графу, в соответствии с правилом 2, позво-

ляет заключить, что цикл iC  будет вложен в цикл 1,jS −  так как у каждого цикла (в частности, 
1jS − ) при «правом проходе» все ребра, инцидентные его вершинам, остаются внутри этого цик-

ла. При «правом проходе» циклы базиса iC  нулевой вложенности в цикле 1jS −  будут попарно 
не смежными. Следовательно, вычисления по формуле (1) можно проводить последовательно 
слиянием 1 1 .j j iS S C− −= ⊕

Третий случай else if ( [ ]. ) ( [ ]. )x E j v v E j x= ∧ =  then begin. Здесь ( , )x v  – ребро прохода по 
графу из вершины x  в вершину .v  Ребро ( [ ]. , [ ]. )E j x E j v  – обратное ребро вычисленного цик-
ла jS  ячейки карты графа, где [ ].E j v  – вершина начала цикла, где [ ].E j x  – вершина конца 
цикла. Выражение ( [ ]. ) ( [ ]. )x E j v v E j x= ∧ =  означает, что в результате прохода по графу мы 
вернулись в вершину x  и, продолжив перебор смежных ей вершин, попали на ребро ( , ),x v  
которое является обратным ( [ ]. , [ ]. )E j x E j v  для цикла .jS  Так как в вершинах выполняется 
«правый проход», то это означает, что цикл jS  ячейки карты сформирован; он копируется в 
архив m jT S=  и удаляется из стека циклов ячеек карты уменьшением размера данного стека 

1.j j= −  Далее возвращаемся к формирования прежнего по стеку цикла jS  ячейки блока кар-
ты графа.
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Заключение

Предложена математическая модель вычисления циклов ячеек карты графа. Выделены и 
доказаны ряд свойств циклов DFS-базиса, что позволило составить уравнения вычисления 
циклов ячеек карты графа. По данным уравнениям предложен практический алгоритм вычис-
ления циклов ячеек блока карты графа Сложность каждого шага данного алгоритма не превы-
шает квадратической сложности 2(| | )O X  относительно числа вершин в графе.
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УДК 550.388.2

ЧИСЛЕННОЕ МОДЕЛИРОВАНИЕ НЕСТАЦИОНАРНЫХ ПРОЦЕССОВ
В СРЕДНЕШИРОТНОЙ ИОНОСФЕРЕ ПРИ ТЕХНОГЕННЫХ ВОЗДЕЙСТВИЯХ

Балтийский федеральный университет имени Иммануила Канта

С. А. Ишанов, Н. М. Кащенко, Е. В. Зубков, В. Н. Худенко, П. М. Каратаева

Аннотация. На основе математической модели ионосферы и плазмосферы, включающей 
в себя как нейтральные, так и заряженные компоненты в их взаимодействии, исследо-
ваны вариации макроскопических параметров (концентраций, скоростей и температур) 
тепловой плазмы в естественных условиях и условиях химических и электромагнитных 
возмущений.

На основе МГД-уравнений выполнены расчеты структуры и динамики ионосферы 
средних широт и плазмосферы в различных гелиогеофизических условиях.

В модели учитываются основные процессы химической кинетики, амбиполярная 
диффузия плазмы вдоль геомагнитных силовых линий, взаимодействие с горизонталь-
ным нейтральным ветром.
Ключевые слова: геомагнитное поле, гидродинамика, кинетика, численное моделирова-
ние, вычислительный эксперимент, ионосфера, плазмосфера, эволюция возмущений.

Введение

Математическое моделирование процессов и явлений в околоземной космической плазме 
важно как для решения прикладных задач солнечно-земных связей, анализа и интерпретации 
наблюдаемых особенностей среды, антропогенных воздействий, так и для прогноза возмож-
ного поведения системы ионосфера-плазмосфера [1–3].

Модельное исследование нестационарных процессов в околоземной космической плазме необ-
ходимо проводить для сильно неоднородной разреженной среды (с перепадом плотности более 
чем в 15 порядков). Ионосферная плазма считается низкотемпературной с максвелловским рас-
пределением ионов и электронов со средней энергией ekT  менее 1 эВ и концентрацией 2 6 310 10 .−− ñì

В областях замкнутых геомагнитных силовых линий существенную роль в динамике око-
лоземной космической плазмы играет плазмосфера, с которой ионосфера обменивается пото-
ками частиц и энергии [4–5]. 

Теоретическое исследование закономерностей эволюции такой системы осуществимо ме-
тодами математического моделирования, которые реализуют в различных приближениях ре-
шение уравнений физической кинетики и гидродинамики [3].

В работе проведено исследование вариаций ионного состава среднеширотной ионосферы 
и плазмосферы в спокойных и возмущенных условиях с учетом широкого спектра гелиоге-
офизических факторов, ответственных за образование этих структур: геомагнитного поля 
дипольной геометрии, амбиполярной диффузии вдоль магнитных силовых линий, взаимо-
действия с горизонтальным термосферным ветром, сложного состава ионосферной плазмы, 
кинетики сверхтепловых электронов, электрического дрейфа, ионосферно-плазмосферного 
взаимодействия и химической кинетики.

Используемая в данной работе математическая модель системы ионосфера-плазмосфера, 
основанная на системе уравнений магнитной гидродинамики, включает электроны и положи-
тельные ионы: ,O+  ,H +  ,He+  ,N +  2 ,N +  ,NO+  2 ,O+  2 ,H O+  ,OH +  метастабильные 1

2 ( ),O q∆  1( ),O D  
2( )N D  и малые компоненты с полным учетом их динамики, что позволяет корректно описы-

вать околоземную плазму в интервале высот от нижней границы F-области до нескольких ра-
диусов Земли в различных геофизических ситуациях.
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В статье представлены полученные при численном моделировании среднеширотной ио-
носферы и плазмосферы результаты вычислительных экспериментов в естественных услови-
ях и условиях техногенных воздействий.

1. Физико-математическая модель и вычислительные методы

Специфику рассматриваемого класса задач определяет возможность одновременного при-
сутствия разномасштабных процессов: возникновения и эволюции сильных разрывов, разли-
чающихся долей внутренней и кинетической энергии плазмы в возмущенной области, боль-
шой неоднородности невозмущенных параметров на рассматриваемых масштабах ионосферы 
и плазмосферы, длительных времен подлежащих моделированию процессов, образующихся и 
эволюционирующих под совместным действием магнитного поля Земли и силы тяжести.

В используемой численной модели ионосфера и плазмосфера рассматриваются как единая 
система, состоящая из множества заполненных тепловой плазмой геомагнитных силовых тру-
бок [3, 5].

Полагаем, что макроскопическое движение плазмы происходит вдоль геомагнитного поля. 
Выбором дипольной системы координат сведем физическую задачу трехмерного движения 
плазмы к двумерной математической задаче в переменных s  (координата вдоль силовой ли-
нии) и t  (время).

Математическая модель основана на численном решении системы уравнений гидродина-
мики частично ионизированной плазмы для ионов и электронов. Система уравнений движе-
ния, непрерывности и теплового баланса для заряженных компонентов может быть записана 
[3–4] в следующем виде:

	
5

1
sin ( ) ( cos ) ,i i i i e

i i i i i i ij j i i i nx i
j e

v v p n pn m v n m g I n S v v n R v I v
t s s N s=

∂ ∂ ∂ ∂ + + = − + − + − − ∂ ∂ ∂ ∂ 
∑ 	 (1)

	 ( )1 ,i i i
i i i

n An v n Q
t A s

α∂ ∂
+ + =

∂ ∂
	 (2)

	 ( )3 1 ,
2

i i i i i
i i i ie in ij

T T p Av Tkn v A P P P
t s A s A s s

λ∂ ∂ ∂ ∂∂   + + − = + +   ∂ ∂ ∂ ∂ ∂   
	 (3)

	 ( )3 1 ,
2

e e e e e
e e e g ei en

T T p Au TkN u A P P P
t s A s A s s

λ∂ ∂ ∂ ∂∂   + + − = + −   ∂ ∂ ∂ ∂ ∂   
	 (4)

где индекс n  в величинах ,nxv  ,inP  enP  связывает их с нейтральными частицами; индекс e  в 
величинах ,eN  ,ep  ,ieP  ,eT  ,eu  ,eλ  ,eiP  enP  – с электронами; eu  – скорость электронов; ,in  ,im  

,iv  iT  – концентрация, масса, скорость и температура ионов i-го сорта соответственно 
( 1 ,i O+= ⇒  2 ,i H += ⇒  23 ,i O += ⇒  4 ,i NO+= ⇒  25 );i N += ⇒  s  – координата вдоль геомагнит-
ной силовой линии, положительная в направлении от Северного полюса к Южному; A  – рас-
ходимость силовых линий магнитного поля; I  – магнитное наклонение; g  – ускорение силы 
тяжести; nxv  – меридиональный компонент скорости нейтрального ветра; ,i iQ α  – скорость 
образования и вероятность потерь i-го иона; eN  – электронная концентрация; ip  – давление 
ионного газа, состоящего из частиц i-го сорта; ep  – давление электронного газа; eT  – элек-
тронная температура; ,eλ  iλ  – коэффициенты теплопроводности электронного и ионного га-
зов соответственно; k  – постоянная Больцмана; iR  – коэффициент силы трения между иона-
ми i-го сорта и нейтральными частицами; ijS  – коэффициенты силы трения между ионами i-го 
и j-го сортов; gP  – скорость нагрева тепловых электронов сверхтепловыми фотоэлектронами; 

eiP  – скорость теплообмена электронов с ионами; ieP  – скорость теплообмена i-го иона с элек-
тронами; ijP  – скорость теплообмена i-го иона с ионами j-го сорта; inP  – скорость теплообме-
на i-го иона с нейтралами; enP  – скорость охлаждения электронов на нейтральных частицах.
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Положим справедливым условие квазинейтральности плазмы

	
9

1

1 .e i i
ie

u n v
N =

= ∑
Химические реакции, определяющие кинетику ионов, а также образующихся в результа-

те их взаимодействия с нейтральными компонентами молекулярных ионов, представлены в 
[6–9].

Реакции резонансной перезарядки, влияющие на существование плазмосферы Земли, име-
ют следующие коэффициенты [7]:

	 11
12, 2.5 10 ;O H H O k T+ + −+ → + = ⋅

	 11
21, 2.2 10 ,H O O H k T+ + −+ → + = ⋅

где T  – эффективная температура.
Коэффициенты диссоциативной рекомбинации ионов [8] таковы:
	 7 0.85

1, 4.2 10 (300 / ) ;eNO e N O Tα+ −+ → + = ⋅

	
7 0.7

2 2
8 0.56

2

, 1.95 10 (300 / ) , 1200 ,

7.39 10 (1200 / ) , 1200 .
e e

e e

O e O O T T K
T T K

α

α

+ −

−

+ → + = ⋅ ≤

= ⋅ >

ïðè

ïðè
Члены ,eiP  ,inP  ,ieP  ,enP  ,ijP  входящие в уравнения теплового баланса (3)–(4), которые учи-

тывают упругие и неупругие процессы обмена энергией между заряженными частицами и 
нейтральными составляющими, взяты из [6]. Для расчета ,gP  согласно [9], решалось кинети-
ческое уравнение для сверхтепловых электронов.

Учет взаимодействия плазмы с горизонтальным термосферным ветром на ионосферных 
высотах проводится так же, как в [3]. 

Уравнения движения нейтрального газа записываются в виде

	 ( )
2

2 2

1 1cos 2 sin ,
sin

nx nx n
nx ny

n n

V V Pn R m V u I V
t I s xα α α α

α

µ φ
ρ ρ

∂ ∂ ∂
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2 2

1 12 sin .
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ny ny n
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n n

V V Pn R m V V
t I s yα α α

α

µ φ
ρ ρ

∂ ∂ ∂
= − − Ω −

∂ ∂ ∂∑
Здесь nyV  – зональная составляющая скорости нейтрального ветра, x  и y  – оси локальной 

декартовой системы координат (ось x  направлена на юг, ось y  – на восток), µ  – коэффициент 
кинематической вязкости, определяемый плотностью и температурой нейтральной атмосфе-
ры, Ω  – угловая скорость вращения Земли, φ  – географическая широта, nρ  и nP  – плотность 
и давление нейтральной атмосферы.

Нестационарные уравнения фотохимического равновесия для молекулярных ионов 
2 2, ,O NO N+ + +  записываются в виде

	 , 3, 4,5.i
i i i

n Q n i
t

α∂
= − =

∂
	 (5)

Численное решение системы уравнений модели осуществлялось вдоль геомагнитной сило-
вой линии с применением метода конечных разностей. Линеаризация разностных уравнений 
проводилась с использованием значений неизвестных функций, взятых с предыдущего вре-
менного слоя, с последующими итерациями по нелинейности и связанности уравнений. При 
решении системы уравнений (1)–(2) использован подход, приведенный в [10–11]. Сначала за-
пишем уравнение (1) в дивергентной форме [3]:

	
21 .i i i i i

i
n v An v p F

t A s s
∂ ∂ ∂

+ + =
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	 (6)

Здесь iF  учитывает действие внешних сил:
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	 ( ),i i i i i i iF n v Q nγ α= + −

	 1sin ( ) ( cos ) .ij i e
i j i nx i

i i i e

S R pg I v v v I v
m m m N s

γ ∂
= − + − + − −

∂
Используя метод суммарной аппроксимации [10, 12], можно разделить исходную систему 

уравнений на последовательно решаемую систему уравнений переноса

	
21 10, 0;i i i i i i i in An v n v An v p

t A s t A s s
∂ ∂ ∂ ∂ ∂

+ = + + =
∂ ∂ ∂ ∂ ∂

	 (7)

и систему обыкновенных дифференциальных уравнений, учитывающих элементарные про-
цессы (фотохимию и столкновения)

	 , ,i i
i i i i i i

dn dvn Q v f
dt dt

α β+ = + = 	 (8)

где iβ  и if  учитывают силы взаимодействия (сила тяжести, электрическая сила, силы трения 
ион-ион, ион-нейтрал):

	 ; .ij i
i i i i i

i i

S R f v
m m

β γ β= + = +

Решение уравнений (8) дается формулами

	 ˆ ˆ(1 ); (1 ),i i i ii i
i i i i

i i

Q fn n e e v v e eτα τα τβ τβ

α β
− − − −= + − = + −

где ,i in v  – концентрация и скорость, полученные решением системы (7); ˆ ˆ,i in v  – результирую-
щие значения концентрации и скорости, полученные за два шага: «перенос + элементарные 
взаимодействия».

Для решения системы уравнений переноса (7) применялся алгоритм, основанный на явной 
консервативной схеме [10, 12].

2. Результаты численного моделирования

Для решения нестационарных задач эволюции системы ионосферы-плазмосфера в спокой-
ных и возмущенных условиях были проведены усовершенствования вычислительных методов 
и алгоритмов.

Для расчета пространственно-временных вариаций концентраций и температуры ней-
тральных компонентов ,He  ,O  ,H  ,N  2 ,N  2O  используется модель термосферы MSIS [13].

В качестве первой модельной задачи был выбран расчет макроскопических параметров 
для среднеширотной силовой трубки геомагнитного поля (параметр Мак-Илвайна 3L = ) и 
низкой солнечной активности (индекс 10.7 70F = ) и начало года (зима в северном полушарии, 
лето – в южном).

На рис. 1 представлен суточный ход изменения концентрации электронов в главном ио-
носферном максимуме и высоты максимума.

Как видно из сравнения приведенных кривых, в светлое время суток результаты, полу-
ченные в гидродинамическом и диффузионном приближениях, хорошо согласуются, однако 
в послезаходный период и в течение всей ночи концентрации электронов различаются значи-
тельно (1,5–2 раза).

Столь значительное расхождение можно объяснить тем, что поддерживающие ночную ио-
носферу потоки Φ  заряженных частиц из плазмосферы, рассчитанные в гидродинамическом 
приближении с учетом инерции ионов, существенно превосходят, как видно из рис. 2, соот-
ветствующие потоки, полученные в диффузионном приближении.
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Рис. 1. Суточные вариации 2mN F  и 2mh F
1 – диффузионное приближение, 2 – гидродинамическое приближени

Рис. 2. Высотные профили ионных потоков для 00.00 LT:
1 – диффузионное приближение, 2 – гидродинамическое приближение
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Различие между диффузионным приближением и гидродинамическим описанием наблю-
дается и в распределении ионов H +  вдоль геомагнитной трубки.

Необходимо отметить, что в геофизических ситуациях с высокой средней скоростью движе-
ния плазмы, сравнимой со скоростью звука / ,i iU kT m=  где k – постоянная Больцмана, iT  – 
температура ионов, im  – ионная масса, следует учитывать в уравнениях движения инерцию 
ионов, т. е. использовать гидродинамический подход к моделированию нестационарных про-
цессов в околоземной космической плазме.

В следующей модельной задаче, на основе численного исследования распределения плазмы 
вдоль силовой трубки геомагнитного поля рассмотрим динамику области пониженной элек-
тронной концентрации, образуемой при химическом техногенном возмущении [2, 14].

Рассмотрим результаты антропогенного поступления воды в области дневного максимума 
F2 в полдень.

На рис. 3 показан суточных ход 2mN F  и 2,mh F  рассчитанный для этого техногенного воз-
действия.

Резкое уменьшение электронной концентрации в начальный период практически совпада-
ет с данными работ, ограничивавшихся рассмотрением только области F2.

Учет физико-химических процессов вдоль всей силовой трубки позволяет установить су-
ществование области пониженной электронной концентрации на больших интервалах време-
ни. На рис. 3 видно, что вплоть до начала восхода в следующие сутки в области максимума F2 
наблюдается понижение электронной концентрации приблизительно в 2 раза по сравнению со 
спокойными условиями, соответствующими суточному ходу 2mN F  при отсутствии химиче-
ского возмущения. 

Высота максимума при этом сдвигается вверх и это отличие 2mh F  от фона также сохраня-
ется вплоть до восхода.

Изменениям 2mN F  и 2mh F  соответствует изменение всего высотного профиля электрон-
ной концентрации ,eN  как это видно из рис. 4, на котором приведено изменение высотного 
распределения eN  через 1 час после техногенного воздействия.

Рис. 3. Временные вариации максимума концентрации и высоты F слоя. 
Сплошные линии – профили, соответствующие невозмущенным условиям; 

штрихпунктирные – антропогенному возмущению в 12.00 LT с учетом образующегося 
атомарного водорода; крестики – такому же возмущению без водорода
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Особо следует отметить необходимость учета влияния атомарного водорода, который об-
разуется из молекул воды в результате перезарядки с ионами O+  и последующей рекомбина-
ции ионов 2 .H O+  Увеличение содержания водорода прежде всего приводит к дополнительно-
му уменьшению 2mN F  (см. рис. 3), т. е. к увеличению области с дефицитом электронной 
концентрации, как это видно из сравнения соответствующих кривых на рис. 4.

В качестве следующей модельной задачи был выбран расчет ионосферно-плазмосферных 
параметров в условиях возмущения плотности и температуры плазмы в силовой трубке с па-
раметром 3L =  для средней геомагнитной и солнечной активности (индексы 3,pK =  10.7 150F = ) 
и начала года (зима в Северном полушарии, лето в Южном).

Рис. 4. Высотные профили электронной концентрации.
Профили 1–3 (антропогенное воздействие в 12.00 LT) соответствуют 13.00 LT, кривые 4–6 

(антропогенное возмущение в 00.00 LT) – 03.00 LT.  Профили 1, 4 соответствуют 
невозмущенным условиям. Кривые 3, 5 соответствуют антропогенным воздействиям 

с учетом атомарного водорода, а профили 2 и 6 – таким же воздействиям без учета водорода
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В геомагнитной силовой трубке с установившимся режимом техногенное воздействие за-
давалось в полдень в Северном полушарии гауссоподобным распределением концентрации и 
температуры электронов с максимальным значением на высоте 2350 км ( [ ] 5 32350 1,6 10 ,eN −= ⋅ ñì  

[ ]2350 1eT = ýÂ). Размер области возмущения на высоте – 900 км.
На рис. 5, 6 представлены высотно-временные распределения электронной концентрации 

до и после динамического воздействия. Результаты, показанные на рис. 5, позволяют просле-
дить распространение возмущения вверх и вниз по геомагнитной трубке. Время релаксации 
электронной концентрации к фоновым значениям составляет примерно 10 мин в интерва-
ле высот 300–2500 км. Динамическое воздействие не вызвало заметного отклика на высотах 
F-области (рис.6), однако через 5 мин после начала возмущения на высоте 900 км концентра-
ция электронов возросла в 1.7 раза, а на высоте 500 км, спустя 10 мин, – в 1.3 раза.

Рис. 5. Высотные профили электронной 
концентрации для различных моментов 
времени в Северном полушарии. Цифры у 
кривых соответствуют времени (в мин), 

прошедшему после возмущения плазмосферы

Рис. 6. Высотные профили электронной 
концентрации в области ионосферы для 
различных моментов времени в Северном 

полушарии. Обозначения те же, что и на рис. 5

На рис. 7, 8 представлены временные изменения концентрации электронов на избранных 
высотах. Очевидно, по мере удаления от места локализации динамического воздействия ам-
плитуда возмущения уменьшается, причем наблюдается фазовый сдвиг максимального зна-
чения концентрации, изменяющийся с высотой. Для Северного полушария (рис. 7) заметно 
некоторое понижение электронной концентрации через 20–30 мин после возмущения на вы-
сотах 500–2100 км, обусловленное, по-видимому, динамическими факторами. Из рис. 8 следу-
ет, что возмущение плазмосферы в Северном полушарии вызывает перенос тепловой плазмы 
через экватор в Южное полушарие. Характерные времена прохождения возмущения в Южное 
полушарие составляют 20–40 мин.

Таким образом, техногенное возмущение температуры и плотности плазмы на высотах 
плазмосферы переносится вдоль геомагнитного поля от места локализации в ионосферу и 
магнитосопряженную область.

Фазовый сдвиг в локальных максимумах параметром плазмы является характерным.
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Заключение

В данной работе на основе гидродинамической усовершенствованной модели системы ио-
носферы-плазмосферы рассмотрены нестационарные задачи динамики среднеширотной ио-
носферы при различных модельных сценариях техногенных воздействий.

Вычислительные эксперименты показали, что более корректная постановка задачи чис-
ленного моделирования процессов в околоземной космической плазме формулируется для 
полной системы уравнений движения и непрерывности гиперболического типа.

Установлено, что динамика ионосферно-плазмосферного обмена может быть описана в 
полной постановке.

В результате численного моделирования получены и проанализированы пространствен-
но-временные распределения макроскопических параметров ионосферно-магнитосферной 
плазмы в различных геофизических ситуациях.

В результате численных экспериментов показаны основные закономерности в динамике 
переноса и химической кинетике заряженных частиц в спокойных и возмущенных условиях.

Работоспособность и численная устойчивость построенной модели по входным данным 
подтверждены результатами решений нестационарных задач энергетики и динамики около-
земной космической плазмы.
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УДК 621.396

ПРИМЕНЕНИЕ ТЕХНОЛОГИИ ВИРТУАЛЬНЫХ АНТЕННЫХ РЕШЕТОК ДЛЯ 
МИНИМИЗАЦИИ ВЛИЯНИЯ ХАРАКТЕРИСТИК ПОЧВ НА КАЧЕСТВО ПЕЛЕНГАЦИИ

Воронежский государственный технический университет

Е. А. Ищенко, О. Ю. Макаров, Ю. Г. Пастернак, С. М. Фёдоров

Аннотация. В работе рассматривается электродинамическое моделирование комплекса 
радиопеленгации с возможностью формирования «виртуальной» антенной решетки на 
основе функции Ганкеля. Результаты исследования показывают, что использование тех-
нологии «виртуальных» антенных решеток позволяет значительно снизить погрешность 
пеленгации даже в условиях различного типа подстилающей поверхности (почвы). Выи-
грыш от использования ВАР составляет 1.69 раза для среднеквадратического отклонения 
пеленга. Достигнутые результаты показывают эффективность метода ВАР в сложных за-
дачах пеленгации.
Ключевые слова: «виртуальная» антенная решетка, пеленгация, аппроксимация элек-
тромагнитного поля.

Введение

Применение технологии «виртуальных» антенных решеток (ВАР) является актуальным 
для повышения точности пеленгации с использованием корпусов мобильных радиопеленга-
торов. Благодаря выполнению аппроксимации поля на дополнительных окружностях удается 
значительно снизить влияние корпуса носителя и других внешних факторов, которые при-
водят к искажению характеристик принятых электромагнитных волн. Существует большое 
количество научных работ, которые описывают способы формирования ВАР для повышения 
качества обработки принятых электромагнитных волн.

В работе авторов [1] предлагается использовать технологию ВАР для определения место-
расположения мобильного устройства, что востребовано в современных базовых станциях 
для реализации технологии формирования луча (beamforming). Для формирования ВАР ис-
пользовался метод сверхразрешения MUSIC, который основан на использовании опорного 
сигнала. Благодаря сформированной «виртуальной» антенной решетке удалось повысить точ-
ность определения местонахождения мобильного устройства даже с учетом того, что мобиль-
ное устройство изначально имело только один антенный элемент.

В исследовании [2] предлагается использование метода ВАР для одноантенной системы с 
инерциальным измерительным блоком на основе МЭМС схемы. Формирование ВАР осущест-
влялось на основе метода SAGE. Полученные результаты показывают значительное снижение 
ошибки обнаружения расположения объекта, что позволяет повысить качество обработки по-
лученных сигналов.

Одним из негативных факторов любой антенной системы является наличие боковых ле-
пестков, которые оказывают влияние на качество обнаружения сигналов. Для понижения их 
уровня применяется множество алгоритмов, одним из которых является формирование до-
полнительных «виртуальных» антенных элементов, как показано в работе [3]. Благодаря зна-
чительному снижению УБЛ становится возможным сформировать радиопеленгатор с боль-
шей разрешающей способностью, что значительно повышает точность определения пеленга 
падающей электромагнитной волны.

Помимо формирования дополнительных «виртуальных» антенных элементов метод ВАР 
позволяет решить проблему избыточных каналов пеленгации [4]. Как показывает исследова-
ние ВАР, сформированная на основе метода MUSIC, позволила снизить погрешность опреде-
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ления пеленга падающей электромагнитной волны, что позволяет использовать полученный 
алгоритм для создания мобильных комплексов пеленгации.

В работах [5, 6] авторами предлагается использование алгоритма формирования ВАР для 
MIMO радаров. Благодаря формированию дополнительных «виртуальных» отсчетов поля ав-
торам удается снизить уровень боковых лепестков диаграммы направленности антенной ре-
шетки, повысить разрешающую способность радиопеленгатора, уменьшить влияние окружа-
ющих объектов на качество задачи определения пеленга падающей волны. 

В работе [7] авторами предлагается использование аппарата ВАР для управления характе-
ристиками диаграммы направленности антенной системы, что позволяет повысить точность 
пеленгации приходящей электромагнитной волны, а подавление боковых лепестков улучшить 
помехозащищённость системы радиопеленгатора. Для формирования ВАР использовался ма-
тематический алгоритм, основанный на ковариационной матрице Кронекера.

В работе [8] авторы показывают, что преимуществом алгоритмов формирования ВАР яв-
ляется возможность использования в любых частотных диапазонах. Так на основе проведен-
ного моделирования для антенной решетки в W-диапазоне (IEEE) применение ВАР позволило 
сузить главный лепесток и значительно подавить уровень боковых лепестков, что позволяет 
повысить разрешающую способность и помехозащищенность системы для автоматизирован-
ных MIMO радаров.

Особо важным исследованием для применения технологии ВАР является миллиметро-
вый диапазон радиоволн, в котором будет развернута сотовая связь пятого поколения (5G). 
Как показано в исследовании [9] применение технологии ВАР позволило повысить точность 
определение месторасположения источника радиоизлучения, что позволяет сформировать 
направленный луч на объект (beamforming), чем становится возможным повышение качества 
связи, а также повышения пропускной способности канала. 

Как видно из всех описанных выше примеров, использование технологии ВАР позволяет 
повысить точность пеленгации в системах связи. В данной работе предлагается использование 
методов ВАР для снижения влияния характеристик почв на качество пеленгации мобильным 
комплексом радиопеленгации.

  
1. Метод формирования «виртуальной» антенной решетки

В процессе разработки макетов и моделей для любых электродинамических задач ис-
следование производится или в открытом пространстве, или в безэховой камере. Однако в 
реальных условиях возникает множество факторов, которые оказывают влияние на харак-
теристики и картины распространения электромагнитных волн. Одним из таких факторов 
являются характеристики почв, которые имеют разные значения проводимостей. Таким обра-
зом возникают дополнительные искажения картин поля, что приводит к снижению точности 
работы устройств пеленгации. Для уменьшения таких искажений можно предложить метод 
формирования «виртуальной» антенной решетки для реального радиопеленгатора мобиль-
ного базирования. Самыми распространенными методами формирования «виртуальных» 
антенных решеток являются алгоритмы сверхразрешения MUSIC и root-MUSIC, однако их 
недостатком является необходимость в наличии опорного сигнала, а также достаточно слож-
ного математического аппарата. Так как в процессе формирования ВАР требуется нахождение 
фундаментального решения уравнений Гельмгольца, то существует более оптимальный спо-
соб формирования «виртуальной» антенной решетки, основанный на аппроксимации поля с 
использованием функции Ганкеля нулевого порядка (функция Бесселя третьего рода). Рассмо-
трим алгоритм формирования «виртуальной» антенной решетки на основе аппроксимации 
поля с использованием функции Ганкеля.
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1) В процессе выполнения пеленгации реальной антенной решеткой с антенных элемен-
тов снимаются комплексные значения напряжений, которые возникают в нагрузках антенных 
элементов (в данном случае в качестве нагрузки выступали резисторы с эквивалентным со-
противлением 50 Ом). Данные значения можно записать в виде:

	 ( ) ( ) exp ( ) ,
180

U f A f i f πϕ = ⋅ ⋅ ⋅ 
 

	 (1)

где ( )A f ⋅ – амплитуда напряжения, измеренное на антенном элементе;
( )fϕ  – фазы напряжений на антенных элементах.

2) Для верного определения характеристик принятых сигналов для выполнения обработки 
требуется выполнить привязку полученных параметров к каждому элементу в комплексе ра-
диопеленгатора, для чего требуется определить координаты антенных элементов.

3) На основе функции Ганкеля производится формирование дополнительных «виртуаль-
ных» антенных элементов, в которых будет производиться решение уравнений Гельмгольца:

	 ( ) ( ) ( )( )2 2(1)
0 0 0 0 0, 0, ,n nE x y H k x x y y= ⋅ − + − 	 (2)

где ,n nx y  – координаты реальных антенных элементов;
0 0,x y  – координаты точек аппроксимации поля;
0k  – волновое число.

Для того, чтобы определить поправочные коэффициенты для напряжений требуется ре-
шить систему уравнений:

	 ( )0 0, ( ),E x y X U f⋅ = 	 (3)
где ( )0 0,E x y  – аппроксимированное электромагнитное поле;

( )U f  – амплитуды напряжений в нагрузках реальных антенных элементов.
Изначальная аппроксимация поля производится на большой окружности с числом элемен-

тов, равных реальным, на основе полученных в (3) поправочных коэффициентах становится 
возможным найти аппроксимированные напряжения на «виртуальных» антенных элементах 
в соответствии с:

	 ( ) ( ) ( )( )2 21
0 0 0

1
( ) ( ) 0, ,

N

VAR n n
n

U f B f H k x x y y
=

= ⋅ ⋅ − + −∑ 	 (4)

где ,n nx y  – координаты элементов ВАР;
0 0,x y  – координаты элементов на вспомогательной окружности при изначальной аппрок-

симации поля;
( )B f  – корни системы уравнений (3).

4) На основе полученных напряжений возможно провести пеленгацию с использованием 
классического метода пеленгации – корреляционно-интерференционного амплитудно-фазо-
вого метода. 

Таким образом, становится возможным произвести сравнение точности пеленгации с ис-
пользованием реальной и «виртуальной» антенными решетками.

2. Результаты моделирования задачи пеленгации с использованием ВАР

В процессе выполнения исследования производилось электродинамическое моделирова-
ние модели комплекса радиопеленгации, который сформирован из 15 антенных элементов и 
помещался на корпус МТ-ЛБ – рис. 1.

Антенные элементы в конструкции радиопеленгатора представляют из себя несимметрич-
ные конические вибраторы, которые в процессе выполнения моделирования методом конеч-
ного интегрирования (метод Вейланда) облучались плоской падающей волной с пеленгом 30°, 
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60°, 120°, 150°. При этом носитель помещался на различные типы почв, причем типы почв 
были выбраны такими, чтобы их проводимости имели максимальные отличия друг от друга. 
Таким образом были получены пеленги для различных типов почвы с использованием ВАР и 
РАР. На рис. 2 приводятся картины пеленгов для угла прихода волны в 30°, а в табл. 1 статисти-
ческие показатели пеленгации.

Рис. 1. Модель носителя радиопеленгатора на носителе

а) б)

в) г)
Рис. 2. Картины пеленгов, полученных в процессе моделирования: 

а) 30° (заболоченные грунты, σ = 0.005 См/м); б) 30° (глина, σ = 50 См/м); 
в) 30° (гранит, σ = 500 См/м); г) 30° (каменистый грунт, σ = 1500 См/м)
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Таблица 1
Статистические характеристики пеленгации

Пеленг, ° Пров. Почвы, См/м
РАР ВАР

ско погрешность ско погрешность

30

0.005 1.83 1.251 1.21 0.724
50 2.53 1.936 1.149 0.808
500 2.58 1.966 1.191 0.828
1500 2.617 1.98 1.189 0.823

60

0.005 1.419 0.931 0.716 0.512
50 2.526 1.867 1.234 0.946
500 2.528 1.887 1.218 0.951
1500 2.575 1.911 1.218 0.941

90

0.005 1.149 1.005 1.02 0.813
50 1.871 1.453 1.21 1.02
500 1.948 1.537 1.195 1.015
1500 1.996 1.571 1.242 1.049

120

0.005 1.411 1.31 1.405 1.158
50 1.883 1.468 1.722 1.399
500 1.911 1.483 1.721 1.394
1500 1.914 1.488 1.745 1.409

150

0.005 1.965 1.734 0.772 0.429
50 2.6 1.872 1.324 1.133
500 2.618 1.867 1.375 1.163
1500 2.664 1.897 1.388 1.167

среднее 2.13 1.62 1.26 0.98

Полученные зависимости показывают, что использование метода «виртуальной» антенной 
решетки позволяет повысить точность пеленгации вне зависимости от типа подстилающей 
почвы, при этом удается достичь среднего выигрыша для среднеквадратического отклонения 
в 1.69 раза, а ошибка пеленга уменьшается в 1.65 раза. 

Заключение

В процессе проведенного исследования было показано, что использование метода «вирту-
альных» антенных решеток является менее подверженным влиянию внешних факторов сре-
ды, что позволяет значительно повысить точность пеленгации, а также обеспечить более ста-
бильные значения пеленга по сравнению с реальной антенной решеткой при различных типах 
подстилающей поверхности (почвы).
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ОТРАЖАТЕЛЬНЫЙ ФАЗОВРАЩАТЕЛЬ НА ОСНОВЕ АКТИВНОГО МЕТАМАТЕРИАЛА
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2АО НПП «Автоматизированные системы связи»

Е. А. Ищенко1, Ю. Г. Пастернак1, В. А. Пендюрин2, С. М. Фёдоров1

Аннотация. В работе предлагается конструкция отражательного фазовращателя на осно-
ве активного метаматериала. На основе проведенного электродинамического моделиро-
вания производилось вычисление основных параметров фазовращателя, а также картин 
электромагнитного поля. Полученные зависимости показывают эффективность предла-
гаемых конструкций метаматериала для управления фазами электромагнитных волн на 
выходе конструкции, при этом удается достичь широкого диапазона изменения фаз, ма-
лых потерь в процессе переключения режимов работы структуры.
Ключевые слова: активный метаматериал, отражательный волноводный фазовращатель, 
фазы S21-параметров.

Введение

Волноводные фазовращатели являются важными устройствами во всех задачах электро-
динамики, так как позволяют осуществить изменение характеристик проходящих электро-
магнитных волн. Существует два основных типа волноводных фазовращателей – проходной 
и отражательный. В проходном фазовращателе управление характеристиками фаз осущест-
вляется за счет изменения параметров канала волновода, что приводит к изменению пути, 
который проходят электромагнитные волны, чем вызывается смещение фазы на выходе фа-
зовращателя. Отражательные фазовращатели же основываются на изменении дистанции про-
хождения отраженной от дальней стенки структуры, которая может свободно перемещаться 
в структуре. Недостатком большинства фазовращателей является механическое управление 
характеристиками канала волновода. Рассмотрим некоторые конструкции волноводных фа-
зовращателей, которые приводятся в научных публикациях.

В работе [1] авторами предлагается конструкция отражательного фазовращателя, что по-
зволяет произвести управление фазированной антенной решеткой, состоящей из четырех ан-
тенных элементов. Благодаря изменению физических характеристик структуры удается обе-
спечить переключение режимов фазовращателя. Изменение фазы электромагнитной волны 
позволяет производить управление лепестком диаграммы направленности в широком диапа-
зоне. Недостатком конструкции является механическая настройка параметров, что снижает 
эффективность конструкции и возможность быстрого переключения режимов.

Другим примером волноводного фазовращателя является конструкция, предложенная в 
работе [2]. Благодаря наличию большого числа каналов в структуре удается обеспечить пере-
ключение путей распространения радиоволн по структуре, что приводит к изменению фазы 
электромагнитной волны на выходе конструкции, что позволяет сформировать проходной 
фазовращатель. Недостатком полученной конструкции является механическое управление 
структурой, что понижает ее быстродействие, а также делает невозможным автоматическое 
управление фазой электромагнитной волны.

Особый интерес может вызвать проходной волноводный фазовращатель, который предла-
гается в работе [3]. Так в данном случае управление характеристиками канала осуществляется 
на основе анизотропного материала, который способен изменять свои характеристики под 
действием электромагнитных волн. Возникающее в процессе этого изменение ширины канала 
приводит к изменению фазы электромагнитной волны на выходе структуры.
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В работе [4] предлагается конструкция волноводного фазовращателя интегрированного в 
диэлектрическую подложку (SIW), что позволяет произвести изменение фазы на основе пе-
ремещения штырей в конструкции, что приводит к изменению картины проходящих элек-
тромагнитных волн, а следовательно и к изменению фазы выходящей волны, что формирует 
проходной волноводный фазовращатель.

Одними из наиболее перспективных способов управления электромагнитными волнами 
является использование МЭМС переключателей [5, 6]. Благодаря малым размерам, высокой 
изоляции в выключенном режиме и быстрым переключениям, такие устройства позволяют 
практически снять ограничения с рабочих диапазонов частот, что значительно упрощает фор-
мирование электронно-управляемых фазовращателей.

В работе [7] авторы предлагают конструкцию проходного фазовращателя на основе меха-
нически управляемой структуры, которая перемещает стенку волновода. Благодаря расши-
рению (сужению) канала изменяется время, которое требуется электромагнитной волне для 
прохождения всей структуры, что вызывает смещение фазы волны на выходе структуры. Бла-
годаря такой конструкции удается сформировать точно настраиваемый проходной фазовра-
щатель, но с механическим управлением, что сужает спектр применения устройства.

Другим способом изменения характеристик волновода является применение жидкокри-
сталлических структур [8]. Благодаря воздействию внешнего поля удается обеспечить изме-
нение характеристик канала распространения электромагнитных волн, что позволяет автома-
тизировать управление характеристиками фазовращателя. Недостатком же такой структуры 
является то, что управляющее поле может привести к зашумлению протекающей электромаг-
нитной волны.

Как видно из описанных примеров, большинство фазовращателей основаны на механиче-
ском управлении, что приводит к значительному усложнению автоматизированного управ-
ления фазой электромагнитной волны. Для решения данной проблемы можно предложить 
использование активного метаматериала с электронным управлением режимов на основе 
коммутаций радиокомпонентов.  

1. Моделирование отражательного фазовращателя на основе метаматериала

В процессе исследования было разработано два вида метаматериала, на основе которых 
производилось формирование отражательного фазовращателя. В обоих случаях структура 
метаматериалов помещалась в отражательный волноводный фазовращатель. Плечо струк-
тур метаматериала соответствовало 1/16 длины волны на частоте 5 ГГц с промежутком между 
ячейками для установки pin-диода в корпусе SOD-882. На рис. 1а приводится ячейка 3D струк-
туры метаматериала; на рис. 1б приводится планарная структура метаматериала, которая вы-
полнена на основе диэлектрических пластин Rogers RO4003C толщиной 0.305 мм; на рис. 1в 
приведена конструкция волновода, который выполняет роль фазовращателя.

а) б)
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Полученная структура метаматериала помещается в волновод, где на основе коммутаций 
разных слоев удается добиться смещения активного слоя, что приводит к изменению фазы 
электромагнитной волны. Особенностью конструкции 3D структуры является установка раз-
делительных конденсаторов, что позволяет повысить изоляцию слоев в отключенном режиме 
от активного слоя. Таким образом, на основе полученных структур метаматериала удалось 
сформировать 11-слойные отражательные структуры с целевой частотой управления фазой 
электромагнитной волны в 5 ГГц. 

На основе разработанной конструкции выполнялось электродинамическое моделирование 
методом конечных элементов (метод Вейланда в электродинамике), на основе которого были 
получены характеристики матрицы рассеяния. Коммутация слоев структур выполнялась на 
основе SPICE моделей pin-диодов, а выключенные диоды заменялись эквивалентной схемой. 
На основе параметров S11 было получено, что фазовращатель на основе 3D структуры в рабо-
чем диапазоне частот обладает максимальным коэффициентом стоячей волны по напряжению 
равным 1.65, а для планарной структуры максимальный КСВН=1.6. Такое различие вызвано 
тем, что планарная структура более компактна, что приводит к меньшему влиянию на отра-
женные радиоволны. Для анализа характеристик управления фазой рассмотрим фазы S21-па-
раметра волновода, который характеризует коэффициент передачи в СВЧ структуре. Так на 
рис. 2 приводятся фазы для 3D структуры метаматериала при различных слоях коммутации, а 
в табл. 1 приводятся фазы в порядке убывания, а также их изменение на целевой частоте в 5 ГГц.

Рис. 1. Волноводный отражательный фазовращатель: а) 3D ячейка метаматериала; 
б) Планарная структура метаматериала; в) Конструкция отражательного волновода

Таблица 1
Значения фаз S21-параметров для 3D метаматериала на частоте 5 ГГц

Номер слоя 
коммутации Значение фазы S21 на частоте 5 ГГц, ° Изменение фазы относительно 

предыдущего слоя, °
1 140.24 —
8 135.26 4.98
2 98.11 37.15
9 95.97 2.14

10 64.36 31.61
3 43.42 20.94

11 9.32 34.1
4 –1.68 11
5 –59.95 58.27
6 –123.85 63.9
7 –175.22 51.37

в)
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Как видно из полученных результатов, 3D структура 11-слойного метаматериала позволя-
ет обеспечить управление фазой электромагнитной волны с малыми потерями, а благодаря 
применению коммутирующих устройств удается достичь быстрого переключения режимов 
работы, что обеспечивает главное преимущество над существующими аналогами – электрон-
ное управление фазами, параметры которых заранее известны. Для наглядности режимов ра-
боты метаматериала на рис. 3 приводятся картины E-поля для 1, 3, 6 и 9 слоев коммутации.

Рис. 2. Фаза S21-параметров для 3D структуры метаматериала

а) б) в) г)
Рис. 3. Картины E-поля в 3D структуре фазовращателя: а) коммутация первой линии; 

б) коммутация третьей линии; в) коммутация шестой линии; г) коммутация девятой линии
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Произведем аналогичный анализ для планарной структуры метаматериала, так на рис. 4 
приводятся фазы S21-параметров отражательного волноводного фазовращателя, в табл. 2, а 
картины E-поля на частоте 5 ГГц на рис. 5.

Как видно из зависимостей для графика S21 фаз планарного метаматериала удается достичь 
работы в более широком диапазоне частот по сравнению с 3D структурой, что вызвано более 
компактным расположением слоев структуры, однако особое внимание следует обратить на 
фазу при 4 слое, у которой наблюдается большая нестабильность из-за того, что данный слой 
попадает в минимум моды электромагнитной волны.

Таким образом видно, что коммутация слоев приводит к смещению расположения отража-
ющей поверхности, что в свою очередь приводит к изменению фазы электромагнитной волны 
на выходе фазовращателя.

Рис. 4. Фаза S21-параметров для планарной структуры метаматериала
Таблица 2

Значения фаз S21-параметров для планарного метаматериала на частоте 5 ГГц
Номер слоя 
коммутации Значение фазы S21 на частоте 5 ГГц, ° Изменение фазы относительно 

предыдущего слоя, °
4 66.35 —
5 39.34 27.01
6 9.12 30.22
7 –10.56 19.68
8 –25.39 14.83
1 –43.58 18.19
9 –44.84 1.26
2 –69.66 24.82

10 –75.21 5.55
3 –108.02 32.81

11 –120.85 12.83
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Заключение

Полученные в процессе исследования зависимости фаз электромагнитной волны показы-
вают, что использование активного метаматериала в роли отражательного фазовращателя по-
зволяет осуществить управление характеристиками протекающих волн в широком диапазоне 
частот с возможностью точной перестройки значений фазы на требуемых частотах. Приме-
нение разработанной 3D или планарной структуры позволяет автоматизировать выбор фазы 
электромагнитной волны, что позволяет создать активные фазовращатели с электронным 
управлением, что позволяет решить большинство проблем, которые наблюдаются в процессе 
использования механически настраиваемых фазовращателей. 
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Аннотация. В докладе приводятся новые принципы трассировки распределительных 
линий систем наружного противопожарного водоснабжения. Предложены алгоритм и 
математическая модель, оптимизирующая как численность, так и расположение систе-
мы гидрантов, полностью обслуживающих заданный район застройки. Приведены осо-
бенности алгоритма численного решения задачи трассировки распределительных линий 
системы наружного противопожарного водоснабжения в пространстве. Предлагаемый 
подход содержит построение в определенном смысле оптимальной сети, покрывающей 
определенное множество.
Ключевые слова: алгоритм расположения, пожарный гидрант, противопожарное водо-
снабжение, моделирование.

Введение

Согласно стратегии национальной безопасности Российской Федерации главными опасно-
стями общегосударственной и социальной безопасности представляют собой природные бед-
ствия, катастрофы, связанные с происхождением пожаров [1]. Пожары, безусловно, нуждают-
ся в большом расходе огнетушащих веществ для их тушения. Значительные пожары в России 
и во всем мире возникают, согласно показателям статистики, каждый год. Они также сопрово-
ждаются серьезными материальными, природоохранными повреждениями и человеческими 
жертвами. Также, значительными пожарами сопровождаются и иные виды катастрофических 
ситуаций, являющиеся совокупностью условий и ситуаций, формирующих аварийное поло-
жение. Современные показатели пожарной безопасности в Российской Федерации приведены 
в табл. 1, рис. 1 [2].

Структура предоставления пожарной сохранности заключается в некоторых элементах. 
Один из значимых элементов  редставляет собой подразделение системы противопожарного 
водоснабжения. Противопожарное водоснабжение выступает в роли одного из компонентов 
структуры водоснабжения предметов защиты, потому как ключевым критериями локализа-
ции и последующей эффективной ликвидации пожара представляется интенсивное потребле-
ние огнетушащих веществ, который вынужден быть равным, или превосходить данным необ-
ходимым значениям. В современных исследованиях достаточно подробно освещены вопросы, 
связанные с противопожарным водоснабжением, которое совершается, чаще всего, от неза-
висимой системы противопожарного водопровода предмета охраны и муниципальной струк-
туры пожарных гидрантов. Однако, к настоящему времени отсутствуют алгоритмы и модели 
обоснования выбора места расположения распределительных линий системы наружного про-
тивопожарного водоснабжения. В связи с этим, актуальным является разработка алгоритмов 
и математической модели, оптимизирующей численность и расположение системы гидрантов, 
полностью обслуживающих заданный район застройки.
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Таблица 1 
Сведения о пожарах и их последствиях, произошедших на объектах, 

по категориям риска за 2016–2020 годы

Год Наименование 
показателя

ФГИС "ФБД 
"Пожары" 

(ведомственная 
статистика 

МЧС России)

Сведения о пожарах и их последствиях 
на объектах федеральных органов 

исполнительной власти и юридических 
лиц, осуществляющих самостоятельный 

учет пожаров и их последствий*

Итого 
по РФ

2016

Кол-во пожаров, ед. 139475 228 139703
Кол-во погибших людей, 
чел 8749 11 8760

Кол-во травмированных 
людей, чел. 9905 4 9909

Прямой ущерб, тыс. руб. 13418423 905406 14323829

2017

Кол-во пожаров, ед. 132844 233 133077
Кол-во погибших людей, 
чел. 7816 8 7824

Кол-во травмированных 
людей, чел. 9355 6 9361

Прямой ущерб, тыс. руб. 13767378 449895 14217273

2018

Кол-во пожаров, ед. 131840 234 132074
Кол-во погибших людей, 
чел 7909 4 7913

Кол-во травмированных 
людей, чел. 9642 8 9650

Прямой ущерб, тыс. руб. 15517156 396349 15913505

2019

Кол-во пожаров, ед. 471426 111 471537
Кол-во погибших людей, 
чел 85 59 8 8567

Кол-во травмированных 
людей, чел. 9461 16 9477

Прямой ущерб, тыс руб 18170365 – 18170365

2020

Кол-во пожаров, ед. 439306 88 439394
Кол-во погибших людей, 
чел 8310 3 8313

Кол-во травмированных 
людей, чел. 8419 15 8434

Прямой ущерб, тыс руб 20876301 – 20876301

Рис. 1. Распределение материального ущерба от пожаров по категориям риска объектов защиты
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1. Декомпозиция системы наружного противопожарного водоснабжения

Вопросы трассировки являются важнейшими и наиболее сложными их проектирования и 
должны учитывать требования СП 8.13130.2020 [4] и СП 31.13330.2012 [5]. 

Практика показывает, что для распределительных линий системы наружного противопо-
жарного водоснабжения возможно выделение уровней декомпозиции с соответствующими 
каждому уровню показателями эффективности (рис. 2).

Для совокупной оценки обеспеченности объекта предохранения водой для ликвидации 
пожара требуется создавать новые и совершенствовать существующие системы противопо-
жарного водоснабжения (численность пожарных гидрантов) на объекте защиты с учетом их 
удаленности друг от друга и от насосной станции, в том числе разности возвышенностей тер-
ритории и напорно-расходных свойств используемых насосов. Сложность оценки и поддер-
жания достаточности водоотдачи сетей водоснабжения для ликвидации пожара усложняется 
благодаря происхождению «аварийных ситуаций природного или техногенного характера, в 
то время как пожару предшествует, скажем, так, воспламенение в здании, сооружении.

В связи с этим искажаются участки некоторых трубопроводов сети противопожарного во-
доснабжения, что приводит к их отдельно взятой разгерметизации. Это также неблагоприятно 
влияет на затраты воды из ВС при тушении пожара. В таких условиях уменьшается водоотдача 
1,5–2 раза, что влечет за собой негативные последствия. Знакомые аналитические и табличные 
методы, чаще всего, не допускают при создании документов первоначального планирования 
принять к сведению данные эффекты. 

В ситуациях, которые сопровождаются взрывами, выходят из строя системы противопо-
жарного водоснабжения и приходят в негодность конструкции пожаротушения. Также уце-
левшие системы не могут обеспечивать потребление воды в необходимом объеме в условиях 
глобального пожара. Используем метод расчетного моделирования для  данных параметров. 

Рис. 2. Декомпозиция системы наружного противопожарного водоснабжения
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2. Математическое представление сети наружного противопожарного водоснабжения

Рассмотрим два способа водоотдачи – кольцевой и тупиковой сети наружного противопо-
жарного водоснабжения (НППВ) в горной местности. Математически это означает, что все 
целевые функции должны содержать три переменные – ( ., ),x y z  А расположение конкретного 
пожарного гидранта определяется в пространстве тоже тремя координатами – ,( ., )k k kx y z  При 
этом замена при проектировании реального рельефа на плоскую проекцию сверху не допусти-
ма в силу возможного существенного изменения длин проектируемых трасс. Заметим, что в 
прикладных строительных и архитектурных задачах часто возникает необходимость рассма-
тривать ее в более обобщенных пространствах, чем пространство Эвклида. Например, если на 
плоскости (плоской местности) оптимальная зона обслуживания за фиксированное время из 
фиксированного центра – это круг фиксированного радиуса. Строительство коммуникаций и 
средств перемещения в горах сталкивается с проблемой, когда в вертикальном сечении плана 
по направлению вверх и вниз затраты одни (как правило больше) а по террасам (вправо и вле-
во) другие (меньше). 

Внутренняя часть ромба или эллипса является наиболее подходящей областью в соответ-
ствии от насыщенности предметов обеспечения на периферии. 

Известная задача коммивояжера гласит, что построение малого по длине кольцевого со-
единения всех мест расположения ПГ в виде замкнутого графа, без циклов, в каждую точку 
входит и выходит одно ребре. Эту задачу можно решать и в трехмерном пространстве. Граф 
без циклов проходящий через все точки по одному разу называется графом Гамильтона. Опре-
деление минимального по длине графа Гамильтона это задача коммивояжера. Эта задача реша-
ется с помощью компьютера, или с использованием специальных алгоритмов. 

Известно, что точное решение этой задачи для большого числа точек очень сложная задача. 
Такие задачи относится к классу NP-трудных задач, в том числе, и  частные случаи. Эта задача 
относится к числу трансвычислительных, она не может быть решена способом перебора вари-
антов. Впрочем, примерное решение данной задачи доступно вычислительной технике. Ис-
пользуя способы декомпозиции, возможно вычислить решения для случаев задачи с миллио-
нами узлов, длина которых меньше, чем на 1 % больше оптимальной. На практике, то есть в 
нашем случае число точек пропорционально числу строений в микрорайоне. То есть порядка 
20–30. В нашем случае трассировка микрорайона, состоящего из прямоугольных зданий, рас-
положенных достаточно близко друг к другу сводит на нет возможность проектирования в 
метрике Евклида (по прямой). В таком случае задачу коммивояжера необходимо решать в ме-
трике пространства 1 .nl  И решение задачи с помощью компьютера необходимо писать, так же 
используя эту метрику пространства. Расстояние между точками kM  и iM  в программе вы-
числяется с помощью формулы 

	 ( ), .k i k i k i k iM M x x y y z zρ = − + − + − 	 (1)
С учетом метрики Евклида получаем выражение вида:

	 ( ) ( ) ( ) ( )2 2 2, .k i k i k i k iM M x x y y z zρ = − + − + − 	 (2)
Впрочем, программа может работать с любой метрикой. А вычисление расстояния между 

точками в трехмерном пространстве определяет только весы задачи коммивояжера и совер-
шенно не влияют на ее усложнение или решение. Математическая запись задачи определения 
цикла Гамильтона минимальной длины или в итоговой форме:

	 ( ), min,k iM Mρ →∑
здесь точки kM  и iM  образуют определенный цикл Гамильтона.

Допустим, что нам разрешено создавать насосную станцию современного типа. Эта стан-
ция особого действия, которая по сигналу выборочно может реализовывать доставку ППВ 
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в гидранты, которые размещены в непосредственной близости от источника возгорания и не 
отсылать воду в другие пункты, таким образом, экономя возможные затраты. Где может быть 
эта станция, чтобы суммарная длина отрезков труб была минимальной. Чтобы, определить 
координат этой станции, необходимо обратиться к задаче на нахождения координат точки 
Ферма – Торричелли – Штейнера (ФТШ) [6].

В этом пункте в отличие от первой части работы планировка будет происходить в горной 
местности с достаточным перепадом высот. 

Общий вид задачи ФТШ: в координатном банаховом пространстве определить координа-
ты точки M  сумма расстояний, в метрике этого пространства, от которой до фиксированных 
n  точек 1 2, , ),( nA A A…  минимальна. Пространство можно предполагать любой размерности. 
Также возможно рассмотрение различных метрик для измерения расстояния. Для трехмерно-
го пространства и расстояния в метрике Евклида точки ФТШ (вернее их координаты) с помо-
щью итерационных программ обстоятельно изучены. Для полноты изложения приведем схе-
мы алгоритма для этого случая. 

Рассмотрим алгоритм, который не зависит от метрики, по которой будет происходить из-
мерение расстояния и разобьем его на последовательные действия. 

1. Действие первое – масштабирование исходных данных. Пусть , , ,( )k k k kP x y z=  1,2, ,k n= …  
точки в трехмерном пространстве, исходные данные. Определим границы распространения 
этих точек. Пусть все точки лежат в первом квадранте и

	
( ) ( ) ( )

min , min , min ;
max , max , max .

k k k

k k k

x a y b z c
x a A y b B z c C

= = =

− = − = − =
	 (3)

Тогда преобразование координат 

	 ˆ ˆ ˆ, ,x a y b z cx y z
A B C
− − −

= = = 	 (4)

переводит все точки в единичный куб – 3[0,1] ,  в котором и будет строиться направленный 
поиск. Обратное преобразование даст координаты решения задачи. Обозначим точное реше-
ние задачи , .( ),M x y z∗ ∗ ∗∗ =

2. Действие второе – вычисление значений целевой функции (в зависимости от метрики – 
разной) в узлах сетки разбиения куба 3[0,1] .  Каждую сторону куба разобьем на два равных 
интервалы длинной 0.5,∆ =  при этом сам куб разобьется на восемь равных кубиков. Узлами 
сетки разбиения куба будем называть центры этих восьми кубиков меньшего размера: 

, ,
1 1 1(1) , ,
4 4 4i j km i j k = + ∆× + ∆× + ∆× 

 
, где 0,1;i =  0,1;j =  0,1.k =  В этих точках последова-

тельно вычисляем значение целевой функции ,( (1))i jmΦ  и находим наименьшее значение. На 
этом первый шаг закончен. 

Если точность вычисления, задается на местности, достаточна, то эта точка и признается 
решением. Второй шаг начинается с третьего действия.

3. Действие третье – поиск заданной (требуемой) точки теперь происходит в том из восьми 
квадратов, в центре которого целевая функция достигла своего минимума. По формулам (2) и 
(3) переходим к новому единичному кубу 3[0,1]  и повторяем действие второе. Узлами сетки 
разбиения нового куба будем называть центры новых кубиков еще меньшего размера – 

, , (2).i j km  В этих точках мы последовательно вычисляем значение целевой функции ,( (2))i jmΦ  и 
находим наименьшее значение. Если точность достаточна, то эта точка и признается решени-
ем. Если нет, то все действия повторяются. Отметим, что точность приближенного вычисле-
ния координат растет с показательной скоростью, как 1 .

2m
 Ο 
 
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Заключение 

По результатам проведённого расчетного моделирования предложен новый подход к про-
ектированию (трассировке) разнообразных особых тупиковых сетей внешнего противопо-
жарного водоснабжения зонального действия. В этих сетях вероятнее всего частичная подача 
воды только в тот район, где случилось возгорание, что в большей степени экономит всевоз-
можные задачи, как строительства сетей, так и их обслуживания.

В зависимости от сложности прокладки труб, геометрии размещения, размеров и форм 
зданий необходимо использовать разные метрики измерения длин на плоскости при плани-
ровании данных сетей. От способа (метрики) измерения расстояния зависит вид функции. 
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А. В. Калач1,2, В. В. Ничепорчук3, М. Г. Муллагалиев4, А. Ю. Акулов2, Е. З. Арифуллин1

Аннотация. Статья посвящена вопросам мониторинга чрезвычайных ситуаций природ-
ного и техногенного характера, особенностям их происхождения, как видов источника 
опасностей, угроз влияющих на объекты техносферы, систематизации комплексного ана-
лиза параметров данных на основе описания логических связей, аналитической обработ-
ки информации элементов ситуационного моделирования, реагирования на чрезвычай-
ные ситуации для решения задач по управлению мониторингом безопасности объектов 
техносреды.
Ключевые слова: безопасность, критерии, контроль, мониторинг, информация, опас-
ность, объекты, параметры, ресурсы, угрозы, управление.

Введение

Систематизация параметров мониторинга и разработка критериев опасностей и угроз об-
условлена необходимостью решения задач раннего обнаружения и реагирования на чрезвы-
чайные ситуации на основе автоматической обработки большого объёма разнородных дан-
ных контроля окружающей среды и объектов техносферы.

1. Подготовка исходных данных 

Систематизация выполнена по видам чрезвычайных ситуаций с учётом особенностей ор-
ганизации мониторинга для каждого вида опасных ситуаций. 

Для описания системы мониторинговых данных используем обозначения, приведённые в 
табл. 1. 

Таблица 1
Детализация информационных ресурсов S  и D  по задачам T

Задача T
Связанные информационные ресурсы

S D
11t  – идентификация опасностей и угроз 1 2 3, , ,O O O E 1 2 3 4 5 6, , , , ,d d d d d d
12t  – формирование сценариев ситуаций 2 3, ,O O E 1 5 6 7, , ,d d d d
13t  – прогнозирование обстановки 1 2,O O 1 2 3 4 5 6, , , , ,d d d d d d
14t  – информирование и оповещение 1 2 3, , ,O O O E 4 5 7, ,d d d
21 22,  t t  – оперативное реагирование на ситуацию 1 2 3, ,O O O 1 5 6 7, , ,d d d d
31t  – оценка территориальных рисков 1 2 3, , ,O O O E 1 2 3 4 5 6, , , , ,d d d d d d
32t  – контроль превентивных мероприятий 2 3,O O 1 5 6, ,d d d

Виды информационных ресурсов S  и ,D  необходимых для решения конкретных задач 
,t T∈  представлены в табл. 1.
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2. Особенности обнаружения опасностей и угроз

Сложность решения задачи раннего обнаружения опасностей и угроз 11t  и принятия реше-
ний, соответствующих масштабу опасности, заключается в необходимости комплексного учё-
та параметров различного вида опасностей 1,O  оценки их воздействия на защищаемые объек-
ты 2O  и возможностей объектов управления 3.O

Введем понятия «комплексный мониторинг» и «оперативная обстановка». Комплексный 
мониторинг – система наблюдений и контроля, производимых регулярно по определенной 
программе для оценки состояния окружающей среды, анализа происходящих в ней процессов 
и своевременного выявления тенденций ее изменения, а также сбор данных о характеристи-
ках и текущем состоянии защищаемых объектов 2O  и объектов управления 3O  для последую-
щей комплексной обработки [1]. 

Оперативная обстановка ST  – совокупность факторов, условий и обстоятельств, в кото-
рых осуществляется подготовка и выполнение определённых действий в той или иной сфере, 
описываемых значениями элементов множества видов информационных ресурсов S  опреде-
ленного вида ситуаций H  [2].

Виды источников данных, информация из которых используется в региональных инфор-
мационно-аналитических системах поддержки управления, 1 5,{ }, ,Q q q= …  где 1q  – приборы 
инструментального контроля; 2q  – системы сбора донесений; 3q  – информационные системы 
мониторинга, включая корпоративные, объектовые, а также интеграторы мониторинговых 
данных; 4q  – способы организации хранения данных мониторинга (порталы, сайты, информа-
ционные шлюзы); 5q  – выборки из баз данных и других информационных ресурсов, загружа-
емых с использованием «ручной» пакетной обработки.

Виды доступа к данным, использующимся в задачах аналитической обработки 
1 2 3,{ }, ,W w w w=  где 1w  – единое централизованное хранилище данных; 2w  – распределённые 

(облачные) сервисы хранения; 3w  – доступ к ограниченным выборкам данных распределён-
ных ресурсов и использованием ссылок.

3. Онтологическая модель архитектуры информационных ресурсов 

Связи между классами онтологической модели архитектуры информационных ресурсов 
показаны на рис. 1 [3].

ресурсов информационно-аналитических систем ,D  взаимно однозначны, но имеют раз-
ные архитектуры. Отображение между S  и D  двунаправлено и не тривиально. 

Для любой информации, применяемой в решении задач специалистами, в информацион-
ной системе задана структура необходимых данных, и любой элемент из D  имеет соответ-
ствие в .S

Основные виды обстановок ST  показаны на рис. 2. Стрелками показано влияние обстановок 
друг на друга, выражающееся в усилении воздействия одновременно реализующихся негатив-
ных факторов. Соответственно, значения критериев опасностей и угроз отражают синергети-
ческий эффект воздействий различного рода опасностей 1O  на защищаемые объекты 2.O

Связи между видами информационных ресурсов поддержки управления S  и видами.
Как видно из (рис. 2), метеорологические факторы учитываются при оценке возникнове-

ния и масштаба практически всех видов ситуаций .H  Влияние остальных обстановок реали-
зует «эффект домино». Например, переход природного пожара в техногенный или ухудшение 
санитарно-эпидемической и транспортной обстановки в зоне затопления.

Первичным источником параметрических данных контроля источников опасности 1O  яв-
ляется инструментальный мониторинг 1.q  Приборы позволяют измерять значения физиче-
ских параметров, таких как температура, давление, скорость, концентрация вещества, мощ-
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ность излучения, изменение размеров и др., и передавать данные для обработки в сколь угодно 
малые промежутки времени. К приборному мониторингу относятся и средства аварийной 
сигнализации, передающие сигнал об опасном событии на основе внутренней обработки ре-
зультатов измерений. 

Информационные ресурсы мониторинга содержат результаты инструментальных измере-
ний различной степени обработки (исправление ошибок, агрегация и др.). Однако, для не-
посредственного контроля функционирования промышленных объектов приборы являются 
единственным методом оперативной идентификации опасностей и угроз.

Базы данных систем мониторинга, являющиеся источниками информации для инфор-
мационной поддержки управления, имеют разные масштабы территориального охвата: гло-
бальные; федеральные; региональные; объектовые. Соответствует масштабу и сфера исполь-
зования критериев опасностей и угроз. Например, критерии сейсмических и радиационных 
опасностей едины для всех стран, тогда как критерии нежелательных режимов работы обору-
дования уникальны для конкретного объекта или экосистемы.

Рис. 1. Онтология архитектуры информационных ресурсов

Рис. 2. Граф влияния обстановок
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Глобальные базы данных являются источниками данных по метеорологической, сейсми-
ческой, лесопожарной и экологической обстановкам. В дополнение к этому на федеральном 
и региональном уровне собираются данные по гидрологическим, радиационным, инженер-
но-техническим и другим измерениям. 

Объектовые системы мониторинга промышленных объектов и инфраструктуры строятся 
и функционируют с учётом конкретной отрасли и специфики производства. При этом систе-
мы обеспечения промышленной безопасности, как правило, являются частью автоматизиро-
ванных систем управления безопасностью технологических процессов – АСУ ТП. Широко 
распространённые системы пожарной безопасности объектов, включая современные жилые 
дома, в большинстве не имеют централизации на муниципальном уровне. Эксплуатация си-
стемы «Стрелец-мониторинг» выявила серьёзные недоработки в автоматизации задачи ранне-
го оповещения о пожарах на объектах с массовым пребыванием людей.

Метеорологические наблюдения и прогнозы позволяют идентифицировать опасные погод-
ные явления и служат основой для прогнозирования других видов ЧС. Согласно действую-
щему законодательству, использование метеорологической информации для прогноза опас-
ных явлений и принятия решений по раннему предупреждению ЧС допускается при наличии 
оборудования, сертифицированного Росгидрометом, и при наличии у специалистов центров 
мониторинга лицензий на прогностическую деятельность [4].

Гидрологические наблюдения проводятся на стационарных постах Росгидромета, времен-
ных пунктах, организованных МЧС России, а также на Гидроэлектростанциях. Поскольку 
опасность затопления различной природы в Сибири существует круглый год, наблюдения 
проводятся в ежедневном режиме [5]. Учащение контроля за водными объектами с целью 
безаварийного пропуска паводковых вод в происходит период весеннего половодья, продол-
жительность которого в бассейне реки Енисей достигает трёх месяцев  (с середины марта в 
южных районах до начала июня на Таймыре).

Лесопожарные наблюдения ведутся подразделениями Министерства природных ресурсов 
и лесного комплекса, Лабораторией приема и обработки спутниковой информации НЦУКС 
МЧС России. На основе наземных, авиационных и космических наблюдений формируется 
оперативная база данных действующих ландшафтных пожаров, действий по их ликвидации, 
каталог участков, пройденных огнём. Сводные данные по лесопожарной обстановке и сопут-
ствующую информацию предоставляет геоинформационный ресурс управления космиче-
ского мониторинга «КАСКАД». В системе ИСДМ-Рослесхоз nffc.aviales.ru доступны данные 
оперативного мониторинга и архивы термоточек, работ по тушению пожаров, результатов 
инвентаризации лесов. 

Неотъемлемой частью предупреждения и контроля ситуации с природными пожарами яв-
ляется мониторинг фитопатологической обстановки, включающий наблюдения за вредите-
лями леса, картирование очагов вспышек насекомых, оценку изменения пожарной опасности 
из-за болезней леса. 

Мониторинг санитарно-эпидемической обстановки проводится региональными подраз-
делениями Роспотребнадзора. Результаты проверок, анализа проб воздуха, воды, почвы, пи-
щевых продуктов, данные о медицинских обследованиях с использованием ионизирующего 
излучения сводятся в автоматизированную систему «Санитарно-гигиенический мониторинг», 
используемую во всех субъектах РФ.

Сеть радиационных наблюдений АСКРО (Автоматизированная система контроля радиа-
ционной обстановки) Госкорпорации «Росатом» построена на территориях, прилегающих к 
радиационно опасным объектам. Как правило, с периодичностью 3 ч происходит сбор данных 
о мощности экспозиционной дозы гамма-излучения с чувствительностью, позволяющей реги-
стрировать его изменения по сравнению с естественным фоном; метеорологических параме-
трах; объемной активности гамма-излучающих радионуклидов в пробах вод. 
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Сейсмические наблюдения территорий юга Центральной Сибири  проводятся в области 
влияния Байкальской и Алтае-Саянской сейсмических агломераций, а также в районах ин-
тенсивной добычи угля и других ископаемых открытым способом. Сеть Российской академии 
наук дополнена сейсмостанциями МЧС России, установленных в ЕДДС муниципальных обра-
зований. Сейсмодатчики позволяют регистрировать низкоэнергетические классы землетрясе-
ний, а системы обработки распознавать промышленные взрывы, рассчитывать сотрясаемость 
важных объектов и населенных пунктов, контролировать «сейсмическую погоду». 

Мониторинг выбросов аварийно химических опасных веществ проводится непосредствен-
но на потенциально-опасных промышленных объектах. Действующие нормы разрешают экс-
плуатацию устаревших средств контроля типа «датчик – диспетчер», без интеграции данных в 
информационные системы, позволяющие контролировать выбросы и утечки АХОВ в режиме 
он-лайн.

Мониторинг загрязнений атмосферного воздуха ведется на стационарными постах, распо-
ложенных в промышленных городах края, а также передвижными лабораториями. Разворачи-
вается независимая сеть экологических наблюдений. Результаты мониторинга отображаются 
на веб-ресурсах Министерства природных ресурсов и лесного комплекса.

Контроль техногенной обстановки на промышленных объектах, транспортных системах 
и коммуникациях проводит Енисейское управление Ростехнадзора. Наблюдения и оценка со-
стояния гидротехнических сооружений, скотомогильников, полигонов отходов, затапливае-
мых территорий и т. д. проводят подрядные организации на конкурсной основе. С этой целью 
ежегодно определятся перечень объектов, подлежащих обследованию, либо требующих пере-
работки документации по безопасности. ГТС IV класса, являющиеся основными источника-
ми опасности в период прохождения весеннего половодья, не оснащены инструментальными 
системами мониторинга.

На базе региональных подразделений МВД России в крупных городах России функциони-
рует система мониторинга «Безопасный город». Система состоит из разветвлённой сети вы-
сокоскоростной передачи данных (оптоволоконные сети) с подключенными к ней камерами 
видеонаблюдения и другими оконечными устройствами. 

Кроме перечисленных, эксплуатируются следующие системы: видеосистема контроля дви-
жения общественного транспорта, СМИС объектов города Красноярска с массовым пребыва-
нием людей, мониторинга систем жизнеобеспечения населения, контроля высоты снежного 
покрова на лавиноопасных участках федеральных автодорог, контроля функционирования 
зимников, паромных, понтонных и ледовых переправ автомобильного транспорта.

Сбор и обработка информации о состоянии объектов техносферы контролируется, как 
правило, диспетчерами. В случае отклонения параметров процесса от нормативных диспетчер 
инициирует цепочку реагирования, включая оповещение органов управления муниципально-
го 2l  и регионального 1l  уровней. При автоматизированном сборе данных с публикацией в 
сети Интернет требуется дополнительная обработка данных с целью идентификации опасно-
стей и угроз. Их выявление реализуется на региональном 1l  уровне с последующим оповеще-
нием муниципального 2l  и объектового 3l  уровней. Исключением являются параметры, непо-
средственно контролируемые специалистами (наблюдателями). При возникновении опасной 
ситуации либо предпосылок к ней кроме системы мониторинга задействуются другие каналы 
связи c 2l  и 1.l

Характеристики объектов 2 ,O  3O  и событий E  собираются, в основном, посредством руч-
ного ввода данных операторами (вид источника данных – 2q ). Пространственные данные фор-
мируются, как правило, вручную с использованием ГИС с внешними устройствами ввода, 
либо комплексами обработки данных дистанционного зондирования. Импорт данных реали-
зуется путём пакетной обработки 2q  разрабатываются технологии автоматической консоли-
дации пространственных данных.
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4. Результаты систематизации комплексного мониторинга

Приведены результаты (табл. 2) систематизации комплексного мониторинга, основанные 
на использовании физических параметров в приложении к видам ситуации .H  Критерии 
опасностей и угроз, описанные далее, определяют допустимые интервалы параметров ,PR  
определяющие безопасные области функционирования объектов техносферы и допустимую 
степень воздействия природных факторов на безопасность жизнедеятельности населения и 
территорий.

Таблица 2
Система параметров мониторинга

Параметр PR Вид ситуации H Комментарий

Расстояние, длина

Деформация крупнопролётных 
конструкций Оценка угрозы разрушения

Землетрясение Параметр оценки сотрясаемости 
грунтов

Опасные метеорологические 
явления

Объём осадков, видимость в тумане, 
толщины снега на лавиноопасных 

участках, крышах крупнопролётных 
сооружений

Опасные гидрологические 
явления

Уровень воды, толщина льда, снега 
и мощность ледяного затора

Время

Техногенные объекты, системы 
жизнеобеспечения

Пребывание в неработоспособном 
состоянии

Опасные метеорологические 
явления

Продолжительность осадков или 
засухи, период действия экстремально 

низких и экстремально высоких 
температур, неблагоприятных 

метеоусловий

Опасные гидрологические 
явления

Добегание волны прорыва при 
аварии ГТС, продолжительность 

стояния воды
Даты начала и пика весеннего 

половодья, прогнозируемые даты 
вскрытия рек и максимума уровней 

воды на водомерных постах
Период существования затора 

или зажора льда на реках

Температура

Техногенные объекты, системы 
жизнеобеспечения Установление рабочего диапазона

Опасные метеорологические 
явления

Оценка воздействия экстремально 
низких и экстремально высоких 

температур

Природные пожары Параметр установки порога обнаружения 
термоточек по данным ДЗЗ

Объём Опасные гидрологические 
явления

Запасы воды в снежном покрове на 
начало весеннего паводкового сезона

Влажность 
воздуха Природные пожары Параметр для оценки класса пожарной 

опасности
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Таблица 2 (продолжение)
Параметр PR Вид ситуации H Комментарий

Скорость

Транспортные аварии Оценка тяжести последствий ДТП
Опасные метеорологические 

явления
Оценка воздействия ветра, метели, 

шквала, урагана
Гидрологическая обстановка Параметр оценки расхода воды

Природные пожары Прирост площади пожара 
по движению горящей кромки

Давление

Техногенные объекты, системы 
жизнеобеспечения Установление рабочего диапазона

Опасные метеорологические 
явления

Параметр прогноза угроз 
по циклонической активности

Направление
Землетрясение Параметр определения координат 

эпицентра
Опасные метеорологические 

явления
Направление ветра для оценки 
опасности природного пожара

Гамма-излучение Аварии с выбросом радиационно 
опасных веществ

Определение норм пребывания и 
работы людей на зараженной местности

Концентрация 
вещества

Аварии с выбросом химически 
опасных веществ

Параметр определения характеристик 
зоны заражения

Неблагоприятная экологическая 
обстановка

Параметр определения норм пребывания 
групп людей на открытом воздухе

Процент от нормы

Опасные метеорологические 
явления

Метеорологические параметры 
за контрольный период

Опасные гидрологические 
явления Толщина льда, высота снега на льду

Количество 
пострадавших

Техногенные и природные ЧС Оценка объёмов эвакуации и других 
мероприятий защиты

Инфекционная заболеваемость 
людей и животных Установление эпидемического порога

Факт события

Техногенные объекты, системы 
жизнеобеспечения

Срабатывание аварийной 
сигнализации

Транспортные аварии Столкновение, опрокидывание, 
наезд на препятствие

Заключение

Система параметров мониторинга позволяет обосновать использование приборов контро-
ля обстановки с учётом требований к точности измерений, условиям и продолжительности 
периода эксплуатации.

Помимо физических параметров мониторинга, представленных в числовой шкале, в реше-
нии задачи раннего обнаружения опасностей используется логический критерий «факт собы-
тия». Использование оконечных устройств, настроенных на определённый порог восприятия 
удешевляет мониторинг. Подобные устройства используются для сигнализации опасностей при 
химической аварии (газоанализаторы), пожаре, происшествиях на водном транспорте и т. д.

На основе описания логических связей элементов системной модели, а также множеств 
видов опасных ситуаций; источников данных и способов доступа к данным выполнена систе-
матизация параметров мониторинга (данных), необходимых для решения задач управления и 
ситуационного моделирования реагирования на чрезвычайные ситуации. 
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О ВОЗМОЖНОСТИ ИСПОЛЬЗОВАНИЯ ОБОБЩЕННЫХ СТЕПЕНЕЙ БЕРСА
ДЛЯ ПОСТРОЕНИЯ АЛГОРИТМА РЕШЕНИЯ ЗАДАЧИ ТЕПЛОПЕРЕНОСА

С ПОТОЧЕЧНО ЗАДАННОЙ НАЧАЛЬНОЙ ФУНКЦИЕЙ

Калужский государственный университет имени К. Э. Циолковского

В. В. Калманович, А. А. Картанов

Аннотация. В работе построен единый алгоритм решения первой краевой задачи тепло-
проводности в среде, обладающей сдвиговой, осевой или центральной симметрией, когда 
функция начального распределения температуры задана поточечно и аппроксимирована 
функцией обобщенных степеней Берса. Указаны краткие сведения об обобщенных сте-
пенях Берса. Даны алгоритм интерполяции поточечно заданной функции кубическими 
сплайнами по многочленам обобщенных степеней Берса и некоторые оценки этого метода.
Ключевые слова: сплайновая интерполяция, обобщенные степени Берса, уравнение те-
плопроводности, матричный метод.

Введение

При решении задач математической физики методом Фурье возникает необходимость в 

вычислении интегралов вида 
2

1 2

( )sin ,
x

x

dxf x x
a

µ∫  например, при вычислении коэффициентов 

разложения в ряд Фурье при заданной начальной функции [1].
В настоящей работе предложен метод решения первой краевой одномерной однородной 

задачи теплопроводности с начальным распределением температуры, заданным поточечно. 
Функцию начального распределения температуры предлагается интерполировать сплайнами 
по многочленам обобщенных степеней Берса (ОСБ) [2, 3]. Такой подход позволяет получить 
единый удобный способ нахождения коэффициентов и членов ряда Фурье при решении зада-
чи теплопроводности в среде, обладающей сдвиговой, осевой или центральной симметрией. 
Это достигается за счет того, что сплайны по многочленам обобщенных степеней Берса учи-
тывают геометрию среды в отличие от сплайнов по обычным многочленам [4]. 

В работе используется матричный метод последовательного нахождения коэффициентов 
многочленов ОСБ на основе условий согласования в точках, в которых заданы значения ап-
проксимируемой функции. Такой подход аналогичен матричному методу, который использу-
ется нами для решения задачи теплопроводности в многослойной среде [5–7].

1. Постановка задачи

Рассмотрим уравнение одномерного процесса теплопроводности

	 2 1( ) ( ) .T Ta x a x
x x t

∂ ∂ ∂  = ∂ ∂ ∂ 
	 (1)

Поток тепла направлен по оси x
	 1( ) .J a x T x= − ∂ ∂
Коэффициенты уравнения (1) имеют вид 

	 1 2
1( ) ( ) ,  ( ) ,

( ) ( )
s

s sa x p x x a x
c x x x

λ
ρ

= =

где ( ),xλ  ( ),c x  ( )xρ  – соответственно коэффициент теплопроводности, теплоёмкость и плот-
ность среды. Процессу со сдвиговой симметрией (плоский слой) по оси x соответствует пока-
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затель 0,s =  с осевой симметрией (цилиндрический слой) 1s =  и с центральной симметрией 
(сферический слой) 2.s =  Коэффициент sp  для процессов с этими видами симметрии опреде-
лен формулами 0 1,p =  1 2 ,p π=  2 4 .p π=

Обозначим дифференциальные операторы

	 1 1( ) ,D a x
x

∂
=

∂
   2 2 ( ) .D a x

x
∂

=
∂

Тогда уравнение (1) примет вид

	 2 1 ,  TD D T
t

∂
=

∂
	 (2)

а поток
	 1 .J D T= − 	 (3)
Поставим первую краевую задачу
	 ( , ) 0,T a t =    ( , ) 0.T b t = 	 (4)
Начальное распределение температуры
	 ( ) ( ,0) ( ),  [ , ],iT x g x x a b= ∈ 	 (5)

причем ( )g x  задана поточечно, т. е. на [ ],a b  задана сетка 1 2 1... ,na x x x b+< <= < =  в узлах ко-
торой заданы значения функции ( ) ,i ig x g=  1, 1.i n= +

2. Построение алгоритма решения

2.1. Обобщенные степени Берса. Краткие сведения

Пусть в линейном функциональном пространстве функций ( ),f x  определённых и непре-
рывных на промежутке ( , )a b  и имеющих на этом промежутке производную, заданы операторы

	 1 1( )D a x
x

∂
=

∂
 и 2 2 ( ) ,D a x

x
∂

=
∂

где 1( )a x  и 2 ( )a x  – положительные функции на указанном промежутке.
Существуют правые обратные операторы 1I  и 2I : 

	
1

1
1

,
( )

x

x

dI
a

ξ
ξ

= ∫   
1

2
2

.
( )

x

x

dI
a

ξ
ξ

= ∫ 

Операция присоединения определяется как замена 1D  на 2D  (соответственно 1I  на 2I ) и 
обратно. Это соответствует замене функций 1( )a x  и 2 ( )a x  друг на друга. Обозначим эту опе-
рацию знаком «~».

Определение. Обобщённые степени Берса с нуль точкой 1x  – это последовательность 
функций, определённая выражениями:

(0) (0)
1 1( , ) ( , ) 1X x x X x x= =

( )
( )

( )
1 2( )

1

1 2 1

1,   2
, !

1,   2 1.

p

n
p

I I n p
X x x n

I I I n p

 ⋅ == 
⋅ = +

ïðè

ïðè

( )
( )

( )
2 1( )

1

2 1 2

1,   2  
, !

1,   2 1.

p

n
p

I I n p
X x x n

I I I n p

 ⋅ == 
⋅ = +



ïðè

ïðè

Имеют место правила дифференцирования
	 ( ) ( 1) ( ) ( 1)

1 1 1 2 1 1( , ) ( , ),   ( , ) ( , )n n n nD X x x nX x x D X x x nX x x− −= = 

Степенному ряду 1
0

( ) ( )i
i

i
f x c x x

∞

=

= −∑ сопоставляется ряд ОСБ вида
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	 ( )
1

0
( ) ( , ).i

i
i

f x c X x x
∞

=

= ∑
Например, на основе принципа соответствия были введены символы 1cos ( , ),X x xµ  

1sin ( , ),X x xµ  1ch ( , ),X x xµ  1sh ( , ),X x xµ  которым были сопоставлены ряды обобщенных сте-
пеней

2
(2 )

1 1
0

( 1)cos ( , ) ( , ),
(2 )!

i i
i

i
X x x X x x

i
µµ

∞

=

−
= ∑

2 1
(2 1)

1 1
0

( 1)sin ( , ) ( , ),
(2 1)!

i i
i

i
X x x X x x

i
µµ

+∞
+

=

−
=

+∑
2

(2 )
1 1

0
ch ( , ) ( , ),

(2 )!

i
i

i
X x x X x x

i
µµ

∞

=

= ∑
2 1

(2 1)
1 1

0
sh ( , ) ( , ).

(2 1)!

i
i

i
X x x X x x

i
µµ

+∞
+

=

=
+∑

Относительно дифференциальных операторов 1,D  2D  функции 1cos ( , ),X x xµ  1sin ( , ),X x xµ  
1ch ( , ),X x xµ  1sh ( , )X x xµ  удовлетворяют правилам, формально аналогичным обычным пра-

вилам дифференцирования:

1 1 1 2 1 1cos ( , ) sin ( , ),     cos ( , ) sin ( , ),D X x x X x x D X x x X x xµ µ µ µ µ µ= − = − 

1 1 1 2 1 1sin ( , ) cos ( , ),       sin ( , ) cos ( , ),D X x x X x x D X x x X x xµ µ µ µ µ µ= = 

2
2 1 1 1cos ( , ) cos ( , ),D D X x x X x xµ µ µ= −

2
2 1 1 1sin ( , ) sin ( , ).D D X x x X x xµ µ µ= −

1 1 1 2 1 1ch ( , ) sh ( , ),    ch ( , ) sh ( , ),D X x x X x x D X x x X x xµ µ µ µ µ µ= = 

1 1 1 2 1 1sh ( , ) ch ( , ),    sh ( , ) ch ( , ),D X x x X x x D X x x X x xµ µ µ µ µ µ= = 

2
2 1 1 1ch ( , ) ch ( , ),D D X x x X x xµ µ µ=

2
2 1 1 1sh ( , ) sh ( , ).D D X x x X x xµ µ µ=

2.2 Интерполяция дискретно заданной функциями многочленом относительно ОСБ

Пусть на 1 1][ , nx x +  задана сетка 1 2 1... nx x x +< <<  и в узлах которой заданы значения функ-
ции ( ),g x  определенной на 1 1 :, ][ nx x +  ( ) ,i ig x g=  1, 1.i n= +

Найдем на 1 1][ , nx x +  функцию ( ),s x  удовлетворяющую условиям:
1) ( )s x  на каждом из отрезков 1][ ,i ix x +  является кубическим многочленом относительно 

ОСБ вида 
	 ( ) ( ) ( ) (1) ( ) (2) ( ) (3)

0 1 2 3( )( ) , 1( , ) ( , ) , ) ,( .i i i i i
i i ix C C X x x C X x x C Xs xs xx i n= + + +≡ =

2) ( )s x  непрерывна на 1 1][ , nx x +  вместе со своими производными в смысле Берса первого и 
второго порядка,

3) в узлах сетки выполняются равенства 
	 ( ) , 1, ,i is x f i n= =
4) ( )s x  удовлетворяет начальным условиям
	

1 11 1

(1) (1)
1 1 2 1 2 1( )( ) , ( ) ,( )

x xx x x xx x
D s x D D Df x f xs x D D

= == =
= = 	 (6)

т. е. в точке 1x  заданы первая и вторая производные в смысле Берса.
Общее число искомых коэффициентов 4 .n
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Из условий заданных значений ig  определим 2n  коэффициентов как значения пределов 
слева и справа в точках .ix  Очевидно, что (

0
) ( )lim ( ) ,

ix x

i i
igs x C

+→
==  1, .i n=

Чтобы выполнить условия непрерывности слева в точках ,ix  2, 1,i n= +  потребуем 

1

( )
1lim ( ) .

i

i

x ix
s x g

+ − +→
=  Откуда можем выразить

	
( )

( )

( ) ( ) ( ) ( ) (1) ( ) (2)
3 1 0 1 1 2 1(3)

1

( ) (1) ( ) (2)
1 1 1 2 1(3)

1

( ( , ) ( , )
( , )

( , ) ( , )
(

1 )

.
, )

1

i i i i i
i i i i i

i i

i i
i i i i i i

i i

x C C X x x C X x x
x x

f C X x x C X x x
x x

C s
X

f
X

+ + +
+

+ + +
+

− − − =

− −= −

=

Первая и вторая производные по Берсу имеют вид
	 ( ) ( ) (1) ( ) (2) ( )

1 1 2 3( ) 2 ( , ) ,3 ( , )i i i i
i iD s x C X x x C X x x C= + + 

	 ( ) ( ) (1) ( )
2 1 2 3( ) 2 6 ( , .)i i i

iD D s x C X x x C= +
Из заданных начальных условий (6) получаем еще два параметра

	
1

1

(1) (1)
1 1 2 2 1( ) , ( )1 .

2x x
x x

C D C D Df x f x
=

=

= =

Остальные коэффициенты определим из 2 2n −  условий согласования (т. е. условий непре-
рывности производных по Берсу в узлах сетки).

Подставляем выражение для )
3
(iC  в первую и вторую производную по Берсу и учитывая 

условия согласования, получим связь между наборами )
1
( ,iC  )

2
(iC  и )

1
( 1 ,iC +  1

2
( )iC +

	 ( 1) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1 11 21 1 21 ,i i i i i im C m CC w+ = ++

	 ( 1) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
21 222 2 21 ,i i i i i im C m CC w+ = ++

где

	 ( ) ( )
(2) (1)

( ) ( )1 1
1 1 1(3) (3)

1 1
2

3 ( 3 (,, ) , )
( , ) (

,
, )

i ii i i i
i i i i

i i i i

X x X xf w fx xw f f
x x xXxX

+ +
+ +

+ +

= =− −


	 1
(2) (1) (2) (2)

( ) ( ) (1)1 1 1
11 12 1(3) (3)

1 1

3 ( ,1 , 2) ( , ) 3 ( , ) ( , )( , )
, ) ,( )

,
(

i iii i i i i i i
i i

i i i i

X x x X x x X x xx xX x xm m
x Xx xX x

X+ + + +
+

+ +

= − −=






	
(1) (1) (1) (2)

( ) ( )1 1 1
21 22(3) (3)

1

1 1

3 ( , ,) ( , ) 3 ( , ) ( , )1
, ) , )

.
((

ii ii i i i i i i

i i i i

X x xm mX x x X x x X x x
x X x xX x

+ + +

+ +

+ = −= −

Введем вектор-столбцы ( ) ( 1) ( ), ,i i iV V W+  и матрицу ( )iM

	 ( )( ) ( 1

(2)
1

( ) ( 1) (3) ( ) ( )
1 1 1( ) ( ) 11 12

1 ( ) ( )( ) ( 1) (1)
212 2 1

(3)
2

1

)

2

( , )
( , )

3

,  ,  ,  .
3 ( , )

( , )

i i
i i i i

i ii i
i i i ii i

i

i

i

i

i

i

X
C C X m m

V V W f f M
m

x x
x x
x x mC
x x

C X
X

+
+

+
++

+

+

+

 
       = = = − =                  
 



Тогда связь между наборами )
1
( ,iC  )

2
(iC  и )

1
( 1 ,iC +  1

2
( )iC +  запишем в матричной форме

	 ( 1) ( ) ( ) ( ) .i i i iV M V W+ = + 	 (7)
Применяя последовательно с 1i =  соотношение (7) получим линейную связь между коэф-

фициентами )
1
(1 ,C  )

2
(1C  и )

1
( ,nC  )

2
( ,nC  что легко позволяет заменить поставленные начальные 

условия на другие, например, считать заданными первые производные в смысле Берса в точ-
ках 1x  и 1.nx +

Нами были проведены расчеты по указанному алгоритму для некоторых функций и найде-
ны оценки погрешностей по равномерной норме. В расчетах при интерполяции использова-
лась равномерная сетка, в точках 1x  и 1nx +  задавались первые производные в смысле Берса. 
Использовались следующие виды операторов: 1) 1D

x
∂

=
∂

 и 2D
x

∂
=

∂
 – в этом случае ОСБ со-
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впадают с обычными степенями вида ( ) ,k
ix x−  и по вышеуказанному алгоритму мы получаем 

обычные кубические сплайны; 2) осесимметричные операторы 1D x
x

∂
=

∂
 и 2

1 ;D
x x

∂
=

∂
 3) цен-

тральносимметричные операторы 2
1D x

x
∂

=
∂

 и 22
1 .D
x x

∂
=

∂
В частности, для функции ( ) ,xf x e=  [0,5;3]x ∈  при 7n =  погрешности соответственно 

выбору операторов составили: 1 0,004 %;∆ =  2 0,006 %;∆ =  3 0,009 %.∆ =  А для функции 
( ) sin ,f x x=  [1;3]x ∈  при 5n =  погрешности составили соответственно 1 0,0071%;∆ =  
2 0,0103 %;∆ =  3 0,0137 %.∆ =  При увеличении n все погрешности существенно уменьшались, 

но расхождение между 1∆  и 2 ,∆  1∆  и 3∆  увеличивалось, т. е. интерполяция обычными куби-
ческими сплайнами давала лучший результат. Однако для функций более сложного вида ре-
зультаты оказались лучше. Например, для 

2( 3)( ) ,xf x e− −=  [1,5]x ∈  при 8n =  погрешности со-
ставили 1 0, 23 %,∆ =  2 0, 29 %,∆ =  3 0,35 %,∆ =  а при 9n =  1 0,196 %,∆ =  2 0, 201%,∆ =  

3 0,198 %,∆ =  т. е. в этом случае расхождение погрешностей для разных выбранных операто-
ров существенно сократилось. Таким образом, данный метод интерполяции сплайнами ОСБ 
при определенных условиях может оказаться весьма результативным и необходимы дальней-
шие исследования как самого метода, так и программного алгоритма вычислений. Также воз-
можно построить и исследовать квадратичные сплайны ОСБ, так как на практике зачастую 
они не уступают в точности кубическим сплайнам [8].

2.3. Решение методом Фурье уравнения теплопроводности с аппроксимированным
многочленами ОСБ начальным распределением температуры 

Частное решение уравнения (2)–(5) будем искать в виде
	

2

( , ) ( ) .tT x t u x e µ−=
Амплитудная функция ( )u x  удовлетворяет уравнению
	 2

2 1 ( ) ( ) 0,D D u x u xµ+ = 	 (8)
и граничным условиям 

	 1 1( ) 0,  ( ) 0.nu x u x += = 	 (9)
Запишем решение уравнения (8) на отрезке 1 1][ , nx x +  в формализме Берса
	 11 12( ) cos ( , ) sin ( , ),u x C X x x C X x xµ µ= + 	 (10)
Ряды ОСБ в (10) при постоянных физических параметрах имеют пределы и, если положить

,
c
λα
ρ

=  ,cβ λ ρ=  имеют вид в случае плоского слоя

	 ( )
1 1

1cos ( , cos ) c) ( , os ,
x x

X x x X x x
µ

µ µ
α
−

= =

	 ( )
1 1

1sin ( , () sin , ,) sin
x x

X x x X x x
µ

µ µ β
α

= =
−



в случае цилиндрического слоя могут быть выражены через функции Бесселя
1 1 1

1 0 1 01cos ( , ,
2

) x x xx xX x x J N N Jπµ µ µµ µµ
α α α α α

       −              
=

1 1
0 01 0 0)sin ( , ,

2
x xx xX x x N J J Nµ µπ µµ µµ

αβ α α α α
       −              

=

1 1 1
1 1 1 11sin ( , ,

2
) x x x xx xX x x J N N Jπµβ µ µµ µµ

α α α α α
       = −              


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	 1 1
0 1 0 11)cos ( , ,

2
x xx x xX x x N J J Nµ µπµ µ µµ

α α α α α
       = −              



а в случае сферического слоя

1
1

1
1

( ) ( )1cos ( , cos si) n ,x x x xX x x x
x

µ µαµ
α µ α

 − −
= + 

 

1
1

1

) ( )1sin ( , sin ,x xX x x
x x

µµ
β α

−
=

2
1 1

1
1

1
( ) ( ) ( )sin ( , sin cos ,) x x x x x xX x x xx µ α µαµ β

µ α µ α

    − − − =  +  −      



1 1

1
1) ( ) ( )1cos ( , cos sin .x x x xX x x x

x
µ µαµ

α µ α
 − −

= − 
 



Собственные значения kµ  при краевых условиях (9) определим из условия 
	 1 1sin ( , ) 0nX x xµ + = .
Тогда соответствующие нормированные собственные функции имеют вид

	 1sin ( , )( ) ,k
k

k

X x xf x
N

µ
=

где

	
1 1

1 1

2 2
2 1

2 2

( ) sin ( , ) .
( ) ( )

n nx x
k k

k
x x

u x X x xN dx dx
a x a x

µ+ +

= =∫ ∫
Решение поставленной задачи 

	
2

1
( , ) ( ) .k t

k k
k

T x t c f x e µ
∞

−

=

= ∑
где коэффициенты в разложении Фурье имеют вид

	
1 1 1

1

( ) ( )

1 12 2

1

2

( ) ( ) sin (1( ) ( ) ( ) ,
( (

, )
) ( ) )

n i i

i i

x x xn n
i ik k k

k
i ix x xk

f x f x X xc s x dx s x dx s x dx
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Заключение

Построен алгоритм интерполяции кубическими сплайнами ОСБ поточечно заданной 
функции. Хотя такой способ интерполяции по некоторым полученным оценкам сам по себе не 
является более результативным, чем интерполяция сплайнами обычных многочленов, однако 
этот подход может оказаться достаточно эффективным при использовании его для решения 
уравнений теплопереноса, так как сплайны многочленов ОСБ учитывают геометрию среды. 
Построен алгоритм решения первой краевой задачи теплопроводности в среде, обладающей 
сдвиговой, осевой или центральной симметрией, с начальной функцией распределения темпе-
ратуры, аппроксимированной сплайнами многочленов ОСБ.
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УДК 550.388.2

ОСОБЕННОСТИ ДРЕЙФОВО-ДИССИПАТИВНОЙ НЕУСТОЙЧИВОСТИ 
В УСЛОВИЯХ РАЗВИТЫХ ЭКВАТОРИАЛЬНЫХ ПЛАЗМЕННЫХ ПУЗЫРЕЙ

Балтийский федеральный университет имени Иммануила Канта

Н. М. Кащенко, С. А. Ишанов, Е. В. Зубков

Аннотация. Представлены результаты численных расчетов пространственного распреде-
ления инкрементов дрейфово-диссипативной неустойчивости в условиях развитых мно-
жественных экваториальных плазменных пузырей. Ввиду разномасштабности процессов 
развития неустойчивости Релея – Тейлора и дрейфово-диссипативной неустойчивости 
развитие последней оценивается с помощью линейного инкремента нарастания, который 
рассчитан с использованием электронной концентрации, распределение которой получе-
но на двумерной модели неустойчивости Релея – Тейлора в приближении сильной вытя-
нутости экваториальных плазменных пузырей вдоль силовых линий геомагнитного поля.

Получено, что градиенты электронной концентрации в области развитых ионосфер-
ных пузырей могут быть эффективным механизмом развития дрейфово-диссипативной 
неустойчивости, инкремент нарастания которой может достигать значений более 10–3 с–1, 
что создает предпосылки для развития мелкомасштабных неоднородностей в вечернее и 
ночное время с характерными для условий экваториального F-рассеяния параметрами.
Ключевые слова: ионосфера, математическое моделирование, численное моделирование, 
неустойчивость Рэлея – Тейлора, начальное возмущение, экваториальный плазменный 
пузырь, начальное плазменное облако, множественные плазменные пузыри.

Введение

Данные измерений и результатов численного моделирования пространственной структу-
ры экваториальных ионосферных пузырей показывают, что долготные градиенты логариф-
ма электронной концентрации на вертикальных границах пузырей могут достигать значений 
10–3 м–1, а высотные градиенты – 10–4 м–1, при этом скорости дрейфа достигают значений по-
рядка 103 м и выше, что создает условия для развития различных видов мелкомасштабных 
неустойчивостей градиентного типа, в частности дрейфово-диссипативной неустойчивости.

В работе [4] описан подход к вычислению линейного инкремента дрейфово-диссипатив-
ной неустойчивости в условиях одиночного плазменного пузыря, получены максимальные 
значения инкремента в зависимости от волновых чисел и параметров моделирования. Данная 
работа является развитием этих исследований и в отличие от [4] построено пространственное 
распределение инкремента в условиях множественных плазменных пузырей.

Развитие дрейфово-диссипативной неустойчивости в данной работе оценивается с помо-
щью линейного инкремента нарастания, рассчитываемого исходя из распределения электрон-
ной концентрации, полученного на двумерной модели неустойчивости Релея – Тейлора в при-
ближении сильной вытянутости плазменных пузырей вдоль силовых линий геомагнитного 
поля [2, 3].

Исследование проводилось в форме серии вычислительных экспериментов. Результаты, 
полученные в ходе проведенных исследований, могут быть использованы как в других теоре-
тических работах, так и при планировании и проведении натурных экспериментов по генера-
ции F-рассеяния в ионосфере Земли.

Экваториальные плазменные пузыри в экваториальной F-области являются сильно неод-
нородными и нестационарными образованиями [2, 3] и могут формироваться при развитии 
неустойчивости Релея – Тейлора [1, 3], они относятся к среднемасштабным неоднородностям 
и развиваются на геомагнитном экваторе, поднимаясь вертикально вверх и удлиняясь вдоль 
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линий магнитного поля Земли [3]. В этих процессах генерируются большие градиенты кон-
центраций и большие скорости, что может приводить в этих зонах к следующим эффектам [1]:

1. развитию мелкомасштабных неоднородностей;
2. проявлений эффектов F-рассеяния;
3. существенному влиянию на точность работы спутниковых систем позиционирования и 

других космических и наземных радиоэлектронных систем.
На рис. 1 приведен пример данных спутниковых измерений [11] по картам свечения на 

длине волны 135,6 нм, интенсивность которого примерно пропорциональна квадрату элек-
тронной концентрации. Здесь хорошо видны структуры (plasma bubbles, указанные стрелка-
ми), вытянутые вдоль силовых линий магнитного поля Земли и имеющие поперечные разме-
ры менее 100 км. Подобные особенности являются характерными для плазменных пузырей на 
магнитном экваторе.

1. Модель дрейфово-диссипативной неустойчивости

В работе использована следующая система координат: x  – горизонтальная, направленная 
вдоль магнитного поля на юг, y  – горизонтальная, направленная на восток; z  – вертикальная, 
направленная вверх. Как указано ранее, в условиях развитого плазменного пузыря формиру-
ются значительные градиенты концентрации плазмы в горизонтальном направлении поперек 
геомагнитного поля (вдоль координаты y), а в области «шляпки» плазменного пузыря и вдоль 
координаты ,z  способные усиливать поперечную дрейфовую волну, распространяющуюся со 
скоростью дрейфового движения электронов в плоскости .xOz  Возмущения концентрации 
электронов n  запишем в виде:

	 ( ) .x zi t ik x ik zn A y e ω− + += 	 (1)

Соотношения волновых чисел xk  и zk  в (1) удовлетворяют следующим условиям:
•  100xL ≈  км (за счет сильной вытянутости вдоль геомагнитного поля);
•  1yL ≈  км в области «ножки»;
•  zL  – десятки км в области «шляпки» пузыря.
С учетом этих величин и также данных по характерным размерам неоднородностей F-рас-

сеяния [8, 12–14] и условиям существования дрейфово-диссипативных волн [7]:
	 , / ,x z d xk k V k Vω  òåïë., èîííîå òåïë., ýëåêòðîííîå

получаем следующие ограничения на волновые числа:
	 2 1 3 1 1 110  , 10  10  .x zk k− − − − − −< <ì ì ì

Рис. 1. Карта свечения на волне 135,6 нм в окрестности 23:23 LT 23 марта 2002 г.
Белая горизонтальная линия указывает на геомагнитный экватор.

Узкие полосы плазменного истощения показаны стрелками [11]
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Дисперсионное соотношение, представленное в [4, 5] использовано для нахождения ли-
нейного инкремента нарастания дрейфово-диссипативной неустойчивости и имеет вид:

	 2 0,s d si iω ωω ω ω+ − = 	 (2)

здесь 
2

2 ;
0.51

x e i
s

z ei

k
k v

ω ωω =  ( )0ln
;e

d z

nkTk
eB y

ω
∂

= −
∂

 eω  и iω  – гирочастоты электронов и ионов соот-

ветственно; eT  − температура электронов; eiv  – частота столкновений электронов с ионами.
Разрешая уравнение (2) относительно ,ω  найдем его мнимую часть − инкремент нараста-

ния дрейфово-диссипативной неустойчивости [4]:

	
2

2 216 .
2 8 8

s s s
d s d

ω ω ωγ ω ω= − + + + 	 (3)

Выражение (3) использовано для расчета инкремента неустойчивости.

2. Математическая модель неустойчивости Рэлея – Тейлора

Математическую основу численной модели составляют уравнения плазменной газодина-
мики [2, 3]: уравнения непрерывности ионов и электронов в предположении квазинейтраль-
ности ионосферной плазмы (4), уравнения движения ионов и электронов в диффузионном 
приближении (5), уравнения теплопроводности ионов и электронов (6), уравнения потенци-
альности электрического поля (7) и уравнения непрерывности электрического тока (8):

	 ( ) ,j
j j j j

n
n Q L

t ⊥

∂
+ ∇ = −

∂
V 	 (4)

	 ( ) ( ) ( ) 0,j j
j jn j n jl j l

l jj j j

p e
n m m ≠

∇
− + + × − ν − − ν − + =∑E V B V V V V g 	 (5)

	 3 ( ) ,
2

j
j j j j j j j j

T
n k T p q G P

t
∂ 

+ ∇ + ∇ + ∇ = − ∂ 
V V 	 (6)

	 0,∇× =E 	 (7)
	 0,j j je n∇ ≡ ∇ =∑J V 	 (8)

где j  – сорт заряженных частиц, ионов , ,O H NO+ + +  и электронов; jV  – дрейфовая скорость; 
,jQ  jL  – скорости образования и потерь ионов; jn  – концентрация; jm  – масса; je  – заряд; 

jp  – давление газа; jnν  – частоты соударений; jlν  – частоты столкновений; jT  – температура; 
jq  – плотность теплового потока; ,jG  jP  – скорости нагрева и охлаждения заряженных частиц; 

k  – постоянная Больцмана; E  – напряженность электрического поля; J  – плотность электри-
ческого тока.

В области исследования, находящейся в интервале высот от 250 км до 700 км, можно счи-
тать, что в силу сильной замагниченности ионосферной плазмы процессы переноса вдоль маг-
нитного поля будут определяться столкновениями, а поперек поля – дрейфовым движением 
плазмы, что означает поперечную несжимаемость плазмы. Кроме этого, выполнены условия 
потенциальности и двумерности потенциала:

	 ,= −∇ΦE
	 ( )ˆ ,σ⊥ ⊥ ⊥∇ ∇ Φ = ∇ A

где Φ  – потенциал электрического поля, σ̂  – тензор интегральных проводимостей поперек 
магнитного поля, ⊥∇  – поперечная к магнитному полю Земли компонента оператора .∇  До-
статочно развитые плазменные пузыри вытянуты вдоль магнитного поля Земли что позволяет 
перейти к двухмерному приближению. Для вычисления параметров нейтральных частиц ис-
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пользовалась глобальная термосферная модель MSIS [9, 10]. Начальные значения вычисляе-
мых переменных для численных экспериментов задавались путем решения низкоширотной 
модели ионосферы до получения периодического по суткам решения.

3. Численная модель

Численное моделирование проводилось в области, ограниченной снизу высотой 100 км, 
сверху высотой 1700 км, по горизонтали протяженность области интегрирования равна 500 
км. Уравнения вышеприведенной двумерной модели решались численно конечноразностны-
ми методами на квазиравномерных сетках, которые выбраны так, что в центральной области 
шаги равны 0.25 км по координатам y  и .z  Условия расчетов соответствовали среднему уров-
ню солнечной активности с 10.7 150F =  и уровню геомагнитной активности 3.pk =  Восточная 
компонента фонового электрического поля задавалась модельно положительным значением 
(в представленных расчетах 10–3 в/м). Для концентраций и температур на нижней границе 
заданы соответственно условия химического равновесия и равенства нейтральной температу-
ре, вверху и на боковых границах задано условие равенства нулю потоков. Начальные неодно-
родности электронной концентрации плазмы в данной работе задавались модельно овальной 
формы [4]:

	 ( )

2 2
0 0

0 1 1 ,y z

y y z z
r r

i i nn n a e

    − − −  −        

 
 

= + − 
 
 

где 0in  – фоновая концентрация ионов; na  – отношение концентрации в центре неоднородно-
сти к фоновому значению концентрации на этой высоте, в представленных расчетах использу-
ется значение 1/2; 0 0( , )y z  – координаты центра начальной неоднородности; ,yr  zr  – полуради-
усы области начальной неоднородности по координатам y  и ,z  в представленных расчетах 
оба полурадиуса равны 5 км.

Уравнения двумерной модели являются уравнениями переноса поперек магнитного поля, 
со свойством слабой сжимаемости ионосферной плазмы [4]. Уравнение потенциала двумерной 
модели – эллиптическое с несамосопряженным оператором, сильно зависящим от концентра-
ций заряженных частиц. Для решения уравнений модели использованы конечно-разностные 
методы второго порядка точности. Применение двумерного приближения математико-чис-
ленной модели позволяет использовать достаточно подробные вычислительные сетки, что 
важно по причине малых поперечных размеров основания плазменных пузырей.

Двумерные уравнения переноса решаются по схеме расщепления, симметрированной для 
получения второго порядка точности. Для решения одномерных уравнений расщепления вы-
бран монотонный метод с нелинейной коррекцией потоков и выбором ограничителя minmod 
[6, 11]. Для решения уравнения потенциала электрического поля применен геометрический 
многосеточный метод.

4. Результаты численных экспериментов

Численная модель (4)–(8) была использована для нахождения долготно-высотных профилей 
ионосферной плазмы, определяющих величину инкремента дрейфово-диссипативной неустой-
чивости. В представленных результатах использованы следующие значения волновых чисел:

	 3 1 1 110  , 10  .x zk k− − − −= =ì ì
На рис. 2–5 представлены результаты вычислений для одиночного плазменного пузыря, 

для момента времени 2000 с от начала его развития; для пары плазменных пузырей (2200 с от 
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начала процесса); для трех плазменных пузырей (2200 с от начала процесса); для четырех плаз-
менных пузырей (2200 с от начала процесса). Слева представлено распределение электронной 
концентрации (ее логарифм по основанию 10), а справа – распределение инкремента (его ло-
гарифм по основанию 10).

Значения концентрации ионов и инкремента дрейфово-диссипативной неустойчивости 
заданы на рис. 2–5 градациями серого цвета. Соответствие значений и цвета указано на ли-
нейке в левой части каждого рисунка. Черный цвет соответствует максимальным значениям, 
а белый – минимальным.

Рис. 2. Распределение электронной концентрации (ее логарифм по основанию 10) – слева 
и распределение инкремента (его логарифм по основанию 10) – справа.

Для одиночного плазменного пузыря

Рис. 3. Распределение электронной концентрации (ее логарифм по основанию 10) – слева 
и распределение инкремента (его логарифм по основанию 10) – справа.

Для двух плазменных пузырей

Рис. 4. Распределение электронной концентрации (ее логарифм по основанию 10) – слева 
и распределение инкремента (его логарифм по основанию 10) – справа.

Для трех плазменных пузырей
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Как показывают данные рис. 2–5, для всех представленных расчетов зона максимального 
значения инкремента нарастания дрейфово-диссипативной неустойчивости находится в об-
ласти ножки плазменных пузырей. Особенностью представленных результатов является на-
личие зон малых значений инкремента в центральной части ножки плазменных пузырей. Это 
объясняется малыми градиентами электронной концентрации в этих областях. Как показали 
расчеты, эти зоны высоких значений (более 10–3 с–1) достаточно протяженные и сохраняются 
достаточно большой период времени (долее 1000 с), что является необходимым условием для 
возникновения развитых мелкомасштабных неоднородностей с характерными размерами в 
вертикальном и горизонтальном направлениях, определяемыми волновыми числами xk  и zk  
соответственно. В частности для условий рис. 2–5 максимальные значения инкремента дрей-
фово-диссипативной неустойчивости равны 9.0·10–4, 7.0·10–4, 1.7·10–3, 1.3·10–3 соответственно.

Таким образом, в силу указанных при описании модели дрейфово-диссипативной неустой-
чивости значений этих величин, развитие таких неоднородностей может быть одной из при-
чин образования эффектов F-рассеяния.

Заключение

Представленные выше результаты численных экспериментов позволяют сделать следую-
щие выводы.

1. Долготные градиенты электронной концентрации на боковых фронтах развитого ионос-
ферного пузыря и высотные градиенты в области шляпки могут быть эффективным механиз-
мом развития дрейфово-диссипативной неустойчивости.

2. Значения инкремента нарастания дрейфово-диссипативной неустойчивости превыша-
ющие значения 10–3 с–1 занимают достаточно большую область и сохраняются значительно 
больше 1000 с, что делает большой вероятность развития мелкомасштабных неоднородностей.

3. Соотношение волновых чисел xk  и zk  соответствует характерным масштабам порядка 
десятков метров, что совпадает с данными наблюдений экваториального F-рассеяния.
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Рис. 5. Распределение электронной концентрации (ее логарифм по основанию 10) – слева 
и распределение инкремента (его логарифм по основанию 10) – справа.

Для четырех плазменных пузырей
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ТРЕХМЕРНАЯ ЧИСЛЕННАЯ МОДЕЛЬ ПЕРЕНОСА 
С ИСПОЛЬЗОВАНИЕМ МОНОТОНИЗИРОВАННОЙ Z-СХЕМЫ

Балтийский федеральный университет имени Иммануила Канта

Н. М. Кащенко, С. А. Ишанов, Е. В. Зубков, Л. В. Зинин, Е. П. Ставицкая

Аннотация. Целью работы является исследование трехмерной конечно-разностной мо-
нотонизированной схемы второго порядка точности для уравнения переноса. Исследо-
вание проведено для модельных трехмерных уравнений переноса несжимаемой среды. В 
работе исследуются свойства трехмерного обобщения Z-схемы с нелинейной коррекци-
ей. Данная работа является развитием предыдущих работ автора, в которых построена 
нелинейная коррекция одномерных уравнений переноса. При коррекции предложенная 
схема использует вместо потоков их аналог – «косые разности», содержащие значения из 
разных временных слоев. Численно исследована монотонность полученной нелинейной 
схемы для семейства функций-ограничителей, как для гладких решений, так и для неглад-
ких непрерывных решений. Построенная схема является абсолютно устойчивой, но теря-
ет свойство монотонности при превышении шага Куранта. Отличительной особенностью 
предложенной конечно-разностной схемы является минимальность ее шаблона.

Построенная численная схема предназначена для моделей плазменных неустойчиво-
стей различных масштабов в низкоширотной ионосферной плазме Земли. Одна из ре-
альных задач, при решении которых возникают подобные уравнения, – это численное 
моделирование сильно нестационарных среднемасштабных и мелкомасштабных про-
цессов в низкоширотной ионосфере Земли в условиях возникновения неустойчивости 
Рэлея – Тейлора и неустойчивостей других типов, что приводит к явлению F-рассеяния. 
Вследствие того, что процессы переноса в ионосферной плазме контролируются магнит-
ным полем, в поперечном к магнитному полю направлению предполагается выполнение 
условия несжимаемости плазмы.
Ключевые слова: нелинейная конечно-разностная схема, Z-схема, математическое моде-
лирование, численное моделирование, уравнение переноса, ионосфера, неустойчивость 
Рэлея – Тейлора, неустойчивости плазмы.

Введение

Целью работы является исследование численного метода решения уравнений переноса ио-
носферной низкоширотной плазмы в условиях развития неустойчивостей различных масштабов.

Одна из реальных задач, при решении которых возникают подобные уравнения, – это чис-
ленное моделирование сильно нестационарных среднемасштабных процессов в земной ио-
носфере в условиях возникновения неустойчивости Рэлея – Тейлора, приводящей к развитию 
экваториальных плазменных пузырей в ионосфере Земли из начальных неоднородностей в ре-
зультате неустойчивости. При этом создаются большие градиенты концентраций и скоростей, 
что может приводить в этих зонах к развитию плазменных структур с меньшими масшта-
бами, в качестве механизмов генерации которых можно отметить дрейфово-диссипативную 
неустойчивость, градиентно-дрейфовую неустойчивость, неустойчивость Кельвина-Гель-
мгольца и другие типы плазменных неустойчивостей. Последние приводят к возникновению 
мелкомасштабных неоднородностей и как следствие явлению экваториального F-рассеяния 
[1], которое существенно влияет на точность работы спутниковых систем позиционирования, 
а также других космических и наземных радиоэлектронных систем. Поэтому исследование 
этих процессов актуально как с практической точки зрения, так и для развития теории не
устойчивостей.
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Особенностями таких моделей являются локализованные в небольших областях большие 
градиенты и большие скорости переноса. В частности, в теоретической работе [11] показано, 
что поперечное сечение вертикального канала, развитого Рэлей – Тейлоровского плазменного 
пузыря может сузиться до 1 км. Отсюда следует, что при концентрациях электронов в макси-
муме F-области 12 33 10en −≈ ⋅ ì  и в вертикальном канале пузыря 9 33 10 ,en −≈ ⋅ ì  тогда градиент 
электронной концентрации составит:

	 3 1ln 6 10 .en − −∇ ≈ ⋅ ì
Вследствие того, что процессы переноса в ионосферной плазме контролируются магнит-

ным полем, в поперечном к магнитному полю направлению предполагается выполнение усло-
вия несжимаемости плазмы. По той же причине в продольном к магнитному полю направле-
нии могут возникать достаточно высокие скорости теплопереноса и массопереноса.

Многие авторы исследовали экспериментально и численно процессы развития как одиноч-
ных, так и множественных экваториальных плазменных пузырей, например, это работы [8, 10, 
12, 14]. В работах некоторых авторов, в частности в одной из последних работ [14], в которой 
представлена диффузионная модель развития экваториальных плазменных пузырей, учиты-
вающая ионы O+  и ,NO+  получены выводы о стохастизации экваториальных плазменных 
пузырей после его выхода во внешнюю ионосферу в результате каскада бифуркаций. На наш 
взгляд это может быть связано не только со свойствами самого процесса, но и с постановкой 
задачи, в частности, с такими факторами, как неучет ионов ,H +  некорректные свойства при-
меняемых разностных схем. В любом случае причины такой стохастизации требуют отдельно-
го исследования.

Используемые для одновременного моделирования таких разномасштабных процессов 
разностные схемы должны иметь высокое разрешение. Эти разностные схемы должны быть, с 
одной стороны, достаточно точными, а с другой стороны, монотонными, поскольку механиз-
мы неустойчивостей могут усиливать погрешности разностных схем, особенно погрешности 
дисперсионного типа, а это обычно приводит к нефизическим результатам.

Для решения этих проблем построено трехмерное обобщение монотонной конечно-раз-
ностной схемы второго порядка точности, полученной на основе одномерной Z-схемы [4]. 
В силу указанного выше свойства несжимаемости ионосферной плазмы в поперечном маг-
нитному полю направлении, исследование проведено для модельных уравнений переноса 
несжимаемой среды.

Более конкретной целью работы является численное исследование точности и свойств 
монотонности одной из разностных схем решения уравнений трехмерного переноса, полу-
ченной нелинейной коррекцией с использованием «косых разностей». Такая коррекция была 
предложена в работе [2], а в данной работе рассмотрено трехмерное обобщение метода.

1. Математические модели

Запишем уравнения трехмерной модели среднемасштабных ионосферных процессов, по-
зволяющей моделировать развитие неустойчивости Рэлея – Тейлора в экваториальной ио-
носфере. В соответствии с [1] математическая модель ионосферных процессов может быть 
записана в квазигидродинамическом приближении. Далее, в соответствии с уже ставшей клас-
сической монографией Б. Н. Гершмана [1], математическая модель может быть упрощена раз-
личными способами для решения конкретных задач моделирования. В частности, на высотах 
F-области ионосферы может быть использовано диффузионное приближение [3]. Получаем 
вариант трехмерной модели, позволяющий исследовать экваториальные плазменные пузыри, 
возникающие в процессе развития неустойчивости Рэлея – Тейлора [3]. Другое приближение 
использует сильную вытянутость неоднородностей плазмы вдоль геомагнитного поля, что по-
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зволяет использовать двумерные приближения уравнений, записываемые в экваториальной 
плоскости [3]. Аналогичные подходы использованы и в стандартных моделях США SAMI3/
SAMI2 [9]. Таким образом, модель содержит следующие уравнения, которые более подробно 
описаны в работе [3].

Уравнения непрерывности ионов (концентрация электронов выражается через концентра-
ции ионов с учетом условия квазинейтральности ионосферной плазмы):
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Уравнения теплопроводности ионов и электронов:
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Уравнение потенциальности электрического поля:
	 0.E∇× =



Уравнение непрерывности электрического тока:
	 0,j j jJ e n V∇ = ∇ =∑

 

где j  – сорт заряженных частиц, ионы и электроны; jV


 – дрейфовая скорость заряженных 
частиц; jQ  и jL  – скорости образования и скорости потерь ионов; jn  – концентрация заря-
женных частиц; jm  – масса заряженных частиц; je  – заряд частиц; jp  – тензор давления газа 
заряженных частиц; jnν  и jlν  – частоты соударений заряженных частиц с нейтралами и между 
заряженными частицами; jT  – температура заряженных частиц; jq  – плотность теплового по-
тока; ,jG  jP  – скорость нагрева и скорость охлаждения заряженных частиц; индексы указыва-
ют на типы частиц; k  – постоянная Больцмана; E



 – напряженность электрического поля; J


 – 
плотность тока. Благодаря условию электростатики электрическое поле потенциально – 

,E = −∇Φ


 где Φ  – потенциал электрического поля.
Ионосферная плазма F-области сильно замагничена, поэтому процессы переноса вдоль маг-

нитного поля будут определяться столкновениями и инерцией, а поперек поля – дрейфовым 
движением плазмы. Плазма на высотах экваториальных E- и F-областей является высокопро-
водящей вдоль геомагнитного поля средой, поэтому будем считать, что силовые линии геомаг-
нитного поля эквипотенциальны. Магнитное поле Земли будем считать постоянным по време-
ни и дипольным в соответствии с дипольной математической моделью [7], поэтому уравнение 
непрерывности электрического тока путем интегрирования вдоль силовых линий магнитного 
поля запишем в виде двумерного уравнения для потенциала Φ  электрического поля:

	 ˆ( ) ,Aσ⊥ ⊥ ⊥∇ ∇ Φ = ∇


где σ̂  – тензор интегральных проводимостей поперек магнитного поля; ⊥∇  – поперечная 
часть оператора .∇  Во всех обсуждаемых моделях поперечный к магнитному полю перенос 
почти полностью определяется дрейфовым движением со скоростью:

	 2 .E BV
B⊥

×
=
 



При этом для потенциального электрического поля выполняется равенство:
	 ( ) 0,V⊥ ⊥∇ =



то есть в поперечном к магнитному полю направлении плазма ведет себя как несжимаемая 
среда. Далее в статье в координатной форме записи через x  и y  обозначены горизонтальны 
координаты, через z  – вертикальная координата, направленная вверх.
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2. Численный алгоритм решения трехмерного уравнения переноса

Конечно-разностные схемы, предназначенные для решения уравнений переноса в задачах 
моделирования неустойчивости Рэлея – Тейлора, должны обладать достаточной точностью 
при моделировании на сравнительно грубых сетках. Основная проблема для таких задач – 
экспоненциальное усиление неоднородностей механизмом неустойчивости Рэлея – Тейлора. 
При этом могут усиливаться и погрешности аппроксимации, что приводит к нефизическим 
результатам. Поэтому выбор метода решения уравнений переноса в задачах моделирования 
неустойчивости Рэлея – Тейлора является ключевой проблемой.

В данной работе исследуется возможность применения в рассмотренных задачах метода 
решения уравнений переноса, построенного на основе рассматриваемой в работе [4] разност-
ной схемы для решения одномерного уравнения конвективного переноса. Эта схема, назван-
ная Z-схемой, имеет второй порядок аппроксимации по времени и координате, кроме того, 
она абсолютно устойчива. Однако в силу теоремы Годунова эта схема немонотонна. На рис. 1 
показан шаблон конечно-разностной одномерной Z-схемы [4].

Рассмотрим простейшее уравнение трехмерного переноса:

	 0,N N N NU V W
t x y z

∂ ∂ ∂ ∂
+ + + =

∂ ∂ ∂ ∂
	 (4)

где N  – концентрация; ,U  V  и W  – компоненты скорости переноса по координатам x, y  
и z  соответственно; t  – время. На этом этапе тестирования будем считать, что ,U const=  

,V const=  W const=  и 0,U >  0,V >  0.W >
Обозначим через ( ,n  ,m  ,k  j) – номера узлов прямоугольной разностной сетки соответ-

ствующие переменным ( ,t  ,x  ,y  z) соответственно. Запишем трехмерную линейную разност-
ную Z-схему для этого уравнения, шаги равномерной сетки по переменным ( ,t  ,x  ,y  z) обо-
значим соответственно через ( ,τ  ,xh  ,yh  zh ). Для удобства введем обозначения (числа Куранта 
по направлениям ,x  y  и z  соответственно):

	 , , .x y z
x y z

U V WK K K
h h h

τ τ τ
= = = 	 (5)

Тогда разностная схема будет иметь вид:

	

( )

( )

( )

1 1 1
1 1

1 1
1 1

1 1
1 1

2

2

0.
2

n n n n n nx
mkj mkj mkj m kj m kj mkj

y n n n n
mkj mk j mk j mkj

n n n nz
mkj mkj mkj mkj

KN N N N N N

K
N N N N

K N N N N

+ + +
− +

+ +
− +

+ +
− +

− + − + − +

+ − + − +

+ − + − =

	 (6)

где верхний индекс – номер узлов вычислительной сетки по времени, первый нижний ин-
декс – номер узлов сетки по пространственной переменной ,x  второй – по переменной ,y  а 
третий – по .z  В силу симметрии шаблона схема имеет второй порядок точности по времени и 

Рис. 1. Шаблон конечно-разностной одномерной Z-схемы 
для положительной скорости переноса [4]
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координатам. По этой же причине она является бездиссипативной, но при этом имеет диспер-
сионную погрешность. Для определения устойчивости применим спектральный признак 
устойчивости, для этого решение схемы (6) будем искать в виде:

	 ( ) .n n i m k j
mkjN e ϕ θ ωλ + +=

Подставив в (6), получим уравнение:

	
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

1 1 1 1
2 2 2

1 1 1 1 .
2 2 2

yi i ix z

yi i ix z

KK Ke e e

KK Ke e e

ϕ θ ω

ϕ θ ω

λ − − − 
+ − + − + − = 

 

= − − − − − −

Отсюда получаем, что | | 1,λ =  что означает абсолютную устойчивость схемы.
Для нелинейной коррекции использован подход, описанный в работах [5, 6, 13], а для кор-

рекции схемы используются аналоги потоков, использующие сеточные значения с разных вре-
менных слоев («косые потоки») [2]. Перепишем разностную схему (6), добавив корректирую-
щие множители аналогично работе [Кащенко и др., 2020]:

	

( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( )( )
( )

1 1 1 1 1
1 , 1/2 1 , 1/2 1

1 1 1 1
1 , 1/2 1 , 1/2 1

1 1
1 , 1/2 1

2
2

2
2

2
2

n n n n n n n nx
mkj mkj mkj m kj x m m kj mkj x m mkj m kj

y n n n n n n
mkj mk j y k mk j mkj y k mkj mk j

n n n nz
mkj mkj z j mkj mkj

KN N N N f N N f N N

K
N N f N N f N N

K N N f N N

+ + + + +
− + + − −

+ + + +
− + + − −

+ + +
− + +

− + − + − − − +

+ − + − − − +

+ − + −( ) ( )( )1 1
, 1/2 1 0,n n

z j mkj mkjf N N +
− −− − =

	 (7)

где f  с индексами – корректирующие множители. Если 1,f =  то получаем схему (6). Если же 
величины f  задать функциями:

	
1
1

, 1/2 1
1

( )
n n
mkj m kj

x m xn n
m kj mkj

N N
f f f r

N N

+
−

+ +
+

 −
= =  − 

	 (8)

и аналогично для величин , 1/2y kf +  и , 1/2 ,z jf +  то при надлежащем выборе функции f  получим 
монотонную схему.

Поскольку схема (6) нелинейная, для вычисления величины 1n
mkjN +  необходимо итерацион-

но решать получающиеся нелинейные уравнения, оказалось, что среднее число итераций до 
достижения относительной точности 1010−  лежит в диапазоне от 2 до 7.

Так как можно построить формальное соответствие между схемами в [5, 6, 13] и предла-
гаемой схемой, то для обеспечения монотонности корректирующие функции могут быть вы-
браны таким же образом, как в этих работах. Такое формальное соответствие может быть 
построено, поскольку для предлагаемой разностной схемы:

	

( )

( )

( )

1 1 1
1 1

1 1
1 1

1 1
1 1

2

2

0
2

n n n n n nx
mkj mkj mkj m kj m kj mkj

y n n n n
mkj mk j mk j mkj

n n n nz
mkj mkj mkj mkj

KN N N N N N

K
N N N N

K N N N N

+ + +
− +

+ +
− +

+ +
− +

− + − + − +

+ − + − +

+ − + − =

	 (9)

исходной базовой схемой является неявная монотонная схема первого порядка точности:
	 ( ) ( ) ( )1 1 1 1 1 1 1

1 1 1 0.n n n n n n n n
mkj mkj x mkj m kj y mkj mk j z mkj mkjN N K N N K N N K N N+ + + + + + +

− − −− + − + − + − =

Как известно [5, 6, 13], необходимым условием монотонности разностной схемы с коррек-
цией потоков является нахождение графика корректирующей функции f  в области, ограни-
ченной графиками функций minmod и SuperBee, кроме этого функция f  должна быть моно-
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тонно неубывающей. Это и определило выбор в данном исследовании семейства 
функций-ограничителей. Для приводимых ниже экспериментов выбраны следующие виды 
функций-ограничителей:

(A1): ( ) max(0, min( ,1))f r r=  (ограничитель minmod [6]), рис. 2;
(A2): ( ) max(0,min(2 ,1),min( , 2))f r r r=  (SuperBee [6]), рис. 2;

(A3): 2( ) max 0,
1 | |

rf r
r

 
=  + 

 (гладкий аналог (2)), рис. 2;

(A4–A7): 2( ) max 0, ,
1 ( 1)

af r r
a r

 
=   + − 

 рис. 3;

(A8–A11): дробно-квадратичные функции, заданные в виде (рис. 4): 

	
2 2

2 2 2

(1 )(1 | |)( ) max 0, .
(1 )(1 | | )

a a a rf r r
a a r a r

 + + +
=  + + + 

При этом все функции, кроме A1 и A2, являются гладкими, функция-ограничитель A5 в 
точке 1r =  имеет наклон 2/3, а A6 и A8 – наклон 1/2.

Рис. 2. Функции-ограничители A1–A3

Рис. 3. Функции-ограничители A4–A5

Рис. 4. Функции-ограничители A8–A11



500

3. Результаты численных экспериментов

Погрешности приближенного решения определялись по формулам, соответствующим 
норме 2L  для функции :N

	

2
0

, ,
0 2

0
, ,

( )
,

mkj mkj
m k j

mkj
m k j

N N
p

N

−
=

∑
∑

   

2
0

, ,
1 2

0
, ,

( )
,

mkj mkj
m k j

mkj
m k j

N N
p

N

∆ − ∆
=

∆

∑
∑

где 0p  – погрешность концентрации, 1p  – погрешность сеточных разностей, 0mkjN  – точное 
решение. Для тестирования взято трехмерное уравнение переноса (4). Область интегрирова-
ния задавалась в виде прямоугольника:

	 300 300, 200 200, 100 1100.x y z− ≤ ≤ − ≤ ≤ ≤ ≤
Такой выбор параметров моделирования обусловлен особенностями ионосферных задач, 

для которых построен метод решения уравнений переноса. Профиль скоростей задавался мо-
дельно в виде 50,U =  100,V =  200.W =  Начальный профиль концентрации был задан двумя 
вариантами с помощью функций вида:

	
22 2

0 0 0
1(0, , , ) ( , , ) 100 max 1

x y z

x x y y z zN x y z N x y z
a a a

      − − −  = = − − −             
или вида

	 2
2 1(0, , , ) ( , , ) ( , , ),N x y z N x y z N x y z= =

где 0 0 0, , , , ,x y zx y z a a a  – параметры профилей. Функция вида 1N  имеет класс гладкости 0 ,C  а 
функция вида 2N  имеет класс гладкости 1.C

При проведении обсуждаемой серии численных экспериментов были приняты следующие 
значения параметров начально профиля:

	 60, 40, 100.x y za a a= = =
В этой серии расчетов шаг по времени выбирался равным 2/3 от шага Куранта. Для этой 

задачи была проведена серия расчетов с разными шагами по пространственным переменным 
и разными видами ограничителей «косых потоков».

В табл. 1 приведены обобщенные результаты расчетов для начального профиля типа 2N  
для размеров вычислительной сетки 401 401 401× ×  узлов и для разных функций ограничите-
лей. При используемых параметрах профиль решения по относительному уровню 0.5 занима-
ет примерно 25 узлов по каждому направлению.

Таблица 1
Зависимость погрешностей от выбора функции-ограничителя f  для начального профиля 2N

Номер 
функции f A1 A2 A3 A4 A5 A6 A7 A8 A9 A10 A11

Погрешность 
решения

0.061 0.059 0.017 0.037 0.031 0.022 0.027 0.021 0.021 0.023 0.026

Погрешность 
сеточных 
разностей

0.21 0.47 0.086 0.16 0.14 0.11 0.12 0.10 0.10 0.11 0.12

Минимальное 
значение

0.000 –20.0 –0.05 0.000 0.000 0.000 –0.32 –0.000 –0.02 –0.2 –0.6
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Отрицательные значения в последней строке являются эмпирическим признаком немоно-
тонности разностной схемы. Таким образом, необходимому признаку монотонности удовлет-
воряют схемы с функциями ограничителями обозначенными номерами A1 (minmod), A4, A5, 
A6, A8. Из этих вариантов минимальные погрешности для данного профиля получились для 
схем с номерами A6 и A8, для которых функция f  имеет вид:

	 2

2( ) max 0, ,
1

f r r
r

 
=   + 

	 (A6)

	 2

3(1 | |)( ) max 0, .
2(1 | | )

rf r r
r r

 +
=  + + 

	 (A8)

Для этих двух (A6-й и A8-й) вариантов проведены расчеты на сетках разных размеров, 
обработка которых привела к эмпирической оценке зависимости погрешности от шагов раз-
ностной сетки вида:

	 ( )1.72 .p O h=

Для начального профиля вида 1N  также эмпирическому необходимому признаку монотон-
ности удовлетворяют схемы с номерами A1 (minmod), A4, A5, A6, A8, а минимальные погреш-
ности оказались у схем с номерами A6 и A8. Для этих двух (A6-ой и A8-ой) вариантов с началь-
ным профилем 1N  проведены расчеты на сетках разных размеров, обработка которых привела 
к эмпирической оценке зависимости погрешности от шагов разностной сетки вида:

	 ( )1.18 .p O h=

В результате этих серий численных экспериментов был сделан вывод о том, что для полу-
чения монотонности необходимым условием монотонности рассмотренной схемы коррекции 
является условие:

	 ( ) 1.32.f r′ <
Поэтому была проведена дополнительная серия численных экспериментов с функцией f  

вида:
	 (A12): 1 2 2 3( ) max(0, min( , 1 , )),f r p r p r p p= + −

где 1 2 31 2, 0 1, 1 2p p p≤ ≤ < < ≤ ≤  – параметры.
В результате для рассмотренных условий были получены следующие выводы: для моно-

тонности построенной схемы необходимым условием является выполнение неравенства:
	 1 1.32.p <
При этом для рассмотренных решений с начальными условиями 1N  и 2N  минимальное 

значение погрешности получилось при следующих значениях параметров:
	 1 2 31.32, 0.47, 2.00.p p p= = = 	 (10)

Заключение

Представленные выше результаты численных экспериментов, которые описаны в разде-
ле 3, а также их краткое обсуждение, позволяют сделать следующие выводы.

1. Построен трехмерный вариант Z-схемы, нелинейная коррекция которого с помощью «ко-
сых разностей» при соответствующем выборе функций-ограничителей является монотонной.

2. Как для гладкого, так и негладкого непрерывного начального профиля лучшей схемой 
из рассмотренных является схема с ограничителем типа A12 с параметрами, указанными в 
формулах (10), несколько хуже оказались ограничители A6 и A8, имеющие в точке 1 наклон 
1/2. Другие типы ограничителей, указанные в разделе 2, показали существенно более худшие 
результаты.
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3. В отличие от одномерной задачи не все функции-ограничители, лежащие между minmod 
и SuperBee [6]) привели к построению монотонной разностной схемы, а необходимым усло-
вием монотонности оказалось ограничение сверху на наклон графика функции-ограничителя 
величиной 1.32.

4. При превышении шага Куранта схема остается устойчивой, но становится непригодной 
для обсуждаемого класса задач неустойчивости, поскольку условия монотонности перестают 
в этом случае выполняться.

5. В отличие от работы [2], в которой для решения двумерных уравнений использовалась 
симметрированная схема расщепления, предложенная в данной работе разностная схема, на 
взгляд авторов, позволяет построить обобщения этой схемы на нерегулярные сетки. В отли-
чие от других подходов, данный численный метод использует минимальный шаблон конеч-
норазностной сетки, что благоприятно сказывается на свойствах численного метода для рас-
сматриваемого класса задач – моделях ионосферных плазменных неустойчивостей, поскольку 
в исследованиях авторов в более ранних работах было выявлено ухудшение качества модели 
при расширении конечно-разностного шаблона.
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МОДЕЛИРОВАНИЕ КАТАСТРОФИЧЕСКОГО ЗАТОПЛЕНИЯ 
ВОЛГО-АХТУБИНСКОЙ ПОЙМЫ ПРИ РАЗЛИЧНЫХ УСЛОВИЯХ

Волгоградский государственный университет

А. Ю. Кликунова, Т. А. Дьяконова, Е. О. Агафонникова

Аннотация. Рассматривается компьютерная модель катастрофического паводка по 
причине аварии на гидротехническом сооружении. В основе модели лежат двумерные 
уравнения Сен-Венана с учетом трения и структуры рельефа местности в правой части. 
Проведено моделирование различных сценариев разрушения плотины Волжской ГЭС. 
Получены интегральные характеристики затопления для северной части Волго-Ахтубин-
ской поймы. Результаты моделирования для заданной цифровой модели подтверждают 
гипотезу о том, что Волгоград расположен в зоне, не подвергающейся затоплению.
Ключевые слова: модель мелкой воды, цифровая модель рельефа, численное моделирова-
ние, гидрограф, гидродинамические аварии, катастрофическое затопление, волна проры-
ва, гидротехнические сооружения, разрушение плотины, коэффициент шероховатости.

Введение

К настоящему моменту в мире построено большое количество гидродинамических опасных 
объектов, представляющих потенциальную угрозу катастрофического затопления территории 
вследствие техногенных или природных аварий. Наибольшую опасность представляют гидротех-
нические сооружения ГЭС. Приведем крупнейшие в истории техногенные катастрофы: разруше-
ние бетонной дамбы Сент-Френсис в США (1928 г.), обрушение бетонной арочной плотины Маль-
пассе во Франции (1959 г.), перелив через бетонно-арочную плотину Вайонт в Италии (1963 г.), 
прорыв плотины Баньцяо в Китае (1975 г.), прорыв дамбы Киселевского водохранилища на реке 
Каква в России (1993 г.), разрушение гидроагрегатов Саяно-Шушенской ГЭС в России (2009 г.).

На территории России на реках Волга, Кама и Шексна располагается крупнейшая в Евро-
пе система гидроэлектростанций. Гидротехнические сооружения Волжско-Камского каскада 
были построены и введены в эксплуатацию до 80-х годов. Волжская ГЭС является последней 
и самой мощной в Волжско-Камском каскаде.

Методы компьютерного моделирования позволяют рассчитывать волны прорыва [1, 7] 
и развитие проранов [6] для различных сценариев гидродинамических аварий. Отдельной 
задачей, требующей внимания, является моделирование прорыва плотин на каскадных во-
дохранилищах [2]. Результаты компьютерного моделирования используются для определе-
ния основных характеристик волны прорыва, зон затопления, уровней глубины, гидрографа 
излива и других параметров.

В 2006 г. впервые была построена численная модель прорыва плотины Волжской ГЭС для 
территории площадью 1426 км2, основанная на решении двумерных уравнений Сен-Венана 
[9]. В результате исследования затапливалась вся территория левобережья (Волго-Ахтубин-
ская пойма) и южная часть правого берега (Красноармейский район Волгограда). В работе 
[8] приведены результаты моделирования гидродинамической аварии на Волжской ГЭС для 
северной части Волго-Ахтубинской поймы. Уточненная компьютерная модель учитывает вза-
имодействие с подстилающей поверхностью и включает цифровую модель рельефа, отражаю-
щую особенности топографии местности.

Данная статья посвящена моделированию аварийных ситуаций для Волжской ГЭС с целью 
определения параметров катастрофического затопления при различных условиях развития 
сценария.



505

1. Математическая и численная модели

Для моделирования процесса разрушения плотины и распространения волны прорыва мы 
используем модель мелкой воды (уравнения Сен-Венана) с учетом рельефа местности, трения 
и вращения Земли [3]:

	 ( u) ,H H q
t

∂
+ ∇ =

∂
	 (1)

	 u ( u u) ( ) (F F ),fric cor
H H gH b H H
t

∂
+ ∇ ⊗ = − ∇ + − +

∂
	 (2)

где ( , , )H x y t  – глубина воды, u( , , ) { , }x yx y t u u=  – скорость потока, { / , / }x y∇ = ∂ ∂ ∂ ∂  – опера-
тор набла, ( , , )q x y t  – поверхностная плотность источников воды, g  – гравитационное ускоре-
ние, ( , )b x y  – функция рельефа, 1F | u | u

2fric = Λ ⋅  – сила придонного трения, 2 4/32 /Mgn HΛ =  – 
коэффициент гидравлического сопротивления в модели Шези, Mn  – коэффициент шероховатости 
по Маннингу, F 2[u ]cor = ×Ω  – сила Кориолиса, Ω  – угловая скорость вращения Земли.

Численное интегрирование уравнений (1)–(2) проводится с помощью CSPH–TVD 
(Combined Smooth Particle Hydrodynamics – Total Variation Diminishing) метода, подробно опи-
санного в работах [3, 4]. Численный метод основан на комбинированном лагранжево-эйле-
ровом подходе. Расчет проводится на равномерной прямоугольной сетке с постоянным про-
странственным шагом.

В качестве функции ( , )b x y  используется актуализированная цифровая модель рельефа 
(ЦМР) местности с пространственным разрешением 50 м, построенная по данным SRTM 
(Shuttle Radar Topographic Mission), векторизованным топографическим и лоцманским картам, 
с учетом промеров глубин, поперечных и продольных профилей дна [5]. ЦМР корректно вос-
производит русла рек Волга и Ахтуба, основных ериков поймы и пойменную часть территории.

2. Компьютерное моделирование затопления при различных параметрах

Вычислительные эксперименты проводились для территории ниже Волжской ГЭС площа-
дью 3344.64 км2, включающей северную часть Волго-Ахтубинской поймы. Расчетный напор 
электростанции составляет 20 м. Основными сооружениями гидроузла являются бетонная 
водосливная и земляные плотины. Гравитационная бетонная плотина в русле Волги имеет вы-
соту – 44 м, длину – 725 м и образует Волгоградское водохранилище объемом 31.5 км3. 

На рис. 1 представлены гидрографы для различных сценариев гидродинамической аварии 
на плотине. График 1D  на рис. 1 соответствует частичному разрушению бетонной плотины, в 
случае 2D  обрушение приходится на большую часть дамбы, 3D  моделирует ситуацию мгно-
венного прорыва напорного фронта с последующим уменьшением объема воды в водохрани-
лище, 4D  воспроизводит случай работы гидротехнического сооружения на предельно-допу-
стимых значениях расхода воды 65000Q =  м3/с в течение 12 часов и дальнейшего прорыва 
плотины. Моделирование сценариев с гидрографами 1D  и 2D  проводилось для меженного со-
стояния поймы и в пик паводка, для 3D  и 4D  был выбран паводковый гидрологический режим.

Для расчета гидравлического сопротивления потоку использовалось значение коэффици-
ента шероховатости по Маннингу 0.02,Mn =  соответствующее естественным земляным рус-
лам. При распространении волны прорыва по затопленной территории сопротивление потоку 
заметно снижается. Чтобы оценить влияние уменьшения сопротивления на изменение харак-
теристик затопления, вычислительный эксперимент для 2D  проводился со значениями 

0.02Mn =  и 0.01.Mn =
Рис. 2 демонстрирует результат компьютерного моделирования для гидрографа 2D  и ко-

эффициента шероховатости 0.02.Mn =  В первые минуты разрушения плотины формируется 
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волна прорыва. Двигаясь по руслу Волги, волна смещается в сторону поймы и в течение 2 ча-
сов затапливает ~50 % моделируемой территории междуречья Волги и Ахтубы.

Рис. 1. Различные гидрографы катастрофического прорыва плотины

Рис. 2. Затопление территории Волго-Ахтубинской поймы для гидрографа D2
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На основе серии вычислительных экспериментов были определены интегральные характе-
ристики катастрофического затопления (рис. 3). Наиболее опасными сценариями являются 
наводнения с гидрографами 2D  и 3D  в период максимального попуска воды, при которых в 
течение 10 часов с момента прорыва плотины вся территория Волго-Ахтубинской поймы (се-
верная часть) оказывается затопленной. В остальных случаях площадь затопления постепенно 
увеличивается в течение суток, достигая покрытия 90 % поймы. Изменение коэффициента 
шероховатости в модели оказывает незначительное влияние на площадь затопления, при этом 
наблюдается уменьшение объема воды в пойме. Последний факт обусловлен тем, что из-за 
уменьшения сопротивления увеличивается скорость волны затопления, и основной поток 
воды быстрее вытекает за границы моделируемой территории. Стоит отметить, что для всех 
рассмотренных в работе вариантов развития гидродинамической аварии правый берег Волги 
не подвергается затоплению.

Заключение

Построенная компьютерная модель катастрофического затопления позволяет определять 
уровень подъема воды, скорость распространения волны прорыва, а также определять инте-
гральные характеристики затопления. Численный расчет разрушения плотины Волжской ГЭС 
при различных условиях показал, что наибольшему риску подвержены населенные пункты, 
расположенные на территории Волго-Ахтубинской поймы. Правый берег Волги расположен 
существенно выше пойменного участка, вследствие этого вероятность затопления Волгограда 
мала. Отметим, что при моделировании наводнения ключевую роль играет точность цифро-
вой модели рельефа местности.

Рис. 3. Интегральные характеристики: площади затопления (a) и объемы воды (б) 
при затоплении. Линии на графиках: 1 –  зависимость для гидрографа 1D  в паводок, 

2 – зависимость для гидрографа 2D  в паводок, 3 – зависимость для гидрографа 3D  в паводок, 
4 – зависимость для гидрографа 4D  в паводок, 5 – зависимость для гидрографа 1D  в межень, 
6 – зависимость для гидрографа 2D  в межень, 7 – зависимость для гидрографа 2D  в паводок 

со значением 0.01Mn =
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КОМПЬЮТЕРНОЕ МОДЕЛИРОВАНИЕ ПРОЦЕССА 
РАДИОТОМОГРАФИИ ПОВЕРХНОСТИ

Институт проблем механики им. А. Ю. Ишлинского РАН

Д. Ю. Князьков

Аннотация. Рассматривается задача моделирования процесса радиотомографии океана 
с помощью средств пассивного или активного радиозондирования. Исследуется возмож-
ность восстановления формы поверхности океана по принятому сигналу и влияние на 
процесс восстановления возмущений поверхности океана. Дифракция электромагнит-
ного излучения на периодическом слое моделируется с помощью метода параллельных 
проекций. Показана возможность решения обратной задачи восстановления формы по-
верхности океана по данным радиозондирования.
Ключевые слова: дифракция на периодическом слое, метод Галеркина, суперкомпьютер-
ные вычисления, обратные задачи, радиометрия, томография океана.

Введение

Методы радиотомографии широко применяются при изучении приповерхностного слоя 
Земли с воздуха или из космоса [1–4]. В настоящей работе исследуется обратная задача вос-
становления формы волнения морской поверхности по данным активного или пассивного 
радиозондирования. Изучается влияние возмущений поверхности на результат восстановле-
ния. При решении прямой задачи, для моделирования процесса радиолокации необходимо 
уметь рассчитывать результат дифракции электромагнитной волны на слое произвольной 
формы и внутренней структуры. Такая задача возникает как в задаче радиотомографии по-
верхности Земли [1, 3], так в других прикладных областях, таких как акустика [6], оптика, 
голография [7, 8]. Аналитическое решение этой задачи возможно лишь для очень небольшого 
класса функций, задающих диэлектрическую проницаемость слоя и форму поверхности. Ши-
роко использовались различные приближенные методы определения результата дифракции, 
такие как метод малых возмущений, метод малых наклонов, метод локальных возмущений 
[6] и другие [10]. Однако все эти методы подразумевают те или иные ограничения на форму 
поверхности, на соотношение длины облучающей волны и характерный размер неоднород-
ностей слоя. В настоящей работе для решения прямой задачи расчета результата дифракции 
электромагнитной волны на периодическом слое используется проекционный метод типа Га-
леркина, предложенный в [11]. Успешное применение этого метода к задачам радиометрии 
поверхности океана было показано в [12].

При моделировании процесса радиометрии, в том числе, при решении обратных задач не-
обходимо выполнять большое количество однотипных расчетов результата дифракции элек-
тромагнитной волны на слое с различными параметрами, определяющими как этот слой, так и 
саму падающую волну, что требует вычислительных мощностей, существенно превосходящих 
возможности персонального компьютера [13]. В настоящей работе расчеты проводились на 
суперкомпьютерных кластерах МВС-100К, МВС-10П Broadwell Межведомственного супер-
компьютерного центра Российской академии наук (МСЦ РАН) и HybriLIT Лаборатории ин-
формационных технологий Объединенного института ядерных исследований (ЛИТ ОИЯИ), 
г. Дубна.
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1. Задача радиометрии океана

Рассмотрим задачу восстановления спектра волнения морской поверхности по данным ра-
диозондирования. Зондирование проводится с самолета или искусственного спутника Земли 
[1]. Морская поверхность моделируется однородным слоем конечной толщины, ограничен-
ным сверху и снизу поверхностями [14]

	 ( )0
1 1

2sinS x A xπ =  Λ 
	 (1)

и 
	 ( )2 .S x h= −
Электромагнитные волны радиодиапазона быстро затухают в толще морской воды, поэто-

му для вычислений можно ограничиться сравнительно небольшой толщиной расчетного слоя 
h  и контролировать, чтобы доля прошедшей через слой энергии была близка к 0. Подробнее о 
выборе значения h  – см. [15]. Необходимо исследовать возможность восстановления ампли-
туды 1A  волнения морской поверхности (1) по принятому сигналу в случае пассивного или 
активного радиозондирования. Необходимо определить воздействие возмущения морской 
поверхности на возможность решения этой обратной задачи для различных поляризаций 
электромагнитной волны. Возмущение морской поверхности моделируется длинноволновы-
ми (по сравнению с основной волной) волнами длины 2Λ  и коротковолновыми длины / 2.Λ  
Амплитуды этих волн задаются случайными величинами 2 3,ξ ξ  имеющими нормальное рас-
пределение с 2,3 0,Mξ =  2,3 .Dξ δ=  Таким образом, поверхность моря задается выражением 

	 ( )1 1 2 3
2 2 2sin sin sin .12

2

S x A x x xπ π πξ ξ

 
    = + +     Λ Λ     Λ
 

	 (2)

Пассивная радиометрия

В случае пассивного зондирования, регистрируемый датчиком сигнал – это доля собствен-
ного излучения моря в направлении приема. По принципу взаимности интенсивность соб-
ственного излучения в заданном направлении пропорциональна доли излучения, поглощен-
ного средой при облучении ее плоской волной в этом же направлении – энергетическому 
дефекту ,d  см. [3].

Согласно эффекту Эткина – Кравцова [16], наибольшая чувствительность к собственному 
излучению синусоидальной поверхности (1) будет наблюдаться в случае соблюдения следую-
щего соотношения между ,Λ  длиной волны электромагнитного излучения λ  и углом зонди-
рования :α

( )1 sin .λ α= Λ ±

Активная радиометрия

В активной радиометрии исследуемая поверхность облучается электромагнитной волной 
и принимаемый датчиком сигнал – это доля излучения, отраженного в точности в обратном 
направлении.

Пусть электромагнитная волна падает под углом α  к вертикали. Согласно эффекту резо-
нансного рассеяния Брэгга – Вульфа [1, 10], часть энергии отразится точно назад при выпол-
нении соотношения
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	 ( )2sinλ α=
Λ

между длиной электромагнитной волны λ, длиной морской волны Λ  и углом падения α . 
Электромагнитная волна в обратном направлении запишется как 

	 ( ) ( )0 0sin cos
0 ,ik x ik z

au C e α α− +=îáð

и тогда регистрируемая в случае активной радиометрии доля отраженного в обратном направ-
лении излучения

	
î áð 2
0

0 2
0

| | .
| |
uR
u

= 	 (3)

Таким образом, для моделирования пассивного или активного радиозондирования поверх-
ности океана требуется уметь рассчитывать результат дифракции плоской электромагнитной 
волны на слое постоянной диэлектрической проницаемости с границей (2), моделирующем 
приповерхностный слой морской воды.

2. Вычисление результата дифракции на периодическом слое

Рассмотрим задачу падения плоской электромагнитной волны на периодический цилин-
дрический слой. Оси декартовой координатной системы Oxz  перпендикулярны образующим 
поверхности слоя. Волна

	 ( )0 sin cos
0 0

ik x zu C e α α−= 	
приходит с положительного направления оси z  под углом α  к ней (см. схему падения волны 
в [15, 17]). Слой ограничен поверхностями 1( ),S x  2 ( ),S x  он целиком лежит между minz  и ,maxz  
то есть 2 1: ( ) ( ) .min maxx z S x S x z∀ < < <  Диэлектрическая проницаемость слоя определяется 
функцией ( , ).x zε  Считается, что функции 1( ),S x  2 ( ),S x  ( , )x zε  периодичны вдоль оси x  с 
периодом .a  Функция ( , )x zε  может быть непрерывной либо может иметь линии разрыва, 
например, соответствующие границам между различными средами. Пример такого расчетно-
го слоя показан на рис. 1. Цветом показана амплитуда комплексного значения функции диэ-
лектрической проницаемости слоя 0 .( ),x yε  Воздух здесь изображен светло-серым цветом, 

( , ) 1,x zε =  морская вода – синим, 1 , 42( 5) 11 .x y iε = +

Рис. 1. Пример расчетного слоя
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В случае падения H-поляризованной монохроматической волны, электромагнитное поле 
может быть описано с помощью уравнения 

	 ( )2
0 , 0,u k x z uε∆ + = 	 (4)

где ( , )u x z  – это y-компонента комплексной амплитуды вектора напряженности электриче-

ского поля, 0
2 ,k π
λ

=  λ  – длина волны. Для E-поляризованной волны: 

	
( )

2
0

1div 0,
,

u k u
x zε

 
∇ + =  

 
	 (5)

где ( , )u x z  – это y-компонента комплексной амплитуды вектора напряженности магнитного 
поля.

В трехмерной постановке подобная система уравнений может быть выписана для компо-
нент комплексной амплитуды вектора электрической напряженности поля 1 2 3( , , ):E E E=E 

	

2
1,22 1,33 3,13 2,12 0 1

2
2,11 2,33 1,21 3,23 0 2

2
3,11 3,22 1,31 2,32 0 3

0,
0,
0,

E E E E k E
E E E E k E
E E E E k E

ε
ε
ε

 + − − + =
 + − − + =
 + − − + =

	 (6)

где используется обозначение , 1 2 3, , ).(i jk i
k j

E E x x x
x x
∂ ∂

=
∂ ∂

Краевые парциальные условия излучения задаются при minz z=  и ,maxz z=  и затем задача 
(4) или (5) решается в области [0, ] [ , ].min maxa z zΩ = ×  После того, как решение ( , )u x z  найдено, 
легко можно найти коэффициенты отражения, пропускания и радиационный дефект d  – 
долю поглощенного средой излучения:

	
2 2

0 0

2 2
0 00 0

( ) ( ) |

( ) | ( ) |

| , | | ,
1 ,

| , | ,

a a

refl max pass min

a a

max max

u x z dx u x z dx
d

u x z dx u x z dx
= − −∫ ∫

∫ ∫
	 (7)

где 0, ( , )( ( ),)reflu x z u x z u x z= −  – отраженное от слоя поле, ( , )passu x z  – прошедшее поле.
Исходная задача дифракции сводится к краевой задаче для системы обыкновенных диффе-

ренциальных уравнений (ОДУ) первого порядка, решается набор вспомогательных базисных 
начальных задач Коши с использованием метода направленной ортогонализации [18]. Иско-
мое ( , )u x z  строится из этих базисных решений, взятых с некоторыми коэффициентами, кото-
рые находятся из системы линейных алгебраических уравнений (СЛАУ). В ходе численного 
решения область Ω  разбивается на расчетную сетку из N N×  узлов. Ранее этот метод был 
реализован для двумерного случая падения H-поляризованной [14, 15] и E-поляризованной 
[17] плоской электромагнитной волны на цилиндрический слой. Применение метода направ-
ленной ортогонализации подробно изложено в [19]. Трехмерный случай (6) был рассмотрен в 
[20]. При решении задачи дифракции не ставится никаких дополнительных условий на соот-
ношение длины волны и масштаба неоднородности формы или структуры слоя. Функция ди-
электрической проницаемости слоя может быть произвольной и даже иметь разрывы, поэто-
му этот подход может быть с успехом использован при расчете дифракции на многослойных 
средах [21–23], в георадиолокации [24], микроэлектронике [7, 8], в задачах радиотомографии 
морского льда, снега [4 ,9] или свободной морской поверхности [1, 12].

Программа, реализующая этот метод была написана на языке программирования С++. 
Для численного интегрирования, аппроксимации функций, решения вспомогательных за-
дач Коши для систем ОДУ, решения СЛАУ использовались процедуры из библиотеки GNU 
Scientific Library (GSL). Правильность вычислений была верифицирована с помощью сравне-
ния с аналитическими решениями [15]. Программа использовалась для определения резуль-
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тата дифракции на морской поверхности [15], на погруженном в слой цилиндрическом вклю-
чении [17]. Время одного расчета в зависимости от сложности структуры среды и размера 
расчетной сетки составляет до нескольких минут, что приемлемо для одиночного расчета, но, 
время работы составит часы или даже несколько суток, когда требуется делать много элемен-
тарных расчётов с различными значениями параметров. Поэтому в настоящей работе исполь-
зовался суперкомпьютерный подход к организации вычислений.

3. Результаты расчетов

Исследуем влияние возмущения формы морской поверхности на возможность определить 
ее форму средствами радиозондирования. В случае активной радиометрии возьмем следую-
щие значения параметров: 2 ,πΛ =  2 ,λ π=  ,

6
πα =  дисперсия возмущающих волн на поверх-

ности 0.05.δ =  Для формы поверхности (2) изучим зависимость величины излучения в об-
ратном направлении (3) от амплитуды основной гармоники волнения 1,A  то есть зависимость 

0 1 ( )R A  и ее устойчивость к случайным длинноволновых и коротковолновым возмущениям

	 2 3
2 2sin sin 12Ë Ë

2

x xπ πξ ξ

 
   +   

   
 

формы поверхности.
Результаты расчетов для случаев H- и E-поляризованной электромагнитных волн показа-

ны на рис. 2. Зависимость уровня сигнала 0R  от амплитуды волнения 1A  монотонна для обеих 
поляризаций на всем рассматриваемом интервале значений 1A . Следовательно, в этом интер-
вале возможно восстановление формы поверхности (1) по величине принятого сигнала 0.R  
В случае E-поляризации (рис. 2 справа) наклон кривой ( )1d A  невелик при 1 [0,0.25],A ∈  а зна-
чит в этом интервале амплитуд волнения решение обратной задачи будет затруднено. Влияние 
возмущений формы поверхности (2) на зависимость ( )1d A  не проявляется при 1 0A =  и далее 
увеличивается с увеличением 1.A  Это влияние гораздо сильнее в случае E-поляризованной 
облучающей волны.

В случае пассивной радиометрии зададим значения параметров 2 ,πΛ =  ,λ π=  ,
6
πα =  

дисперсия возмущающих волн на поверхности 0.05.δ =  Для формы поверхности (2) изучим 

Рис. 2. Возмущение зависимости 0 1 ( )R A  длинными и короткими (по сравнению с Λ) волнами. 
H-поляризация (слева), E-поляризация (справа)
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зависимость величины дефекта (7) от амплитуды основной гармоники волнения 1,A  то есть 
зависимость 1( )d A  и влияние на нее случайных длинноволновых и коротковолновых возму-
щений волнения 

	 2 3
2 2sin sin .12

2

x xπ πξ ξ

 
   +   Λ   Λ
 

Были проведены расчеты для H-поляризованной и E-поляризованной электромагнитных 
волн. Рассчитывалась зависимость 1( )d A  радиационного дефекта от амплитуды волнения на 
море 1A  в отсутствие возмущения, то есть, когда 2 3 0,ξ ξ= ≡  и зависимость 1( )d A  при дифрак-
ции на поверхности (2), соответствующей некоторой конкретной реализации случайных ве-
личин 2 3, .ξ ξ  Таким образом, моделировалось влияние случайных коротковолновых и длинно-
волновых помех на уровень принимаемого сигнала и на возможность восстановить по этому 
уровню искомую амплитуду 1A  волнения. Результаты этих расчетов показали, что зависимость 
уровня сигнала d  от амплитуды волнения 1A  монотонна для H-поляризованного излучения 
на всем рассматриваемом интервале значений 1.A  Следовательно, в этом интервале возможно 
восстановление формы поверхности по принятому сигналу. В случае E-поляризации решение 
этой обратной задачи возможно до значения 1 0.4,A =  а далее зависимость 1( )d A  перестает 
быть монотонной. При этом наклон кривой 1( )d A  больше в случае E-поляризации, что повы-
шает точность определения формы волнения по собственному радиоизлучению поверхности. 
Величина влияния возмущений формы поверхности на зависимость 1( )d A  приемлема для 
обеих поляризаций, в случае Н-поляризации это влияние имеет более симметричный характер.

Результаты моделирования процесса радиозондирования океана показали, что активная 
радиометрия более устойчива к возмущениям поверхности, особенно при небольших ампли-
тудах главной гармоники. Можно заметить, что кривая зависимости уровня сигнала от ампли-
туды основной гармоники волнения поверхности 1A  выходит в случае активной радиометрии 
из 0, в случае пассивной – нет. Это объясняется тем, что невозмущенная (плоская) поверх-
ность не отражает волны в обратном направлении, но в то же время собственное излучение 
океана с такой поверхности в заданном направлении отлично от нуля, а именно это излучение 
воспринимается сенсором в случае пассивной радиометрии.

Заключение

Моделировался процесс пассивного и активного радиозондирования поверхности океана. 
Исследовались зависимость уровня принимаемого сигнала от амплитуды волнения и влияние 
на этот уровень возмущений основной волны мелкой рябью и длинными волнами. Была по-
казана возможность восстановления формы поверхности океана по данным пассивного или 
активного радиозондирования в случае наличия коротковолновых и длинноволновых случай-
ных возмущений.

Для расчета результата дифракции электромагнитной волны на поверхности океана ис-
пользовался проекционный метод Ильинского А. С. Был реализован кластерный суперком-
пьютерный вариант организации расчётов по этому методу. Разработанная программа напи-
сана на языке программирования С++ и свободно доступна для скачивания в сети интернет 
по адресу https://bitbucket.org/Jclash/dpproj.
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УДК 001.891.573

МНОГОКРИТЕРИАЛЬНАЯ ЗАДАЧА РАСКРАСКИ ВЕРШИН 
МОНТАЖНО-КОММУТАЦИОННОГО ПРОСТРАНСТВА СЕТИ

Северо-Кавказский федеральный университет

Н. В. Кононова, О. Г. Орлинская, Э. Р. Азарова, М. Н. Кононов, С. К. Гробова

Аннотация. Содержательный смысл исходной задачи позиционируется как переход от 
автоматизированного проектирования к автоматическому за счёт оптимального разме-
щения элементов на монтажно-коммутационном пространстве, при котором автомати-
чески выполняются «необходимые» условия для последующей успешной трассировки. 
При этом метрические потоки проводников через боковые поверхности каждого про-
странственно-ограниченного фрагмента монтажно-коммутационного пространства не 
должны превышать метрических пропускных способностей этих поверхностей. Через 
решение этой исходной задачи выкристаллизовывается метапонятие «трассируемости» 
монтажно-коммутационного пространства.
Ключевые слова: графы, монтажно-коммутационное пространство, сетевая модель.

Введение

Одной из главных тенденций в развитии современной науки является то обстоятельство, 
что объектом её исследований становятся всё более и более сложные системы. Развитие техни-
ки и производства требует для проектирования и конструирования привлечения новых, ин-
теллектуально-ёмких и математически-насыщенных аппаратных и инструментальных средств. 
Кроме того, логика развития науки для более полного познания законов требует принимать во 
внимание те эффекты, которыми ранее пренебрегали, что также связано с весьма существен-
ным усложнением, увеличением мерности рассматриваемых моделей реальных объектов. Так 
в теории больших систем и в прикладных науках появились принципы декомпозиции.

Одним из наиболее общих и эффективных путей исследования сложных систем является 
переход от исходной сложной системы к исследованию таких более простых в каком-то смыс-
ле систем, по свойствам которых можно восстановить точно или приближённо свойства ис-
ходной системы. Сложность решения и NP-полнота многих задач заставляют искать способы 
решения общим приёмом, который можно назвать декомпозицией. Известна классификация 
декомпозиционных подходов, это

• разделением переменных;
• параметрическая;
• агрегированием переменных;
• топологическая;
• структурная;
• функциональная;
• пространственная.
Одним из видов перехода от сложной системы к более простой является именно простран-

ственное разделение большой системы на квазиизолированные части. Так появляются гра-
фовые модели, в которых вершины соответствуют некоторым «кускам» системы, а рёбра – их 
взаимосвязям. Если части системы так или иначе подобны, то графы становятся фрактальны-
ми (предфрактальными), а типовой их фрагмент называется «затравкой».
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1.1. Сетевая модель оптимального монтажно-коммутационного пространства 
и раскраска её вершин

Примерный перечень этапов решения поставленной задачи.
1. Исходными для проектирования МКП являются электрическая схема и конструктор-

ский метрический образ монтажно-коммутационного пространства
2. Создаётся первая модель – модель электрической схемы, в которой множество вершин 

1X  графа 1L  соответствуют элементам схемы, а множество рёбер 1U  – их электрическим свя-
зям.

3. Модель электрической схемы приводится к «потоково-пригодному» виду, для чего граф 
1L  преобразуется в сеть 2 ,S  в которой требуется минимально раскрасить вершины, образо-

вать единые «источник» и «сток», задать метрические требования на вершинах и рёбрах, в 
частности, указать количество проводников в одной графовой «связи», пропускные способно-
сти рёбер и вершин сети, длины отрезков сети и т. д.

4. Принцип пространственной декомпозиции внешне очень прост. В жизни мы видим мно-
го примеров пространственной декомпозиции: копка земли, метод конечных элементов, копи-
рование рисунков «по клеточкам» и многое другое. Он состоит в разбиении пространства на 
фрагменты, организации фрагментов в иерархическую структуру для облегчения запомина-
ния, поиска и восстановления информации из отдельных фрагментов, контролируемого сое-
динения сведений из объектов, занимающих несколько фрагментов, и восстановления этих 
объектов. Так МКП оптимально «разрезается», для этого должны быть известны габариты 
МКП, размеры размещаемых элементов, координаты элементов (как правило, их ЛНУ – ле-
вых нижних углов), форма, размеры и расположение «запрещённых зон». После «разрезания» 
МКП представляет собой множество воображаемых двумерных сопряжённых прямоуголь-
ных фрагментов.

5. Создаётся сетевая модель 3S  МКП, для чего множество прямоугольных фрагментов 
(зон), не имеющих внутри активных элементов («пассивные» зоны) и фрагментов с такими 
элементами внутри себя («активные» зоны) преобразуется в сеть. Вершины сети соответству-
ют «активным» и «пассивным» зонам, рёбра сети отмечают наличие общей части соприкасаю-
щихся фрагментов (зон). Каждое ребро снабжается такими скалярными характеристиками, 
как пропускная способность ребра (определяется метрически как ширина общей части смеж-
ных сторон двух зон), длина ребра (расстояние между геометрическими центрами прямоу-
гольных зон) и пр.

6. Топологическая модель электрической схемы 2S  «погружается» в метрическую модель 
МКП 3S  с совместным решением задачи спроса и предложения методом потоков в сетях на 
вновь образованной сети 3.S  При этом возможно появление нескольких интересных задач. 
Например, выявляется загруженность отдельных рёбер. Если пользоваться методом потоков в 
сети минимальной стоимости, то МКП загружается в первую очередь связями минимальной 
длины. Это приводит к экономии потребления «ресурса» МКП, где под «ресурсом» монтаж-
но-коммутационного пространства понимается общее число элементарных квадратных ячеек 
МКП размерами 

2 2 2 2 ,
2 2

S S S S S S+ × + ×   × = × × ×   
   

где S  – ширина печатного проводника; 
2
S  и 

2
S  – минимальная ширина зон, отделяющих про-

водник от близлежащих проводников с одной и другой стороны. 
Размер 2 S⋅  становится метрической единичной дискретной характеристикой МКП, ис-

ходная задача дискретизовалась и все измерения, сравнения теперь будут проводиться в этих 
дискретных единицах.
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В сети образуется множество рёбер, в которых ,ij ijV C=  где ijV  – дискретный метрический 
поток проводников между вершинами iX  и jX  сети; ijC  – дискретная пропускная способ-
ность общей части соприкасающихся прямоугольных зон номеров i  и .j

Множество таких рёбер, отделяющих «источник» и «сток», будет образовывать «мини-
мальный разрез». На всех остальных рёбрах .ij ijV C<

Достоинства построенной метрической модели МКП состоят, в частности, в том, что гео-
метрическое перемещение элементов («активных» зон) по МКП преобразуется в изменение 
скалярных характеристик рёбер множества 3 U  сети 3,S  оставляя неизменной её топологию. 
Вообще говоря, приятно, что оно связано с изменением минимального числа параметров ме-
трической топологической модели.

Несмотря на то, что направление перемещения определяется легко и однозначно, оно по-
зволяет решить многие важные задачи, в том числе: 

‒ «открыть» насыщенные сечения за счёт большей загрузки ранее свободных сечений;
‒ увеличить общий поток в сети;
‒ более равномерно загрузить все сечения МКП так, чтобы для –( ) ,j ij ijL max C V min∀ →  что 

обеспечит лучшую «достаточность» условий успешной последующей трассировки.
В любом случае создаются «необходимые» условия для трассировки, а по насыщенности 

рёбер метрического пространства можно прогнозировать будущие критические участки трас-
сируемого поля.

Задача минимальной раскраски встречается во многих прикладных задачах автоматизи-
рованного проектирования. Раскраска электрических схем не сводится к раскраске эквива-
лентных им графов в связи с неполной релевантностью или неточным изоморфизмом схемы 
и графа, неоднозначностью представления схемы графом из-за особых свойств электрической 
цепи, соединяющей больше двух контактов активных элементов схемы. Цепи схемы неодно-
значно представляются одним и тем же деревом или различными деревьями (в частности, це-
пями-маршрутами и цепями-веерами с противоположными метрическими свойствами) и т. д. 
Все эти трудности привели в своё время к появлению и развитию теории гиперграфов.

Задача раскраски вершин МКП-сети (сети 3S ) важна потому, что проводники на конструк-
тиве могут соединять вершины только разных цветов. [1] При одной цепи в схеме способ её 
реализации (представления) не играет роли, так как дерево-цепь всегда бихроматично (след-
ствие 1 теоремы Кёнига). Если на вершины графа схемы одновременно наложено несколько 
цепей или пара цепей имеет две или более вершин пересечения цепей, то возможно появление 
циклов, в частности, простых циклов нечётной длины. Поэтому необходимо эквивалентно 
преобразовывать электрические цепи назначением особых вершин цепи (начало и конец це-
пи-маршрута, коническая вершина цепи-веера) на вершины графа схемы, чтобы превратить 
простые цепи и циклы в конструкции чётной длины, тогда число красок правильной раскра-
ски электрической схемы становится минимальным.

Желание раскрасить сеть в минимальное число цветов заставило искать способы преобра-
зования циклов нечётной длины в циклы длины чётной. Вследствие того, что в один момент 
вершины цепей назначаются на вершины сети, а различные вершины цепи имеют разные сте-
пени, можно производить эквивалентные преобразования цепей, изменяющие степень кон-
кретной вершины цепи. Известно несколько алгоритмов (по крайней мере, четыре) таких 
преобразований. Для цепей-вееров существуют строгие соотношения. Справедлива теорема 
U: назначение конической вершины любой цепи на вершину пересечение цепей уменьшает 
длину цикла на единицу и наоборот.

Раскрасить в ( )Lχ  цветов схему, представленную цепями-веерами с ),(X Lâ  значительно 
труднее, чем схему, представленную цепями-маршрутами с ( ).mX L

Имеет место теорема V: для любого графа L  электрической схемы ( ( ).)EX XL L≥ ì  
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Результаты работ по раскраске реальных электрических схем можно свести к гипотезе W: 
хроматическое число графа любой реальной электрической схемы равно хроматическому чис-
лу его суграфа, составленного из цепей-рёбер схемы, т. е. цепей, содержащих пару вершин и 
одного инцидентного им обеим ребра.

Перейдём к построению сети 3S  в декомпозированном монтажно-коммутационном про-
странстве. Начнём с элементарного примера. Пусть на плоском однослойном конструктиве на-
чально размещены два – источник и сток – генератора связей, связи начинаются или заканчива-
ются в этих источнике и стоке, пусть их номера i  и j  и пусть всегда .i j<  Это важно для порядка 
построения фрактального графа, наибольший фрактал будет построен на всём конструктиве и 
его линии разреза будут доходить до границ МКП печатной платы (интегральной микросхемы). 
Следующий фрагмент-фрактал будет вписываться в начальный i-й. Следующий меньший фрак-
тал вписывается в зоны (фрагменты) фрактала 1,i +  дальше – в зону фрактала 2i +  и т. д. до .j

Осуществим показанное на рис. 1 оптимальное разрезание МКП, начиная с наименьшего 
номера i  источника или стока.

– здесь iA  и iB  – размеры элемента iO  по горизонтальной и вертикальной осям соответ-
ственно;

-  jA  и jB  – размеры элемента jO  по горизонтальной и вертикальной осям соответственно;
- основной фрактал I и его линии деления доходят до границ МКП;
- фрактал следующего ранга J и его линии деления доходят до границ фрактала I (справа и 

снизу) и до границ конструктива (слева и сверху);
-  ABCC  – размер и, соответственно, пропускная способность сечений между зонами A  и B 

активного элемента C  ( , 0..4,A B =  .. )C i j=

Рис. 1. Декомпозиция МКП по двум активным элементам
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Слово «оптимальное» в некотором роде условно и соответствует специфике задачи.
Необходимо, чтобы каждая сторона активного элемента имела возможность беспрепят-

ственного «выталкивания» всех своих проводников на пассивный фрагмент конструктива.
Построенный граф (сеть) назовём дуальным, он обладает интересными свойствами:
1) все рёбра графа будут иметь просто вычисляемые пропускные способности разделяю-

щих «стенок», например
23

02

34

;
;

i i i

i i

i i

C XK X A
C A
C Y

= − −
=
=

 

2) количество таких зон и соединяющих рёбер растёт с числом активных элементов N  как 
4  2N× +  и 12 ;N×

3) перемещение активного элемента по поверхности конструктива на X±∆  и на Y±∆  легко 
и однозначно отображается в пропускных способностях рёбер дуального графа. Пусть в при-
мере на рис. 1 зона i  продвинется на  iX+∆ вправо и на  iY+∆ вверх, тогда

23 23

02 02

34 34

*   –  –    ;
*   ;
*      

i i i i i i

i i i

i i i i i

C XK X A DX C DX
C A C
C Y DY C DY

= − = −
= =
= + = +

4) вариация размеров активных зон (пусть зоны i  на  ,i iA B+∆ + ∆ ) однозначно отражается 
в изменении пропускных способностей некоторых рёбер графа рис. 1

23 23

02 02

34 34

**   –  –    ;
**   ;
**    .

i i i i i i

i i i i i

i i i

C XK X A DA C DA
C A DA C DA
C Y C

= − = −
= + = +
= = è ò.ä

Получившаяся «затравка» в дуальном графе называется конверт-графом или EG (Envelope 
Graph), конверт-граф имеет много интересных особенностей, в частности, он планарен и 
трижды раскрашиваем. На рис. 2 можно увидеть 2-конверт-граф (2-EG).

Затравкой во фрактальной сети является конверт-граф, 1-конверт-граф или EG – envelope-
graph , ;( ,)i i iEG X U P  где 1,  2,  3,{ }; 4iX =

{ }1 ,  2 , 2 ,  3 , 3 ,  4 , 4 ,  1 , 1 ,  0 , 2 ,  0 , 3 ,  0 , 4 ,  0 ;iU i i i i i i i i i i i i i i i i=

iP  – предикат или инцидентор графа, для всех фракталов конверт-графов он имеет унифици-
рованную форму.

Рис. 2. Дуальный граф (сеть) 3S , состоящий из двух фрактальных конверт-графов 
(2-конверт-граф или 2-ЕG)
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Итак, основная задача – необходимым условием прокладки электрических цепей в виде 
печатных проводников является наличие свободного ресурса монтажно-коммутационного 
пространства в каждом произвольном сечении как по оси ,X  так и по оси .Y  При этом про-
пускная способность любого сечения на плоскости МКП была бы не меньше потока прово-
дников (метрического количества прокладываемых связей) в этом сечении. 

Для решения задачи по всему МКП был выбран математический аппарат потоков в сетях. 
Он позволил строго и точно решить задачи о максимальном потоке, о потоке минимальной 
стоимости, задачу о спросе и предложении, задачу о синтезе сети с заданными пропускными 
способностями. 

МКП является протяжённым в пространстве объектом, его преобразование с декомпо-
зицией и объединением фрагментов составляет один из этапов исследования. Фрагментами 
МКП являются радиоэлементы, групповые элементы и макроэлементы, электрические цепи, 
соединяющие размещённые или размещаемые элементы, а также запрещённые зоны и груп-
повые провода. Необходимым условием прокладки цепей в виде печатных проводников явля-
ется наличие свободного ресурса монтажно-коммутационного пространства в каждом произ-
вольном сечении, так, чтобы пропускная способность любого сечения (горизонтального или 
вертикального) на плоскости была не меньше количества прокладываемых связей. Одновре-
менно требуется минимизировать длину прокладываемых связей, это может быть минимум 
суммарной длины, минимизация длины максимально-длинного проводника.

Задача может быть решена математическим аппаратом потоков в сетях, который решает 
разные варианты, разновидности общей потоковой проблемы: задача о максимальном потоке, 
задача о потоке минимальной стоимости, задача о спросе и предложении, задача синтеза сети 
с заданными пропускными способностями и т.д.

Посмотрим, как решается в монтажно-коммутационном пространстве задача о спросе и 
предложении. Каждый «источник» или «сток» электрических связей (например, микросхема) 
со своим «предложением» в ( )iA X  единиц или «спросом» в ( )jB Y  единиц (количеством «отхо-
дящих» или «подходящих» проводников) создаёт поток, который всюду должен удовлетво-
рять спрос предложением, не превышать пропускных способностей рёбер (сечений), миними-
зировать стоимость потока, если под стоимостью ( ),k lD X Y  доставки единицы продукта из kX  
в lY  понимать длину связи (длину ребра или длину кратчайшего маршрута) между элементами 

kX  и .lY
Для произвольного графа (сети) ( ),, ;L X U P  имеющего источники X S∈  (активные эле-

менты, из которых выходят проводники, соответствующие им вершины ,i jO O ), промежуточ-
ные вершины R  (пассивные зоны, в которых нет ни источников, ни стоков, и соответствую-
щие им вершины 1 ,  .. 2 ,  .. 3 ,  .. 4i j i j  в конверт-графе), стоки ,T  ,( )V X Y  – поток по ребру 
( , ),X Y  пропускные способности рёбер ( ),,C X Y  длины рёбер ( ),,D X Y  предложение ( )A X  во 
множестве вершин ,X  являющихся множеством источников ( )S  и спрос ( )B X  в вершинах 
стоков ( ).T  Задача состоит в построении допустимого потока, минимизирующего длину свя-
зей, т. е. маршрутов кратчайшей длины (простых цепей), так, чтобы

( ) ( ) ( )
( ) ( )
( ) ( ) ( )

,  –  ,     ;
,  –  ,   0         

( )

 ;
,  –  ,     ;  

0 , ( ),

V x X V X x A X X S
V x X V X x X R
V x X V X x B X X T

V X Y C X Y

∈
= ∈
− ∈

≤

≤
≤ ≤

и можно было бы минимизировать сумму по всем рёбрам ,u U∀ ∈  в которой под знаком сум-
мы стоит ( , ) ( , ),D X Y V X Y⋅  где ( ),A X  ( ),B Y  ( , )C X Y  – положительные, а ( , )D X Y  – неотри-
цательные целые числа. Решение этой задачи приносит необходимые условия для последую-
щей трассировки – в любом сечении монтажно-коммутационного пространства ресурс 
достаточен для проведения трасс наикратчайшей длины. 
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Основное отличие данного метода от всех известных подходов к совместному решению за-
дач размещения и трассировки состоит в том, что он оперирует не вертикальными и горизон-
тальными магистралями, каналами и частными ограничениями на них. В этом методе маги-
страль или канал обобщается и становится частью плоскости («пластиной»), которая по трём 
координатам (по горизонтали, по вертикали, на другие «пластины», лежащие «над» или «под» 
исходной в случае многослойной трассировки) гарантирует своими пропускными способно-
стями проведение нужного числа связей кратчайшей длины. При этом гарантия доставляется 
аппаратом «потоки в сетях» на всё монтажно-коммутационное пространство.

Отметим, что существенен этап, на котором электрическая схема приводится к «потоко-
во-пригодному» виду. В этом случае требуется, в частности, чтобы не существовало рёбер, 
соединяющих между собой вершины окрестностей первого порядка 1( )R S  источника или 

1( )R T  стока.
Источник ( )X S  и сток ( )X T  – это множество активных вершин сети, произвольно разби-

тых на эти классы. Они соединяются искусственными рёбрами (с бесконечными пропускны-
ми способностями и с нулевыми длинами) с дополнительными вновь вводимыми вершинами 
S  и T  («истинные» источник и сток).

Для решения многопродуктовой сетевой задачи оказалось необходимым, чтобы вершины 
сети, смежные с ( )X S  и ( ),X T  не были смежны между собой. Такое свойство любой схеме, 
графу или сети привносится понятием К-дольного графа и построением таких К-дольных гра-
фов с помощью математического аппарата «раскраска вершин графа». Правильная K-раскра-
ска вершин графа ( , ; )L X U P  в K цветов приводит к разбиению множества вершин X  графа 
на K  непересекающихся подмножеств 1 2,  , ,  KX X X  или K  одноцветных классов

( ) ( ) ( ), ,  ,   ,    1| .. .i j i j ii j X u X U K X K X X X i K≠∀ ∈ → = ∪ =

Графы, хроматическое число которых 3( ,)Lχ >  при преобразовании в «потоково-пригод-
ный» вид начинают терять некоторые рёбра, так что модель становится не релевантной дей-
ствительности. К счастью, как показало исследование, при работе с реальными электрически-
ми цепями можно утверждать – гипотеза Y: любая практическая электрическая схема в 
«потоково-пригодном» виде трижды раскрашиваема.

Несколько слов о труднорешаемости задачи оптимальной раскраски. 
При    2( )K Lχ= =  задача разрешима за полиномиальное время. Но при всех фиксиро-

ванных 3,K >  а также для 3K =  и плоских графов, степени вершин которых не превосхо-
дят 4, задача NP-полна. В общем случае задача может быть решена за полиномиальное время 
для графов, не имеющих вершин степени выше 3.
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МАССОПЕРЕНОС В КАПИЛЛЯРНО-ПОРИСТОЙ СТРУКТУРЕ 
ДРЕВЕСНОЙ РАСТИТЕЛЬНОСТИ

Воронежский государственный лесотехнический университет им. Г. Ф. Морозова

Р. А. Кораблев, В. П. Белокуров, А. А. Штепа, Э. Н. Бусарин

Аннотация. Современные представления о капиллярно-пористых телах, к которым в 
первую очередь относится растительно-древесный покров, включает комплекс научных 
знаний в области молекулярной физики, термодинамики и теорем тепло- и массопере-
носа. Теоретические и экспериментальные методы исследования позволяют определить 
процессы влагопереноса, которые связаны с влагосодержанием в капиллярно-пористых 
материалах растительного покрова. Термодинамические параметры массопереноса и их 
градиенты при этом имеют принципиальное значение. В статье рассмотрены нестацио-
нарные процессы тепло- и массопереноса влияющие на рост и развитие капиллярно-по-
ристых материалов растительного древесного покрова.
Ключевые слова: массоперенос, теплообмен, капиллярно-пористое тело, раститель-
но-древесный покров, молекулярная физика, термодинамика, теорема, методы, параме-
тры, исследование, фильтрация, величины.

Процесс фильтрационного массопереноса в капиллярно-пористой структуре древесной и 
кустарниковой растительности представляет собой интерес и нуждается в теоретических ис-
следованиях.

При рассмотрении процесса массопереноса влаги и других питательных веществ в фито-
массе растительного покрова следует отметить, что древесный растительный покров обладает 
специфическим кольцеслоистым, волокнистым строением, с анизотропией основных терми-
ческих, массообменных и структурных свойств по трем главным направлениям. Кроме ани-
зотропии, каждая древесная порода обладает сугубо индивидуальными, присущими только 
ей свойствами. Поэтому исследования как в теоретическом, так и в экспериментальном плане, 
такого сложного капиллярно-пористого анизотропного материала являются весьма трудоем-
кими. Произрастание древесного растительного покрова характеризуется биологическими 
процессами за счет интенсивности явления термо-влагоциклирования. В этом случае в рас-
тительных материалах возникают градиенты по температуре, давлению и влажности, кото-
рые порождают явления термо-влагопроводности, иначе говоря, фильтрационные процессы 
влажности и питательных веществ [1–4].

Исследование массопереноса в растительном древесном покрове экспериментальным пу-
тем осложняется необходимостью варьирования целого ряда параметров, характеризующих 
фильтрационные процессы и структуру капиллярно-пористого строения. Учесть все фак-
торы является весьма сложными, а недооценка в экспериментах какого-то фактора может 
привести к тому, что найденный результат будет далек от оптимального, характеризующего 
действительные процессы роста древесного растительного покрова. Это свидетельствует об 
актуальности теоретических исследований, позволяющих устанавливать влияние различных 
термодинамических параметров и их градиентов на фильтрационные процессы в капилляр-
но-пористых древесных материалах. Экспериментальные исследования в данном направле-
нии являются не только трудоемкими, но и весьма длинными во времени и имеют низкую 
адекватность повторяемых экспериментальных результатов. Поэтому целью данного иссле-
дования является теоретический подход на основе термодинамики к процессам фильтрации 
влаги с растворенными в ней питательными веществами в капиллярно-пористой структуре 
древесных материалов [4–6].
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В статье рассмотрен процесс массопереноса влажности с растворенными в ней питатель-
ными ферментами в капиллярно-пористой среде, к которой, в первую очередь, относится рас-
тительный покров древесных материалов, рассматриваемый в исследованиях. 

Известно, что рост и развитие древесного покрова обеспечивается как влажностью с рас-
творенными в ней питательными ферментами, так и другими условиями необходимыми для 
фотосинтеза, который осуществляется за счет солнечной энергии. В этом случае в раститель-
ных материалах за счет термо- и влагоциклирования возникают градиенты по температуре, 
влажности и давлению, которые порождают явления влагопроводности в капиллярно-пори-
стых растительных материалах. Причем, чем больше в растительном древесном покрове гра-
диенты, тем существеннее происходят в растениях биологические (физиологические) про-
цессы. С этой целью при рассмотрении фильтрационного процесса в капиллярно-пористых 
древесных материалах наряду с законом термодинамики использовалась в исследовании тео-
рия тепло- и массопереноса.

Использование в статье теоретических исследований по массопереносу в капиллярно-по-
ристой структуре древесной растительности позволяет установить влияние различных пара-
метров и их градиентов на процесс роста и развития древесно-растительного покрова. Для 
этого рассматривается термодинамика процесса роста древесного покрова. Так, согласно пер-
вому закону термодинамики, элементарное количество тепла ,dQ  подведенное из вне к капил-
лярам растущего древесного покрова, будет расходоваться на элементарное изменение вну-
тренней энергии dU  и на элементарное совершение работы dL  по совершению фильтрации 
по капиллярам как влажности, так и других питательных ферментов, влияющих на рост дре-
весного покрова, то есть [7–9]

	 ,dQ dU dL= + 	 (1)
В уравнении (1) величина элементарной внутренней энергии dU  может быть определена 

через энтальпию ( ),i  то есть
	 i u pv= +    или   ,u i pv= − 	 (2)

где i  – удельная энтальпия влаги и питательных веществ, Дж/кг; u  – удельная внутренняя 
энергия влаги и питательных веществ, Дж/кг; p  – давление, обеспечивающее фильтрации 
влаги и питательных веществ, Па; v  – удельный объем влаги и питательных веществ, м3/кг.

Так как 
	 ( ),U mu m i pv= = − 	 (3)

где m  – масса жидкости в растворенными в ней питательными ферментами (является величи-
ной переменной).

То полный дифференциал элементарной внутренней энергии dU  в уравнении (1) будет
	 ,dU mdu udm= + 	
или с учетом зависимости (3) имеем
	 ( ) ( ) .dU md i pv i pv dm= − + − 	 (4)
Окончательно после преобразования (4)
	 .dU idm mdi Vdp= + − 	 (5)
Так как в процессе экспериментальных исследований измеряемыми параметрами являют-

ся внутреннее избыточное давление ( )p  в капиллярах (давление при котором происходит 
фильтрация влаги и других питательных веществ) и температура ( ),T  то ( )i  и ( )di  выразим 
через эти измеряемые величины. При этом необходимо учитывать, что величина ( )p  опреде-
ляется датчиками тургесцентности, а ( )T  является абсолютной температурой, то есть 

C 273,16 C.T t= ° + °  Тогда, учитывая, что энтальпия является параметром состояния, ее пол-
ный дифференциал может быть представлен в виде

	 ( ) .p
p T T

i i u pvdi dT dp C dT dp
T p p

   ∂ ∂ ∂ + = + = +    ∂ ∂ ∂     
	 (6)
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Окончательно, после преобразования (6) имеем

	 ,p
T

vdi C dT p v dp
p

  ∂
= + +  ∂  

	 (7)

где pC  – изобарная теплоемкость влаги с растворенными в ней питательными веществами, 
Дж/кг·град.

Так как [9, 12] 

	 ,
pT

v vp T
p T

 ∂ ∂ = −   ∂ ∂  
	 (8)

то уравнение (7) будет следующим

	 .p
p

vdi C dT T v dp
T

 ∂ = − −  ∂   
	 (9)

Из уравнения (9) следует

	 0
0

( ) .
p

p

vi i T v T dp
T

 ∂ = + −  ∂   
∫ 	 (10)

Подставляя значения (9) и (10) в равенство (5) по определению dU  имеем

	 0
0

( ) .
p

p p p

i v vdU m dT m v T dp i T v T dp dm Vdp
T T T

    ∂ ∂ ∂      = + − + + − −         ∂ ∂ ∂             
∫ 	 (11)

После преобразования уравнения (11) окончательно получим выражение для расчета 
первого слагаемого в уравнении (1), то есть величины элементарного изменения внутренней 
энергии, а именно

	 .
p p

i vdU idm m dT m T v dp Vdp
T T

 ∂ ∂   = + − − −    ∂ ∂     
	 (12)

В уравнении (1) определим второе слагаемое ,dL  то есть работу по фильтрации влажности 
с растворенными в ней питательными веществами в капиллярах древесной растительности. 
Учитывая, что объем V  ( )V m v= ⋅  занимаемый в капиллярах влажностью и другими пита-
тельными ферментами можно принять постоянной величиной (где v  – удельный объем влаги 
и питательных веществ, м3/кг). При этом масса влаги и других питательных ферментов ( )m  
является величиной переменной. В этом случае величина ( )dL  может быть выражена

	 dL pvdm= − 	 (13)
где pv  – работа по фильтрации (проталкиванию) жидкости с растворенными в ней питатель-
ными веществами. 

Для определения dQ  в уравнении (1) принимаем, что прогрев капиллярно-пористого дре-
весного материала площадью ( )F  за время ( )dτ  осуществляется исключительно теплопрово-
дностью. Тогда на основании закона Фурье запишем 

	 ,dtdQ Fd
dx

λ τ= − 	 (14)

где λ  – коэффициент теплопроводности жидкости в капиллярах с растворенными в ней пи-
тательными веществами, Вт/м·°С; t  – температура жидкости в капиллярах с растворенными в 
ней питательными веществами, выраженная в градусах Цельсия, °С; x  – рассматриваемая ко-
ордината, м.

Подставляя (12)–(14) в уравнении (1) получим [10–14]

	 .
p p

dt i vFd idm m dT m v T dp Vdp vpdm
dx T T

λ τ
 ∂ ∂   − = + + − − −    ∂ ∂     

	 (15)
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После преобразования уравнения (15) имеем

	 .
p p

dt i vFd idm m dT mT dp pVdm
dx T T

λ τ ∂ ∂   − = + − −   ∂ ∂   
	 (16)

В уравнении (16) левую и правую части разделим на ( ),dτ  в результате получим

	 .
p p

dt dm i dT v dp dmF i m mT pv
dx d T d T d d

λ
τ τ τ τ

∂ ∂   − = + − − −   ∂ ∂   
	 (17)

В уравнении (17) для расчета параметров ( ) ,
p

v T∂ ∂  и ( ) p
i T∂ ∂  энтальпии ( )i  для жидко-

сти с растворенными в ней питательными веществами используем уравнение Клайперо-
на-Менделеева. Как следовало ранее, при проведении экспериментов может измеряться лишь 
давление при фильтрации ( )p  с помощью датчиков тургесцентности и температура ( )T  с по-
мощью термопар, то

	 ( , )pv RTZ p T=    или   ( , ),pV mRTZ p T= 	 (18)
где ( , )Z p T  – коэффициент сжимаемости, определяется по графикам или из соответствующих 
таблиц; R −  постоянная, определяется по таблицам, Дж/кг·град.

Из уравнения (18) вычисляется ( ) p
v T∂ ∂ . Энтальпия определяется по уравнению (10)

	 2 1
0

( , ) ( , ) .
p

p

vi p T i p T v T dp
T

 ∂ = + −  ∂   
∫ 	 (19)

После этого определяется ( ) .
p

i T∂ ∂
В уравнении (17) неизвестной остается только лишь одна величина ( ),m  характеризующая 

массу жидкости с растворенными в ней питательными веществами и находящейся в капил-
лярах, которая может быть определена из уравнения (18) 

	 .pVm
RTZ

= 	 (20)

Таким образом, использование уравнения (17) позволяет проследить влияние таких основ-
ных факторов как градиенты влажности (через параметр ( )m ), температуры и давления на 
фильтрационный процесс в капиллярно-пористой среде древесных материалов. Рост и изме-
нение в связи с этим капиллярно-пористого древесного материала существенно зависит от 
состояния фильтрационного процесса массопереноса влажности и других питательных ве-
ществ. Это явление особо наблюдается в капиллярно-пористом древесном материале в зави-
симости от его местоположения от автотранспортной дороги или магистрали, где за счет 
уплотнения почвы происходит снижение фильтрации влаги и питательных веществ из почвы 
[15–18, 20].

Однако следует отметить, что экспериментальные значения параметров ( ,λ  ,v  )pC  оста-
ются до настоящего времени малоизученными, что затрудняет проводить численные исследо-
вания (расчеты). Поэтому в статье представлены исключительно теоретические исследования 
о влиянии термодинамической энергии на фильтрационный процесс влаги с растворенными 
в ней питательными веществами в капиллярно-пористой структуре растущих древесных ма-
териалов.

Количественная оценка рассмотренных полей потенциалов, влияющих на рост и развитие 
древесного покрова, позволяет оценить качественную сторону процесса, определяемую мас-
сопереносом влаги с растворенными в ней питательными ферментами. Это позволит опреде-
лить и рекомендовать, например, оптимальное расположение древесных лесопосадок от до-
рожного полотна и, самое главное, определить их виды (типы рекомендованных деревьев для 
посадок вдоль автомобильных дорог) [19, 21–22].
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О МЕТОДАХ МОДЕЛИРОВАНИЯ ТРАНСПОРТНЫХ СИСТЕМ,
ДЕМОНСТРИРУЮЩИХ ЯВЛЕНИЕ ПАРАДОКСА БРАЕСА

Воронежский государственный университет

О. Г. Корольков, Е. А. Струкова, А. А. Перфильева

Аннотация. Настоящая работа посвящена описанию и анализу методов моделирования 
транспортных систем, в которых имеет место явление парадокса Браеса. Рассматрива-
ются такие подходы, как аналитическое моделирование и имитационное моделирование. 
Приводятся преимущества и недостатки всех рассматриваемых подходов, анализируются 
перспективы их обобщения на транспортные системы, демонстрирующие явление инду-
цированного спроса.
Ключевые слова: математическое моделирование, аналитическая модель, имитационная 
модель, индуцированный спрос, парадокс Браеса.

Введение

Объектом исследования настоящей работы является транспортная система, в которой 
имеет место явление парадокса Браеса [1–3]. Данное явление заключается в том, что добавле-
ние дополнительных мощностей в сеть при условии, что двигающиеся по сети сущности мо-
гут сами выбирать свой маршрут, может снизить общую производительность. Моделирование 
систем, демонстрирующих данное явление, может найти применение в задачах планирования 
и оптимизации дорожных сетей с целью снижения автомобильных заторов, а также в задачах 
управления транспортными потоками.

Работа содержит пять разделов. В первом разделе даётся общее описание транспортной 
системы, в которой имеет место явление парадокса Браеса. Во втором разделе приводится 
пример аналитической модели рассматриваемого явления. В третьем и четвёртом разделах 
описываются способы построения имитационных моделей. Наконец, в пятом разделе при-
водятся преимущества и недостатки всех рассмотренных подходов, делаются выводы отно-
сительно применимости рассмотренных подходов к моделированию тех или иных транс-
портных систем.

1. Общее описание транспортной системы, в которой имеет место явление парадокса Браеса

На рис. 1 представлена схема типичной транспортной системы, в которой может возник-
нуть явление парадокса Браеса. Дорожная сеть состоит из четырёх участков: двух «широких», 
но «длинных» (A и B) и двух «узких», но «коротких» (a и b), а также из короткой соединитель-
ной дороги X , которую для удобства иногда называют «мостом». В отсутствие моста автомо-
билисты распределяются по маршрутам Ab и aB равномерно. При открытии же моста получа-
ется, что всё больше и больше водителей предпочитает наименее длинный маршрут ,ab  что 
перегружает участки a и ,b  приводя к увеличению времени в пути для всех без исключения.

2. Аналитическое моделирование

Рассмотрим математическую модель, основанную на эмпирических формулах, выражаю-
щих время проезда по тому или иному участку дорожной сети в зависимости от количества 
автомобилей на этом участке.
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Предположим, что время проезда по «широким» участкам A  и B  не зависит от числа ав-
томобилей и составляет At  и Bt  минут соответственно, тогда как время проезда по «узким» 
участкам a  и b  определяется плотностью потока и равно соответственно

a a at k n= ⋅  и  ,b b bt k n= ⋅
где ,an  bn  – количество машин на соответствующем участке дорожной сети, ,ak  bk  – положи-
тельные коэффициенты пропорциональности, характеризующие  пропускную способность 
соответствующих участков дорожной сети.

Исследуем зависимость среднего времени проезда из пункта S  в пункт F  от количества 
автомобилей, выбравших для проезда короткий маршрут ,ab  и определим такое их количе-
ство, при котором среднее время проезда из пункта S  в пункт F  минимально.

Предположим, что всего по данной сети из пункта S  в пункт F  движется N  автомобилей. 
Пусть маршрут ab  выбрало abn n=  автомобилей (где 0,n N∈ ), тогда как на маршруты Ab  и 
aB  отправилось поровну автомобилей, т.е.

2Ab aB
N nn n −

= =  автомобилей.

В дальнейшем будем предполагать, что число N  достаточно велико, и поэтому величины 
N  и n  допустимо рассматривать как вещественные числа, что позволит представить среднее 
время проезда из пункта S  в пункт F  в виде функции вещественного аргумента .n

Тогда общее количество автомобилей, использующих участки a  и ,b  составляет соответ-
ственно

,
2 2a b

N n N nn n n − +
= = + =

тогда как участки A  и B  использует соответственно

2A B
N nn n −

= =  автомобилей.

Определим время поезда по каждому из маршрутов ,ab  Ab  и aB  соответственно:
,ab a bt t t= +   ,Ab A bt t t= +   .aB a Bt t t= +

Выразим зависимость среднего времени Mt  проезда из пункта S  в пункт F  от количества 
n  автомобилей, выбравших для проезда короткий маршрут :ab

( )1 .M ab ab Ab Ab aB aBt t n t n t n
N

= ⋅ + ⋅ + ⋅

После несложных выкладок получаем

( ) ( )
21 .

2 2M a b a b
N n N nt k k t t

N
 + − = + ⋅ + + ⋅     

Несложно видеть, что зависимость среднего времени Mt  от n  представляет собой квадра-
тичную функцию с положительным коэффициентом при 2 ,n  и поэтому точка её минимума 

minn  определяется следующим образом:

Рис. 1. Схематическая модель транспортной системы, 
в которой имеет место явление парадокса Браеса
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Итак, при определённых значениях параметров оптимальным распределением автомоби-

лей по маршрутам может быть как конфигурация «без моста» (соответствующая тому случаю, 
когда min 0n = ), так и конфигурация «все машины выбирают короткую дорогу» (соответствую-
щая тому случаю, когда minn N= ). При этом на оптимальное значение minn  оказывают влияние 
как характеристики отдельных участков дорожной сети (время проезда по «широким» участ-
кам), так и общее количество автомобилей во всей сети. Отметим, что улучшение характери-
стик «широких» участков дорожной сети (уменьшение времени ,At  Bt ) ожидаемо приводит к 
уменьшению значения min ,n  тогда как улучшение характеристик «узких» участков (повышение 
их пропускной способности за счёт уменьшения коэффициентов ,ak  bk ) – к увеличению min .n  
При этом увеличение общего количества автомобилей в дорожной сети приводит к уменьше-
нию оптимального значения min .n

На рис. 2 представлены графики зависимости времени ,Mt  ,abt  Abt  и aBt  проезда из пункта 
S  в пункт F  от количества n  автомобилей, выбравших для проезда короткий маршрут ab для 

4000N =  автомобилей, 0.01,a bk k= =  45a bt t= =  минут.

Как видно из графика, при небольшом перераспределении автомобилей на короткий марш-
рут среднее время Mt  немного снижается по сравнению временем проезда при конфигурации 
«без моста». Однако снижение это крайне незначительно и достигается за счёт увеличения 
времени движения по участкам Ab  и ,aB  которое всегда больше времени проезда по коротко-
му участку ,ab  что неминуемо приводит к дальнейшему увеличению n  и значительному росту 
среднего времени Mt  – даже по сравнению с тем случаем, когда дополнительной дороги не 
было. В худшем случае при увеличении общего количества автомобилей N  может оказаться, 

Рис. 2. Графики зависимости времени проезда по дорожной сети от количества автомобилей, 
выбравших короткий маршрут, при 4000,N =  0.01,a bk k= =  45a bt t= =
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что наиболее выгодным окажется проезд вообще по самому длинному маршруту ,AB  кото-
рый при данном моделировании не рассматривался.

В итоге можно сделать вывод, что отрицательный эффект от переполнения коротких участ-
ков a  и b  намного превышает положительный эффект от небольшого перераспределения ав-
томобилей на короткий маршрут. Таким образом, строительство моста при определённых зна-
чениях параметров системы не просто не улучшает дорожную обстановку, а существенно 
ухудшает её.

3. Имитационное моделирование с использованием 
специализированных инструментальных средств

Рассмотрим другой подход к исследованию явления парадокса Браеса, а именно имита-
ционное моделирование. Разработку и реализацию имитационных моделей исследуемых 
транспортных систем можно проводить как с использованием специализированных инстру-
ментальных средств, так и без них. Одним из инструментальных средств моделирования 
транспортных систем является среда имитационного моделирования AnyLogic. В данном раз-
деле описываются возможности, которые среда AnyLogic предоставляет для моделирования 
рассматриваемых транспортных систем, а также основные особенности реализации моделей.

Разработка имитационной модели транспортной системы начинается с создания схемы до-
рожной сети и соответствующей ей диаграммы движения автомобилей. Схему собирается из 
элементов библиотеки дорожного движения, соответствующих дорогам, перекрёсткам и т. д. 
При этом для стабилизации времени проезда по более длинным участкам рассматриваемой 
дорожной сети удобно использовать увеличивать количество полос, не корректируя при этом 
скорость автомобилей. Примеры реализации схемы дорожной сети и соответствующей ей ди-
аграммы движения автомобилей представлены на рис. 3 и 4.

Рис. 3. Пример реализации общей схемы транспортной сети 
средствами библиотеки дорожного движения среды AnyLogic

Рис. 4. Пример реализации диаграммы движения автомобилей 
по транспортной сети средствами библиотеки дорожного движения среды AnyLogic
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Для функционирования дорожной сети необходимо обеспечить запуск автомобилей из 
начальной точки, выбор им того или иного маршрута, а также перемещение в направлении 
финиша. Решение этих задач может быть достигнуто, например, при помощи перекрёстков, 
один из которых служит стартом, другой обеспечивает выбор маршрута («с мостом» или «без 
моста»), а третий выполняет функцию финиша (см. рис. 3).

В библиотеке дорожного движения среды AnyLogic возможно использование автомобилей 
с предустановленными характеристиками, так и обладающих необходимыми параметрами. 
Для этого необходимо определить пользовательский класс автомобиля. Предусмотрено созда-
ние параметров, которые позволяют считывать время проезда по каждому из участков сети и 
передавать эти данные другим автомобилям, чтобы те выбирали наиболее быстрый путь.

Также среда AnyLogic предоставляет возможности для автоматизированного сбора стати-
стики. Для этой цели могут быть использованы массивы данных, которые получают от каждо-
го автомобиля время проезда по определённым участкам сети, а также по всей сети. В качестве 
визуального сопровождения для собранных данных на экран можно вывести гистограмму 
времени проезда и среднее время проезда, как общее, так и для каждого из участков.

4. Программирование имитационных моделей

В данном разделе описывается примерная структура программируемой имитационной мо-
дели, демонстрирующей исследуемое явление. При этом необходимо спроектировать и реали-
зовать структуры данных, моделирующие основные объекты имитационной модели, а также	
разработать и реализовать алгоритмы функционирования этих объектов и системы в целом.

К основным объектам имитационной модели относятся участок дороги, перекрёсток и ав-
томобиль.

К основным свойствам объекта «Участок дороги» могут относиться: имя; длина; количе-
ство полос; тип начальной и конечной точки (стартовая точка всего маршрута, финишная точ-
ка всего маршрута, перекрёсток); список автомобилей.

К основным свойствам объекта «Перекрёсток» могут относиться: тип перекрёстка (со све-
тофором, кольцевой, со стоп-знаками и т.д.); ссылки на дороги, примыкающие к данному пе-
рекрёстку; какие-либо структуры данных, отвечающие за режим работы перекрёстка.

К основным свойствам объекта «Автомобиль» могут относиться: скорость; принадлеж-
ность какой-либо дороге; координата на данной дороге; время в пути.

Предполагается, что рассматриваемая имитационная модель обладает дискретным време-
нем. На каждом временном шаге система переходит в новое состояние, для чего необходимо 
реализовать алгоритмы, изменяющие состояние всех объектов транспортной системы и от-
вечающие в первую очередь за перемещение автомобилей по дорожной сети: как в пределах 
одного участка сети, так и между различными участками и перекрёстками. При этом должны 
быть рассмотрены различные стратегии выбора маршрута.

Кроме того, необходима реализация дополнительных модулей или процедур, осуществля-
ющих сбор статистики транспортной системы для определения таких параметров, среднее ко-
личество автомобилей на том или ином участке маршрута, среднее время прохождения марш-
рута по дорожной сети и т. д.

Сценарий симуляции работы транспортной системы включает в себя создание автомоби-
лей и размещение их в начальной точке маршрута, процесс передвижения автомобилей по 
дорожной сети в направлении финишной точки, сбор статистики.

5. Анализ преимуществ и недостатков рассмотренных подходов к моделированию

Проанализируем сначала подход, представленный в первом разделе. С одной стороны, его 
удобство заключается в простоте математических выкладок. С другой стороны, эта простота 
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обеспечивается предположением об обратной зависимости времени проезда по узким участ-
кам дорожной сети от количества проезжающих по этому участку автомобилей. В действи-
тельности же эта зависимость может иметь более сложную форму.

Таким образом, аналитическая модель обладает следующими недостатками. Во-первых, в 
ней не учитывается распределение автомобилей во времени и в пространстве, что не позволяет 
выявить конкретные ситуации, сложившиеся на том или ином участке маршрута. Во-вторых, 
в аналитической модели не учитываются такие факторы, как погода, индивидуальные осо-
бенности вождения, конкретные ситуации, сложившиеся на том или ином участке маршрута, 
а также схема организации дорожного движения на рассматриваемом участке (перекрёстки, 
светофоры и т. д.), что затрудняет применение данной модели к другим схемам. Кроме того, 
расширение моделируемой дорожной сети потребует внесение в модель дополнительных па-
раметров, что увеличит размерность оптимизируемой функции и существенно усложнит по-
иск оптимальной конфигурации дорожной сети.

В отличие от аналитических, имитационные модели позволяют воспроизводить поведение 
исследуемой транспортной системы во времени с учётом её стохастического характера, а так-
же особенностей взаимодействия отдельных участников дорожного движения.

Преимущества реализации имитационных моделей инструментами среды AnyLogic обу-
словлены удобством их использования, к которым относятся: интуитивно понятный поль-
зовательский интерфейс; наличие достаточного количества библиотечных компонентов, по-
зволяющих автоматически реализовывать происходящие в транспортной системе процессы и 
собирать статистические данных; возможность создания пользовательских классов, обладаю-
щих теми параметрами, которые необходимы при моделировании конкретной транспортной 
системы; возможность визуализации процессов, происходящих в моделируемой транспорт-
ной системе.

Естественно, у данной среды имеются также определённые недостатки и ограничения. К 
ним относится и высокая нагрузка на компьютер во время моделирования, и ограничения по 
времени симуляции в бесплатной версии ПО, что затрудняет получение абсолютно полных 
статистических данных, а также ставит под вопрос возможность расширения спроектирован-
ной модели.

Также необходимо отметить, что использование заранее подготовленных компонентов би-
блиотеки влечёт и определённые неудобства, связанные с недостаточной гибкостью: к приме-
ру, отсутствие параметра «Длина» у элемента «Дорога» затрудняет контроль над моделью, а 
запрограммированное поведение некоторых компонентов иногда вносит в модель не относя-
щиеся к рассматриваемому явлению локальные факторы.

В отличие от построения имитационных моделей при помощи специализированных ин-
струментальных средств, программирование имитационных моделей ставит перед необходи-
мостью вручную реализовывать как процессы, имеющие место в транспортной системе, так 
и их визуализацию, а также сбор статистики. Тем не менее данный подход обладает большей 
гибкостью, а также позволяет строить расширяемые модели различных транспортных систем.

Таким образом, имитационное моделирование с использованием специализированных ин-
струментальных средств может быть удобно в случае небольших транспортных систем. Если 
же требуется моделирование крупной системы и предполагается получение больших объёмов 
статистических данных, наиболее уместным вариантом представляется программирование 
имитационной модели.

Заключение

В настоящей работе рассмотрены и проанализированы подходы к моделированию транс-
портных систем, демонстрирующих явление парадокса Браеса: аналитическое моделирование; 
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имитационное моделирование с использованием специализированных инструментальных 
средств; программирование имитационных моделей. Описанные в статье методики и сделан-
ные выводы могут служить отправной точкой для разработки и программной реализации 
имитационных моделей различных транспортных систем, в которых имеет место явление ин-
дуцированного спроса.
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РАСПОЗНАВАНИЕ ЦВЕТНЫХ ИЗОБРАЖЕНИЙ 
С ИСПОЛЬЗОВАНИЕМ РЕКУРРЕНТНЫХ НЕЙРОННЫХ СЕТЕЙ 
В СРАВНЕНИИ СО СВЕРТОЧНЫМИ НЕЙРОННЫМИ СЕТЯМИ

Воронежский государственный университет

М. И. Кострюкова, Н. М. Новикова

Аннотация. В данной работе исследуется распознавание цветных изображений с помо-
щью искусственных нейронных сетей (соответственно, метод анализа данных – нейросе-
тевой), а также анализ качества этого распознавания. Сравниваются два вида нейронных 
сетей – свёрточные и рекуррентные. Обучение осуществляется методом обратного рас-
пространения ошибки. В ходе исследований было рассмотрено два вида искусственных 
нейронных сетей для задачи распознавания цветных изображений, спроектированы архи-
тектуры сверточной и рекуррентной нейронных сетей, разработан и программно-реали-
зован алгоритм обучения, проведен вычислительный эксперимент, сравнены результаты.
Ключевые слова: свёрточные нейронные сети, рекуррентные нейронные сети, распозна-
вание образов, кибернетика, метод обратного распространения ошибки.

Введение

Технология искусственных нейронных сетей основана на множестве всевозможных дисци-
плин, таких как математика, статистика, нейрофизиология, компьютерные науки. Их главной 
особенностью является способность обучаться на исходных данных, за счет чего искусствен-
ные нейронные сети находят свое применение в разнообразных областях. Одним из таких 
применений искусственных нейронных сетей является распознавание образов, которое на 
данный момент можно назвать одним из самых интересных и перспективных направлений 
развития кибернетики [1]. Особое место среди задач распознавания образов занимает распоз-
навание изображений, поскольку в изображениях довольно компактным образом заключен 
большой объем информации

В настоящее время уделяется много внимания распознаванию изображений с помощью 
нейронных сетей. Распознавание лиц на основе когнитронов рассматривается в работе [2]. 
Процесс распознавания занял много времени и оказался сложным и трудоёмким. В [3] описа-
ны основные принципы построения многослойных персептронов на примере распознавания 
цифр. Проанализированы результаты работы  архитектуры в зависимости от числа обучаемых 
параметров. В работе [4] рассмотрены исследования многослойных нейроподобных структур 
и алгоритмы их динамического синтеза для задач распознавания образов. Представлены ре-
зультаты в области обучения и до обучения сверточных нейронных сетей с применением ал-
горитмов роста их структур. Показано, что такие сети обладают стабильной помехоустойчи-
востью к распознаванию.  

Во  всех рассмотренных работах используются черно-белые изображения, которые описы-
ваются малым объемом данных. Возникает актуальная задача исследования нейронных сетей 
для распознавания цветных изображений, отличающихся большим объемом данных. 

Цель статьи заключается в исследовании возможности применения рекуррентных нейрон-
ных сетей для распознавания цветных изображений и в сравнении эффективности распозна-
вания со свёрточными нейронными сетями.
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1. Материалы и методы

Для сравнения со сверточными нейронными сетями, являющимися лидерами в задачах 
распознавания и классификации изображений, были выбраны рекуррентные нейронные 
сети, а именно сети с долговременной и кратковременной памятью (LSTM), ячейка которой 
представлена на рис. 1.

Программный продукт, написанный в ходе исследований, относится к прикладному 
программному обеспечению. Он написан на языке Python с использованием дистрибутива 
Anaconda, а именно на ее компоненте под названием – Jupyter Notebook, являющейся мощным 
инструментом для интерактивной разработки. Алгоритм программы условно можно разде-
лить на следующие этапы: 

• загрузка и обработка данных, 
• определение архитектур моделей и их компиляция,
• обучение моделей,
• оценка моделей.

2. Загрузка и обработка данных

Подготовленный для распознавания сравнительно небольшой датасет состоял из 4-х ты-
сяч изображений, по тысяче на каждый класс, скачанных из поисковой сети Google. Первона-
чально датасет содержал изображения разного разрешения, далее каждое из них было приве-
дено к формату 64 64×  пикселя, поскольку составленная нейросеть принимает на вход данные 
именно этого формата. Чтобы иметь возможность работать с изображениями, было необхо-
димо преобразовать каждое из них в матрицу пикселей, и, так как цветовая модель – RGB 
(изображения имеют три канала), то эта матрица является трехмерной, размера 3 ,m n∗ ∗  где 
m  и n  – высота и ширина изображений соответственно .6 )4(m n= =  Далее каждое значение 
матрицы пикселей масштабировалось к диапазону [0, 1], а метки, обозначающие, к какому 

Рис. 1. Долгая краткосрочная память
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классу принадлежит каждое из изображений, конвертировались в векторы. Вектор [1 0 0 0] 
означает, что рассматриваемое изображение принадлежит к 1-му классу, [0 1 0 0] – ко 2-му и 
так далее.

Поскольку обучающих образцов довольно немного, переобучение (большой разрыв между 
ошибками на тестовой и на обучающей выборке) является проблемой номер один. Для этого 
использовался метод расширения, или, как еще его называют, аугментации, данных. Он за-
ключается в расширении выборки данных для обучения путем модификации существующих 
данных – поворот, сдвиг, обрезание и увеличение изображений.

3. Определение архитектуры модели и ее компиляция

Рекуррентные нейронные сети – это сети с обратными или перекрестными связями между 
различными слоями нейронов. Изначально предложены для обработки последовательностей 
однотипных данных, т.е. порядок предоставления объектов сети имеет важное значение. Ар-
хитектура рекуррентной нейронной сети, используемая в работе, представлена на рис. 2.

При прохождении сигнала по нейронной сети, он может сильно исказиться по математи-
ческому ожиданию и дисперсии, что приведет за собой значительные несоответствия между 
градиентами на разных уровнях. Это явление носит названия ковариационного сдвига. Для 
уменьшения ковариационного сдвига во внутренних слоях нейронной сети, следовательно, 
ускорения обучения, применялось масштабирование входных данных для передачи их на сле-
дующий слой сети, т. е. пакетная нормализация [6]. Пакетная нормализация дает весьма ла-
коничное решение данной проблемы – нормализовать входные данные так, чтобы функция 
активации имела нулевое матожидание и единичную дисперсию для каждого пакета данных 
(батча) на этапе обучения:
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где 1( , , )mB x x= …  – пакет данных (батч), m  – размерность пакета, 0ε >  – параметр, защища-
ющий от деления на ноль, ˆix  – преобразованная функция активации.

Рис. 2. Архитектура модели рекуррентной нейронной сети
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Наконец, так как к исходным данным были применены операции масштабирования и сдви-
га, то позволительны произвольные масштабирование и сдвиг. Таким образом, окончательная 
функция активации имеет вид:

ˆ ,i iy xγ β= +
где β  и γ  – параметры пакетной нормализации, которые можно оптимизировать методом 
градиентного спуска.

Так как рассматриваемая в статье задача относится к многоклассовой однозначной клас-
сификации, в качестве функции потери была выбрана categorical_crossentropy – перекрестная 
энтропия, а функцией активации на последнем решающем слое нейросети стала функция 
softmax.

Функция softmax [10] преобразует вектор z  размерности 4 l =  (количество классов) в век-
тор σ  той же размерности. Координаты полученного вектора трактуются же как вероятности 
того, что объект принадлежит i-му классу, и выглядят следующим образом: 
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Категориальная перекрестная энтропия всегда сочетается с softmax и имеет вид:

log ,
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i

CE B σ= − ×∑
где B  – целевой вектор. К примеру, [ ]1 0 0 0 ,B =  если объект принадлежит к 1-му классу. 

4. Результаты и обсуждение

Обучение модели происходило по методу обратного распространения ошибки на 75 % 
данных, остальные 25 % нужны для оценивания. Первоначально все коэффициенты матрицы 
весов заполнялись случайными числами. Естественно, эти случайные числа не могли нести 
какую-то полезную информацию, они лишь являлись отправной точкой. Потом, на основе 
сигнала обратной связи, веса постепенно корректировались. Цикл обучения нейронной сети 
можно описать следующими шагами [5].

1. Извлекается пакет обучающих экземпляров ,X  в виде массива трехмерных матриц пик-
селей ,A  и соответствующих целей ,Y  в виде массива целевых векторов .B
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  

2. Пакет X  обрабатывается сетью, каждый из слоев которой применяет ко входным дан-
ным простые операции, вовлекающие весовые коэффициенты ,W  которые накапливают по-
лученные нейросетью знания, в итоге получая таким образом пакет предсказаний .predY

3. Вычисляется функция потери ,loss  являющаяся величиной несоответствия между паке-
том предсказаний predY  и целью :Y

( , ).value predloss loss Y Y=
4. Происходит корректировка весов в попытке уменьшить потери на пакете – минимиза-

ция функции потери.
5. Так как все операции в цикле дифференцируемы, уменьшить ошибку можно, опираясь на 

градиент потери каждого весового коэффициента, сдвигая коэффициенты в противополож-
ную от него сторону. Этот метод обучения именуется стохастическим градиентным спуском.
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Существует множество вариантов стохастического градиентного спуска, во многих из кото-
рых приращение W определяется не только из текущего значения градиента, но и по значению 
предыдущего, используя идею импульса (это сделано для того, чтобы не застрять в локальном 
минимуме). Таким является и метод «Adam» (adaptive moment estimation – адаптивная оценка 
момента), использованный в работе, потому что он быстро достигает хороших результатов в 
задачах с шумными и редкими градиентами.

Для оценивания обучения использовалось 25 % данных – т. е. всего 1000 изображений.
Согласно рис. 3, при количестве эпох и размере пакета, равными 100 и 32, соответственно, 

результаты обучения сверточной нейросети следующие:

Результаты обучения рекуррентной нейронной сети при количестве эпох и размере пакета, 
равными 80 и 32, соответственно, представлены на рис. 4.

Для того чтобы описать значение метрик, рассмотрим табл. 1 [8].
Таблица 1

Ошибки классификации
1y = 0y =

ˆ 1y =
Истинно-положительный 

(  )pTrue Positive t−

Ложно-положительный 
(  )pFalse Positive f−  
Ошибка 1-го рода

ˆ 0y =
Ложно-отрицательный 

  )( nFalse Negative f−  
Ошибка 2-го рода

Истинно-отрицательный 
 )(  nNegaTru vee ti f−

Здесь y  – это метка образа, а ŷ  – предсказание нейросети. Таким образом, ошибки клас-
сификации бывают двух видов: 

Рис. 3. Оценивание распознавания свёрточной нейронной сетью

Рис. 4. Оценивание распознавания рекуррентной нейронной сетью
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1-го рода – когда классификатор помечает образ как «true», в то время как он не принадле-
жит классу,

2-го рода – когда классификатор помечает образ как «false», в то время как он принадлежит 
классу.

Пусть , , ,  
p n p nt t f fN N N N  – количество , , , ,p n p nt t f f  соответственно. 

Тогда:
Точность, или precision – это отношение

, p

p p

t

t f

N

N N+

описывающее интуитивно понятную способность классификатора не помечать как «положи-
тельный» образец, являющийся отрицательным.

Полнота, или recall – это отношение 

, p

p n

t

t f

N

N N+

описывающее способность классификатора найти все положительные образцы.
F-мера, или f1-score – это отношение:

2  .precision recall
precision recall

×
×

+
Accuracy, или точность – доля правильных результатов алгоритма:

 .p n

p n p n

t t

t t f f

N N

N N N N

+

+ + +

Support, или поддержка – количество вхождений каждого класса в массив истинных целе-
вых значений .Y

Основываясь на результатах с рис. 3, 4, можно сделать вывод о том, что сверточные нейрон-
ные сети лучше справляются с распознаванием изображений. Рекуррентные нейронные сети 
больше подходят для моделирования последовательных данных, таких как временные ряды, 
тексты на естественном языке или звуковые данные.

Заключение

На основание теории распознавания образов и основных принципов работы нейронных 
сетей представлены компьютерные модели нейросетевого метода распознавания изображе-
ний и их оценка [3, 4]. 

В ходе исследований было выяснено, что сверточные нейронные сети лучше справляются с 
распознаванием изображений, так как рекуррентным сетям важен порядок, они лучше справ-
ляются с последовательной информацией, а шаблоны, изучаемые сверточными сверточными 
нейронными сетями, инварианты относительно переноса.

Трудность рекуррентной сети заключается в том, что если учитывать каждый шаг време-
ни, то становится необходимым для каждого шага времени создавать свой слой нейронов, 
что вызывает серьёзные вычислительные сложности. Кроме того, многослойные реализа-
ции оказываются вычислительно неустойчивыми, так как в них как правило исчезают или 
зашкаливают веса.
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АНАЛИЗ ПРОСТРАНСТВА МНЕНИЙ ЭКСПЕРТОВ 
И ОПТИМАЛЬНЫЙ ВЫБОР КОМПЛЕКТА ПРИБОРОВ

Воронежский институт МВД России

С. Е. Кривобокова, В. А. Родин

Аннотация. В данном докладе мы рассматриваем приборы охраны, однако все алгоритмы 
возможно применять для решения аналогичных задач комплектации любых многопара-
метрических приборов. Исследование двух пространств состоящих из мнений экспертов 
направлено на построение алгоритмов решения задачи оптимального выбора комплекта 
по цене с сохранением уровня желательности. Для сокращения размерности простран-
ства мнений рассматриваются два различных подхода: факторный анализ интегрального 
среднего и построение медианы Кемени. С помощью компьютерной программы выделим 
множество Парето, что позволит по мнению ЛПР выбрать оптимальный комплект.
Ключевые слова: анализ экспертных оценок, факторный анализ, функция Викселля, ме-
диана Кемени, обобщенный показатель, алгоритм Харрингтона, многопараметрическая 
оптимизация, множество Парето, статистический метод проверки гипотез, метод Фосте-
ра – Стюарта, распределение Стьюдента.

Введение

Развитие автоматизированной системы охраны и сигнализации объектов в первоначаль-
ном своем виде в РФ столкнулась с дефицитом российских приборов, отсутствием теории ох-
раны и нестыковкой иностранных приборов с отечественными технологиями. В настоящее 
время предлагаемое большое количество специальных приборов иностранных и отечествен-
ных фирм, выполняющих эквивалентные функции, породило новую задачу. Задачу формиро-
вания оптимального по цене комплекта необходимого числа проборов охраны из допустимо-
го множества, при этом сохраняя высокий уровень надежности комплекта в целом. В данной 
работе применяется термин – уровень желательности, в котором будут учитываться как на-
дежность прибора, так и мнения экспертов. Понятие желательности связано с применением 
алгоритма Харрингтона [1]: объединять различные характеристики прибора или комплекта 
прибора с помощью интегрального показателя, включая паспортные данные. 

В настоящее время в охранной практике присутствует значительное разнообразное мно-
жество приборов и систем различной стоимости и различного производителя. Существуют 
комплексы охранной сигнализации (ОС), пожарной сигнализации (ПС), систем контроля и 
управления доступом (СКУД), систем охранного телевидения (СОТ) и т. д.

Применение подразделениями вневедомственной охраны войск национальной гвардии 
Российской Федерации технических средств охраны (ТСО) и сигнально-противоугонных 
устройств (СПУ), удовлетворяющих Единым требованиям, позволяет обеспечить высокую 
надежность централизованной охраны объектов, квартир, мест проживания и хранения иму-
щества граждан (МПХИГ) и автотранспортных средств (АвТС) за счет внедрения в служеб-
ную деятельность подразделений вневедомственной охраны современных образцов ТСО и 
СПУ с высокими тактико-техническими характеристиками и широкими функциональными 
возможностями [2].

Однако по прежнему актуальной является задача составления из имеющихся средств оп-
тимального по цене комплекта приборов охраны, обладающего также необходимым уровнем 
желательности.



545

В настоящее время каждый прибор определенного целевого назначения может быть по-
ставлен определенной фирмой и относится к многопараметрическим приборам. Часть пара-
метров – надежность (наработка до отказа) и цена устанавливается фирмой-производителем 
прибора. Качественные параметры, такие как защита человека от доступа к опасным токове-
дущим частям прибора, электромагнитная совместимость, устойчивость к климатическим и 
механическим воздействиям, влияние помех и т. д., могут сообщить эксперты. 

Таким образом, каждый отдельный прибор характеризуется набором параметров. Для 
оценки прибора в целом желательно свести весь этот массив данных к одному числу – неко-
торому обобщенному показателю, который бы в полной мере (в соответствии с поставленной 
задачей) описывал состояние прибора. Для формирования такого показателя применяем ал-
горитм Харрингтона – алгоритм унификации всех откликов и параметров. Это достаточно 
популярный и подробно описанный в настоящее время алгоритм, например, в работах [3–8].

Основная цель настоящей работы – исследование двух пространств состоящих из мнений 
экспертов. Исследования направлены на построение алгоритмов решения задачи оптималь-
ного выбора комплекта по цене с сохранением уровня желательности. Решается она графиче-
ски – построением в конце доклада двумерного множества Парето [9].

1. Анализ первого пространства мнений экспертов

Первоначальная эмпирическая группа приборов разбивается на подгруппы по схожести 
параметров. Прибор из группы оценивается экспертами. Количество экспертов определяет 
размерность первого пространства мнений. Это небольшая размерность, но для построения 
дальнейших алгоритмов оптимальной комплектации в работе группа мнений сводиться к 
двум условным экспертам.

В данном исследовании будем рассматривать два принципиально различных подхода пред-
варительного сокращения размерности первого пространства мнений о свойствах исходной 
эмпирической группы приборов. 

Первый подход – выбор формы интегрального среднего из модифицированных мнений 
экспертов. Проводя факторный анализ [10] данной случайной величины, можно сократить 
размерность первого пространства мнений о выборе оптимального мнения до двух условных 
экспертов. При этом, с помощью факторного анализа, статистическими методами убираются 
параметры (мнения экспертов), мало влияющие на интегральное среднее.

В случае, когда имеется нормативно заданная шкала приоритетов, или экспертным мето-
дом каждому фактору kd  определяется свой вес [ )0,1 ,kα ∈  применяют взвешенное среднегео-
метрическое [11]. В качестве обобщенного показателя рассматриваем формулу:
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в порядке убывания. Для удобства чаще используются значения: 1; 0,9; 0,8 и т.д., но, не близкие 
к нулю веса. Формула (1) представляет собой многомерную хорошо известную функцию Коб-
ба – Дугласа [12], или функцию ss [13].

Если прологарифмировать формулу (1), то получим линейную многомерную функцию, до-
пускающую компьютерный анализ на степень влияния различных факторов:
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В качестве переменных частных факторов в формуле (2) используем значения ln ,k ky d=  
получаем линейную функцию: 
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k k
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= ∑ 	 (3)

Второй подход – выбор метрики Кемени и определение медианы и квадратичной медианы 
Кемени, как двух мнений условных обобщенных экспертов [14]. Такой подход с использовани-
ем бинарных отношений между ранжировками позволяет, не зная вида распределения, опре-
делять медиану Кемени как лучшую среднюю [15].

2. Анализ второго пространства мнений экспертов

Первоначально информация с мнениями экспертов о важности (желательности) того или 
иного параметра из множества параметров задается эмпирической таблицей которая запол-
няется по месту работы экспертов и отправляется в центр для обработки.

После изменения данной таблицы с помощью указанных выше подходов переходим к ре-
шению основной задачи: определения оптимального по комплекта приборов из исходного 
множества, но с использованием полученного мнения от двух условных экспертов.

Формируется второе пространство мнений. Точкой в этом пространстве является опреде-
ленный набор, который характеризуется двумя разнонаправленными факторами. Это средняя 
цена набора и определяемая с помощью интегрального показателя желательность этого набора:
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Параметр ν  в формулах (4) «пробегает» все размещения с повторениями. Это – «возмож-
ные наборы чисел длинны – ,k  ( )k m<  составленные из чисел от 1 до m  с возможными повто-
рениями».

Если устроить общий перебор всех возможных размещений с повторениями, то замечаем, 
что задача определения наилучшего состава параметров имеет экспоненциальный рост. Раз-
мерность данного пространства поиска определяется формулой: exp( ln ).N k m= ×

Если k  – достаточно большое число эта задача также имеет экспоненциальный рост. 
Учитывая инвариантность формул (4) относительно перестановок, размерность простран-

ство поиска в докладе можно значительно сократить, используя комбинаторные методы. В на-
шем случае, размерность определяется числом сочетаний с повторениями [16] и равно: 
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В работах [7, 8] показано, что для небольших обьемов k  формула (5) практически приме-
нима для компьютерного графического построения множества точек и выделения множества 
Парето.

Используя графический метод, в работе [8] строится пространство из 15 точек, из которого 
выделяется с помощью разнонаправленных критериев множество Парето (рис. 1).

На графике приведены альтернативы, которые оптимальны по Парето (точки, соединены 
ломанной прямой). Можно заметить, что для ЛПР наиболее оптимальным является комплект, 
обладающий высокой желательностью (0,86) и относительно небольшой стоимостью ( 625 .)≈  
Однако, ЛПР может выбрать любую точку, расположенную на ломанной прямой, в зависимо-
сти от определенных ограничений.
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3. Фильтрация эмпирической таблицы экспертов

Для предотвращения ошибок или произвольного заполнения таблицы мнений экспертов, 
в докладе предлагается использовать метод Фостера – Стюарта [17]. Совокупность оценок 
каждого эксперта можно представить как множество уровней временного ряда. Работая с про-
фессиональными экспертами, логично предположить наличие определенного тренда (устояв-
шегося мнения) в показаниях эксперта. 

Можно выделить нулевые гипотезу: 0H  — статистический разброс эмпирических данных 
настолько велик, что выдвигается гипотеза об отсутствии тренда. В этом случае отсутствие 
тренда можно считать косвенным фактором необъективности или произвольного отношения 
к отчетности. 

Проверку гипотезы об отсутствии тренда, в показаниях определенного эксперта поводим 
автоматизировано по методу Фостера — Стюарта. Распределения ошибок оцениваем с иc-
пользованием распределения Стьюдента [18]. При подтверждении нулевой гипотезы данные с 
показаниями указанного эксперта удаляются из таблицы. 

Полученная профильтрованная таблица считается исходной, и с ней проводят все описан-
ные выше алгоритмы.

Заключение

В данном исследовании решена задача формирования оптимального по цене комплекта 
приборов с сохранением высокого уровня желательности. Исследованы два пространства со-
стоящих из мнений экспертов. Рассмотрены различные подходы сокращения размерности 
первого пространства, а именно выбор формы интегрального среднего из модифицирован-
ных мнений экспертов и определение медианы и среднеквадратичной медианы Кемени. Пред-
варительно исходная таблица с помощью метода Фостера – Стюарта подвергается проверки 
на наличие индивидуального тренда. Используя алгоритм Харрингтона, определили желатель-
ность каждого комплекта приборов. Произвели сокращение размерности второго простран-
ства используя методы комбинаторики. Построили множество Парето с помощью разнона-
правленных критериев и отобрали по мнению ЛПР наилучшие комплекты.

Рис. 1. Множество Парето-оптимальных альтернатив
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НЕЛОКАЛЬНАЯ ТЕПЛОПРОВОДНОСТЬ: АНАЛИЗ ПРИНЦИПА СТАБИЛЬНОСТИ 
ТЕПЛОВОГО ПОТОКА ДЛЯ ДВУМЕРНОЙ ОБЛАСТИ

Московский государственный технический университет имени Н. Э. Баумана

Г. Н. Кувыркин, И. Ю. Савельева, Д. А. Кувшинникова

Аннотация. В работе получена и исследована постановка задачи для проверки принципа 
стабильности теплового потока в рамках нелокальной теории теплопроводности. Основ-
ные соотношения нелокальной теории теплопроводности базируются на интегро-диффе-
ренциальных уравнениях А. К. Эрингена. При помощи метода конечных элементов ре-
шена плоская задача о распространении теплоты в двумерной прямоугольной области из 
структурно-чувствительного материала. Исследованы задачи о воздействии на двумер-
ную прямоугольную область постоянным и точечным тепловым потоком равной вели-
чины. Проведено сравнение полученных решений. В работе показано, что предложенные 
модели позволяют доказать выполнение принципа стабильности теплового потока в не-
локальных средах. Построенное решение может быть использовано для идентификации 
дополнительных физических параметров нелокальной теории теплопроводности на ос-
нове сопоставления результатов моделирования и экспериментальных данных.
Ключевые слова: математическая модель, нелокальная теплопроводность, структур-
но-чувствительные материалы, принцип стабильности теплового потока.

Введение

Механическое поведение материалов для микро- и наномасштабных моделей определя-
ется другими силами и потенциалами, по сравнению с моделями макроуровня [1]. Хорошо 
известно, что на температурные и упругие характеристики материала влияют малые размеры 
структур, используемых для их получения [2]. Такие материалы получают, в основном, ме-
тодами порошковой металлургии, кристаллизацией из аморфного состояния и интенсивной 
пластической деформацией. Другими словами, для таких материалов важен учет их внутрен-
ний структуры и вся окрестность каждой точки пространства вносит свой вклад в процесс 
распространения температуры или напряжений в материале под действием внешних нагру-
зок. В связи с этим для таких сред уместно использовать термин «нелокальный». Например, 
первые экспериментальные наблюдения за нелокальными средами [3] показали, что кремний 
сильно подвержен влиянию размерных эффектов.

Вышеупомянутые экспериментальные наблюдения вызвали большой интерес исследо-
вателей разных специальностей. Детальное описание размерных эффектов в нанострукту-
рах может быть достигнуто с помощью молекулярной динамики (МД) [4] или молекулярной 
структурной механики [5]. Однако, такое моделирование может потребовать значительных 
вычислительных ресурсов, и, по крайней мере, для приложений, включающих считывающие 
датчики, предпочтительны аналитические нелокальные модели.

Большинство математических формулировок законов механики для таких сред ранее ба-
зировались на нелокальной формулировке на основе градиентов. Однако, в данной работе за 
основу взята теория, предложенная А. К. Эрингеном [6], которая основана на интегральной 
формулировке законов сохранения и приводит к интегро-дифференциальным уравнениям. 
Эти уравнения стали популярной отправной точкой для многих нелокальных приложений в 
механике. В работах [7, 8] изучены распределения напряжений в нелокальных средах, а работы 
[9–11] посвящены анализу температуры. 
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 В данной работе изучается принцип стабильности теплового потока в контексте нелокаль-
ных сред. Известно, что для классических моделей данный принцип выполняется. Основной 
работой, в рамках которой был изучен принцип стабильности теплового потока, является мо-
нография советского теплофизика А. К. Вейника «Приближенный расчет процессов теплопро-
водности». Там впервые был использован термин «принцип стабильности теплового потока». 
Данный принцип в большей мере основан на аналогии математических формулировок для 
различных физических явлений. Например, из теории упругости известен принцип Сен-Ве-
нана, который говорит о том, если размеры области приложения внешней нагрузки невелики 
по сравнению с размерами поперечного сечения, то в сечениях, достаточно удаленных от ме-
ста приложения нагрузки, напряжения и деформации мало зависят от способа реализации 
нагрузки. Это становится возможным благодаря тому, что выравнивание напряжений на не-
котором удалении от границы тела наступает очень быстро. Сходство математических фор-
мулировок, описывающих распространение температуры и напряжений, позволяет предпо-
ложить, что свойство стабильности будет одинаково справедливо. В работах [12, 13] доказано 
выполнении принципа стабильности теплового потока для классических сред, однако данный 
вопрос остается не исследованным для нелокальных сред. В данной работе получена и иссле-
дована постановка задачи для проверки принципа стабильности теплового потока в рамках 
нелокальной теории теплопроводности. 

Исследование моделей нелокальной теории термоупругости является одним из перспектив-
ных направлений развития современной механики [9–11]. Основной особенностью нелокаль-
ных теорий является учет масштабных эффектов, которые могут быть связаны с материальным 
параметром или структурным параметром неоднородного материала. Этот параметр можно 
связывать с протяженностью промежуточных межфазных зон в неоднородных материалах. 
Учет нелокальных эффектов, заключается в дополнительном описании влияния элементов 
структуры материала на процесс распространения теплоты. В свою очередь, это приводит к пе-
реформулировке краевых задач в математической модели деформируемых сред. При решении 
практических задач нелокальные модели оказываются эффективными для учета масштабных 
эффектов в материалах с характерным размером структуры, сопоставимым с протяженностью 
локальных градиентных полей. Примерами таких сред являются композиты с микро- и нанов-
ключениями, тонкослойные композитные покрытия, керамики с ультрадисперсной структурой 
и т. д. Такие материалы являются перспективными для применения в современной авиакосми-
ческой технике и требуют экспериментального и теоретического изучения. 

1. Математическая модель

Уравнение теплопроводности в векторной форме имеет вид [12]: 

	 , 1,3i

i

qTc i
t x

ρ ∂∂
= − =

∂ ∂
	 (1)

где ρ  – плотность материала; c  – теплоемкость материала; ( , )T tx  – абсолютная температура; 
( , )iq tx  – проекция вектора плотности теплового потока на ось iOx  прямоугольной системы 

координат; ix  – пространственная координата; t  – время.
В классических моделях для связи теплового потока ( , )iq tx  и температуры ( , )T tx  исполь-

зуется закон теплопроводности Фурье. Для изотропного и однородного тела закон теплопро-
водности имеет вид [12]: 

	 ( ) ( )) (( ) ,, ,T
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j

l T tq t
x

λ ∂
= −

∂
xx  	 (2)

где ( )T
ijλ  – компоненты тензора теплопроводности. 
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Эффект нелокальности среды состоит в том, что физические характеристики элементов 
структурно-чувствительного материала подвержены влиянию прочих окружающих элементов 
структуры. В связи с этим выражение для теплового потока может быть записано в виде [11]: 

	 ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )
1 2

,,, ,nl T T
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x x
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где 1 2,p p  – весовые доли влияния нелокальности, 1 2 1;p p+ =  ( )ϕ ′ −x x  – функция влияния 
нелокальности, причем: ( )d 1.

V
ϕ ′ ′− =∫ x x x

Подставляя выражение (3) в начальное соотношение (1) получаем уравнение теплопрово-
дности в векторной форме, учитывающее нелокальность среды: 
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Уравнение (4) с заданными граничными и начальными условиями позволяет описать про-
цесс распространения теплоты в структрурно-чувствительных материалах.

2. Принцип стабильности теплового потока  

Рассмотрим однородную пластину с теплоизолированной боковой поверхностью. Пусть 
основные физические свойства материала, такие как теплопроводность, теплоемкость и плот-
ность являются постоянными.

Уравнение (4) для двумерной области примет вид:
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Введем безразмерные параметры и переменные [6]:
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где a – коэффициент температуропроводности; ,x y  – безразмерные пространственные коор-
динаты; 0t  – некоторый момент времени; t  – безразмерное время; A – размерный коэффициент.

Для простоты примем 1.a =  Перепишем выражение (5) с учетом введенных безразмерных 
обозначений:
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Фунция влияния ϕ  может быть выбрана различными способами в зависимости от особен-
ностей конкретной задачи. Для примера возьмем функцию влияния в виде [10] для безразмер-
ной переменной x :
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где a  – радиус зоны влияния нелокальности. 
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Рассмотрим задачу с граничными условиями второго рода для уравнения теплопроводно-
сти. Запишем начальные и граничные условия в безразмерном виде:
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Предположим, что для процесса распространения теплоты в стректруно-чувствитель-
ном материале выполняется принцип стабильности теплового потока. Выполнение данного 
тпринципа для классических изотропных сред было доказано А. И. Вейником [12]. В работе 
[12] на основе численных и эксеперемнтальных резултатов был сделан вывод о том, что «вдали 
от места нагрева температурное поле не зависит от характера распределения условий нагрева 
на одном из концов». Из этого предположения следует, что характер распределения условий 
нагрева влияет на температурное поле пластинки только вблизи нагреваемоей области. Прин-
цип стабильности теплового потока является аналогом принципа Сен-Венана в механике. Это 
позволяет ввести предположение о том, что влияние условий нагружения на процесс распро-
странения теплоты в пластине, происходит только около границе и на расстоянии от границе 
примерном равном толщине стрежня. Такое предположение позволяет рассмтаривать упро-
щенные математические постановики для многих физических процессов нагрева. 

Для проверки выполнения принципа стабтльности теплового потока в пластине расмо-
трим прямоугольную область [0;1] [0;5]S = ×  с различными видвми нагружения на нижней 
границе. 

Первый вид нагружения – постоянный тепловой поток, тогда условия (7) перепишем в 
виде: 
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Второй вид нагружения – течечный тепловой поток, тогда условия (7) перепишем в виде: 
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2. Численное решение 

Введем равномерную сетку с постоянным шагом по времени .τ  Тогда применив стандарт-
ный метод конечных элементов [16] к уравнению (6), получим численное решение задачи с 
заданными граничными условиями. 

Сравним решение уравнения теплопроводности на момент времени 1t =  при различных 
граничных условиях, (8) и (9). 
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Решения классической задаче о распространении теплоты у нижней границы двумерной 
области, при 0.1,y =  приведено на рис. 1. Видим, что вблизи нижней границе различные усло-
вия нагружения оказывают значительное влияние на распределение температуры, однако зна-
чения плотности теплового потока подобраны так, что значение теплового потока на границе 
остается неизменным.

Далее рассмотрим, как влияет нелокальность среды на процесс распространения теплоты 
в пластине. На рис. 2 приведены расчеты при различном вкладе локальной составляющей 1p  и 
радиусе нелокальности .r  Видим, что при увеличении вклада нелокальной составляющей и 
радиуса нелокальности максимальное значение температуры возрастает, а на границах прояв-
ляется некоторый эффект «запаздывания», который связан с граничными эффектами в нано-
материалах. 

Рис. 1. Решение классического уравнения теплопроводности, 
без учета нелокальной составляющей

Рис. 2. Влияние нелокальных параметров на распределение температуры в пластине при 0.1y =
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Далее рассмотрим сечение в прямоугольной области, достаточно удаленное от точки на-
гружения. Видим, что характер распределения теплоты не зависит от условия нагружения, а 
значит, принцип стабильности теплового потока применим и для нелокальных сред. Также, 
видим, что наибольшее отклонение от классического решения задачи 1( 1)p =  при 1 0.5p =  и 

0.1,r =  что говорит о необходимости учета эффекта нелокальности при нахождении распре-
деления теплоты в структурно-чувствительных материалах.

Заключение

Рассмотренная в работе математическая модель позволяет моделировать процесс распро-
странения теплоты в двумерной области при различных допущениях относительно структуры 
материала. Показано, что для нелокальных сред выполняется принцип стабильности теплово-
го потока, которых свойственен для классических сред. Выполнение принципа стабильности 
теплового потока для нелокальных сред расширяет возможности применения предложенной 
математической модели теплопроводности для структурно-чувствительных материалов.
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ИСПОЛЬЗОВАНИЕ НЕСТАНДАРТНЫХ БАЗИСОВ КВАДРАТИЧНЫХ СЕРЕНДИПОВЫХ 
ЭЛЕМЕНТОВ ПРИ РЕШЕНИИ ЗАДАЧ НЕЛОКАЛЬНОЙ ТЕПЛОПРОВОДНОСТИ

Московский государственный технический университет им. Н. Э. Баумана

Г. Н. Кувыркин, И. Ю. Савельева, А. А. Соколов

Аннотация. В данной статье было рассмотрено использование альтернативных базисов 
квадратичных серендиповых элементов применительно к задачам нелокальной тепло-
проводности. Данный класс задач обладает высокой вычислительной сложностью в силу 
того, что уравнения принимают интегро-дифференциальный вид, из-за чего итоговая ма-
трица теплопроводности значительно более плотная в сравнении с классическим случа-
ем. Использование нестандартных базисов позволяет уменьшить след итоговой матрицы 
и как следствие уменьшить её число обусловленности, что приводит к ускорению сходи-
мости итерационных методов решения СЛАУ. В работе был проведён анализ сходимости 
метода сопряжённых градиентов при вариации свободного параметра базиса и весового 
параметра модели на примере решения задачи Неймана.
Ключевые слова: нелокальная теплопроводность, метод сопряжённых градиентов, метод 
конечных элементов, серендиповые элементы, задача Неймана, число обусловленности.

Введение

Довольно часто, при решении прикладных задач методом конечных элементов [1, 2], при-
ходится прибегать к использованию элементов высшего порядка, особенно часто приходится 
иметь дело с квадратичными серендиповыми элементами, так как они не имеют внутренних 
узлов, что заметно облегчает расчёты. Но тем ни менее использование таких элементов со-
пряжено с высокой вычислительной сложностью. Помимо эффективных алгоритмов сборки 
матрицы жёсткости, также возникает потребность в эффективном решении итоговых СЛАУ. 
Прямые методы, применённые к разреженным матрицам, как правило требуют значительных 
затрат оперативной памяти, поэтому возникает спрос на использование итерационных ме-
тодов решения. Однако итерационные методы могут иметь слишком медленную сходимость, 
которая в первую очередь обусловлена самой системой [3]. Таким образом, уменьшение числа 
обусловленности матрицы теплопроводности позволит повысить эффективность итерацион-
ных методов и точность полученного решения. 

Как правило, для уменьшения числа обусловленности матрицы жёсткости необходимо 
уменьшить её след. Обычно для этого прибегают к адаптивным методикам оптимизации сет-
ки [4, 5]. Однако, такой способ является очень дорогим в силу того, что матрицу жёсткости 
приходится собирать по несколько раз. Поэтому, в качестве дополнительного способа умень-
шения следа матрицы, но не исключающего предыдущий, для случая использования квадра-
тичных серендиповых элементов, является выбор альтернативного базиса, который был пред-
ложен в работе [6]. В работах тех же авторов были предложены альтернативные базисы и для 
кубических серендиповых элементов [7], а также серендиповых элементов более высокого по-
рядка [8, 9].

Особенно остро вопрос скорости сходимости итерационных методов решения СЛАУ об-
стоит в задачах нелокальной теплопроводности [10–12] и упругости [13, 14], так как в данном 
классе задач приходится иметь дело с интегро-дифференциальными уравнениями и как след-
ствие с достаточно плотными, но всё ещё разреженными матрицами [15]. Соответственно, 
цена одной итерации повышается, из-за чего даже незначительное их уменьшение даст замет-
ный выигрыш во времени. В данной работе было проведено исследование скорости сходимо-
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сти метода сопряжённых градиентов [3] для случая решения уравнения теплопроводности в 
нелокальной постановке на примере решения задачи Неймана в прямоугольной области при 
вариации свободного параметра базиса и весового параметра модели.

1. Постановка задачи и численный алгоритм решения

В произвольной замкнутой области 2S ⊂   с кусочно-гладкой границей S∂  уравнение ста-
ционарной теплопроводности имеет вид [16]

	 ,Vq∇ ⋅ =q 	 (1)
где / ,i ix∇ = ∂ ∂ e  1,2i =  – дифференциальный оператор набла; ie  – единичные орты коорди-
натных осей; ix  – компоненты вектора ;x  vq  – объёмная плотности мощности внутренних 
источников и стоков теплоты; q  – вектор плотности теплового потока, который можно опре-
делить следующим образом [10, 17]

	 ( ) ( )
( )

( )1 2 , , ,
S S

p T p TdS Sλ ϕ
′

′

∩

 
 ′ ′ ′= − ∇ + ∇     ∈
 
 

∫∫
x

q x x x x x 	 (2)

где λ  – коэффициент теплопроводности; T  – температура; 1 0p >  и 2 0p ≥  – весовые доли 
классического и нелокального законов соответственно, такие, что 1 2 1p p+ = ; ϕ  – функция 
нелокального влияния, некоторая нормированная положительная функция в области ( );S ′ x  

( )S ′ x  – область нелокального влияния.
Введём на области S  сетку конечно-элементной модели ,hS  которая включает в себя нуме-

рацию узлов и элементов. Тогда применив стандартный конечно-элементный подход [1, 2] к 
уравнению (1), подставив в него (2) и перейдя к индексной форме записи приходим к системе 
уравнений

	 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( )

1 , , 2 , ,,e e e e
j i k j k j i k j k
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p T N N dS p T N N dS dSλ ϕ
′

′
′ ′

∩

 
 ′ ′+ =
 
 

∫∫ ∫∫ ∫∫
x

x x x

	 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2

, 1, 2; , ; ; ; ; ,e e e e
i i V h h h h

S
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Γ
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где ( )f f= x  – поток на границе; jT  – искомые значения температуры в узлах сетки; ( )eI  – на-
боры индексов узлов элемента ( );e  ( )e

iN  – функция формы элемента ( )e  заданная в i-м узле; 
h hS S′ ⊂  – аппроксимированная зона нелокального влияния. После интегрирования в квадра-

турах, итоговое выражение можно записать в матрично-векторном виде
	 ( )1 2 ,Loc NonLocp pλ + ⋅ = +K K T F Q

где LocK  и NonLocK  – матрицы теплопроводности, полученные в локальном и нелокальном случа-
ях соответственно; T – вектор искомых узловых значений температуры; F и Q – аппроксимации 
теплового потока на границе и мощности внутренних источников и стоков соответственно.

2. Выбор базисных функций

Для задач в двумерных постановка, в целях экономии вычислительных ресурсов, разумно 
использовать элементы серендипового семейства, так как у таких элементов нет внутренних 
узлов, что значительно облегчает расчёты. Однако базисы таких элементов, которые предло-
жил Зенкевич [1], обладают рядом дефектов, которые повышают число обусловленности ито-
говой системы уравнений. Рассмотрим альтернативный базис квадратичного серендипового 
элемента [6], изображённого на рис. 1 в локальной системе координат ,Oξη  с введённым на 
нём свободным параметром s
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	 ( )( ) ( )( ) ( )( )1 1 1 9 1 1 9 3 , 1,3,5,7; 1,
16i i i i i i i i iN s s iξ ξ ηη ξ ξ ηη ξ ξηη ξ η= + + − − − + +      = = ±

	 ( )( ) ( ) ( )( )21 1 1 5 9 9 3 , 2,6; 1,
16i i i iN s s iξ ηη ηη η= − + − + +      = = ±

	 ( )( ) ( ) ( )( )21 1 1 5 9 9 3 , 4,8; 1.
16i i i iN s s iη ξ ξ ξ ξ ξ= − + − + +      = = ±

Выбор параметра s был основан исходя из следующих предположений

	
1 1

1 1

, 1,3,5,7,iN d d s iξ η
− −

=      =∫ ∫

	
1 1

1 1

1 , 2, 4,6,8.iN d d s iξ η
− −

= −      =∫ ∫
Таким образом, стандартный базис можно получить при 1/ 3.s = −

Теперь попробуем оценить значение параметра ,s  при котором число обусловленности ма-
трицы теплопроводности K  будет наименьшим. Это можно сделать, вычислив след матрицы 
и найдя его минимум. Зависимость следа матрицы от параметра s  имеет следующий вид

	 ( )227 12 19 ,tr C s s= − +K
где C  – некоторая константа, зависящая от количества элементов, их матриц Якоби, а также 
параметров нелокальной модели. Следовательно, наименьшее значение числа обусловленно-
сти должно достигаться в окрестности точки 2 / 9.s =

3. Результаты расчётов

Теперь же проверим зависимость количества итераций метода сопряжённых градиентов, а 
также для оценки числа обусловленности вычислим [3] минимальное и максимальное по мо-
дулю значения собственных чисел от параметра s и весового параметра модели 1.p  В качестве те-
стовой задачи возьмём задачу Неймана на области 1 2{ | 0 , 1},S x x= ≤ ≤x  с введённой на ней равно-
мерной сеткой ,hS  состоящей из 40000 элементов. Поставим следующие граничные условия

	
1 10 1| 1, | 1,x x= =⋅ = −      ⋅ =q n q n

а также, для достижения единственности решения, добавим дополнительное интегральное 
условие

	 0.
S
TdS =∫∫

Рис. 1. Нумерация узлов на квадратичном серендиповом элементе
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В качестве функции нелокального влияния выберем квадратичную параболу

	 ( )

2

2 2

1 1 , ,
,

0, ,

r
r r

r

πϕ

  ′−
′  −  − ≤  ′ =   

 ′− >

x x
x x

x x

x x
где r  – радиус нелокального влияния, который был принят равным 0.1.

В табл. 1 продемонстрирована зависимость количества итераций и максимального соб-
ственного числа от свободного параметра s  и весового параметра 1.p  Заметим, что в интерва-
ле [0, 4 / 9]s ∈  наблюдается «плато», на котором количество требуемых итераций и максималь-
ное собственное число практически не меняются. Что примечательно, центром этого плато 
является точка 2 / 9.s =  Заметим также, что чем больше вклад нелокального влияния, тем 
меньше итераций требуется для сходимости.

Таблица 1
Зависимость количества итераций и максимального собственного числа 

от параметра s  и весового параметра 1p

Значение 
параметра s

Количество итераций N  и максимальное собственное число maxλ  при

1 1p = 1 2 / 3p = 1 1/ 2p = 1 1/ 3p =
N maxλ N maxλ N maxλ N maxλ

–1/3 2929 15.998 3008 10.665 2397 7.9994 1934 5.3329
–2/9 2788 11.199 2174 7.4661 1936 5.5996 1613 3.7331
–1/9 1982 7.4662 1763 4.9775 1720 3.7331 1306 2.4887

0 1684 5.3332 1491 3.5554 1330 2.6665 1086 1.7776
1/9 1692 5.3332 1498 3.5554 1304 2.6665 1092 1.7776
2/9 1700 5.3332 1596 3.5554 1378 2.6665 1096 1.7776
1/3 1692 5.3332 1498 3.5554 1304 2.6665 1092 1.7776
4/9 1715 5.3332 1491 3.5554 1330 2.6665 1086 1.7776
5/9 1982 7.4662 1718 4.9775 1566 3.7332 1280 2.4887
2/3 2446 11.199 2177 7.4661 1936 5.5996 1612 3.7331

Путём расчётов было выяснено, что минимальное по модулю собственное число не зави-
сит от выбранного параметра ,s  но зависит от весового параметра модели 1.p  Данная зависи-
мость продемонстрирована в табл. 2.

Таблица 2
Зависимость значения минимального по модулю собственного числа от весового параметра 1p

1p 1 2/3 1/2 1/3

minλ 58.1428 10−⋅ 58.0286 10−⋅ 57.9707 10−⋅ 57.9121 10−⋅

Зависимость количества итераций и числа обусловленности от свободного параметра s  и 
весового параметра 1p  в виде графиков представлена на рис. 2 и 3 соответственно.

Заключение

Расчёты демонстрируют, что выбор оптимального параметра базиса способен уменьшить 
число обусловленности матрицы теплопроводности и как следствие ускорить сходимость ите-
рационных методов решения СЛАУ. Причём улучшения происходят как в локальном (класси-
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ческом), так и в нелокальном случаях. Однако стоит учитывать тот факт, что в нелокальном 
случае матрица теплопроводности значительно более плотная, чем в классическом из-за чего 
одна итерация метода сопряжённых градиентов выполняется значительно дольше. Также сто-
ит заметить, что чем больше вклад нелокального влияния, тем меньше итераций требуется для 
сходимости метода сопряжённых градиентов.

Для хранения и решения СЛАУ использовалась библиотека линейной алгебры Eigen вер-
сии 3.4.0 [18]. Для поиска собственных чисел матрицы использовалась библиотека Spectra вер-
сии 1.0.0 [19].
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Аннотация. В статье приводится вариант математического моделирования поведения 
жильцов при внедрении инновационных приборов учета тепловой энергии в многоквар-
тирном доме. Рассматриваются варианты поведения и факторы, оказывающие влияние 
на них.
Ключевые слова: математическое моделирование, многоагентная модель, энергосбере-
жение, индивидуальный учет коммунальных ресурсов, отопление, поквартирный учет.

Введение

Из всех коммунальных ресурсов теплоснабжение является наиболее дорогим. С увеличение 
стоимости энергоресурсов возрастает и плата за отопление. Снизить коммунальные платежи 
позволяет индивидуальный учет и возможность регулирования. Для этого можно использо-
вать поквартирные тепловые счетчики, устанавливаемые в поэтажных коллекторах или ис-
пользовать специальные вычислители, устанавливаемые на каждый отопительный прибор. 

Использование индивидуальных приборов учета тепловой энергии было предметов много-
кратных разбирательств в высших судах России [1, 2, 3]. Например, Конституционный Суд РФ 
констатировал, что нормативное регулирование отношений в сфере снабжения энергетиче-
скими ресурсами – исходя из необходимости соблюдения конституционного права граждан на 
жилище, охраны частной собственности, сохранения природы и окружающей среды – должно 
основываться на вытекающих из Конституции Российской Федерации (статья 17, часть 3; ста-
тья 19, часть 1; статья 55, часть 3) принципах определенности, справедливости и соразмерно-
сти (пропорциональности) вводимых ограничений конституционно значимым целям, с тем 
чтобы достигался разумный баланс имущественных интересов участников этих отношений, 
в том числе применительно к порядку определения объема потребляемого собственниками 
и пользователями отдельных помещений в многоквартирном доме коммунального ресурса 
(коммунальной услуги) и взимаемой за него платы.

Однако, по существующим нормам плата за отопления обычно начисляется исходя из пло-
щади помещений, а не занимаемого объема. Принцип правовой определенности, равно как и 
принцип поддержания доверия граждан к закону и действиям государства, вытекающие из 
статей 1 (часть 1), 2, 15 (часть 2), 17 (часть 1), 18, 19 (часть 1) и 55 (часть 3) Конституции Рос-
сийской Федерации, предполагают установление правового регулирования, адекватного ожи-
даниям собственников (пользователей) помещений в многоквартирном доме и стимулирую-
щего их к установке (замене) и обеспечению сохранности индивидуальных приборов учета 
тепловой энергии, эффективному потреблению тепловой энергии и одновременно выполняю-
щего функцию превенции противоправного поведения. 

Таким образом, достижение конституционно одобряемых целей охраны частной соб-
ственности потребителей коммунальной услуги по отоплению, а также сохранения природы 
и окружающей среды для нынешнего и будущих поколений зависит, в том числе, от соответ-
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ствия жилищного законодательства, определяющего порядок расчета платы за коммунальные 
услуги, законодательству об энергосбережении и повышении энергетической эффективности.

Ранее авторы рассматривали различные варианты использования индивидуальных при-
боров тепла и теплоснабжения многоквартирного дома для разрешения вышеприведенных 
проблем в работах [4, 5].

Описание агентов (на примере отопления)

Рассмотрим множество агентов-жильцов многоквартирного дома, потребителей комму-
нальной услуги, 1{ , , },mAg ag ag= …  которые функционируют в дискретном времени 

 0 {0,1,2, }.t ≥∈ = …  Дискретное время соответствует, например, реальным дням, неделям, ме-
сяцам. У каждого агента ,iag  1,i m∈  в момент времени t  есть следующие свойства:

• целое количество денежных средств ,icash ∈
• уровень комфорта [0,1],icomfort ∈
• уровень эгоизма [0,1].iego ∈
Жильцы могут обладать или не обладать приборами учета и регуляторами для той или 

иной коммунальной услуги. Поэтому необходимы еще два свойства: 
• признак наличия прибора учета {0,1},iipu ∈
• признак наличия регулятора {0,1}.ireg ∈
Пусть температура на улице определяется функцией от времени È : .→   При этой тем-

пературе на улице для поддержания комфортной температуры для iag  необходима температу-
ра в отопительных приборах, определяемая функцией от времени : .Q →   Однако, в реаль-
ности температура теплоносителя в отопительных приборах не следует в точности колебаниям 
температуры на улице, а определяется температурным графиком. Такую реальную температу-
ру можно описать как кусочно-постоянную функцию от времени : .hQ →   Можно пола-
гать, что комфорт потребителя отопления в момент времени t  определяется как функция от 

( ) ( ) ,hQ t Q t−  например 2( ) ( ) ,hk Q t Q t−  0,k >  то есть, отопление в квартире может не соот-
ветствовать реальным потребностям жильца и нуждаться в периодическом регулировании 
количества теплоносителя. Мы будем далее использовать функцию комфорта

	 ( )
2

2

( ) ( )
1 ,

 max ( ) ( )
h

ht

Q t Q t
comfort t

Q t Q t
−

= −
−

которая принимает значения между 0 (полный дискомфорт) и 1 (полный комфорт).
В упрощенной дискретной модели ниже мы будем рассматривать ситуацию, когда диском-

форт связан с избыточным, а не недостаточным отоплением. Поэму будем полагать, что с те-
чением времени (в момент 0t t+ ) уровень комфорта всегда снижается (вплоть до нулевого) на 
малую величину 0 0  0) ( ) .(comfort comfort t comfort t t ≥= − + ∈  При переходе к дискретному вре-
мени, в целях дальнейшего упрощения, положим 0comfort  постоянной величиной и получим

	 0( ) .1 ( )i icomfort t comfort t comfort+ = −
При этом жильцы периодически получают некоторый доход 0  0 ,cash ≥∈  который можно, 

с некоторым упрощением, считать одинаковым для всех жильцов
	 01( ) .( )i icash t cash t cash+ = +

Действия жильцов (на примере отопления)

Действия жильца ,iag  1,i m∈  по установке приборов учета и регуляторов:
•  0s  – ничего не делать,
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•  1s  – если у жильца iag  нет прибора учета 0 iipu =  и есть деньги на прибор учета 
,ipu

icash cash>  то поставить прибор учета (вычислитель тепла в кВт·ч) и установить 1,iipu =  
: .ipu

i icash cash cash= −
•  2s  – если у жильца iag  нет регулятора 0ireg =  и есть деньги на регулятор теплоносителя 

отопительного прибора (далее регулятор) ,reg
icash cash>  то поставить регулятор и установить 

1,ireg =  : .reg
i icash cash cash= −

Действие 0s  исключает действия 1s  или 2s  в один такт времени и наоборот. Действия 1s  
или 2s  возможны последовательно в один такт времени.

Действия жильца ,iag   1,i m∈  по поддержанию комфорта:
•  0r  – ничего не делать,
•  1r  – открыть форточку. В этом случае комфорт данного жильца улучшается 

0: ,i icomfort comfort comfort= +  но все жильцы тратят дополнительно некоторое незначитель-
ное количество денег, так как общий расход тепла увеличивается: 1,:j j jcash cash cash= −  , .1j m∈

•  2r  – если есть регулятор 1,ireg =  то отрегулировать поступление теплоносителя в отопи-
тельный прибор в комфортное состояние). В этом случае комфорт данного жильца улучшает-
ся 0: ,i icomfort comfort comfort= +  и все жильцы дополнительно сохраняют некоторое незначи-
тельное количество денег, так как общий расход тепла уменьшается: 2 ,:j j jcash cash cash= +  

, .1j m∈
Чем больше параметр эгоизма у агента, тем меньше вероятность выбора им действия 2r  при 

наличии у него регулятора 1,ireg =  чем меньше у агента показатель комфорта ,icomfort  тем 
менее вероятно, что агент выберет вариант «ничего не делать» 0.r

В один такт дискретного времени агент может выбрать только одно из действий 0 ,r  1,r  2.r
Вероятности kp  выбора действий ,kr  0,1,2,k =  в сумме дают 0 1 2 1.p p p+ + =
Для упрощения, можно предположить, что вероятности 1,p  2p  задается как показано на 

графике (рис. 1).

Логика человеческого поведения подсказывает, что на выбор 1,r  2r  влияет еще и сумма, 
связанная с возможной экономией от использования регулятора, поэтому параметры «уро-
вень эгоизма» iego  и экономия от использования регулятора 2

icash  связаны между собой об-
ратно пропорционально. 

Пусть 0r  выбирает k  жильцов, 1r  выбирает  l  жильцов, 2r  выбирает m k l− −  жильцов. 
Пусть оплата коммунальной услуги идет пропорционально площади жилого помещения, как 
это обычно для России. Предположим, для упрощения, что все помещения одинакового раз-
мера и что все жильцы экономят или тратят тепло одинаково, на суммы 1cash  и 2 ,cash  про-
порциональные количеству сэкономленной или растраченной жильцом тепловой энергии в 
киловатт-часах. В этом случае, выгода от регулирования отопления будет

	 ( )( )2 2 1 / ,jcash m k l cash lcash m= − − − 	 (1)

Рис. 1. Зависимость вероятностей 1p , 2p  от параметров агента
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то есть даже самый аккуратный житель может остаться в убытке за счет безответственных 
действий соседей, а убыток от нерационального отопления будет разложен по всем соседям, 
независимо от их поведения

	 ( )1 1 2 2/ .j jcash lcash m m k l cash cash= = − − − 	 (2)
Таким образом, современный порядок оплаты за отопление направлен на стимулирование 

нерационального поведения жильцов.
Если же оплата идет пропорционально приборам учета, то величины 1,icash  2

icash  мало 
зависят от поведения других агентов и могут быть выражены как 1 1 1,i icash cash ε= +  

2 2 2 ,i icash cash ε= +  где 1 2,i iε ε  – малые величины, связанные с общедомовым потреблением и 
пропорциональные (1), (2).

Отметим, что в данный момент приняты формулы расчета по приборам учета, в которых 
значения 1 2,i iε ε  стремятся к максимуму. При этом суть сводится к возвращению к подходу, 
мало отличающемуся от оплаты по площади и стимулирующему жильцов не устанавливать 
ИПУ тепла и регуляторы на отопительные приборы. 

Текущее состояние вопроса

В системе взаимоотношений на рынке коммунальных услуг есть три стороны – жильцы- 
агенты Ag – непосредственные потребители услуг; ресурсоснабжающая организация (РСО) – 
поставщик; государство как внешний регулятор. 

При потребление тепловой энергии возможны различные варианты поведения участников 
рынка. При выборе всеми жильцами стратегии нерационального потребления, назовем тип 
1r  – РСО продают, фактически, ненужный ресурс жильцам за сумму 1

1
,m

ii
cash

=∑  получая при-
быль, связанную не с оказанием полезной услуги, а с неразумным поведением потребителей. 
При этом государство, наоборот, оказывается в убытке, увеличивается средний чек за комму-
нальные услуги, бесполезно тратятся не возобновляемые ресурсы на сумму пропорционально 

1
1

.m
ii

cash
=∑
Наиболее рациональным поведением жильцов является политика грамотного потребле-

ния и бережного отношения к природе. Единственный способ стимулировать рациональную 
стратегию поведения жильцов – это внедрение приборов учета, создание технической воз-
можности регулирования, а также создание условий эксплуатации независимых от поведения 
других жильцов. 

Заключение

На примере простой многоагентной модели мы показали несовершенство жилищного за-
конодательства и не полное его соответствие интересам государства и конечного потреби-
теля тепловой энергии. В дальнейшем планируется компьютерное моделирование поведения 
жильцов и разработка более соответствующих интересам общества и государства методик 
учета потребления тепловой энергии в многоквартирных домах и способов расчета платежей 
за теплоснабжение.
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УДК 519.5

ОБОБЩЕННОЕ ПРЕДСТАВЛЕНИЕ ТРЕУГОЛЬНЫХ НОРМ И КОНОРМ
ДЛЯ АДДИТИВНЫХ ГЕНЕРАТОРОВ В ФОРМЕ ДРОБНО-ЛИНЕЙНЫХ ФУНКЦИЙ

Воронежский государственный университет

Т. М. Леденева

Аннотация. В статье приведены результаты, касающиеся представления основных не-
четких операций – треугольных норм и конорм – на основе аддитивных генераторов в 
форме дробно-линейных функций. Определены ограничения на параметры, установлена 
обобщенная структура, обоснован переход от треугольной нормы к соответствующей ко-
норме и наоборот на основе закона де Моргана.
Ключевые слова: треугольные нормы и конормы, аддитивные генераторы, рациональ-
ные функции, ассоциативность.

Введение

Целенаправленный подход для формирования различных нечетких операций стал возмож-
ным благодаря введению треугольных норм и конорм [1–3]. Они возникли как естественное 
обобщение классического «неравенства треугольника» при рассмотрении вероятностных ме-
трических пространств, а соответствующие аксиомы были предложены в [4]. В дальнейшем 
можно выделить несколько направлений развития данной теории. Одно из них базируется на 
теории функциональных уравнений [5], его важнейшим результатом является представление 
треугольных норм и конорм с помощью аддитивных генераторов. Данное представление свя-
зано со свойством ассоциативности бинарных операций [5,6]. Наиболее известные параметри-
ческие семейства треугольных норм и конорм и соответствующие им аддитивные генераторы 
можно найти в [2, 7]. Дальнейшие исследования в этом направлении касаются решения ряда 
проблем [8], связанных с различными обобщениями и модификациями такого представления, 
в том числе, для специальных классов нечетких операций; с выявлением взаимосвязи свойств 
аддитивного генератора и алгебраических свойств треугольных норм и конорм; с формирова-
нием правил или процедур для восстановления аддитивных генераторов для заданной нечеткой 
операции. Исследование треугольных норм и конорм в терминах их аддитивных генераторов 
лежит в основе ряда приложений, среди которых выделим следующие: конструирование нечет-
ких алгебр; определение различных типов композиций нечетких отношений и видов транзи-
тивности; определение специальных операций над нечеткими числами на основе «принципа 
обобщения» Л. Заде; определение операций агрегирования. Заметим, что не существует единой 
процедуры для построения аддитивного генератора заданной треугольной нормы или конор-
мы, однако, для некоторых классов треугольных норм и конорм такие подходы предлагаются.

1. Основные понятия и определения

Введем необходимые определения, базируясь на [1, 3, 7].
Треугольной нормой ( t-нормой) называется бинарная операция :[0,1] [0,1] [0,1],T × →  такая, 

что для всех , , [0,1]x y z ∈  имеют место следующие свойства:
a)  ( , ) ( , )T x y T y x=  (коммутативность);
b)  ( , ( , )) ( ( , ), )T x T y z T T x y z=  (ассоциативность);
c)  ( , ) ( , ),T x y T x z≤  если y z≤  (монотонность);
d)  ( ,1)T x x=  (нейтральный элемент 1).
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Треугольной конормой ( t-конормой) называется бинарная операция :[0,1] [0,1] [0,1],S × →  
такая, что для всех , , [0,1]x y z ∈  выполняются свойства коммутативности, ассоциативности, 
монотонности, а также свойство ( ,0) .S x x=  

Треугольная норма моделирует операции типа умножения (пересечение нечетких мно-
жеств, конъюнкция), а конорма – операции типа сложения (объединение нечетких множеств, 
дизъюнкция). Системы [0,1], ,T ≤  и [0,1], ,S ≤  являются абелевыми полугруппами с ней-
тральным элементом 0 и 1 соответственно и отношением порядка .≤

Примерами треугольных норм и конорм являются следующие хорошо известные пары 
двойственных нечетких операций [2]: 

	 ( )0 , ,xyT x y
x y xy

=
+ −

 ( )1
2, ;

1
x y xyS x y

xy−

+ −
=

−

( ) ( )( )
,

1
xyT x y

x y xyα α α
=

+ − + −
 ( )0 ,α >  ( ) ( )1

,
1

xy x y
S x y

xyβ

β
β

− + +
=

+
 ( )1 ;β > −

	 ( ), ,PT x y xy=   ( ), ;PS x y x y xy= + −
	 ( ) ( )( )( ), max 0, 1 1 1 ,T x y x y x yλ λ= + − − − −  ( ) ( ), min 1,S x y x y xyλ λ= + +  ( )1 .λ > −
Непрерывная, строго монотонная по обоим аргументам треугольная норма ,T  удовлетво-

ряющая условию ( , )T x x x<  (subidempotency), называется архимедовой.
Аналогичное свойство имеет место для треугольных конорм: S  называется архимедовой, 

если она непрерывна, строго монотонна по обоим аргументам и удовлетворяет условию 
( , )S x x x>  (superidempotency).

Заметим, что треугольные нормы и конормы – коммутативные и ассоциативные операции. 
Известно, что ассоциативные операции представляются с помощью аддитивных генераторов. 

Строго возрастающая непрерывная функция :[0,1] [0, ),ϕ↑ → ∞  такая что (0) 0,ϕ↑ =  назы-
вается возрастающим генератором. 

Функция ( )1 :[0, ) [0,1],ϕ −
↑ ∞ →  такая, что

( ) ( )
( ) ( )

( )( )
1

1 , 0, 1 ,

1, 1 , ,

x x
x

x

ϕ ϕ
ϕ

ϕ

−
↑ ↑−

↑
↑

 ∈    = 
∈ ∞

åñëè

åñëè

называется псевдообратной для ( ).xϕ↑
Строго убывающая непрерывная функция :[0,1] [0, ),ϕ↓ → ∞  такая что (1) 0,ϕ↓ =  называет-

ся убывающим генератором. 
Заметим, что в этом случае псевдообратная функция имеет вид

( )
( ) ( )

( )( )
1

1
, 0, 0 ,

0, 0 , ,

x x
x

x

ϕ ϕ
ϕ

ϕ

−
↓ ↓−

↓
↓

 ∈    = 
∈ ∞

åñëè

åñëè

Заметим, что на [0,1]  имеем 1( ( ))x xϕ ϕ−
↑ ↑ =  и 1( ( )) .x xϕ ϕ−

↓ ↓ =
Возрастающие и убывающие генераторы иначе называются аддитивными и определяются 

с точностью до положительной мультипликативной константы.
Характеристика основных классов аддитивных генераторов – одна из наиболее важных про-

блем функционального представления нечетких операций [8]. Имеет место следующая теорема 
[7]: Бинарная операция 2:[0,1] [0,1]T →  является архимедовой t-нормой тогда и только тогда, 
когда существует убывающий генератор ( ),t x  такой что для всех 2( , ) [0,1]x y ∈  имеет место 

( ) ( ) ( ) ( )( )1, .T x y t t x t y−= +
Для архимедовых треугольных конорм имеет место аналогичное утверждение, согласно 

которому для 2( , ) [0,1]x y ∈  
( ) ( ) ( ) ( )( )1, ,S x y s s x s y−= +

где ( )s x  – возрастающий генератор.
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Многочисленный класс треугольных норм и конорм составляют операции, представимые 
рациональными функциями, т. е. отношением двух многочленов или, в частном случае, мно-
гочленом, в которые переменные входят не выше, чем в первой степени, т. е.

( ) ( )
( )

0 1 2

0 1 2

, .
a a x y a xy

F x y
b b x y b xy

+ + +
=

+ + +
В [9] исследовались аддитивные генераторы ( ),xϕ  позволяющие представить коммутатив-

ную и ассоциативную функцию F  в виде 1( , ) ( ( ) ( )).F x y x yϕ ϕ ϕ−= +  Имеет место следующее 
утверждение: аддитивный генератор в форме дробно-линейной функции ( ) ax bx

cx d
ϕ +

=
+

 по-

рождает коммутативную и ассоциативную функцию F  с коэффициентами
2 2 2

0 1 2, , 2 ,a bd a ad a adc bc= = = −  2 2 2
0 1 22 , , .b ad bcd b bc b ac= − = − = −

2. Представление архимедовых треугольных норм и конорм 
с помощью аддитивных генераторов в форме дробно-линейной функции

В рамках проведенного исследования [10] были получены результаты, касающиеся описа-
ния класса параметрических треугольных норм ( , )T x y  и конорм ( , ),S x y  полученных с помо-
щью аддитивных генераторов ( )t x  и ( )s x  в форме дробно-линейных функций.

Имеют место следующие утверждения.
Утверждение 1. Функция ( ) ,mxx

rx l
ϕ↑ =

+
 где 0,m >  является возрастающим генератором 

при выполнении одного из следующих условий: а) , 0l r >  или b) 0, [ , ).r l r< ∈ − ∞  
Утверждение 2. Возрастающий генератор ( ) ,mxx

rx l
ϕ↑ =

+
 где 0,m >  при выполнении одно-

го из условий а) , 0l r >  или b) 0, [ , )r l r< ∈ − ∞  порождает треугольную конорму вида 

( ) ( ) ( ),

2

2 , ,
1

, , 2
min 1, , .

1

r l

x y xy l r
xy

rS x y S x y x y xy
l

r xy
l

ϕ↑

+ − = − −
  = =   + +      −      

åñëè

èíà÷å

Утверждение 3. Функция ( 1)( ) ,u xx
vx w

ϕ↓

−
=

+
 где 0,u <  является убывающим генератором 

при выполнении одного из следующих условий: а) 0, ( ,0) (0, );w v w> ∈ − ∪ ∞  b) 0,w =  0.v >

Утверждение 4. Убывающий генератор ( 1)( ) u xx
vx w

ϕ↓

−
=

+
 при выполнении одного из следующих 

условий: а) 0, ( ,0) (0, )w v w> ∈ − ∪ ∞  или b) 0,w =  0v >  порождает треугольную норму вида

( ) ( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )
( ) ( )

( )

2 2

2 2,

2 2

2 2

, 0, 0,

0,1 2
max 0, ,, , , ,2

2

1 2
min 1, , ,0 0, .

22

v w

xy w v
x y xy

ww x y v vw xy
wT x y T x y v ww vw v x y xy

w x y v vw xy wv
w vw v x y xy

ϕ↓

 = > + −
 > + − + +       = =  ∈ − −+ + + −       


 + − + +    ∈ − ∪ ∞   + + + −     

åñëè

åñëè

åñëè
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3. Обсуждение результатов

Известно, что убывающему генератору можно поставить в соответствие возрастающий ге-
нератор и наоборот. Справедливы следующие утверждения, сформулированные в [7].

Утверждение 5. Пусть ( )xϕ  – возрастающий генератор, тогда функция ( ) (1) ( )x xψ ϕ ϕ= −  
для [0,1]x ∈  является убывающим генератором, для которого выполняется условие (0) (1),ψ ϕ=  
при этом 1 1( ) ( (1) )x xψ ϕ ϕ− −= −  для [0, ).x ∈ ∞

Утверждение 6. Пусть ( )xψ  – убывающий генератор, тогда функция ( ) (0) ( )x xϕ ψ ψ= −  для 
[0,1]x ∈  является возрастающим генератором, для которого выполняется условие (1) (0),ϕ ψ=  

при этом 1 1( ) ( (0) )x xϕ ψ ψ− −= −  для [0, ).x ∈ ∞

Рассмотрим возрастающий генератор ( ) ,xx
rx l

ϕ =
+

 где 0r >  или 0r <  и [0, ),l r∈ −  для 

которого обратная функция имеет вид 1( ) .
1

lxx
rx

ϕ − =
− +

 В соответствии с утверждением 5 со-

ставим функцию

( ) ( ) ( ) ( )
( )( )

111 .
l xxx x

r l rx l r l rx l
ψ ϕ ϕ

−
= − = − =

+ + + +
Здесь 0l >  и 2 2 2( ) ( ) ( ) 0,lr r lr l r l+ + + = + >  т. е. коэффициенты ψ  удовлетворяют опреде-

лению убывающего генератора. Заметим, что (0) (1).ψ ϕ=  Найдем ( )
( )

1( ) .
l r l x l

x
r r l x l

ψ − + −
=

− + −
 

С другой стороны, на основе этого же утверждения можно получить формулу

( ) ( )( ) ( ) ( )
( )

1 1 1 11 ,
l r l x l

x x xr l r r l x l
ψ ϕ ϕ ϕ− − − + −

= − = − =+ − + −
которая совпадает с найденной для 1.ψ −

Теперь рассмотрим убывающий генератор 1( ) ,xx
vx w

ψ −
=

+
 где 0,w >  0,w v+ >  для которого 

1 1( ) .wxx
vx v

ψ − −
=

− −
 Согласно утверждению 6, составим 

( ) ( ) ( ) ( )
2

110 ,
x v wxx x w vx w vwx w

ϕ ψ ψ
+−

= − = + =
+ − +

где 2 ( ) 0vw w w v w+ = + >  и, следовательно, ( )xϕ  удовлетворяет определению возрастающего 
генератора. Заметим, что (1) (0).ϕ ψ=  Найдем 

( ) ( )
2

1 .w xx
vwx v w

ϕ − =
− + +

Теперь найдем 1( )xϕ −  по формуле из утверждения 6. Итак, получим формулу

( ) ( )( ) ( ) ( )1 1 1
2

10 ,
x v w

x x xw vwx w
ϕ ψ ψ ψ− − − +

= − = − =
− +

которая совпадает с найденной.
Таким образом, для генераторов из класса дробно-линейных функций утверждения 5 и 6 

выполняются. 
Установлено, что возрастающий генератор порождают функции, структура которых в об-

щем случае может быть представлена формулой 

( ) 2

2, min 1, ,
1

x y xyS x y
xyγ
γ

γ
 + +

=  − 
где параметр γ  в зависимости от ситуации по-разному выражается через параметры исход-
ных генераторов. Заметим, что для Sγ  имеют место соотношения ( ,0)S x xγ =  и (0,0) 0.Sγ =
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Убывающий генератор порождает функции, структура которых в общем случае может 
быть представлена формулой 

( ) ( )
( )

( )

2 2

, 2 2

1 1

, max 0, ,

1

x y xy

T x y

x y xy
ρ λ

ρ ρ
ρ λ ρ λ

λ λ
ρ λ ρ λ

      + − + −     + +     =  
     − + + −      + +     

где параметры ρ  и λ  в зависимости от ситуации по-разному выражаются через параметры 
исходных генераторов. 

Треугольные норма ( , )T x y  и конорма ( , ),S x y  такие, что для всех 2( , ) [0,1]x y ∈  имеют ме-
сто следующие равенства (законы де Моргана):

( ) ( ) ( )( )( ), , ,S x y N T N x N y=   ( ) ( ) ( )( )( ), , ,T x y N S N x N y=

где ( )N x  – операция сильного отрицания, называются двойственными [7]. 
Для каждой пары треугольных норм и конорм в общем случае «действует» свое отрицание, 

но общим для всех является стандартное отрицание ( ) 1 .N x x= −  Применяя его, получим, что
1) для треугольной конормы Sγ  двойственная треугольная норма имеет вид 

( )
( ) ( ) ( )( )

( ) ( )

2 2

2 2

1 1 1 1
, max 0,

1

x y xy
T x y

x y xyγ

γ γ

γ γ

 + + − + − + ′ =  
− + + −  

и соответствует общему случаю (2) при ;λγ
ρ λ

= −
+

2) для треугольной нормы ( ),T ρ λ  двойственная треугольная конорма имеет вид

( ) ( )
( )

, 2

2
, min 1,

1

x y xy
S x y

xy
ρ λ

λ
ρ λ

λ
ρ λ

 
 + −
 + ′ =  

  −   +  

и соответствует (1) при .λγ
ρ λ

= −
+

Таким образом, получено новое семейство параметрических треугольных норм и конорм, 
двойственных относительно стандартного отрицания, которое с учетом взаимосвязи между 
параметрами λγ

ρ λ
= −

+
 можно представить следующей парой нечетких операций: 

( )
( ) ( ) ( )( )

( ) ( )
( )

2 2

22 2

1 1 1 1 2, max 0, , , min 1, .
11

x y xy x y xyT x y S x y
xyx y xyγ γ

γ γ γ
γγ γ

 + + − + − +  + + = =   −− + + −    
Данное семейство обобщает результаты, полученные другими исследователями. Извест-

ные пары нечетких операций могут быть получены при определенных значениях параметров. 
Так при 1γ = −  применения операции проектирования не требуется, поэтому получим извест-

ную пару 1
2( , ) ,

1
x y xyS x y

xy−

+ −
=

−
 1( , ) xyT x y

x y xy− =
+ −

 [3]. При 0γ =  имеем 0 ( , ) min(1, )S x y x y= +  

и 0 ( , ) max(0, 1)T x y x y= + −  [3].
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Заключение

В статье исследован класс аддитивных генераторов в форме дробно-линейных функций. 
Практическое значение полученных результатов заключается в том, что на основе операции 
композиции можно строить возрастающие или убывающие генераторы и определять соот-
ветствующие им треугольные нормы и конормы. Установлено, что для данного класса гене-
раторов треугольные нормы и конормы имеют определенную структуру, формула которой в 
общем случае не сводится к известным семействам нечетких операций.
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ИССЛЕДОВАНИЕ КАЧЕСТВА АЛГОРИТМА СОЕДИНЕНИЯ ЦИКЛОВ
НА ПРИМЕРАХ ИЗ БИБЛИОТЕКИ TSPLIB

Государственный ракетный центр имени академика В. П. Макеева

Ю. Ф. Леонова

Аннотация. Задача о коммивояжере является важной комбинаторной оптимизационной 
задачей, широко используемой в логистике, промышленности и информатике. В статье 
представлен оригинальный алгоритм приближенного решения задачи о коммивояжере, 
заключающийся в поиске 2-фактора экстремального веса в заданном графе и последу-
ющем применении операций оптимального объединения циклов в один гамильтонов 
цикл. Приведен обзор известных алгоритмов, основанных на идее объединения циклов, 
полученных при решении задачи о назначении. Показаны результаты сравнения качества 
предложенного алгоритма с качеством известных алгоритмов на экземплярах задач из 
библиотеки TSPLIB.
Ключевые слова: задача коммивояжера, приближенный алгоритм, вычислительная 
сложность, целочисленное программирование, комбинаторная оптимизация, цикловое 
покрытие, задача о назначении, вычислительный эксперимент, эталонная задача, евкли-
дова метрика.

Введение

Задача коммивояжера занимает особое место в комбинаторной оптимизации и исследо-
вании операций. Исторически она была одной из тех задач, которые послужили толчком для 
развития этих областей. Наряду с этим, развитие задачи коммивояжера часто было обусловле-
но необходимостью оптимизации технологических процессов [1, 2] и логистики предприятий: 
компания Proctor and Gamble провела конкурс на поиск оптимального пути [3], для Tektronics 
Incorporated был найден оптимальный тур через макет из 2392 точек [4], оптимальный тур для 
задачи коммивояжера из 7397 городов был найден для применения программируемой логиче-
ской матрицы в AT&T Bell Laboratories [5] и т. д.

В настоящее время задача коммивояжера широко используется для оптимизации произ-
водственных процессов. Известны случаи использования задачи коммивояжера для сверле-
ния печатных плат, пайки печатных плат, гравировки латуни, создания отдельных компьютер-
ных чипов, очистки кремниевых пластин и т. д. [3, 6]. 

Для прикладных задач особенно важно приемлемое время решения задачи, которое не пре-
вышает экономию ресурсов за счет оптимизации. Поскольку задача коммивояжера относится 
к классу NP-трудных [7], и задача в общем случае не может быть решена точными методами за 
приемлемое время, разработка приближенных алгоритмов остается актуальной.

В статье описывается исследование качества нового приближенного алгоритма для задачи 
коммивояжера – алгоритма соединения циклов (Cycles Merging Algorithm – CMA) – в сравне-
нии с известными алгоритмами на некоторых примерах из библиотеки TSPLIB.

Для сравнения качества алгоритма соединения циклов используются следующие алгорит-
мы: жадный (Greedy Heuristic – GR), алгоритм случайной вставки (Random Insertion Heuristic – 
RI), алгоритм исправления Карпа – Стила (Karp – Steele Patching Heuristic – KSP), модифициро-
ванный алгоритм исправления Карпа – Стила (Greedy Karp – Steele Patching – GKS), алгоритм 
соединения или исправления (Contract or Patch heuristic – COP), рекурсивный алгоритм со-
кращения пути (Recursive Path Contraction Algorithm – RPC).



574

1. Терминология и обозначения

Множество вершин взвешенного полного орграфа G  обозначается ( );V G  вес дуги ij  гра-
фа G  обозначается через ( , )Gw i j  (мы говорим, что G  является полным, если для каждой 
пары ,i j различных вершин G как ,ij  так и ji являются дугами G). Длина цикла C (пути P) – это 
количество дуг в C  ( ).P  Число доминирования тура T  в G  – это количество туров в G, кото-
рые тяжелее или того же веса, что и .T

Цикловое покрытие G  – это совокупность вершинно-непересекающихся циклов в ,G  по-
крывающих все вершины .G  Цикловое покрытие минимального (общего) веса G  может быть 
найдено за время 3( )O n  с помощью алгоритмов задачи о назначении (AP) для соответствующего 
взвешенного полного двудольного графа [1–3]. Вес самого циклового покрытия G минимально-
го веса обеспечивает нижнюю границу решения задачи коммивояжера (нижняя граница AP).

2. Обзор известных алгоритмов

Приведем краткое описание часто используемых приближенных алгоритмов для решения 
задачи коммивояжера, в том числе эффективных алгоритмов, основанных на идее объедине-
ния циклов, полученных при решении задачи о назначении.

2.1. Жадный алгоритм

Жадный алгоритм [8] находит самую легкую дугу a  в графе G  и присоединяет ее, обнов-
ляя веса. Та же процедура рекурсивно применяется к сжатому орграфу : /G G a=  до тех пор, 
пока в G  не останется одна пара дуг. Присоединенные дуги и пара оставшихся дуг образуют 
«жадный» тур в .G

2.2. Алгоритм случайной вставки

Алгоритм случайной вставки [9] случайным образом выбирает две начальные вершины 1i  
и 2i  в G  и формирует цикл 1 2 1.i i i  Затем на каждой итерации случайным образом выбирается 
вершина l  из ,G  которая не находится в текущем цикле 1 2 1,..., ,si i i i  и l  помещается в цикл (т. е. 
дуга 1m mi i +  цикла заменяется на путь 1m mi li + ) так, чтобы вес цикла увеличивался как можно 
меньше. Алгоритм останавливается, когда все вершины включены в текущий цикл.

2.3. Алгоритм исправления Карпа – Стила

На первом шаге алгоритма исправления Карпа – Стила [10, 11] строится цикловое покры-
тие F  минимального веса. Затем выбираются два самых длинных цикла 1C  и 2C  в ,F  и вы-
полняется операция сшивания 1C  и 2 ,C  которая имеет минимальный вес. Данная операция 
повторяется, пока количество циклов циклового покрытия F  не сократится до одного. 

2.4. Модифицированный алгоритм исправления Карпа – Стила

Модифицированный алгоритм исправления Карпа – Стила [12] основан на эвристике KSP, 
но рассматривает больший набор операций по исправлению. Он работает следующим обра-
зом: строится цикловое покрытие F  минимального веса, выбирается самая легкая операция 
исправления, возможная в .F  После выполнения операции исправления количество циклов в 
F  уменьшается на один. Данная операция повторяется, пока количество циклов циклового 
покрытия F  не сократится до одного. 



575

Отличие от алгоритма исправления Карпа – Стила заключается в том, что модифицирован-
ный алгоритм рассматривает все возможные пары дуг в качестве кандидатов на исправление, 
в то время как исходный рассматривает только дуги, принадлежащие двум самым длинным 
циклам.

2.5. Алгоритм сокращения или исправления

До начала работы алгоритма сокращения или исправления [12] устанавливается пороговое 
значение .t

На первом шаге алгоритма сокращения или исправления необходимо построить цикловое 
покрытие F  минимального веса. 

Если в F  существует цикл длиной меньше t  (т. е. короткий цикл), удаляется самая тяжелая 
дуга в каждом коротком цикле, сокращаются полученные пути (вершины, принадлежащие 
длинным циклам, не затрагиваются сокращением) и происходит переход к шагу 1.

Далее применяется алгоритм исправления цикла (например, GKS) для преобразования F  
в цикл .C  

После этого расширяются дуги ,C  сокращенные на шаге 2, чтобы получить приближенное 
решение исходной задачи.

Алгоритм COP вызывает алгоритм исправления цикла на меньшей задаче, которая получа-
ется из исходной задачи путем рекурсивного сокращения коротких путей.

2.6. Рекурсивный алгоритм сокращения пути

Главная особенность рекурсивного алгоритма сокращения пути [13] заключается в том, 
что его решение имеет большое число доминирования. 

Рекурсивный алгоритм сокращения пути работает следующим образом. Строится цикло-
вое покрытие F  минимального веса. Удаляется самая тяжелая дуга из каждого цикла F  и 
полученные пути сокращаются по одному.

Эта процедура применяется рекурсивно, пока не будет получен единственный цикл .C
После этого все вершины C  заменяются соответствующими сокращенными путями и воз-

вращается тур, полученный в результате этой процедуры.

3. Алгоритм соединения циклов

Суть предлагаемого алгоритма соединения циклов (Cycles Merging Algorithm – CMA) для 
решения задачи коммивояжера состоит в предварительном нахождении в заданном графе 
2-регулярного суграфа максимального веса, т. е. покрытия этого графа циклами. Данную кон-
струкцию принято называть 2-фактором максимального веса, он определяется на первом шаге 
алгоритма. 

На втором шаге проверяется условие единственности цикла полученного решения. Если 
2-фактор представлен единственным циклом, то этот цикл является решением задачи. Если 
2-фактор представлен несколькими циклами, то перебираются попарно различные циклы r  и 
,t  в каждом цикле выбранной пары перебираются по одному ребру, пусть выбраны { } 1 2[ , ]r

r te v v⊕ =  
и { } 1 2[ , ],t

r te u u⊕ =  для них находятся две пары сопряженных ребер ( 1 1[ , ],f v u=  2 2[ , ]g v u= ) 
и ( 1 2[ , ],f v u=  2 1[ , ]g v u= ), используемых для соединения циклов (см. рис. 1). Выполняется по-
иск набора { } { }{ , , , , , }r t

r t r tr t e e f g⊕ ⊕  из перечисленных элементов такой, что соединенный цикл 
имеет максимальный вес.
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Исходные циклы , :r t C∈  
{ } 1 2{ , },r

r te v v⊕ =

{ } 1 2{ , }t
r te u u⊕ =

Вариант соединения 1: 
1 1{ , },r tf v u⊕ =
2 2{ , }r tg v u⊕ =

Вариант соединения 2: 
1 2{ , },r tf v u⊕ =
2 1{ , }r tg v u⊕ =

Рис. 1. Варианты соединения циклов

Затем найденная пара циклов заменяется объединенным циклом с максимальной стоимо-
стью. Алгоритм завершает работу, когда текущий 2-фактор содержит один цикл.

Вычислительная сложность алгоритма соединения циклов не превосходит величины 
3(| | )O V  [14].

4. Вычислительный эксперимент

Качество алгоритма соединения циклов протестировано на некоторых экземплярах из би-
блиотеки TSPLIB Гейдельбергского университета [15] в сравнении с описанными выше извест-
ными алгоритмами. 

TSPLIB – это библиотека эталонных задач для задачи коммивояжера (и родственных задач) 
из различных источников и различных типов. Для исследования отобраны все асимметрич-
ные экземпляры задачи коммивояжера из TSPLIB и все экземпляры евклидовой задачи ком-
мивояжера из TSPLIB с количеством вершин не более 3000.

В табл. 1 показаны результаты погрешности для асимметричных экземпляров задачи ком-
мивояжера из TSPLIB. Выделение ячеек табл. 1 и 2 цветом означает, что алгоритм соединения 
циклов решает соответствующую задачу лучше, чем другой алгоритм.

Таблица 1
Погрешность для асимметричных экземпляров из TSPLIB

Наименование Размерность GR 
(%)

RI 
(%)

KSP 
(%)

GKS 
(%)

RPC 
(%)

COP 
(%)

CMA 
(%)

br17 17 102,56 0 0 0 0 0 0
ft53 53 80,84 24,82 12,99 12,31 18,64 15,68 14,16
ft70 70 14,84 9,32 1,88 2,84 5,89 1,90 2,37
ftv100 101 43,40 24,22 3,52 5,31 29,75 7,72 9,17
ftv110 111 38,61 12,46 5,41 5,67 21,35 6,89 7,66
ftv120 121 44,60 25,62 7,62 5,12 19,25 6,51 8,73
ftv130 131 49,15 27,13 5,46 4,90 17,34 5,59 6,11
ftv140 141 45,91 24,17 4,46 4,67 23,84 5,99 4,67
ftv150 151 47,53 22,75 4,75 4,33 22,56 6,70 4,21
ftv160 161 36,64 28,62 1,71 1,49 22,77 2,87 2,57
ftv170 171 32,05 28,97 2,40 1,38 25,66 3,59 2,94
ftv33 34 31,34 11,82 13,14 8,09 21,62 9,49 6,84
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Таблица 1 (продолжение)
ftv35 36 24,37 9,37 1,56 1,09 21,18 1,56 4,28
ftv38 39 14,84 10,20 1,50 1,05 25,69 3,59 3,07
ftv44 45 18,78 14,07 7,69 5,33 22,26 10,66 9,49
ftv47 48 11,88 12,16 3,04 1,69 28,72 8,73 2,98
ftv55 56 25,93 15,30 3,05 3,05 33,27 4,79 3,48
ftv64 65 25,77 18,49 3,81 2,61 29,09 1,96 5,06
ftv70 71 31,85 16,15 3,33 2,87 22,77 1,85 4,10
kro124p 100 21,01 12,17 16,95 8,69 23,06 8,79 10,65
p43 43 3,59 0,30 0,11 0,32 0,66 0,68 0,12
rbg323 323 8,52 29,34 0 0 0,53 0 0
rbg358 358 7,74 42,48 0 0 2,32 0,26 0,86
rbg403 403 0,85 9,17 0 0 0,69 0,2 0
rbg443 443 0,92 10,48 0 0 0 0 0
ry48p 48 32,55 11,66 7,23 4,52 29,50 7,97 14,32

Отметим, что для асимметричных экземпляров задачи коммивояжера алгоритм соедине-
ния циклов почти во всех случаях существенно превосходит жадный алгоритм, алгоритм слу-
чайной вставки и рекурсивный алгоритм сокращения пути, во многих случаях незначительно 
превосходит алгоритм соединения или исправления и в большинстве случаев незначительно 
уступает классическому и модифицированному алгоритмам исправления Карпа – Стила.

В табл. 2 представлены результаты для евклидовых экземпляров задачи коммивояжера из 
TSPLIB размером от 500 до 3000 вершин из-за большого общего количества евклидовых экзем-
пляров в TSPLIB. 

Таблица 2
Погрешность для экземпляров из TSPLIB с евклидовой метрикой

Наименование Размерность GR 
 (%)

RI 
(%)

KSP 
(%)

GKS 
(%)

RPC 
(%)

COP 
(%)

CMA 
(%)

u574 574 19,19 11,46 16,82 20,05 36,90 13,56 9,62
rat575 575 12,46 12,30 16,20 16,79 38,80 19,53 15,25
p654 654 17,59 6,17 11,34 15,86 48,54 21,65 12,66
d657 657 16,90 11,27 18,78 17,94 35,60 15,58 12,74
u724 724 18,12 12,80 15,02 18,31 43,70 16,31 13,38
rat783 783 15,34 11,86 20,89 16,49 37,80 20,13 17,95
pr1002 1002 13,45 14,40 16,90 17,82 31,34 16,02 9,89
u1060 1060 18,18 12,50 18,45 20,30 36,42 15,92 10,62
vm1084 1084 22,55 13,06 18,56 22,53 46,68 21,12 9,63
pcb1173 1173 17,36 17,32 21,08 20,47 39,70 21,22 14,70
d1291 1291 24,14 20,69 19,38 17,94 42,52 27,61 11,98
rl1304 1304 12,10 20,01 23,16 31,30 50,06 29,01 12,38
rl1323 1323 13,78 18,37 21,30 30,29 50,65 29,33 11,60
nrw1379 1379 15,60 13,15 16,91 14,36 35,45 17,82 12,87
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Таблица 2 (продолжение)
fl1400 1400 18,35 5,85 9,81 14,40 32,73 18,47 15,91
u1432 1432 21,61 12,9 13,48 10,15 31,37 13,41 8,42
d1655 1655 16,34 17,79 20,58 18,58 38,52 18,26 12,76
u1817 1817 19,03 18,99 22,91 15,19 38,15 21,94 16,74
rl1889 1889 16,59 19,33 21,12 27,82 52,25 26,92 11,49
u2152 2152 17,33 17,40 22,71 15,82 36,69 19,14 14,68
u2319 2319 16,41 7,28 4,99 3,81 22,63 6,27 5,12
pr2392 2392 21,30 16,73 21,08 22,26 27,76 6,69 11,90

Из данных, представленных в табл. 2, видно, что качество алгоритма соединения циклов 
превосходит качество известных алгоритмов для большинства рассмотренных евклидовых 
экземпляров задачи коммивояжера. 

Заключение

В современном производстве машины часто используются для выполнения повторяющих-
ся задач, таких как сверление отверстий или крепление элементов. Это обычная ситуация для 
приложений задачи коммивояжера. Типичные задачи этого класса имеют размер от несколь-
ких сотен вершин до нескольких тысяч. В связи с этим использование приближенных алгорит-
мов является актуальным для решения таких задач.

Эмпирическое исследование алгоритма соединения циклов для приближенного решения 
задачи коммивояжера показывает, что оценка его точности для некоторых экземпляров из би-
блиотеки TSPLIB в существенной доле случаев превосходит точность известных алгоритмов. 
Это позволяет рекомендовать применение алгоритма соединения циклов для решения задачи 
коммивояжера, в том числе практических задач.
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ВЛИЯНИЕ ВЫСОТЫ РЕБЕР РАДИАТОРА НА ЕСТЕСТВЕННУЮ КОНВЕКЦИЮ 
ПСЕВДОПЛАСТИЧНОЙ НАНОЖИДКОСТИ В ПОЛОСТИ С НАГРЕВАТЕЛЕМ

Томский государственный университет

Д. С. Лоенко, М. А. Шеремет

Аннотация. Исследование направлено на выявление возможности интенсификации те-
плоотвода от нагретого элемента с помощью включения медного радиатора в систему ох-
лаждения. Особенностью работы является состав рабочей среды, которая представляет 
собой псевдопластичную наножидкость из смеси карбоксилметилцеллюлозы с водой и 
наночастиц оксида алюминия. Расчетная область является замкнутой и квадратной, а на 
нижней стенке расположен локальный источник энергии. Задача описывается нестацио-
нарными дифференциальными уравнениями Навье – Стокса и решается на основе мето-
да конечных разностей.
Ключевые слова: наножидкость, естественная конвекция, замкнутая полость, локаль-
ный источник тепла, радиатор.

Введение

Повышение эффективности электронных устройств и постоянное уменьшение их разме-
ров приводит к увеличению количества тепла, выделяемого такими устройствами. Этот про-
цесс снижает надежность и стабильность работы электронных гаджетов. В связи с этим поиск 
методов интенсивного охлаждения – одна из основных задач ученых и исследователей. Од-
ним из наиболее выгодных, простых в реализации и низко энергозатратных методов является 
пассивное охлаждение с использованием естественной конвекции. Важную роль в естествен-
но-конвективной теплопередаче играет рабочая среда, в качестве которой часто используются 
воздух и вода; однако для интенсификации теплоотдачи необходимо повысить теплопрово-
дность рабочей среды. Добавление в базовую жидкость наночастиц из материалов с высокой 
теплопроводностью в низкой концентрации поможет увеличить теплопроводность теплоно-
сителей. Наличие псевдопластичных свойств у базовой среды позволит уменьшить вязкость, 
что соответствует интенсификации теплообмена. Включение радиатора разных форм и разме-
ров из меди и алюминия в геометрическую конфигурацию системы охлаждения также способ-
ствует быстрому отводу и равномерному распределению энергии, выделяемой нагреватель-
ными элементами. Исходя из этого, данная работа посвящена исследованию влияния высоты 
ребер медного радиатора на естественную конвекцию псевдопластичной наножидкости в по-
лости с локальным источником энергии.

1. Постановка задачи

В работе исследуются нестационарные режимы свободно-конвективного теплопереноса 
псевдопластичной наножидкости в замкнутой полости при наличии локального нагревателя и 
оребренной конструкции. Полость является квадратной, боковые и верхняя стенки являются 
охлаждающими с постоянной температурой .cT  Граница по периметру медной подложки являет-
ся теплоизолированной. Высота ребер – .H  На нижней стенке полости расположен кремниевый 
источник с плотностью объемного тепловыделения .Q  Расчетная область представлена на рис. 1. 

Рабочая среда представляет собой смесь карбоксилметилцеллюлозы (0.1 %) с водой и нано-
частиц Al2O3   0.0 – 0.( )03 .φ =  Теплофизические характеристики всех используемых материалов 
представлены в табл. 1. 
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Таблица 1
Характеристики материалов

Свойства ,pc  Дж/кг·К ,ρ  кг/м3 ,λ  Вт/м·К 
Базовая жидкость (КМЦ/вода) [1] 4179 997.1 0.613
Радиатор (Cu) [2] 385 8920 400
Наночастицы Al2O3 [1] 765 3970 40
Тепловыделяющий элемент (кремний) [2] 710 2330 150

	
Компоненты девиаторной части тензора напряжений для неньютоновской степенной жид-

кости, удовлетворяющей приближению Буссинеска, были рассчитаны с использованием сте-
пенного закона Оствальда-де-Виля [4]:

	 2 .ij nf ijDτ µ= 	 (1)

Здесь 1
2

ji
ij

j i

uuD
x x

 ∂∂
= +  ∂ ∂ 

 – компоненты тензора скорости деформации; ,ku  ju  — компоненты 

скорости, соответствующие координатам ,ix  ,jx  nfµ  — эффективный коэффициент вязкости 
наносуспензии. В данной работе эффективный коэффициент вязкости наносуспензии nfµ  

определялся соотношением Корционе [4]:

	 0.3

1.03

.

1 34.87

bf
nf

p

bf

d
d

µ
µ

φ
−=

 
−   

 

	 (2)

Здесь φ  – концентрация твердых частиц, pd  – диаметр твердых частиц, bfd  – эквивалентный 
диаметр основной молекулы жидкости.

Вязкость базовой жидкости в соответствии со степенным законом определялась следую-
щим соотношением: ( )

1
22 ,

n

bf kl klK D Dµ
−

=  где K  – коэффициент плотности потока; n  – пока-
затель поведения жидкости, который равен 0.91. Учитывая, что показатель поведения жидко-
сти 1,n <  отметим его соответствие псевдопластичным свойствам среды. Псевдопластичные 

Рис. 1. Расчетная область
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жидкости имеют вязкость, которая уменьшается с увеличением скорости деформации, что 
делает такую среду эффективной в задачах охлаждения.

Для расчета эффективной теплопроводности наносуспензии также использовалось соот-
ношение Корционе [4]:

	
10 0.03

0.4 0.66 0.661 4.4Re Pr .p
nf bf

fr bf

T
T

λ
λ φ λ

λ

    
 = + ⋅           

	 (3)

Здесь bfλ  – теплопроводность базовой жидкости, Re – число Рейнольдса наночастиц, Pr – 
число Прандтля базовой жидкости, T  – температура наножидкости, frT  – температура замер-
зания базовой жидкости, pλ  – теплопроводность наночастиц.

2. Основные уравнения

Система нестационарных дифференциальных уравнений в безразмерных преобразован-
ных переменных, описывающая исследуемый процесс, имеет следующий вид [5]:

2 2

2 2X Y
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∂ ∂
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∂Θ ∂Ψ ∂Θ ∂Ψ ∂Θ  ∂ ∂Θ ∂ ∂Θ    + − = Λ ⋅ + Λ ⋅    ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⋅     

	 (6)

Уравнения теплопроводности для источника и радиатора:
2 2

2 2 1
Pr

hs nfhs hs hs

X YRa
α α

τ
 ∂Θ ∂ Θ ∂ Θ

= + + ∂ ∂ ∂⋅  
	 (7)
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X YRa
α α

τ
 ∂Θ ∂ Θ ∂ Θ

= + ∂ ∂ ∂⋅  
	 (8)

В системе присутствуют вспомогательные функции:
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Также в системе присутствуют безразмерные комплексы и относительные величины: число 
Релея – ( )3 ,Ra g TLβ να= ∆  число Прандтля – Pr ,ν α=  эффективная кинематическая вяз-

кость – 

1
2(1 )(2 )
(2 ) ,

nn
nK Lν

ρ

−
−

− 
= ⋅ 

 
 относительный коэффициент теплопроводности – .nf bfλ λΛ =
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Начальные и граничные условия для полученной системы уравнений:
0 0,  0.0;τ = → Ψ = Ω = Θ =
0τ > →

0   1, 0 0.1, 0;X X Y
X

∂Θ
= = ≤ ≤ =

∂
è

0   1, 0.1 1, 0, 0, 0;X X Y
X

∂Ψ
= = ≤ ≤ Ψ = = Θ =

∂
è 	 (9)

0,  0 1,  0;Y X
Y

∂Θ
= ≤ ≤ =

∂

1,  0 1,  0, 0, 0;Y X
Y

∂Ψ
= ≤ ≤ Ψ = = Θ =

∂

На поверхности источника: .
hs r

hs hs r

r n n
λ
λ

Θ = Θ


∂Θ ∂Θ = ∂ ∂

	 (10)

На поверхности радиатора: 
2

20,  ,  .
nf r

nf nf r

r

n
n n

λ
λ

Θ = Θ
∂ Ψ Ψ = Ω = − ∂Θ ∂Θ∂ = ∂ ∂

	 (11)

Заключение

Полученная система уравнений (4)—(8) с соответствующими начальными и граничными 
условиями (9)—(11) была решена на основе метода конечных разностей. Программный код 
был реализован на языке программирования C++. В ходе исследования выбранный алгоритм 
и разработанный вычислительный комплекс были протестированы на сеточную сходимость, 
а также результаты были сравнены с другими авторами [5]. Анализ влияния высоты ребер ра-
диатора был проведен на основе построения распределений линий тока и изотерм в полости, а 
также с помощью интегральной характеристики – средней температуры в источнике.
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О ХАРАКТЕРИСТИКЕ ПЛОСКИХ МНОЖЕСТВ 
С ЦЕЛОЧИСЛЕННЫМИ РАССТОЯНИЯМИ С МАЛЫМ РЕБРОМ

Воронежский государственный университет

Е. А. Лушина

Аннотация. Рассматриваются множества точек на плоскости с целочисленными рассто-
яниями. Изучаются условия, достаточные для того, чтобы множество с заданным ребром 
2 имело характеристику 8k+7; доказывается, что не существует множества характеристи-
ки 1 с ребром  2. Изучаются множества точек с целочисленными расстояниями с ребром 
3 и условия, при которых такое множество имеет характеристику 4k+3.
Ключевые слова: дискретная геометрия, комбинаторная геометрия, плоские множества 
точек с целочисленными расстояниями, характеристика множества точек с целочислен-
ными расстояниями.

Множеством точек M  с целочисленными расстояниями называют такое множество точек 
в евклидовом пространстве 2 ,  что расстояние между любыми двумя точками из M  есть 
целое число. 

Доказано [1, 2], что всякое бесконечное множество M  содержится в некоторой прямой 
2.L ⊂ 

Обозначим через M  множество всех таких множеств ,M  что M L⊄  для любой прямой 
2.L ⊂   Для каждого множества M ∈M  определены значения следующих величин: мощно-

сти, диаметра, минимального ребра и характеристики.
Определение 1. Мощностью множества M  (обозначается # M), состоящего из конечного 

числа элементов, называется количество элементов этого множества.
Для заданного n∈  обозначим через nM  множество таких ,M ∈M  что # .M n=
Определение 2. Ребром множества M  называют любой отрезок ,AB  где , .A B M∈
Определение 3. Диаметром множества M  будем называть наибольшее ребро множества :M
	 diam max ,M AB=  где , .A B M∈
Определение 4. Два числа называются соизмеримыми, если их отношение выражается ра-

циональным числом.
Определение 5. Свободное от квадратов число – это число, которое не делится ни на один 

квадрат, кроме 1. 
Определение 6. Характеристикой множества nM ∈M  называется свободное от квадратов 

число p  такое, что для любых , ,A B C M∈  площадь треугольника ABC  соизмерима с .p  
Обозначается char .M p=

Известно (см., напр., [3]), что множество ,M  char M p=  может быть размещено на решётке 

	 ; ,
2 2

ii b pa
m m

   
      

где , ,i ia b ∈  в качестве m  можно взять длину любого ребра M  (теорема о сетке).
Про множества nM ∈M  известно следующее:
•  n ≠ ∅M  для любого 3,n ≥  n∈  [3, теорема 2].

•  5diam #
11

M M≥ ⋅  для # 4M ≥  [4, теорема 2; 5, следствие 4.6].

• Для любой мощности ,n∈  3n ≥  и любого свободного от квадратов числа p  существу-
ет множество nM ∈M  такое, что char M p=  [3, теорема 5].
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• Для любой мощности ,n∈  3n ≥  и любого k ∈  существует множество nM ∈M  с ми-
нимальным ребром ,k  не поддающееся сжатию. [6].

• Всякое множество 3M ∈M  с ребром 1 имеет характеристику 4 3,p k= +  0 ,k ∈  где 
0 {0};= ∪   в частности, не существует множества nM ∈M  характеристики 1 с ребром 1 [8, 

утверждение 3; 3].
Данная работа посвящена дальнейшему изучению вопроса о существовании множеств 

nM ∈M  с заданной характеристикой и минимальным ребром. В работе [7] строятся бесконеч-
ные семейства множеств 3iM ∈M  с char 3,iM =  ребром 1 и 3jM ∈M  с char 5,jM =  ребром 2. 
В [8, утверждение 4] доказывается существование бесконечных семейств множеств 3iM ∈M  c 
любой характеристикой 1p >  и минимальным ребром 2,AB =  где третья точка лежит на се-
рединном перпендикуляре к ребру .AB  Однако, из условия о существовании треугольника 
ясно, что третья точка может лежать на гиперболе специального вида [2]. В данной заметке 
обобщаются результаты исследования множества 3M ∈M  с ребром 2. Доказывается, что не 
существует множества 3,M ∈M  char 1M =  с ребром 2. Затем рассматриваются множества 

3M ∈M  с ребром 3 и изучаются их характеристики.
Утверждение 1. Всякое множество { } 3, ,M A B C= ∈M  с минимальным ребром 2,AB =  где

1,AC BC− =  имеет характеристику 8 7,p k= +  0.k ∈
Доказательство. По теореме о сетке введем систему координат так, что ( 1;0),A −  (1;0),B  

; .
4 4

b pmC
 
  
 

 В треугольнике ABC  выполнено следующее соотношение: AC n=  и 1.BC n= −  

Расстояния между точками на плоскости в координатах равны:

( ) ( )2 22 22 22 24 4
1 ; 1 .

4 4 4 4 4 4
m pb m pbb p b pm mAC BC

   + + − +   = + + = = − + =               
Составим систему уравнений:

	

( )

( )

2 2

2 2

4
4

4
1

4

m pb
n

m pb
n

 + + =


 − +

= −


	 (1)	

После нескольких преобразований получим:

	
( )
( ) ( )

2 2 2

2 22

4 16

4 16 1

m pb n

m pb n

 + + =


− + = −
	 (2)	

В полученной системе (2) вычтем из первого уравнения второе:

	 ( ) ( )2 2 2 24 4 16 16( 1) ,m m n n+ − − = − −
откуда

	 2 1.m n= − 	 (3)
Независимо от выбора уравнения системы (2) для подстановки выражения (3), приходим к 
следующему равенству:

	 2 212 12 9.pb n n= − − 	 (4)
Для того, чтобы уравнение (4) имело целочисленное решение, необходимо, чтобы p  и b  были 
нечетны. Перепишем уравнение (4) в следующем виде:

	 ( )2 9 12 1 .pb n n+ = −
Числа n  и ( 1)n −  являются последовательными натуральными, среди которых ровно одно 

делится на 2. Следовательно, 12 ( 1) 0(mod 24).n n − ≡  Значит, 2 15(mod 24),pb ≡  как следствие, 
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2 7(mod8).pb ≡  Но, в силу нечетности ,b  выполнено 2 1(mod8).b ≡  Из этого следует, что 
8 7,p k= +  0.k ∈
Итак, все решения уравнения (4) с учетом (3) задают точки на гиперболе специального 

вида, уравнение которой найдём следующим образом. Пусть ( 1;0),A −  (1;0)B  – фокусы гипер-
болы. Воспользуемся фокальным свойством гиперболы: абсолютное значение разности рас-
стояний от C  до двух выделенных точек A  и B  постоянно. Точнее,

	 2 ,AC BC a− = 	 (5)
где a  – действительная полуось гиперболы и 2 0.AB a> >

Подставляя в (5) значения длин отрезков AC  и ,BC  введенных в утверждении 1, получим 
1 .
2

a =  Из соотношения 2 2 2c a b= +  определим 2 3 ,
4

b =  где c  – фокусное расстояние, b  – мни-

мая полуось. Тогда каноническое уравнение гиперболы

	
2 2

2 2 1x y
a b

− =

примет вид (6) (рис.1):

	
2

2 44 1.
3
yx − = 	 (6)

Таким образом, получили связь (7) между координатами точки :C

	
2 2

1.
4 12

m pb
− = 	 (7)

Следствие 1. Не существует множества 3,M ∈M  char 1M =  с ребром 2.
Доказательство. Рассмотрим два возможных случая: точка принадлежит серединному 

перпендикуляру к ребру AB  или гиперболе (6). Если точка C  лежит на серединном перпенди-
куляре к ,AB  то char 1M >  [8, утверждение 4]. В противном случае, множество 3M ∈M  име-
ет характеристику 8 7,p k= +  0.k ∈

Перейдем к рассмотрению множеств 3M ∈M  с минимальным ребром 3. Из неравенства 
треугольника AC AB BC< +  следует, что длины сторон AC  и BC  в треугольнике ABC от-
личаются не более чем на 2. Случай, когда ,AC AB BC= +  приводит к тому, что три точки 
содержатся в одной прямой и не рассматривается, поскольку множество M ∈M  не содержит-
ся ни в какой прямой 2.L ⊂ 

Утверждение 2. Всякое множество { } 3, ,M A B C= ∈M  с минимальным ребром 3,AB =  где 
или 0,AC BC− =  или 2,AC BC− =  имеет характеристику 4 3,p k= +  0.k ∈

Рис. 1. Множества с ребром 2
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Доказательство. Пусть третья точка C  лежит на серединном перпендикуляре к ребру AB 

(рис. 2). Тогда по теореме о сетке введем систему координат так, что 3 ;0 ,
2

A − 
 

 3 ;0 ,
2

B  
 
 

 

0; .
6

b p
C

 
  
 

 Воспользуемся теоремой Пифагора:

	
2

29 ,
36 4
pb r+ = 	 (8)

или
	 2 281 36 ,pb r+ =

где .r AC BC= =
В уравнении (8) p  и b  – нечетные числа и 2 3(mod 4).pb ≡  Так как 2 1(mod 4),b ≡  то 
4 3,p k= +  0.k ∈

Пусть теперь третья точка ;
6 6

b pmC
 
  
 

 лежит на гиперболе специального вида. Обозна-

чим ,AC n=  2.BC n= −  Найдем расстояние между точками A  и ,C  B  и C  в координатах: 

	
( )2 2 22 93 ;

6 2 6 6
m pbb pmAC

  + + = + + =       
	 (9)

	
( )2 2 22 93 ;

6 2 6 6
m pbb pmBC

  − + = − + =       
	 (10)

Из уравнений (9) и (10) составим и решим систему:

	

( )

( )

2 2

2 2

9
6

9
2

6

m pb
n

m pb
n

 + + =


 − +

= −


	 (11)

После возведения в квадрат обеих частей уравнений системы (11) получим:

	
( )
( ) ( )

2 2 2

2 22

9 36

9 36 2

m pb n

m pb n

 + + =


− + = −
	 (12)

и вычтем из первого уравнения второе:
	 ( ) ( ) ( )2 2 229 9 36 36 2 ,m m n n+ − − = − −

откуда
	 4 4.m n= − 	 (13)
Вне зависимости от выбора уравнения системы (12) для подстановки выражения (13), по-

лучим:
	 2 25 20 ( 2).pb n n+ = − 	  (14)
Ясно, что p  и b  – нечетные числа. Правая часть уравнения (14), очевидно, кратна 4. Следо-

вательно, 2 3(mod 4).pb ≡  Но 2 1(mod 4),b ≡  значит 4 3,p k= +  0.k ∈
Замечание 1. В случае множества { } 3, ,M A B C= ∈M  с минимальным ребром 3AB =  и 

1,AC BC− =  характеристика может принимать значения, отличные от 4 3,k +  0.k ∈
Действительно, как и ранее, составим систему из двух уравнений, определяющих расстоя-

ние между точками:
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( )

( )

2 2

2 2

9
6

9
1

6

m pb
n

m pb
n

 + + =


 − +

= −


	 (15)

Преобразуем полученную систему (15)

	
( )
( ) ( )

2 2 2

2 22

9 36

9 36 1

m pb n

m pb n

 + + =


− + = −
	 (16)	

и вычтем из первого уравнения второе:
	 ( ) ( ) ( )2 2 229 9 36 36 1 ,m m n n+ − − = − − 	

или, что то же самое,
	 2 1.m n= − 	 (17)
Вне зависимости от выбора уравнения системы (16) для подстановки выражения (17), по-

лучим:
	 2 232 32 64.pb n n= − − 	 (18)
Уравнение (18) имеет решение в целых числах, если хотя бы один из множителей 2pb  явля-

ется четным числом. Перепишем уравнение (18) в следующем виде:
	 2 64 32 ( 1).pb n n+ = − 	 (19)
Заметим, что ( 1) 0(mod 2).n n − ≡  Тогда 32 ( 1) 0(mod 64).n n − ≡  Значит 2 0(mod 64),pb ≡  и 

поэтому 2 0(mod 4).pb ≡  Если 2 1,b k= +  ,k ∈  то 2 1(mod 4).b ≡  Исходя из этого, 0(mod 4).p ≡  
Но это противоречит тому, что характеристика p  есть число, свободное от квадратов. 

Пусть 2 ,b k=  .k ∈  Тогда уравнение (19) примет следующий вид:
	 2 16 8 ( 1).pk n n+ = − 	 (20)

С помощью рассуждений, аналогичных приведенным выше, приходим к выводу, что 2 ,k q=  
.q ∈  Перепишем (20) следующим образом:

	 2 4 2 ( 1).pq n n+ = − 	 (21)
Заметим, что таким же образом можно «спуститься» на шаг (22), осуществив замену 2 ,q t=  :t ∈

	 22 2 ( 1).pt n n+ = − 	 (22)
Таким образом, исследование случая 1AC BC− =  приёмами, аналогичными двум другим 

случаям, не позволяет установить ограничения на .p

Рис. 2. Множества с ребром 3
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Очевидным примером множества 3,M ∈M  char 1M =  является прямоугольный треу-
гольник со сторонами 3, 4, 5 (см. рис. 2).

Заметим, что объединение множеств 1 2 3,M M ∈M  с ребром 3 и одинаковой характеристи-
кой 4 3k +  может оказаться множеством 4 ,M ∈M  char 4 3,M k= +  0 ,k ∈  даже если точки ле-
жат на разных гиперболах (см. рис. 3) или на одной из гипербол и серединном перпендикуляре 

(см. рис. 4). Например, 1
3 ;0 ,
2

M A  = −  
 

3 ;0 ,
2

B  
 
 

5 34; ,
2

C
 
  
 

4
5 ;4 3 ,
2

D   ∈ 
 

M  1char 3M =  

и 2
3 ;0 ,
2

M A  = −  
 

 3 ;0 ,
2

B  
 
 

 5 76; ,
2

C
 
  
 

 4
9 70; ,

2
D

 ∈   
M  2char 7.M =

Рис. 3. Множество с характеристикой 3 Рис. 4. Множество с характеристикой 7
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УДК 004.75

ПОСТРОЕНИЕ ГИБРИДНОЙ РЕКОМЕНДАТЕЛЬНОЙ СИСТЕМЫ

Воронежский государственный университет

В. Г. Ляликова, М. М. Безрядин

Аннотация. Рассматривается решение задачи об информировании пользователя об услу-
ге, наиболее интересной для него в данный момент времени. Рассмотрены современные 
подходы построения рекомендательных систем, их преимущества и недостатки. Прово-
дится обучение и тестирование алгоритмов для организации рекомендательных систем. 
Реализована рекомендательная система для услуг, способная формировать рекомендации 
как для зарегистрированных, так и для незарегистрированных пользователей. На основе 
полученной информации разработанная рекомендательная система приводит к лучшему 
решению.
Ключевые слова: рекомендательные системы, коллаборативная фильтрация, гибридная 
фильтрация, метод k-ближайших соседей, байесовская оценка решения, веб-приложение 
услуг, оценка точности рекомендательной системы.

Введение

В настоящее время онлайн-продажи являются самым динамично развивающимся сегмен-
том торговли. Пользователи все чаще отдают предпочтения товарам и услугам, расположенным 
на виртуальных площадках. Такие темпы развития диктуют создателям современных веб-при-
ложений необходимость очень быстро адаптировать контент под предпочтения пользователей. 
Наиболее востребованным решением этой задачи стали рекомендательные системы, способ-
ные анализировать поведение пользователя, его склонности и предлагать наиболее интересное 
наполнение. Такие системы используются для рекомендаций фильмов и книг, товаров и услуг, 
различных статей и учебных материалов, а также во множестве других сфер, где есть возмож-
ность что-то порекомендовать пользователю. И для каждой из этих сфер система рекоменда-
ций будет специфична и будет зависеть от множества факторов: специфика товара, количество 
данных о пользователе, реализация обратной связи и т.д. Благодаря правильно подобранным 
рекомендациям можно существенно улучшить продажи, и компании осознают это.

В связи с этим, можно сделать вывод, что исследование использования рекомендательных си-
стем в веб-приложениях для компаний, работающих в сфере услуг является актуальной задачей.

1. Постановка задачи

В данной статье рассматривается задача об информировании пользователя об услуге, кото-
рая ему может быть наиболее интересна в данный момент времени. Сформулируем ее следую-
щим образом: даны 1( )N

u uP =  – множество N  пользователей; 1( )M
i iA =  – множество M  услуг; силь-

но разреженная матрица оценок ,
1, 1( ) .N M

ui u iR r = ==  Необходимо спрогнозировать неизвестные 
элементы uir′  – для каждого пользователя и i-й услуги. Для контроля разрабатываемой систе-
мы в качестве оценки точности используется средняя квадратичная ошибка RMSE [2]:

	
2

1 1

( ) .
N M

ui ui

u i

r rRMSE
N= =

′ −
= ∑∑ 	 (1)

Точность / ( )Precision TP TP FP= +  описывает релевантность позиций в списке. Здесь true 
positive (TP) – доля верно подобранных рекомендаций, false positive (FP) – ошибочно подобран-
ные рекомендации. Полнота / ( )Recall TP TP FN= +  показывает насколько полно рекоменда-
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тельная система покрывает весь массив объектов рекомендации. Здесь false negative (FN) реко-
мендации, которые не были включены, но представляли для пользователя интерес [7].

2. Методы исследования

2.1. Классификация рекомендательных систем

Существует множество различных рекомендательных систем, из которых можно выделить 
четыре основных метода фильтрации содержимого [1].

• Фильтрация на основе контента (content-based filtering) – рекомендации формируются на 
основе предыдущих оценок пользователя и схожести объектов. 

Для формирования рекомендаций для данного пользователя будет необходимо найти век-
тора наиболее близкие к вектору его интересов. То есть, для использования данного подхода, 
необходимо чтобы рекомендуемый товар имел какое-либо признаковое описание. Для опреде-
ления похожести между векторами, чаще всего используют косинусное сходство.

Преимуществом контентной фильтрации является то, что она способна функционировать 
при небольшом количестве пользователей, так как рекомендации не зависят от других пользо-
вателей. Однако обособленность от других пользователей ведет так же и к главному недостат-
ку таких систем – невозможности рекомендовать объекты, которые находятся за пределами 
интересов пользователя. По этой причине рекомендации получаются довольно однообразны-
ми и не способы выйти за рамки его прошлых покупок

• Фильтрация на основе знаний (knowledge-based) – рекомендации основаны на выстраи-
вании связей между объектами не по обычным критериям похожести, а исходя из взаимос-
вязанных тех или иных групп. Как и в случае с «content-based», оценки других пользователей 
системы не учитывают.

• Коллаборативная фильтрация (collaborative filtering) – рекомендации формируются на ос-
нове историй как самого пользователя, так и других пользователей. В основе данного подхода 
лежит следующее допущение: пользователи, которые одинаково оценивали предметы в про-
шлом, склонны одинаково оценивать предметы в будущем [2].

Методы, используемые коллаборативной фильтрацией можно разделить на две группы: ос-
нованные на анализе имеющихся сведений о сходства между пользователями (Memory-based) 
и основанные на моделях (Model-based) [8]. В рамках memory-based подходов, строится матри-
ца предпочтений (таблица 1), на одной из осей которой находятся все объекты рекомендаций, 
а на другой все существующие в системе пользователи. Далее составляются рекомендации для 
пропущенных элементов, на основе оценок похожих пользователей.

Рекомендательные системы, основанные на модели, работают несколько иначе. Сначала 
формируется описательная модель предпочтений пользователей, товаров и взаимосвязи меж-
ду ними, а затем формируются рекомендации на основании полученной модели.

Главным недостатком коллаборативной фильтрации является так называемая проблема 
холодного старта. Такая ситуация возникает тогда, когда накопленных данных недостаточно 
для корректной работы системы. Например, когда рекомендация строится для нового пользо-
вателя или товара. Кроме этого существует проблема разреженности данных, когда в системе 
большое количество товаров, но малое количество оценок

Таблица 1
Матрица предпочтений

Item 1 Item 2 Item 3
User 1 5 3 2
User 2 ? 4 4
User 3 5 ? 5
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• Гибридная фильтрация (hybrid filtering) – использует сочетание перечисленных выше 
подходов. Чаще всего совмещаются подходы, основанные на контенте и коллаборативной 
фильтрации.

2.2. Построение гибридной рекомендательной системы

Как было сказано выше, все виды рекомендательных систем имеют как свои недостатки, 
так и преимущества. Следовательно, чтобы покрыть слабые недостатки каждого из подходов, 
нужно разработать рекомендательную систему, опирающуюся сразу на несколько подходов, 
т.е. гибридную рекомендательную систему.

Сначала была решена проблема холодного старта. Для нового пользователя нет возмож-
ности предложить ему рекомендации, персонализированные под его интересы. В этом случае 
нужно сформировать список рекомендаций, основанный на рейтинге товаров. Одним из про-
стых способов для реализации эффективной системы рейтинга является применение Байе-
совской оценки решения [5].

Идея данного метода состоит в том, что рейтинги необходимо нормализовать, подталки-
вая их к среднему рейтингу для сайта. Причем нормализацию необходимо производить не 
равномерно, элементы с меньшим числом оценок необходимо нормализовать сильнее, чем 
элементы с большим числом. Основная формула выглядит следующим образом:

	 ( ) ( )( ) ,
( ) ( )

W m m W r rb r
W m W r

⋅ + ⋅
=

+
	 (2)

где r  – средний рейтинг объекта
( )W r  – вес этого рейтинга (число оценок, поставленных данному объекту),

m  – средний рейтинг для всей базы данных,
( )W m  – вес среднего рейтинга базы (произвольное число, которое обозначает порог, при 

достижении которого количество оценок может считаться достоверным),
( )b r  – новый байесовский рейтинг.

После того как пользователь регистрируется на сайте появляется возможность отслежи-
вать и записывать посещенные им страницы, а при совершении записи на услугу данные о 
пользователе дополнятся еще и этой информацией. Проанализировав веб-приложения с ана-
логичным функционалом, был сделан вывод, что пользователи пишут очень похожее описание 
на похожие категории товаров, а в некоторых случаях и вовсе опускают описание, ограничи-
ваясь лишь названием услуги. Это говорит о том, что использование основанного на контенте 
подхода для такого типа веб-приложений не очень эффективно. 

В связи с этим, была реализована рекомендательная система, которая использует коллабо-
ративную фильтрацию по пользователям (user-based) [8]. Для данной системы был выбран 
метод k ближайших соседей: ui ur r′ =

	
( , )( )

,
( , )

i

i

vi vv P
ui u

v P

sim u v r r
r r

sim u v
∈

∈

−
′ = +

∑
∑

	 (3),

а в качестве меры сходства использовалось евклидово расстояние:

	 2 2( , ) ( ) ( ) .i j i jsim u v u u v v= − + + 	 (4)
Однако, из-за ее квадратичной сложности и большого числа пользователей в системе, вре-

мя необходимое на расчет рекомендаций заметно возросло. Поэтому была реализована филь-
трация по услугам (item-based), использующая также метод k ближайших соседей, которая 
предсказывает рекомендации существенно быстрее по той причине, что предметов рекомен-
дации в системе существенно меньше чем пользователей [8].
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∑
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Составление рекомендаций для пользователя на основе его оценок было реализовано с по-
мощью item-based подхода, так как он обладает меньшей вычислительной сложностью, чем 
user-based подход. 

Для предсказания оценок предмета на основе других оценок был выбран Slope one подход 
[6] с упрощенным предиктором ( ) .f x a b= +  Данный подход является одним из самых про-
стых способов коллаборативной фильтрации, а точность сравнима с точностью более слож-
ных и трудоемких ресурсов.

Данный алгоритм можно представить следующим образом.
1. На вход подается: 

• множество всех оценок пользователей, 
• пользователь, для которого необходимо составить рекомендации
• минимальная допустимая оценка.

2. Для указанного пользователя, находится множество всех оцененных им услуг.
3. Предсказываются оценки для неоцененных услуг следующим образом. Для предсказа-

ния оценки пользователя для услуги jA  на основании его оценки для услуги ,iA  находится 
множество пользователей оценивших обе услуги jA  и .iA  Если это множество не пустое, на 
основе этих оценок строится матрица отклонений, в которой указывается отклонения в рей-
тинге данных услуг, а также матрица c количеством оценок каждой услуги. Далее существую-
щие оценки пользователя корректируются на величину отклонений, умножаются на весовые 
коэффициенты равные количеству пользователей оценивших данную услугу, и складываются. 
Полученная сумма делится на общее число оценок и в результате получается прогнозируемая 
оценка. В случае если существующих данных недостаточно для прогноза оценки, ей присваи-
вается значение равное –1. 

4. Для того чтобы не произошла ситуация, когда пользователю рекомендуется услуга с вы-
соким рейтингом, но предоставляющая ее организация имеет низкий рейтинг, необходимо 
учитывать рейтинг организации. Для этого получившийся рейтинг необходимо сложить с 
рейтингом организации, предварительно умножив на заданные веса.

	 1 2 ,ui ui ores w r w r= ⋅ + ⋅ 	 (6)
где 1w  и 2w  – заданные веса, подбираемые эмпирическим путем, 1 0,55,w =  2 0, 45,w =  uir  – 
рейтинг услуги ,iA  or  – рейтинг организации.

Описанный выше подход использует лишь информацию об оценках, и, хотя на основе ее 
можно строить более точные прогнозы, такой информации, как правило, гораздо меньше, чем 
информации о просмотрах и покупках. Поэтому была создана гибридная система, которая 
объединяет алгоритмы Slope one и item-based k ближайших соседей. В качестве вида гибрид-
ной системы была выбрана взвешенная система. Эмпирически были подобраны веса, сочета-
ние которых дает наименьшее значение среднеквадратической ошибки. Они составили 

1 0,65w =  для Slope one и 2 0,35w =  для item-based k ближайших соседей.

3. Результаты и их обсуждение

 Для анализа эффективности рекомендательных систем был использован dataset Amazon 
review data, который предоставляет информацию об оценках более миллиона пользователей 
для продуктов на Amazon по пятибалльной шкале, а также двоичных данные о просмотрах и 
покупках [4]. 
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Анализ был проведен для следующих рекомендательных система: гибридная система, си-
стема категориальных интересов, User-kNN подход, Item-kNN подход, Slope one подход. Срав-
нение всех используемых в работе подходов представлено в табл. 2.

Проведенный анализ показал, что построенная гибридная рекомендательная система по-
казала минимальную величину RMSE и позволила сократить изначальную среднеквадратиче-
скую ошибку на 32.22 %.

Таблица 2
Сравнительный анализ построенных рекомендательных систем

Название подхода Величина 
RMSE

Сравнение с RMSE без
рекомендательной системы (уменьшение 

среднеквадратической ошибки)

Время выполнения 
в секундах 

(для 100 т. оценок)
Система 
категориальных 
интересов

1,106 –17,69 % 0

User-kNN 1,016 –24,31 % 12,20
Item-kNN 0,968 –27,87 % 8,45
Slope one 0,945 –29,59 % 2,70
Гибридная система 0,911 –32,22 % 10,24

Заключение

В работе были проанализированы современные подходы построения рекомендательных 
систем. Выявлены их преимущества и недостатки, рассмотрены метрики оценки качества та-
ких систем. В результате была реализована рекомендательная система, которая объединила в 
себе как персонализированные подходы, основанные на байесовском среднем рейтинге, так 
и неперсонализированные подходы, основанные на алгоритмах Slope One и item-based kNN. 
Реализованная гибридная система превзошла по эффективности все рассмотренные подходы 
и позволила сократить изначальную среднеквадратическую ошибку на 32,22 %.
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ОБ ОБРАЗОВАНИИ МНОГОУГОЛЬНЫХ СТРУКТУР
НАД ВРАЩАЮЩИМСЯ ДИСКОМ

Институт автоматизации проектирования РАН

Ф. А. Максимов

Аннотация. С помощью численного моделирования исследуется задача о течении вязко-
го газа над вращающимся диском. Рассматриваются условия, в которых осесимметричное 
течение разрушается с образованием почти правильных многоугольных структур. При 
фиксированном размере вращающегося с одинаковой скоростью диска, течение опреде-
ляется вязкостью и толщиной слоя над диском. В результате численных экспериментов 
получены картины течения с последовательным изменением от восьмиугольника до че-
тырехугольника.
Ключевые слова: течение вязкой жидкости, вращающийся диск, уравнения Навье – 
Стокса, правильный многоугольник.

Введение

Течения, вызванные вращающейся поверхностью, представляют большой теоретический 
и практический интерес [1]. Характерной особенностью этих течений является последова-
тельная бифуркация режимов течения. В классической задаче о течении между вращающи-
мися цилиндрами осесимметричное решение при определенных условиях разрушается с об-
разованием течения с вихрями Тейлора. Известны экспериментальные примеры [2–4], когда 
в одних условиях реализуются разное количество пар вихрей Тейлора. Соответственно, пары 
вихрей имеют отличающийся размер. В задаче допускаются разные стационарные решения, 
а реализующееся решение зависит от различных факторов: например, от режима выхода на 
стационарное решение; от геометрических особенностей, допускающих реализацию вихрей 
с заданным размером и других. Фактически неоднозначность реализуемых решений является 
особенностью таких течений. Решение зависит не только от условий, в которых оно рассма-
тривается, но и от выбора начального поля течения, истории получения решения [5]. Это об-
уславливает сложность моделирования таких течений.

Течение над вращающимся диском является важной модельной задачей для изучения ди-
намических процессов и явлений, происходящих в атмосфере и океане при зарождении, эво-
люции, устойчивости струйных течений, их взаимодействия с крупномасштабными полями 
и вихревыми структурами [6]. Особый интерес к таким течениям обусловлен открытием в 
полярных областях Сатурна и Юпитера правильного шестиугольника.

В данной работе в рамках модели течения вязкого газа показана возможность образования 
правильных многоугольных структур из-за неустойчивости осесимметричного вихревого те-
чения над кромкой вращающегося диска при увеличении числа Рейнольдса.

1. Метод моделирования
	
Для моделирования используется модель сжимаемого вязкого газа. Нестационарные урав-

нения Навье – Стокса для трехмерного течения сжимаемого газа в безразмерной форме в де-
картовой системе координат ( , , )x y z=X  имеют вид:

	 ( ) ( ) ( ) 0v v vU E E F F G G
t x y z

∂ ∂ ∂ ∂
+ − + − + − =

∂ ∂ ∂ ∂
,
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Здесь t  – время, ρ  – плотность, ( , , )u v w  – составляющие вектора скорости V  соответ-
ственно в направлениях ( , , ),x y z  p  – давление,  – полная энергия единицы объема газа, кото-

рая для совершенного газа может быть представлена в виде 
2 2 2
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	 ;x xx xy xz xd u v w qσ τ τ= + + +  ;y xy yy yz yd u v w qτ σ σ= + + +  ;z xz yz zz zd u v w qτ σ σ= + + +

	 ;u v wdivV
x y z

∂ ∂ ∂
= + +

∂ ∂ ∂

	 ;
1 Re Prx

Tq
x

γ µ
γ

∂
=

− ∂
;

1 Re Pry
Tq
y

γ µ
γ

∂
=

− ∂
;

1 Re Prz
Tq
z

γ µ
γ

∂
=

− ∂
Безразмерные переменные определены через размерные, которые отмечены штрихом:

	 ;o

o

p tt
Lρ

′ ′
=

′ ′
 ;

L
′

=
′

XX  ;o

op
ρ′

′=
′

V V  ;
o

ρρ
ρ

′
=

′
 ;

o

pp
p

′
=

′
 ;

o

TT
T

′
=

′
 .

o

µµ
µ

′
=

′

Нижний индекс «ноль» – означает значение параметра до начала вращения. Здесь L′  – ха-

рактерный размер; ( , , );x y z=X  ( , , ).u v w=V  0 0

0

Re
p Lρ
µ
′ ′ ′

=
′

 – число Рейнольдса. Предполага-

ется, что число Прандтля Pr pcµ
λ

=  постоянно (при проведении расчетов Pr 0.72= ), здесь ,µ  

,pc  λ  – коэффициенты вязкости,теплоемкости и теплопроводности.
Систему дифференциальных уравнений дополняет уравнение состояния: ,p RTρ=  где T  – 

температура, R  – газовая постоянная. В безразмерном виде уравнение состояния: .p Tρ=
Таким образом, приведена полная система уравнений Навье – Стокса для течений совер-

шенного газа при отсутствии внешних массовых сил. Предполагается, что тепло к среде может 
поступать только в результате теплопроводности. Рассматриваемые далее течения являются 
дозвуковыми и эффекты сжимаемости не имеют большего значения, но использование моде-
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ли сжимаемого газа позволяет использовать численный метод и программы [5, 7], разработан-
ные для моделирования течений вязкого газа.

Использование декартовой системы координат для адекватного описания течений со слож-
ной топологией при решении задач конечно–разностными методами представляется сложным 
по двум причинам: необходимы интерполяционные процедуры для получения граничных ус-
ловий; возникают трудности в описании расчетной сетки, так как расчетная сетка не является 
прямоугольной. Перейдем к произвольной криволинейной системе координат. Равномерную 
сетку для разностной аппроксимации исходных уравнений будем задавать в следующей систе-
ме координат:

	 ;tτ =  ( ), , ;x y zξ ξ=  ( ), , ;x y zη η=  ( ), , .x y zζ ζ=
Использование обобщенного преобразования позволяет сохранить строго консерватив-

ную форму уравнений. Уравнения принимают вид

	 0.U E F G
J J J Jτ ξ η ς

∂ ∂ ∂ ∂
+ + + =

∂ ∂ ∂ ∂

Здесь ( ) ( ) ( );x v y v z vξ ξ ξ= − + − + −E E E F F G G
( ) ( ) ( );x v y v z vη η η= − + − + −F E E F F G G
( ) ( ) ( ).x v y v z vς ς ς= − + − + −G E E F F G G

Коэффициенты матрицы преобразования определяются по следующим формулам:

	 ;x
y z y zJξ
η ς ς η

 ∂ ∂ ∂ ∂
= − ∂ ∂ ∂ ∂ 

 ;y
z x x zJξ
η ς η ς

 ∂ ∂ ∂ ∂
= − ∂ ∂ ∂ ∂ 

 ;z
x y y xJξ
η ς η ς

 ∂ ∂ ∂ ∂
= − ∂ ∂ ∂ ∂ 

	 ;x
z y y zJη
ξ ς ξ ς

 ∂ ∂ ∂ ∂
= − ∂ ∂ ∂ ∂ 

 ;y
x z z xJη
ξ ς ξ ς

 ∂ ∂ ∂ ∂
= − ∂ ∂ ∂ ∂ 

 ;z
y x x yJη
ξ ς ξ ς

 ∂ ∂ ∂ ∂
= − ∂ ∂ ∂ ∂ 

	 ;x
y z z yJς
ξ η ξ η

 ∂ ∂ ∂ ∂
= − ∂ ∂ ∂ ∂ 

 ;y
x z x zJς
η ξ ξ η

 ∂ ∂ ∂ ∂
= − ∂ ∂ ∂ ∂ 

 .z
x y y xJς
ξ η ξ η

 ∂ ∂ ∂ ∂
= − ∂ ∂ ∂ ∂ 

Здесь J  – есть якобиан преобразования, который определяется по формуле

	 1 .x y z x y z x y z x y z x y z x y zJ
ξ η ς ς ξ η η ς ξ ξ ς η ς η ξ η ξ ς

− ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
= + + − − −

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
Использование обобщенного преобразования позволяет построить равномерную сетку 

в виде единичного куба. Коэффициенты матрицы преобразования при заданном распреде-
лении узлов в физической области рассчитываются с использованием разностных формул в 
соответствии с уравнениями.

При записи уравнений предполагается, что производные, которые есть в выражениях для 
,vE  vF  и vG  преобразуются в соответствии с правилами дифференцирования сложных функ-

ций. Данные члены отвечают за наличие вязких сил.
Для моделирования течения используется метод [5]. В отличие от случая внешней аэро-

динамики [7], в рассматриваемой задаче учитываются диссипативные процессы по всем про-
странственным направлениям.

На рис.1а приведена расчетная область между дисками и сетка в одном из сечений в окруж-
ном направлении. Трехмерная сетка получается набором сечений в окружном направлении. 
По радиусу от оси дисков и в окружном направлениях сетка равномерная. Около поверхно-
стей дисков сетка имеет сгущение по нормали к этим поверхностям. Расчеты выполнены на 
сетке 225 181 57× ×  узлов (по радиусу, в окружном направлении и по оси вращения).

Нижний диск состоит из подвижной части радиусом 1,R =  вращающейся относительно 
вертикальной оси с угловой скоростью ,ω  и неподвижной части 1 2.R< ≤  Другие поверхно-
сти неподвижны. Расстояние между дисками .∆  На рис.1б на вращающейся части нижнего 



599

диска приведены вектора скорости. На всех остальных поверхностях расчетной области ста-
вятся условия прилипания, фиксируется заданная температура.

Расчеты проводились на многопроцессорной вычислительной технике, распараллелива-
ние осуществлялось с помощью геометрической декомпозиции расчетной области.

2. Результаты расчетов

Если вращение диска происходит достаточно медленно, то задача определяется двумя па-
раметрами – расстоянием между дисками ;∆  и числом Рейнольдса. Число Рейнольдса удобно 
определить следующим образом Re ,R Rω

ν
⋅

=  где ν  – коэффициент кинематической вязкости. 

При проведении расчетов угловая скорость вращения  задавалась такой, что линейная ско-
рость движения внешней части диска равна 0.1  от скорости звука. Это позволяет предполо-
жить о незначительном влиянии эффектов сжимаемости и ограничиться двумя указанными 
параметрами.

Проведена серия расчетов при изменении расстояния ∆  между дисками при фиксирован-
ных прочих параметрах. Все расчеты выполнены по одной схеме. Первоначально при задан-
ных геометрических параметрах из состояния покоя методом установления находится реше-
ние при Re 1000.= . Во всех случаях получается осесимметричное решение. 

На рис. 2 приведен пример расчета при Re 1000.= , 0.2.∆ =  Представлено распределение 
давления pна нижнем диске, где есть вращающаяся часть. В плоскости, проходящей через ось 
вращения, приведено распределение скорости w  вдоль оси ,Z  соответствующей оси враще-
ния. Над вращающейся частью давление понижено и реализуется течение вниз. За счет враще-
ния поток направлен от центральной части к периферийной. Вдоль внешней кромки вращаю-
щейся части образуется компенсирующие течение вверх по оси .Z  Фактически вдоль кромки 
вращающейся части образуется вихревая структура. В данном случае она осесимметрична.

На рис. 3 приведено поле скоростей поперечного течения в сечении, проходящем через ось 
вращения. На данном рисунке хорошо виден центр вихревой структуры, который расположен 
приблизительно по середине между дисками и чуть смещен по радиусу к оси вращения от 
кромки вращающегося диска (положение кромки отмечено маркером).

При задании числа Рейнольдса равным Re 1000.,=  данный осесимметричный характер те-
чения сохраняется для всех вариантов ∆  от 0.1  до 0.2.

Полученные поля течения были использованы в качестве начальных данных для расчета 
течения при числе Re 2000.= . Изменение числа Рейнольдса, при сохранении прочих параме-
тров, соответствует тому, что уменьшается вязкость потока.

а) б)
Рис. 1. Геометрия расчетной области (а)

и визуализированная вращающаяся часть нижнего диска (б)
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При изменении числа Рейнольдса до Re 2000.=  при 0.12∆ ≥  осесимметричный характер 
течения разрушается и устанавливается трехмерное течение с образованием «многоугольни-
ка». На рис. 4 представлено течение при 0.15.∆ =  В сечении 0.5z = ∆  представлено распреде-
ление давления (а) и скорости w  (б). Осесимметричный характер разрушается с образовани-
ем шестиугольника.

Около сторон многоугольника реализуются локальные максимумы давления. Полученное 
решение можно описать следующим образом. Вихрь вдоль кромки вращающегося диска при 
достаточно большей вязкости имеет стационарную геометрию окружности. При уменьшении 
вязкости этот вихрь распадается на систему прямолинейных вихрей, которые в совокупности 
приближенно соответствуют исходному вихрю. Вихри, создающие многоугольник, по всей ви-
димости при образовании стационарного течения должны иметь одинаковые параметры. Это 
приводит к тому, что образуется правильный многоугольник.

Для того чтобы получить многоугольники с разным числом граней первоначально прово-
дились расчеты с последующим постепенным изменением числа Рейнольдса или геометрии 
расчетной области (растяжением или сжатием) с сохранением ранее полученных полей тече-
ния. Однако такой подход, хотя и приводил к качественному изменению картин течения, не 
позволил выявить какие-либо закономерности. По всей видимости это обусловлено влиянием 

Рис. 2 Осесимметричное течение с образованием вихря около кромки вращающегося диска: 
Re 1000.= , 0.2∆ =

Рис. 3. Поле скоростей поперечного течения: Re 1000.,=  0.2∆ =
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начальных данных на получаемую картину течения в условиях, когда возможны разные вари-
анты решения задачи.

При описанной последовательности проведения расчетов в зависимости от параметров за-
дачи (Re, )∆  возможно образование различных правильных многоугольников. На рис.5 при-
ведено распределение скорости w  по направлению оси Z  при изменении ∆  от 0.12  до 0.2 
при Re 2000.= . Распределение приведено в среднем сечении между дисками 0.5 .z = ∆  При 

0.12∆ =  образуется восьмиугольник; 0.13 0.14∆ = ÷  – семиугольник; 0.15 0.17∆ = ÷  – ше-
стиугольник; 0.18 0.19∆ = ÷  – пятиугольник; 0.2∆ =  – четырехугольник.

0.12∆ = 0.13∆ = 0.14∆ =

0.15∆ = 0.16∆ = 0.17∆ =

а) б)
Рис. 4. Распределение давления (а) и скорости w  (б) в сечении 0.5 :z = ∆  Re 2000.,=  0.15∆ =
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0.18∆ = 0.19∆ = 0.2∆ =
Рис. 5. Многоугольник в зависимости от ∆ . Re 2000.=

Определенная закономерность была выявлена при описанной выше последовательности 
проведения расчетов. Предположим, что длина вихревой структуры приближенно равна 

2 ,L R nπ=  где R  – радиус вращающегося диска ( 1),R =  n  – количество вихрей (или сторон 
многоугольника), а поперечный размер вихря определяется расстоянием между дисками – ве-
личиной .∆  По результатам расчетов можно дать оценку удлинения L ∆  вихрей, которые об-
разуют многоугольник. На рис. 6 приведено L ∆  в зависимости от .∆  Видно, что удлинение 
вихрей по результатам расчетов почти одинаково и составляет от 6 до 8.

Структура течения зависит не только от ,∆  но и от числа Рейнольдса. На рис. 7 приведено 
два примера. На рис. 7а аналогично, как и на рис.6, приведено течение в случае 0.10,∆ =  
Re 2500.= . Фактически, для того чтобы осесимметричное течение потеряло устойчивость, 
надо снизить вязкость чуть больше. Количество сторон многоугольника в этом случае 9, а уд-
линение вихрей в этом случае близко к оценке, полученной при больших значениях .∆  Анало-
гичный результат получается и при 0.11,∆ =  Re 2500.= .

На рис. 7б приведен пример расчета при параметрах 0.20,∆ =  Re 3000.= . В этом случае 
число сторон многоугольника уменьшается до трех. Удлинение вихрей возрастает и видно, что 
вихри приближаются к границам расчетной области. Возможно, что в этом случае на структу-
ру течения и размеры вихрей оказывает не только расстояние между дисками, но и расстояние 
до внешней невращающейся боковой стенки. Задача становится многопараметрической и су-
щественно нелинейной.

Заключение

В течении между двумя дисками, часть одного из которых вращается, над кромкой враща-
ющейся части при достаточно малых числах Рейнольдса образуется вихревая осесимметрич-

Рис. 6. Удлинение L ∆  вихрей в зависимости от .∆  Re 2000.=
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ная структура. При увеличении числа Рейнольдса осесимметричный характер течения теряет 
устойчивость и появляется система равных прямолинейных вихрей вдоль окружности. В пла-
не образуется правильный многоугольник. Количество сторон многоугольника определяется 
расстоянием между дисками.

Образование аналогичных течений с образованием правильных многоугольных структур 
наблюдается в экспериментальных исследованиях [6], в полярных областях Сатурна.
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УДК 004.94

ПРИМЕНЕНИЕ ГИБРИДНОГО ЦИФРОВОГО ДВОЙНИКА 
ДЛЯ ОПТИМИЗАЦИИ ЭНЕРГОПОТРЕБЛЕНИЯ ЗДАНИЯ

Ярославский государственный технический университет

О. Ю. Марьясин

Аннотация. В работе рассмотрено решение задачи оптимального управления энергопо-
треблением многозонного офисного здания на основе использования гибридного циф-
рового двойника здания. Гибридный цифровой двойник включает в себя энергомодель 
здания, цифровые модели энергопотребления отдельных зон здания, общую цифровую 
модель энергопотребления здания и компьютерную модель системы отопления, венти-
ляции и кондиционирования здания. Применение указанного подхода позволяет реали-
зовать оптимальное управление энергопотреблением больших многозонных зданий, в 
которых энергозатраты разделены на общие для всего здания и энергозатраты, распреде-
ленные по зонам здания. Для реализации оптимального управления энергопотреблением 
здания используется разработанный автором программный комплекс DTTool.
Ключевые слова: оптимальное управление энергопотреблением, многозонное здание, 
энергомодель, цифровая модель, искусственная нейронная сеть, генетический алгоритм, 
DTTool.

Введение

Одним из путей повышения энергоэффективности и снижения энергозатрат является оп-
тимальное управление энергопотреблением зданий. Реализация оптимального управления 
энергопотреблением предполагает, чтобы энергопотребление здания могло рассчитываться с 
достаточной степенью точности. Для этих целей широко используются системы моделирова-
ния энергопотребления зданий (Building Energy Modeling – BEM). BEM системы выполняют 
моделирование на основе систем дифференциальных и алгебраических уравнений, определя-
ющих теплофизические характеристики зданий и инженерных систем, в том числе, с задан-
ными стратегиями эксплуатации и управления [1]. Наиболее популярными BEM системами в 
настоящее время являются EnergyPlus, DOE-2, ESP-r, IDA ICE, TRNSYS и другие.

BEM системы хорошо подходят для определения энергозатрат, необходимых для поддер-
жания требуемого микроклимата помещений здания, но работа инженерных систем здания, 
таких как система отопления, вентиляции и кондиционирования (Heating, Ventilation, & Air 
Conditioning – HVAC) моделируется в BEM системах не достаточно детально. Это может при-
водить к снижению точности определения общего энергопотребления здания, так как HVAC 
система является одной из наиболее энергоемких инженерных систем здания и параметры 
работы HVAC оборудования могут сильно влиять на энергопотребление здания. Поэтому для 
моделирования HVAC оборудования часто применяются специализированные библиотеки на 
базе общих пакетов для научных и инженерных расчетов, таких как MATLAB/Simulink и паке-
тов, основанных на языке Modelica (Dymola, SimulationX, OpenModelica) [2]. 

BEM системы совместно с другими пакетами моделирования могут использоваться для 
решения задачи оптимального управления энергопотреблением здания. Так, например, с 
помощью средства Building Controls Virtual Test Bed (BCVTB) [3] или библиотеки MLE+ [4] 
можно организовать совместное использование пакета MATLAB/Simulink с BEM системой 
EnergyPlus. BCVTB и MLE+ позволяют MATLAB осуществлять доступ к внутренним перемен-
ным EnergyPlus и синхронизировать по времени работу взаимодействующих систем. Недо-
статком применения указанных инструментов является то, что они ориентированы на ограни-
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ченное число программных пакетов и не поддерживают новые версии MATLAB и EnergyPlus. 
Кроме того совместное использование различных программных пакетов может значительно 
увеличить время моделирования, что затрудняет применение такого решения для оптималь-
ного управления в реальном режиме времени.

В настоящее время для оптимизации и оптимального управления все чаще используются 
цифровые модели. Цифровые модели относятся к так называемым data-driven моделям [5]. Для 
создания data-driven моделей не требуется знания физических законов функционирования 
моделируемого объекта, а достаточно наличие набора данных вход-выход, по возможности 
охватывающего всевозможные режимы функционирования объекта. Очень часто цифровые 
модели строятся на базе искусственных нейронных сетей (ИНС). Главным преимуществом ис-
пользования моделей на базе ИНС для оптимизации и оптимального управления является то, 
что они обеспечивают очень быстрое вычисление целевой функции. Это позволяет сократить 
время выполнения алгоритма оптимизации, что дает возможность проводить оптимизацию в 
реальном масштабе времени. Кроме того ИНС обеспечивают достаточную точность модели-
рования и легко адаптируются к изменению свойств объектов путем переобучения на новых 
наборах данных.

В данной работе предлагается подход к организации оптимального управления энергопо-
треблением зданий на основе использования гибридного цифрового двойника здания (ГЦДЗ). 
ГЦДЗ включает в себя энергомодель здания, цифровые модели энергопотребления отдельных 
зон здания, общую цифровую модель энергопотребления здания и компьютерную модель 
HVAC системы здания. Такой состав цифрового двойника хорошо согласуется с предложенной 
автором архитектурой цифрового двойника здания [6]. Для реализации ГЦДЗ и оптимального 
управления энергопотреблением здания используется разработанный автором программный 
комплекс DTTool, предназначенный для реализации цифровых двойников киберфизических 
систем [7].

1. Гибридный цифровой двойник здания

1.1. Энергомодель здания

В качестве объекта для решения задачи оптимального управления энергопотреблением 
было выбрано офисное здание одного из малых предприятий Ярославской области Россий-
ской Федерации. Предприятие располагается в одноэтажном здании площадью 460 м2, разде-
ленном на 5 зон.

Инженерная система здания включает систему электроснабжения, систему освещения и 
HVAC систему во всех зонах здания. Основными подсистемами HVAC системы являются чил-
лер-фанкойл система для обогрева (зимой) и охлаждения (летом) здания и система вентиля-
ции с экономайзером и автоматическим поддержанием постоянного давления в воздушном 
канале (VAV система). Центральная установка чиллер-фанкойл системы представляет собой 
электрический водогрейный котел и электрический чиллер с водяным охлаждением. Требуе-
мая температура воздуха в зонах здания поддерживается в рабочие дни с помощью термоста-
тов. В зимнее время, для отопления помещений, во всех зонах с 0 до 6 часов поддерживается 
температура 17 °С, с 6 до 20 часов 22 °С, с 20 до 24 часов 17 °С. В летнее время HVAC системой 
во всех зонах с 6 до 20 часов поддерживается температура 24 °С. В утреннее и ночное время 
летом работа HVAC системы отключается.

В качестве инструмента для энергомоделирования в данной работе использовалось прило-
жение BEMTool, входящее в программный комплекс DTTool [8]. Приложение BEMTool осно-
вано на использовании для энергомоделирования системы EnergyPlus. BEMTool поддерживает 
непосредственную работу с текстовыми файлами EnergyPlus и поэтому позволяет исполь-
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зовать все возможности данной BEM системы. Кроме того, BEMTool включает собственные 
средства для проведения оптимизации энергопотребления, что позволяет обойтись без ис-
пользования таких специализированных приложений как GenOpt.

Приложение BEMTool позволяет выполнять следующие основные функции: редактирова-
ние входных файлов EnergyPlus; проведение энергомоделирования; представление результа-
тов энергомоделирования в табличном и графическом виде; выполнение оптимизации энерго-
потребления за определенный период с использованием произвольных полей входных файлов 
в качестве оптимизируемых переменных и произвольных данных в выходных файлах для рас-
чета целевой функции; подготовка наборов данных для цифровых моделей; получение цифро-
вой модели для заданного набора данных; выполнение типовых операций по автоматизации 
процесса энергомоделирования и оптимизации.

При энергомоделировании использовались погодные данные для Московского региона 
России. На рис. 1 показан полученный в результате энергомоделирования график значений 
температуры воздуха внутри помещения Зоны 1 в январе 2020 года.

1.2. Цифровые модели

В данной работе предлагается использовать иерархический вариант цифровой модели 
энергопотребления здания. В этом случае иерархическая цифровая модель будет представлять 
собой ансамбль из шести цифровых моделей. Пять цифровых моделей нижнего уровня бу-
дут предназначены для энергомоделирования соответствующих зон здания. Цифровая модель 
верхнего уровня будет служить для объединения цифровых моделей зон и расчета общего 
энергопотребления здания.

Для реализации всех цифровых моделей мы будем использовать аппарат ИНС. Каждой 
цифровой модели будет соответствовать своя ИНС. Входными контролируемыми переменны-
ми цифровых моделей зон являются задания по температуре .siT  Входными неконтролируе-
мыми переменными являются: температура наружного воздуха ,oaT  относительная влажность 
наружного воздуха ,oaH  атмосферное давление ,oaP  скорость ветра ,wS  направление ветра ,wD  
горизонтальная освещенность наружного солнечного излучения ,ohI  вертикальная освещен-
ность наружного солнечного излучения ,onI  среднее число людей в помещении i-й зоны ,piN  
мощность потребляемая системой электроосвещения i-й зоны ,leiP  мощность потребляемая 
электрооборудованием i-й зоны .eeiP  Выходными переменными являются: температура возду-
ха i-й зоны iT  и относительная влажность воздуха i-й зоны ,iH  энергия затраченная на обо-
грев воздуха i-й зоны ,ahiE  энергия затраченная на охлаждение воздуха i-й зоны .aciE  Входны-
ми переменными цифровой модели верхнего уровня являются: температура воздуха i-й зоны 

Рис. 1. График температуры воздуха внутри помещения Зоны 1
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iT  и относительная влажность воздуха i-й зоны ,iH  энергия затраченная на обогрев воздуха i-й 
зоны ,ahiE  энергия затраченная на охлаждение воздуха i-й зоны ,aciE  мощность потребляемая 
центральной установкой чиллер-фанкойл системы ,ceP  мощность потребляемая вентилято-
ром системы вентиляции ,feP  мощность потребляемая системой освещения ,leP  мощность по-
требляемая электрооборудованием .eeP  Выходной переменной является общее энергопотре-
бление здания .bE

В качестве исходных данных для построения цифровой модели на базе ИНС были исполь-
зованы данные, полученные с помощью приложения BEMTool в результате энергомоделиро-
вания здания в системе EnergyPlus. За 2020 год было получено 8784 значений данных с шагом 
один час. Из всего набора данных были сформированы обучающий и проверочный наборы 
данных. Входной набор данных (образцы) включает данные о времени (час, день, месяц, год), 
значения всех входных переменных за один час и сдвинутые на один час назад значения вы-
ходных переменных. Выходной набор данных (метки) включает значения всех выходных пе-
ременных.

На рис. 2 показаны графики значений общего энергопотребления здания, полученные в 
результате энергомоделирования и рассчитанные по цифровой модели верхнего уровня в те-
чение 200 часов начиная с 11 часов 02.07.2020.

1.3. Компьютерная модель HVAC-системы

Компьютерная модель HVAC системы здания была разработана в системе OpenModelica 
с использованием стандартной библиотеки Modelica v.3.2.3 и библиотеки Buildings v.8.0.0 [9]. 
Библиотека Buildings включает множество компонентов моделирующих работу различного 
HVAC оборудования: нагревателей, теплообменников, чиллеров, отопительных приборов, на-
сосов, разнообразных датчиков, запорных и регулирующих клапанов и многое другое. Фраг-
мент модели HVAC системы здания, включающий вентилятор, электрический водогрейный 
котел, электрический чиллер, теплообменники холодной и горячей воды и регуляторы тепло-
обменников в системе OpenModelica показан на рис. 3.

На рис. 2 элемент chi представляют собой эмпирическую модель электрического чиллера, 
соответствующую модели чиллера программы DOE-2.1 или классу Chiller:Electric:EIR энерго-
модели системы EnergyPlus. Элементы sin1 и sou1 моделируют контур водяного охлаждения 
конденсатора чиллера. Температура охлаждающей воды в контуре конденсатора устанавли-
вается с помощью элемента TCon_in. Элемент hea моделирует электрический водяной нагре-
вательный котел, температура нагрева которого определяется с помощью элемента THSet. 
Источником воды для испарителя чиллера и водогрейного котла служит элемента sou2. Тем-

Рис. 2. Графики температуры воздуха на выходе теплообменников
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пература воды на входе в испаритель чиллера устанавливается с помощью элемента TEva_in. 
Температура охлаждения воды определяется с помощью элемента TCSet. Охлажденная вода 
из чиллера поступает в теплообменник cooCoi для охлаждения воздуха, подаваемого на фан-
койлы. Температура воды в теплообменнике регулируется с помощью регулирующего клапана 
valCoo. Сигнал управления на регулирующий клапан поступает с ПИД-регулятора cooCoiCon. 
Задание ПИД-регулятора устанавливается с помощью элемента TSetCoo. Горячая вода из во-
догрейного котла поступает в теплообменник heaCoi для подогрева воздуха, подаваемого на 
фанкойлы. Температура воды в теплообменнике для подогрева воздуха регулируется с помо-
щью регулирующего клапана valHea. Сигнал управления на регулирующий клапан поступает с  
ПИД-регулятора heaCoiCon. Задание ПИД-регулятора устанавливается с помощью элемента 
TSetHot. Требуемый расход воздуха в системе вентиляции обеспечивается с помощью венти-
лятора fanSup. 

1.4. Реализация компьютерных и цифровых моделей

Система OpenModelica поддерживает экспорт моделей с помощью интерфейса FMI 
(Functional Mock-up Interface). Модели, разработанные в различных системах с помощью ин-
терфейса FMI могут экспортироваться в FMU (Functional Mock-up Unit) модули, которые мо-
гут использоваться другими системами для обмена моделями (Model Exchange) или совмест-
ного моделирования (Co-Simulation). Для работы с моделями, представленными в виде FMU 
модулей, предназначено приложение FMITool, входящее в состав программного комплекса 
DTTool.  Приложение FMITool служит для выполнения следующих основных функций: загруз-
ка моделей, созданных в различных системах моделирования; выполнение моделирования для 
загруженной модели, в соответствии с заданными параметрами; представление результатов 
моделирования в графическом виде; поиск оптимальных значений переменных загруженной 
модели для заданной целевой функции с учетом заданных ограничений; выполнение типовых 
операций по автоматизации процесса моделирования и оптимизации.

Рис. 3. Фрагмент модели HVAC-системы
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Для выполнения операций c цифровыми моделями на базе ИНС использовалось приложе-
ние DMTool, также входящее в состав программного комплекса DTTool. Приложение DMTool 
предназначено для выполнения следующих основных функций: загрузка моделей, созданных в 
различных системах машинного обучения из ONNX файлов; отображение параметров и визуа-
лизация структуры загруженной модели; загрузка тестового набора данных; выполнение модели-
рования для загруженной модели и набора данных; представление результатов моделирования 
в графическом виде; выполнение оптимизации с использованием произвольных входов ИНС в 
качестве оптимизируемых переменных и произвольных выходов ИНС для расчета целевой функ-
ции; выполнение типовых операций по автоматизации процесса моделирования и оптимизации.

Принципы взаимодействия между приложениями BEMTool, FMITool, DMTool и другими 
приложениями программного комплекса DTTool в процессе реализации ГЦДЗ более подроб-
но описаны в [7]. Совместное использование приложений позволяет организовать автома-
тизацию операций по работе с различными видами моделей, выполнению моделирования, 
обработке результатов моделирования, проведения оптимизации и обмена данными с физи-
ческими объектами в режиме реального времени.

2. Оптимальное управление энергопотреблением здания

2.1. Постановка задачи

В качестве критерия оптимальности для задачи минимизации общего энергопотребления 
здания будет служить величина ,bE  рассчитанная по цифровой модели верхнего уровня, реа-
лизующей зависимость

	 1 5 1 5 1 5 1 5( , , , , , , , , , , , , , , , ).b b ah ah ac ac ce fe le eeE E T T H H E E E E P P P P=     	 (1)
Должны соблюдаться ограничения на параметры микроклимата здания для обеспечения 

комфортного состояния человека
	 ( ) ( ) ( ), 1, ,5,il i iuT k T k T k i≤ ≤ =  	 (2)
	 ( ) ( ) ( ), 1, ,5,il i iuH k H k H k i≤ ≤ =  	 (3)

где ( ),ilT k  ( ),iuT k  ( ),ilH k  ( )ulH k  – нижние и верхние значения соответствующих параметров. 
Индекс k  обозначает моменты времени изменения ограничений. Как правило, используется 
два значения ,k  соответствующие дневному и ночному времени суток. Кроме того должны 
соблюдаться ограничения на электрические мощности, потребляемые системой освещения и 
электрооборудованием отдельных зон

	 , 1, ,5,lei eei iuP P P i+ ≤ =  	 (4)
В качестве независимых оптимизируемых переменных будут выступать задания локаль-

ным регуляторам температуры .siT  Тогда задача оптимального управления общим энергопо-
требления здания будет состоять в минимизации критерия (1), при выполнении условий (2)–
(4). Задача (1)–(4) должна решаться непрерывно, все время пока работает HVAC система, в 
масштабе времени приближенном к реальному. Поэтому период решения задачи (1)–(4) дол-
жен быть достаточно малым. Задача (1)–(4) поставлена как статическая, но так как она реша-
ется непрерывно и достаточно быстро, то ее можно считать допустимой аппроксимацией ди-
намической задачи. Достоинством такой реализации задачи является ее простота.

2.2. Метод и результаты оптимизации

Для решения задачи оптимального управления энергопотреблением здания использовался 
генетический алгоритм (ГА). ГА является одним из наиболее часто применяемых алгоритмов 
для решения задач оптимального управления энергопотреблением. Так в [10] ГА применялся 



610

при решении задачи оптимального управления энергопотреблением здания с учетом ограни-
чений на комфортность.

Основными параметрами ГА являются: размер популяции ,psN  вероятность мутации ,mP  
вероятность кроссовера ,cP  доля элитных особей ,eR  доля родителей в популяции ,pR  тип 
селекции, тип мутации, тип кроссовера. При оптимизации энергопотребления здания пред-
приятия с помощью ГА были приняты следующие значения параметров: 1000,psN =  0.1,mP =  

0.5,cP =  0.01,eR =  0.3.pR =  В качестве оператора селекции был выбран метод рулетки. Для реа-
лизации оператора мутации использовалось равномерное распределение. Для реализации 
оператора скрещивания – многоточечный однородный кроссовер.

Приложение DMTool позволяет производить оптимизацию по цифровым моделям на базе 
ИНС с помощью ГА. Графики значений потребления электроэнергии зданием, полученные по 
энергомодели и в результате работы ГА для периода с 9 до 21 часа 03.07.2020 года показаны на 
рис. 4. Оптимальное управление энергопотреблением здания позволяет снизить энергозатра-
ты на 23.8 кВт•ч.

Заключение

Таким образом, в работе рассмотрено решение задачи оптимального управления энерго-
потреблением многозонного офисного здания на основе использования ГЦДЗ. ГЦДЗ включа-
ет в себя энергомодель здания, цифровые модели энергопотребления отдельных зон здания, 
общую цифровую модель энергопотребления здания и компьютерную модель HVAC систе-
мы здания. Применение указанного подхода позволяет реализовать оптимальное управление 
энергопотреблением больших многозонных зданий, в которых энергозатраты разделены на 
общие для всего здания и энергозатраты, распределенные по зонам здания. Для реализации 
ГЦДЗ и оптимального управления энергопотреблением здания используется разработанный 
автором программный комплекс DTTool.
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УДК 004.942

УСЛОВИЯ ПРИМЕНЕНИЯ МОДИФИЦИРОВАННОГО МНК 
ДЛЯ ИДЕНТИФИКАЦИИ МОДЕЛЕЙ РАСПРЕДЕЛЕННЫХ ДИНАМИЧЕСКИХ СИСТЕМ

Воронежский государственный университет

М. Г. Матвеев, Е. А. Сирота

Аннотация. Идентификация параметров распределенных динамических систем явля-
ется важной задачей технических, экономических и социальных приложений. Качество 
статистических оценок обычно определяется двумя критериями: стандартной ошибкой 
и смещением. Но большинство методов обуславливает противоречивость критериев. 
Стремление уменьшить стандартную ошибку порождает увеличение смещения и наобо-
рот, такая проблема хорошо известна в машинном обучении. В работе предложен моди-
фицированный метод наименьших квадратов (МНК), применение которого обеспечива-
ет снижение обоих критериев. Рассматриваются условия применения его применения.
Ключевые слова: параметрическая идентификации, МНК-оценки, условие консерватив-
ности, распределенные динамические процессы, смещение, ридж-регрессия, методы по-
нижения размерности.

Введение

Идентификация параметров распределенных динамических систем является одной из важ-
нейших прикладных задач. При моделировании объектов этих приложений часто применяют-
ся пассивные методы идентификации, основанные на статистической обработке наблюдаемых 
значений переменных функционирующего объекта. При этом исходное линейное дифферен-
циальное уравнение заменяется на соответствующую разностную схему [1, 2]. Разностная схе-
ма позволяет перейти к регулярной сетке пространственных и временных координат в узлах 
которой осуществляется наблюдение переменных. В этом случае для моделирования целесоо-
бразно использовать уравнения многомерной авторегрессии с регрессорами, расположенны-
ми в смежных узлах пространственных координат [3–5]. Очевидно, что в этом случае между 
регрессорами обычно существует значимая корреляционная зависимость. Возникает эффект 
квазимультиколлинеарности, следствием которого является завышенное значение стандарт-
ной ошибки оценок параметров авторегрессии [6]. Второй источник ошибок идентификации 
модели – корреляция случайных помех наблюдения переменных нестационарного процесса с 
регрессорами, следствием чего является смещение получаемых оценок параметров [6]. Среди 
различных методов повышения качества статистических оценок много таких, которые снижа-
ют стандартную ошибку и повышают смещение и наоборот. Например, уменьшение размер-
ности признакового пространства авторегрессии, применение методов регуляризации сни-
жает стандартную ошибку [13–15], но может увеличить смещение. Метод инструментальных 
переменных [15] эффективен при борьбе со смещением, но может увеличивать стандартную 
ошибку оценки. 

Таким образом, наличие двух составляющих ошибки порождает необходимость поиска 
компромисса «смещения и разброса» хорошо известного в машинном обучении [13], частным 
случаем которого является рассматриваемая задача идентификации. 

Объектом нашего исследования являются уравнения множественной авторегрессии, по-
лученные на основании аппроксимации однородных уравнений в частных производных с по-
стоянными параметрами разностными уравнения со свойством консервативности. Разност-
ная схема называется консервативной, если она сохраняет на сетке те же законы сохранения, 
что и в исходной дифференциальной задаче [9]. 
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Рассматривается приведенная разностная схема
	 1

1 1 2 3 1,
k k k k
i i i iy a y a y a y+

− += + + 	 (1)
с заданными начальными и краевыми условиями:

	 0
1 1 1 1, , , ,k k k k

i i i i i iy c y b y b k− − + += = = ∀ 	 (2)
где i  – дискретные значения пространственной координаты, k  – дискретное время; 

1 2 3 1,a a a+ + =  что обеспечивает консервативность схемы [8]. Действительно, стационарный 
режим по всем координатам может обеспечиваться только когда правая часть выражения (1) 
представляет собой выпуклую линейную комбинацию.

Значения переменной k
iy  измеряется в каждом узле i  с погрешностью ,k

iξ  формируемой 
случайным процессом типа «белый шум». Измеренное значение будем обозначать .k k k

i i ix y ξ= +  
Тогда выражения (1) и (2) можно записать в форме авторегрессионной зависимости, описыва-
ющей, вообще говоря, нестационарный временной ряд:

	 1 1
1 1 1 2 3 1 1( ) ( ) ( ) ,k k k k k k k k T k

i i i i i i i i ix a x a x a x a xξ ξ ξ ξ ω+ +
− − + += − + − + − + = ⋅ + 	 (3)

где 1 ;k T k
i i aω ξ ξ+= − ⋅  T  – здесь и далее знак транспонирования. Принципиальное отличие 

разностной схемы (1) от авторегрессии (3) состоит в том, что в правой части последней пере-
менные , ,k

ix i k∀  измеряются в узлах сетки. Значения начальных и краевых условий также 
определяются результатами измерений. 

В рамках данной работы проведен сравнительный анализ решения задачи параметриче-
ской идентификации (3) в случае применения к ней обычного метода наименьших квадратов 
(МНК), ридж-регрессии и двух авторских методов понижения размерности [10, 11].

1. Модели и методы исследования

Оценки МНК параметров (3) имеют следующий вид [6]
	 1ˆ ( ) ( ).T Ta X X X Xa ω−= + 	 (4)
Наличие смещения проверяется применением оператора математического ожидания к вы-

ражению (4):
	 1( ) ;T Ta a X X X ω−≠ +

в условиях корреляции случайных помех наблюдения переменных нестационарного процесса 
с регрессорами. Следует отметить такое свойство оценок МНК как эффективность, т.е. мини-
мальную дисперсию оценок параметров.

В качестве альтернативы МНК рассмотрим оценки параметров модели (3), получаемые с 
помощью ридж-регрессии. В этом случае к критерию МНК делается добавка регуляризации [14]

	 2 2( ) ( ) min,p a
Q a x y a aτ= − + → 	 (5)

где τ  – коэффициент регуляризации. 
Регуляризованная МНК-оценка получается в виде 
	 1ˆ ( ) .T T

pa X X I X yτ −= + 	 (6)
У матриц TX X  и TX X Iτ+  собственные вектора совпадают, а собственные значения разли-
чаются на τ . Поэтому число обусловленности для матрицы TX X Iτ+  равно

	 max

min

( ) .TX X I λ τµ τ
λ τ

+
+ =

+
Получается, что чем больше ,τ  тем меньше число обусловленности. С ростом τ  возрастает 
устойчивость задачи, но растет смещение оценок.

Нами были предложены методы понижения размерности за счет учета свойства консерва-
тивности разностной схемы [10, 11]. Так в работе [10], с учетом коррелированности времен-
ных рядов в смежных узлах сетки, предложено уровень ряда в i-м узле заменить на выражение 
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	 1 1 2 1 .k k k k
i i ix x xβ β ξ− += + + 	 (7)

Выражение (7) позволяет рассчитывать на получение МНК-оценок β̂  с меньшей стандарт-
ной ошибкой как за счет понижения размерности, так и вследствие снижения коррелирован-
ности временных рядов в несмежных узлах.

Подставляя выражение (7) в (3) получим
	 ( ) ( ) 1

1 2 1 1 2 2 3 1 1 1 2 1 ,k k k k k k k
i i i i i ix a a x a a x x xβ β ξ ξ θ θ ξ+

− + Σ − += + + + + − = + + ∆ 	 (8)
где kξΣ  – выпуклая линейная комбинация помех 1 1, , .k k k

i i iξ ξ ξ− +

Выражение (8) с полученными оценками β̂  позволяет построить систему линейных урав-
нений относительно параметров ˆ:β

	
1 2 1 1

2 2 3 2

1 2 3

ˆ ,
ˆ ,

1.

a a

a a
a a a

β θ

β θ

+ =

+ =
+ + =

	 (9)

Определитель системы (9)
	 1 2

ˆ ˆ 1.β β+ −
отличен от нуля в случае, когда

	 1 2
ˆ ˆ 1.β β+ ≠

Таким образом, оценки вычисляются в два этапа: сначала рассчитываются оценки β̂  моде-
ли выражения (7), затем вычисляются оценки ˆ,θ  и решается система (9).

Условие консервативности можно использовать напрямую [11]. Выражая, например, 
2 1 31a a a= − −  получим следующую модификацию модели выражения (3)

	 1
1 1 3 1ˆ ˆ( ) ( ).k k k k k k

i i i i i ix x a x x a x x+
− +− = − + − 	 (10)

Здесь, также как и в предыдущем подходе, можно рассчитывать на получение МНК-оценок 
параметров с меньшей стандартной ошибкой.

Далее, приведенные четыре метода получения оценок, будем обозначать следующим обра-
зом: МНК – обычный МНК; РР – ридж-регрессия; ДМНК – двухэтапный МНК; ММНК – мо-
дифицированный МНК.

2. Экспериментальное исследование качества оценок

Исследование проводилось на примере одномерного по пространственной координате 
уравнения конвективной диффузии

	
2

2

y y yD v
z zτ

∂ ∂ ∂
= −

∂ ∂ ∂
	 (11)

	 (0, ) ( ),y z zϕ=

	 min max
1 2( , ) ( ), ( , ) ( ).y t z f t y t z f t= =

где 0D ≥  – коэффициент диффузии, 0v ≥  – скорость конвекции, z  – пространственная ко-
ордината.

Выборочная статистика, необходимая для модельного исследования была получена с ис-
пользованием аналитического решения уравнения (11) с заданными значениями параметров 
D  и ,v  начальными и граничными условиями.

Аналитическое решение задачи имеет вид [12]

	 ( )( ( ) ( ) )( , ) exp exp sin exp 4 sin 2 exp 9 sin 3 .
2 2

tx t l l Dt l Dt l Dt l
D

ν ν  = − − + − + −    



615

Рассматриваемое дифференциальное уравнение может быть представлено с помощью 
приведенной разностной схемы (1).

	 1
1 1 2 3 1,

k k k k
i i i iy a y a y a y+

+ −= + +

где 1 2 0, 2583;
2

D t v ta
z z
∆ ∆ = − = ∆ ∆ 

2 2

21 0,5;D ta
z
∆ = − = ∆ 

3 2 0, 2417.
2

D t v ta
z z
∆ ∆ = + = ∆ ∆ 

Нетрудно проверить, что 1 2 3 1.a a a+ + =
К значениям переменной iy  в соответствующих узлах сетки была добавлена  полученная с 

помощью генератора независимых случайных чисел гауссовского типа с нулевым математиче-
ским ожиданием и единичной дисперсией 2.ξσ  Интенсивность помехи 2c ξσ  задавалась на 
уровнях: 0.1,c =  0.01,c =  0.001.c =

Для получения надежных результатов оценок смещения и стандартной ошибки, допускаю-
щих сравнения числовых величин, эксперименты во всех режимах повторялись 1000 раз и их 
результаты усреднялись.

Для каждого из четырех методов были получены оценки параметров исходной задачи 
идентификации, а также оценки средней величины смещения и стандартной ошибки. В случае 
ридж-регрессии рассматривались различные значения параметра регуляризации на каждом 
уровне шума.

В табл. 1 показано влияние значения параметра регуляризации ридж-регрессии на каче-
ство оценки параметра 1a  при интенсивности помех 0,01.c =  Для остальных параметров ре-
зультаты качественно аналогичны.

Табл. 1 наглядно показывает, что с ростом параметра регуляризации стандартная ошибка 
оценки уменьшается, а смещение растет. Для сравнительного анализа ридж-регрессии с дру-
гими методами было выбрано значение параметра регуляризации 12,456,τ =  при котором 
стандартная ошибка параметра 1a  соизмерима с соответствующим значением оценки МНК.

Таблица 1
Стандартная ошибка и смещение параметров в случае ридж-регрессии

Параметр регуляризации Стандартная ошибка Смещение
2,0498 0,09207 0,129
4,4976 0,09201 0,138
8,9851 0,0909 0,145
12,456 0,09 0,152
14,876 0,0806 0,201
16,976 0,08 0,399

В табл. 2 приведены результаты реализации методов МНК, РР, ДМНК и ММНК: оценки 
величины стандартной ошибки (СО) и смещения (СМ) при идентификации параметров раз-
ностной схемы (1) с различной интенсивностью помех .c

Данные табл. 2 показывают, что при малых помехах 0, )1( 00c =  все методы идентификации 
обеспечивают удовлетворительную оценку параметров разностной схемы (1) – ошибка не более 
1 % от абсолютного значения параметра. При больших ( 1)0,c =  и средних ( 1)0,0c =  помехах с 
идентификацией более или менее справляется только ММНК, обеспечивая стандартную ошиб-
ку и смещение оценок до 10 % при больших помехах и до 4 % при средних помехах. Другие мето-
ды демонстрируют практически не приемлемые значения стандартной ошибки и смещения.
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При среднем уровне шума стандартная ошибка оценки методом РР несколько ниже соот-
ветствующей оценки МНК, что подтверждает теоретические ожидания. Стандартную ошибку 
можно было бы уменьшить, применяя РР, но как показано в табл. 1, при этом достаточно бы-
стро начинает расти смещение.

Таблица 2
Стандартная ошибка и смещение параметров в случае МНК, РР, ДМНК, ММНК

Параметры С МНК РР ДМНК ММНК
Средняя величина смещения

а1 = 0,2583 0,1 0,1375 0,678 0,1321 0,0300
0,01 0,0937 0,152 0,0900 0,0110

0,001 0,0030 0,0357 0,0010 0,0009
a2 = 0,5 0,1 0,1707 0,5680 0,1690 0,0286

0,01 0,1625 0,1986 0,1601 0,0160
0,001 0,0049 0,0456 0,0008 0,0004

a3 = 0,2417 0,1 0,0244 0,6450 0,0369 0,0020
0,01 0,0683 0,1745 0,0701 0,0010

0,001 –0,0017 –0,0299 0,0002 0,0001
Средняя величина стандартного отклонения

а1 = 0,2583 0,1 0,1351 0,1532 0,1320 0,0270
0,01 0,0922 0,0900 0,0900 0,0100

0,001 0,0021 0,0091 0,0009 0,0008
a2 = 0,5 0,1 0,1699 0,1622 0,1689 0,0271

0,01 0,1608 0,1501 0,1600 0,0156
0,001 0,0024 0,0020 0,0008 0,0004

a3 = 0,2417 0,1 0,0207 0,0201 0,0360 0,0019
0,01 0,0665 0,0602 0,0643 0,0008

0,001 0,0001 0,0001 0,0001 0,0001

Проведенные исследования модельного примера в случае задачи (1–2) для неотрицатель-
ных значений коэффициентов подтвердили эффективность модифицированного МНК. Одна-
ко, моделирование многомерных временных рядов по результатам практических наблюдений 
показало, что некоторые коэффициенты приведенной разностной модели могут принимать 
отрицательные значения. При этом сумма всех коэффициентов остается равной единице. 
Было проведено исследование качества оценок, полученных с помощью модифицированного 
МНК, которое показало отсутствие положительного эффекта. 

Для данных модельного эксперимента в случае, когда один из коэффициентов отрицатель-
ный (например, а1 = 1.8252, а2 = –2.1720, а3 = 1.3433), сопоставление обычного МНК и моди-
фицированного представлено в табл. 3. 

Таблица 3
Сопоставление обычного и модифицированного МНК

Смещение Стандартное отклонение
а1 а2 а3 а1 а2 а3

МНК 0,00123 0,00097 0,00087 0,00145 0,002 0,00079
МНК с заменой уравнения на 1 0,0035 0,0026 0,0078 0,0028 0,0025 0,0018
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Заключение

Сравнительный анализ применения исследуемых методов идентификации к оценке пара-
метров консервативной разностной схемы (1) показал существенную зависимость качества 
оценки от интенсивности помех наблюдения. При малых помехах ( 0,001c = ) все рассматрива-
емые методы успешно справляются с задачей идентификации. При увеличении интенсивно-
сти помех ( 0,01c =  и 0,1c = ) удовлетворительную работоспособность демонстрирует только 
модифицированный метод наименьших квадратов, основанный на учете свойства консерва-
тивности разностной схемы, но только в том случае, когда мы имеем положительные параме-
тры модели. Таким  образом, модифицированный МНК можно рекомендовать для идентифи-
кации моделей распределенных динамических систем, разностное представление которых 
удовлетворяет приведенному свойству консервативности 1 2 3 1a a a+ + =  в случае неотрица-
тельных коэффициентов. Следует ожидать, что в задачах с более высокой размерностью про-
странственных координат – ( 2R  и 3R ), использование свойства консервативности также будет 
давать положительный эффект. 
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ПРОГРАММНО-МАТЕМАТИЧЕСКОЕ ПРИЛОЖЕНИЕ ПОСТРОЕНИЯ 
МОДЕЛИ ФУНКЦИОНИРОВАНИЯ СИСТЕМЫ ГАЗОСНАБЖЕНИЯ

Саратовский государственный технический университет имени Гагарина Ю. А.

О. Н. Медведева, С. Д. Перевалов

Аннотация. Экономическая эффективность функционирования системы снабжения 
альтернативным топливом, в качестве которого рассматривается сжиженный природный 
газ (СПГ), определяется оптимальным планированием процесса доставки до конечных 
потребителей, удаленных от магистральных газопроводов, в соответствии с графиком 
поставок. Целью создания проекта является разработка программного продукта, способ-
ного определить тип газораспределительной системы городов и населенных пунктов ис-
ходя из логистической обстановки района, наличия части систем или оборудования сетей 
газораспределения и газопотребления, а также учет возможности постепенного финан-
сирования и поэтапного перехода с одного энергоносителя на другой без прекращения 
поставок и энергоснабжения.
Ключевые слова: сжиженный природный газ, сетевой природный газ, оптимизация, 
опорный пункт газоснабжения, логистическая модель, надежность, приведенные затра-
ты, капитальные вложения, критический радиус, программный продукт.

Введение

На сегодняшний день газовая промышленность России достигла высокого уровня как по 
добыче, так и по реализации газа внутри страны. Вместе с тем отсутствие магистральных га-
зопроводов на некоторых территориях создало проблему газификации различных категорий 
потребителей на базе сетевого природного газа. В настоящее время на отдаленных и трудно-
доступных участках, где осуществление сетевого газоснабжения по экономическим и техниче-
ским соображениям нецелесообразно, используются системы автономного газоснабжения на 
базе альтернативных энергоносителей, чаще всего, сжиженных углеводородных газов (СУГ), 
имеющих существенные недостатки.

На фоне растущего общемирового спроса на СПГ чрезвычайно выгодным является усо-
вершенствование математических и логистических моделей, используемых для описания про-
цесса газификации городов на базе сжиженных газов, а также решение задачи по размещению 
источника газоснабжения – в нашем случае завода по производству СПГ – и оптимизация 
транспортной составляющей затрат по непосредственной доставке газа различным категори-
ям потребителей.

Использование природного газа в сжиженном виде способствует диверсификации энер-
госнабжения, позволяя совершенствовать структуру источников энергоснабжения, повышая 
надежность и энергетическую безопасность страны, а средне- и малотоннажное производство 
СПГ может сыграть значительную роль в развитии регионов Российской Федерации, решая 
задачу доступности эффективного энергоресурса.

Задачами данного проекта ставятся:
1. Изучение обстановки на рынке энергоресурсов и энергоснабжения потребителей на базе 

сжиженного природного и сетевого природного газов, в частности:
– стоимость проектов газификации на базе сжиженных и сетевого природного газов;
– стоимость рабочей силы, обслуживающего персонала газораспределительных систем на 

базе сжиженных газов (СПГ, СУГ) и сетевого природного газов;
– стоимость оборудования газораспределительных систем на базе сжиженных и сетевого 

природного газов;
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– стоимость эксплуатации газораспределительных систем на базе сжиженных и сетевого 
природного газов.

2. Создание математической модели оптимального функционирования газораспредели-
тельной системы на базе выбранного энергоносителя, способной на основании исходных 
данных определить оптимальный способ доставки энергоносителя различным категориям 
потребителей, а также способ воплощения проекта в жизнь в зависимости от величины и по-
стоянства денежных потоков заказчика.

3. Программное воплощение математической модели с интуитивно понятным интерфейсом.
Программный продукт позволит:
– значительно снизить капитальные затраты в газификацию тех регионов, где невозможно 

или экономически невыгодно газоснабжение населенных пунктов с использованием сетевого 
природного газа;

– до 30 % снизить эксплуатационные расходы при использовании систем доставки на базе 
сжиженных газов;

– снизить стоимость проектирования систем доставки на базе сжиженных газов за счет 
возможности предоставления данных компаний производителей оборудования, сортируемых 
в зависимости от стоимости оборудования и удаленности от заказчика;

– выбрать способ транспортировки газа различным категориям потребителей по резуль-
татам рассмотрения нескольких вариантов в зависимости от взаимоудаления источника и по-
требителя – строительство газопровода или создание инфраструктуры сжиженных газов;

– по результатам расчетов для условий конкретного региона потребления предложить ре-
комендации по оптимальному размещению источника и оптимизации транспортной состав-
ляющей.

Для исследования функционирования газораспределительной системы предлагается ис-
пользовать мультиагентный подход, который является одним из перспективных направлений 
исследования сложных систем [1–7].

1. Разработка математической модели

Математическая постановка задачи оптимизации энергоснабжения различных категорий 
потребителей, заключается в минимизации затрат на доставку газа с учетом выполнения тех-
нологических ограничений и условий. Она включает распределение нагрузки между источни-
ками (опорными пунктами газоснабжения) и поиск оптимальных путей снабжения потреби-
телей газом от этих источников. 

Приведенные затраты в сравниваемые альтернативные варианты газоснабжения потреби-
телей предлагается определять по следующим формулам [8]:
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где Q  – производительность завода СПГ, т×год–1; CÑÏÃ  – удельная стоимость СПГ, руб/(МВт·ч); 
Töèñò  – время, необходимое для совершения полного рейса цистерной, состоит из операций по 
наполнению, опорожнению, диагностике, времени в пути от поставщика к потребителю и об-
ратно, а также прочих технологических нужд, ч; Qìåñ  – количество газа, которое необходимо 
доставить до потребителя в месяц, м3/мес; Tñì  – количество рабочих часов цистерны, за которое 
ей необходимо перевести обозначенный объем энергоносителя; Vöèñò  – объем цистерны, м3; 
Cöèñò  – стоимость цистерны, руб; Cõñâ  – стоимость систем хранения газа у потребителя, руб; 
Võñâ  – объем системы хранения газа у потребителя (объем резервуара), м3; T ′ñì  – период, за ко-
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торый необходимо доставить потребный объем энергоносителя для населенного пункта; 
Tð  – нормированное рабочее время резервуара в месяц; Wãàçèô  – производительность газифика-
тора, м3/ч; Qãîä  – годовое энергопотребление объектом газификации, МВт×ч/год; Qíï  – макси-
мально-часовой расход газа газоснабжаемого объекта; ìã  – протяженность межпоселкового 
газопровода-отвода, км; , ,óä ìãÊ  ,óä ïãÊ  – удельные капитальные вложения в межпоселковые га-
зопроводы и сети газораспределения и газопотребления населенного пункта в зависимости от 
диаметра, способа прокладки, типа и количества установленного газоиспользующего оборудо-
вания; ïã  – протяженность газопроводов, транспортирующих газ внутри населенного пункта, 
км; ИСПГ, ИПГ  – расходы по эксплуатации комплекса СПГ и природного газа, руб×год–1; 

tÑË
Ó  – дисконтирующий множитель:
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где tÑË  – нормативный срок службы газораспределительной системы, лет; E  – коэффициент 
эффективности капитальных вложений, 1/год.

При разработке программы дополнительно рассматривается вариант газоснабжения по-
требителей на базе СПГ с последующим (через 0t  лет) переводом на использование природно-
го газа от магистрального газопровода или газопровода-отвода.

Приравнивая целевые функции затрат (1) и (2), определяем предельное (критическое) рас-
стояние ,êð  при котором населенные пункты, изначально газифицированные сжиженными 
газами, экономически целесообразно перевести на природный газ:
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где 0t  – время газификации населенного пункта природным газом; η  – коэффициент полезно-
го действия газоиспользующего оборудования; ÑÏÃË  – остаточная (ликвидационная) стои-
мость системы газоснабжения на базе сжиженных газов, руб.

2. Описание программного комплекса

Назначением программного комплекса является предварительная технико-экономическая 
оценка возможности газификации потребителей, удаленных от магистральных газопроводов 
природного газа.

В разрабатываемом программном комплексе будут реализованы следующие возможности:
– учет финансовых возможностей заказчика, материальной обеспеченности (в т.ч. обору-

дования) региона и удаленного от сетей энергоснабжения потребителя, а также логистической 
обстановки региона;

– расчет минимально возможной цены воплощения в жизнь вариантов снабжения различ-
ных категорий потребителей сжиженными газами (СУГ, СПГ) и сетевым природным газом 
(ПГ) в зависимости от исходных данных;

– вывод рекомендаций по оптимальной компоновке логистической и материальной со-
ставляющих проекта. 

При использовании данного программного комплекса проектной организацией будет реа-
лизована возможность вывода компаний поставщиков, сортируемых релевантно относитель-
но расстояния доставки газа и цены закупаемого энергоносителя, что значительно удешевит 
проект, а также значительно сократит время разработки проектной и рабочей документа-
ции. С помощью программного обеспечения заказчик получит возможность оптимизировать 
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транспортные затраты на доставку сжиженных газов, получит анализ потребительского спроса 
конечной продукции и продукции вторичной переработки.

Как показал анализ, существующие программные комплексы рассчитывают какой-то один 
аспект системы, не анализируя и не опираясь на состояние энергоснабжающего комплекса в 
регионе. Так, например известная программа FluidFlow3 предназначена для расчета различ-
ных сред таких как пар, газ, жидкость, но совершенно не учитывает логистическую составля-
ющую. Проектируемый программный комплекс в отличие от FluidFlow3 будет рассчитывать 
системы доставки сжиженных газов (СУГ и СПГ) в сравнении с газоснабжением на базе при-
родного газа, а также учитывать стоимость реализации данного продукта, стоимость проекти-
рования системы, стоимость логистической составляющей, и, при необходимости, стоимость 
строительства комплекса по производству энергоносителя, выявляя оптимальный вариант. 
Инновационность заключается в объединении в одном программном комплексе всех состав-
ляющих проекта газификации, таких как: капитальные затраты, эксплуатационные затраты, 
риски и прочие определяющие факторы.

Программное обеспечение позволит сократить капитальные затраты на создание объекта 
по производству энергоносителя (при необходимости), сократить затраты на транспортные 
расходы, сократить расходы на эксплуатационные затраты систем поставки сжиженных газов 
различным категориям потребителей, удаленным от магистрального транспорта природного 
газа. Программное обеспечение позволяет проводить предварительный гидравлический рас-
чет системы на базе сетевого природного газа в зависимости от количества абонентов, типа 
газоиспользующего оборудования и характера энергопотребления.  Также программа предус-
матривает возможность расчета поэтапного перехода с газоснабжения посредством сжижен-
ных газов на газоснабжение сетевым природным газом по мере подключения потребителей к 
опорному пункту газоснабжения (газораспределительная станция), и вывод показателей рен-
табельности данного мероприятия (в случае, если оно рентабельно).

В качестве языка программирования выбран Python 3.8, стандартная библиотека которого 
включает большой набор полезных переносимых функций, начиная от функционала для рабо-
ты с текстом и заканчивая средствами для написания сетевых приложений [9]. Дополнитель-
ные возможности, такие как математическое моделирование, работа с оборудованием, напи-
сание веб-приложений или разработка игр, могут реализовываться посредством обширного 
количества сторонних библиотек, а также интеграцией библиотек, написанных на С или C++, 
при этом и сам интерпретатор Python может интегрироваться в проекты, написанные на этих 
языках [9, 10]. Кроме стандартной библиотеки Python использовались некоторые сторонние:

− Tkinter – кросс-платформенная событийно-ориентированная графическая библиотека, с 
помощью которой создавался графический интерфейс программы. Данная библиотека явля-
ется свободной и распространяется под Python-лицензией;

− Matplotlib – библиотека для визуализации данных, поддерживающая как 2D, так и 3D 
графику. Получаемые изображения могут использоваться в качестве иллюстраций. Является 
довольно гибким пакетом, которые на практике работает не только со структурами данных из 
стандартной библиотеки, но и со структурами данных из сторонних библиотек. Также внеш-
ний вид графиков можно настраивать из других библиотек. В случае данного программного 
обеспечения такой библиотекой была выбрана Pandas;

− Pandas – библиотека для анализа данных, предоставляющая специальные структуры дан-
ных для манипулирования таблицами и временными рядами. Структуры данных из данной 
библиотеки применяются для задач не только анализа, но и моделирования данных. 

На рис. 1 представлен минимальный жизнеспособный продукт.
Количественная оценка представленной математической модели с помощью разработан-

ного программного комплекса была проведена при следующих исходных данных:
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− годовое энергопотребление населенным пунктом (с учетом коммунально-бытовых, про-
изводственных и других нужд): Qãîä  = 100 – 10000 (МВт×ч)/год;

− удаленность объекта газоснабжения от источника энергоснабжения (завода по малотон-
нажному производству СПГ): L  = 10 – 100 км;

− время газификации населенного пункта природным газом: 0t  = 1 – 20 лет;
− срок службы газораспределительных систем: tÑË  = 30 лет;
− соответствующий нормативному сроку окупаемости единовременных затрат коэффици-

ент эффективности капитальных вложений: E  = 0,1 1/год.
Приведенный далее анализ вычислительного процесса позволил оценить правильность 

выполнения своих функций агентами, корректность передачи данных по системе, формиро-
вание и работу логических цепочек. В соответствии с заданными условиями происходит фор-
мирование вычислительного процесса поиска решения по энергоснабжению потребителей на 
базе различных энергоносителей. 

Конкурентоспособность СПГ по сравнению с природным газом определена в рамках мо-
дельных схем газоснабжения при различном удалении потребителей от источника газоснаб-
жения (завода по производству СПГ) – различного радиуса действия систем. Графики, пред-
ставленные на рис. 1, наглядно демонстрируют изменение приведенных затрат в сравниваемые 
варианты в зависимости от радиуса действия систем и требуемого годового энергопотребления.

Разработанный программный продукт имеет возможность указания диапазона предпола-
гаемого годового объема потребления населенных пунктов, которые запланированы к гази-
фикации. Результатом расчета является наиболее оптимальная логистическая модель, пред-
полагающая максимизацию прибыли и, соответственно, минимум приведенных затрат в 
сравниваемые варианты.

Заключение

Поставленная задача оптимизации энергоснабжения потребителей на базе конкурирую-
щих энергоносителей решена с помощью мультиагентного подхода. Разработанная мульти-

Рис. 1. К определению оптимального времени перевода потребителей 
на использование природного газа
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агентная модель оптимального функционирования газораспределительной системы обеспе-
чила достижение ожидаемых целевых установок. В процессе исследований были отработаны 
механизмы взаимодействия и координации агентов с учетом введенных критериев и ограни-
чений. Проведены вычислительные эксперименты при различных исходных данных с помо-
щью разработанной модели, в результате которых определены оптимальные варианты снаб-
жения потребителей и проанализирована работоспособность разработанной программы с 
учетом всех условий и ограничений. 

Теоретическая значимость предложенного алгоритма заключается в обосновании методов 
и принципов моделирования интегрированных энергетических систем на основе мультиа-
гентных технологий. Практическая значимость исследований определяется разработкой про-
граммного прототипа для исследования интегрированных энергетических систем и возмож-
ностью моделирования реальных логистических схем энергоснабжения на базе сжиженных и 
сетевого природного газов.

Научная новизна предлагаемых в проекте решений:
– усовершенствование экономико-математической модели расчета схемы доставки сжи-

женных газов (СПГ и СУГ) различным категориям потребителей, удаленных от опорных пун-
ктов энергоснабжения;

– усовершенствование алгоритма расчета логистической схемы доставки сжиженных га-
зов (СПГ, СУГ) различным категориям потребителей;

– подбора оборудования для конкретных условий газификации населенных пунктов.
Разработанный программный продукт позволяет определить тип системы газификации 

населенных пунктов исходя из логистической обстановки района, наличия части систем или 
оборудования газоснабжения, учета возможности постепенного финансирования и поэтап-
ного перехода с одного вида системы газоснабжения на другой без прекращения поставок 
энергоносителя. Программный комплекс предлагается к использованию при технико-эконо-
мическом обосновании возможности газификации населенных пунктов. 
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УДК 621.396

МЕТОД ИНТЕРВАЛЬНОЙ ОЦЕНКИ ИНФОРМАЦИОННОЙ ЭФФЕКТИВНОСТИ 
СЕТЕВЫХ ИНФОКОММУНИКАЦИОННЫХ СИСТЕМ

Военный учебно-научный центр Военно-воздушных сил
«Военно-воздушная академия имени профессора Н. Е. Жуковского и Ю. А. Гагарина»

А. М. Межуев, А. В. Коренной, Д. Л. Стуров, Д. В. Родионов

Аннотация. Работа посвящена разработке метода интервальной оценки информацион-
ной эффективности сетевых инфокоммуникационных систем на основе обобщенного по-
казателя – коэффициента полезного использования возможностей системы по передаче 
и хранению информации. Получена методика формирования функции информационной 
эффективности, обоснован и определен пороговый уровень коэффициента полезного 
использования, формирующий критерий для реализации интервальной оценки. Прове-
дено имитационное моделирование разработанного метода для тороидальных структур 
сетевых инфокоммуникационных систем в условиях изменения входного трафика. Сфор-
мулированы практические рекомендации по использованию метода в задачах оценки ин-
формационной эффективности и адаптации сетевых инфокоммуникационных систем к 
изменяющимся условиям функционирования.
Ключевые слова: сетевая инфокоммуникационная система, коэффициент полезного ис-
пользования, входной трафик, функция информационной эффективности, пороговый 
уровень, интервальная оценка.

Введение

При исследованиях функционирования, анализе и оценке эффективности информацион-
ного обмена (информационной эффективности) сетевых инфокоммуникационных систем 
(СИС) в условиях высокой интенсивности входного трафика (пиковой нагрузки) и его резких 
изменений, возникает задача нахождения области наиболее качественной работы системы, в 
которой она использует свои возможности по передаче и хранению информации на уровне 
близком к потенциально осуществимому, исходя из заданных технических характеристик. 
Поскольку решение экстремальных задач при информационном обмене в СИС сталкивается с 
рядом трудностей при достижении максимума показателей эффективности, то определение 
данной области для каждой конкретной структуры СИС позволяет реализовать рациональное 
распределение канальных и сетевых ресурсов, по сути, обеспечивая адаптацию системы к ус-
ловиям информационного обмена в реальном масштабе времени. В этой связи актуальной 
является задача получения адекватной интервальной оценки информационной эффективно-
сти СИС с различными топологиями для формирования обоснованных практических реко-
мендаций, определяющих условия наиболее качественного использования системы в зависи-
мости от интенсивности входного трафика ( ).γ âõ

Анализ предметной области исследований показывает, что с момента появления и стреми-
тельного развития сетевых информационных технологий многими авторами рассматривались 
вопросы нахождения оценок эффективности информационного обмена в СИС [1–6]. В целом 
можно условно выделить три наиболее часто используемые группы параметров и показателей 
информационной эффективности СИС. Первая группа включает широко известные локаль-
ные параметры информационной эффективности, такие как: пропускная способность ,C  ско-
рость передачи R  и коэффициент использования канала ( );µ  средняя временная задержка 
одного пакета в системе ;T  количество пакетов ,N  находящихся на хранении; количество 
успешно переданных N óï  и потерянных пакетов ;Nïîò  производительность системы G  и по-
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казатели помехоустойчивости (вероятность ошибки приема одного бита информации BER 
Pîø  и ее логарифм S), показатель мощности сети ,W  как отношение ( ) /C Tγ âõ  [3]. К этой же 
группе относится система QoS-параметров (Quality of Service) [4], получившая большое рас-
пространение на практике. 

Кроме того к первой группе относятся вероятностно-временные оценки среди которых 
наибольшее распространение получили: функция распределения времени доведения ( );TF t

ä
 

вероятность своевременной доставки пакетов ( );P tñâ  достоверность доведения информации 
D  [1, 2, 4]. 

Ко второй группе информационно-технических показателей эффективности относятся 
параметры, дополнительно характеризующие живучесть и определяющие оценку выбранных 
технических решений при построении элементов СИС [4, 5].

Третья группа технико-экономических показателей совместно с информационными и тех-
ническими включает также экономические характеристики СИС, к ним относятся: затраты 
ресурсов ;pÇ  векторные показатели эффективности системы ( ),tÝ  ;YÔ  обобщенный техни-
ко-экономический показатель γÒÝ  [2–4]; показатель Ливн ( ),y  характеризующий удельную се-
бестоимость системы с учетом скорости, производительности и достоверности передачи [5].

Однако оценка информационной эффективности СИС на основе общепринятых показате-
лей обладает рядом общих существенных недостатков: использование точечных оценок; опре-
деление только скоростных параметров передачи информации без учета структуры и алго-
ритмов функционирования системы; невозможность сравнительной оценки СИС с разными 
топологиями  в условиях изменения входного трафика; отсутствие показателя, отражающего 
текущие характеристики СИС и потенциальные возможности по передаче и хранению инфор-
мации.

Поэтому в работе [7] был предложен альтернативный подход для формирования адекват-
ной оценки информационной эффективности СИС при высокой интенсивности входного 
трафика γ âõ  (пиковой нагрузке) для чего обоснован и предложен обобщенный показатель – 
коэффициент полезного использования (КПИ) возможностей СИС по передаче и хранению 
информации:

	 max( / ) 100 %.P Pη = ⋅ 	 (1)
Сформулирован его физический смысл, который определен на основе взаимосвязи между 

основными системными характеристиками и параметрами информационного обмена, выра-
жаемыми в удельной интегральной нагрузке СИС

	 | ,P NG T T= ≤ äîï 	 (2)

где 
1 1 1

BB B

i i i
i i i

N N n n
= = =

= + +∑ ∑ ∑
òðâõ âûõ

òð âûõ  – среднее количество пакетов, находящихся в системе на хра-

нении ( ,Bâõ  Bòð  и Bâûõ  – соответственно, число узлов коммутации (УК), имеющих накопления 
входного, транзитного и выходного трафика; ,iN  ,inòð  inâûõ  – средние за интервале наблюде-
ния T∆  количества пакетов, находящихся на хранении во входных, транзитных и выходных 

УК, соответственно); 
1

/
B

i
i

G n Tγ
=

 
= = ∆ 

 
∑

âûõ

âûõ âûõ  – средняя производительность СИС, определя-

емая средней интенсивностью выходного трафика; 
1

/
K

k
k

T T K
=

 =  
 
∑  – средняя временная за-

держка одного пакета в системе ( kT  – временная задержка каждого k-го пакета, K  – общее 
количество пакетов, поступивших в СИС за интервал наблюдения T∆ ); Täîï  – ограничение на 
временную задержку для доставки пакетов в СИС.

Для оценки потенциальных возможностей системы по передаче и хранению информации 
в модели идеальной сети из M  одноканальных систем (ОС) без конфликтов, повторных пере-
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дач и потерь пакетов, с максимальными характеристиками по передаче (значение максималь-
ной интенсивности выходного трафика каждой j-й ОС jγ âûõ  ограничивается пропускной спо-
собностью каналов связи (КС) jCêàí ) и хранению информации (количество пакетов jN  
определяется емкостью буферного запоминающего устройства (БЗУ) каждого узла коммута-
ции (УК) jN äîï) введено понятие максимальной удельной интегральной нагрузки 

	
1 1

.
M M

ò àõ j j j j
j j

P N N Cγ
= =

= =∑ ∑âûõ äîï êàí 	 (3)

Таким образом, обобщенный показатель КПИ (1) обеспечивает оценку информационной эф-
фективности СИС с учетом свойств системы по передаче и хранению информации [выражение 
(2)], определяя в процентном соотношении степень близости к максимуму потенциальных воз-
можностей по обеспечению информационного обмена [выражение (3)]. В качестве недостатка по-
следнего подхода можно отметить отсутствие возможности определения области высокой инфор-
мационной эффективности СИС по входному трафику в соответствии с заданным критерием.

Поэтому цель данной работы заключается в получении интервальной оценки эффектив-
ности информационного обмена в СИС на основе формирования функции информационной 
эффективности системы и разработки метода с использованием обобщенного показателя 
КПИ, позволяющего определять диапазон изменения входного трафика, в котором система 
наиболее качественно использует свои возможности по передаче и хранению информации. 

1. Материалы и методы

Применение введенного обобщенного показателя КПИ позволяет получить количествен-
ную оценку информационной эффективности СИС с различными топологиями в изменяю-
щихся условиях функционирования и на ее основе принимать решения по оптимизации рабо-
ты СИС. Для этого необходимо получить зависимость КПИ от входного трафика ( ),η γ âõ  
которую будем называть функцией информационной эффективности СИС.

Разработана методика получения оценок информационной эффективности для реальных 
СИС в условиях изменения интенсивности входного трафика, которая позволяет формиро-
вать функцию информационной эффективности. Вследствие сложности организационно-тех-
нического построения СИС при ее описании наиболее удобно использовать ее укрупненную 
блочную структуру. Сущность разработанной методики заключается в том, что в течение вы-
бранного интервала наблюдения ,T∆  через заданные интервалы измерений T∆ èçì  последова-
тельно измеряются: средняя, за интервал наблюдения, временная задержка одного пакета в 
системе T  с проверкой условия по ограничению на временную задержку для доставки пакетов 
в СИС T T≤ äîï  при измерении основных параметров информационного обмена; среднее, за 
этот же интервал времени, суммарное количество пакетов N  и емкости БЗУ УК СИС ;jN äîï  
средняя производительность СИС G  и пропускные способности КС .jCêàí

После чего в соответствии с выражением (2) по значениям N  и G  вычисляется удельная 
интегральная нагрузка СИС ( ).P  Одновременно, на основании измерений jN äîï  и ,jCêàí  по 
формуле (3) определяется максимальная удельная интегральная нагрузка СИС max( ).P  В ре-
зультате по полученным значениям P  и max ,P  согласно выражению (1), вычисляется значение 
КПИ СИС ,η  которое запоминается, а описанные выше измерения и вычисления повторяют-
ся в течение следующего интервала наблюдения .T∆

При этом в процессе проведения измерений фиксируются средние за интервал наблюде-
ния T∆  значения интенсивности входного трафика, которые в соответствии с выражением (2) 

определяются по формуле: 
1 1

/ ,
BH

i
h i h

N Tγ
= =

  
= ∆     

∑ ∑
âõ

âõ  где H  – общее количество интервалов 

измерений T∆ èçì  в интервале наблюдения .T∆
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По итогам проведенных измерений и вычислений, на основе значений КПИ η  и входного 
трафика ,γ âõ  формируется функция информационной эффективности СИС в виде зависимо-
сти ( ).η γ âõ

Для реализации метода интервальной оценки эффективности информационного обмена 
СИС с использованием сформированной функции информационной эффективности необхо-
димо обосновать и найти пороговое значение КПИ ,ηïîð  на основе которого сформировать 
критерий оценки эффективности. С этой целью при использовании классической модели Л. 
Клейнрока [1] для системы типа синхронная ALOHA были получены упрощенные аналитиче-
ские зависимости для производительности и количества пакетов на хранении в БЗУ от вход-
ного трафика

	 ( ) ,TG e γγ γ −= ⋅ âõ
âõ âõ 	 (4)

	 ( ( ))( ) (1 ),T GN N e γ γγ − −= ⋅ − âõ âõ
âõ äîï 	 (5)

где T  – средняя временная задержка одного пакета; Näîï  – емкость БЗУ, определяющая макси-
мально возможное число пакетов, которое может поступить в систему на хранение.

В результате чего построены графики зависимости для предложенного показателя инфор-
мационной эффективности (КПИ) ( ),η γ âõ  ( )G γ âõ  и ( )N γ âõ  от входного трафика (рис. 1).

Рассматривая совместно графики, полученные в результате аналитического моделирова-
ния для производительности СИС ( ),G γ âõ  накоплений пакетов ( )N γ âõ  и КПИ системы ( )η γ âõ  
произведено формирование порогового уровня КПИ по двум значениям входного трафика. 
Первое значение minγ âõ  соответствует максимальному использованию скоростных возможно-
стей СИС min max( )G Gγ =âõ  при среднем уровне накоплений пакетов в БЗУ УК min( )N γ âõ  и опре-
деляет слева от максимума функции информационной эффективности значение min 1( )η γ η=âõ ïîð  
(рис. 1). 

Второе значение входного трафика maxγ âõ  соответствует близкой к наибольшей загрузке 
БЗУ УК (максимальное использование возможностей по хранению информации 

max max( )N Nγ →âõ  перед переполнением СИС с учетом емкостей буферов, допустимого процен-
та потерянных пакетов [8 – 10] и ограничения на временную задержку T T≤ äîï) при снижении 
скоростных возможностей системы max( )G γ âõ  по доставке пакетов до адресатов (приблизи-
тельно до 50 % от пропускных способностей КС) и определяет справа от максимума функции 
информационной эффективности значение max 2( )η γ η=âõ ïîð .

Так как значения указанных уровней КПИ слева и справа соответствуют предельным воз-
можностям СИС по передаче и хранению информации, соответственно, то в качестве итого-
вого значения порогового уровня ηïîð  обоснован выбор среднего между ними значения, при 
котором обеспечивается сбалансированное (близкое к оптимальному) использование ско-
ростных характеристик системы и загрузки БЗУ для хранения информации. В результате по-
роговый уровень КПИ для реализации интервальной оценки эффективности в СИС опреде-
ляется выражением 

	 1 2 .
2

η η
η

+
= ïîð ïîð

ïîð 	 (6)

Цель интервальной оценки информационной эффективности СИС – нахождение интер-
вала изменения входного трафика, в котором система обеспечивает высокую эффективность 
информационного обмена в соответствии с заданным критерием. В качестве такого критерия 
оценки информационной эффективности выступает условие превышения значением КПИ 
при текущей интенсивности входного трафика полученного порогового уровня

	 ( ) .iη γ η≥âõ ïîð 	 (7)
В процессе осуществления оценки в исследуемой системе последовательно вычисляются 

значения КПИ (согласно методике оценки СИС на основе обобщенного показателя, выраже-
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ния (1)–(3)) при различных значениях интенсивности входного трафика от 1γ âõ  до Nγ âõ  с ша-
гом γ∆ âõ  и сравниваются с пороговым значением ,ηïîð  при этом для каждого значения КПИ 
проверяется выполнение условия (7). Если неравенство (7) выполняется, то принимается ре-
шение, что СИС обеспечивает требуемую эффективность информационного обмена в соот-
ветствии с уровнем .ηïîð  При η η= ïîð  фиксируются граничные значения 1γ âõ ïîð  и 2γ âõ ïîð  интер-

Рис. 1. Определение порогового уровня на функции информационной эффективности СИС
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вала входного трафика 1 2[ , ],γ γâõ ïîð âõ ïîð  которые характеризуют новый оценочный показатель 
информационной эффективности СИС – полосу пропускания СИС по входному трафику

	 ( ) 2 1.γ η γ γ= −
ïîð âõ ïîð âõ ïîðÏ 	 (8)

При рассмотрении функции информационной эффективности СИС с использованием 
аналитической модели в зависимости от изменения внутрисетевого (транзитного) трафика λ 
или временной задержки T  определяются, соответственно, полосы пропускания по транзит-
ному трафику и временной задержке на заданном пороговом значении КПИ ηïîð

	 ( ) 2 1,λ η λ λ= −
ïîð ïîð ïîðÏ 	 (9)

	 ( ) 2 1.T T Tη = −
ïîð ïîð ïîðÏ 	 (10)

Новизна разработанного метода состоит в том, что он позволяет определять выраженную 
в процентах степень приближения СИС с различными структурами к использованию потен-
циальных возможностей по обеспечению информационного обмена при различных значени-
ях интенсивности входного трафика.

2. Результаты и их обсуждение

Для проверки работоспособности предложенного метода интервальной оценки информа-
ционной эффективности СИС с различными структурами были разработаны алгоритм и ими-
тационные модели информационного обмена при изменении входного трафика в системах с 
тороидальными топологиями, содержащими по 4 УК (обозначим ее СИС-4) и 6 УК (СИС-6) 
в элементарных ячейках, соответственно. Результаты имитационного моделирования инфор-
мационного обмена исследуемых СИС представлены на рис. 2.

Анализ зависимостей ( ),G γ âõ  ( )N γ âõ  и функций эффективности для СИС-4 (сплошные ли-
нии) и СИС-6 (пунктирные линии) показал следующее. Тороидальная СИС-4 обеспечивает 
максимум КПИ порядка 14,5 % при интенсивности входного трафика около 2000 пак/с (длина 
пакета 255 байт, пропускные способности каналов 48–256 кбит/с, допустимая временная за-
держка пакета 100 мс с джиттером 50 мс). При этом полоса пропускания для определенного по 
представленной выше методике порогового уровня КПИ (4) 9 %η ≈ïîð  лежит в пределах 

( ) [5000;37000] / .γ η =
ïîð

Ï ïàê ñ . Для СИС-6 максимум КПИ составляет 7 %≈  при интенсивности 
входного трафика около 2500 пак/с, а полоса пропускания при пороговом уровне КПИ 

(6) 4,3 %η ≈ïîð  составляет ( ) [7000;64000] /γ η =
ïîð

Ï ïàê ñ.  На основе полученных результатов 
определены практические рекомендации по использованию СИС в зависимости от интенсив-
ности входного трафика: в условиях слабой нагрузки и вплоть до границы полосы пропуска-
ния 37000 /γ ≈âõ ïàê ñ  предпочтительнее использовать СИС-4, обеспечивающую более высо-
кое значение КПИ при допустимой загрузке БЗУ (с учетом потерь информационных пакетов); 
в условиях более высоких нагрузок особенно при 55000 /γ ≥âõ ïàê ñ  лучшие характеристики 
показывает тороидальная СИС-6, что выражается в стабильности КПИ и других параметров 
информационного обмена.

Заключение

Таким образом, цель работы можно считать достигнутой. Разработанный метод интер-
вальной оценки эффективности информационного обмена в СИС позволяет найти область 
высокой информационной эффективности, определяющую диапазоны изменения основных 
сетевых параметров в пределах которых система обеспечивает высокое качество функцио-
нирования. Полученные на основе предлагаемого метода модели для СИС с тороидальными 
топологиями позволяют оценить эффективность информационного обмена при изменении 
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Рис. 2. Интервальная оценка информационной эффективности тороидальных СИС
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входного трафика. Имитационное моделирование показало работоспособность предлагаемо-
го метода и достоверность получаемых на его основе результатов, что также подтверждает-
ся их совпадением с результатами полученными другими авторами [1 – 6] и соответствием 
характеру зависимостей в реальных системах для аналогичных условий. Результаты прове-
денных исследований позволяют сформировать конкретные практические рекомендации по 
обеспечению и поддержанию высоких качественных показателей информационного обмена 
и реконфигурации структуры СИС в зависимости от интенсивности входного трафика (что 
особенно актуально в условиях пиковой нагрузки) [11].
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УДК 519.872

ЧИСЛЕННЫЙ АНАЛИЗ RQ-СИСТЕМЫ M|M|N С ОТРИЦАТЕЛЬНЫМИ ЗАЯВКАМИ

Национальный исследовательский Томский государственный университет

Н. П. Мелошникова

Аннотация. В работе проводится исследование многолинейной RQ-системы с отрицатель-
ными заявками. Входящий поток положительных заявок простейший, закон их обслужи-
вания на приборе – экспоненциальный. Заявки, не получившие обслуживание, находятся 
на орбите случайное время, распределенное экспоненциально, после которого обраща-
ются к блоку обслуживания согласно протоколу случайного множественного доступа. В 
систему также поступает простейший поток отрицательных заявок, которые уничтожают 
положительные заявки, находящиеся на обслуживании на любом из приборов.
Ключевые слова: RQ-системы, отрицательные заявки, орбита.

Введение

Retrial Queueing System или RQ-системы [1, 2] – математические модели теории массового 
обслуживания, широко используемые для анализа и оптимизации различных телекоммуника-
ционных систем, сетей мобильной связи, call-центров и др. [3–5]. Характерной чертой таких 
моделей является наличие повторных обращений заявок к обслуживающему прибору спустя 
некоторое случайное время после неудачной попытки получить обслуживания. В системе от-
сутствует очередь, заявки, которые в момент поступления не могут быть обслужены, пере-
ходят на орбиту, где осуществляет случайную задержку, продолжительность которой имеет 
экспоненциальную задержку. В реальных системах такие ситуации могут быть вызваны отсут-
ствием свободных серверов в моменты поступления запросов или техническими неисправно-
стями. Системы массового обслуживания с отрицательными заявками моделируют ситуации 
хакерских атак в реальных компьютерных сетях [5, 6].

1. Описание модели

Рассмотрим многолинейную RQ-систему (в системе N  обслуживающих приборов), на 
вход которой поступает простейший поток заявок с параметром ,λ  эти заявки будем назы-
вать положительными, время обслуживания каждой заявки распределено по экспоненциаль-
ному закону с параметром .µ  Так же на вход поступает поток отрицательными заявками, с 
параметром .γ  Положительные заявки поступают на обслуживающие приборы, до момента, 
когда все N  приборов будут заняты. Если все приборы заняты, то заявка переходит на орбиту, 
где осуществляет случайную задержку, продолжительность которой имеет экспоненциальное 
распределение с параметром .σ  С орбиты после случайного времени задержки заявка вновь 
обращается к обслуживающим приборам с повторной попыткой получить обслуживание. 

Отрицательная заявка не нуждается в обслуживании, она поступает на какой-либо один 
прибор в любом случае. Если на приборе находятся положительная заявка, то отрицательная 
заявка ее уничтожает, далее они уходят с прибора, положительная заявка оказывается не об-
служена. Если отрицательная заявка попала на свободный прибор, то она просто выходит из 
системы (рис. 1).

Ставится задача нахождения распределения вероятностей числа заявок на орбите. 
Пусть ( )i t  – случайный процесс, характеризующий число заявок на орбите, а ( )k t  – опре-

деляет состояние прибора следующим образом:
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Обозначим { }( ) , ( ) ( , , )P k t k i t i P k i t= = =  – стационарные вероятности того, что прибор на-

ходится в состоянии ,k  на орбите находится i  заявок.
Очевидно, что процесс { }( ), ( )k t i t  изменения состояний данной системы во времени явля-

ется Марковским. Для распределения вероятностей ( , , )P k i t  состояний рассматриваемой 
RQ-системы составим систему уравнений Колмогорова:
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Рис. 1. RQ-система MMN с отрицательными заявками
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В стационарном режиме имеем:
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Для нахождения вероятностей ( , )P k i  к системе уравнений (1) необходимо также добавить 
условие нормировки. 

	 ( , ) 1.
k i

P k i =∑∑ 	 (2)

Обозначим векторы-строки 
	 [ ](0,0), (0,1),..., ( , ),...P P P P k i=
Тогда систему (1) можно представить в матричном виде.
	 ,PA B=

где A  – матрица коэффициентов системы (1)–(2), а вектор (0,0,0,...,1)B = .

2. Численное решение

Продемонстрируем численный метод решения системы (1)–(2) на примере, когда количе-
ство приборов в системе 2.N =

Для реализации численного алгоритма также введем ограничение по количеству заявок на 
орбите. Возьмем max 10.i =

Рассчитаем матрицу коэффициентов при 0,3, 0,5, 1, 0,1λ σ µ γ= = = =  (рис. 2).
После чего нашли вектор P  по формуле:

[1( ) 0.7465,0.2036,0.0269,0.0093,0.0068,0.0045,0.0006,0.0007,T TP v A A A −= ⋅ ⋅ ⋅ =
5 5 6 5 5 70.0007,5.3921 10 ,8.8235 10 ,0.0001,5.2947 10 ,1.1071 10 ,1.6503 10 ,5.5855 10 ,− − − − − −⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅

6 6 8 7 7 9 81.4218 10 ,2.4723 10 ,6.1806 10 ,1.8542 10 ,3.6787 10 ,7.077 10 ,2.4446 10 ,− − − − − − −⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅
8 10 9 9 11 10 95.4448 10 ,8.304 10 ,3.2449 10 ,8.014 10 ,9.8293 10 ,4.2764 10 ,1.1611 10 ,− − − − − − −⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅

11 11 101.0758 10 ,5.0578 10 ,1.5196 10 ,− − − ⋅ ⋅ ⋅ 
где [ ]0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,1v =  
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Рассчитали P  для каждого i:
(0) 0.977P =
(1) 0.0206P =
(2) 0.002P =
(3) 0.0002P =

5(4) 3.2869 10P −= ⋅
6(5) 4.4527 10P −= ⋅

7(6) 6.151 10P −= ⋅
8(7) 8.6003 10P −= ⋅
8(8) 1.2089 10P −= ⋅

9(9) 1.687 10P −= ⋅
10(10) 2.133 10P −= ⋅

Аналогично, можно реализовать численный метод для любого числа N  и max .i

Заключение

В работе проведен численный анализ RQ-системы M|M|N с отрицательными заявками. 
Была составлена система уравнений Колмогорова для исследуемого процесса. Предложен чис-
ленный алгоритм решения данной системы. 
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УДК 519.87

МАТЕМАТИЧЕСКАЯ МОДЕЛЬ МНОГОИНДЕКСНОЙ ТРАНСПОРТНОЙ 
РАСПРЕДЕЛИТЕЛЬНОЙ ЗАДАЧИ С НЕОДНОРОДНЫМ ГРУЗОМ

Воронежский государственный технический университет

И. Г. Мещеряков

Аннотация. В данной статье рассматривается проблема разработки математического ап-
парата для описания задачи оптимизации распределения товаров от поставщиков к по-
требителям. Отличительной особенностью исследуемой транспортной задачи является 
не только определение объемов перевозимого неоднородного груза, но и маршрутизация 
транспортных средств ограниченной вместимости таким образом, чтобы минимизиро-
вать суммарную длину пути. В статье рассматриваются различные вариации транспорт-
ных задач и способы их решения. Формируется математическая модель, отражающая  
вышеперечисленные особенности, а также формулируется оптимизационная задача, по-
зволяющая эффективным образом распределить груз от поставщиков к потребителям.
Ключевые слова: транспортная задача, минимизация издержек, линейное программиро-
вание, поставщики, потребители, неоднородный груз, матрица расстояний, распределе-
ние транспортных средств, математическая модель, оптимизационная задача.

Введение

В классической математике методы поиска оптимальных решений рассматривают в раз-
делах, связанных с изучением экстремумов функций, в математическом программировании. 
В свою очередь в математическом программировании выделяют раздел линейного програм-
мирования. В свою очередь, в линейном программировании существуют классы задач, струк-
тура которых позволяет создать специальные методы их решения, выгодно отличающиеся от 
методов решения задач общего характера. Одним из классов задач, использующих в качестве 
основы методы линейного программирования, являются транспортные задачи.

Практическая значимость разработки моделей и алгоритмов решений таких задач очевид-
на, поскольку целью является уменьшение транспортных издержек предприятия. Это весьма 
актуальное требование в условиях рыночной экономики, когда любые затраты должны быть 
минимизированы. В этом случае издержки покрываются меньшей частью прибыли, а также 
позволяют снизить себестоимость продукции на рынке, что делает предприятие более конку-
рентоспособным.

Для классических транспортных задач существуют хорошо зарекомендовавшие себя ме-
тоды решения, обладающие достаточно низкой вычислительной сложностью. Однако,  транс-
портная задача, решающаяся на практике, редко бывает тривиальной. Из-за сложности рыноч-
ных потребностей в сфере логистики транспортная задача «обрастает» множеством условий. 
В дополнении к задаче распределения грузов зачастую приходится решать задачу распределе-
ния транспортных средств. В данной работе рассматривается многоиндексная транспортная 
задача с неоднородным грузом и разрабатывается ее математическая модель. Для этого анали-
зируются подобные задачи, и подходы к их решению. Также в ходе работы будет приведена и 
описана соответствующая оптимизационная задача, минимизирующая стоимость перевозок.

 
1. Постановка задачи и ее особенности

Рассматривается следующая вариация транспортной задачи. Имеется множество N  по-
ставщиков 1 2( , , , )nA A A  и M  потребителей 1 2( , , , ).mB B B  Рассматривается возможность 
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перевозки K  видов товара. Каждый товар ,k  1, ,k K=   идентифицируется весом kv  одной 
единицы. Пусть заданы объёмы поставок ika  продукта k поставщиком ,iA  объёмы потребностей 

jkb  в продукте k у потребителя .j  Рассмотрим поставщиков и потребителей с географической 
точки зрения. Это N M+  пунктов. Задана матрица расстояний ijc  от между пунктами i и .j

Имеется L  транспортных средств. Каждое транспортное средство iw  характеризуется гру-
зоподъемностью .icar  Заданы точки текущего положения транспортных средств и матрица 
расстояний между пунктами. Предполагается, что стоимость перевозки груза в фуре прямо-
пропорциональна расстоянию.

Необходимо таким образом распределить перевозку товара от поставщиков к потребите-
лям, чтобы минимизировать стоимость.

Рассмотрим особенности данной задачи и отличие от существующих аналогов. Основная 
особенность заключается в наличие сложного маршрута, который может быть определен для 
транспортного средства. Если транспортную сеть рассмотреть в виде графа, вершинами кото-
рого являются поставщики и потребители, а ребрами – дорога от поставщика к потребителю, 
то классическая задача подразумевает формирование ребер графа таким образом, чтобы сум-
марные затраты были бы минимальны. Маршрут в этом случае – это лишь одно ребро в гра-
фе. Более сложный случай возникает, когда от одного поставщика для транспортных средств 
предусмотрена возможность перевозки товара к нескольким потребителям. В этом случае под 
маршрутом можно понимать подграф с единственной вершиной-поставщиком. Исследуемая 
задача допускает в каждом таком подграфе несколько поставщиков. Графически ее можно 
представить следующим образом (рис. 1). На данном рисунке линиями с разной штриховкой 
обозначены разные маршруты (например, 1-6-2-10; 3-4-7-11-12 и т. д.). Кругами на рисунке 
обозначены поставщики, а квадратами – потребители. 

Проанализируем подобные задачи и существующие подходы к их решению. Классическая 
транспортная задача решает вопрос определения объема груза, который необходимо перевез-
ти от каждого поставщика к каждому потребителю.

Решение классической транспортной задачи сводится к следующей последовательности 
действий:

1) нахождение исходного опорного решения;
2) проверка этого решения на оптимальность;
3) дальнейшие итерации.

Рис. 1. Пример иллюстрации исследуемой задачи



641

Для нахождения опорного плана применяют следующие методы.
1. Метод северо-западного угла заключается в том, что на каждом этапе левая верхняя (т. е. 

северо-западная) клетка заполняется максимальным числом. Заполнение продолжается до тех 
пор, пока на одном из шагов не исчерпаются запасы и не удовлетворятся все потребности.

2. Метод двойного предпочтения. Его суть заключается в поиске маршрутов, соединяющих 
поставщиков и потребителей, с наименьшими тарифами. С математической точки зрения это 
означает выбор ячеек в матрице стоимости, содержащих минимальные элементы как в строке, 
так и в столбце (двойное предпочтение). После этого определяются минимальные элементы 
в строке и в столбце. Если после данного этапа все еще остались нераспределенные запасы и 
неудовлетворенные потребности, то заполняются оставшиеся ячейки. 

3. Метод минимального элемента заключается в заполнении на каждом шаге таблицы той 
клетки, которой соответствует наименьшее значение, а в случае наличия нескольких одинако-
вых тарифов заполняется любой из них.

4. Метод аппроксимации Фогеля – более трудоемкий, но начальный план перевозок, постро-
енный с его помощью, является наиболее приближенным к оптимальному. При решении задачи 
данным методом по всем строкам и столбцам таблицы находится разность между минималь-
ными тарифами (строка или столбец с наибольшей разницей является предпочтительным). В 
пределах выбранной строки (столбца) находится ячейка с наименьшим тарифом, на которую 
записывают отгрузку. Строки поставщиков, которые полностью исчерпали возможности по от-
грузке, и столбцы потребителей, потребности которых удовлетворены, вычеркиваются.

После нахождения опорного плана перевозок, нужно применить один из алгоритмов его 
улучшения, приближения к оптимальному плану. Для этого могут применяться венгерский 
метод, метод потенциалов или дельта-метод. Описание алгоритмических особенностей ал-
горитмов является достаточно объемным так, что приведем преимущества этих подходов. 
Метод потенциалов позволяет не искать циклы с отрицательной ценой и достаточно быстро 
находит оптимальный план. Венгерский метод дает возможность оценивать на каждой итера-
ции близость к оптимальному плану. Дельта-метод в отдельных случаях позволяет найти оп-
тимальный план быстрее всех прочих способов. Но имеются и недостатки данных подходов, а 
также данные методы не решают поставленную задачу.

Отметим особенности транспортной задачи, которая может быть решена с помощью комби-
нации данных методов. В первую очередь, каждое транспортное средство позволяет перевезти 
груз от одного поставщика к одному потребителю. На практике иногда некоторые потребителя 
находятся недалеко друг от друга, и сформировать маршрут, при котором одно транспортное 
средство доставляет груз сначала одному, а потом сразу другому потребителю, более целесоо-
бразно. Кроме того, при решении классической задачи учитываются лишь запасы у каждого по-
ставщика. Очевидно, что на практике размер склада, в котором хранятся товары, существенно 
превышает вместимость и грузоподъемность транспортного средства. В связи с этим, пренебре-
жение ограничениями на грузоподъемность машин является неоправданным. Также в классиче-
ском варианте не учитывается текущее положение транспортных средств. На практике склады 
могут находиться не только далеко друг от друга, но и на значительном расстоянии от гаражей 
с транспортными средствами, что существенно повлияет на величину пройденного ими пути. 
Кроме того, возможна перевозка разных видов грузов, что в классическом варианте не отражено.

Для учета данных особенностей существуют различные вариации транспортной задачи. 
В частности, известна трехиндексная транспортная задача, учитывающая перевозки разных 
видов грузов. Она также является задачей линейного программирования, и для ее решения 
можно применить метод потенциалов. Кроме того, в качестве трехиндексной задачи может 
выступать задача с перевозкой груза разными видами транспорта. Также рассматривались 
задачи на ограничение грузоподъемности транспортных средств и задача о распределении 
транспортных средств. 
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С другой стороны, в логистике весьма важную роль играет формирование маршрутов ми-
нимальной стоимости. Как частный случай решения данной задачи можно выделить задачу о 
коммивояжере, позволяющей минимизировать длину маршрута единичного транспортного 
средства. В качестве возможного подхода к ее решению можно выделить метод ветвей и гра-
ниц. Однако, в ней учитываются только расстояния между пунктами и не учитывается грузо-
подъемность транспорта.

Цель данной работы – объединить все особенности, возникающие в которые являются 
принципиальными при использовании методов решения задачи на практике.  

Таким образом, анализируя рассмотренные выше задачи и их решения, можно сделать вы-
вод о необходимости разработки математического аппарата, учитывающего особенности за-
дачи, отраженные на рис. 1. В частности, необходимо учесть:

– возможность загрузки транспорта неоднородным грузом (товарами разных видов);
– возможность доставки одним транспортом заказов нескольким потребителям;
– возможность для каждого транспортного средства формирования неоднородного марш-

рута, включающего как поставщиков, так и потребителей;
– учет загрузки транспорта.
Разработаем математическую модель, учитывающую все вышеперечисленные особенности.

2. Математическая модель и оптимизационная задача

Для описания математического аппарата, позволяющего сформировать математическую 
модель и сформулировать соответствующую оптимизационную задачу, введем следующие 
обозначения. Пусть X  – это четырехмерная матрица, каждый элемент которой ijklx  – опреде-
ляет объем перевозки товара k  от поставщика i  к потребителю j  транспортом .l  Рассмотрим 
классические ограничения транспортной задачи на объем ввозимого и вывозимого груза. 
В данном случае ограничения будут модифицированы в следствие неоднородности груза. 
В частности, объем вывозимого груза каждого вида должен быть не меньше, чем имеющиеся 
запасы в каждом из пунктов:

	
1 1

; 1, , ; 1, , .M L
ijkl jkj l

x a i N k K
= =

≤ = … = …∑ ∑ 	 (1)

Аналогичные требования на объем ввозимого груза каждого вида:
	

1 1
; 1, , ; 1, , .M L

ijkl jkj l
x b j M k K

= =
≥ = =∑ ∑   	 (2)

Далее рассмотрим ограничение на вместимость транспортных средств. Как было отмече-
но ранее, следует предусмотреть ограничения как по весу, так и по габаритам груза каждого 
типа. Как было отмечено ранее, особенностью задачи является наличие на маршруте у одного 
транспортного средства нескольких пунктов – поставщиков. С точки зрения математического 
описания необходимо предусмотреть возможность загрузки транспорта у предыдущего по-
ставщика в случае, если в него на маршруте есть еще один поставщик. Кроме того, если после 
поставщика транспортное средство частично было освобождено у некоторых потребителей, 
прежде, чем он подъедет к очередному поставщику.

Для учета данного условия для каждого транспортного средства l  введем в рассмотрение 
булеву матрицу ,D  каждый элемент ijd  которой будет показывать, выбран ли для маршрута 
транспортным средством путь от пункта i  к пункту j  или нет. В общем случае для всех транс-
портных средств это будет трехмерная матрица ,lijd  где первый индекс определяет идентифи-
катор транспортного средства, а второй и третий – фрагмент маршрута.

Кроме того, для каждого транспортного средства l  введем в рассмотрение функцию ,( ),f l i  
которая будет определять загрузку транспортного средства в пункте .i  Данная функция будет 
определяться следующим образом:
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Здесь i  – пункт, для которого выполняется условие:
	 1.lijd = 	 (4)
Поясним условие (3). Рассмотрим множество всех географических пунктов, которые может 

теоретически посещать любое транспортное средство. Их количество равно сумме всех по-
ставщиков и потребителей (исключаем ситуацию, когда поставщик может быть потребите-
лем). Для любого пункта ,j  в который прибыло транспортное средство ,l  необходимо уточ-
нить, из какого пункта оно выехало. Это осуществляется с помощью условия (4). Обозначим 
данный пункт через .i  Если пункт j  не является поставщиком, то загрузка транспортного 
средства l  в пункте j  уменьшится на объем, который везет данное транспортное средство от 
всех поставщиков 1 1, ,( )j N= …  к данному потребителю со всеми товарами k  1, ), .(k K= …  
Если пункт j  является поставщиком, то загрузка, наоборот, может увеличиться. Величина 
увеличения загрузки – это суммарный объем всех товаров k  1, ), ,(k K= …  которые данный 
поставщик везет всем потребителям 1j  1 1, ),( .j M= …

С помощью выражения (3) можно описать ограничение на вместимость транспортного 
средства в каждом пункте:

	 ( , ) , 1, , .lf l i car i N≤ =  	 (5)
Условия (1)–(4) составляют математическую модель исследуемой системы. Сформулиру-

ем с ее помощью оптимизационную задачу. Существует несколько вариантов выбора целе-
вой функции. В конечном итоге она необходимо получить максимальный доход от транспор-
тировки всех товаров. Но, с учетом того, что данный доход будет определяться как разница 
между чистой прибылью от доставки грузов и затратами на их перевозку, то в качестве цели 
можно выбрать минимизацию затрат на перевозку товаров. В предположении, что стоимость 
прямопропорциональна расстоянию, будем минимизировать суммарную длину маршрута, 
образованного выбором поставщиков и потребителей. 

	
1 1 1

min .L N M N M
lij ijl i j

d c+ +

= = =
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Таким образом, необходимо найти многомерные матрицы d  и ,x  которые минимизируют 
функцию (6) с учетом ограничений (1)–(5).

Таким образом, сформулирована оптимизационная задача, позволяющая эффективным 
образом распределить груз от поставщиков к потребителям.

Заключение

Целью данной работы являлась разработка математического аппарата, позволяющего опи-
сать задачу оптимизации распределения товаров от поставщиков к потребителям. Получены 
следующие результаты:

– сформулирована задача транспортировки грузов, выявлены ее отличительные особен-
ности;

– проанализированы существующие аналоги и методы их решения; 
– сформулированы равенства и ограничения, описывающие специфику данной транспорт-

ной задачи;
– описана оптимизационная задача, минимизирующая затраты на перевозку груза.
Специфика этой задачи заключается в нелинейный характер функции (3). В связи с этим, 

любые методы линейного программирования не подходят для ее решения. Поэтому следую-
щим этапом является разработка алгоритма, позволяющего решить задачу (6) с ограничени-
ями (1)–(5).
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ИССЛЕДОВАНИЕ КИНЕТИЧЕСКОЙ НЕОДНОРОДНОСТИ 
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Э. Н. Мифтахов1, С. А. Мустафина1, Т. А. Михайлова1, С. Л. Подвальный2

Аннотация. Определение характера кинетической неоднородности полимерного продук-
та проводится путем постановки и решения обратной задачи формирования молекуляр-
но-массового распределения. Идентификация характера кинетической неоднородности 
в перспективном своем направлении позволяет ответить на вопросы изменения физи-
ко-химических и молекулярных параметров образуемого полимера для различного соста-
ва каталитического комплекса и режима ведения технологического процесса производ-
ства. Методология и разработанные алгоритмы решения обратной задачи в программной 
реализации были применены для определения характера кинетической неоднородности 
титансодержащей каталитической системы в производстве 1,4-цис-полиизопрена.Клю-
чевые слова: полимер, моделирование, обратная задача, метод регуляризации А. Н. Тихо-
нова, кинетическая неоднородность, титан, каталитический комплекс, активный центр, 
молекулярно-массовое распределение, гель-хроматограмма.

Введение

На протяжении последних десятилетий идет активное применение катализаторов Цигле-
ра – Натта для получения стереорегулярных полидиенов. В частности, применение титансо-
держащих каталитических систем в промышленном производстве 1,4-цис-полиизопрена по-
зволяет производить продукт с высоким содержанием цис-1,4-звеньев, достигающим 96 %. 

Оценка молекулярно-массового распределения на начальном этапе моделирования по-
зволяет проводить исследование кинетической неоднородности получаемого продукта [1, 2]. 
Микрогетерогенность катализаторов Циглера – Натта в процессе полимеризации приводит к 
формированию несколько типов кинетически неэквивалентных активных центров, произво-
дящих макромолекулы определенной молекулярной массы. Один из успешно применяемых 
подходов регулирования числа типов активных центров является изменение их дисперсной 
структуры, путем изменения химического состава реакционной смеси. Также все больший ин-
терес проявляется к технологии предварительно оказываемого гидродинамического воздей-
ствия на катализатор в турбулентных потоках [3]. Математическая интерпретация гель-хро-
матограмм позволяет выявить динамику активных центров [4], инициирующих процесс 
полимеризации, а полученная информация о количестве и доле активных центров детально 
подойти к вопросу построения кинетического механизма ведения процесса. В перспективе 
это позволит проводить не только эмпирическое исследование, но и ставить задачи планиро-
вания в промышленном масштабе производства.

1. Основная методология решения обратной задачи

Исследование кинетической неоднородности полимерных продуктов базируется на ре-
шении обратной задачи формирования молекулярно-массового распределения. Основная 
методология решения основана на предположении о том, что молекулярно-массовое распре-
деление полимерного продукта может быть представлено как суперпозиция распределений, 
формируемых каждым активным центром в отдельности. Наличие в системе кинетически 
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неэквивалентных активных центров может объяснить широкий характер формируемого рас-
пределения. Для решения обратной задачи как правило применяются модельные функции [5], 
которые характерны для определенного кинетического механизма.

Основываясь на предположении о том, что для каждого активного центра характерно 
определенное значение статистического параметра ,λ  лежащего в основе распределения Фло-
ри, экспериментальная кривая молекулярно-массового распределения ( )q Mýêñï  может быть 
описана исходя из выражения:

	
0

( ) ( ) ( , ) ,q M K M dϕ λ λ λ
∞

= ∫ýêñï 	 (1)

где ( , )K Mλ  – функция, отражающая механизм полимеризационного процесса, ( )ϕ λ  – функ-
ция распределения активных центров. 

После перехода к новым координатам lnx M=  и lns λ=  выражение (1) примет вид:

	 ( ) ( ) exp[2( ) exp( )] ,q M s s x s x dsψ
+∞

−∞

= + − +∫ýêñï 	 (2)

Задача поиска функции ( )sψ  в постановке (2) относится к интегральным уравнениям 
Фредгольма первого рода и является некорректно поставленной. Корректное ее решение воз-
можно с применением метода регуляризации А. Н. Тихонова [6]. В этом случае задача сводится 
к минимизации следующего функционала:

	
2 2

2[ ] ( ) ( , ) ( ) min,
d b b

c a a

dM s K s x ds q x dx ds
dsα
ϕϕ ϕ α ϕ

    = − + + →    
     

∫ ∫ ∫ýêñï 	 (3)

где α  – параметр регуляризации, поиск значения которого представляет собой отдельную 
задачу. 

С целью нахождения численного решения задачи (3) проведем предварительную дискрети-
зацию уравнения и аппроксимацию заданного функционала. Для этого на отрезках [ , ]a b  и 
[ , ]c d  введем равномерную сетку из n  и m  точек, соответственно. Шаг сетки ( ) / ( 1)sh b a n= − −  
и ( ) / ( 1).xh d c m= − −  В результате дискретных преобразований и замене интегрального выра-
жения задача (3) сводится к системе линейных алгебраических уравнений:

	 ,W Z WZ CZ Vα α= + = 	 (4)

где вектор 
1

( , ) ,m
j j i i xi

V K s x q hβ
=

= ∑  
1

( ) ( , ) ( ) ( , ) ,m
jk k i j i i xi

W k K s x j K s x q hβ β
=

= ∑  ( ) 0.5,xβ =  если 
1, ,x n=  иначе ( ) 1,xβ =  ( 1) ,ix a i n= + −  ( 1) .js c j m= + −  Квадратная матрица C  имеет зависи-

мость от величины шага сетки:
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	 (5)

Решение обратной задачи в новом представлении (4) сводится к нахождению вектора ,Z  
значения которого образуют дискретный вид функции ( ).sψ  Для численного решения исход-
ную задачу (4) удобно записать в форме задачи линейного программирования с требованиями 
неотрицательности элементов вектора V  и применить соответствующие численные методы 
решения (метод Нелдера – Мида, метод внутренних точек).
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В частности, для метода Нелдера – Мида исходная задача может быть представлена в виде:

	
min,

0, 1, .

WZ CZ V

Z i n

α+ − →

≥ =
Выбор параметра регуляризации α  проводится исходя из условий минимума функции 

невязки:
	 2 2( ) ( ) ( , ) ( ) .s K s x q xβ α ϕ δ= − =ýêñï

2. Вычислительный эксперимент по исследованию кинетической неоднородности

Проведем апробацию описанной методологии на примере полиизопрена, получаемого в 
присутствии титансодержащей каталитической системы [7], для определения молекуляр-
но-массового распределения которого проводился ряд экспериментов в условиях реально 
действующего производства.

В частности, для производства изопренового каучука с использованием каталитической 
системы TiCl4-ТИБА (триизобутилалюминий), суспензию титанового каталитического ком-
плекса получали при –10 °С путем сливания толуольных растворов TiCl4 (катализатор) с Al(i-
C4H9)3 (сокатализатор), p-электронодонорной добавкой дифенилоксида (ДФО) и -электронодо-
норной добавкой пиперилена. Соотношение подаваемых реагентов задавалось в соотношении 
TiCl4/Al(i-C4H9)3/пиперилен/ДФО = 1/1/0,2/0,15 моль. Процесс проводился непрерывным 
способом при начальной температуре –5 °С в каскаде реакторов идеального перемешивания 
объемом 16.6 м3 длиной 2 или 3 реактора в зависимости от требования конечной конверсии 
продукта. Массовый расход реагентов составлял 19 тонн в час при концентрации изопрена в 
изопентане в объеме 15 % мас. Расход титанового катализатора при этом составлял 1 моль на 
980 моль изопрена. Остановка полимеризации и отмывка полимеризата проводилась обессо-
ленной водой при достижении конверсии конечного продукта в 70–75 %.

На выходе из последнего реактора с использованием аппарата Waters-2000 над образцом 
полимера проводился анализ по принципу гель-проникающей хроматографии. Гель-фильтра-
ция применялась для определения фракций полимера с характерной молекулярной массой и 
построения результирующей картины молекулярно-массового распределения. 

Исходный график требует дискретного представления, в связи с чем были зафиксированы 
30 точек исходного разбиения с шагом 0.1, образующие вид кривой ( ).q xýêñï  В качестве ядра 
интегрального уравнения применялось распределение Флори. Решение обратной задачи в по-
становке (4) в численном виде проводилось с использованием программного комплекса [8] и 
численного метода Нелдера — Мида. Результат решения обратной задачи вместе с представле-
нием исходной кривой молекулярно-массового распределения приведен на рис. 1.

Каждому максимуму на кривой ( )sϕ  (рис.1) соответствует определенный тип активного 
центра, образующего фракцию полимера со средней молекулярной массой lnM. В этом случае, 
проведенный анализ молекулярно-массового распределения позволяет утверждать о наличии 
в системе не менее двух типов активных центров ATi – lnM=11.3 и BTi – lnM=13.2. Более деталь-
ные характеристики поведения каждого активного центра можно получить, если оценить 
вклад каждого центра на общий процесс полимеризации, для чего функция ( )sϕ  должна была 
разбита на сумму элементарных функций распределения Гаусса в соответствии с выражением
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1

( )1( ) exp ,
22

n
i k

k
k kk

s ss pϕ
σσ π=

 −
= − 

 
∑ 	 (6)

где n  – количество активных центров в системе, ks  – положение максимумов, kσ  – ширина 
распределения Гаусса, kp  – доля каждого активного центра в каталитической системе, причем 

1 1.np p+ + =  В нашем случае 2.n =
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С целью числовой идентификации параметров 1 2 1 2, , , ,p p σ σ  соответствующих первому и 
второму типу активного центра, была составлена задача минимизации следующей функции:

	
2 2

1 2
1 22 2

1 1 21 2

( ) ( )1 1( ) exp exp min,
2 22 2

m
i i

i
i

s s s ss p pϕ
σ σσ π σ π=

    − −
− − − − →    

    
∑ 	 (7)

где m  – количество точек разбиения отрезка. 
С целью решения задачи оптимизации в постановке (7) был применен метод конфигура-

ции (Хука – Дживса) [9]. Причем, поскольку 1 2 1,p p+ =  то решая задачу (7) требуется иденти-
фицировать 3 параметра системы. Начальные условия для 1 2,p p  задавались исходя из квадра-
турной оценки (с использованием метода трапеций) кривой на рис. 1.

Результатом решения задачи минимизации в постановке (7) стали значения 1 0.44,σ =  
2 0.65,σ =  1 0.15,p =  2 0.85,p =  исходя из оценки которых можно сделать вывод о том, что доля 

центров типа ATi составляет 0.15, а для центров типа BTi – 0.85. Графическое представление по-
лученных распределений показано на рис. 2. Оценка показала, что среднеквадратичное откло-
нение суммы распределения Гаусса от расчетной кривой sϕ  не превысило 6 %.

Рис. 1. Результаты решения обратной задачи формирования молекулярно-массового 
распределения изопрена на каталитической системе TiCl4/Al(i-C4H9)3/пиперилен/ДФО 

(линия – исходное распределение продукта, штрих – распределение активных центров)

Рис. 2. Разложение функции распределения активных центров на сумму распределений Гаусса 
(линия – рассчитанная функция ( ),sϕ  штрих – распределение Гаусса 

для каждого активного центра)
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Часто на практике молекулярно-массовое распределение продукта описывается с исполь-
зованием до четырех типов активных центров. Многокомпонентный химический состав ре-
акционной смеси и предварительно оказываемое на каталитический комплекс гидродина-
мическое воздействие в турбулентных потоках может объяснить наличие лишь двух типов 
идентифицированных активных центров.

Заключение

Решение обратных задач формирования молекулярно-массового распределения позволяет 
однозначно выявить динамику активных центров, инициирующих процесс полимеризации. 
Разработанные методы и алгоритмы с использованием метода регуляризации А. Н. Тихоно-
ва успешно применены для анализа характера кинетической неоднородности каталитической 
системы TiCl4/Al(i-C4H9)3/пиперилен/ДФО.

Результаты исследований неоднородности титановых катализаторов демонстрируют на-
личие в системе двух типов активных центров ATi – lnM=11.3 и BTi – lnM=13.2. Доля активных 
центров, образующих фракции с наиболее низкой молекулярной массой мала, и не превышает 
15 %. Анализируя полученные результаты, можно предположить, что дополнительное воздей-
ствие на каталитической комплекс может привести к дополнительному снижению доли цен-
тров типа ATi и сведению системы к практически моноцентровой.
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ОРГАНИЗАЦИЯ ХРАНЕНИЯ И ОБРАБОТКИ РЕЗУЛЬТАТОВ 
ПРОИЗВОДСТВЕННЫХ И ВЫЧИСЛИТЕЛЬНЫХ ЭКСПЕРИМЕНТОВ ВЕДЕНИЯ 
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Т. А. Михайлова1, Э. Н. Мифтахов1, С. А. Мустафина1, С. Л. Подвальный2

Аннотация. В статье представлен подход к хранению и обработке результатов натур-
ных и вычислительных химико-технологических экспериментов на основе баз данных на 
примере ведения процессов полимеризации изопрена в присутствии различных микро-
гетерогенных каталитических систем. Построены концептуальная и логическая модель 
исследуемой предметной области. Выбор каталитической системы оказывает влияние на 
количество типов участвующих в процессе активных центров, в представленной в работе 
структуре возможен учет до четырех типов активных центров. Построенная структура 
может быть скорректирована для иных полимеризационных процессов в зависимости от 
типа процесса, его рецептуры и условий протекания. Физически представленная модель 
реализована в виде базы данных и апробирована в среде Microsoft SQL Server.
Ключевые слова: полимеризация, изопрен, моделирование, производственный экспери-
мент, вычислительный эксперимент, молекулярно-массовые характеристики, база дан-
ных, ER-диаграмма, логическая модель, Microsoft SQL Server.

Введение

Современное информационное поле состоит из массы событий, объектов и явлений. Веде-
ние промышленной, управленческой и научной работы сопровождается получением, сохра-
нением, сбором, обработкой и передачей информации. Актуальной является задача автома-
тизирования этих процессов, что позволит отладить, систематизировать и структурировать 
работу промышленности и организаций с применением информационных технологий с воз-
можностью проведения дальнейшего анализа данных. Соответственно для решения этой за-
дачи создаются информационные системы, для описания которых целесообразным будет ос-
воение принципов построения баз данных [1].

Исследование сложных производственных процессов, в частности химико-технологиче-
ских, сопровождается обработкой и хранением большого количества данных, которые могут 
применяться для изучения статистических особенностей и выделения факторов, влияющих 
на течение исследуемых процессов. Дополнительно для исследования производственных про-
цессов применяются методы математического моделирования. Но поскольку необходимость 
математической модели в процессе производства и проведения исследований может возни-
кать часто, то численное решение формируемой модели обычно реализуется в виде программ-
ного комплекса, рассчитывающего и визуализирующего все необходимые для производства 
параметры, а также позволяющего многократно проводить вычислительный эксперимент для 
различных начальных условий.

По этой причине возникает необходимость организации хранения результатов проведе-
ния натурных и вычислительных экспериментов имитации производственных процессов для 
различной рецептуры и условий ведения процесса. К решению данной проблемы может быть 
применен подход с использованием баз данных.
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1. Описание исследуемого процесса и построения математической модели

Одним из распространенных промышленных полимерных материалов является изопрено-
вый каучук, он наиболее близок к натуральному каучуку по строению и свойствам. В основе 
его промышленного производства лежит сложный технологический процесс полимеризации 
изопрена в растворе изопентана в присутствии различных микрогетерогенных каталитиче-
ских систем (например, на основе неодима, титана, гадолиния). По этой причине рассмотрим в 
представленной работе периодический процесс растворной полимеризации изопрена в присут-
ствии микрогетерогенных (неодимсодержащей и титансодержащей) каталитических систем.

Для начала необходимо выписать кинетическую схему исследуемого процесса. Традици-
онно в нее закладываются стадии инициирования (возникновение активных центров), роста 
цепи (последовательное присоединение молекул мономера к активным центрам), передачи 
цепи на мономер (взаимодействие активного центра с мономером, приводящее к образованию 
полимера и новой свободно-радикальной частицы), передачи цепи на алюминийорганическое 
соединение (взаимодействие активного центра с молекулами алюминийорганического соеди-
нения), гибели активных центров и перехода активных центров друг в друга. Для построения 
математической модели, описывающей кинетический механизм полимеризационного процес-
са, необходимо определить количество активных центров, характерных для данного режима 
ведения процесса. Результаты ранее поставленных лабораторных экспериментов и численно-
го решения обратной задачи формирования молекулярно-массового распределения полиизо-
прена позволяют сделать вывод о том, что в присутствии неодимсодержащей каталитической 
системы существует один тип активных центров, а в присутствии титансодержащей каталити-
ческой системы – два типа активных центров. Также и отличается количество типов участвую-
щих алюминийорганических соединений. Кинетическая схема и подробное описание исследу-
емого процесса в присутствии неодимсодержащей и титансодержащей каталитических систем 
представлены в работах [2, 3].

Для решения прямой задачи и расчета характеристик продукта полимеризации, в основ-
ном, используются два различных подхода: кинетический и статистический, которые взаимно 
дополняют друг друга. Кинетический подход заключается в составлении и решении уравне-
ний материального баланса для концентраций всех типов молекул, участвующих в процессе 
полимеризации. Получаемая система дифференциальных уравнений имеет практически бес-
конечную размерность и решается с помощью различных упрощающих методов, таких как 
метод моментов и метод производящих функций [4]. Данный подход может быть успешно 
использован для расчета усредненных молекулярных характеристик полимера. В рамках ста-
тистического подхода каждая макромолекула рассматривается явно или неявно как отдельная 
реализация конкретного случайного процесса условного движения вдоль полимерной моле-
кулы, а вероятность этой реализации считается равной доле соответствующих ей молекул сре-
ди всех остальных в реакционной системе. Статистический подход, в частности, метод Мон-
те-Карло, позволяет накапливать информацию о количестве, длине и составе образующихся 
макромолекул полимера, которую можно легко представить в виде кривой молекулярно-мас-
сового распределения в виде зависимости массовой доли фракции от ее массы, в отличие от 
кинетического подхода, который позволяет произвести лишь количественную оценку молеку-
лярно-массового распределения, что связано с применением упрощающих методов при реше-
нии системы дифференциальных уравнений [5, 6]. 

При дальнейшем проектировании базы данных будем закладывать возможность система-
тизации результатов как производственных экспериментов, так и вычислительных экспери-
ментов, проведенных на основе моделирования полимеризационного процесса кинетическим 
и статистическим подходами.
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2. Проектирование и физическая реализация базы данных

Проектирование базы данных представляет собой сложный трудоемкий процесс отобра-
жения предметной области во внутреннюю модель данных [1].  

Для организации хранения результатов предлагается формат реляционной базы данных. В 
качестве значимых объектов организации результатов экспериментов для полимеризацион-
ного процесса выделим следующие сущности:

• мономер;
• катализатор;
• алюминийорганическое соединение (АОС);
• схема (характеризует определенную кинетическую схему процесса);
• реакция (характеризует реакции, составляющие кинетическую схему, и константы ско-

ростей реакции);
• рецептура (характеризует рецептуру ведения процесса и начальные данные);
• эксперимент (характеризует условия ведения эксперимента);
• результат (характеризует результаты проведенного эксперимента).
Представленный список сущностей не является законченным для полного представления 

полимеризационного процесса, так как в зависимости от рецептуры и условий протекания 
или типа процесса данный перечень может быть скорректирован или дополнен, но для рассма-
триваемого периодического процесса полимеризации изопрена, протекающего в присутствии 
микрогетерогенных каталитических систем ограничимся описанными в списке сущностями.

Для выделенных сущностей можно отметить следующие связи:
• связи «мономер-схема», «катализатор-схема» и «АОС-схема» будут характеризоваться 

типом связи «один-ко-многим», так как мономер/катализатор/АОС может присутствовать во 
многих схемах ведения процесса, в то время как в схеме должен присутствовать определенный 
мономер/катализатор/АОС;

• связь «схема-реакция» будет характеризоваться типом связи «один-ко-многим», так как 
одной кинетической схеме могут соответствовать несколько реакций, в то время как реакция 
должна относиться к конкретной кинетической схеме;

• связь «схема-рецептура» будет характеризоваться типом связи «один-ко-многим», так 
как одной кинетической схеме могут соответствовать различные рецептуры ведения процес-
са, в то время как заданная рецептура относится к конкретной кинетической схеме;

• связь «рецептура-эксперимент» будет характеризоваться типом связи «один-ко-многим», 
так как согласно определенной рецептуре могут быть проведены многие эксперименты (как 
лабораторные, так и вычислительные), в то время как каждый эксперимент проводится при 
заданной рецептуре;

• связь «эксперимент-результат» будет характеризоваться типом связи «один-ко-многим», 
так как одному эксперименту могут соответствовать несколько полученных результатов (про-
межуточные и итоговый), в то время как каждый результат может быть получен по итогам 
проведения определенного эксперимента.

Здесь стоит отметить, что одним из важных результатов эксперимента по моделированию 
процесса полимеризации является молекулярно-массовое распределение (ММР), которое 
представляет собой зависимость массовой доли фракции макромолекул от их массы и соот-
ветственно характеризуется массивом пар значений: масса фракции – массовая доля. Поэтому 
целесообразным является введение дополнительной сущности – ММР и дополнительной свя-
зи «результат-ММР», так как ММР для одного эксперимента состоит из набора пар значений 
(масса, массовая доля).

Перечисленные сущности были охарактеризованы атрибутами с учетом выбора среди них 
ключевых. В результате была построена ER-диаграмма, представленная на рис. 1.
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Так как база данных проектируется для реляционной СУБД, то проектирование логиче-
ской структуры представляет собой определение набора таблиц, описывающих рассматривае-
мую предметную область, и определение состава полей для каждой из этих таблиц. Поскольку 
каждая простая сущность должна быть преобразована в таблицу, то в результате формируется 
набор из 9 аналогичных таблиц. 

Для физического проектирования базы данных соответственно может использоваться лю-
бая реляционная СУБД. Описанная модель была реализована в среде Microsoft SQL Server, ди-
аграмма базы данных представлена на рис. 2.

Заключение

В рамках исследования процессов полимеризации и сополимеризации коллективом авто-
ров были разработаны локальные программные комплексы, позволяющие описывать кине-
тику процессов полимеризации в присутствии микрогетерогенных каталитических систем. 
Реализация предлагаемого подхода позволит организовать четкую структуру по хранению 
многочисленных результатов экспериментов по исследованию процессов полимеризации (как 
натурных, так и вычислительных), а в дальнейшем – автоматизировать процесс записи дан-
ных в базу, что поспособствует логическому переходу от локальных программ к сетевым при-
ложениям, работающим по принципу SAAS-сервисов. 
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Рис. 1. ER-диаграмма предметной области
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Аннотация. В работе представлены результаты численного анализа качественных 
свойств решения известной математической модели динамики асептического воспаления 
в центральной зоне раневого повреждения. Обнаружена бистабильность системы, кото-
рая показывает, что модель адекватно описывает не только классический острый воспа-
лительный ответ, но и его переход в хроническую форму. Исследован триггерный меха-
низм переключения состояний системы, который действует за счет изменения начальных 
условий. Это позволяет рассчитывать на то, что модель может быть использована как 
инструмент для изучения и прогноза характера иммунного ответа.
Ключевые слова: асептическое воспаление, математическая модель, численный анализ, 
множественность решений, заживление раны, прогноз, клетки иммунной системы, меди-
аторы воспаления.

Введение

В ответ на повреждения, вызванные внешними воздействиями или внутренними факто-
рами, организм формирует сложную защитно-приспособительную реакцию. Основным про-
цессом, определяющим ход восстановительного процесса, является воспалительный ответ. 
Он обеспечивается и регулируется, прежде всего, системой иммунитета, а также нервной и 
эндокринной системами через сложные клеточно-молекулярные механизмы взаимодействия 
клеток между собой, с другими клетками и биоактивными веществами. Воспаление в кожной 
хирургической ране относится к числу наиболее изученных в лабораторных и даже клиниче-
ских условиях вариантов такого процесса. Интерес к данному виду повреждения обусловлен 
не только относительной простотой постановки модельного эксперимента, но и широтой об-
ласти приложений – от хирургических ран до незаживающих ран при псориазе, атопическом 
дерматите или сахарном диабете.

В медицине различают острую и хроническую формы воспаления. Острый воспалитель-
ный ответ характеризует быструю и интенсивную иммунную реакцию, которая обычно длится 
несколько дней. Однако в некоторых случаях индивидуальные физиологические особенности 
организма, сопутствующие заболевания и нарушения могут привести к развитию хрониче-
ского воспаления. Это осложняет процесс заживления: раны могут заживать в течение очень 
долгого времени или не заживать совсем. Поэтому для клинической практики представляет 
большой интерес как сама возможность прогнозирования сценария развития иммунного от-
вета по измерениям в первые часы повреждения, так и конкретный набор данных, обеспечи-
вающих адекватность прогноза. В настоящей работе предпринимается попытка изучения этих 
вопросов в рамках достаточно полной математической модели воспаления. 

1. Постановка задачи

Для количественного описания динамики асептического воспалительного ответа привле-
кается разработанная и детально описанная в [1] математическая модель, представляющая 
собой нелинейную систему дифференциальных уравнений следующего общего вида:
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	 = ( , , ( )),d t t
dt

τ−
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	 0(t) = ( ),tx ϕ  0 0[ , ],t t tτ∈ − ,

где 1 14= ( , , )x xx   – вектор решения, ( )0 1 14( ) ( ),..., ( )t t tϕ ϕ=ϕ – непрерывная функция, называе-
мая начальной (или функцией «истории»). Модель [1] описывает биокинетику воспалитель-
ной реакции, которая представлена тремя основными типами клеток – тромбоцитами, ней-
трофилами и моноцитами-макрофагами, а также девятью основными медиаторами воспаления. 
Конкретный вид вектора-функции 1 14= ( , , )F FF   определяется на основе результатов анали-
за сложного биологического механизма, обеспечивающего хорошо скоординированную реак-
цию иммунной системы на повреждение, с привлечением классического закона действующих 
масс, функций Хилла и Михаэлиса-Ментен. Модель [1] имеет следующий вид: 
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В системе (1)–(14) приняты следующие обозначения: 1x  – плотность активных тромбоци-
тов, 2x  – плотность активных нейтрофилов, 3x  – плотность нейтрофилов, умерших путем 
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апоптоза, 4x  – плотность макрофагов фенотипа M1, 5x  – плотность макрофагов фенотипа M2, 
6x  – концентрация фактора некроза опухоли TNF- ,α  7x  – концентрация трансформирующего 

фактора роста TGF-β,  8x  – концентрация фактора роста тромбоцитов PDGF, 9x  – концентра-
ция интерлейкина IL-1 ,β  10x  – концентрация хемокина CXCL8, 11x  – концентрация интерлейки-
на IL-6, 12x  – концентрация интерлейкина IL-10, 13x  – концентрация интерлейкина IL-12, 14x  – 
концентрация макрофагального воспалительного белка MIP-1 .α  При численном моделировании 
система (1)–(14) обезразмеривалась с привлечением характерных масштабов плотностей кле-
точных популяций и концентраций медиаторов воспаления, согласованных с эксперименталь-
ными данными для острого воспалительного процесса в кожной ране [1]. 

Для численного решения системы (1)–(14) привлекался метод шагов, который позволил 
свести решение основной начальной задачи к последовательному решению задач Коши с при-
влечением метода Адамса 4-го порядка и идеи метода Зейделя. Чтобы исключить накопление 
дополнительных погрешностей, связанных с определением функции с запаздывающим аргу-
ментом в точках, не являющихся узлами расчетной сетки, шаг сетки выбирался кратным вели-
чине запаздывания. Значения 93-х параметров модели (см. [1]) обеспечивают согласованное с 
экспериментальными данными описание динамики плотностей клеток иммунной системы и 
концентраций цитокинов в воспалительном процессе в асептической кожной раны размером 
4–8мм2 у лабораторных животных (литературные источники этих данных можно найти в [1]). 
Отметим, что значения разных групп параметров модели заимствовались из работ других ав-
торов или обработки лабораторных данных, определялись в результате вычислительных экс-
периментов на основе анализа бюджета уравнений или через решение обратной коэффици-
ентной задачи [1]. Отметим, что этот (благоприятный) сценарий развития острого воспаления 
будем далее рассматривать как «базовый», а соответствующее ему стационарное состояние – 
обозначать 1.SS  Для дальнейшего исследования полезно отметить, что система обладает три-
виальным решением, которое будет упоминаться как 0.SS

Во всех расчетах биологически обоснованное время запаздывания составляет = 12τ  ч. 
Компоненты вектор-функции «истории» 0 1 14( ) ( ( ),..., ( ))t t tϕ ϕ=ϕ  при [ ]0 0, t t tτ∈ −  целесоо-
бразно принять не зависящими от времени, определяя эти константы с помощью вектора 

1 14( ,..., ),a a=a  const .ia =

2. Численный анализ зависимости состояний системы от начальных условий

В [1] в численных экспериментах с применением модели (1)–(14) показано, что интенсив-
ность и характер иммунного ответа при асептическом раневом повреждении, в значительной 
мере, могут быть предсказаны детальным «дооперационным» исследованием клеточного со-
става крови, в том числе лейкоцитарной формулы пациента, уровня и функционального со-
стояния тромбоцитов. Кроме того, было выяснено, что важную прогностическую роль играет 
своевременное удаление погибших нейтрофилов из зоны повреждения (эффероцитоз), по-
скольку эффективность и длительность этого процесса во многом предопределяют сценарий 
перехода иммунной системы в противовоспалительное и прорепаративное состояние. Следу-
ет отметить, что эти данные были получены в рамках численного анализа применимости мо-
дели к описанию реалистичных сценариев динамики иммунного ответа, реализованных через 
варьирование параметров модели. 

Таким образом, за рамками исследования остался практически важный вопрос о влиянии 
«предыстории», т. е. начальных условий, на возможность предсказания будущего сценария 
воспалительного процесса и заживления раны. Математически задача сводится к поиску 
устойчивых по начальным данным состояний системы, которые гипотетически (в рамках при-
нятой модели) могли бы служить ответом на поставленный вопрос. Поэтому были проведены 
три серии численных экспериментов, в которых анализировалась динамика численного реше-
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ния при поочерёдном варьировании значений как одной, так и одновременно нескольких ком-
понент вектора 1 14= ( ,..., ),a aa  определяющего начальные условия. 

2.1. Особенности численной реализации сценария острого воспаления

Сначала проводилось поочередное варьирование ia  ( = 1,...,14)i  в пределах [0, 1] с шагом 
0.1, где значение «1» указывает на близость соответствующего размерного значения к приня-
тому для каждой из переменных характерному масштабу (напомним, что масштабы получены 
из экспериментальных оценок в сценарии острого воспалительного процесса, который мы бу-
дем упоминать как «базовый»). В результате было выявлено, что тривиальное решение теряет 
устойчивость при отклонениях от нуля 1,a  2 ,a  3,a  4 ,a  5 ,a  7a  или 8 ,a  и динамическая система 
переходит из неустойчивого стационарного состояния 0SS  в устойчивое стационарное состо-
яние 1.SS  Это состояние продемонстрировано в [1], где в согласии с известными биомедицин-
скими представлениями о течении раневого процесса в норме в начальных условиях полага-
лось: 1 1,a =  0ia =  ( = 2,...,14).i  В то же время, если положить ненулевым только одно из 
значений 2 ,a  3,a  4 ,a  5 ,a  7a  или 8 ,a  то решение характеризуется снижением уровней факто-
ров воспаления, а в остальных вариантах начальных условий воспалительный ответ не будет 
запущен (рис. 1). Интересна биологическая интерпретация этого результата: при отсутствии 
тромбоцитов в центральной зоне раны в начальный момент ее возникновения (т. е. при 1 0a = ) 
наблюдаемый сценарий характеризуется ослабленным воспалительным ответом – клетки им-
мунной системы и медиаторы воспаления достигают меньших значений, чем в «базовом» сце-
нарии. Согласно известным биомедицинским представлениям, это может осложнить процесс 
заживления раны. 

Далее начальные условия изменялись для каждой компоненты решения поочередно в су-
щественно более широком диапазоне: [1,10].ia ∈  Можно отметить, что, как и в предыдущем 
эксперименте, на качественном уровне динамика большинства полученных решений сходна с 
«базовым» сценарием острой воспалительной реакции: сначала уровни факторов воспаления 
нарастают, затем происходит спад и выход в стационарное состояние 1.SS  Было показано, что 
неподвижная предельная точка в 14-ти мерном фазовом пространстве (состояние 1SS ) являет-
ся аттрактором, притягивающим множество полученных в этих экспериментах траекторий. 
Это означает, что при высоком (выше, чем типичные максимальные значения, наблюдаемые 
при нормальном заживлении раны) начальном уровне одного из факторов воспаления – ак-
тивных тромбоцитов, активных нейтрофилов, нейтрофилов, погибших путем апоптоза, ма-

Рис. 1. Динамика IL-1β  ( 9x ) и траектории в 3-х мерном фазовом пространстве 
в зависимости от начальных условий. Черные линии – «базовый» сценарий острого 

воспаления, цветные – 1 0a = ; 1 – 1SS . Стрелки указывают направление роста времени
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крофагов фенотипов M1 или M2 – может существенно увеличиваться острота воспалитель-
ной реакции и ее длительность при сохранении основных особенностей динамики системы. 

Описанное в данном разделе поведение системы согласуется с наблюдаемыми в лабора-
торных и клинических условиях механизмами активации иммунного ответа на местное по-
вреждение, одним из важных звеньев которого является процесс дегрануляции тромбоцитов 
и нейтрофилов. И хотя уровень остроты воспаления может быть резко сниженным или из-
быточным в сравнении с «базовым» сценарием, предсказанным результатами in vivo, хрони-
ческого сценария воспаления выявлено не было. Таким образом, в рамках принятой матема-
тической модели по «дооперационному» анализу только одного фактора иммунного ответа 
можно оценить степень остроты воспалительной реакции и даже ее длительность, но нельзя 
гарантировать достаточно точного предсказания исхода воспалительной реакции и сценария 
заживления.

2.2. Бистабильность системы и триггерный механизм ее функционирования

В численных экспериментах также анализировались решения, полученные при ненулевых 
начальных значениях, заданных одновременно для двух или трех компонент решения (осталь-
ные ia  полагаются при этом нулевыми).

В ходе этой серии вычисленных экспериментов было выяснено, что при 0 < 1ia ≤  результа-
ты качественного анализа имеют характер, схожий с наблюдаемым в предыдущей серии рас-
четов – система уходит со временем в устойчивое стационарное состояние 1.SS

Ситуация резко меняется при тех же самых комбинациях нулевых и ненулевых начальных 
условий, если 1 < 10:ia ≤  оказалось, что система способна переключаться в новое стационар-
ное состояние 2.SS  Соответствующие комбинации ненулевых начальных значений ia  имеют 
достаточно ясный биологический смысл. Например, это происходит, если при начальных зна-
чениях плотности активных тромбоцитов 1 1a >  положить дополнительно ненулевыми значе-
ния начальных плотностей нейтрофилов или макрофагов (из того же диапазона). Некоторые 
результаты численных экспериментов представлены на рис. 2, 3. Можно видеть, что система 
работает как триггер, который в зависимости от начальных условий может переходить в два 
устойчивых стационарных состояния 1SS  или 2.SS  При этом состояние 2SS  характеризуется 
достаточно высокими стационарными уровнями плотностей клеток иммунной системы и ци-
токинов, что, как правило, является признаком хронического воспалительного процесса и 
предсказывает длительно незаживающую рану. 

Рис. 2. Траектории и состояния системы в 3-мерном фазовом пространстве 
в зависимости от начальных условий: 1 – 1SS , 2 – 2SS , черные линии – «базовый» сценарий, 

маркеры – эксперимент (см. [1]). Стрелки указывают направление роста времени
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Следует отметить, что, когда в начальном условии лишь две или три компоненты решения 
отличны от нуля, для возникновения (а, значит, и предсказания) возможного хронического 
сценария требуется значительное (до 6–10 раз) превышение начальных уровней этих компо-
нент по сравнению с принятыми характерными масштабами. Поэтому для уточнения резуль-
татов численного анализа, а также проверки возможных стратегий уточнения прогноза исхода 
воспаления проведена дополнительная серия вычислительных экспериментов с ненулевыми 
начальными условиями для всех компонент вектора решения системы (1)–(14). Получено, что 
при ( ]const 0,1.07ia = ∈  система переходит в устойчивое стационарное состояние 1,SS  а при 

[ ]const 1.08,10ia = ∈  – в 2SS  ( 1, ,14 .)i = …
Данные, представленные на рис. 3, 4, позволяют проиллюстрировать бистабильность си-

стемы и триггерный механизм переключения. Можно видеть, что переключение возможно 
тогда, когда система достигает некоторого промежуточного состояния 3SS  (оно условно отме-
чено на рис. 3 штриховыми линиями), которое является неустойчивым. Интересно, что при 
некоторых условиях в диапазоне 50–80 дней у решения может появляться второй максимум, 
который сигнализирует о второй «волне» воспаления (рис. 3), приводящей к его хронизации. 
Для того чтобы убедиться в способности системы пребывать в состоянии 3SS  достаточно дол-
го, т.е. в его стационарности, начальные условия полагались равными соответствующим ему 
значениям, полученным в численном эксперименте. Результат представлен на рис. 4: действи-
тельно, при достаточно точном задании начальных значений динамическая система находится 
в состоянии 3SS  даже при 200t >  дней, что многократно превосходит длительность воспале-
ния в «базовом» сценарии. Можно отметить также, что на графиках ясно прослеживается три-
ггерный механизм переключения биологической системы с благоприятного сценария зажив-

Рис. 3. Динамика концентраций фактора роста тромбоцитов PDGF ( 8x ) и интерлейкина 
IL-1β  ( 9x ) и состояния системы при различных начальных условиях

Рис. 4. Динамика плотности нейтрофилов ( 2 3x x+ ) и концентрации интерлейкина IL-6 ( 11x ) 
и состояния системы при различных начальных условиях
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ления хирургической раны с острым течением воспалительного ответа на сценарий, 
характеризующийся тяжелым течением хронического воспаления. Причем, запуск этого меха-
низма обеспечивается только изменением начальных условий, и при удачном выборе началь-
ных условий переход в хроническую форму может быть отменен или хотя бы отодвинут во 
времени. Существование состояния 3,SS  очевидно, интересно тем, что именно оно демон-
стрирует наличие гипотетической возможности через воздействие на систему вернуть ее к 
благоприятному сценарию даже при «неблагоприятных» начальных условиях. 

Общий итог исследования состоит в следующем. Система уравнений (1)–(14) при значени-
ях параметров [1], обеспечивающих хорошее согласование с экспериментальными данными 
по 13-ти параметрам состояниям биологической системы, обладает множественностью стаци-
онарных решений. Два из них устойчивы. В системе (1)–(14) существует нулевая особая точка, 
причем при любых значениях параметров. Этот факт имеет важное значение с точки зрения 
биологии моделируемого процесса и анализа адекватности модели (1)–(14): при отсутствии 
повреждения воспалительная реакция не возникает. Обнаруженная бистабильность системы 
существенно расширяет наши представления о способности принятой математической моде-
ли описывать механизм воспалительного ответа на раневое повреждение. Как и для многих 
моделей медико-биологических систем, важным является вопрос о возможном переключении 
триггера из одного устойчивого стационарного состояния в другое. Оказалось, что систему 
можно «перебросить» через неустойчивое стационарное состояние 3SS  в состояние 2 ,SS  «до-
бавив» некоторое количество факторов воспаления (лейкоцитов или медиаторов воспаления), 
которые в первоначальном (благоприятном) состоянии 1SS  находились в минимуме. 

Заключение

Таким образом, в работе представлены результаты численного анализа состояний дина-
мической системы, представляющей собой математическую модель динамики асептического 
воспаления. Получены четыре стационарных состояния и показано, что модель работает как 
триггер, обеспечивающий переключение состояний с благоприятного сценария, соответству-
ющего нормальному заживлению, на сценарий, соответствующий хроническому воспалению, 
в зависимости от начальных условий. Результаты имеют вполне ясный биологический смысл. 
Они также показывают, что модель может быть использована как инструмент для предсказа-
ния сценария заживления хирургической раны еще до начала операции.
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ВЫЯВЛЕНИЕ И УЧЁТ АПЕРИОДИЧЕСКИХ АНОМАЛИЙ В ДИНАМИЧЕСКИХ РЯДАХ 
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Аннотация. Данная статья посвещена решению задачи исследования динамических рядов 
с апериодическими точечными аномальными изменениями значений уровней, возника-
ющих вследствие влияния внешних дестабилизирующих воздействий на моделируемый 
объект. Использование классических математических методов, как правило, приводит к 
получению моделей, не позволяющих осуществлять прогнозирование будущих значений 
уровней с приемлемой точностью. Для решения задачи разработаны методы выявления 
аномалий, описания циклической и трендовой компонент прогнозирования будущих 
значений ряда. Приведён численный пример.
Ключевые слова: динамические ряды, апериодические точечные аномалии, выявление 
аномалий, циклическая компонента, трендовая компонента, прогноз будущих значений.

Введение

При моделировании динамических рядов могут возникать апериодические точечные ано-
мальные изменения значений их уровней, вызванных внешними дестабилизирующими воз-
действиями на исследуемую систему [1–3]. Использование классических методов исследова-
ния таких рядов, как правило, приводит к недопустимо большой погрешности результатов 
прогнозирования будущих значений уровней. 

Однако часто компоненты ряда  имеют природу, не зависящую от дестабилизирующих воз-
действий (например, в случае, когда циклическая компонента носит сезонный характер). 

В работе предложен подход, использующий фактор стабильности циклической компонен-
ты, который позволяет получать более точную модель динамического ряда. С этой целью ре-
шить задачи выявления аномалий в уровнях динамических рядов, изучения их влияния на 
компоненты ряда и разработка на этой основе модели ряда, проверка точности прогнозирова-
ния с помощью данной модели.

1. Выявление точечных аномалий в динамических рядах с циклическими компонентами

Рассмотрим временной ряд с известным периодом изменения циклической компоненты 
длины k

	 11 1 21 2( ,..., , ,..., ,..., ).nk
k k nkA a a a a a=

Для выявления точечных аномалий введем индикаторы изменения уровней ряда 
– для аддитивных динамических рядов:
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	 (1)

– для мультипликативных динамических рядов:
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Обозначим 
,1 ,( ,..., ), 1,...,i i i k i nδ δ∆ = =  – кортеж индикаторов, соответствующий одному периоду дина-

мического ряда;
( )1,..., ;nD = ∆ ∆

iν  – частота появления  кортежа индикаторов i∆  в ;D

1,...,
max .ii n

ν ν
=

′ =  
Периоды, для которых частота появления i∆  в D  имеет максимальное значение, т. е. ,iν ν ′=  

назовем ординарными и обозначим соответствующий кортеж индикаторов ( )1,..., .kδ δ′ ′ ′∆ =
Остальные периоды будут содержать аномалии. Опишем способ их нахождения в динами-

ческом ряде, 
Будем считать аномалией уровень ряда, для которого , .i j jδ δ ′≠

2. Нахождение циклических компонент в динамических рядах с точечными аномалиями 

Рассмотрим модель аддитивного или мультипликативного динамического ряда 
( ), , ,nkA f T C E=  в качестве параметров, которого выступают: 

T  – последовательность составляющих значений уровней ряда, полученных в результате 
воздействия факторов, формирующих тренд; 

( )1 2, ... kC c c c=  – последовательность составляющих значений уровней ряда, полученных в 
результате воздействия факторов, формирующих циклические колебания; 

E  – последовательность составляющих значений уровней ряда, полученных в результате 
воздействия факторов, формирующих случайные компоненты [4]. 

Первоначально осуществляется выявление циклической компоненты C  на основе корре-
ляционного анализа уровней динамического ряда и метода скользящей средней. 

Обозначим 
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= ∑  – число j-х неаномальных уровней во всех периодах ряда, которым пред-

шествуют также неаномальные уровни. После чего, определим оценки циклических компо-
нент, которые определяются по формулам 

– для аддитивного ряда:
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– для мультипликативного ряда:
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Заметим, сумма значений циклической компоненты для аддитивного ряда должна ров-
няться 0, а произведение значений циклической компоненты для мультипликативного ряда 
должна ровняться 1. Определим поправочный коэффициент: 

– для аддитивного ряда

1 ;

k

j
j

h

k
µ −=

∑

– для мультипликативного ряда

1

.
k

k j
j

hµ
=

= ∏
Тогда циклическая компонента определяется по формулам:
– для аддитивного ряда 

;j jc h µ= −

– для мультипликативного ряда

.j
j

h
c

µ
=

3. Нахождение тренда и прогноз будущих значений уровней динамических рядов 
с точечными аномалиями 

Появление аномалий, как правило, приводит к существенным изменениям значений уров-
ней ряда. Поэтому для прогноза будущих значений уровней ряда необходимо использовать 
отрезок ряда, следующий за последним аномальным уровнем, поэтому пусть 

( ),
, , ,,...,n k

i j i j n kA a a=  – отрезок ряда после последнего аномального уровня.
Тогда после исключения циклической компоненты динамический ряд принимает вид
– для аддитивного ряда

( ), ,,..., ;i j j n k kT E a c a c+ = − −

– для мультипликативного ряда
, ,,..., .i j n k

j k

a a
T E

c c
 

+ =   
 

Трендовую компоненту следует определять отдельно для каждого отрезка ряда между ано-
мальными уровнями. Для этой цели используются уравнения парной регрессии [4, 5] 

	 ( ) ,T f N
∧

= 	 (3)

где ( )( )1 ,...,N i k j n k= − + ⋅  – номера уровней ряда;

T
∧

 – теоретические значения уравнения регрессии.
Прогноз будущих значений уровней динамических рядов с точечными аномалиями осу-

ществляется по формуле 
– для аддитивного ряда

( )( ), ;n s j ja f n s k j c+ = + + +
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– для мультипликативного ряда
( )( ), .n s j ja f n s k j c+ = + +

Численный пример

Проиллюстрируем описанный подход на примере анализа фрагмента уголовной статисти-
ки [6], циклическая (сезонная) компонента, содержащая 4 уровня ряда, в силу наличия анома-
лий классическими методами не выявляется (рис. 1).

С помощью разработанного метода выявлены аномальные изменения уровней во третьем 
квартале 2014 г. и четвёртом кварталах 2017 г. Вследствие этого ряд разбивается на три отрез-
ка, для каждого из которых найдены уравнения линейного тренда по формуле (3) и найдены 
теоретические значения уровней ряда (рис. 2).

Рис. 1. Статистические данные показателя преступности «количество преступлений, 
совершенных иностранными гражданами и лицами без гражданства» с 2012 по 2020 г.

Рис. 2. Результаты моделирования
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Относительная погрешность прогнозирования будущих значений уровней ряда определя-
ется по формуле

	 , ,

, .

100 %i j i j

i j

a a
a

β
−

= ⋅ðåàë òåîð

òåîð

и для последних четырёх уровней не превышает 3 %. Указанное обстоятельство позволяет 
считать точность данной модели приемлемой. 

Заключение

Применение разработанного математического метода позволяет повысить точность прогно-
зирования динамических рядов с точечными аномальными изменениями значений уровней и 
наличием циклической компоненты даже в том случае, если классическими методами данная 
компонента не выявляется в связи с малой длиной отрезков между аномальными уровнями. 
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Аннотация. В статье рассмотрены пороговые характеристики зрительного анализатора 
человека-оператора, воспринимающего  информацию с экрана индикатора кругового об-
зора. Новая методика и большое число экспериментов с операторами позволили получить 
статистически значимые результаты. Статистический анализ результатов экспериментов 
доказал их достоверность. Эти пороговые характеристики позволяют оптимизировать 
работу человека-оператора.
Ключевые слова: распознавание радиолокационных целей, порог зрительного  анализа-
тора, человек-оператор, натурный эксперимент.

Введенпе

Известно широкое применение в современных радиолокационных комплексах различного 
назначения суперкомпьютеров, позволяющих решать самые сложные задачи цифровой об-
работки сигналов с высокой точностью в реальном масштабе времени. Однако в тех случаях, 
когда сигнал принимается на фоне достаточно сильных шумов или в приемном тракте ра-
диолокационной станции одновременно присутствуют отклики от нескольких целей досто-
верность обнаружения, распознавания, сопровождения, разрешения и измерения параметров 
выбранной цели недопустимо снижается. Поэтому возникает возможность использовать че-
ловека – оператора распознающего цели по их радиолокационным изображениям.

За последние два десятилетия произошло существенное изменение взглядов на способы и 
приёмы ведения боевых действий во всех сферах в воздухе, на земле и в космосе, обусловлен-
ное принятием стратегии бесконтактных сетецентрических войн и появлением новых видов 
вооружений. В соответствии с этой стратегией, боевые действия ведутся не вблизи линии бо-
евого соприкосновения, а на любом участке территории противника, путём нанесения ударов 
большими группами пилотируемых и беспилотных летательных аппаратов (ЛА). При этом 
возможность нанесения ударов по любым участкам территории противника потребовало со-
ответствующего информационного обеспечения в виде глобальной сетецентрической инфор-
мационно-управляющей системы (ИУС) [1].

В такой автоматизированной системе управления потоками информации человек- опера-
тор является основным звеном при взаимодействии со средствами отображения информа-
ции. Несмотря на широкое распространение дисплеев, индикаторы кругового обзора (ИКО)  
остаются главными и наиболее надежными индикаторами, поэтому исследование работы че-
ловека-оператора с этими индикаторами является важной и актуальной задачей.

Для оценки работы человека-оператора при обработке радиолокационной информации 
необходимо знать пороговые характеристики зрительного анализатора человека. Пороговые 
характеристики зрительного анализатора начали исследоваться давно [2] и в настоящее время 
вызывают большой интерес [3, 4].

Как полезные сигналы, так и шумы, и любые другие помехи на экране индикатора пред-
ставляются последовательностью импульсов и воспринимаются наблюдателем как некоторые 
вспышки света, которые мы будем называть отметками цели, помех, шума. Предполагается, что 
оператор распознает полезную отметку на экране индикатора по совокупности информации, не-
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сомой некоторым количеством признаков цели, достаточным в данной ситуации. Простейшими 
признаками цели являются: яркость отметки, ее размеры, скорость перемещения и другие.

Разрешающая способность зрительного анализатора характеризуется дифференциальным 
порогом (или порогом различения). Он определяется минимальным различием параметров 
(яркости, размера, скорости) двух отметок или минимальным приращением параметров од-
ной отметки, которое вызывает едва заметное различие ощущений. 

Чувствительность зрительного анализатора, а, следовательно, и порог прямыми методами 
измерить невозможно на данном этапе наших знаний. Измерение порогов проводят косвен-
ными методами, а отсюда, зависимость этих величин от методики измерений, а также от тех 
теоретических концепций, которые положены в основу методик. Рассмотренные в [5] модели 
и методики не могут быть применимы к реальным индикаторам по нескольким причинам: 
1) не учитываются психофизические факторы (внимание, память, эмоциональный настрой и 
т. д.); 2) предъявляемые стимулы далеки от реальных целей, наблюдаемых человеком-операто-
ром на экране индикатора; 3) рассмотренные модели не учитывают процессы принятия реше-
ния, т. е. работу высших отделов мозга.

Введение в психофизику статистической теории обнаружения сигналов (ТОС) [6] дало тео-
ретическое обоснование величины порога, как случайной с определенными законами распре-
деления. Физиологические исследования [7] порогов обнаружения и различения яркостных 
стимулов показали, что измеряемые величины подвержены флуктуациям. Они определяются 
не столько случайными погрешностями измерений, сколько статистической природой порога, 
т. е. внутренними шумами зрительного анализатора. Последние исследования [8] показали, 
что шумы существуют и в нервных каналах. В некоторых случаях они складываются адди-
тивно с шумом, вводимом экспериментатором, в некоторых мультипликативно. Известные 
литературные данные о дифференциальных порогах [5, 7] нельзя непосредственно использо-
вать для анализа системы «индикатор-оператор», поскольку структура яркостных отметок на 
экране ИКО существенно отличается от отметок, предъявляемых в классических опытах.

Цель статьи заключается в представлении результатов экспериментального исследования 
пороговых характеристик человека-оператора, распознающего радиолокационное изображе-
ние целей.

1. Материалы и методы

Пусть требуется различить два сигнала по яркости их отметок на экране ИКО. Яркость 
одной отметки – 1,B  яркость второй изменяется и отличается от первой на величину .B∆  Опе-
ратору требуется обнаружить различие в яркостях, когда яркость второй отметки на заданную 
величину B∆  больше яркости первой (инкрементный), либо меньше (декрементный) порог. 
Статистическая природа дифференциальных порогов является причиной пороговой области 
неуверенного различения. Полагаем, что для каждого заданного значения B∆  существует 
определенная вероятность его обнаружения (психометрическая функция – ПМФ), устойчивая 
в течение серии измерений у данного оператора в данных условиях. Порогом будем называть 
величину 50 ,B∆  вероятность обнаружения которой равна заданному значению, например, 
50 %. Известны и другие методы измерения порога без снятия ПМФ, а именно: 1) метод мини-
мальных изменений, 2) метод средней ошибки [3]. Эти методы не свободны от ошибок, неу-
добны для оператора радиолокационной станции (РЛС) и фактически не соответствуют ре-
альной обстановке его работы. Для экспериментальных исследований зрительных порогов 
нами был разработан метод последовательных приращений, который является модификацией 
метода минимальных изменений. Суть метода такова: сначала оператор наблюдает отметки 
равных яркостей, затем начинается рабочая серия предъявлений. Оператор после каждого 
предъявления принимает решение: «вижу» – «не вижу». В первом предъявлении яркость вто-
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рой отметки больше (меньше) яркости первой на величину ,B∆  во втором предъявлении яр-
кость изменяется еще на величину B∆  (шаг последовательных приращений) и т. д. до первого 
успеха, т. е. положительного решения: «вижу разницу». Это значение ( 1) ,iB B i B∆ = ∆ + − ∆  при 
котором оператор впервые за i  предъявлений обнаружил сигнал, записывается в протокол 
опытов как пороговая величина .B∆ ïîð  Опыт повторялся не менее 20 раз. Пороговая величина 
определялась как среднее значение этих измерений. В предварительном эксперименте опреде-
лялась ПМФ, по ней определялся шаг приращений и пороговая зона. Оптимальный шаг при-
ращений лежит в пределах 0,6 1,5,B< ∆ <  т. е. на размахе ПМФ укладывается от 3-х до 10 шагов 
приращений. При 1,5B∆ >  резко растут ошибки метода, а при 0,6B∆ <  увеличивается время 
эксперимента. При рассмотренных условиях ошибка метода не превышает 6 %.

Для получения пороговых характеристик чувствительности человека-оператора был раз-
работан специальный измерительный комплекс. Его основным узлом является устройство 
(имитатор целей), позволяющее получить на экране индикатора две яркостные отметки с не-
зависимой регулировкой их по яркости, размерам и местоположению. Эксперименты прово-
дились на индикаторе с радиальной разверткой, сканирующей в секторе 90°, с периодом 4 сек. 
Работе операторов предшествовал дополнительный отбор, целью которого являлась оценка 
утомляемости зрительного анализатора [9] и психофизиологического состояния [10]. Перед 
началом эксперимента каждый оператор проходил курс тренировок и обучения, который счи-
тался законченным тогда, когда дальнейшие тренировки не давали видимых изменений изме-
ряемых величин. Человек-оператор наблюдал предъявляемые на экране отметки через тубус, 
фиксирующий постоянное расстояние глаз от экрана индикатора. Наблюдения проводились в 
затемненном помещении, что исключало влияние посторонней засветки. Перед началом изме-
рений необходима адаптация к яркости экрана индикатора в течение 15–20 минут. Уровень 
фона адаптации человека-оператора характеризуется яркостью луча развертки .B B=ë ô  Яр-
кость луча развертки устанавливалась постоянной и неизменной в продолжение всего экспе-
римента. Эти условия соблюдались для всех серий экспериментов. При измерении дифферен-
циальных порогов по яркости оператор наблюдал на экране индикатора две яркостные 
отметки площадью 5×5 мм2, расположенные на некотором расстоянии от центра развертки, 
соизмеримом с размерами отметок. Чтобы исключить фактор ожидания и предварительной 
настройки, во время опытов подавались ложные сигналы. Все измерения повторялись для 
различных яркостей фона Bô  ( 0,1B B= =ë ô  кд/м2; 1 кд/м2; 10 кд/м2). Во всех измерениях ази-
муты отметок целей были равны 1 2( ),ϕ ϕ=  дальности отличались на 1 мм, т. е. 

	 1 2 2( ) 1rR R R l∆ = − + =  мм,
где 1 2,   R R  – расстояния от центра развертки до 1-й и 2-й отметки соответственно.

2rl  – размер 2-ой отметки по радиусу. Размеры отметок по азимуту 1 2l lϕ ϕ=  и по радиусу 
1 2r rl l=  были равны. На рис. 1 представлено положение отметок цели на экране индикатора 

кругового обзора.

Рис. 1
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Были проведены измерения порогов различения отметок по яркости в зависимости от их 
размеров и положения. Рассматривались три случая:

1. Отметки целей одинаковы по размерам, азимуты отметок равны, изменяется расстояние 
между отметками по дальности. В результате измерений получены зависимости порога разли-
чения отметок целей по яркости B∆  от расстояния между ними по дальности ( ).B f R∆ = ∆

2. Отметки целей одинаковы по размерам, дальности равны 1 2 ,R R=  изменяется расстоя-
ние между отметками по азимуту .ϕ∆  Были получены зависимости ( ).B f ϕ∆ = ∆

3. Азимуты отметок равны, расстояние между отметками постоянное для всех измерений. 
Размеры одной из отметок сохраняются постоянными, а другой изменяются таким образом, 
что отношения площадей задаются равными 1 2/ 1;  2;  10.S S =  Для каждого из этих отношений 
проводится измерение порога и получается зависимость 1 2( / ).B f S S∆ =

Так же как и ранее, для измерения порога различения отметок по размерам используется 
метод последовательных приращений. Оператор наблюдает на экране индикатора две яркост-
ные отметки. Экспериментатор постепенно увеличивал или радиальный или азимутальный 
размер одной из отметок, пока оператор не замечал разницы в их размерах. Для каждых ус-
ловий измерения повторялись 20–40 раз. За величину порога принималось среднее значение 
разницы размеров отметок. Эксперименты проводились при различном расположении отме-
ток. При исследовании влияния расстояния между отметками на величину порога производи-
лось два варианта экспериментов.

1. Исследовались пороги различения двух отметок цели по их размерам при изменении 
радиального расстояния между отметками, азимуты отметок были одинаковы.

2. Исследовались пороги различения при изменении азимутального расстояния между от-
метками при одинаковой дальности.

2. Результаты и их обсуждение

Рассмотрим пороговые характеристики человека-оператора при распознавании отметок 
цели по яркости. Экспериментально были получены зависимости среднего значения порога 

B∆  различения двух отметок по яркости от амплитудного значения яркости сигнала отметки 
aB  при различных уровнях фона

	 const( ) .a BB f B =∆ =
ô

	 (1)
Здесь через aB  обозначена величина превышения яркости отметки над яркостью луча 

(фона). Зависимость (1) в пределах статистического разброса эксперимента хорошо выража-
ется уравнением прямой для всех уровней фона

	 lg lg lg .aB Bα β∆ = +
В линейном масштабе эта зависимость выражается следующим образом
	 .aB Bαβ∆ = 	 (2)
Обобщая экспериментальные зависимости, можно сделать вывод, что для всех операторов 

величина α  практически равна единице. Величина β  является индивидуальным параметром 
оператора. Эта величина определялась из эксперимента; ее значения флуктуируют от операто-
ра к оператору по нормальному закону с математическим ожиданием, равным 0,38, и диспер-
сией, равной 0,1.

Для введения в формулу (2) явной зависимости порога от яркости фона, преобразуем ее 

	 1
1( ) 1 ,

B
B B B B

B
β β

 
∆ = − = −  

 

ö
ö ô ô

ô

	 (3)

где 1Bö  – яркость первой отметки в кд/м2, Bô  – яркость фона в кд/м2.
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Для подтверждения полученной формулы были представлены экспериментальные зависи-
мости среднего значения дифференциального порога от контраста отметки цели с фоном, т. е. 

1B
B f

B
 

∆ =   
 

ö

ô

 при различных яркостях фона (рис. 2).

Все зависимости выражаются прямыми линиями, угол наклона которых определяется за-
даваемой яркостью фона. С увеличением яркости фона угол наклона прямых согласно (3) уве-
личивается. Все прямые проходят через точку 1 1B B =ö ô  и при этом дифференциальный по-
рог 0.B∆ =

Действительно, в случае равенства яркостей отметок цели и фона порог различения не су-
ществует, но при этом можно определить абсолютный порог чувствительности глаза для дан-
ной яркости фона. Величина абсолютного порога много меньше дифференциального и не пре-
восходит нескольких процентов от яркости фона. Исходя из этого, предполагается, что в 
области значений 1 1B B =ö ô  (т. е. контрастность изображения равна единице) зависимости 

B f∆ = 1( )B Bö ô  не линейны. Каждая из прямых  стремится к некоторой постоянной величине – 
абсолютному порогу для заданной яркости фона. Величина абсолютного порога растет с уве-
личением яркости фона. 

При исследовании зависимости  дифференциальных порогов от расстояния между отмет-
ками цели и от их площади было установлено, что для отметок, линейные размеры которых не 
менее 1,5 мм, а площади не более 30 мм2, яркостные пороги различения не зависят от площади 
отметок. Яркостные пороги различения не зависят также и от расстояния между отметками, 
если оно не превышает 1–2 см. 

При обработке результатов многочисленных экспериментов получено, что закон распреде-
ления яркостного дифференциального порога является нормальным для всех яркостей отме-
ток, используемых в эксперименте. Математическое выражение этого закона имеет вид

	 50
1 .

B

B BP
σ ∆

 ∆ − ∆
= Φ  

 
	 (4)

2 /21( )
2

x
tx e dt

π
−

−∞

Φ = ∫  – функция нормального распределения.

Рис. 2
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Рассмотрим пороговые характеристики человека-оператора при распознавании отметок 
цели по размерам.

Исследования зрительного анализатора человека проводятся давно [2], но, несмотря на это 
неизвестны его характеристики при восприятии информации с экрана индикатора, в частно-
сти, дифференциальные пороги различения отметок цели по размерам. В экспериментах были 
определены эти пороги и выявлены зависимости этих порогов от положения отметок относи-
тельно друг друга, от площадей и яркости этих отметок. Экспериментальные исследования 
показали, что порог различения отметок по радиальному размеру R∆  не зависит от радиаль-
ного R∆  и азимутального ϕ∆  расстояния между отметками. Он остается постоянным в пре-
делах разброса эксперимента при постоянных яркостях фона и отметок. Значения пороговых 
величин при распознавании отметок по азимутальным размерам ϕ∆  получены при тех же 
исходных условиях эксперимента, что и в случае распознавания радиальных размеров. В дан-
ном случае порог также не зависит от расстояния между отметками. Для того, чтобы прове-
рить гипотезу о независимости величины порога от расстояния между отметками по радиусу 
и азимуту, при обработке исходных экспериментальных данных был применен дисперсион-
ный анализ и критерий Фишера. При уровне значимости 0,05 с большой уверенностью можно 
считать разностный порог не зависящим от расстояния между отметками. 

Поскольку, как показали эксперименты, радиальный разностный порог не зависит от рас-
стояния отметок от центра развертки и от расстояния по азимуту между отметками, можно 
предположить, что дифференциальный порог оператора не зависит от взаимного расположе-
ния отметок на экране индикатора.

При определении влияния яркости отметок на порог различения по радиальному размеру 
можно принять, что этот порог определяется изменением разрешающей способности глаза в 
зависимости от изменения яркости отметок. Но разрешающая способность глаза для среднего 
диапазона яркостей, при которых проводился эксперимент, изменяется незначительно с изме-
нением контрастности деталей различения с фоном. Вследствие этого разрешающая способ-
ность глаза при изменении яркостей отметок должна изменяться незначительно, что должно 
слабо отражаться на изменении разностного порога по размеру. В проведенных эксперимен-
тах отношение яркостей отметок принималось равным 1, 2, 10. Яркость отметки, изменяющей 
свои размеры, изменялась от 1 кд/м2 до 10 кд/м2. Это изменение яркости отметки соответству-
ет при яркости фона 0,1 кд/м2 изменению контраста изображения от 0,9 до 0,99, что незначи-
тельно влияет на величину порога различения по размерам и не проявляется в экспериментах 
из-за статистической природы разностного порога (см. табл. 1).

Таблица1
Зависимость порога различения по размерам от яркости отметки

1 2/B B 1 2 10

R∆  (мм) 0,253 0,292 0,240

ϕ∆  (мм) 0,522 0,588 0,676

В эксперименте получено, что величина порога различения отметок по радиальным разме-
рам для одного оператора распределена по нормальному закону. Среднее значение разностно-
го порога оператора – 0,248,R =∆  среднеквадратичное отклонение 0,15.

R
σ ∆ =



 Для опреде-
ления безусловного распределения порога в группе операторов (31 человек) измерялся 
разностный порог радиального приращения размеров отметки, при неизменных условиях 
эксперимента. Безусловное распределение порога выражается в виде нормального распреде-
ления с математическим ожиданием 0,233r∆ =  и среднеквадратичным отклонением 

0,122.rσ ∆ =  Вероятность того, что случайный оператор в случайном предъявлении обнаружит 
разницу r∆  в размерах отметок, будет равна согласно [11] 
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0

0

0, 233
0,122( ) 1 ,
0,233
0,122

r

F r

− ∆ Φ  
 ∆ = −

 Φ  
 

где 0Φ  – табулированная функция нормального распределения.
Критерий Колмогорова показывает, что при уровне значимости 0,05 гипотеза о нормаль-

ности безусловного распределения не отвергается.

Заключение

В статье представлены результаты экспериментальных исследований пороговых характери-
стик человека-оператора, распознающего радиолокационные цели по яркости и по размерам. 
Известные методики, используемые в классических опытах, не могут быть применены для ре-
альных систем «индикатор-оператор». Автором разработан новый метод измерения порогов с 
использованием психометрических функций. В результате проведения большого количества 
экспериментов с большой группой операторов получены зависимости яркостного порога от 
контраста, расстояния между отметками цели по дальности, по азимуту и отношения площа-
дей отметок. Получено, что закон распределения яркостного порога является нормальным. 

В экспериментах были определены пороги различения отметок цели по размерам и выяв-
лены зависимости этих порогов от положения отметок относительно друг друга, от площадей 
и яркости этих отметок. Экспериментальные исследования порогов различения отметок цели 
по размерам показали, что порог оператора не зависит от взаимного расположения отметок 
на экране индикатора и от яркости. Для того, чтобы проверить данное утверждение, при обра-
ботке исходных экспериментальных данных был применен дисперсионный анализ и критерий 
Фишера. При уровне значимости 0,05 с большой уверенностью можно считать порог не зави-
сит от взаимного расположения отметок на экране индикатора и от яркости.

Результаты экспериментальных исследований пороговых характеристик зрительного ана-
лизатора человека-оператора, как по яркости, так и по размерам при распознавании радиоло-
кационного изображения целей найдут широкое применение  для оценки надёжности интел-
лектуальных систем управления.
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УДК 51-7

ПРИКЛАДНЫЕ АСПЕКТЫ ТЕОРИИ ЧИСЕЛ

Санкт-Петербургский государственный университет аэрокосмического приборостроения

О. В. Опалихина

Аннотация. В статье рассматриваются вопросы теории чисел, связанные с алгоритмом 
возведения в степень по модулю. Данный алгоритм используется в криптосистеме RSA. 
Предлагается метод повышения уровня защиты асимметричного RSA алгоритма, осно-
ванный на генерации псевдослучайных простых чисел с большим модулем. Данная гене-
рация исключает разложение на непрерывные дроби при попытке нахождения закрытого 
ключа RSA. Моделирование асимметричной криптосистемы осуществляется в программ-
ной среде Wolfram Mathematica. В процессе моделирования используется обратимый од-
номерный клеточный автомат, реализующий правило 15. В основу работы клеточного 
автомата положена логическая операция суммы по модулю два. Для оценки уязвимости 
криптосистемы в программный код встраивается атака Майкла Винера.
Ключевые слова: псевдослучайные простые числа, возведение в степень по модулю, эле-
менты кольца классов вычетов, открытая экспонента, закрытая экспонента, открытый 
ключ, закрытый ключ, непрерывная дробь, конвергенты, обратимый одномерный кле-
точный автомат, сумма по модулю два.

Введение

В 1975 году Диффи и Хэллмэн сформулировали понятие односторонней функции с секре-
том, которая была положена в основу общедоступных криптографических алгоритмов с от-
крытым ключом [1]. В 1977 году Роном Ривестом, Ади Шамиром и Леонардом Адлеманом был 
описан принцип построения алгоритма RSA c открытым ключом (by Ron Rivest, Adi Shamir, 
and Leonard Adleman) [2]. Несмотря на попытки раскрыть уязвимость алгоритма RSA, в на-
стоящее время он является одним из наиболее распространенных криптографических алго-
ритмов. Это связано с тем, что процесс разложения на непрерывные дроби очень трудоемкий. 
В асимметричном алгоритме RSA используется пара ключей: открытый и закрытый. Откры-
тый ключ необходим для шифрования данных и является общим. С помощью закрытого клю-
ча осуществляется дешифрование информации, его знает только владелец. Алгоритм RSA ос-
нован на теории чисел. В теории чисел рассматривается теорема Эйлера о взаимно простых 
числах и ее следствие – малая теорема Ферма для случая простого модуля [3, 4]. 

Понятие о клеточном автомате впервые было дано Джоном фон Нейманом и Конрадом 
Цузе [1, 2]. Вопросы теории и применения клеточных автоматов были рассмотрены Стивеном 
Вольфрамом [5, 6]. Клеточные автоматы нашли применение в теории динамических систем 
при изучении коллективных явлений: упорядочения и хаоса, турбулентности, фрактальности 
и нарушении симметрии, в криптографии [5–9]. Из рассчитанных Стивеном Вольфрамом 

82 256=  вариантов элементарных клеточных автоматов обратимыми являются шесть: 15, 51, 
85, 170, 204, 240. Данные шесть правил обратимых клеточных автоматов могут быть исполь-
зованы при моделировании криптографических систем. Псевдослучайные преобразования 
модели можно связать с эволюцией клеточного автомата.

1. Алгоритм вычислений в кольцах n  классов вычетов по модулю n

Алгоритм RSA использует универсальную алгебру ( ; )Ω  с двумя бинарными операциями: 
сложением ( )+  и умножением ( ).⋅  В паре ( ; )Ω    – некоторое непустое множество элемен-
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тов, а Ω  – некоторое непустое множество операций, определенных на множестве .  Данную 
универсальную алгебру ( ; )n Ω  можно назвать кольцом, если она удовлетворяет следующим 
условиям:

1. относительно операции сложения множество   образует абелеву группу, для которой 
операция сложения коммутативна

	   ;a b b a+ = +
2. для любых элементов , ,a b c ∈  справедливы дистрибутивные законы

	
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )
,

.

a b c a b a c

b c a b a c a

⋅ + = ⋅ + ⋅

+ ⋅ = ⋅ + ⋅
В кольце есть нейтральный элемент ,e  называемый нулем для аддитивной и единицей – 

для мультипликативной групп элементов. Для каждого элемента a ∈  существует обратный 
элемент 1.a−  Классом вычетов по модулю n  с элементом a ∈  называют множество [3, 4]

	 [ ] ( ){ }: mod .a x x n a≡ ∈ ≡

Запишем выражения для суммы и произведения классов вычетов [ ]a  и [ ]:b

	
[ ] [ ] [ ]
[ ] [ ] [ ]

,

.

a b a b

a b a b

+ = +

⋅ = ⋅
Обозначим множество классов вычетов по модулю n  .n  Под модулем n  будем понимать 

произведение двух простых чисел p  и :q
	 .n p q= ⋅ 	 (1)
Зная их значения, рассчитаем функцию Эйлера :nn
	 ( ) ( ) ( )1 1 .nn n p qϕ= = − ⋅ − 	 (2)
График функции Эйлера показан на рис. 1. Он построен с помощью встроенной в Wolfram 

Mathematica функции EulerPhi[ ,]n  возвращающей количество натуральных чисел, меньших 
числа n  и с ним взаимно простых. Если n  – простое число, то получим ( ) 1.n nϕ = −

В процессе шифрования и дешифрования исходное сообщение и закодированная инфор-
мация возводится в степень, равную значениям открытого и закрытого ключей соответствен-
но. Вычисляются остатки от деления полученных чисел на модуль .n  Полученные числа соот-
ветствуют закодированной информации и исходному сообщению [10].

Надежность работы алгоритма RSA определяется генерацией больших псевдослучайных 
простых чисел. В Wolfram Mathematica встроены такие функции Wolfram Language, как 
RandomPrime[ , ],range n  [{R }andomPrime , ]min maxi i  и RandomPrime[ ].maxi  Функция 
RandomPrime[ , ],range n  задает список n  псевдослучайных простых чисел. Функция 

[{R }andomPrime , ]min maxi i  возвращает псевдослучайное простое число в заданном диапазоне. 
Функция RandomPrime[ ]maxi  задает псевдослучайное простое число в диапазоне от 2 до .imax  

Рис. 1. Функция Эйлера
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Для быстрого возведения в степень по модулю и осуществления обратного преобразования в 
Wolfram Mathematica встроены функции [PowerMod , , ]1a m−  и [PowerMod ], , .a b m  Функция 

[PowerMod , , ]1a m−  вычисляет число, обратное a  по модулю .m  Функция PowerMod[ , , ]a b m  
возводит число a  в степень b  по модулю .m

Зададим пару простых чисел p  и .q  Пусть 100000007.q =  Для задания списка простых 
чисел q  в Wolfram Mathematica используем следующий программный код:
In[ ]:=Reduce[10^8 < q < 10^8 + 100, q, Primes]
Out[]= q == 100000007 || q == 100000037 || q == 100000039 || q == 100000049 || 
  q == 100000073 || q == 100000081

Рассмотрим алгоритм вычислений. 1. Сгенерируем с помощью встроенных функций 
[{R }andomPrime , ]min maxi i  два псевдослучайных простых числа (пару чисел ,p  q  в диапазоне 

100000000… 1000000000000 ). 2. Используя формулы (1) и (2), вычислим модуль n  и функцию 
Эйлера .nn  3. С помощью встроенной функции [{Rando }]mPrime , ,min maxi i  в диапазоне 
100000000… –1nn  выберем открытый ключ – открытую экспоненту .g  Число g  должно быть 
взаимно простое с .nn  4. Для задания закрытого ключа d  используем встроенную функцию 

[PowerMod , , ]1a m−  (степень по модулю). Обозначив ,a g=  ( ),m nn nϕ= =  получим: 
PowerMod[ ], 1, .g nn−  Закрытый ключ d  рассчитывается по формуле

	 ( )1 mod( ( )) .g d nn nϕ⋅ ≡ = 	 (3)
Запишем следующий программный код:

ClearAll[p, q, n, nn, g, d]
In[1]:= p = RandomPrime[{100000000, 1000000000000}]
q = RandomPrime[{100000000, 1000000000000}]
            n = %*%%      
           nn = (%% - 1)*(%%% - 1)
g = RandomPrime[{100000000, nn - 1}]
d = PowerMod[g, -1, nn]
Получим ответ:
Out[1]= 155308440071
Out[2]= 787760906587
Out[3]= 122345917550943718647677
Out[4]= 122345917550000649301020
Out[5]= 4401301072657500059833
Out[6]= 89952482126785666621297

5. Используя встроенные в Wolfram Mathematica функции ToCharacterCode@ font (код сим-
вола), FromCharacterCode@ %  (символ по его коду) и PowerMod ToCharacterCode@ font,[ ],g n  
(степень по модулю), попробуем зашифровать и дешифровать число 12:
In[]:= font = «12»;
ToCharacterCode@font
PowerMod[ToCharacterCode@font, g, n]
PowerMod[%, d, n]
FromCharacterCode@%

Во всплывающем справочном окне программы появилось сообщение: «From Character 
Code: not Unicode: A character code, which should be a non-negative integer less than 
1114112, is expected at position 1 in 

{391431992176705646895832139285663395766951442, 213287489509009235356753555714201681
168878173}». То есть код символа должен быть неотрицательным целым числом, меньшим чем 
1114112. Вместо числа 12 при дешифровании информации получили ответ: 

Out[]=FromCharacterCode{391431992176705646895832139285663395766951442, 2132874895090
09235356753555714201681168878173}. 
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6. Теперь сгенерируем псевдослучайные простые числа p  и q  с помощью встроенной 
функции RandomPrime[ ],maxi  учитывая, что слишком большие числа увеличивают длитель-
ность вычислений по настенным часам (AbsoluteTiming): 
In[]:= p = RandomPrime[100000000]
            q = RandomPrime[100000000]
g = RandomPrime[{3, nn - 1}]

Остальные алгоритмические шаги оставим без изменений. Встроенная функция 
FromCharacterCode@ %  (символ по его коду) возвращает исходное сообщение:

Out[]= 12

7. Зашифруем слово «Country» (страна) и идентифицируем объект геолокации:
p = RandomPrime[100000000]
q = RandomPrime[100000000]
n = %*%%
nn = (%% - 1)*(%%% - 1)
g = RandomPrime[{3, nn - 1}]
d = PowerMod[g, -1, nn]
font = «Country»;
ToCharacterCode@font
PowerMod[ToCharacterCode@font, g, n]
PowerMod[%, d, n]
FromCharacterCode@% 
m = GeoIdentify[«Country»] ;
key = GenerateAsymmetricKeyPair[]
Encrypt[key[«PublicKey»], m]
Decrypt[key[«PrivateKey»], %]
HostLookup[«https://notebookarchive.org/2021-08-1fzxpo8»]
Получим ответ:
Out[]=37833947
Out[]=23124187
Out[]=874879265376089
Out[]=874879204417956
Out[]=295472578843619
Out[]=296359057402055
Out[]={67, 111, 117, 110, 116, 114, 121}  
Out[]={259537787737512, 306016237129513, 96330318708570, 740305572052392, 
293299719932005, 333114467669264, 400833205039139}
Out[]={67, 111, 117, 110, 116, 114, 121}
Out[]= Country
Out[]=

<|PrivateKey->PrivateKey[ ],

PublicKey->PublicKey[ ]|>

Out[]= EncryptedObject[ ]

Out[]=

Out[]={IPAddress[«140.177.204.19»]}
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2. Оценка уязвимости криптосистемы

Оценим уязвимость алгоритма RSA, подвергнув его атаке Майкла Винера [11, 12]. Данная 
атака осуществима при малых значениях закрытого ключа d  и открытой экспоненте ,g  мень-
шей чем модуль n

	 , .
4
nd g n≤ < 	 (4)

Для атаки на алгоритм RSA используем непрерывные дроби. Искомый закрытый ключ будет 
в знаменателе. Встроим в программный код атаку Майкла Винера, учитывая неравенства (4):
In[]:=ReverseSortBy[<|n -> 9449868410449, g -> 6792605526025|>, 
      Mod[#, 9449868410449] &]
n = 9449868410449;
g = 6792605526025;
d = 569;

1
41 ,{n}

3
d N n

  
< ∗  

   
Solve

Convergents[g/n] // AbsoluteTiming
Out[]= Solve[d < 584.434, {9449868410449}]
<|295472578843619 -> 6792605526025, 874879265376089 -> 9449868410449|>

В табл. 1 приведены конвергенты, соответствующие сортировке чисел n  и .g  При 
9449868410449n =  и 6792605526025g =  искомый закрытый ключ 569d =  появляется в зна-

менателе шестой дроби.
Теперь подвергнем атаке Майкла Винера алгоритм RSA, приведенный в пункте 7 раздела 1. 

При расчетах в программной среде Wolfram Mathematica получили следующие значения: 
874879265376089,n =  295472578843619.g =  При данных значениях модуля n  и открытой 

экспоненты g  конвергенты не содержат искомый ключ 296359057402055.d =  Результаты мо-
делирования показали, что при задании большого значения модуля n  и подборе закрытого 
ключа d  в соответствии с выражением (3), в знаменателях непрерывных дробей закрытый 
ключ отсутствует: Out[]= Solve[False, {874879265376089}]. В этом случае параметры ,p  q  и 
g  задавались как псевдослучайные числа с помощью встроенных функций RandomPrime[ ]maxi  
и [{Rando }]mPrime , ,min maxi i  а для расчета d  использовалась соответствующая формуле (3) 
встроенная функция PowerMod[ ], 1, .g nn−

Таблица 1
Конвергенты

Задаваемые значения n  и g Конвергенты
9449868410449n =  
6792605526025g =

2 3 5 18 23 409 1659 2068 3727 76608, , , , , , , , , ,
4 4 7 25 32 569 2308 2877 5185 106577
156943 1175209 8383406 34708833 77801072, , , ,
218339 1634950 11662989 48286906 108236801

874879265376089n =  
295472578843619g =

1 1 25 26 51 77 128 589 717 1306 2023 43789, , , , , , , , , , , '
2 3 74 77 151 228 379 1744 2123 3867 5990 129657
45812 89601 493817 1571052 50767481 52338533, , , , , ,

135647 265304 1462167 4651805 150319927 154971732
221241984053 42052,
655086252796

338417622 42273580401675, ,
124514833444587 125169919697383

126599499220972 295472578843619,
374854672839353 874879265376089
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3. Моделирование эволюции обратимого клеточного автомата

Для моделирования эволюции обратимого клеточного автомата используем правило 15. 
Правилу 15 соответствует выражение
	 3 2 1 0

101 2 1 2 1 2 1 2 15 . ⋅ + ⋅ + ⋅ + ⋅ = 
Создадим клеточный автомат по правилу 15, выполнив одновременно замену значения в 

любой клетке на сумму по модулю два ( )Xor⊕  двух ее соседей [5, 7]:
In[]:=CellularAutomaton[15, {0, 0, 0, 0, 1, 1, 1, 1}, 3] // MatrixForm
Out[]=

	

0 0 0 0 1 1 1 1
0 1 1 1 1 0 0 0
1 1 0 0 0 0 1 1
0 0 0 1 1 1 1 0

 
 
 
 
 
 

Рассмотрено 3 шага эволюции клеточного автомата. 
Свойство обратимости клеточного автомата используем в процессе шифрования и дешиф-

рования данных. Код каждого символа, используя систему генерирования плана для опреде-
ленного правила Rule [], разобьем на двоичные разряды. Запишем полученную бинарную по-
следовательность в ячейки клеточного автомата [7, 9].

Свяжем эволюцию клеточного автомата с заданием взаимно простых чисел nn  и :g
In[]:=m1 =ArrayPlot[Boole@Table[CoprimeQ[nn, g], {nn, 100}, {g, 100}], 
FrameTicks -> {All, All, None, None}, ImageSize -> 200, ColorRules -> {1 -> Red, 0 -> Blue}]
   m2 = # &[ArrayPlot[CellularAutomaton[15, {{1}, 0}, 100], 
            ColorRules -> {1 -> Red, 0 -> Blue}]]

Визуализация взаимно простых чисел nn  и g  изображена на рис. 2. На рис. 3 показана 
эволюция обратимого клеточного автомата.

Рис. 2. Визуализация взаимно простых чисел

Рис. 3. Моделирование эволюции обратимого клеточного автомата

Заключение

Анализ ранее выполненных математических вычислений [5, 7–10] и результаты моделиро-
вания в компьютерной среде Wolfram Mathematica показали, что для создания устойчивой 
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криптосистемы необходимо генерировать большие псевдослучайные простые числа ,p  .q  
Данный метод вычислений повышает уровень защиты информации. В этом случае модуль n 
будет большим и разложение на непрерывные дроби при атаке на алгоритм будет невозможно. 
Значения псевдослучайных простых чисел не должны превышать определенных технически-
ми параметрами вычислительных систем величин. В то же время они не должны быть меньше 
числа 65537. Это наибольшее простое число, при котором работают алгоритмы Мерсена и 
Ферма [13]. При подборе закрытого ключа d  необходимо руководствоваться правилом: 

1
41 ,{n} .

3
d N n

  
> ∗  

   
Solve  Атака осуществима при малых значениях .d  Результаты моделиро-

вания в компьютерной среде Wolfram Mathematica показали, что свойство обратимости кле-
точного автомата может быть использовано в процессе шифрования и дешифрования данных. 
В дальнейшем предполагается провести математическое моделирование динамической систе-
мы с приблизительной обратимостью. 
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УДК 519.1

МОДЕРНИЗАЦИЯ АЛГОРИТМА НЕПРЕРЫВНОЙ ОПТИМИЗАЦИИ РОЕМ ЧАСТИЦ 
ДЛЯ ПОВЫШЕНИЯ ЭФФЕКТИВНОСТИ РЕАГИРОВАНИЯ ГРУПП ЗАДЕРЖАНИЯ

Воронежский институт МВД России

А. В. Попов

Аннотация. Рассматривается один из методов модернизации алгоритма непрерывной 
оптимизации роем частиц, разработанный для сокращения числа итераций исходного 
алгоритма и увеличения скорости поиска оптимального места расположения группы 
задержания относительно охраняемых объектов. Эффективность расположения груп-
пы задержания оценивается функцией риска, которая минимизируется в ходе выполне-
ния алгоритма. Принцип сокращения числа итераций исходного алгоритма заключает-
ся в предварительной оценке степени важности объекта и инициализации роя частиц в 
окрестности наиболее значимого объекта. Приведены вычислительные примеры расчета 
координат группы задержания, а также сравнительный анализ исходного и модернизиро-
ванного алгоритмов.
Ключевые слова: алгоритм, оптимизация, группы задержания, поиск, рой частиц, эф-
фективность, важность объектов, оперативное реагирование, целевая функция, риск.

Группы задержания представляют собой специальные мобильные формирования службы 
охраны и безопасности важных, режимных объектов, а также объектов, подлежащих госу-
дарственной охране войсками национальной гвардии согласно распоряжению Правительства 
Российской Федерации [1] и предназначенное для оперативного реагирования на сигналы 
тревоги, поступающие с таких объектов [2].

Ввиду территориальной распределенности охраняемых объектов 1 2{ , ,..., }kM M M M=  воз-
никает необходимость совершенствования методов поиска оптимального места расположе-
ния (поста или маршрута патрулирования) группы задержания (ГЗ) (см. рис. 1). В работе [3] 
эффективность места расположения ГЗ оценивалась с использованием функции «риска», за-
висящей от расстояния до каждого из охраняемых объектов, а также средней скоростью дви-
жения ГЗ и величиной максимального ущерба, который может быть нанесен на охраняемом 
объекте.

Эффективность расположения ГЗ относительно каждого объекта будем оценивать функ-
цией «риска»:

	
max

max

max

,  
,

,           

k k

cpk

k

S r t t
v tR
S t t

⋅ ≤ ⋅= 
 >

åñëè

åñëè

ïðèá

ïðèá

	 (1)

Рис. 1. Территориальное размещение объектов и группы задержания
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где kS  – максимальный ущерб, который может быть нанесен на охраняемом объекте (выражен 
в денежных единицах (рублях)); kr  – расстояние от стоянки ГЗ до k-го объекта; cpv  – средняя 
скорость движения ГЗ; maxt  – максимальное время прибытия группы задержания на охраняе-
мый объект, устанавливаемое индивидуально, исходя из категории объекта. Превышение это-
го времени означает причинение максимального ущерба kS  на охраняемом объекте; 

k
tïðèá  – 

время прибытия ГЗ к k-му объекту, определяемое как .k

cp

r
v

Суммарный риск определяется по формуле:

	
| |

1
.

M

k
k

R RΣ
=

= ∑ 	 (2)

Критерием оптимизации будет являться минимизация значения функции риска:
	 min.RΣ → 	 (3)
Для решения оптимизационной задачи предлагалось использовать роевой интеллект [4], а 

именно, алгоритм непрерывной оптимизации роем частиц [5]. Частицы роя id  обладают сво-
ими координатами 1 2( ; ),i ip p  где 1ip  – координата по оси абсцисс; 2ip  – координата по оси 
ординат. В работе [3] разрабатывается алгоритм поиска координат ( , )x yîïò îïò  стоянки группы 
задержания, позволяющей минимизировать суммарный риск .RΣ

На первом шаге алгоритма осуществляется инициализация роя частиц:
	 1 2 1 min max min max( ; ) ( ( , ); ( , )),i i rp p rand x r x rand y r y r+= − − + 	 (4)

где 1 2 1( ; )i ip p  – координаты частицы id  на плоскости на первой итерации алгоритма; min max,x x  – 
диапазон значений по оси абсцисс, определяемый размахом координат охраняемых объектов; 

min max,y y  – аналогично min max, ,x x  но по оси ординат, r  – параметр, расширяющий диапазон 
поиска, который снижает вероятность квазиоптимальных решений. 

На последующих шагах осуществляется обновление координат частиц с учетом наилучших 
найденных решений (точек, в которых целевая функция RΣ  минимальна). В результате выпол-
нения алгоритма координаты всех частиц должны быть спроецированы в одну точку ( , ),x yîïò îïò  
являющуюся экстремумом целевой функции.

Из принципа действия алгоритма следует, что на каждой последующей итерации iter  зна-
чение 

1
| | ,

iter iter
R R ε

−Σ Σ− =  где ε  является показателем, характеризующим точность определения 
координат стоянки (маршрута патрулирования) группы задержания. В идеальных условиях 

0,ε →  однако для решаемой задачи использование такого приближения не является целесоо-
бразным.

Проведем ряд экспериментов по поиску оптимального места расположения ГЗ. Разместим 
три объекта 1 2 3, ,M M M  в декартовой системе координат и зададим условные суммы макси-
мального ущерба для каждого из объектов с использованием программного обеспечения 
(табл. 1) [6, 7]:

Таблица 1
Исходные данные охраняемых объектов

Охраняемые 
объекты

Исходные данные

kx ky kS , руб.

1kM = 3 7 8000

2kM = 7 3 5000

3kM = 3 3 4000

Среднюю скорость прибытия группы задержания определим, как 40cpv =  км/ч, а макси-
мальное время прибытия на каждый объект одинаковым max 20t =  мин.
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На первой итерации алгоритма генерация частиц происходит в диапазоне, согласно прави-
лу (4), а их количество будет равно 10. Инициализируем в рой в диапазоне: min 3,y =  max 7,y =  

min 3,x =  max 7,x =  3r =  (т. е. в диапазоне координат от 0 до 10) (см. рис. 2).

Зададим точность поиска, являющуюся обязательным условием остановки алгоритма 
0,00001.ε =  Спустя 1q  итераций, координаты оптимального места расположения ГЗ найдены 

(рис. 3).

Таблица 2
Результаты расчета координат группы задержания

Координаты x y RΣ

Расположение ГЗ 3,626 6,006 5403

Проведем 1000i =  экспериментов и определим, сколько итераций алгоритма необходимо 
было выполнить в каждом эксперименте для поиска оптимального решения с точностью 

0,00001.ε =  В результате будет сформировано множество 1 2{ , ,..., },iQ q q q=  1000.i =  График 
проведения экспериментов представлен на рис. 4.

 

Рис. 2. Инициализация роя частиц

Рис. 3. Результат расчета координат ГЗ
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Среднее количество итераций, за которое осуществляется поиск, составляет 63,415.cpq =
Модернизируем алгоритм поиска таким образом, чтобы инициализация роя осуществля-

лась в области объекта ,kM  стоимость ущерба на котором является максимальной. 
Тогда первый шаг алгоритма можно будет представить следующим образом:
	 max ,   1.kS S k= =ïðè 	 (5)
Далее проверяется условие:
	 max 1, 1, 2,..., (| | 1).kS S k M+< = − 	 (6)
Если условие (6) выполняется, то 1 max ,kS S+ =  иначе 1.k +  Таким образом будет найден объ-

ект ,kM  для которого max .kS S=
На втором шаге алгоритма инициализируем рой частиц следующим образом:
	 1 2 1( ; ) ( ( 0,3 , 0,3 ); ( 0,3 , 0,3 )).i i k k k k k k k kp p rand x x x x rand y y y y= − ⋅ + ⋅ − ⋅ + ⋅ 	 (7)
Согласно (7) генерация частиц осуществляется диапазоне 30 %±  от координат наиболее 

важного объекта ( ; ).k kx y
Повторим вычислительный пример, который был приведен ранее. Исходные данные охра-

няемых объектов возьмем из табл. 1. После выполнения первого шага модернизированного 
алгоритма определяется, что 1 max 8000 .S S= = ðóá  В таком случае инициализация роя частиц 
происходит следующим образом (см. рис. 5):

Спустя 1p  итераций обновления координат частиц получаем результаты поиска, соответ-
ствующие табл. 2. Проведем 1000i =  экспериментов для модернизированного алгоритма и 
сформируем множество 1 2{ , ,..., }.iP p p p=  График проведения экспериментов для модернизи-
рованного алгоритма представлен на рис. 6.

Среднее количество итераций, за которое осуществляется поиск, составляет 51,057.cpp =  
Приведем сравнительный анализ распределения количества итераций для стандартного и мо-
дернизированного алгоритма (см. рис. 7).

Таким образом благодаря модернизации алгоритма непрерывной оптимизации роем ча-
стиц количество итераций поиска координат оптимального места расположения группы за-
держания сократилось на 19,48 %, что в позволит с большей скоростью принимать управлен-
ческие решения по расстановке сил и средств для осуществления обязанностей, возложенных 
на подразделения вневедомственной охраны войск национальной гвардии Российской Феде-
рации по предупреждению и предотвращению краж и иных правонарушений на охраняемых 
объектах; задержанию лиц, совершающих или совершивших правонарушения; охране места 
происшествия до прибытия органов следствия или дознания и др. [8].

Рис. 4. График количества итераций поиска для i-го эксперимента
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Рис. 5. Инициализация роя частиц

Рис. 6. График количества итераций поиска для i-го эексперимента

Рис. 7. Сравнительный анализ скорости поиска координат ГЗ для двух алгоритмов
Ряд 1 – Модернизированный алгоритм;

Ряд 2 – Стандартный алгоритм



687

Литература

1. Об утверждении перечня объектов, подлежащих обязательной охране войсками нацио-
нальной гвардии РФ : распоряжение Правительства РФ от 15 мая 2017 г. № 928-р // СПС Кон-
сультантПлюс (дата обращения 21.10.2021).

2. РД 25.03.001-2002 Системы охраны и безопасности объектов. Термины и определения 
(дата актуализации 01.01.2021).

3. Пьянков, О. В. Модель принятия решения по повышению оперативности реагирования 
групп задержания с применением роевых алгоритмов / О. В. Пьянков, А. В. Попов // Вестник 
Воронежского института МВД России. – 2020. – № 4. – С. 73–83.

4. Попов, А. В. Применение роевого интеллекта для решения оптимизационных задач в 
интересах ОВД / А. В. Попов // Актуальные проблемы деятельности подразделений УИС : 
сборник материалов Всероссийской научно-практической конференции. – Воронеж, 2020. – 
С. 197–201.

5. Гальченко, В. Я. Популяционные метаэвристические алгоритмы оптимизации роем ча-
стиц: Учебное пособие / В. Я. Гальченко, А. Н. Якимов – Черкассы : ФЛП Третяков А. Н., 2015. – 
160 с.

6. Попов, А. В. Компьютерная реализация роевого алгоритма / А. В. Попов // Актуальные 
вопросы эксплуатации систем охраны и защищенных телекоммуникационных систем: сбор-
ник материалов Всероссийской научно-практической конференции, Воронежский институт 
МВД России. – 2020. – С. 26–28.

7. Попов, А. В. Применение роевого интеллекта для расчета координат оптимального места 
расположения группы задержания. Свидетельство о государственной регистрации програм-
мы для ЭВМ № 2021610185.

8. Приказ Росгвардии от 21.09.2018 № 420 «Об утверждении Наставления по организации 
службы строевых подразделений вневедомственной охраны войск национальной гвардии 
Российской Федерации» // СПС КонсультантПлюс (дата обращения 24.10.2021).



688

УДК 519.64

БЫСТРЫЙ МЕТОД МУЛЬТИПОЛЕЙ ДЛЯ РЕШЕНИЯ ГРАНИЧНЫХ
ИНТЕГРАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ В ДВУМЕРНЫХ ВИХРЕВЫХ МЕТОДАХ

Московский государственный технический университет имени Н. Э. Баумана 
(национальный исследовательский университет)

Д. О. Попудняк

Аннотация. Рассмотрена двумерная задача численного моделирования обтекания про-
филя потоком несжимаемой среды. Данная задача сводится к решению граничного ин-
тегрального уравнения на контуре обтекаемого профиля. Для этого исходная кривая, за-
дающая границу профиля, заменяется ломаной, состоящей из прямолинейных отрезков 
– панелей, для которой записывается дискретный аналог интегрального уравнения – си-
стема линейных алгебраических уравнений. Вычислительная сложность прямого реше-
ния такой системы составляет O(N3), где N – количество панелей, что делает невозможной 
на практике тщательную дискретизацию профиля (большие значения N). Учет свойств 
ядра интегрального уравнения позволяет использовать быстрый метод мультиполей для 
решения данной задачи, сократив вычислительную сложность до O(N) операций. Такой 
подход не требует явного вычисления и хранения всех коэффициентов матрицы линей-
ной системы.
Ключевые слова: вихревой метод, несжимаемое течение, быстрый метод мультиполей, 
граничное интегральное уравнение, предобуславливатель.

Введение

Вихревые методы вычислительной гидродинамики [1, 2] применяются с 50-х годов для ре-
шения задач моделирования обтекания профилей, находящихся в потоке несжимаемой среды 
и вычисления действующих на них гидродинамических нагрузок. Они относятся к лагранже-
вым бессеточным методам и первичной величиной в них является завихренность. Эквива-
лентность обтекания профиля и наличия в потоке вихревого слоя некоторой интенсивности 
на его границе позволяет заменить обтекаемый профиль тонким вихревым слоем интенсивно-
стью ( ),rγ  r K∈  подлежит определению из решения граничного интегрального уравнения 
второго рода [3–5]

	 ( )2

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) = ( ), ,
2 | |K

r dl r r n r f r r K
r ξ

γ ξ ξ α γ
π ξ

× −
− × ∈

−∫


 



   







	 (1)

где K – граница профиля; ( )n r   – орт внешней по отношению к профилю нормали; ( ) = ( )r r kγ γ


    – 
векторная интенсивность вихревого слоя, k



 – орт нормали к плоскости течения; ( )f r


  – из-
вестная функция, зависящая от скорости набегающего потока ,V∞



 а также скорости движения 
границы профиля, формы профиля и распределения завихренности ( )rΩ



  в области течения; 
( )rα   – коэффициент, равный внешнему углу между касательными к профилю в точке ,r  отне-

сенному к 2 .π
Уравнение (1) имеет бесконечно много решений, единственное из которых, имеющее физи-

ческий смысл, выделяется при помощи дополнительного условия вида 
	 ( ) = ,r

K

r dlγ Γ∫
 	 (2)

где Γ  – заданная величина циркуляции поля скоростей вдоль обтекаемого контура. 
Для численного решения уравнений (1)–(2) применяется процедура их сведения к дискрет-

ному аналогу – системе линейных алгебраических уравнений. Такой подход называется 
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«T-схемой» [4, 5] и основывается на выполнении граничного условия в точках коллокации и 
равенстве нулю касательной компоненты скорости в уравнении (1). Целью данной работы яв-
ляется модификация быстрого метода мультиполей для расчета скоростей вихревых элемен-
тов и для решения граничного интегрального уравнения.

1. Вычисление скоростей вихревых элементов

Рассмотрим задачу о расчете обтекания неподвижного профиля, тогда, зная распределение 
завихренности ( ),ξΩ



 можно восстановить поле скоростей по закону Био – Савара

	 2

( ) ( )( ) = .
2 | |S

rV r dS
r ξ

ξ ξ
π ξ

Ω × −
−∫∫

 











	 (3)

Распределение завихренности в области течения моделируется вихревыми элементами. Их 
общее количество N  может достигать десятков-сотен тысяч и даже миллионов, в таком слу-
чае расчет скоростей в отдельных точках, на каждую из которых оказывают влияние N  вих-
ревых элементов, становится весьма трудоемким. 

Рассмотрим систему, состоящую из N  вихревых элементов, положения которых в про-
странстве характеризуется радиус-векторами ,ir

  а содержащаяся в них завихренность – цир-
куляциями .iΓ  Влияние N  вихревых элементов на скорость среды в точке пространства ir

 
вычисляется в соответствии с дискретным аналогом закона Био – Савара по формуле

	 2
=1

( )
( ) = , = 1, , .

2 | |

N
j i j

i
j i j
j i

k r r
V r i N

r rπ
≠

Γ × −

−∑


 







 

	 (4)

Данная задача аналогична задаче о взаимодействии N  точечных зарядов – классической 
задаче, для решения которой применяется быстрый метод мультиполей [6]. Выражение для 
вычисления скорости среды в точке ir

  с точностью до константы, замены заряда частицы на 
циркуляцию jΓ  и векторного умножения слева результата на вектор k



 совпадает с выражени-
ем для вычисления силы взаимодействия точечных зарядов. Этот факт позволяет применять 
быстрый метод мультиполей для вычисления скоростей вихревых элементов. Можно исполь-
зовать разложения, построенные в [6], для потенциала точечных зарядов. Для получения ито-
гового выражения для вычисления скоростей потребуется продифференцировать выражение 
для потенциала (имеющее вид разложения в ряд Тейлора) по ir

  и умножить результат на кон-
станту и вектор .k



2. Применение быстрого мультипольного метода 
для решения граничных интегральных уравнений

При решении задач моделирования обтекания профиля вихревыми методами используют-
ся различные подходы к аппроксимации профиля и представлению приближенного решения 
[4, 5]. В большинстве случаев обтекаемый профиль аппроксимируется многоугольником с N  
сторонами, которые в дальнейшем будем называть «панелями». Это упрощение позволяет за-
менить интегралы в граничных интегральных уравнениях (1)–(2) суммами по отдельным пане-
лям, при этом векторы нормали и касательной вдоль каждой панели остаются постоянными.

В настоящей работе рассмотрена простейшая из T-схем, основанная на выполнении гра-
ничного интегрального уравнения (1) (точнее, его в проекции на направление касательной) в 
точках коллокации и стягивании завихренности с панелей в «концентрированные» вихревые 
элементы, которые располагаются в центрах панелей ;ic  граничное условие удовлетворяется в 
этих же точках. Таким образом, дискретным аналогом интегральных уравнений (1)–(2) явля-
ется система линейных алгебраических уравнений 
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	 ( )
=1

0.5 = , = 1, , ,
N

ij i ij j i
j

A D R B i Nδ− Γ + −∑  	 (5)

	
=1

= 0,
N

j
j

Γ∑ 	 (6)

где N  – число панелей; =ij ij iA v τ⋅   – касетельная компонента скорости в центре i-й панели, 
индуцируемая вихревым элементом, расположенным на j-й панели,

	 2

( )
= ;

2 | |
i j

ij
i j

k c c
v

c cπ
× −

−



 



 

	 (7)

= 1/i iD l∆  – диагональные элементы матрицы ( il∆  –длина i-й панели); ijδ  – символ Кронекке-
ра; R  – регуляризирующая переменная; iB  – проекции суммарной скорости набегающего по-
тока и влияния вихревого следа на касательную к i-й панели; jΓ  – неизвестные циркуляции 
вихревых элементов.

Матрица A  системы уравнений (5)–(6) размером ( 1) ( 1)N N+ × +  имеет вид 
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	 (8)

Для решения системы линейных алгебраических уравнений (5)–(6) будем использовать 
метод бисопряженных градиентов со стабилизацией (BiCGStab) [8]. Этот метод отличается от 
родственных ему метода сопряженных градиентов (CG) и метода бисопряженных градиентов 
(BiCG) более широкой областью применимости (симметрия и положительная определенность 
матрицы не имеют принципиального значения) и, как правило, более высокой скоростью схо-
димости. Отметим, что в некоторых частных случаях для решения линейных систем, возника-
ющих в T-схемах, могут быть эффективно использованы более простые итерационные мето-
ды, такие как метод Якоби [9].

При решении системы линейных алгебраических уравнений методом BiCGStab на каждой 
итерации необходимо дважды вычислять произведение матрицы на некоторый вектор. Рас-
смотрим процедуру умножения матрицы ,M  определенной формулой (8), на произвольный 
вектор { }p  размером ( 1).N +  Основную сложность в данной операции составляет умножение 
блока [ ]A  размером N N×  на первые N  компонент вектора { }.p  Вклад диагональных элемен-
тов ( 0.5 ),iD−  элементов последнего столбца и последней строки, состоящих из единиц, будет 
учтен отдельно «напрямую». Тогда i-я компонента вектора произведения блока ,ijA  на диаго-
нали которого стоят нули, на произвольный вектор { }p  имеет вид:

	
=1 =1

([ ]{ }) = = = ( ), = 1, , .
N N

i ij j ij j i i i
j j

A p A p v p V i Nτ τ
 

⋅ ⋅ 
 

∑ ∑


  

 	 (9)

Компоненту ,iV


 представляющую собой сумму произведений компонент ,ijv  определен-
ных по формуле (4), на ,jp  можно вычислить с помощью быстрого метода мультиполей. Под-
ход к вычислению таких сумм совпадает с описанным в разделе 2 с точностью до замены в 
формулах jΓ  на jp  и jr  на .jk



 Для получения i-й компоненты вектора (9) требуется умножить 
скорость ,iV



 вычисленную быстрым методом мультиполей, на единичный вектор касательной 
к i-й панели .iτ

Для учета вклада диагональных элементов матрицы необходимо прибавить величину 
( 0.5 )i iD p−  к i-й компоненте вектора произведения (9); для учета последнего столбца – элемент 

1.Np +  Тогда окончательно i-я компонента вектора произведения матрицы ,M  без учета по-
следней строки, на вектор { }p  имеет вид:



691

	 1( ) = ( ) 0.5 , = 1, , .i i i i i NM p V D p p i Nτ +⋅ − +




 	 (10)
Последний элемент вектора произведения матрицы M  на вектор ,p  т. е. результат умно-

жения последней строки матрицы на вектор, вычисляется как

	 1
=1

( ) = .
N

N j
j

M p p+ ∑ 	 (11)

Матрица (8) системы уравнений (5)–(6) обладает определенной структурой, к ней можно 
эффективно применить предобуславливатель, представляющий собой трехдиагональную ма-
трицу с последней строкой и последним столбцом. Применение предобуславливателя такого 
вида позволяет использовать модификацию метода циклической прогонки, вычислительная 
сложность которой пропорциональна .N

3. Вычислительный эксперимент

Рассмотрим в качестве обтекаемого профиля эллипс с полуосями = 1.0a  и = 0.5.b  Про-
филь будем считать неподвижным, на него набегает горизонтальный поток единичной скоро-
сти = 1.V∞  Вблизи профиля присутствует вихрь, расположенный в точке с радиус-вектором 

= ( 1.0,1.0)Trω −
  и имеющий циркуляцию = 5.0,ωΓ  На рис. 1 изображен вид данного профиля. 

На рис. 2 изображен график точного решения системы линейных алгебраических уравне-
ний (1)–(2) для такого профиля при его разбиении на 8000  панелей. Значения iγ  представля-
ют собой средние интенсивности вихревого слоя на панелях, вычисляемые как = / ,i i ilγ Γ ∆  где 

iΓ  – циркуляция вихревого элемента, расположенного в центре i-й панели, il∆  – длина i-й 
панели.

3.1. Оценка времени расчета

В табл. 1 приведено время решения системы уравнений (5)–(6) для разного количества па-
нелей N  на профиле методом Гаусса (т. е. «напрямую»), итерационно методом BiCGStab, ите-
рационно с использованием быстрого метода мультиполей (FMM) для матрично-векторного 
произведения, и то же с использованием предобуславливателя. В расчетах, если не сказано 

Рис. 1. Профиль, вихревой элемент и направление набегающего потока
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иного, число членов мультипольных разложений было выбрано равным 20. Время расчета ме-
тодом BiCGStab с использованием быстрого метода мультиполей замерено за 7 итераций, по-
добный выбор связан со значением относительной погрешности полученного решения и бу-
дет объяснен далее. 

Из табл. 1. видно, что использование метода BiCGStab совместно с быстрым методом муль-
типолей и предобуславливанием является наиболее эффективным. Наиболее ярко это заметно 
при большом числе панелей. При 8000N =  совместное использование методов BiCGStab + 
FMM + precond дает выигрыш по времени относительно метода Гаусса примерно в 870 раз, 
относительно метода BiCGStab – в 14 раз. Использование предобуславливателя позволяет до-
полнительно сократить время вычисления вдвое. Отметим, что здесь были рассмотрены толь-
ко матрицы небольшого размера (не более 8000), поскольку для более высоких размерностей 
задачи применить исключение Гаусса едва ли возможно.

На рис. 3. изображен график (в билогорифмическом масштабе) зависимости времени рас-
чета интенсивностей от числа панелей для рассмотренных выше методов. Точками на рис. 3. 
показаны результаты вычислительного эксперимента, сплошные линии соответствуют зави-
симостям 3= ,t Nα  2=t Nβ  и = ,t Nγ  где коэффициенты ,α  β  и γ  подобраны методом наи-
меньших квадратов.

Рис. 2. График точного решения системы уравнений при N = 8000
Таблица 1

Время (в секундах) расчета интенсивностей методом Гаусса, методом BiCGStab, 
методом BiCGStab с использованием FMM и методом BiCGStab 

с использованием FMM и предобуславливателя
N Gauss BiCGStab BiCGStab + FMM BiCGStab + FMM + precond

1000 0.46 0.041 0.041 0.021
2000 3.00 0.17 0.083 0.041
3000 8.50 0.38 0.12 0.063
4000 18.50 0.58 0.16 0.083
5000 34.70 0.97 0.21 0.10
6000 59.09 1.28 0.23 0.12
7000 99.42 1.69 0.27 0.14
8000 138.89 2.26 0.30 0.16
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В табл. 2 представлено время (в секундах) выполнения 7 итераций при решении системы 
уравнений (5)–(6) методами BiCGStab + FMM (без предобуславливателя) и выполнения 3 ите-
раций при решении СЛАУ методом BiCGStab + FMM + precond. Рассматривалось количество 
панелей, достигающее 1,28 миллиона. Также в табл. 2 указана оптимальная глубина дерева, 
определенная экспериментально. Ввидно, что сложность расчёта интенсивностей рассмотрен-
ными методами растет практически строго линейно с увеличением числа панелей. Использо-
вание предобуславливателя для решения системы позволяет сократить время расчета интен-
сивностей почти в 2 раза.

3.2. Погрешность расчета

Относительную погрешность ( )δ Γ  решения, полученного методом BiCGStab совместно с 
использованием быстрого метода мультиполей, будем вычислять по формуле 

	 || ||( ) = 100 %,
|| ||

ex

ex

δ ∞

∞

Γ − Γ
Γ ⋅

Γ
	 (12)

где 
=1, ,

|| || = | |max i
i N

∞Γ Γ


 – кубическая норма вектора ;Γ  exΓ  – решение полученное методом Гаусса.

Приемлемой для практических задач относительной погрешностью будем считать 0.01 %. 
В табл. 3 для числа панелей N  в верхней строке показана относительная погрешность резуль-
тата решения без предобуславливателя, в нижней – с предобуславливателем. Приемлемое зна-
чение относительной погрешности в табл. 3 выделено полужирным шрифтом.

Из табл. 3 видно, что приемлемое значение относительной погрешности достигается за 
7 итераций при расчете без предобуславливателя и за 3 итерации при расчете с предобуслав-
ливателем. Значения относительной погрешности для разных N  весьма близки друг к другу. 

В табл. 4 приведена относительная погрешность (в процентах) расчета интенсивностей 
вихревых элементов в зависимости от числа членов мультипольных разложений p  при вы-

Рис. 3. Время расчета интенсивностей в зависимости от числа панелей N

Таблица 2 
Время (в секундах) расчета интенсивностей методом BiCGStab 

с использованием FMM и предобуславливателя и без использования предоблавливателя
N 40000 80000 160000 320000 640000 1280000

Глубина дерева 7 8 9 10 11 12
BiCGStab + FMM 
(7 итераций)

2.21 4.44 8.84 17.82 35.58 70.99

BiCGStab + FMM + precond 
(3 итерации)

1.21 2.44 4.86 9.69 19.36 38.79
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полнении 1–8 итераций без использования предобуславливателя при разбиении профиля на 
4000N =  панелей. Видно, что за приемлемое значение относительной погрешность удается 

достичь при учете 15 и более членов мультипольных разложений.

Заключение

Рассмотренная модификация быстрого метода мультиполей применительно к задаче рас-
чета скоростей вихревых элементов и решению системы линейных уравнений, являющейся 
дискретным аналогом граничных интегральных уравнений, в двумерных вихревых методах 
является эффективным инструментом для ускорения выполнения наиболее трудоемких вы-
числительных операций.

Совместное применение метода BiCGStab и быстрого метода мультиполей обеспечивает 
линейную вычислительную сложность алгоритма, что позволяет значительно сократить вре-
мя вычислений по сравнению с «чистым» методом BiCGStab (с квадратичной вычислительной 
сложностью) и методом Гаусса (с кубической вычислительной сложностью).

Известная структура матрицы системы, связанная со свойствами ядра интегрального 
уравнения, позволяет использовать простой, но эффективный предобуславливатель. Его при-
менение вдвое сокращает количество итераций, что в свою очередь позволяет практически 
вдвое снизить время выполнения расчетов.

Таблица 3 
Относительная погрешность (в процентах) расчета интенсивностей 

при выполнении 1–7 итераций
N 1 2 3 4 5 6 7

1000 3.46 2.06 3.16 1.74 1.11 0.013 0.0083
4.52 0.18 0.00170 0.000040 0.000043 0.000043 0.000043

2000 3.63 3.45 0.77 4.36 1.61 0.027 0.00016
6.18 0.13 0.00120 0.000032 0.000035 0.000035 0.000035

3000 3.69 3.85 0.31 6.63 2.82 0.062 0.00048
6.13 0.086 0.00082 0.000077 0.000079 0.000079 0.000079

4000 3.72 4.03 1.03 8.58 3.93 0.110 0.00061
6.11 0.064 0.00062 0.000055 0.000057 0.000057 0.000057

5000 3.74 4.13 1.60 10.27 4.89 0.170 0.00080
6.09 0.051 0.00049 0.000046 0.000047 0.000047 0.000047

Таблица 4
Относительная погрешность (в процентах) расчета интенсивностей 

при выполнении 1–8 итераций в зависимости от числа членов мультипольных разложений 
при разбиении профиля на 4000 панелей

p 1 2 3 4 5 6 7 8
5 3.68 3.97 1.09 9.71 4.78 1.29 1.39 1.40

10 3.72 4.03 1.03 8.59 3.93 0.12 0.017 0.017
15 3.72 4.03 1.03 8.59 3.93 0.11 0.0028 0.0026
20 3.72 4.03 1.03 8.58 3.93 0.11 0.00061 0.00028
25 3.72 4.03 1.03 8.59 3.93 0.11 0.00036 0.000025
30 3.72 4.03 1.03 8.59 3.93 0.11 0.00036 0.0000028
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ЗАВИСИМОСТЬ ЭЛЕКТРОННОЙ СТРУКТУРЫ СПЛАВА ПСЕВДО-ГЕЙСЛЕРА Fe3Si 
ОТ ЗНАЧЕНИЙ ПАРАМЕТРА КРИСТАЛЛИЧЕСКОЙ РЕШЁТКИ

Воронежский государственный университет

Г. П. Потуданский, Я. А. Пешков, С. И. Курганский

Аннотация. Развитие спинтроники привело к поиску магнитных материалов, обладаю-
щих рядом уникальных физических свойств: высокие значения спиновой поляризации, 
высокая температура Кюри и простота в изготовлении. Одним из таких материалов яв-
ляется ферромагнитный сплав псевдо-Гейслера Fe3Si. В данной работе в рамках теории 
функционала плотности была изучена его электронная структура и найдена зависимость 
значений спиновой поляризации от величины параметра кристаллической решётки. Так-
же было проведено сопоставление теоретических и экспериментальных рентгеновских 
эмиссионных Si L2,3 и абсорбционных Si K спектров.
Ключевые слова: теория функционала плотности, сплав Гейслера, электронная структу-
ра, спиновая поляризация, USXES, XANES.

Введение

В связи с бурным развитием спинтроники в последние два десятилетия особое внимание 
привлекли полуметаллические магнитные материалы [1, 2], так как эффективная генерация 
спин-поляризованного тока является серьёзной проблемой. В сплавах Гейслера [2] две спино-
вые подзоны демонстрируют разное поведение. На уровне Ферми электронные состояния су-
ществуют только для одной ориентации спинов (спин «вверх»), в то время как для электронов 
со спином «вниз» возникает щель, что приводит к 100 % спин-поляризованной металлической 
проводимости. Также сплавы Гейслера обладают относительно высокой температурой Кюри [3]. 
Эти свойства делают их перспективными материалами для использования в устройствах спин-
троники и магнитоэлектроники, начиная от электродов для туннельных магнитных переходов, 
до спиновых транзисторов [4]. Тем не менее, теоретически предсказанные значения спиновой 
поляризации еще не были продемонстрированы экспериментально при комнатной температу-
ре. Наивысшие значения в 74 % показал четверной сплав Гейслера Co2Mn(Ge0.75Ga0.25) [3].

Одним из таких соединений является низший силицид железа Fe3Si или сплав псевдо-Гей-
слера Fe2FeSi. Сплав Fe3Si является ферромагнетиком с температурой Кюри около 800 K [5]. Он 
имеет кубическую DO3 кристаллическую структуру (тип BiF3, пространственая группа Fm3m, 
225, рис. 1) [6]. Согласно правилу Слейтера – Полинга, полный спиновый магнитный момент 
сплава Fe3Si будет около 4 μB [7]. В работе [8] удалось экспериментально получить значение 
спиновой поляризации для этого сплава P = (45±5) %. Однако ряд теоретических работ [9, 10] 
показывает разные значения P, от 30 % до 36 %. Поэтому исследование электронной структуры 
сплава Fe3Si является актуальной задачей.

В данной работе мы изучаем электронную структуру и рентгеноспектральные характери-
стики сплава псевдо-Гейслера Fe3Si с различными экспериментальными значениями параме-
тра кристаллической решётки. Было найдено хорошее согласование между теоретическими 
расчётами и экспериментальными USXES (ultrasoft X-ray emission spectroscopy – ультрамяг-
кая рентгеновская эмиссионная спектроскопия) Si L2,3 [11] и XANES (X-ray absorption near 
edge structure – спектроскопия ближней тонкой структуры края рентгеновского поглощения) 
K-спектрами [12].
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1. Метод расчёта

В рамках теории функционала плотности (DFT) были проведены расчеты электронной 
структуры сплава псевдо-Гейслера Fe3Si в квантово-механическом программном пакете Wien2k 
[13], в основе которого лежит полнопотенциальный метод присоединённых плоских волн с ло-
кальными орбиталями (FP-APW+lo). Расчет металлического Fe3Si проводился объемным ме-
тодом FP-APW+lo с обменно-корреляционным функционалом в приближении обобщенной 
градиентной аппроксимации (PBE-GGA), который, как было ранее нами показано, позволяет 
получить надежный результат при вычислении электронного строения объемных кристаллов 
и нанопленок с полуметаллическим [14] и металлическим [15] типом проводимости. 

Для вычисления зонных структур и плотностей электронных состояний использова-
лись обычные элементарные ячейки и 10000 k-векторов в первой зоне Бриллюэна. Параметр 
Rmt × kmax, определяющий число базисных функций, брался равным 7, где Rmt – радиус muffin-
tin сферы, kmax – граница обрыва присоединенных волн. Цикл самосогласования выполнялся 
до тех пор, пока изменение полной энергии между двумя последовательными итерациями не 
стало достаточно малым.

2. Результаты и обсуждение

Полные и парциальные плотности электронных состояний (ПЭС) для Fe3Si с разными зна-
чениями параметра кристаллической решётки представлены на рис. 2(a,b). На уровне Ферми 
электронные состояния существуют и в подзоне со спином вниз, и в подзоне со спином вверх, 
поэтому Fe3Si не обладает 100 % спиновой поляризацией. Однако, при увеличении параметра 
кристаллической решётки на величину ~1 % от 5.61 Å до 5.67 Å, значение спиновой поляри-
зации увеличивается от 30 % до 37 %, но, согласуясь теоретическими работами [9, 10], остает-
ся немного меньше экспериментального значения [8]. Возрастание спиновой поляризации с 
увеличением параметра решётки объясняется сужением полной ПЭС, которое является след-
ствием уменьшения зонного расщепления по причине уменьшением взаимодействия между 
атомами при увеличении расстояния между ними.

На рис. 3(a) изображены экспериментальные [11] и расчётные USXES Si L2,3 эмиссионные 
спектры Fe3Si. Согласно дипольным правилам отбора, эти спектры отражают распределение 
заполненных электронных состояний кремния s- и d-симметрии в валентной зоне. Как видно 
из рисунка, модельные спектры хорошо согласуются с экспериментом и их можно разделить 
на две области. Область главного максимума спектра с центром при энергии около 90 eV ас-
социируется с заполненными s-состояниями кремния (рис. 4), отделенными энергетической 
щелью от основной части валентной зоны. В области высокоэнергетического плеча присут-

Рис. 1. Кристаллическая структура Fe3Si
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ствует широкий пик при 98 eV, расположенный примерно в 2 eV ниже потолка валентной 
зоны. Вклад в эту особенность спектра, как видно из рис. 3, вносят не только s-, но и d-состо-
яния кремния. Кроме того, при энергии примерно 93.5 eV наблюдается небольшой подъём, 
вызванный, как видно из рис. 3, s-состояниями Si, гибридизованными с p-состояниями Si и 
лежащими чуть выше щели в валентной зоне. Стоит отметить, что спектр Fe3Si с параметром 
решетки 5.67 Å слегка сжат, относительно экспериментального. Поэтому, если положение об-
ласти плеча ~98 eV совпадает с экспериментом, то расчетное положение главного пика смеще-
но по сравнению с экспериментом примерно на 0.1 eV в сторону больших энергий.

На рис. 3(b) приведено сопоставление рассчитанного XANES спектра K-края поглощения 
кремния в Fe3Si с зарегистрированным экспериментально спектром [12]. Край поглощения на-
ходится при энергии ~1847 eV, за которым следует локальный максимум при энергии ~1850 eV. 
Главный максимум находится при энергии ~1855 eV. Двойные локальные максимумы при 
энергиях ~1864 eV и ~1885 eV в эксперименте [12] не разрешились. Одиночный максимум рас-
четного спектра при энергии ~1876.5 eV нашел свое однозначное отражение в эксперименте. 
Можно заметить, что в спектре для Fe3Si с параметром решетки 5.67 Å все максимумы, лока-
лизованные за главным выше по энергии, оказались сдвинуты вниз по энергии относительно 
Fe3Si с параметром решетки 5.61 Å. Такого рода сдвиг аналогичен тому, который мы видели на 
рисунке 3(a) для эмиссионных спектров и его можно охарактеризовать как сжатый или набе-
гающий, причем чем выше энергия, тем сильнее смещение особенности к краю поглощения.

Рис. 2. Расчётные полные и парциальные плотности электронных состояний 
для Fe3Si с параметром кристаллической решётки 5.61 Å (a) и 5.67 Å (b)
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Заключение

В данной работе нами была найдена зависимость электронной структуры сплава псев-
до-Гейслера Fe3Si от значений параметра кристаллической решётки. Для этого был произведён 
расчёт в рамках теории функционала плотности с использованием метода присоединённых 
плоских волн с локальными орбиталями. Модельные эмиссионные USXES Si L2,3 и абсорбци-
онные XANES Si K спектры сплава псевдо-Гейслера Fe3Si показали хорошее согласие с резуль-

Рис. 3. Экспериментальные USXES Si L2,3 эмиссионные спектры (точки) 
и модельные парциальные плотности состояний (сплошная линия) Fe3Si (a); 

экспериментальные (точки) и модельные (сплошная линия) XANES Si 1s K спектры (b)

Рис. 4. Локальные парциальные плотности электронных состояний 
для Fe3Si с параметром кристаллической решётки 5.61 Å (a) и 5.67 Å (b)
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татами экспериментальных работ. Из расчетов следует, что для устройств спинтроники более 
выгодно использование Fe3Si с увеличенным параметром кристаллической решётки 5.67 Å из-
за увеличения спиновой поляризации P до 37 %. Кроме того, обнаруженные тенденции изме-
нения спектральных характеристик с ростом параметра решетки в виде сжатия рентгеновских 
эмиссионных Si L2,3 и абсорбционных Si K спектров послужат дополнительным показателем 
при исследовании тонких плёнок и многослойных устройств спинтроники на основе Fe3Si. 

Литература

1. Hirohata, A. Future perspectives for spintronic devices / A. Hirohata, K. Takanashi // J. Phys. D: 
Appl. Phys. – 2014. – Vol. 47. – P. 193001-1–193001-40.

2. Finley, J. Spintronics with compensated ferrimagnets / J. Finley, L. Liu // Appl. Phys. Lett. – 
2020. – Vol. 116. – P. 110501-1–110501-6.

3. Felser, C. Heusler Alloys : Properties, Growth, Applications / C. Felser, A. Hirohata. – Cham : 
Springer International Publishing, 2016. – 486 p.

4. Tsunegi, S. Enhancement in tunnel magnetoresistance effect by inserting CoFeB to the tunne-
ling barrier interface in Co2MnSi/MgO/CoFe magnetic tunnel junctions / S. Tsunegi, Y. Sakuraba, 
M. Oogane, H. Naganuma, K. Takanashi, Y. Ando // Appl. Phys. Lett. – 2009. – Vol. 94. – P. 252503-
1–252503-3.

5. Go, A. Electronic structure and the site preference of manganese in Fe3Si alloy / A. Go, 
M. Pugaczowa-Michalska, L. Dobrzynski // Eur. Phys. J. B. – 2007. – Vol. 59. – P. 1–8.

6. Buschow, K.H.J. Magneto-optical properties of metallic ferromagnetic materials / K.H.J. Bus-
chow, P. G. van Engen, R. Jongebreur // J. Magn. Magn. Mater. – 1984. – Vol. 38, No 1. – P. 1–22.

7. Galanakis, I. Slater-Pauling behavior and origin of the half-metallicity of the full-Heusler alloys / 
I. Galanakis, P.H. Dederichs, N. Papanikolaou // Phys. Rev. B. – 2002. – Vol. 66. – P. 174429-1–174429-9.

8. Ionescu, A. Structural, magnetic, electronic, and spin transport properties of epitaxial Fe3Si /
GaAs(001) / A. Ionescu, C.A.F. Vaz, T. Trypiniotis, C. M. Gürtler, H. García-Miquel, J.A.C. Bland, 
M. E. Vickers, R. M. Dalgliesh, S. Langridge, Y. Bugoslavsky, Y. Miyoshi, L.F. Cohen, K.R.A. Ziebeck // 
Phys. Rev. B. – 2005. – Vol. 71. – P. 094401-1–094401-9.

9. Hamaya, K. Ferromagnetism and Electronic Structures of Nonstoichiometric Heusler-Alloy 
Fe3-xMnxSi Epilayers Grown on Ge(111) / K. Hamaya, H. Itoh, O. Nakatsuka, K. Ueda, K. Yamamoto, 
M. Itakura, T. Taniyama, T. Ono, M. Miyao // Phys. Rev. Lett. – 2009. – Vol. 102, No 13. – P. 137204-1 
–137204-4.

10. Ležaić, M. Complex magnetic behavior and high spin polarization in Fe3−xMnxSi alloys / 
M. Ležaić, P. Mavropoulos, S. Blügel, H. Ebert // Phys. Rev. B. – 2011. – Vol. 83. – P. 094434-1–094434-11.

11. Jia, J. J. Soft-x-ray-emission studies of bulk Fe3Si, FeSi, and FeSi2, and implanted iron silicides / 
J. J. Jia, T. A. Callcott, W. L. O’Brien, Q. Y. Dong, D. R. Mueller, D. L. Ederer, Z. Tan, J. I. Budnick // 
Phys. Rev. B. – 1992. – Vol. 46, No 15. – P. 9446–9451.

12. Antoniak, C. Induced magnetism on silicon in Fe3Si quasi-Heusler compound / C. Antoniak, H. 
C. Herper, Y. N. Zhang, A. Warland, T. Kachel, F. Stromberg, B. Krumme, C. Weis, K. Fauth, W. Keune, 
P. Entel, R. Q. Wu, J. Lindner, H. Wende // Phys. Rev. B. – 2012. – Vol. 85. – P. 214432-1–214432-8.

13. Schwarz, K. Electronic structure calculations of solids using the WIEN2k package for material 
sciences / K. Schwarz, P. Blaha, G.K.H. Madsen // Comput. Phys. Commun. – 2002. – Vol. 147. – 
P. 71–76.

14. Borshch, N. A. Electronic structure of Zn-substituted germanium clathrates / N. A. Borshch, N. 
S. Pereslavtseva, S. I. Kurganskii // Semiconductors. – 2009. – Vol. 43, No 5. – P 563–567.

15. Potudanskii, G. P. Oscillating fine structure of x-ray absorption and atomic structure of metallic 
layers in a magnetic multilayer nanostructure (Сo45Fe45Zr10/SiO2)n / G. P. Potudanskii, S. I. Kurganskii, 
E. P. Domashevskaya // Mater. Res. Express. – 2019. – Vol. 6. – P. 1150g9-1–1150g9-10.



701

УДК 544.03

РАДИОПОГЛОЩАЮЩИЕ СВОЙСТВА ПИРОЛИЗОВАННОГО 
ПОЛИАКРИЛОНИТРИЛА: МОДЕЛЬ В ДИАПАЗОНЕ ОТ 1 ДО 3 ГГц

1Волгоградский государственный университет 
2Московский институт стали и сплавов

Д. П. Радченко1, И. В. Запороцкова1, Л. В. Кожитов2

Аннотация. В настоящее время широко изучаются электромагнитные характеристики 
различных, в том числе и полимерных, материалов с целью применения их в качестве 
радиопоглощающих покрытий и изделиях электроники. Одним из таких материалов яв-
ляется пиролизованный полиакрилонитрил (ППАН). В работе представлена модель по-
глощения электромагнитного излучения слоем ППАН в зависимости от ширины слоя и 
его электропроводности.
Ключевые слова: пиролизованый полиакрилонитрил, электромагнитное излучение, ра-
диопоглощающие характеристики, COMSOL Multiphysics.

Введение

Развитие науки позволило создавать полимерные композитные наноматериалы на основе 
углеродной матрицы [1]. Пиролизованный полиакрилонитрил (ППАН) представляет собой 
слоевую графитоподобную структуру, имеющую в своём составе атомы азота. В настоящее 
время ППАН получают путём ИК-нагрева известного полимера полиакрилонитрила, рас-
творённого в диметилформамиде. ППАН имеет в своих макромолекулах непрерывную цепь 
сопряжения (полисопряжение) и обладает полупроводниковыми свойствами [2–4]. Такой ма-
териал может выступать в качестве матрицы для создания металлополимерных нанокомпо-
зитов [5]. В вакуумной электронике ППАН используют для создания дисплеев [6]. Ещё одной 
задачей, в решении которой применяется ППАН, является создание эффективных аккумуля-
торов. Так был разработан композит на базе Co/ППАН, имеющий потенциал применения в 
конструкционных анодах литий-ионных аккумуляторов [7, 8]. Основными преимуществами 
ППАН являются: низкая себестоимость, простота синтеза и возможность контролируемого 
пиролиза, позволяющего получать материалы с заданными параметрами.

С быстрым развитием микроволновых технологий электромагнитное загрязнение и по-
глощение в СВЧ диапазоне стали важными проблемами, требующими решения. Углеродные 
материалы как разновидность легких и эффективных СВЧ-поглощающих материалов были 
широко изучены. Однако возможность добиться сильного и широкополосного поглощения, 
особенно при малой толщине поглощающего слоя, по-прежнему остается большой пробле-
мой. Допирование ППАН частичками ферромагнитных металлов позволяет решить эту про-
блему. Интересные характеристики ППАН позволяют предположить возможность его эффек-
тивного применения в качестве радиопоглощающего материала. 

Однако на сегодняшний день не существует моделей, которые точно описывают механиз-
мы поглощения падающей на слой ППАН электромагнитной волны и которые позволят оце-
нить степень поглощения, зависящую от частоты падающего излучения и характеристик слоя. 
Поэтому исследования, выполненные с использованием программного комплекса COMSOL 
Multiphysics, позволяющие решить обозначенные задачи, являются актуальными. Впервые по-
строена модель поглощения электромагнитного излучения слоем ППАН различной ширины 
и электропроводности, в том числе, включающем металлические добавки.
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1. Модель поглощения электромагнитного излучения слоем ППАН

Для исследования радиопоглощающих характеристик ППАН был использован программ-
ный комплекс COMSOL Multiphysics. В нём создана модель поглощения электромагнитного 
излучения, проходящего через слой пиролизованного полиакрилонитрила. Вся область моде-
лирования разбивается на множество треугольников, для каждого из которых решается урав-
нение Максвелла [9]. Выделены следующие семь этапов создания модели:

1) Задание параметров и геометрических функций. На данном этапе рассмотрена трёхмер-
ная модель. Использован модуль «Electromagnetic Waves, Frequency Domain» (Электромагнит-
ные волны, частотная область). Данный модуль использует метод конечных элементов для 
решения частотно-зависимой формы уравнений Максвелла. Данный модуль используется в 
том числе для задач рассеяния. Также данный модуль поддерживает квазибесконечные пери-
одические структуры.

2) Посторенние геометрии модели. Модель представляет собой пять прямоугольных па-
раллелепипедов, размещённых симметрично плоскости, проходящей по центру, и перпенди-
кулярных ей. Они симметричны относительно плоскости XY. 

3) Задание материалов среды эксперимента. На 
рис. 1 тонкий параллелепипед в середине моделирует 
пиролизованный полиакрилонитрил. Следующим за 
ним параллелепипедом в качестве материала задан воз-
дух. Он нужен как область, в которой электромагнит-
ная волна равномерно распределяется перед попадани-
ем на слой ППАН. На краях модели параллелепипеды, 
имеющие розовые и зелёные грани, заданы как «иде-
ально согласованный слой» (perfectly matched layer – 
PML). Данные параллелепипеды полностью поглоща-
ют любое падающее электромагнитное излучение. Эти 
слои описывают открытые границы модели.

Для исследования радиопоглощающих характери-
стик ППАН нами смоделирован монослой пиролизо-
ванного полиакрилонитрила, синтезированный при 
800 °С. Исходные характеристики ППАН взяты из 
экспериментальных данных, представлены в табл. 1 
[9]. Для ППАН выбраны усреднённые значения отно-
сительной диэлектрической проницаемости. Реальная 
часть – 11,2, мнимая – 2,7. Относительная магнитная 
проницаемость принята за 1,1, мнимая часть за 0,01. 
Для ППАН в СВЧ диапазоне не выполняется условие 

Рис. 1 Геометрия модели поглощения 
электромагнитного излучения 

слоем ППАН

Таблица 1
Основные характеристики ППАН, полученного при Т = 800°С

Параметр Значение
Действительная часть относительной диэлектрической проницаемости ε ′ 9.4
Мнимая часть относительной диэлектрической проницаемости 
(диэлектрические потери) ε ′′

2.1

Действительная часть относительной магнитной проницаемости µ′ 1.03
Мнимая часть относительной магнитной проницаемости 
(диэлектрические потери) µ′′

0.01
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квазистационарных уравнений Максвелла. Ширина материала сопоставима с длиной волны, а 
значит имеется эффект запаздывания из-за конечной скорости распространения волны.

4) Постановка задачи и описание физических процессов. Каждой из боковых граней при-
своено свойство «Periodic Condition». Данное свойство задаёт квазибесконечную периодиче-
скую структуру модели. 

На рис. 1 выделены плоскости, отмеченные зелёным и розовым цветами. Зелёная плоскость 
является портом 1 – порождающим электромагнитную волну (ЭМВ), а розовая – портом 2, 
принимающим ЭМВ. Порт 1 генерирует электромагнитную волну с амплитудой магнитной 
моды H = 1 A/m и мощностью P = 1 W. Розовый порт 2 регистрирует проходящее через моде-
лируемую структуру излучение.

Основными параметрами, характеризующими способность поглощать и отражать элек-
тромагнитное излучение, являются характеристики: s11 – коэффициент отражения и s21 – 
коэффициент поглощения. Коэффициент s11 является отношением мощности, вошедшей в 
порт 1, к мощности, вышедшей из порта 1. Коэффициент s21 характеризует степень ослабле-
ния электромагнитной волны, он является отношением мощности, прошедшей через ППАН и 
зарегистрированной в порте 2, к мощности, вышедшей из порта 1.

Для слоя ППАН относительная диэлектрическая и магнитная проницаемости задаются в 
виде комплексных чисел. 

5) Построение конечно-элементной сетки. Для решения уравнения Максвелла среда моде-
лирования разбивается на множество треугольников, для каждого из которых рассчитывается 
уравнение Максвелла. В результате разбиения полная сетка состоит из 4476 элементов домена, 
1548 граничных элементов и 276 кромки элементов.

6) Выбор, настройка и запуск расчётов. В качестве основного исследования выбран модуль 
«Frequency Domain». Данное исследование позволяет определить параметры s11 и s21. Задают-
ся пороговые значения частот и шаг, с которым будет изменяться моделируемая частота. 

Для изучения радиопоглощающих способностей ППАН в зависимости от ширины слоя и его 
электропроводности данные параметры необходимо варьировать. Для этого в модель введено 
дополнительное исследование «Parametric Sweep», которое позволяет управлять параметрами.

2. Моделирование взаимодействия слоя ППАН 
с электромагнитным излучением на частотах 1–3 ГГц

Для изучения радиопоглощающих характеристик ППАН варьируются параметры его элек-
тропроводности и ширины слоя. Параметры относительной диэлектрической и магнитной 
проницаемости остаются постоянными. Исследовались следующие значения электропрово-
дности: 72, 180, 287, 398, 415, 480 См/м. Ширина слоя ППАН принимала следующие значения: 
2, 1.5, 1, 0.5, 0.25, 0.2, 0.15 мм. Моделирование проводилось в диапазоне частот от 1 до 3 ГГц с 
шагом 0.1 ГГц. Всего было получено и проанализировано 42 частных модели.

На рис. 2 представлен трёхмерный график коэффициента отражения волны s11 от раз-
личных слоёв ППАН. Анализ графика показал монотонное уменьшение значения силы вер-
нувшейся в порт волны с увеличением частоты для слоёв ППАН до 0.5 мм. Более тонкие слои 
имеют постоянные значения отражения. Наименьшей силой затухания волны обладает слой в 
1 мм, а наибольшей – слой в 0.15 мм. Вероятнее всего это связано с тем, что часть волны про-
ходит тонкие слои ППАН.

Анализ результатов показал, что с увеличением электропроводности величина s11 также 
увеличивается. Таким образом, наименьшим значением коэффициента отражения обладает 
ППАН шириной 0.15 мм и наименьшей электропроводностью 72 См/м. Он имеет показатель 
отражения –3,45 дБ или 44 %. ППАН шириной 2 мм и электропроводностью 480 См/м имеет 
коэффициент отражения –0,2 дБ или 94 %.
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На рис. 3 представлен график прохождения волны через слой ППАН в зависимости от 
электропроводности и ширины слоя от порта 1 до порта 2. Исходя из графика, можно заклю-
чить, что лишь пренебрежимо малая часть волны проходит сквозь структуру. Наблюдается 
прямая зависимость между шириной слоя ППАН и величиной затухания.

Рис. 2. График коэффициента отражения s11 в диапазоне частот 1–3 ГГц 
в зависимости и ширины слоя и электропроводности ППАН

Рис. 3 График коэффициента прохождения s21 в диапазоне частот 1–3 ГГц 
в зависимости и ширины слоя и электропроводности ППАН
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Анализ данных, представленных на рис. 3, показал, что ППАН практически не пропускает 
электромагнитное излучение. Даже слой 0,15 мм пропускает всего 10 %, или –9,6 дБ падающе-
го излучения.

В табл. 2 представлен коэффициент поглощения электромагнитного излучения слоем 
ППАН с различными характеристиками. Анализ данных, представленных в таблице, показал, 
что наибольшей величиной поглощения обладают слои ППАН шириной 0.15, 0.2, 0.25 мм и 
электропроводностью 72 См/м. Они поглощают от 35 до 44 % излучения. ППАН с электропро-
водностью 180 См/м и шириной слоя 0.15 мм способен поглощать около 27 %.

Таблица 2
Коэффициент поглощения для ППАН

Ширина слоя ППАН, значение
См/м, ГГц 0,150 0,200 0,250 0,500 1,000 1,500 2,000

72
1,000 0,442 0,393 0,351 0,224 0,129 0,093 0,077
1,500 0,441 0,393 0,351 0,224 0,130 0,097 0,086
2,000 0,441 0,393 0,351 0,224 0,132 0,103 0,097
2,500 0,441 0,393 0,351 0,224 0,134 0,110 0,109
3,000 0,441 0,392 0,351 0,224 0,137 0,118 0,121
180

1,000 0,274 0,224 0,189 0,105 0,058 0,046 0,045
1,500 0,274 0,224 0,188 0,106 0,061 0,055 0,057
2,000 0,274 0,223 0,188 0,106 0,065 0,064 0,068
2,500 0,274 0,223 0,188 0,107 0,070 0,073 0,076
3,000 0,273 0,223 0,188 0,107 0,076 0,081 0,083
287

1,000 0,195 0,155 0,128 0,069 0,040 0,036 0,038
1,500 0,195 0,155 0,128 0,070 0,044 0,045 0,047
2,000 0,195 0,154 0,128 0,070 0,050 0,053 0,055
2,500 0,194 0,154 0,128 0,071 0,056 0,060 0,061
3,000 0,194 0,154 0,128 0,073 0,062 0,066 0,066
398

1,000 0,150 0,117 0,096 0,051 0,031 0,031 0,033
1,500 0,149 0,117 0,096 0,052 0,037 0,040 0,041
2,000 0,149 0,117 0,096 0,053 0,043 0,046 0,047
2,500 0,149 0,116 0,096 0,054 0,049 0,052 0,052
3,000 0,149 0,116 0,096 0,056 0,055 0,057 0,057
415

1,000 0,144 0,113 0,092 0,049 0,031 0,031 0,032
1,500 0,144 0,113 0,092 0,050 0,036 0,039 0,040
2,000 0,144 0,112 0,092 0,051 0,042 0,045 0,046
2,500 0,144 0,112 0,092 0,053 0,048 0,051 0,051
3,000 0,144 0,112 0,092 0,055 0,054 0,056 0,056
480

1,000 0,128 0,099 0,081 0,043 0,028 0,029 0,030
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1,500 0,127 0,099 0,081 0,044 0,034 0,037 0,037
2,000 0,127 0,099 0,081 0,045 0,040 0,043 0,043
2,500 0,127 0,099 0,081 0,047 0,046 0,047 0,047
3,000 0,127 0,099 0,081 0,049 0,051 0,052 0,052

Заключение

Выполненные исследования показали, что, падая на слой ППАН, электромагнитная волна 
с диапазоном частоты 1–3 ГГц отражается от него практически без потерь. С увеличением ши-
рины слоя ППАН также, как и при увеличении электропроводности, увеличивается коэффи-
циент отражения. Эффект отражения падающей волны от материала может объясняться тем, 
что при определённой толщине слоя происходит переотражение не только от поверхности 
ППАН, но и от слоёв материала, расположенных за ней. Моделирование показало, что толщи-
ны 0.15 мм достаточно, чтобы отражать 45 % излучения. Пиролизованный полиакрилонитрил 
с шириной слоя 2 мм и электропроводностью 180 См/м способен отражать 94 % и поглощать 
5 % падающего излучения. Через слой ППАН шириной всего 0.5 мм и электропроводностью 
180 См/см проходит менее 10 % излучения. 

Таким образом, выполненные исследования показали прямую зависимость между коэф-
фициентом отражения и величиной электропроводности пиролизованного полиакрилони-
трила. Снижение электропроводности материала позволит электромагнитной волне прохо-
дить через весь слой углеродной матрицы, тем самым увеличивая коэффициент поглощения.
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Аннотация. В статье рассматривается поверхность кинематической модели. Описан 
алгоритм построения полигональной сетки поверхности кинематической модели. Про-
демонстрировано разработанное программное обеспечение в виде веб-приложения с 
реализацией описанного алгоритма. Описаны технические сложности реализации алго-
ритма и способы их решения. Приведены примеры работы веб-приложения и проведен 
анализ работы алгоритма для различных вычислительных устройств, операционных си-
стем и веб-браузеров.
Ключевые слова: визуализация, рендеринг, трехмерное моделирование, кинематические 
модели, полигональная сетка, программное обеспечение.

Введение

Визуализация является важной частью процесса трехмерного моделирования. Она  позво-
ляет наглядно оценить модель и провести ее анализ.

Для визуализации трехмерной поверхности, если модель поверхности не является поли-
гональной, в большинстве методов визуализации, требуются произвести предварительный 
расчет полигональной сетки поверхности. В моделях с различным способом построения по-
верхности процесс вычисления полигональной сетки может быть нетривиален.

В данной статье рассмотрим алгоритм построения полигональной сетки для поверхности 
кинематической модели.

1. Кинематические модели

Кинематические модели образуют поверхность непрерывным движением в пространстве 
некоторой линии, называемой образующей, по определенной траектории, называемой на-
правляющей [1]. Изображение кинематической модели представлено на рис. 1.

Рассмотрим параметрическое задание кинематической поверхности:
	 ( ) ( ) ( ) ( )0, , ,p t p A t p tτ τ τ= + í 	 (1)

где 0 ( )p τ  – образующая линия с центром в начале координат;

Рис. 1. Кинематическая поверхность
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( )p tí  – направляющая линия, вдоль которой переносится центр образующей;
( , )A t τ  – матрица аффинного преобразования;

0[ , ],nt t t∈  0[ , ]mτ τ τ∈  – интервалы изменения параметров.
Уравнение кинематической поверхности позволяет вычислять конкретные точки поверх-

ности, но для визуализации поверхности необходимо получить набор полигонов, образующих 
полигональную сетку.

Далее рассмотрим алгоритм построения полигональной сетки кинематической модели.

2. Алгоритм построения полигональной сетки

Пусть заданы функции образующей 0 ( ),p τ  направляющей ( ),p tí  матрицы преобразова-
ния ( , )A t τ  и интервалы 0[ , ],nt t  0[ , ]mτ τ  для образующей и направляющей соответственно. Так-
же необходимо задать количество вершин сетки для образующей ( )mk  и направляющей ( ).nk

Задав все параметры для построения полигональной сетки, перейдем к алгоритму.
Алгоритм 1. Построение полигональной сетки поверхности кинематической модели.
1. Вычислим шаг  ,

1
o

m
m

lh
k

=
−

 где ol  – приблизительная длина образующей в интервале 

0[ , ]mτ τ  и шаг  ,
1n

n

lh
k

=
−
í  где lí  – приблизительная длина направляющей в интервале 0[ , ].nt t

2. Вычислим наборы координат вершин полигонов в пространстве по формуле (1) для 
0[ , ].mτ τ τ∈  с шагом mh  для каждого значения 0[ , ]nt t t∈  с шагом nh  и преобразуем полученные 

наборы в следующую матрицу
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Для удобства, проиндексируем полученную матрицу
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3. По проиндексированной матрице вершин образуем набор полигонов из четверок вер-
шин следующим способом

	 , , 1 1, 1 1,, , , , 1, 2, , , 1,  1, 2, , 1.i j i j i j i j n mp p p p i k j k+ + + +  = … − = … − 
4. Для исключения случаев, когда четыре вершины полигона не принадлежат одной пло-

скости в пространстве, необходимо провести триангуляцию полигона. Порядок триангуляции 
не важен. Например, можно разделить полигон из четырех вершин , , 1 1, 1 1,[ , , , ]i j i j i j i jp p p p+ + + +  на 
два полигона из трех вершин , , 1 1,[ , , ]i j i j i jp p p+ +  и , 1, 1 1,[ , , ].i j i j i jp p p+ + +  Таким образом, количество 
треугольных полигонов в сетке будет равно 2( 1)( 1).m nk k −−

Полученный набор полигонов образует полигональную сетку, изображение которой мож-
но получить с помощью метода визуализации.

Далее рассмотрим программную реализацию.
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3. Программная реализация

Было разработано веб-приложение на языке программирования JavaScript [3] с использо-
ванием фреймворка Vue.js [4]. Vue.js является современным техническим решением для раз-
работки сложных веб-приложений. Фреймворк предоставляет ряд готовых модулей для бы-
строй разработки проекта и отладки кода. Интерфейс веб-приложения представлен на рис. 2.

Разработанное веб-приложение позволяет задавать и визуализировать кинематические
модели. Для визуализации поверхности используется описанный выше алгоритм построе-

ния полигональной сетки кинематической модели, но в реализации алгоритма были допуще-
ны некоторые замены.

Веб-приложение разрабатывалось с учетом того, что пользователь может самостоятельно 
задавать образующую и направляющую, используя интерфейс. По этому условию, пользова-
тель не может задать сложную функцию или функцию зависящую от двух аргументов. Поэто-
му, для  пользователя в качестве функций для вычисления матрицы преобразования ( , )A t τ  
были строго заданы функция для матрицы преобразования перемещения и функция для ма-
трицы преобразования поворота с заданным углом. По умолчанию, матрицей преобразова-
ния является матрица поворота на угол 90 градусов. Таким образом, образующая расположена 
перпендикулярно направляющей.

Для пользователя предоставлен интерфейс для задания набора точек. Созданный набор 
точек может быть установлен как образующая или направляющая и тогда для алгоритма 1, 
( )mk  и ( )nk  будут равны количеству вершин образующей и направляющей соответственно, а 
функции для получения вершин образующей и направляющей будут возвращать вершину с 
указанным индексом. Кроме того, по созданным наборам вершин, можно вычислить прибли-
женные функции. В веб-приложении реализованы метод интерполяционного многочлена 
Ньютона и сплайн. Таким образом, пользователь не ограничивается заданием сложных функ-
ций. Из вычисленных приближенных функций можно получить любое количество вершин.

Рассмотрим пример построения поверхности. 

4. Пример построения поверхности в веб-приложения

На рис. 3 показаны заданные наборы точек для образующей и направляющей и графики 
вычисленных приближенных функций.

На рис. 4 отрисована кинематическая поверхность по вычисленным приближенным функ-
циям для образующей и направляющей.

  

Рис. 2. Интерфейс веб-приложения
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5. Тестирование и анализ

Веб-приложение имеет интерфейс для отладки и тестирования, в котором отображается 
информация о времени выполнения вычислений и отрисовки поверхности, количестве поли-
гонов и сегментов для образующей и направляющей.

Тестирование проводилось на следующих вычислительных устройствах:
– ПК, RAM 16 Гб DDR3, AMD FX-8350, AMD Radeon HD 7950;
– Ноутбук, RAM 16 Гб DDR4, Intel i7-5700HQ, NVIDIA GTX960M.
Тестирование проводилось в различных комбинациях вычислительных устройств со сле-

дующими операционными системами:
– Windows 10 64-bit,
– Windows 7 64-bit,
– Ubuntu 18.04 64-bit,
– Ubuntu 20.04 64-bit.
В каждой из комбинации были установлены следующие браузеры:
– Google Chrome, версия 91.0.4472,
– Mozilla Firefox, версия 89.0,
– Opera, версия 76.04.4017.
Были построены поверхности с различным количеством полигонов. Для примера, представле-

на следующая таблица со временем отрисовки поверхности в миллисекундах для 2000 полигонов.
Таблица

Процессор, ОС Google Chrome Mozilla Firefox Opera
FX-8350, Windows 10 585 2178 687
FX-8350, Windows 7 619 3193 728
FX-8350, Ubuntu 18.04 257 1519 371
i7-5700HQ, Windows 10 628 2593 597
i7-5700HQ, Ubuntu 18.04 312 1416 368
i7-5700HQ, Ubuntu 20.04 289 1346 309

Рис. 3. Наборы точек и приближенные функции

Рис. 4. Построенная кинематическая поверхность
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В таблице полужирным шрифтом выделены значения для наименьшего времени по вер-
тикали, что является наименьшим временем для соответствующего браузера. Подчеркнутым 
выделено время по горизонтали, то есть значения, которые являются наименьшим временем 
для соответствующего процессора и операционной системы.

По итогам всех вычислений и на основе представленной таблицы, можно сделать следую-
щие выводы. Модуль отрисовки поверхности в браузере Mozilla Firefox оптимизирован зна-
чительно хуже, чем в двух других рассматриваемых браузерах, так как в Mozilla Firefox время 
вычислений для всех испытаний было значительно больше.

Время вычислений в Google Chrome и Opera часто имеют небольшую разницу, но в ос-
новном, Google Chrome производит отрисовку быстрее. Можно сделать предположение, что 
так происходит из-за неограниченного использования доступных вычислительных ресурсов 
браузером Google Chrome. Испытания проводились на достаточно мощных вычислительных 
системах, что давало браузеру Google Chrome преимущества. В свою очередь, браузер Opera 
имеет такой же браузерный движок, как и Google Chrome, но тратит больше вычислительных 
ресурсов на дополнительные внутренние модули.

Заключение

Таким образом, в данной статье рассмотрена кинематическая модель поверхности. Разра-
ботан и описан алгоритм построения полигональной сетки кинематической модели. Пред-
ставлено реализованное программное обеспечение в виде веб-приложения с использованием 
описанного алгоритма. Описана проблематика реализации данного алгоритма и способы ре-
шения. Показаны примеры выполнения веб-приложения, а также анализ работы алгоритма.
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Аннотация. Холодная правка листового металла и получение качественных заготовок 
является основой в производстве различных деталей, изготавливаемых с использова-
нием технологий гибки, штамповки, вытяжки и т. д. Технология холодной правки листа 
заключается в многократном знакопеременном упруго-пластическом изгибе с целью сня-
тия остаточных напряжений и деформаций и соответственно получения идеального по 
плоскостности листа. Предложена конечно-элементная модель, сделанная в пре-постпро-
цессоре FEMAP с решателем NX Nastran. Результаты сравнивались качественно с матема-
тическими моделями д-ра физ.-мат.наук, проф. Шинкина В. Н. (МИСиС). Показано, что 
предлагаемая конечно-элементная модель вполне может быть использована для такого 
типа расчетов для настройки технологических параметров оборудования или оптимиза-
ции выбора роликовых правильных машин. Также показаны пути уточнения модели для 
более качественных результатов.
Ключевые слова: правка листового металла, знакопеременный упруго-пластический из-
гиб, конечно-элементная модель, FEMAP, NX Nastran.

При поступлении на предприятие рулонных материалов с металлургических комбина-
тов или сервисных металлоцентров вследствие прокатки, упаковки и хранения рулоны могут 
иметь дефекты, показанные на рис. 1.

Для дальнейшей обработки и производства деталей такие рулоны или листы не пригодны 
и требуют правки для получения идеальной плоскостности (по ГОСТу отклонение от пло-
скостности не должно превышать 5–10 мм на 1000 мм длины). Для этого используются роли-
ковые правильные машины, которые делятся на несколько категорий:

1. Правильные машины для правки готовых деталей и листов, изготовленных с помощью 
лазерной или плазменной резки и имеющих различные дефекты кривизны вследствие темпе-
ратурных остаточных напряжений (рис. 2, 3).

2. Правильные машины для правки кривизны рулонов в большинстве случаев интегриро-
ваны непосредственно в технологический процесс, т. е. либо в линии поперечной резки ру-
лонов на листы, либо в листо-штамповочные комплексы. Такие правильные машины, в свою 
очередь, также делятся на два типа – приводные, которые сами протягивают материал для 

Рис. 1. Дефекты рулонов
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дальнейшей операции после правки (рис. 4), и неприводные, где протяжка материала через 
правильные ролики осуществляется за счет дополнительного тянущего механизма (рис. 5).

В любом случае, принцип правки в роликах для всех этих типов правильных машин оди-
наков и позволяет «отпустить» металл, т. е. снять остаточные напряжения и добиться необхо-
димой плоскостности, и заключается в многократном знакопеременном упруго-пластическом 
изгибе. Различия лишь в диаметрах и количестве роликов, толщинах и марках материалов, для 
которых пригодны те или другие модели правильных машин, и некоторых конструктивных 
особенностях. 

В дальнейшем будем говорить о дефектах кривизны рулона и волнистости. С остальными 
дефектами эти машины тоже справляются, но есть нюансы в конструкции самих роликов и 
тонкости в настройках.

В общем виде схема правки листового проката в роликовой машине выглядит, как показа-
но на рис. 6.

Рис. 2. Правильная машина ARKU Рис. 3. Правильная машина Kohler

Рис. 4. Правильно-подающая машина 
SACFORM в составе штамповочной линии

Рис. 5. Правильно-подающее устройство 
Herrblitz в составе штамповочной линии

Рис. 6. Общая схема правки листа (рулона) в правильных роликах



714

В инструкциях по эксплуатации правильных машин нет количественных рекомендаций 
по настройкам правильных роликов для разных толщин и марок материалов, поэтому выбор 
параметров правки строится на опыте оператора или технолога. Своим практическим опытом 
в серии монографий и публикаций делятся специалисты завода Уралмаш [3], Череповецкого 
Государственного университета и завода Северсталь [7]. Также регулярно публикуются статьи 
на эту тему американских специалистов-практиков в журнале Sheet Metal Magazine и еще це-
лый ряд исследований и классических монографий [1, 2]. 

В данной работе сделана попытка разработать упрощенную конечно-элементную модель 
полосы под нагрузкой, имитирующей работу правильных роликов в правильной машине. 
Предполагается, что если качественно модель будет давать адекватные результаты, т.е. кар-
тина деформирования будет похожа на реальные эксперименты в производстве и апробиро-
ванные математические модели, то в дальнейшем модель может быть использована для под-
бора усилий на роликах для качественной правки уже количественно и значит для подбора 
технологических параметров настройки в реальной правильной машине. Варьируются только 
геометрические параметры листа (ширина, длина, толщина, кривизна), марки материалов, а 
также количество и диаметр правильных роликов и расстояние между ними. В качестве этало-
на для оценки результатов использовались математические модели д-ра физ.-мат. наук проф. 
Шинкина В. Н. (МИСиС) и его коллег [4–6].

Расчеты производились для случая правки листового проката размерами 1500×600×5 мм 
из стали 09Г2С со стрелой прогиба 50 мм. Геометрическая и конечно-элементная модели по-
строены в препроцессоре FEMAP и показаны на рис. 7, 8 соответственно. Конечно-элементная 
модель построена из линейных четырехугольных оболочечных элементов QUAD4.

В качестве нагрузок приняты перемещения проката на 15 и 7 мм вниз по нормали к поверх-
ности листа, что соответствует перемещению в валках правильной машины. Скорость про-
катки листа в процессе правки постоянная и равна 300 мм/с, что соответствует традиционно 
применяемым на практике скоростям 15–20 м/мин.

Рис. 7. Геометрия

Рис. 8. Конечно-элементная сетка
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Граничные условия заданы в виде свободного опирания листа на нижние ролики и запрета 
перемещений в поперечном направлении боковых кромок, имитирующего регулируемые по 
ширине ограничители. 

Нагрузки и граничные условия для каждого из последовательных шагов нагружения пока-
заны на рис. 9–12.

Таким образом, создаётся имитация обжатия листа верхними и нижними роликами во 
время протяжки, в результате чего имеет место знакопеременный упруго-пластический изгиб.

Для описания упруго-пластических свойств материала выбрана билинейная модель с 
упрочнением со справочными параметрами для стали 09Г2С:

Модуль Юнга Е = 21000 кг/мм2 (тангенс угла наклона упругого линейного участка диаграм-
мы деформирования), модуль пластичности Н = 2400 кг/мм2 (тангенс угла наклона пластиче-
ского линейного участка диаграммы деформирования), предел текучести 40σ =ò  кг/мм2, ко-
эффициент Пуассона 0,3.µ =

С учетом нелинейности, вызванной пластическим поведением материала, для расчета вы-
бран решатель NX Nastran (нелинейная статика SOL401).

Задача решается за четыре последовательных шага нагружения:
1. Обжатие правой части полосы одним верхним роликом между двумя опорными.

2. Обжатие всей полосы двумя верхними роликами между тремя опорными, причем на 
втором верхнем ролике усилие меньше, чем на первом.

3. Разгрузка правой стороны полосы и обжатие левой стороны полосы верхним роликом 
между двумя опорными.

 

Рис. 9. 1-й шаг нагружения

Рис. 10. 2-й шаг нагружения
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4. Полная разгрузка полосы.

Надо отметить, что результаты расчетов в первой итерации становятся начальными ус-
ловиями для второй, результаты второй итерации являются начальными условиями для тре-
тьей и т.д. Таким образом, после четвертой итерации мы получаем лист, полностью вышедший 
из-под нагрузки, и его напряженно-деформированное состояние показывает окончательную 
картину формоизменения полосы после правки. Внутри каждой итерации также можно по-
смотреть процесс формоизменения во времени.

Результаты моделирования в виде остаточных прогибов и остаточных пластических де-
формаций полосы после разгрузки показаны на рис. 13, 14 и 15.

Рис. 11. 3-й шаг нагружения

Рис. 12. 4-й шаг нагружения

Рис. 13. Остаточные прогибы (мм, Isometric)
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На представленных рисунках видно, что после разгрузки полосы остается некоторая вол-
нистость, однако в числовых значениях величина прогибов не превышает допустимых величин 
по ГОСТу. Значения остаточных пластических деформаций также не велики, а на отдельных 
участках полосы они нулевые. Вероятно, это связано с недостаточным количеством роликов и 
большим расстоянием между ними в данном конкретном примере. 

В сравнении с результатами, получаемыми по математическим моделям Шинкина В. Н. 
(рис. 16), качественная картина изменения кривизны листа при обжатии роликами выглядит 
похожим образом:

В заключение хотелось бы отметить пути улучшения модели. 
1. Построение адаптивной сетки КЭ, т. е. измельчение сетки в зонах опорных роликов и 

приложения перемещений для учета диаметра роликов и сокращение расстояния между ними.
2. Построение сетки для полосы из твердотельных объемных элементов для анализа де-

формаций по сечению, анализа уровня пластификации и соответственно исследования эф-

Рис. 14. Остаточные прогибы (мм, X-Y)

Рис. 15. Остаточные пластические деформации (Isometric)

Рис. 16. Прогиб и кривизна листа по математической модели Шинкина В. Н.
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фекта пружинения, связанного с возможным высвобождением потенциальной энергии упру-
гой деформации.

3. Построение полностью объемной твердотельной модели роликов и полосы с целью уче-
та контакта с трением между роликами и поверхностью. 

При сравнении представленной модели с твердотельной объемной, следует заметить, что 
в рассмотренном случае подготовка и решение задачи занимают 10–15 мин. Это позволяет 
в течение одного рабочего дня рассмотреть различные варианты сочетания геометрии, ма-
териалов и нагрузок. В случае объемной модели резко возрастает ее размер, что приводит к 
существенным затратам времени на подготовку расчетных данных и процесс решения. Для 
решения задачи в такой постановке требуется скорее не связка FEMAP/Nastran, а такие про-
граммные продукты как LS-Dyna или MSC.Marc. При оптимизации параметров правки на 
производстве предпочтительной представляется рассмотренная модель, полноценное пони-
мание процессов деформации требует использования объемных моделей с учетом эффектов 
пружинения, контактного взаимодействия и т. д.
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МОДИФИКАЦИЯ МЕТОДА БАРНСА – ХАТА С ИСПОЛЬЗОВАНИЕМ ИДЕЙ 
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Аннотация. Предложена модификация быстрого алгоритма Барнса – Хата с использова-
нием идей мультипольных и локальных разложений для приближенного расчета конвек-
тивных скоростей вихревых частиц в плоских задачах вычислительной гидродинамики. 
Мультипольное разложение функции влияния позволяет с высокой точностью рассчи-
тать влияние кластеров вихревых частиц, достаточно удаленных от точки наблюдения. 
Локальные разложения полученных мультипольных слагаемых, вычисленных в центре 
контрольного кластера, позволяют вычислить скорости каждой частицы контрольного 
кластера.
Ключевые слова: вихревой метод, быстрый метод, задача N тел, метод Барнса – Хата, 
метод мультиполей.

Введение 

При решении двумерных задач гидродинамики вихревыми методами [1, 2] наиболее тру-
доемкой операцией является расчет скоростей вихревых частиц, обусловленных их взаимным 
влиянием. Вихревая частица (носитель завихренности) – это нематериальная частица, харак-
теризующаяся своим положением в области потока sr  и циркуляцией .sΓ  Расчет конвектив-
ных скоростей «напрямую» выполняется по закону Био – Савара, который в простейшем слу-
чае принимает следующий вид: 
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где k  – единичный вектор, ортогональный плоскости течения. Вычислительная сложность дан-
ной операции имеет порядок. Если число частиц N  велико (порядка сотен тысяч и более), рас-
чет скоростей «напрямую» становится невозможным за разумное время. Аналогичная пробле-
ма моделирования взаимодействия большого числа частиц возникает и в других областях 
науки – в небесной механике при решении гравитационной задачи N  тел, в молекулярной ди-
намике при расчете потенциала атомов в молекулах и т. д. Вычислительная сложность операции 
может быть снижена до квазилинейной при использовании приближенных быстрых методов. В 
статье предложена модификация быстрого метода типа Барнса – Хата [4] логарифмической вы-
числительной сложности ( log ),O N N  который был адаптирован для решения задач вихревыми 
методами в [5]. Предлагаемый алгоритм можно рассматривать как дальнейшее развитие метода 
[5, 6] с учетом бóльшего количества слагаемых в мультипольном и локальном разложениях, по-
добно быстрому методу мультиполей [7]. Основной идеей является объединение частиц в кла-
стеры: если влияющий кластер расположен далеко от контрольного, то расчет его влияния мож-
но с высокой точностью заменить суммированием нескольких первых членов разложения 
функции влияния по отрицательным степеням расстояния между центрами кластеров. Такое 
разложение будем называть мультипольным. Для расчета скоростей близко расположенных ча-
стиц внутри контрольного кластера необходимо выполнить локальное разложение по формуле 
Тейлора членов мультипольного разложения относительно расстояний до центра кластера.
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1. Построение иерархической структуры дерева

Основная идея метода Барнса – Хата и в целом иерархических алгоритмов – построение в 
расчетной области структуры ячеек – дерева. Ячейка нулевого уровня (корень дерева) содер-
жит все вихревые частицы. Затем она делится по своей бóльшей стороне на два прямоуголь-
ника (ячейки первого уровня), которые обрезаются в соответствии с содержащимися в них ча-
стицами для исключения пустых областей. Процедура продолжается до тех пор, пока не будет 
достигнута заданная глубина дерева или ячейка не будет содержать единственную частицу. За-
тем производится расчет необходимых параметров ячеек дерева. Путем обхода дерева (рис. 1) 
определяются далеко расположенные ячейки, влияние которых учитывается приближенно, и 
близко расположенные ячейки, влияние которых рассчитывается непосредственно по закону 
Био – Савара (1).

2. Мультипольное разложение функции влияния

Рассмотрим два кластера вихревых частиц: влияющий и контрольный. Скорость в точке 
наблюдения ,r  индуцированная системой N  вихревых частиц влияющего кластера, вычисля-
ется в соответствии с законом Био – Савара (1), который может быть представлен следующим 
образом:
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Положение s-й вихревой частицы относительно центра влияющего кластера 0r  определя-
ется как 0 ,s s∆ = −r r r  1,..., .s N=  Тогда выражение (2) принимает следующий вид:

	 ( ) ( )( ) ( )( )0

1 1
,

2 2

N N
s s

r s s
s s

G Gρπ π= =

Γ Γ
= × −∇ − − ∆ = − × ∇ − ∆∑ ∑V r k r r r k rρ 	 (3)

где 0= −r rρ  – вектор, соединяющий центр рассматриваемого кластера и точку наблюдения 
(центр контрольного кластера). Положение обоих кластеров показано на рис. 2.

Рис. 1. Схема обхода дерева

Рис. 2. Взаимодействие двух кластеров вихревых частиц
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При | | | |s∆r  ρ  правую часть выражения (3) можно разложить по формуле Тейлора отно-
сительно переменной | | / | |s∆r ρ :

	 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
5

| | ,
| |

m d q o h O  ∆
= + + + + +  

 

rV r V V V V Vρ ρ ρ ρ ρ
ρ

	  (4)

где слагаемые ,mV  ,dV  ,qV  ,oV  hV  – монопольный, дипольный, квадрупольный, октуполь-
ный и гексадекапольный члены соответственно, вычисляемые следующим образом:

	 ( ) ( ) ( ) 1

1

1 1... ln ... ... ,
2 ! | |

p N
p

s s s
s pp

p ρ ρ ρπ

+

=

   −   = × Γ ∇ ∇ ∇ ⋅ ⋅∆ ⊗ ⊗ ∆        
∑V k r r





ρ
ρ

ðàçðàç

	 (5)

причем

	 | |~ ,
| |

m ∆rV
ρ

     
2

| |~ ,
| |

d  ∆
 
 

rV
ρ

     
3

| |~ ,
| |

q  ∆
 
 

rV
ρ

     
4

| |~ ,
| |

o  ∆
 
 

rV
ρ

     
5

~ .h  
 
 

|Är |V
| |ρ

Здесь индекс «( )p » соответствует номеру мультипольного слагаемого: 0 – монопольное, 1 – ди-
польное, 2 – квадрупольное, 3 – октупольное, 4 – гексадекапольное; « ⋅ » и «⊗» – внутреннее и 
внешнее (диадное) произведения тензоров. Для сокращения записей обозначим результат 
тензорного умножения вектора на себя p раз как ... .p

p

⊗⊗ ⊗ =r r r


ðàç

 Поскольку дальнейшие опе-

рации будут выполняться с тензорами разных рангов, введем следующие обозначения: ˆ ,M  ,M  
,M


 M  – тензоры 2-го, 3-го, 4-го и 5-го рангов соответственно, M – тензор произвольного ранга. 
Каждое мультипольное слагаемое (5) факторизуем, представив в виде свертки двух тензо-

ров, один из которых зависит от расстояния между кластерами ,ρ  а другой лишь от параме-
тров вихревых частиц влияющего кластера (мультипольные моменты):

	 ( ) 1 1 1ˆ ˆ ,
2 2 6 24

m m d d q q o o h hm
π

 ≈ × + ⋅ + ⋅⋅ + ⋅⋅⋅ + ⋅⋅⋅⋅ 
 

kV r m m m m



Θ Θ Θ Θ Θ 	 (6)

где ,mm  ,dm  ˆ ,qm  om  и hm


 – монопольный, дипольный, квадрупольный, октупольный и гек-
садекапольный моменты; mΘ  – некоторый вектор, ˆ ,dΘ  ,qΘ  o



Θ  и h
Θ  – тензоры 2-го, 3-го, 4-го 

и 5-го рангов соответственно. Формулы для тензорных коэффициентов ( )pΘ  будут описаны 
ниже. Все мультипольные моменты рассчитываются однократно для каждого влияющего кла-
стера в его центре по формулам:

	
1

,
N

m
s

s
m

=

= Γ∑          
1

,
N

d
s s

s=

= Γ ∆∑m r           2 2

1

1 ˆˆ | | ,
2

N
q

s s s
s

⊗

=

 = Γ ∆ − ∆ 
 

∑m r r I

	 2 2

1

3 ˆSym | | ,
4

N
o

s s s s
s

⊗

=

  = Γ ∆ ⊗ ∆ − ∆    
∑m r r r I 	 (7)

	 ( )2 2 2 2 2 2

1

7 1ˆ ˆ ˆSym | | | | | | ,
8 8

N
h

s s s s s s s
s

⊗ ⊗ ⊗

=

  = Γ ∆ ⊗ ∆ − ∆ − ∆ ∆ − ∆ ⊗    
∑m r r r I r r r I I



где sΓ  – циркуляция s-й вихревой частицы; 0
s s∆ = −r r r  – ее положение относительно центра 

кластера; Î  – единичный тензор 2-го ранга. Операция ( )Sym m  и ( )Sym ,m


 применяемая к 
тензорам 3-го и 4-го рангов, означает взятие их симметричной части – результирующие тензо-
ры имеют следующие компоненты: 

	 ( )( ) ( ) per( , , )
per

1Sym ,
3!ijk i j kijk

= = ∑m m m        ( )( ) ( ) per( , , , )
per

1Sym ,
4!ijkl i j k lijkl

= = ∑m m m
  

при этом суммирование производится по всем возможным перестановкам индексов.
Введенные таким образом мультипольные моменты обладают рядом полезных на практике 

свойств. Дипольный момент кластера частиц – это некоторый двумерный вектор 
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( , ) ,d d d Tm mα β=m  квадрупольный момент ˆ qm  – симметричный тензор 2-го ранга с нулевым 
первым инвариантом, определяемый двумя компонентами qmα  and :qmβ

	 ˆ .
q q

q
q q

m m
m m

α β

β α

 
=   − 

m

То же справедливо для октупольного om  и гексадекапольного hm


 моментов, которые яв-
ляются тензорами 3-го и 4-го рангов, симметричными по любой паре индексов; результат вы-
полнения операции свертки для них по любой паре индексов – нулевой вектор и тензор соот-
ветственно. Октупольный момент полностью определяется двумя компонентами omα  и omβ :

	 1,1,1 1,2,2 2,1,2 2,2,1 ,o o o o omα= − = − = − =m m m m           2,2,2 2,1,1 1,2,1 1,1,2 ;o o o o omβ= − = − = − =m m m m
аналогично, гексадекапольный момент определяется двумя компонентами hmα  и hmβ :

	 1,1,1,1 2,2,2,2 1,1,2,2 1,2,1,2 1,2,2,1 2,1,1,2 2,1,2,1 2,2,1,1 ,h h h h h h h h hmα= = − = − = − = − = − = − =m m m m m m m m
       

	 1,1,1,2 1,1,2,1 1,2,1,1 2,1,1,1 1,2,2,2 2,1,2,2 2,2,1,2 2,2,2,1 .h h h h h h h h hmβ= = = = − = − = − = − =m m m m m m m m
       

Таким образом, в программной реализации необходимо вычислять и хранить лишь два 
числа для каждого мультипольного момента, кроме монопольного, который сам является ска-
ляром.

Тензорные коэффициенты ( )pΘ  в выражении (6) вычисляются по формулам:

	 2

1 ,
| |

m =Θ ρ
ρ

   2 2
4

2 1ˆ ˆ| | ,
| | 2

d ⊗ = − 
 

IΘ ρ ρ
ρ

   2 2
6

8 3 ˆSym | | ,
| | 4

q ⊗  = ⊗ −    
IΘ ρ ρ ρ

ρ

	 ( )2 2 2 2 2 2
8

48 7 1ˆ ˆ ˆSym | | | | | | ) ,
| | 8 8

o ⊗ ⊗ ⊗  = ⊗ − − − ⊗    
I I I



Θ ρ ρ ρ ρ ρ ρ
ρ

	 (8)

	 ( )2 2 2 2 2 2
10

384 15 5ˆ ˆ ˆSym | | | | | | .
| | 16 16

h ⊗ ⊗ ⊗   = ⊗ ⊗ − − − ⊗      
I I IΘ ρ ρ ρ ρ ρ ρ ρ

ρ
Следует отметить, что результатом некоторых внутренних произведений ( ) ( )p p⋅ ⋅mΘ  яв-

ляется нулевой вектор, однако в (8) они сохранены с целью удовлетворения соотношениям

	

1 1 1ˆln , ln , ln ,
| | | | | |

1 1ln , ln .
| | | |

m d q

o h

ρ ρ ρ ρ ρ ρ

ρ ρ ρ ρ ρ ρ ρ ρ ρ

     
= −∇ = ∇ ∇ = −∇ ∇ ∇     

     
   

= ∇ ∇ ∇ ∇ = −∇ ∇ ∇ ∇ ∇   
   





Θ Θ Θ
ρ ρ ρ

Θ Θ
ρ ρ

	 (9)

3. Правила приведения мультипольных моментов

После расчета параметров всех нижних ячеек путем прямого суммирования (7), необходи-
мо вычислить мультипольные моменты ( )p

∑m  родительских ячеек, т. е. привести моменты до-
черних ячеек ( )p

jm  к центру родительской ячейки 0
∑r  и просуммировать:

	 ( ) ( )
2

1
.

j

p p
j

j
∑

=

= ∑ h
m m

Здесь 0 0 ,j j ∑= −h r r  где 0
jr  – положение центра j-й дочерней ячейки. Для получения правила 

пересчета мультипольных моментов относительно новой точки приведения необходимо упро-
стить выражения (7), вычисленные в точке ,s j∆ +r h  выделяя множители, соответствующие 
мультипольным моментам дочерней ячейки. Итак, правила пересчета моментов относительно 
новой точки приведения, перемещенной на вектор ,h  имеют вид:

	 ,m mm m=
h

        1 ,d d mm= +
h

m m h         ( )1 2
ˆˆ ˆ 2Sym ,q q d mm= + ⋅ +

h
m m H m h
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	 ( ) ( )1 2 3
ˆˆ3Sym 3Sym ,o o q d mm= + ⋅ + ⋅ +

h
m m H m H m h



	 (10)

	 ( ) ( ) ( )1 2 3 4
ˆˆ4Sym 6Sym 4Sym ,h h o q d mm= + ⋅ + ⋅ + ⋅ +

h
m m H m H m H m h

  

где введены следующие обозначения:

	 1 ,=h h     2
2 1

1ˆ ˆ| | ,
2

= ⊗ −h h h h I

	 2
3 2 1

1ˆ ˆSym | | ,
4

 = ⊗ − ⊗ 
 

h h h h I h      2
4 3 2

1 ˆ ˆSym | | ,
4

 = ⊗ − ⊗ 
 

h h h h I h


	 1ˆ ˆ ,
2k k k= ⊗ − ⊗H h I I h    1,2,3.k =

4. Локальное разложение мультипольных слагаемых

На данном этапе получены выражения для расчета влияния в центре контрольного класте-
ра. Для вычисления скоростей вихревых частиц в контрольном кластере, расположенных на 
небольшом расстоянии | |i∆ρ  от центра кластера, необходимо выполнить разложение полу-
ченного выражения (6) по формуле Тейлора. Учитывая, что в мультипольном разложении ско-
рости (4) может быть удержано различное количество слагаемых в зависимости от требуемой 
точности, необходимо согласованно выполнять локальные разложения соответствующих сла-
гаемых. В представленной ниже таблице указаны порядки локальных разложений для мульти-
польных слагаемых, обеспечивающие оптимальную точность. Строка таблицы, обозначенная 
I, соответствует самому грубому приближению, строка II – более точному и т. д. 

mV dV qV oV hV
I 0 0∗ – – –
II 1 0 0∗ – –
III 2 1 0 0∗ –
IV 3 2 1 0 0∗

В таблице «0» означает, что разлагать соответствующий член по формуле Тейлора не следу-
ет, достаточно вычислить его величину в центре контрольного кластера; «1», «2» и «3» означа-
ют, что раскладывать необходимо с удержанием соответственно линейных, квадратичных и 
кубических слагаемых; «0∗» означает, что данный член имеет смысл использовать (без его ло-
кального разложения) в случае влияющих кластеров большого размера. Таким образом, полу-
чаем четыре варианта быстрого алгоритма различной точности. 

Разложение скорости по формуле Тейлора с удержанием кубического слагаемого имеет 
вид:

	 2 31 1( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ,
2 6r r r r r r

⊗ ⊗+ ∆ ≈ + ∇ ⋅∆ + ∇ ∇ ⋅⋅∆ + ∇ ∇ ∇ ⋅⋅⋅∆V r V r V r V r V rρ ρ ρ ρ

где ∆ρ  – вектор, соединяющий центр кластера и положение вихревой частицы. 
Итоговое выражение для скорости вихревой частицы, соответствующее наиболее точной 

схеме быстрого метода из рассмотренных (строка IV таблицы), вычисляется следующим об-
разом

	 2 31 1( )
2 2 6

m m m m mmρ ρ ρ ρ ρ ρπ
⊗ ⊗ + ∆ ≈ × + ∇ ⋅∆ + ∇ ∇ ⋅⋅∆ + ∇ ∇ ∇ ⋅⋅⋅∆ +  

kV r ρ Θ Θ ρ Θ ρ Θ ρ

( )21 1 1 1ˆ ˆ ˆ ˆ .
2 2 6 24

d d d d q q q o o h h
ρ ρ ρ ρ

⊗  + + ∇ ⋅∆ + ∇ ∇ ⋅⋅∆ ⋅ + + ∇ ⋅∆ ⋅⋅ + ⋅⋅⋅ + ⋅⋅⋅⋅  
  

m m m m



Θ Θ ρ Θ ρ Θ Θ ρ Θ Θ
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Учитывая свойства тензоров ( )pΘ  

	 ˆ ,m d
ρ∇ = −Θ Θ           ˆ ,d q

ρ∇ = −Θ Θ            ,q o
ρ∇ = −



Θ Θ

можно окончательно записать:

	 ( )2 3
0 1 2 3

ˆ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ,
2π

⊗ ⊗+ ∆ ≈ × + ⋅∆ + ⋅⋅∆ + ⋅⋅⋅∆
kV r E E E E



ρ ρ ρ ρ ρ ρ ρ ρ 	 (11)

где тензорные коэффициенты локального разложения равны

	 1 1 1ˆ ˆ( ) ,
2 6 24

m m d d q q o o h hm= + ⋅ + ⋅⋅ + ⋅⋅⋅ + ⋅⋅⋅⋅0E m m m m



ρ Θ Θ Θ Θ Θ 	 (12)

	 1
1ˆ ˆ ˆ( ) ,
2

d m q d o qm= − − ⋅ − ⋅⋅E m m


ρ Θ Θ Θ      2 ( ) ,q m o dm= + ⋅E m


ρ Θ Θ      3 ( ) .o mm= −E
 

ρ Θ

В силу свойств тензоров моментов ( )pm  и тензоров ( ) ,pΘ  коэффициенты iE  также симме-
тричны по любой паре индексов и результат их свертки по любой паре индексов равен нулю. 
Это снова означает, что достаточно вычислять лишь по две их компоненты. Таким образом, 
рассмотрение дополнительных слагаемых разложения не увеличивает вычислительную слож-
ность алгоритма.

4. Алгоритм

Запишем алгоритм расчета скоростей вихревых частиц, обусловленных их взаимным вли-
янием, с применением разработанной модификации алгоритма Барнса – Хата.

1. Формирование ячейки нулевого уровня, содержащей все вихревые частицы.
2. Построение иерархической структуры дерева.
3. Расчет мультипольных моментов ячеек-листьев относительно их центров (7).
4. Обход дерева от листьев к корню и расчет мультипольных моментов ячеек более высоко-

го уровня путем суммирования моментов ячеек-потомков, приведенных к центру родитель-
ской ячейки по формулам (10). 

5. Обход дерева от корня к листьям для каждой ячейки-листа .q  Для каждой ячейки p  при 
обходе дерева проверяется критерий близости

	 | | ,p qh h ε
θ

+ +
≥ρ

где | |ρ  – расстояние между центрами ячеек; ph  и qh  – суммы габаритов рассматриваемых 
ячеек; ε  – малый радиус вихревой частицы, θ  – параметр близости, определяющий соотно-
шение между точностью и вычислительной сложностью:

• если критерий выполнен, ячейка p  считается дальней для ,q  а ее влияние может быть 
вычислено приближенно: вычисляются коэффициенты локального разложения iE  (12), обход 
по соответствующей ветви прекращается; 

• если критерий не выполнен, и ячейка p не является листом дерева, процедура повторяет-
ся рекурсивно для дочерних ячеек, иначе – ячейка-лист p относится к ближней зоне ячейки .q

6. Для частиц каждой ячейки-листа приближенное влияние дальней зоны, рассчитывается 
по формуле (11) с использованием «накопленных» коэффициентов .iE

7. Влияние близко расположенных вихревых частиц рассчитывается напрямую по закону 
Био – Савара (1).
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5. Решение модельной задачи

Рассмотрим модельную задачу расчета конвективных скоростей вихревых частиц в кон-
трольном кластере, представляющем собой квадрат ,h h×  обусловленных влиянием вихревых 
частиц, находящихся в кластере размером d d×  (влияющий кластер). В серии вычислитель-
ных экспериментов безразмерный параметр ( )2 2 /d hθ ρ= +  варьировался путем изменения 
длины стороны контрольного кластера h  и расстояния между кластерами .ρ  Относительная 
погрешность вычисления скоростей Vδ  изображена на рис. 4 в логарифмическом масштабе 
для рассмотренных выше схем быстрого метода I … IV. 

Видно, что схема I обеспечивает 1-й порядок точности: погрешность уменьшается пропор-
ционально 1,θ −  в свою очередь схема IV обеспечивает 4-й порядок точности.

Заключение

В работе предложена методика построения схем быстрого алгоритма разного порядка точ-
ности на основе метода Барнса – Хата с использованием идей мультипольных и локальных 
разложений. Мультипольное разложение позволяет с высокой точностью рассчитывать вли-
яние системы вихревых частиц на точку наблюдения. Локальные разложения мультипольных 
слагаемых позволяют объединить точки наблюдения в кластеры и вычислять необходимые 
значения в их центрах. Все полученные тензорные коэффициенты описываются двумя ска-
лярами, поэтому рассмотрение каждого дополнительного члена разложения повышает трудо-
емкость метода лишь незначительно, при этом точность увеличивается на порядок. 
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Ш. Р. Сеттиев1, Ж. Ш. Ражабов2

Аннотация. В данной работе рассматривается математическая модель течений вязкой 
несжимаемой жидкости по наклонной плоскости под действием силы тяжести над песча-
ным дном. Изучается вопросы волнообразование на свободной и донной поверхностях. 
Проводится анализ нелинейной неустойчивости течения на основе теории нелинейной 
гидродинамической неустойчивости.
Ключевые слова: песчаное дно, гидродинамическая неустойчивость, число Фруда, угол 
наклона, нейтральные кривые, наносы, уравнение Навье – Стокса, коэффициент сопро-
тивления.

Введение

В работе [1] было рассмотрена математическая модель задачи течении вязкой несжимаемой 
жидкости по наклонной плоскости над песчаным дном. Произведен анализ линейной неустой-
чивости течения, при этом задача сведена к отысканию собственных значений. Исследованы 
вопросы волнообразования на свободной и донной поверхностях жидкости. Определены об-
ласти неустойчивости течений при любых числах Фруда. Полученные результаты сравнива-
лись с экспериментальными данными и с результатами других авторов по данной теме. Эти 
результаты позволяют определить области неустойчивости песчаных и поверхностных волн 
при различных значениях свободных параметров. Но нам пока неизвестно, как ведет себя ам-
плитуда возмущений, как изменятся поверхностные и песчаные волны со временем. Для этого 
нам необходимо изучать поведения амплитуды возмущения со временем. Чтобы решить эти 
вопросы изучим волнообразования в течениях над песчаным дном на основе нелинейного ана-
лиза теории гидродинамической устойчивости. При анализе нелинейной неустойчивости нам 
приходится иметь дело с нелинейными членами которых в предыдущей работе пренебрегали.

1. Постановка задачи

Основная система уравнений которое получена в работе [1] 
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с определяющими соотношениями для q  и bsq
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В системе (1) 5 уравнений 5 неизвестных , , , , .bu h h sυ  Система (1) имеет следующее стацио-
нарное решение

	 0 0 0 01, 0, ( ) 0, ( ) 1,b su h hυ= = = = 	 (2)
которое соответствует течению слоя постоянной толщины cH  над деформируемым дном. Это 
решение существует при выполнении равенства

	 2

sin .
2Fr

θ λ
=

Выражения для 0s  получаем из соображения, что стационарное решение удовлетворяет 
последним двум уравнениям системы (1) т. е. 0,bsq =

	 ( )
2

0
0.00114 1 exp ,B

p

Frs
Bλρ

−= − 	 (3)

где 0s  задает концентрации взвешенных наносов или, иначе говоря, мутность потока. Для ис-
следования нелинейной устойчивости течения (2), (3) искомое решение (1) в нестационарном 
случае представляется в виде:

	 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )0 1 0 1 0 1, , , , , , , , , , , , ( ) , ,b b bu x y t u u x y t x y t x y t h x y t h h x y tυ υ υ= + = + = +

	 ( ) ( )0 1 0 1, , , , , ,h h h x y t s s s x y t= + = + 	 (4)
где 1 1 1 1 11, 1, 1, ( ) 1, 1bu h h sυ<< << << << <<  – малые возмущения. Исследование в такой по-
становке весьма затруднительно и требует объемной вычислительной работы, поэтому мы 
моделируем в одномерной постановке. Итак, ограничиваемся рассмотрением задачи в одно-
мерной постановке, т. е. искомые функции зависят только от ( , ).x t

Это может быть применено для задач, в которых по ширине нет перетока, т. е. ( ), , 0x y tυ =  
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 (т. е. по ширине размыв поверхности происходит равномерно одинаково). Тог-
да система уравнений (1) примет вид:
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с определяющими соотношениями для q  и .bsq  Соотношения для :xq
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 а соотношения для bsq  имеет вид:
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где 1.8 .pw
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Предполагается, что в начальный момент задаются глубина потока, скорость течения, дон-
ная поверхность и концентрация взвешенных наносов в потоке жидкости. Для функций 

( ), ,u x t  ( ), ,h x t  ( ), ,s x t  ( ),bh x t  имеем следующие начальные условии:
	 ( ) ( ) ( ) ( )0 0 0 0,0 ( ), ,0 ( ), ,0 ( ), ,0 ( ).b bu x u x h x h x s x s x h x h x= = = = 	 (8)
В качестве граничных условий примем периодичность по x искомых функций,
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2. Методы решение 

Для решения системы уравнений (5) с начальными (8) и граничными (9) условиями обра-
тимся к спектральным методам Галеркина. Известно, что когда граничные условия являются 
периодическими, целесообразно искомые функции разложить в Ряды Фурье в виде:

	 ( , ) ( ) exp( ) ,
N

a n
n N

f x t a t inax
=−

= ∑ 	 (10)

где ( )na t  коэффициенты разложение в ряд Фурье и , 1, 2,..., .n na a n N−= =
na−  означает комплексное сопряжение.

Так что искомые функции будут нестационарными, периодическими по x  с волновым чис-
лом .α  Для того чтобы выполнить условия (8) в начальный момент необходимо знать коэффи-
циенты разложения na  в ряд Фурье. Так как по условию (8) начальный момент задается функ-
ции, то по известной функции через быстрое преобразование Фурье находим его 
коэффициенты разложения. 
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0
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π
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Положив 0(0) ,n na a=  обеспечивается выполнение начальных условий. 

3. Исследование математической модели в случае твердого недеформируемого дна

Изучение волнообразования на донных и свободных поверхностях жидкости привело к 
необходимости отдельного изучения поведения поверхностных волн на рассматриваемой ма-
тематической модели. 

Исследуем математическую модель в случае твердого недеформируемого дна.  Этот случай 
часто называет классическим случаем, так как в этом случае изучается только поведение по-
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верхностных волн. Численные результаты показали, что несмотря на малость амплитуды по-
верхностная волна стремится к опрокидыванию. Этот частный случай можно реализовать, 
принимая constbh =  (донная поверхность не меняется со временем), 0,s =  0,q =

  0,bsq =  (от-
сутствуют взвешенные и влекомые наносы и, соответственно, вертикальный массообмен 
между ними) в основных уравнениях рассматриваемой системы. В этом случае система (5) 
имеет вид:
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После подстановки 0 1( , ) ( , ),u x t u u x t= +  0 1( , ) ( , )h x t h h x t= +  система (12) преобразуется в 
систему где неизвестными являются малые возмущении 1u  и 1.h  Таким образом полученную 
систему относительно 1u  и 1h  с учетом периодичности граничных условий решаем псевдо-
спектральным методом Галеркина.

В работе [1] показано, что в этом случае критическое значение числа Фруда определялось 
по соотношению

	 1 1 11 .
2

ic
Fr Fr Fr

θ
α

 = ± + − ± 
 

	 (13)

Если угол наклона 1,θ <<  то критическое число Фруда 2.cFr ≈  Неустойчивость течения 
следует при 2.cFr >

В нелинейном анализе проведенные численные расчеты действительно подтвердили что 
неустойчивость течение начинается при 2.cFr >  Кроме того несмотря на малость амплитуды 
возмущений, поверхностные волны разрушаются (рис. 1). 

Чтобы проанализировать это явление, мы рассмотрели фазовые скорости каждой гармо-
ники, участвующей в разложении (рис. 2). Скорость nC  для каждой n-й гармоники определя-
ли по формуле 

	 1 ,n
n

dPC
N n dt

= −
−

Рис. 1. Изменение свободной поверхности h  и амплитуды maxh  
при разных безразмерных t, начальному состоянию соответствует 0t =
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dP da daa a
dt a a dt dt

 = − +  
где ( ) ( ) ( ).n nr nia t a t ia t= +

Действительная часть комплексной частоты обычно определяет фазовую скорость. Эту ха-
рактеристику определяет действительная часть, ,na  т. е. .nra  Целесообразно будет в таких слу-
чаях рассмотреть еще и спектры гармоник, т. е. энергетические характеристики.

2( ) ,SP A k k= ⋅  где ( )A k  – амплитуда гармоник, k  – номер гармоники (рис. 3).

Рис. 2. Фазовые скорости гармоник. kc  – фазовая скорость, 
k  – номер гармоник, t  – безразмерное время

Рис. 3. Спектр гармоник. SP  – спектр гармоник, k  – номер гармоник, t  – безразмерное время
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Заключения

Полученное аналитическое выражение (13) согласуется с результатами работ [4–6], где 
подтверждается, что неустойчивость течения начинается при 2.Fr >  Кроме того, в этих же 
монографиях показано опрокидывание поверхностной волны с малой амплитудой. Это объ-
ясняется нелинейностью уравнений и негидростатичностью давления на поверхности волны. 
Для этого в основное уравнение вводится дисперсионный параметр [2–4] и при достаточно 
больших значениях этого параметра получает гладкие решение. Надо отметить, что в этих 
монографиях рассмотрены большие значения числа Фруда cFr Fr>  и большие уклоны дна. 
При анализе фазовой скорости выявлено, что фазовая скорость второй моды отличается от 
других В монографии [4] тоже отмечено такой случай, что и подтверждает наши численные 
расчеты в нелинейном анализе, так как в рассмотренном случае с твердым дном полученные 
результаты (для фазовых скоростей каждого гармоники) показывают, что фазовая скорость 
( 1)N − -й гармоники (это соответствует второй гармонике) отличается от фазовых скоростей 
других гармоник (рис. 2).

Усиление или ослабление возмущений объясняется внутренними свойствами течения. 
Если амплитуда волны возрастает, как exp( )ic t  формально она может превзойти любую задан-
ную величину, но в действительности этого не происходит так, как с увеличением амплитуды 
усиливается нелинейные взаимодействия возмущений, возбуждается более короткие волны, 
изменяется среднее течения. В результате перераспределения энергии волновое возмущения 
может стабилизироваться со временем и в слое установиться квазистационарное периодиче-
ские течения с постоянной характерной амплитудой [6]. Эту утверждению нетрудно заметит 
на рис. 1. где амплитуда возмущение стабилизируется.
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ВЫЧИСЛИТЕЛЬНЫЕ АЛГОРИТМЫ С НЕОТРАЖАЮЩИМИ ГРАНИЧНЫМИ 
УСЛОВИЯМИ ДЛЯ МОДЕЛИРОВАНИЯ ДИНАМИКИ УПРУГО-ОПЕРТОЙ 

НЕСУЩЕЙ КОНСТРУКЦИИ

1Московский физико-технический институт (национальный исследовательский университет)
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Ю. И. Скалько1, С. Ю. Гриднев1,2, Н. В. Минаева3, В. С. Сафронов2

Аннотация. Численное моделирование ряда технических систем сводится к решению 
задачи Коши для системы дифференциальных уравнений в частных производных, что 
в свою очередь ведет к необходимости построения неотражающих граничных условий 
на внешних границах области моделирования. В работе на примере системы уравнений 
динамики упруго-опертой несущей конструкции предложен численный алгоритм с не-
отражающими граничными условиями.
Ключевые слова: упруго-опертая несущая конструкция, неотражающие граничные усло-
вия, обобщенные функции, фундаментальное решение оператора задачи.

Введение

В ряде случаев при использовании математического моделирования для решения при-
кладных задач, если математическая модель представлена в виде системы дифференциальных 
уравнений в частных производных, возникает потребность постановки на границе области 
таких граничных условий, чтобы возмущение, возникшее внутри области, при достижении 
границ без отражения проникало через эти границы. Такие граничные условия называются 
неотражающими граничными условиями. 

Построению неотражающих граничных условий посвящено большое количество работ, 
например [1]. Однако, как правило, имплементация такого рода условий в вычислительный 
алгоритм сопряжена со значительными трудностями. 

В виду указанных аргументов, задача построения вычислительных алгоритмов, в которых 
реализованы неотражающие граничные условия, является актуальной и востребованной.

1. Математическая модель

Рассмотрим следующую задачу. Протяженная несущая конструкция покоится в положе-
нии равновесия на упругих опорах. В качестве примера подобного рода систем может служить 
протяженный наплавной мост, покоящийся на понтонах. Или протяженный мост, располо-
женный на жестких упругих опорах. Или трубопровод большой длины, расположенный на 
опорах.

В качестве физической модели несущей конструкции будем использовать модель тонко-
стенного упругого стержня [2]. 

Следую изложенному в [3, 4, 6], математическую модель изменения профиля несущей кон-
струкции ( , ),u t x  после выведения системы из состояния равновесия можно записать в виде 
задачи Коши для системы дифференциальных уравнений в частных производных

	
( ) ( )

( )

2 4

2 41 , ,

0, 0.

s r

s r

f fu EJ u x u x u
t t x

u t x
ρ ρ ρ

∂ ∂ ∂ + +ℵ = + ∂ ∂ ∂ 
= =

∑ ∑  	 (1)
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Здесь 
ρ  – линейная плотность стержня, 
E  – модуль упругости материала пролетного строения,
J  – момент инерции поперечного сечения пролетного строения,
ℵ  – коэффициент внутреннего трения, 

sf  – линейная плотность усилий, передаваемых несущей конструкции со стороны s-й про-
межуточной опоры, 

rf  – линейная плотность усилий, передаваемых несущей конструкции со стороны r-й 
ограничительной опоры.

Введем обозначение EJa
ρ

=  и вектор переменных 
2

2( , ) , , .
T

u ut x u
t x

 ∂ ∂
=  ∂ ∂ 

u  Это позволит 

записать математическую модель в виде начально-краевой задачи для системы дифференци-
альных уравнений в частных производных со 2-м порядком пространственных производных 

	
( )

2 2

2 2

0, .
t x t x
t x

∂ ∂ ∂ ∂
+ + = +

∂ ∂ ∂ ∂
= =

u u uA Cu B f

u 0
 	 (2)

Здесь

	 2 2

00 0 0 0 0 0 0 1 0
0 0 , 0 0 , 0 0 0 , .
0 1 0 0 1 0 0 0 0

0

s r

s r

f fa a
ρ ρ

 
−       

       = = −ℵ = = +       
     − −       

 

∑ ∑A B C f 	 (3)

2. Фундаментальное решение оператора задачи

Фундаментальным решением оператора задачи (2) или матрицей-функцией Грина являет-
ся обобщенная матрица-функция 2( , ) ( ),t x S R′∈G  удовлетворяющая уравнению 

	 ( )
2

2 , ,t x
t x

δ∂ ∂
+ + =

∂ ∂
G GA CG I  	 (4)

I  – единичная диагональная матрица.
Обозначим через ( , ) [ ]xt Fξ =V G  – преобразование Фурье ( , )t xG  по пространственным 

переменным.
Выполним преобразование Фурье уравнений (4) по пространственным переменным. Учи-

тывая, что [ ]
2

2
2 ( ) ,x xF i F

x
ξ

 ∂
= ∂ 

G G  для обобщенной функции ( , )t ξV  получаем уравнение 

	 ( ) ( )2 .t
t

ξ δ∂
− − =

∂
V A C V I  	 (5)

Матрица 2( )ξ −A C  имеет полную систему линейно независимых правых собственных век-
торов-столбцов ,R  полную систему линейно независимых левых собственных векторов-строк 

1,−= RΩ  соответствующих собственным числам, которые сведены в диагональную матрицу Λ  

	

( )

22 2

2
2

2

11 1 01 2 20 0
10 , 0 0 0 , 1 0

1 0 1 0 0
10

2 2
.

i
aia

ia ia
ia

i
a

ξξ ξ

ξ
ξ

ξ

   − −   −       = − = =                   

− =

R

A C R

Λ Ω

ΛΩ

 	 (6)
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( )

22 2

2
2

2

11 1 01 2 20 0
10 , 0 0 0 , 1 0

1 0 1 0 0
10

2 2
.

i
aia

ia ia
ia

i
a

ξξ ξ

ξ
ξ

ξ

   − −   −       = − = =                   

− =

R

A C R

Λ Ω

ΛΩ

Решение уравнения (5) имеет вид 

	 ( ) ( ) ( )( )2, exp .t t tξ θ ξ= −V A C 	 (7)

Учтем (6), тогда 

	 ( )( ) ( )2exp exp .t tξ − =A C R Λ Ω 	 (8)

Следовательно

	 ( ) ( )

( )

2 2

2 2

2 2
2 2

2 2

2 2
2

2 2

sin 21 sin
2

sin sin, 0 .

sin sin0

a t a t
a

a t a tt a i
t a a

a t a ti
a t a

ξ ξ
ξ ξ

ξ ξξ ξ
ξ ξ

ξ ξξ
ξ ξ

 
 
 
 ∂

= − − 
∂ 

 ∂
− 

∂  

V  	 (9)

При малых значениях параметра t  последнее равенство можно переписать

	 ( ) ( )

( )

( )2 2 2

2

sin1 0

sin sin, 0 .

sin sin0

a t
a

a t a tt a i O t
t a a

a t a ti
a t a

ξ
ξ

ξ ξξ ξ
ξ ξ

ξ ξξ
ξ ξ

 
 
 
 ∂

= − − + ∂ 
 ∂

− ∂ 

V  	 (10)

Выполняя обратное преобразование Фурье, получим матрицу-функцию Грина

	 ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )
( )

2
2 2

2

2

2

0
2

, 0 .
2 2

0
2 2

at x
t x

a
at x at x

t x a O t
t a x a

at x at x
x a t a

θ
θ δ

θ θ

θ θ

 −
 
 
 − −∂ ∂ = − +

∂ ∂ 
 − −∂ ∂ 
 ∂ ∂ 

G  	 (11)

3. Неотражающие граничные условия

Пусть ( , )t xu  – решение задачи Коши (2). Определим функцию ( , ),t xu  совпадающую с 
( , ),t xu  если 0,t ≥  0x ≤  и равную 0  в противном случае. Определим также функции 

( ) ( ) ( , 0)t t t xθ− = = −v u  и ( ) ( ) ( , 0),t t t x
x

θ− ∂
= = −

∂
uw  задающие значение решения и его производ-

ной на границе : 0.xΓ =
Аналогично приведенному в [5, 8, 9] можно показать, что вектор-функция ( , ),t xu  рассма-

триваемая, как обобщенная вектор-функция из ,′S  удовлетворяет уравнению 

	 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 2

02 2 ,
x

x t t x t
t x t x x

δ
δ δ− − ∂ ∂ ∂ ∂ ∂

+ + = + + − − ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ 

u u uA Cu B f u Aw Av 	 (12)

решение которого с использованием фундаментального решения оператора задачи (11) мож-
но выписать в виде свертки 
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	 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2

02, .
x

t x x t t x t
t x x

δ
δ δ− − ∂ ∂ ∂

= ∗ + ∗ + ∗ − ∗ − ∗ ∂ ∂ ∂ 

uu G B G f G u G Aw G Av 	 (13)

Вычисляя свертки, указанные в правой части (13), получаем 

	
( ) ( )

( )
( )

( )

( )

( ) ( ) ( ) ( )

0

1
0

0

0,1 0,2 3 3
0

, , ,

1 1
2 2 2

x
a

x
a

x
a

t x a tt

x a t t x a t

t
x
a

x at

u t x d d d d

au x u y dy w d v t
a

τ

τ τ

τ ξ ξ τ τ ξ ξ τ

τ τ

+ + −

− − + − −

+
− +

−

= Φ + Φ

+ + − − +

∫ ∫ ∫ ∫

∫ ∫
	 (14)

	

( ) ( )( ) ( )( )

( ) ( )

2
0

0,3
0,2

2
32 2

3 2

1 1, , , ...
2 2

1... ...
2 2
1 1 1...

2 2 2 2

x
a

t t

t

u t x x a t d x a t d

uau x at x at
x

vw vx a x x xt w t t t
a t a a a t a t a

τ τ τ τ τ τ
+

−− −
−

= Φ − − + Φ + − +

∂
+ − + − −

∂
∂∂ ∂       − + − + − + − +       ∂ ∂ ∂       

∫ ∫

	 (15)

	

( ) ( )( ) ( )( )

( ) ( )

3 2
0

0,2
0,3

2
3 32

2 2 2 2

1 1 1, , , ,0
2 2 2

1 1... ...
2 2
1 1 1 1...

2 2 2 2

x
a

t t

t

xu t x x a t d x a t d t
a a a a

u
x at u x at

a x
w vvx x x xw t t t t

a a a t a a t a a t a

τ τ τ τ τ τ
ξ ξ+

− −−
−

∂Φ ∂Φ  = − − − + + − − Φ + ∂ ∂  

∂
− − + − +

∂
∂ ∂∂       + + − + + + − +       ∂ ∂ ∂       

∫ ∫

	 (16)

где 

	 ( )
2

3
22

1, .
2 2

uat x f
aτ ξ

∂ℵ ∂
Φ = − +

∂ ∂
	 (17)

Как следует из формул (14)–(17) решение уравнения (12) определяется правой частью это-
го уравнения, начальными данными и значением переменных модели на границе 0.x =  Если 
на этой границе поставить условия 

	
( ) ( )

( ) ( ) ( )

3 3
0

2
2

0

,0 ,

t

a w d v t

vaw t t t
t

τ τ− −

−
−

+ =

∂
+ = Φ

∂

∫
 	 (18)

то решение не будет зависеть от значений переменных модели на границе.
Подставим условия (18) в формулы (14)–(17) и перейдем в полученных равенствах к преде-

лу при 0x → −  слева и учтем, что при этом ( , ) ( )t x t−→u v

	 ( ) ( )
( )

( )
( )

( )

( ) ( )
0 0

1 0,1 0,2
0

1, , 0
2

a tt t

a t t a t at

v t d d d d u u y dy
a

τ

τ τ

τ ξ ξ τ τ ξ ξ τ
+ −

−

− − − − −

= Φ + Φ + +∫ ∫ ∫ ∫ ∫ 	 (19)

	 ( ) ( )( ) ( ) ( )0,3
2 0,2

0

1 1,
2 2 2

t uav t a t d u at at
x

τ τ τ− ∂
= Φ − − + − + −

∂∫ 	 (20)

	 ( ) ( )( ) ( ) ( )0,2
3 0,3

0

1 1 1, .
2 2 2

t u
v t a t d at u at

a a x
τ τ τ

ξ
− ∂∂Φ

= − − − − − + −
∂ ∂∫ 	 (21)
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Продифференцируем равенства (14)–(17) по пространственной переменной x  и перейдем 

в полученных равенствах к пределу при 0x → −  слева и учтем, что при этом ( , ) ( )t x t
x

−∂
→

∂
u w

	 ( ) ( )( ) ( ) ( )0,1
1 0,2

0

1 1, 0
2 2

t u
w t a t d u at

a x a
τ τ τ− ∂

= Φ − − + − −
∂∫  	 (22)

	 ( ) ( )( ) ( ) ( )
2

0,2 0,3
2 2

0

1 1, ,
2 2 2

t u uaw t x a t d at at
x x

τ τ τ
ξ

− ∂ ∂∂Φ
= − − + − + −

∂ ∂ ∂∫  	 (23)

	 ( ) ( )( ) ( ) ( )
22

0,2
3 0,32 2

0

1 1 1, .
2 2 2

t u
w t a t d at u at

a a x x
τ τ τ

ξ
− ∂∂ Φ ∂

= − − − − − + −
∂ ∂ ∂∫ 	 (24)

Значения ( )t−v  и ( ),t−w  определяемые формулами (19)–(21) и (22)–(24) будем называть 
неотражающими граничными условиями на правой внешней границе. 

Перейдем в равенствах (19)–(24) к пределу при 0.t → +  При этом учтем, что начальный 
момент времени может быть выбран произвольно

	

( ) ( )

( ) ( ) ( )
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( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

1
1 2

1 1
2
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1, 0 , 0, 0 2
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2 2 2 2

1 1 1 1, 0 , 0 , 0 , 0
2 2 2 2

uw t t u tv t u t x a
u uua av t u t t w t t t
x x x

u uv t t u t w t t u ta x a x x

−
−

− −

− −

∂ = − − −= − ∂ ∂ ∂∂ = − + − = − + − ∂ ∂ ∂ 
∂  ∂ ∂= − − + − = − − + − ∂ ∂ ∂

	 (25)

Аналогично можем получить неотражающие граничные условия на левой внешней границе 

	

( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

1
1 2

1 1
2

3 32
2 2 2 2

2
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3 3 3 32

1, 0 , 0, 0 2
1 1, 0 , 0 , , 0 , 0 .
2 2 2 2
1 1 1 1, 0 , 0 , 0 , 0

2 2 2 2

uw t t u tv t u t x a
u uua av t u t t w t t t
x x x

u uv t t u t w t t u ta x a x x

+
+

+ +

+ +

∂ = + + += + ∂ ∂ ∂∂ = + − + = + − + ∂ ∂ ∂ 
∂  ∂ ∂= + + + = + + + ∂ ∂ ∂

	 (26)

4. Вычислительный алгоритм

Построим решение начально-краевой задача для системы дифференциальных уравнений в 
частных производных из (2), поставленной в ограниченной области ,l x l− ≤ ≤  если на границе 
поставлены неотражающие граничные условия (25), (26). 

Как показано в [7, 8, 10], решение начально-краевой задачи (2), дополненное нулем вне 
ограниченной области ,l x l− ≤ ≤  рассматриваемое, как обобщенная вектор-функция из ,′S  
для произвольной функции ( , )t x ∈Sϕ  из пространства основных вектор-функций 2( )RS  
удовлетворяет уравнению

     
( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

2 2

02 2, , ...

... , .

x t
t x t x

x l x l
x l x l

x x

δ

δ δ
δ δ+ + − −

    ∂ ∂ ∂ ∂
+ + = + + +   ∂ ∂ ∂ ∂    

∂ + ∂ − 
+ + + − − − ∂ ∂ 

u u uA Cu B f u

Aw Av Aw Av

ϕ ϕ

ϕ

	 (27)

В этом уравнении учтен факт, что на границах x l=   решение уравнения и его произво-
дная удовлетворяют неотражающим граничным условиям (25), (26). 

Разобьём отрезок [ , ]l l−  узлами , 1:px p P=  на подобласти 1[ , ].p p px x +Ω =
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Определим систему линейно независимых непрерывных, кусочно-линейных в области 
[ , ]x l l∈ −  обобщенных функций 1( ) ( ).pH x S R′∈  При этом каждая функция ( )pH x  равна 1 в 

узле px  и равна 0  в остальных узлах и линейна на каждой подобласти. Приближенное реше-
ние системы уравнений (27) будем искать в виде линейной комбинации этих базисных функ-
ций с неизвестными коэффициентами , 1: ,p p P=α  зависящими от t

	 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ), .p p
p p

p
t x H x t H x t= =∑u α α  	 (28)

Определим также систему линейно независимых функций из пространства основных 
функций  1( ) ( ).

p
H x S R

′
∈  Коэффициенты ( )p tα  в разложении приближенного решения ( , )t xu  

по базисным функциям ( )pH x  будем искать из условия, что уравнение (27) должно выпол-
няться для всех функций из пространства основных функций вида ( , ) ( ) ( ),

p

pt x t H x
′

′=ϕ ψ  где 
1( ) ( )p t S R′ ∈ψ  – произвольная функция из пространства основных функций и  ( ) ( ),

p

pH x H x
′

′=  
1: .p P′ =

Аналогично приведенному в [8, 9, 10] задача нахождения коэффициентов ( )p tα  сводится к 
решению задачи Коши для системы обыкновенных дифференциальных уравнений вида 

	
( ) 00 .

p
p p p p
p p

p p

d
dt

t

′ ′ ′+ =

= =

D Q rα
α

α α
 	 (29)

Решив эту задачу тем или иным численным методом, по формулам (28) получаем прибли-
женное решение начально-краевой задачи для системы дифференциальных уравнений в част-
ных производных (2) с неотражающими граничными условиями на внешних границах.

Заключение

На основе приведенной методики были построены вычислительные алгоритмы, моделиру-
ющие ситуации, когда упруго-опертое пролетное строение, находящееся в состоянии равнове-
сия, приводится в возмущенное состояние. Пролетное строение приходит в колебание. Волны, 
достигающие границы без отражения проходя через нее. Спустя некоторое время пролетное 
строение приходит в состояние равновесия. Следует обратить внимание, что моделируется 
процесс без сил внутреннего трения, то есть диссипативные процессы в системе отсутствуют.

Также были проведены численные эксперименты, когда на пролетное строение в положе-
нии равновесия действует точечный источник периодической силы. Возмущение, вызванное 
этой силой, распространяется вдоль пролетного строения, достигает границы и без отраже-
ния проникает через нее. Спустя некоторое время после прекращения работы источника силы 
пролетное строения приходит в состояние равновесия. 

Приведенные результаты численных экспериментов показывают, что предложенный алго-
ритм, позволяет эффективно моделировать неотражающие граничные условия.
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ТРЕХЭЛЕМЕНТНАЯ МОДЕЛЬ ВЗАИМОДЕЙСТВИЯ 
ЭЛЕМЕНТОВ ДВУХБОЙКОВОГО УДАРНИКА
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«Киевский политехнический институт имени Игоря Сикорского»

А. М. Слиденко1, В. М. Слиденко2

Аннотация. В статье рассматривается математическая модель ударного устройства, пред-
назначенного для разрушения горных пород. Устройство содержит два последовательно 
установленных бойка для повышения эффективности процесса разрушения горной по-
роды. В математической модели два дискретных элемента имеют упругие и диссипатив-
ные нелинейные связи с инструментом-стержнем переменного сечения. Стержень-ин-
струмент ударного устройства взаимодействует с горной породой. Это взаимодействие 
моделируется связями аналогичного типа. Движение системы определяется начальными 
и краевыми условиями с системой двух обыкновенных дифференциальных уравнений и 
уравнением в частных производных. Для поиска решений смешанной начально-краевой 
задачи применяется численный метод, параметры которого определяются при решении 
тестовых задач.
Ключевые слова: ударник, боек, инструмент, предударная скорость, краевые условия, пе-
ременная жесткость, разностная схема, уравнения колебаний, метод прогонки, импульс.

Введение

Устройства ударного типа находят широкое применение в горнодобывающей, нефтедо-
бывающей и строительной отраслях. Проектирование таких устройств предполагает созда-
ние методик расчета ударных динамических процессов, изучение математических моделей 
взаимодействия элементов устройств [1–5]. Моделирование процесса колебаний ударного 
устройства – гидромолота приведено в работах [6–8]. Для решения начально-краевых задач 
применялись методы Даламбера и Фурье. В работе [4] рассмотрена дискретно-непрерывная 
математическая модель, в которой при наличии инструмента – стержня учтена масса ударни-
ка и импульсная нагрузка со стороны обрабатываемой инструментом породы. Исследование 
проводилось разностным методом. Ударные системы могут иметь разнообразные конструк-
ции и состоять из разного количества элементов. От этого зависит характер и форма волн 
деформаций, генерируемых такими системами [1–3]. В результате аналитических и экспери-
ментальных исследований зависимости коэффициента передачи энергии в породу при при-
менении различных ударных систем установлено, что использование двухбойковой ударной 
системы, состоящей из внутреннего и внешнего бойков, позволяет увеличить степень переда-
чи энергии деформации в породу в сравнении с однобойковым ударным механизмом [1, 9, 10]. 
Причем с увеличением массы внутреннего бойка в двухбойковой системе возрастает коэффи-
циент передачи энергии деформации в породе всей системы в среднем на 15 % в сравнении с 
однобойковим ударным механизмом. При этом уровень вибрационных и шумовых характе-
ристик удовлетворяет требованиям действующих нормативных документов. Кроме того, при-
менение двухбойковой ударной системы значительно повышает возможности ее адаптации к 
характеристикам горных пород, так как удар первого бойка формирует динамическое поджа-
тие инструмента к горной породе, а второй боек реализует ударный процесс с максимальной 
передачей энергии удара для разрушения горного массива.
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Цель исследования заключается в создании дискретно-непрерывной математической мо-
дели двухбойкового ударника, позволяющей проводить вычислительные эксперименты с ва-
риацией параметров жесткости и диссипации при заданной импульсной нагрузке. 

Перечислим основные задачи исследования.
1) Синтез расчетной схемы: «два дискретных элемента-стержень-рабочая среда»;
2) Постановка начально-краевой задачи с двумя обыкновенными дифференциальными 

уравнениями и волновым уравнением в частных производных;
3) Аппроксимация дифференциальной задачи разностной задачей, разработка алгоритма 

решения разностной задачи и его реализация в системе Mathcad;
4) Проведение вычислительных экспериментов.

1. Математическая модель и начально-краевая задача

На рис. 1 приведена конструктивная и расчетная схемы ударного устройства с двумя бой-
ками [1].

Рис. 1. Конструктивная и расчетная схемы двух-
бойкового ударного устройства:
1 – корпус, 2, 3 – внешний и внутренний боек соот-
ветственно, 4 – инструмент, 5 – упругий элемент 
регулирования взаимодействия двух бойков, 6 – за-
рядное устройство пневмоаккумулятора; A – ги-
дравлическая камера управления бойками при за-
рядке или разрядке пневмоаккумулятором, B – 
камера пневмоаккумулятора, 1 2,m m  – соответ-
ственно массы внутреннего и внешнего бойков, 

1 2 3, ,c c c  – коэффициенты жесткости, 1 2 3, ,b b b  – ко-
эффициенты диссипации элементов связи бойков, 
инструмента и горного массива; L – длина стержня

Введем обозначения: ( , )u t x  – отклонение сечения стержня с координатой x  от нейтраль-
ного положения, t  – время; 1( )y t  – перемещение центра первого дискретного элемента массы 

1,m  2 ( )y t  – перемещение центра второго элемента массы 2;m  E  – модуль упругости, ρ  – плот-
ность материала стержня, 1a Eρ −=  – скорость звука в материале стержня; ( )S S x=  – пло-
щадь поперечного сечения стержня.

Начально-краевая задача рассматривается в виде: 

	 ( )
( )

( ) ( ) ( )2 2
2

2 2

, , ,1 ,
u t x S x u t x u t x

a
t S x x x x

 ∂ ∂ ∂ ∂
= ⋅ + ∂ ∂ ∂ ∂ 

 0 ,t T< ≤  0 ,x L≤ ≤ 	 (1)

	 ( )( ) ( )
2

1
1 1 2 1 1 2 12 ,d y dm G y y y b y y

dt dt
= ∆ − + −  0 ,t T< ≤ 	 (2)

	 ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )
2

2
2 2 2 2 2 1 1 2 1 1 22 ( , ) ( , ) ,d y d dm G u u t L y b u t L y G y y y b y y

dt dt dt
= ∆ ⋅ − + − + ∆ − + − 	 (3)

Краевые условия для стержня:

	 ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )2
2 2 2

,0
0 ,0 ( ) , ,

u tdyuS E t G u y t u t L b
x dt t

∂ ∂
= − ∆ − − − ∂ ∂ 

	 (4)
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	 ( ) ( ) ( ) ( )
3 3

,
, , .

u t LuS L E t L c u t L b
x t

∂∂
= − −

∂ ∂
	 (5)

Начальные условия для стержня и дискретных элементов:

	 (0, ) 0,u x =  (0, ) 0,u x
t

∂
=

∂
	 (6)

	 1(0) 0,y =  ( )1
10 ,dy W

dt
=  2 (0) 0,y =  ( )2

20 .dy W
dt

= 	 (7)

Зависимость коэффициентов жесткой связи двух дискретных масс от разности перемеще-
ний и второго дискретного элемента с торцом стержня от разности перемещений определяет-
ся формулами 

	 ( ) 1
1

0

,       0,
,       0;

c y y
G y

c y

α ⋅∆ ∆ ≥
∆ = 

∆ <

åñëè

åñëè
   ( ) 2

2
0

,       0,
,       0;

c u u
G u

c u

α ⋅∆ ∆ ≥
∆ = 

∆ <

åñëè

åñëè
	 (8)

В формулах (8) 2 ( ) ( ,0),u y t u t∆ = −  1 2( ) ( ),y y t y t∆ = −  0 0,5.α≤ ≤
Формулы (8) моделирует контактное взаимодействие второго дискретного элемента с тор-

цом стержня и первого дискретного элемента со вторым. Это взаимодействие соответствует 
модели Герца. Жесткость 0c  имитирует связь за счет трения и принимается малой величиной. 
Следует отметить, контактное взаимодействие определяется также соотношением начальных 
скоростей дискретных элементов. 

2. Разностная схема и алгоритм поиска решения разностной задачи

Начально-краевой задаче (1)–(8) сопоставляется дискретная задача. Для аппроксимации 
уравнения (1) используется двухслойная разностная схема с весами, которая проверена в ра-
боте [4] и обладает хорошими свойствами [11, 12]: 

	
( )

( ) ( )1 1 1 1 1 1 1
1̀ 12 1 1 1 1

2 2

2 21
2 2

n n n n n n n n
i ii i i i i i i i

i

S x S xu u u u u u u ua
S x h h h

σ
τ

+ − + + + + +
+ − + − + −

 −− + − − +
= ⋅ ⋅ + + 

 

	 ( ) ( ) ( )
( )

1 12 1 1 1 1
2

21 ,
2 2

n n n n n
i i i i i i i

i

S x S x u u u u ua
S x h h h

σ + − + − + −
 − − − +

+ − ⋅ + 
 

 1,..., 1,i N= −  1,..., 1.n M= − 	 (9)

Аппроксимация краевых условий (с первым порядком по h ) имеет вид:

	 ( ) ( ) ( )
1 1 11

1 11 0 0 02 2
2 2 0 20 ,

n n n nn n
n n nu u u uy yS E G u y u b

h τ τ

+ + ++
+ +  − −−

= − ∆ ⋅ − − − 
 

	 (10)

	 ( )
1 1 1

11
3 3 .

n n n n
nN N N N
N

u u u uS L E c u b
h τ

+ + +
+−− −

= − − 	 (11)

Аппроксимация уравнений колебаний дискретных элементов применяется в виде

	 ( )( )
1 1 1 1

1 11 1 1 2 2 1 1
1 1 2 1 12

2 ,
n n n n n n n

n n ny y y y y y ym G y y y b
τ τ τ

+ − + +
+ +  − + − −

= ∆ − + − 
 

	 (12)

	 ( ) ( )
11 1 1

1 1 0 02 2 2 2 2
2 2 0 2 22

2 n nn n n n n
n n n u uy y y y ym G u u y b

τ τ τ

++ − +
+ +  −− + −

= ∆ ⋅ − + − + 
 

	 ( )( )
1 1

1 1 1 1 2 2
1 1 2 1 .

n n n n
n n n y y y yG y y y b

τ τ

+ +
+ +  − −

+ ∆ − + − 
 

	 (13)

Начальные условия для стержня и дискретных элементов аппроксимируются с первым по-
рядком по :τ
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	 0 0,iu =  ( )1 0 1 0,i iu u τ −− =  ,ix ih=  1,2,..., .i N= 	 (14)

	 0
2 0,y =  ( )1 0 1

2 2 2 ,y y Wτ −− =  0
1 0,y =  ( )1 0 1

1 1 1.y y Wτ −− = 	 (15)

Здесь ,nt n τ= ⋅  1,T Mτ −= ⋅  ,ix i h= ⋅  1h L N −= ⋅  – параметры дискретной области.
Коротко опишем алгоритм решения дискретной задачи (9)–(15).
Система уравнений (9)–(13) на каждом временном слое nt nτ=  решается методом прогон-

ки, адаптированным для смешанной системы. Уравнения (9) приводятся к виду 
	 1 1 .i i i i i i iAu B u C u F+ −− + = − 	 (16)
Выполняя преобразования уравнений (9), находим формулы для коэффициентов ,iA  ,iB  

iC  и ,iF  1,2,..., :i N=

( ) ( )
( )

2 2
1 1

2 1 ,
4

i i
i

i

S x S xaA
h S x
στ + − −

= − +  
 

 
2 2

2

21 ,i
aB
h
τ σ 

= − + 
 

 ( ) ( )
( )

2 2
1 1

2 1 ,
4

i i
i

i

S x S xaC
h S x
στ + − −

= −  
 

( ) ( ) ( )
( ) ( )

2 2
1 11

1 1 1 122 1 2 ,
4

i in n n n n n n
i i i i i i i i

i

S x S xaF u u u u u u u
h S x
τσ + −−

+ − + −

  −
= − + − − − + − +      

 1,2,..., 1.i N= −

Приведем коротко алгоритм метода прогонки с учетом краевых условий и уравнений связи 
(12), (13). 

1) Из краевого условия (11) и формулы метода прогонки

1i i i iu uα β+= +  при 1i N= −  вычисляем 1Nα −  и 1:Nβ −

	

( )
( ) ( )

( )
( ) ( )

1
3 31 1 3

1

1 1
1 1 1

1
3 3 3

1 1

;

; .

n n n
N N N

n n
N N N N

n
N N N

S L E c h b h b hu u u
S L E S L E

u u

S L E c h b h b h u
S L E S L E

τ
τ

α β

τ
α β

τ

−
+ +
−

+ +
− − −

−

− −

 + +
= ⋅ −

⇒
 = +

+ +
⇒ = = −

2) Вычисляем коэффициенты iα  и iβ  по «обратным формулам»:

	 ( ) 1
1 ,i

i i
i

ab cα
α

−
−

 
= − 

 
 ( )1

1 ;i i i i i
i

i

b c f
c

β α
β −

−

⋅ − −
=  1, 2,..., 2,1.i N N= − −

3) Рассмотрим краевое условие (10) и найдем связь между 1
1
nu +  и 1

2 .ny +  Такое соотношение 
получим из системы уравнений

	
( ) ( )( )

1 1 11
1 11 0 0 02 2

2 2 0 2

1 1
0 0 1 0

0 ,

.

n n n nn n
n n n

n n

u u u uy yS E G u y u b
h

u u

τ τ

α β

+ + ++
+ +

+ +

  − −−
= − ∆ − − −  

  
 = +

	 (17)

Выражая 1
1
nu +  через остальные величины, получаем 

	
( ) ( )

( )

12 2
2 2 2 0 0 0

1
1

0 0

,
0

n n n n

n

b b hh G u y y u d
u

d S E

β
τ τ
α

+

+

  ∆ + − − −    =
−

	 (18)

где ( ) ( )1
0 2 2 0 ,d G y h b h S Eτ −= ∆ + +  2 0 .n n nu y u∆ = −

Приходим к системе уравнений относительно 1
1 ,nu +  1

1 ,ny +  1
2

ny +
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( ) ( )
( )

( )( ) ( )

( )( ) ( ) ( )( )

1 2 2
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1 1
1 1 1 11 1 1 1

1 1 1 2 2 2 1 12

1 1
1 1 1 1 1 12 2 2 2

2 2 0 2 0 0 2 2 1 1 22
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,
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2 ,

2

n n nn n

n

n n n
n n n n n n n

n n n
n n n n n n n n n n

hb b hy hG u u y d
u

d S E

y y y bm G y y y y y y y

y y y bm G u u y u u y y G y y y

b y

β
τ τ

α

τ τ

τ τ

τ

+

+

+ −
+ + + +

+ −
+ + + + + +

 ∆ + − − − 
 =

−

− +
= ∆ − + − − +

− +
= ∆ − + − − + + ∆ − +

+ ( )1 1
1 2 2 .n n n ny y y+ +












 − − +


	(19)

Из второго уравнения системы (19) выражаем 1
2

ny +  через остальные переменные, включая 
1,n

Nu +  и вводим обозначения:

( ) ( )( ) ( )2 1 1
1 1 2 2 1 2 2 ,n nd G y G u m b b mτ τ− −= ∆ + ∆ + +  ( )( ) 1

2 1 1 1 ,nd G y b mτ τ −= ∆ +  

( )( ) 1
4 2 2 2 ,nd G u b mτ τ −= ∆ +  ( )( ) 1

3 1 1 2 .nd G y b mτ τ −= ∆ +

В результате получаем формулу
	 ( )1 1

2 1 2 3 ,ny RY RY RY Rz+ −= + + ⋅ 	 (20)

где 
( ) 11

1 2 1 1
1

1 3
2

2
,

1

n n n nby y y y
mRY d

d

τ −− + −
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+
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0 4 0 2 0 0

2 0 4
0 0

,
0

n nhbd u y d
RY d

d S E

α β
τ β

α

 − −  = +
+

( ) ( ) 11 2
3 0 4 2 1 2 0 2 2

2 2

2 ,n n n n n nb bRY d y y y u y y
m m

τ τβ −= + − + − + −  
( )

( )

2
4 0 2

2 3
1

2 0 0

1 .
1 0

n bd h G u
d dRz d

d d S E

α
τ

α

 ⋅ ∆ + 
 = + − −

+ +
Далее находим

	 ( ) ( ) 11 1 1 1
1 2 2 1 1 1 2 2

1

2 1 .n n n n n nby d y y y y y d
m
τ −+ + − 

= + − + − + 
 

	 (21)

Подставив значение 1
2

ny +  в первую формулу системы (19), приходим к уравнениям относи-
тельно 1

1
nu +  и 1

0 :nu +

	
( ) ( )

( )

12 2
2 2 2 0 0 0

1
1

0 0

,
0

n n n n

n

b hbh G u y y u d
u

d S E

β
τ τ

α

+

+

  ∆ + − − −    =
−

 1 1
0 0 1 0 ,n nu uα β+ += + 	 (22)

и далее определяем 

	 ( )1 1 1
1 1 1,

n n
i i i iu u β α+ + −

− − −= − ⋅  2,3,..., .i N= 	 (23)
В системе Mathcad разработаны функциональные блоки для определения нелинейных за-

висимостей, коэффициентов системы разностных уравнений, реализации метода прогонки.

3. Результаты вычислительных экспериментов

Решение разностной задачи осуществлялось на грубой и мелкой сетках. На грубой сетке 
регистрировались низкочастотные колебания сечений стержня и дискретных элементов (6–10 Гц), 
на мелкой сетке вычислялись высокочастотные колебания поперечных сечений инструмента 
(2000–3000 Гц). Результаты при условии постоянной жесткой связи между дискретными эле-
ментами и второго элемента с торцом стержня ( ( )2 2 ,G u c∆ =  ( )1 1G y c∆ = ) представлены на рис. 2.
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Решение на мелкой сетке позволяет определить разность перемещений терцев стержня 
после удара (распространение волны перемещений сечений стержня). Результаты расчетов 
представлены на рис. 3а (зависимость перемещений от времени) и на рис. 3б (распределение 
напряжений по длине стержня в различные моменты времени).

Результаты при нелинейном ударном взаимодействии второго дискретного элемента с тор-
цом стержня постоянного сечения показаны на рис 4, 5. Зависимости 1G  и 2G  от разности 
перемещений соответственно между дискретными элементами и вторым дискретным элемен-
том и торцом стержня определяются формулами (8). 

При жесткости 6 8
1 2,0 10 ...2,0 10c = ⋅ ⋅  Н/м эффект двойного удара не выявлен по результа-

там вычислений. Высокочастотные колебания торцев стержня присутствуют (рис. 3a). На 
рис. 3б представлено распределение напряжений в поперечных сечениях стержня по длине. 
На малом промежутке времени моделируется процесс контактного взаимодействия первого и 
второго бойка с контактным торцем стержня при равных начальных предударных скоростях 
дискретных элементов.

Эффект двойного ударного взаимодействия получен при увеличенных значениях жестко-
стей 1c  и 2c  (рис. 4). Распределение напряжений в поперечных сечениях стержня демонстри-
рует наличие двойного соударения.

На рис. 5б показана зависимость напряжений в сечениях близких к торцам стержня от вре-
мени. Вторая пик волны напряжения проявляется более отчетливо при разности начальных 
скоростей первого и второго дискретного элемента (рис.5а).

Проведены расчеты при переменном сечении стержня-инструмента (рис. 6а). Распределе-
ние напряжений в различные моменты времени представлено на рис. 6б.

а                                                                                           б
Рис. 2. а) Решение на малом промежутке времени: 1) 0;U  2) ;NU  3) 1;Y  4) 2;Y  б) Распределение 

напряжений по длине стержня в различные моменты времени: 1) 1 мс; 2) 3.5 мс; 3) 4.2 мс

а                                                                                         б
Рис. 3. а) Перемещения крайних торцев стержня-инструмента: 1) 0;U  2) ;NU  1 5W =  м/c; 

2 5W =  м/с; б) Распределение напряжений в поперечных сечениях стержня 
в различные моменты времени: 1 0, 2t =  мс; 2 7t =  мс; 3 8,33t =  мс
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Заключение

1. Построена математическая модель, описывающая импульсное взаимодействие в системе 
«два дискретных элемента – стержень – рабочая среда». Взаимодействие элементов системы 
моделируется нелинейными жесткими и диссипативными связями. 

2. Сформулирована начально-краевая задача с двумя обыкновенными дифференциаль-
ными уравнениями и волновым уравнением в частных производных. Краевые условия для 
стержня описывают взаимодействие торцев стержня с дискретными элементами и рабочей 
средой.

а                                                                                            б
Рис. 4. а) Перемещения элементов в процессе взаимодействия: 1) 0;U  2) ;NU  3) 1;Y  4) 2.Y  

Основные параметры: 1 2 5m m= =  кг; 1,2L =  м; 9
1 2,0 10c = ⋅  Н/м; 11

2 2 10c = ⋅  Н/м; 8
3 2 10c = ⋅  Н/м; 

4
0 2 10c = ⋅  Н/м; 1 2 3 0b b b= = =  Нс/м; 1 5W =  м/с; 2 7W =  м/с; б) Распределение напряжений в 

поперечных сечениях стержня в различные моменты времени: 1 0, 2t =  мс; 2 0,7t =  мс; 3 0,83t =  мс

а                                                                                         б
Рис. 5. а) Перемещения элементов в процессе взаимодействия: 1) 0;U  2) ;NU  3) 1;Y  4) 2.Y  
Основные параметры: 1 10m =  кг; 2 5m =  кг; 1,2L =  м; 9

1 2,0 10c = ⋅  Н/м; 11
2 2 10c = ⋅  Н/м; 

8
3 2 10c = ⋅  Н/м; 4

0 2 10c = ⋅  Н/м; 1 2 3 0b b b= = =  Нс/м; 1 5W =  м/с; 2 7W =  м/с; б) Зависимость 
напряжений от времени в поперечных сечениях инструмента; 

1) 0,024x =  м, 2) 0,17x =  м, 3) 1,15x =  м

                                        a                                                                                         б
Рис. 6. а) Распределение площади поперечного сечения по длине инструмента; 

б) Распределение напряжений по длине инструмента в различные моменты времени: 
1 0,15t =  мс; 2 0, 26t =  мс; 3 0,32t =  мс
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3. Дифференциальная задача аппроксимируется разностной задачей, алгоритм решения 
которой построен на основе метода прогонки на каждом временном слое при частичной ли-
неаризации нелинейных жестких связей. Параметры разностного метода обеспечивают необ-
ходимую точность, которая контролируется на тестовых задачах. 

4. Модель взаимодействия двухбойкового ударника с инструментом позволяет определить 
распределение напряжений по длине инструмента переменного поперечного сечения, зависи-
мость напряжений в поперечных сечениях от времени. Расчетная схема может быть использо-
вана при проектировании двухбойковых ударных механизмов и выборе оптимальных режи-
мов их функционирования.
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УДК 519.8

ОБ ОЧЕРЕДНОСТИ ПРИНЦИПОВ СНЯТИЯ НЕОПРЕДЕЛЕННОСТИ 
В ЗАДАЧАХ ВОЗМОЖНОСТНО-ВЕРОЯТНОСТНОГО ПРОГРАММИРОВАНИЯ 

И ЭВОЛЮЦИОННОМ МЕТОДЕ ИХ РЕШЕНИЯ

Тверской государственный университет

И. С. Солдатенко, А. В. Язенин

Аннотация. В работе проведено исследование задачи линейного программирования в ус-
ловиях гибридной неопределенности возможностно-вероятностного типа. На числовом 
примере конструктивным методом доказывается некоммутативность очередности при-
менения принципов принятия решений для снятия неопределенности. Специфицирован 
генетический алгоритм для решения детерминированного и стохастического аналогов 
исследуемых задач, которые отличаются только последовательностью применения прин-
ципов принятия решений для снятия гибридной неопределенности.
Ключевые слова: возможностно-вероятностное программирование; эквивалентный 
детерминированный аналог; эквивалентный стохастический аналог; генетический алго-
ритм; неопределенность гибридного типа.

Введение

В настоящей работе продолжаются исследования задачи линейного программирования в 
условиях гибридной неопределенности возможностно-вероятностного типа, начатые в [1, 2]. 
В [1] построен эквивалентный детерминированный аналог этой задачи при ограничениях по 
возможности/необходимости и вероятности, а в [2] – эквивалентный стохастический аналог 
при ограничениях по вероятности и возможности/необходимости. Во второй модели не удает-
ся построить эквивалентный четкий аналог. По этой причине специфицирован генетический 
алгоритм решения детерминированного и стохастического аналогов исследуемых задач. На 
числовом примере конструктивным методом доказывается некоммутативность очередности 
применения принципов принятия решений для снятия неопределенности.

Моделирование гибридной неопределенности осуществляется с помощью математическо-
го аппарата нечетких случайных величин. С этой целью в контексте работ [3–6] введем ряд 
определений и понятий из теории возможностей. Далее в нашей работе ( (, ,  ) )P τΓΓ  и ( ), ,BΩ P  
есть возможностное и вероятностное пространства, соответственно, в которых Ω  – про-
странство элементарных событий ,  ω ∈Ω Γ  – модельное пространство с элементами ,γ ∈Γ  
B – σ-алгебра событий, ( )P Γ  – множество всех подмножеств ,Γ  { ,  },τ π ν∈  π  и ν  – меры воз-
можности и необходимости, соответственно, а P – мера вероятности; 1

  – числовая прямая.
Определение 1. Нечеткая случайная величина ( , )Y ω γ  есть вещественная функция 

1:Y Ω×Γ →  σ-измеримая для каждого фиксированного γ, а функция
	 { } 1( , ) : ( , ) , Y t Y t tµ ω π γ ω γ= ∈Γ = ∀ ∈

называется ее функцией распределения.
Из определения 1 следует, что функция распределения нечеткой случайной величины за-

висит от случайного параметра, т.е. является случайной функцией.
Определение 2. Пусть ( , )Y ω γ  – нечеткая случайная величина. Ее ожидаемым значением 

[ ]YE  называется нечеткая величина, имеющая функцию распределения возможностей
	 { } 1

[ ] ( ) : [ ( , )] , Y t Y t tµ π γ ω γ= ∈Γ = ∀ ∈E E  ,
где E  – оператор взятия математического ожидания

	 [ ( , )] ( , ) ( ).Y Y dω γ ω γ ω
Ω

= ∫E P
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Функция распределения ожидаемого значения нечеткой случайной величины уже не зави-
сит от случайного параметра и является нечеткой величиной.

2. Модель возможностно-вероятностного линейного программирования 
при ограничениях по возможности/необходимости-вероятности 

и вероятности-возможности/необходимости

Рассмотрим модель возможностно-вероятностного линейного программирования следую-
щего вида (модель уровневой оптимизации):

	 min,k → 	
	 { }{ }0 0 0( , , ) ,f x k pτ ω γ α≤ ≥ ≥P 	 (1)

	
{ }{ }( , , ) 0 , 1, ,

.
i i if x p i m

X

τ ω γ α ≤ ≥ ≥ =


∈

P

x
	 (2)

Сопряженная с (1)–(2) вероятностно-возможностная модель может быть записана в форме
	 min,k → 	
	 { }{ }0 0 0( , , ) ,f x k pτ ω γ α≤ ≥ ≥P 	 (3)

	
{ }{ }( , , ) 0 , 1, ,

.
i i if x p i m

X

τ ω γ α ≤ ≥ ≥ =


∈

P

x
	 (4)

Нетрудно видеть, что введенные модели оптимизации отличаются лишь последовательно-
стью применения возможностно-вероятностных принципов для снятия гибридной (комбини-
рованной) неопределенности.

В этих моделях ( , , ),if x ω γ   0,i m=  есть возможностно-вероятностные функции, имеющие 
смысл отображений 1( , , ) : ,if X⋅ ⋅ ⋅ ×Ω×Γ →  ,nX ⊂   { },τ π ν∈  – мера возможности и двой-
ственная ей мера необходимости, , (0,1], i ip α ∈  0,i m=  есть заданные уровни вероятности и 
возможности, k  – дополнительная скалярная переменная.

Рассмотрим конкретные представления ( , , ).if x ω γ  Пусть они являются линейными воз-
можностно-вероятностными функциями. В этом случае

	
1

( , , ) ( , ) ( , ),  0, ,
n

i ij j i
j

f x A x B i mω γ ω γ ω γ
=

= − =∑ 	 (5)

где 0 ( , ) 0.B ω γ ≡
Будем предполагать, что ( , )ijA ω γ  и ( , )iB ω γ  имеют сдвиг-масштабное представление:
	 ( , ) ( ) ( ) ( ),ij ij ij ijA a Yω γ ω σ ω γ= +    ( , ) ( ) ( ) ( ),i i i iB b Yω γ ω σ ω γ= +

возможностные величины ˆˆ( ) ( , ),ij ij ijY a dπγ ∈ Ν  ˆ ˆ( ) ( , ),i i iY b dπγ ∈ Ν  а случайные величины 
0( ) ( , ),a

ij p ij ija a dω ∈ Ν  0( ) ( , ),ij p ij ijdσσ ω σ∈ Ν  0( ) ( , ),b
i p i ib b dω ∈ Ν  0( ) ( , ),i p i idσσ ω σ∈ Ν  pΝ  – есть класс 

нормальных вероятностных распределений, а πΝ  – класс нормальных возможностных рас-
пределений.

Введем обозначения для коэффициентов ковариации случайных параметров, участвую-
щих в сдвиг-масштабном представлении нечетких случайных величин: cov( , ),Cαβ α β=  а так-
же ковариационную матрицу { }

, 1
( , ) ,

ni
ijk ik ij j k

t t
=

=   0,i m=  с коэффициентами 
( , ) .

ij ik ij ik ij ik ij ikijk ik ij a a a ik a ij ij ikt t C C t C t C t tσ σ σ σ= + + +

Спецификацию формул математического ожидания и дисперсии возможностно-вероят-
ностной функции (5), используемых для построения эквивалентного детерминированного 
аналога модели (1)–(2) можно найти в [1, 3].

Перейдем к рассмотрению эквивалентных четкого и стохастического аналогов задач.
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3. Эквивалентные четкий и стохастический аналоги задач (1)–(2) и (3)–(4)

Сначала приведем эквивалентный четкий аналог задачи (1)–(2).
В [1], опираясь на результаты [5, 7], доказана следующая теорема, позволяющая строить 

эквивалентный четкий аналог модели критерия (1).
Теорема 1. Пусть в модели критерия (1) ,τ π=  0 0.5,p >  нечеткие компоненты 0 ( )jY γ  в 

сдвиг-масштабном представлении нечетких случайных величин 0 ( , )jA ω γ  являются взаимно 
минисвязанными нормальными величинами, а коэффициенты сдвига и масштаба являются 
нормально распределенными случайными величинами с соответствующими параметрами. 
Тогда модель критерия (1) эквивалентна модели

	 { }( )0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0

1 1 1
min , ( ) min,

n n n

j j j j j j jk j k x Xj j k
a Y Y x C x xσ σ β α− +

∈
= = =

+ − →∑ ∑∑ 	 (6)

в которой 0 jY ±  есть правые и левые границы 0α -уровневых множеств нечетких величин 0 ( ),jY γ  
коэффициент 0β  есть решение уравнения 0( ) 1 ,t pΦ = −  а ( )tΦ  – функция стандартного нор-
мального распределения вероятностей.

В [1] представлена также теорема, позволяющая строить эквивалентный четкий аналог 
модели ограничений (2). Для краткости приведем ее для случая независимых случайных вели-
чин, используемых в вычислительном эксперименте настоящей работы. Полную формулиров-
ку можно найти в вышеуказанных работах.

Теорема 2. Пусть в модели ограничений (2) τ π= , 0.5ip > , 1,i m= , нечеткие компоненты 
( )ijY γ , ( )iY γ  в сдвиг-масштабном представлении нечетких случайных величин ( , )ijA ω γ  и 
( , )iB ω γ  являются взаимно минисвязанными нормальными величинами, а коэффициенты сдви-

га и масштаба являются независимыми нормально распределенными случайными величинами 
с соответствующими параметрами. Тогда система ограничений (2) эквивалентна детерми-
нированной модели ограничений

	
{ }( ) { }0 0 0 0 0 0

1
min , ( , ) max , , 1, ,

,

n

ij ij ij ij ij j i i i i i i i i
j

a Y Y x d x b Y Y i m

X

σ σ β α σ σ− + − +

=


+ − ≤ + =


 ∈

∑
x

	 (7)

в которой ,ijY ±  iY ±  и коэффициент iβ  имеют тот же смысл, что и в Теореме 1, а величина

	 { }( )2 2 2 2

1
( , ) min ( ) , ( ) ( ) .

n
a b

i i ij ij ij ij ij j i i i
j

d x d d Y d Y x d d Yσ σ σα − + −

=

= + + +∑
Рассмотрим теперь модель (3)–(4).
Теорема 3. Пусть в модели ограничений (4) возможностные составляющие в сдвиг-мас-

штабном представлении нечетких случайных величин ( , )ijA ω γ  и ( , )iB ω γ  являются нормаль-
ными взаимно минисвязанными возможностными величинами. Тогда модель построчных огра-
ничений по вероятности и возможности (4) имеет эквивалентный стохастический аналог 
вида

	 ,
1

( ) ( )  1, ,

,

n

ij j i i
j

A x B p i m

X

ω ω±

=

  
≤ ≥ =  

  
 ∈

∑P

x



	 (8)

в котором
	 ˆˆ( ) ( ) ( ) ( ) ln ,ij ij ij ij ij ij iA a a dω ω σ ω σ ω α− = + − − ˆ ˆ( ) ( ) ( ) ( ) ln ,i i i i i i iB b b dω ω σ ω σ ω α+ = + + −

ˆˆ( ) ( ) ( ) ( ) ln(1 ),ij ij ij ij ij ij iA a a dω ω σ ω σ ω α+ = + + − − ˆ ˆ( ) ( ) ( ) ( ) ln(1 ),i i i i i i iB b b dω ω σ ω σ ω α− = + − − −
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верхние индексы ( ),− +  в обозначениях границ уровневых множеств возможностных величин 
соответствуют τ π=  (возможностному ограничению), нижние индексы (+,-) соответству-
ют τ υ=  (ограничение по необходимости).

Полученная система ограничений (8) представляет собой систему построчных ограниче-
ний по вероятности.

Дополним результаты работ [1,2] теоремой, позволяющей строить эквивалентную стоха-
стическую модель критерия (3).

Теорема 4. Пусть в модели критерия (3) возможностные составляющие в сдвиг-масштаб-
ном представлении нечетких случайных величин 0 ( , )jA ω γ  являются нормальными взаимно 
минисвязанными возможностными величинами. Тогда модель критерия (3) имеет эквивалент-
ный стохастический аналог вида

	 min,k →

	 0 0
1

( ) ,
n

j j
j

A x k pω
=

 
≤ ≥ 

 
∑P  	 (9)

в котором
	 0 0 0 0 0 0 0

ˆˆ( ) ( ) ( ) ( ) ln ,j j j j j jA a a dω ω σ ω σ ω α− = + − −

	 0 0 0 0 0 0 0
ˆˆ( ) ( ) ( ) ( ) ln(1 ),j j j j j jA a a dω ω σ ω σ ω α+ = + + − −

верхний индекс «–» соответствует τ π=  (возможностный контекст), индекс «+» – соответ-
ствует случаю τ υ=  (необходимостный контекст).

Построение ее эквивалентного детерминированного аналога затруднено в связи с присут-
ствием в выражениях, определяющих случайные величины ( )ijA ω  и ( ),iB ω±  модулей случай-
ных величин. По этой причине эквивалентный стохастический аналог в настоящей работе ре-
шается генетическим алгоритмом с применением прямого статистического метода.

4. Спецификация генетического алгоритма для решения задач (6)–(7) и (9)–(8)

С общей схемой генетических алгоритмов можно ознакомиться, например, в [8], а в [9] 
можно найти подробную спецификацию генетического алгоритма для решения эквивалент-
ного детерминированного аналога задачи возможностного программирования. В данной ра-
боте лишь осветим те модификации, которые требуются для нашего конкретного случая.

4.1. Прямой стохастический метод

Специфицируемый генетический алгоритм предназначен для решения как детерминиро-
ванного аналога (6)–(7), так и стохастического аналога (9)–(8). В последнем случае мы будем 
использовать прямой статистический метод для проверки выполнения ограничений задачи и 
определения значения целевого критерия. В частности, пусть probExpLimit – параметр, задаю-
щий количество испытаний в серии случайных экспериментов прямого статистического мето-
да. На каждом шаге эволюции генетического алгоритма будем генерировать серию из 
probExpLimit реализаций случайных величин, требуемых для вычисления ( ),ijA ω−  ( ).iB ω+  Отно-
шение количества случаев, когда неравенство ограничения было выполнено, к probExpLimit и 
будет задавать уровень вероятности, с которым данное конкретное ограничение выполняется.

Работа со стохастическим критерием описана в разделе 4.4.
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4.2. Выполнение операции кроссовера

Случайным образом отбираем cP popsize×  хромосом и выполняем операцию кроссовера 
для каждой пары ( , )i jV V′ ′  по формуле: 1 2(1 ) ,X c V c V′ ′= × + − ×  1 2(1 ) ,X c V c V′ ′= − × + ×  где 

  X Yè  – потомки двух исходных хромосом, (0,1)c ∈  – случайное число. Осуществляем про-
верку, что новые хромосомы не вышли из области допустимых решений.

4.3. Выполнение операции мутирования

Далее отбираем mP popsize×  хромосом и подвергаем их операции мутирования. Для этого 
случайным образом выбираем число M и генерируем вектор направления .n∈d   Формируем 
мутированную хромосому по формуле: iZ V M= + ×d.  Если Z  вышла за область допустимых 
решений задачи, то выбираем случайным образом число (0, )M M∈  и повторяем операцию 
снова.

4.4. Критериальная функция и функция пригодности

В нашем случае критериальной функцией является оптимизируемая функция решаемой 
задачи. Причем если в случае детерминированного аналога (6) сама функция явным образом 
задана в критерии, то для стохастического аналога (9) требуется дополнительная специфика-
ция критерия.

Пусть probExpLimit – параметр, задающий количество испытаний в серии случайных экспе-
риментов прямого статистического метода решения стохастического неравенства (3). Требует-
ся найти минимальное ,k  при котором указанное стохастическое неравенство будет выполнено 
с заданным уровнем вероятности. Для этого проведем серию случайных экспериментов и вы-
числим probExpLimit значений выражения 0

1
( ) .

n

j j
j

A xω−

=
∑  Отсортируем результат в порядке воз-

растания и возьмем значение под порядковым номером 0 .probExpLimit p×    Это и будет зна-
чение ,k  при котором указанное стохастическое неравенство будет выполняться с уровнем 
вероятности 0 ,p  и оно же и будет значением критериальной функции задачи (9)–(8).

Функция пригодности позволяет проранжировать хромосомы популяции, присвоив им 
значение вероятности выживания таким образом, чтобы более подходящая по сравнению с 
прочими хромосома имела большую вероятность перейти в следующую популяцию. Суще-
ствуют разные способы построения данной функции, подробнее см. в [8, 9].

4.5. Алгоритм отбора хромосом

Процесс отбора хромосом не зависит от выбора функции пригодности и основывается 
лишь на ее значении для каждой конкретной хромосомы. В результате отбора мы получим по-
пуляцию, в которой ряд хромосом будут дублироваться. При этом, чем более пригодной была 
хромосома в исходной популяции, тем больше дубликатов у нее будет в новой популяции.

5. Результаты числового эксперимента

Исследуем на модельном примере поведение задачи возможностно-вероятностной опти-
мизации в зависимости от порядка снятия неопределенности. Пусть 2,n m= =  параметры 

0 1 2 0.7,α α α= = =  0 1 2 0.8p p p= = =  и заданы следующие распределения возможностных ком-
понент: 01( ) (0,0.5),Y πγ = Ν  02 ( ) (0,0.75),Y πγ = Ν  11( ) (0,0.75),Y πγ = Ν  12 ( ) (0,0.25),Y πγ = Ν  
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21( ) (0,0.5),Y πγ = Ν  22 ( ) (0,1),Y πγ = Ν  1( ) (0,1.75),Y πγ = Ν  2 ( ) (0,1.25)Y πγ = Ν  и вероятностных 
компонент: 01( ) (1,0.1),pa ω = Ν  02 ( ) (5,0.1),pa ω = Ν  11( ) (8,0.1),pa ω = Ν  12 ( ) ( 2,0.1),pa ω = Ν −  

21( ) (1,0.1),pa ω = Ν  22 ( ) ( 5,0.1),pa ω = Ν −  1( ) (14,0.1),pb ω = Ν  2 ( ) (0,0.1),pb ω = Ν  
( )  ( ) (1,0.1),ij i pσ ω σ ω= = Ν  1, ,i m=  1, .j n=
Всюду далее для удобства будем обозначать через Naσ  случайную величину из класса 
( , ).p a σΝ  Рассмотрим эквивалентный стохастический аналог задачи уровневой оптимизации 

(6)–(7):
	 min,k →

	 ( ) ( ){ }0.1 0.1 1 0.1 0.1 21 0.299 1 5 0.448 1 0.8,N N N Nx x k− + − ≤ ≥P    	 (10)

	

( ) ( ) { }
( ) ( ){ }

0.1 0.10.1 0.1 1 0.1 2 0.1

0.1 0.10.1 1 0.1 2 0.1 0.1

2

8 0.448 1 2 0.149 1 14 1.045 1 0.8,

1 0.299 1 5 0.597 1 0 0.747 1 0.8,

.

N NN N N N

NN N N N N

x x

x x

 − + − − ≤ + ≥
 − + − − ≤ + ≥


∈


P

P

x

   


   



	 (11)

Для проведения сравнительного анализа выпишем теперь эквивалентный детерминиро-
ванный аналог задачи (9)–(8):

	 2 2
1 2 1 20.701 4.552 0.842 0.109 0.12 min,x x x x+ + + → 	 (12)

	

2 2
1 2 1 2

2 2
1 2 1 2

2

7.552 2.149 0.842 0.12 0.102 0.209 15.045,

0.701 5.597 0.842 0.109 0.136 0.156 0.747,
.

x x x x

x x x x

 − + + + ≤
 − + + + ≤
 ∈

x 

	 (13)

Области допустимых реше-
ний, определяемые ограничени-
ями (11) и (13), изображены на 
рис. 1. На рисунке отдельно изо-
бражены области, задаваемые 
первым и вторым ограничения-
ми, и их пересечение (левый верх-
ний угол). Область, определяемая 
ограничением (13), наложена на 
область, задаваемую ограничени-
ем (11). Однако, мы можем заме-
тить тонкие полоски другого цве-
та на границах, обозначающие, 
что ограничение (11) включает 
в себя ограничение (13). Спец-
ифицированный генетический 
алгоритм находит оптимальные 
решения соответствующих задач, 
однако для краткости изложения 

протокол работы алгоритма и конкретные числовые значения векторов неизвестных опустим, 
так как для целей нашего исследования они не столь важны.

 

Рис. 1. Области допустимых решений, 
задаваемых ограничениями (11) и (13)
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Заключение

В работе рассмотрена проблема возможностно-вероятностного линейного программиро-
вания (задача уровневой оптимизации) с ограничениями по возможности/ необходимости-ве-
роятности и вероятности-возможности/необходимости. Исследовано поведение этой задачи 
при различных последовательностях применения принципов снятия неопределенности: воз-
можность-вероятность, вероятность-возможность. Построенные детерминированный и сто-
хастический эквиваленты задач исследованы на числовом примере. Их решение осуществлено 
с помощью генетического алгоритма. Показано, что очередность снятия неопределенности не 
является коммутативной, так как модели (1)–(2) и (3)–(4), как показали результаты компью-
терного моделирования, определяют различные области допустимых решений. Результаты 
численных расчетов и графическая иллюстрация подтверждают правомерность выводов.

В плане перспективных исследований представляется интересным рассмотреть вопрос о 
вложенности областей допустимых решений относительно друг друга. Это дало бы возмож-
ность управлять степенью неопределенности в задачах оптимизации и принятия решений. 
Также интерес представляет спецификация методов стохастического квазиградиента [10, 11] 
для решения стохастического аналога задачи.
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МОДЕЛИРОВАНИЕ ДВИЖЕНИЯ ЛАВИНООПАСНОЙ СНЕЖНОЙ МАССЫ

1Воронежский институт Федеральной службы исполнения наказаний России
2Воронежский государственный технический университет

А. С. Соловьев1, А. В. Калач1, С. Л. Карпов2

Аннотация. Представлены результаты анализа и обобщения возможностей существу-
ющих способов моделирования движения лавиноопасных снежных масс. Показано, что 
трехмерная модель на основе динамики частиц позволяет получить высокую степень 
пространственной и временной дискретизации, а это в свою очередь обеспечивает расчет 
траектории движения, энергии, давления лавины. Таким образом, объемная дискретная 
модель снежной массы позволяет адекватно оценить разрушительное воздействие лавин.
Ключевые слова: снежная лавина, моделирование, динамика частиц, эксперимент, энер-
гия, давление, поступательное движение.

Для защиты объектов в горной местности, зачастую, широко используются принудитель-
ный спуск опасных снежных отложений с помощью различных систем, снегоудерживающие 
сети, лавинорезы, снеговыдувающие столы, направляющие дамбы и т. д. Горные районы со-
ставляют по площади порядка 6 % территории нашей страны, однако экономические потери 
от схода снежных лавин чрезвычайно велики. По мере освоения горных районов в связи с раз-
витием спорта, туризма и промышленного производства возрастает необходимость прогнози-
рования чрезвычайных ситуаций, связанных с движением лавин и защиты инфраструктуры 
от их разрушительного воздействия. Применение всех перечисленных средств немыслимо без 
предварительного анализа метеорологической ситуации. Оценка и виды прогнозов лавинной 
опасности приведены на рис. 1.

Рис. 1. Схема оценки и прогнозов лавинной опасности
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Для прогнозирования лавинной опасности используется целый набор методов: экспертные 
оценки, дискриминантный анализ, метод распознавания образов, множественная регрессия, 
синоптический прогноз, статистические методы на основе многолетних наблюдений, метод 
«ближайших соседей» и т. д. Особое место в прогнозировании лавинной опасности занима-
ет математическое моделирование. Снег представляет собой сложный объект исследования. 
Свойства снега существенно зависят от массы снежных отложений, температуры, влажности, 
метеорологической предыстории и т. п. Вследствие этого существует несколько подходов к 
математическому моделированию. Простейшая модель описывает динамику снежной массы, 
как движение материальной точки, соответствующей центру масс. Материальная точка дви-
жется по горному склону под действием силы тяжести и при этом испытывает воздействие 
сил трения и сил сопротивления пропорционально квадрату скорости [1]. При таком способе 
моделирования нет места учету внутренних процессов в снежной массе. Используя модель 
материальной точки можно рассчитать скорость движения лавины и расстояние, которое она 
пройдет по горизонтали до полной остановки.

Более сложной, а, следовательно, и более информативной является жидкостная модель, в 
которой лавиноопасная снежная масса представлена в виде несжимаемой жидкости, движу-
щейся под действием силы тяжести. Основоположником гидравлических моделей лавин явля-
ется А. Фелми [2]. В предложенной им модели потоки снега двигались с одинаковой скоростью 
по всей толщине потока.

Дальнейшее развитие гидравлическая модель движения снежных масс получила в рабо-
тах С. С. Григоряна [3]. Он предположил, что с ростом толщины снежного покрова на склоне 
растет и нормальное давление, а, следовательно, и сила трения, удерживающая всю снежную 
массу. Однако, этот процесс не может происходить бесконечно, величина силы трения дости-
гает максимального значения, но и касательное напряжение на границе раздела снег-склон 
достигает своего предела – происходит сход лавины. Соответствующие расчеты дают хорошее 
совпадение с реальным поведением крупных скоплений лавиноопасных снежных масс.

Следующий шаг в развитии гидравлических моделей лавин стала компьютерная програм-
ма Rapid Mass Movement Simulation (RAMMS), разработанная в Швейцарском институте ис-
следования снега и лавин (SLF) [4]. Программа создана на основе двумерной гидравлической 
модели Фелми – Зальма [5] и дает возможность рассчитать давление массы снега, высоту, ско-
рость и площадь поражения лавины.

В основу RAMMS DF положено усреднение по глубине двумерном решении закона движе-
ния в трехмерном пространстве топографии и изначально был разработан для прогнозирова-
ния схода снежных лавин. В принципе, RAMMS использует модель континуума потока жидко-
сти Фелми – Зальма [6], которая описывает рассматриваемые текущую массу снега или мусора 
в качестве модели континуума со средней глубиной гидравлики. Счета RAMMS для топогра-
фических условий, предполагая фиксированную эйлерову трехмерную систему координат в z 
( ), .x y  Поток движется нестационарным и неравномерным движением, характеризуемым вы-
сотой потока H  ( , , )x y z  и величиной средней скорости U  ( , , )x y z  в момент времени t  [4]. 
Баланс масс описывается

	
( )( ) ( , , )yx HUHUH Q x y t

t x y
∂∂∂

+ + =
∂ ∂ ∂

	 (1)

где Q  ( , , )x y z  обозначает скорость набора массы (увлечение) или потери массы (осаждение). 
Импульс потока описывается как баланс между ускорением Sg  и замедлением (сопротивле-
ние трения) Sf  с
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Подробности основных дифференциальных уравнений описаны в Christen et al. [4]. 
RAMMS использует схему конечных объемов (FVM) с уменьшением полной вариации (TVD), 
применяемой к трехмерной местности. Этим методом усредненные значения ячеек рассчиты-
ваются для каждого места в сетке с помощью краевых потоков из соседних клеток. Сопротив-
ление трению определяется напряжением сдвига типа Фелми [6], концепция сочетает сухое 
(член кулоновского трения, определяемый µ) с зависимым от скорости членом трения (опре-
деляемый x):

	
2

.f
gUS N ρµ
ξ

= + 	 (4)

Здесь ρ  обозначает объемную плотность потока, U  скорость потока, N  нормальное дав-
ление и g  ускорение из-за гравитационного притяжения. Что касается сухого кулоновского 
трения, обычно напряжение сдвига S  линейно масштабируется с нормальным давлением N  
(то есть высота потока), предполагая постоянный параметр µ  (см. первый член на правой 
части в уравнении (4)). Однако эксперименты с плотными снежными лавинами показали, что 
прочность когезионной связи между частицами в потоке опровергает такую линейную зави-
симость, т. е. постоянный параметр трения µ  [7].

Чтобы убедиться в адекватности модели и определить коэффициенты в уравнении (4) ав-
торы провели сравнение результатов компьютерных экспериментов с реальными лавинами в 
Валле-де-ла-Сионне, которые сошли с 1999 по 2005 год. Выяснилось, что наиболее адекватно 
математический аппарат описывает большие лавины из сухого снега. С увеличением влаж-
ности, а, следовательно, плотности снега и уменьшения объема точность падает. Модель не 
предназначена для моделирования селей, так как в этом случае система не гомогенна.

Для повышения точности расчетов авторы предлагают описывать снежную массу в виде 
гранул с различной энергией. Это должно дать возможность более адекватно воспроизводить 
воздействие лавины на окружающую среду. Таким образом следует вывод о том, что матема-
тическая модель лавины должна представлять снег в виде большого числа элементов, которые 
движутся по законам механики и при этом взаимодействуют между собой и горным склоном. 
Исходя из выше сказанного можно заключить, что для описания движения лавиноопасных 
снежных масс наиболее адекватным будет моделирование методом динамики частиц. Метод 
широко используется и показывает хорошее соответствие экспериментальным данным как 
при описании структуры кристаллов, так и при моделировании макротел в различных фазо-
вых состояниях [8–10].

В рамках метода динамики частиц снежная масса представляет собой совокупность одина-
ковых шарообразных элементов диаметром около 0,1ed =  м. Количество элементов определя-
ется мощностью вычислительной техники и на данный момент может достигать величины 

6~ 10 .  Положение каждого элемента характеризуется шестью переменными: тремя координа-
тами центра элемента ( ), ,i i iX Y Z  и тремя проекциями вектора скорости , .( ),xi yi ziV V V  Предпо-
лагается, что элементы снега взаимодействуют между собой и с поверхностью горного склона 
вязкоупругим образом. Это позволяет ввести в модель основные механические свойства сне-
га: плотность, модуль упругости, внутренний коэффициент трения, величину деформации, 
способность к расслоению. Такой тип взаимодействия обеспечивает отталкивание элементов 
друг от друга, когда расстояние между центрами становится меньше диаметра, и притяжение 
при незначительном удалении на расстояние ,c er dα= ⋅  (α  – коэффициент, характеризующий 
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критическое расстояние через диаметр элемента, в большинстве вычислений принят равным 
1,1). Такой подход обеспечивает пространственную дискретизацию лавиноопасной снежной 
массы [11].

Уравнения движения элементов составляются на основе второго закона Ньютона:
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где i  – номер элемента; em  – масса элемента; , ,i i ix y z  – декартовы координаты элемента; t  – 
время; eN  – количество элементов; j  – номер элемента, возможно контактирующего с i-м 
элементом; c  и k  – коэффициенты жесткости взаимодействия и вязкого трения друг о друга 
элементов i  и ;j  ijr  – расстояние между центрами элементов i  и ;j  ,xiv  ,yiv  ziv  – декартовы 
составляющие скорости i-го элемента; g – ускорение свободного падения; ,xP iF −  ,yP iF −  zP iF −  – де-
картовы составляющие силы, действующей со стороны поверхности склона на i -й элемент. 

Вычисления по формулам (5) проводятся на ЭВМ и состоят из трех вложенных циклов: по 
номеру элемента, по номеру временного шага, по номеру компьютерного эксперимента. Шаг 
интегрирования системы дифференциальных уравнений составлял 0,003 с. Результатом вы-
числений является зависимость энергии снежной массы от времени и величина давления на 
препятствия движению лавины [12].

В большинстве компьютерных экспериментов использовали значения параметров модели, 
которые представлены в табл. 1.

Таблица 1
Значения параметров модели

Наименование используемых параметров Значение параметра
Диаметр элементов снега 0,1ed =  м
Масса элемента снега 0,5em =  кг
Количество элементов снега 500000eN =
Коэффициент жесткости взаимодействия элементов снега между собой   300c =  Н/м
Коэффициент вязкого трения элементов снега между собой  1 ,5k =  Н ⋅ с/м
Коэффициент жесткости взаимодействия элементов снега со склоном   600sc =  Н/м
Коэффициент вязкого трения элементов снега со склоном   3,0sk =  Н ⋅ с/м
Коэффициент ограничения взаимодействия элементов 1,1lk =
Длительность компьютерного эксперимента max 80t =  с

При моделировании в начальный момент времени скорости снежных элементов принима-
ются равными нулю. Координаты элементов задаются случайным образом с помощью гене-
ратора случайных чисел в пределах ограниченного объема, не связанного с горным склоном:
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	 1 1 2 1( 0) ( )i b i b bx t x F x x= = + − 	 (6)
	 1 2 2 1( 0) ( )i b i b by t y F y y= = + − 	 (7)
	 1 3 2 1( 0) ( ),i b i b bz t z F z z= = + − 	 (8)

где 1 ,iF  2 ,iF  3iF  – реализации случайной величины, имеющей равномерный закон распределе-
ния и принимающей значение от 0 до 1; 1,bx  2 ,bx  1,by  2 ,by  1,bz  2bz  – координаты границ парал-
лелепипеда.

Весь компьютерный эксперимент ограничен модельным пространством, выход за преде-
лы которого для элементов снега невозможен. Пространственная и временная дискретиза-
ция обеспечивают высокую адекватность модели при описании движения и взаимодействия 
снежной массы с препятствиями различной формы, массы и размеров, однако при этом суще-
ственно усложняется вычислительный процесс. Для проведения расчетов и осуществления 
компьютерных экспериментов на языке Object Pascal была создана программа «Программа 
трехмерного моделирования снежной лавины с использованием метода динамики частиц», 
которая функционирует в интегрированной среде Borland Delphi 7.0. При проведении ком-
пьютерных экспериментов в трехмерном пространстве программа позволяет многократно 
изменять в произвольных пределах геометрию горного склона, параметры снежной массы, 
которые связаны с температурой окружающей среды, определять траекторию и скорость дви-
жения лавины, энергию и давление снега на строения различной формы.
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Аннотация. Целью настоящей работы является расчет и фактическая оценка гидрофизи-
ческих характеристик волнового режима в районе аккумулятивного берега крайне юго-за-
падного угла Цимлянского водохранилища. Проведение данных исследований невозмож-
но без применения адекватных динамических математических моделей и построения 
соответствующих алгоритмов, реализуемых на ЭВМ. Разрабатываемая авторами гидро-
динамическая модель волновых процессов в качестве основы использует трехмерную ма-
тематическую модель, включающую три уравнения движения Навье – Стокса, уравнения 
неразрывности для несжимаемой жидкости. Дискретизация уравнений гидродинамики 
выполнена при использовании метода поправки к давлению. Разработанные численные 
алгоритмы и реализующий их комплекс программ использованы для исследования поля 
давления и поля вектора скорости водной среды для заданного участка акватории во-
дохранилища. Практическая значимость данных разработок состоит в возможности их 
применения при исследовании гидрофизических процессов данных территорий, оценки 
гидродинамического воздействия на формирование береговой линии и рельефа дна.
Ключевые слова: крупные водохранилища, прибрежные зоны, гидродинамические ха-
рактеристики волнового воздействия, математическая модель, уравнения гидродинами-
ки, численные методы, параллельные алгоритмы.

Введение

Гидрографическая сеть России не только является значимым естественным фактором 
жизнеобеспечения, но и чрезвычайно чувствительным и уязвимым элементом окружающей 
природной среды, постоянно изменяющимся под действием масштабной хозяйственной де-
ятельности человека. Поэтому проблема изучения и рационального использования водных 
объектов и водных ресурсов, их мониторинг, охрана и восстановление становятся одной из 
важнейших задач развития государства.

Гидрологический режим крупных водохранилищ управляется человеком исходя из хо-
зяйственных потребностей и технических приемов его эксплуатации. Несмотря на важность 
поддержания оптимального режима функционирования данных водных объектов, на сегод-
няшний день сложилось немало экологических и экономических проблем, требующих ком-
плексного решения [1–3]. Так, наиболее серьезное влияние на инфраструктуру побережий 
водохранилищ оказывает разрушение берегов. Достаточно большие размеры крупных водо-
хранилищ позволяют образовываться ветровым волнам высотой до 3–4 м, которые и ведут 
свою разрушительную работу. Для крупных водохранилищ скорость отступания берегов ва-
рьирует от примерно 5 м/год в активной стадии процесса разрушения берегов до 1,5 м/год в 
стадии замедляющегося разрушения.

Помимо изменчивости ветра, длины разгона волны, в большинстве случаев на крупных 
водохранилищах основными волнообразующими факторами, подлежащими учету при рас-
четах ветрового волнения, являются глубина водоема, сложный рельеф дна, изрезанность и 
сложность контура береговой линии (наличие мысов, островов и т.п.). Воздействие указанных 
факторов может вызвать присутствие в водоеме одновременно нескольких систем волн, кото-
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рые, создают сложную картину трехмерного ветрового волнения [4, 5]. Наиболее достоверные 
результаты количественных характеристик образованных волн дают современные численные 
прогнозные волновые модели, разработанные на основе нелинейной теории пространствен-
ного волнового движения [6, 7].

Настоящая статья посвящена разработке и исследованию нелинейных моделей волновых 
гидродинамических процессов, оказывающих влияние на прибрежные акватории крупных во-
дохранилищ. Разработанные алгоритмы решения модельных задач и их численная реализация 
в виде проблемно-ориентированного программного комплекса имеют широкое практическое 
применение для исследования волновых процессов прибрежных систем указанных водных 
объектов и их гидродинамического воздействия на территорию побережья. Эффективность 
данного подхода продемонстрирована на примере акватории Цимлянского водохранилища. 
Для «локального» участка, расположенного в юго-западной части водохранилища, проведе-
ны исследования гидродинамических характеристик волнового воздействия на прибрежную 
зону, таких как поле давления и поле вектора скорости водной среды.

1. Математическая модель трехмерной волновой гидродинамики

Исходными уравнениями гидродинамики мелководных водоемов являются:
– уравнение движения (Навье – Стокса) [8, 9]:
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– уравнение неразрывности в случае переменной плотности:

	 ( ) ( ) ( ) 0,t x y z
u v wρ ρ ρ ρ′ ′ ′′ + + + = 	 (2)

где { }, ,V u v w=  – компоненты вектора скорости, P  – давление, g  ‒ ускорение свободного 
падения, ρ  – плотность, ,µ  ν  ‒ горизонтальная и вертикальная составляющие коэффициен-
та турбулентного обмена.

Система уравнений (1)‒(2) рассматривается при следующих граничных условиях:
– на входе:
	 ( , , , ) ( ), ( , , , ) ( ), ( , , , ) 0, ( , , , ) 0,n nu x y z t u t v x y z t v t P x y z t V x y z t′ ′= = = =
– боковая граница (берег и дно): 
	 ( ) ( , , , ) ( ), ( ) ( , , , ) ( ), ( , , , ) 0, ( , , , ) 0;n x n y n nu x y z t t v x y z t t V x y z t P x y z tρµ τ ρµ τ′ ′ ′= − = − = =
– верхняя граница:
	 ( , , ) / , ( , , ) 0,t nw x y t P g P x y tω ρ′ ′= − − =

где ω  ‒ интенсивность испарения жидкости, ,x yτ τ  – составляющие тангенциального напря-
жения. Составляющие тангенциального напряжения для свободной поверхности: 

,x a s xC w wτ ρ=
  ,y a s yC w wτ ρ=

  где w  – вектор скорости ветра относительно воды, aρ  – плот-
ность атмосферы, 0.0026sC =  ‒ безразмерный коэффициент, который зависит от скорости 
ветра, рассматривается в диапазоне 0.0016 0.0032.−

Составляющие тангенциального напряжения для дна с учетом введенных обозначений мо-
гут быть записаны следующим образом: ,x bC u Vτ ρ=  ,y bC v Vτ ρ=  2 1/3/ ,bC gn h=  h  – глуби-
на, 0.04n =  – групповой коэффициент шероховатости по формуле Мэннинга, в зависимости 
от шероховатости дна лежит в диапазоне 0.025 0.2.−
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Дискретизация уравнений (1), (2) гидродинамики выполнена при использовании метода 
поправки к давлению [10, 11].

2. Результаты численных экспериментов

Для реализации модельных задач гидродинамики разработан программный комплекс [7, 
8], созданные на языке C ++. Реализованные в программном комплексе параллельные алго-
ритмы решения модельных задач систем сеточных уравнений, возникающих в процессе дис-
кретизации модифицированным адаптивным переменно-треугольным методом вариацион-
ного типа, разработаны с использованием технологии MPI.

Выделенный участок проведения численных экспериментов расположен в крайне юго-за-
падном углу Цимлянского водохранилища в районе Волгодонского порта. «Локальный» уча-
сток моделирования имеет размеры 5∙103 × 5∙103 м и максимальную глубину 8 м, пиковая точка 
возвышается над уровнем моря на 2 м. Источник возмущений задается на некотором рассто-
янии от линии берега. В начальный момент времени жидкость находится в состоянии покоя.

С целью подготовки входных данных, построена цифровая модельная область, отобража-
ющая изолинии функции глубин донной поверхности и береговой линии (рис. 1). Модельная 
область характеризуется геометрически сложной конфигурацией береговой линии.

Для расчетной области построена равномерная сетка размерами 100 × 100 × 40, что соот-
ветствует размеру ячеек порядка 50 м по горизонтальным направлениям и 0.2 м ‒ по верти-
кальному. На данную сетку были интерполированы входные данные по показаниям глубин 
водного объекта.

Для того, чтобы можно было говорить об адекватности гидродинамической волновой мо-
дели, требуется исходный набор информации, включающий сведения о полях скорости ветра 
и водной среды. На рис. 2 приведен пример результатов расчета поля давления.

Результаты расчетов в виде векторного поля скоростей в расчетной области представлены 
на рис. 3. Геометрическая неоднородность участка существенно влияет на кинематическую 
структуру водного потока. Наглядно продемонстрировано изменение картин векторного поля 
скоростей при накате волны на береговую линию. В области сужения водной акватории дина-
мически меняется функция возвышения уровня, образуются зоны затопления и обмеления. 
Перед уступом суши на фоне волнового микротурбулентного обмена зарождается вихреобра-
зование.

Рис. 1. Изолинии функции глубин донной поверхности и береговой линии
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С целью полноты представления картины скоростного поля в канале с внезапным сужени-
ем приведены расчетные профили горизонтальной скорости движения водной среды в раз-
личных сечениях расчетной области плоскостью ,Oxz  проходящей через начало среза.

Проведенные с помощью математической модели расчеты волнового воздействия выявили 
участки, наиболее подверженные ветро-волновому воздействию. При действии затянувшихся 
восточных и северо-восточных ветров здесь могут возникнуть чрезвычайные ситуации, вы-
зываемые опасными явлениями. Ярким подтверждением этого служит ситуация, сложившая-
ся у берегов города Волгодонска в октябре 2009 г. Основной причиной стало действие сильных 
ветров (15–17 м/с) восточного и северо-восточного направлений, а также аномальная терми-
ческая картина (среднемесячные показатели температуры превышали норму на 4,7 °С для воз-

Рис. 2. Поле давления [кПа]

Рис. 3. Поле вектора скорости водной среды на различных участках расчетной области
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духа и на 2,4 °С для воды). Данные обстоятельства привели к нагону микроводорослей в при-
брежную зону, засору водозаборных сооружений и прекращение водоснабжения Волгодонска.

Заключение

Разработанная авторами модель трехмерных гидрофизических волновых процессов учи-
тывает наряду с общепринятыми факторами, такими, как ветровое напряжение на свободной 
поверхности, трение о дно и пр., также испарение и выпадение осадков не только в уравне-
нии неразрывности, но и в уравнениях движения водной среды, что является существенным 
для акваторий крупных водохранилищ. Для предложенной модели разработаны численные 
алгоритмы и реализующий их комплекс программ, которые позволили провести расчеты ги-
дродинамических характеристик волновых процессов в естественных условиях в прибрежных 
акваториях водохранилищ. Приведены результаты численных экспериментов. Представлен-
ная модель и методы расчетов могут быть использованы для решения практических задач по 
расчету силового воздействие волн на геометрию прибрежных территорий и береговой ли-
нии, прогнозирования изменения процессов водной экологии в результате опасных явлений 
природного и техногенного характеров.
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АПРОБАЦИЯ АЛГОРИТМОВ РЕШЕНИЯ ЗАДАЧ 
ГИДРОЛОКАЦИИ МОРСКОГО ДНА НА РЕАЛЬНЫХ ДАННЫХ

Воронежский государственный университет

В. П. Квитко, В. В. Степин

Аннотация. В работе рассмотрена апробация алгоритмов решения задач акустической 
томографии: задачи реконструкции неоднородности морского дна и задачи батиметрии. 
Задачи рассматриваются как обратные для кинетической модели переноса излучения. 
В приближении однократного рассеяния и некоторых ограничениях на диаграмму на-
правленности приемной антенны получены явные формулы для решения задач, которые 
прошли апробацию на реальных данных эхолокационной съемки гидролокатором боко-
вого обзора.
Ключевые слова: задача батиметрии, задача акустической томографии, гидролокатор 
бокового обзора, кинетическая модель, диффузные условия сопряжения, диаграмма на-
правленности, импульсный источник.

Введение

Задачи акустической томографии неразрывно связаны с гидролокацией морского дна с по-
мощью автономных необитаемых подводных аппаратов (АНПА). Подводные роботы явля-
ются неотъемлемой частью при картографировании морского дна, мониторинге подводных 
сооружений и поиске полезных ископаемых. Гидролокатор, установленный на борту АНПА, 
принимает отраженный эхосигнал и формирует гидроакустическое изображение донной по-
верхности. В результате ослабления, связанного с поглощением и отражением, принятый сиг-
нал на несколько порядков меньше, чем излученный. Для усиления амплитуды применяют ал-
горитмы временной автоматической регулировки сигнала (ВАРУ) [1–3]. Подбор параметров 
таких алгоритмов осуществляется экспертом вручную после оцифровки данных. При этом 
природа возникновения ошибки или ослабления излучения в ВАРУ не учитывается. 

Хорошо зарекомендовавшие себя статистические методы обработки сигналов требуют 
анализа всего галса. Информация об обратной функции, полученной для одного изображе-
ния не может быть применена для другого участка. Искажения сигнала могут происходить 
вследствие нестационарности, рефракционных и иных физических эффектов, что проявляет-
ся в виде многолучевости и интерференции [4] и может приводить не только к искажениям 
передаваемой информации, но иногда и к ее полной потере. Теория восстановления сигнала 
в пропущенных отчетах берет свое начало с работ В.А. Котельникова [5] и весьма успешно 
продолжена Я. И. Хургиным [6], Л. А. Айзенбергом [7] и многими другими авторами. Ввиду 
того что почти любое техническое устройство работает на уровне цифровых сигналов, будь то 
телескоп, медицинский ЭКГ-аппарат, видеокамера, спектрометр или какой-либо датчик, раз-
витие теоремы отсчетов с 1936 г. по сегодняшний день накопило большой багаж успехов. 

В работе рассмотрена кинетическая модель для решения задач акустической томографии. 
В приближении однократного рассеяния получены решения обратных задач для уравнения 
переноса излучения. Проведена апробация предложенных алгоритмов на реальных данных, 
полученных при эхолокационной съемке гидролокатором EdjeTech Sonar.

1. Математическая модель

Модель дистанционного зондирования океана, основанная на уравнении переноса излуче-
ния с диффузными условиями отражения на границе сред, хорошо описывает процесс распро-
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странения акустического излучения в случайно-неоднородной среде. Таким образом, задачи 
акустической томографии могут быть сформулированы как обратные для кинетической моде-
ли с соответствующими начальными и граничными условиями. Неизвестные коэффициенты 
модели, такие как: коэффициент объемного рассеяния, коэффициент донного отражения, ба-
тиметрическая функция – могут быть определены на основе измерений обратно рассеянного 
сигнала. 

Распространение излучение в случайно-неоднородной, изотропной среде описывается не-
стационарным интегро-дифференциальным уравнение переноса излучения [8]:

	 ( ) ( ) ( )1 , , , , , , ( , , ),
4r

I k I r k t I r k t I r k t dk J r k t
c t

σµ
π Ω

∂ ′+ ⋅∇ + = ′ +
∂ ∫ 	 (1)

здесь 3, [0, ]r t T∈ ∈  и волновой вектор k  принадлежит единичной сфере 3{ :kΩ = ∈
| | 1}.k =  Функция ( , , )I r k t  интерпретируется как плотность потока энергии волны в момент 
времени t  в точке ,r  распространяющейся в направлении k  со скоростью .c  Величины µ  и 
σ  имеют смысл коэффициентов затухания и рассеяния, а функция J  описывает источники 
звукового поля. 

Рассматривается случай точечного изотропного источника звука, который перемещается с 
постоянной скоростью V  вдоль оси 2r  и испускает импульсные посылки в моменты времени 

,it  1,i m=  с мощностью iJ  соответственно:

	 ( ) ( )
0

, , ( ),
m

i i
i

J r k t r Vt J t tδ δ
=

= − −∑ 	 (2)

где δ  – дельта-функция Дирака.
Предполагая, что до начала зондирования источники звуки в среде отсутствуют, дополним 

уравнение (1) соответствующим начальным условием:
	 0| 0.tI = = 	 (3)
Пусть ( ): { , , : , (0, )},Vt k t k t TΓ = ∈Ω ∈  тогда сигнал, детектируемый приемной антенной в 

момент времени t на множестве Γ определяется как:
	 ( ) ( ) ( )

1( 0)
| , , ,

k
I t k I Vt k t dkδ±

ΓΩ ± >
= ∫ 	 (4)

где ( )I k+  и ( )I k−  определяют диаграмму направленности приемной антенны по правому и 
левому борту соответственно. 

Рассмотрим задачи акустической томографии, основанные на кинетической модели (1)–
(4). Ограничимся случаем однократного рассеяния. Учет многократного рассеяния неизбежно 
делает обратную задачу нелинейной, а в некоторых случаях и некорректной. Процесс распро-
странения излучения происходит в полубесконечной среде, ограниченной донной поверхно-
стью. В первой задаче дно предполагается плоским и неизвестным считается коэффициент 
донного рассеяния, характеризующий степень неоднородности. Во второй задаче поверхность 
морского дна описывается некоторой батиметрической функцией, коэффициент же донного 
рассеяния считается постоянным.

2. Задача реконструкции морского дна

В картографировании морского дна одной из популярных задач является определение коэф-
фициента донного рассеяния на основе сигнала, принятого гидролокатором бокового обзора. 
Распространение излучения происходит в однородной области 3

3: { : },G r r l= ∈ > − ограни-
ченной поверхностью 3{ :G yγ∂ = = ∈ 3 },y l= −  интерпретируемой как плоское дно океана. 

Отражающие свойства границы G∂  определяются диффузным отражением по закону 
Ламберта:
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   Функция dσ  описывает неоднородность донной по-

верхности и является искомой при формулировании обратной задачи.
В работе [9] получено решение обратной задачи в приближении узкой диаграммы направ-

ленности приемной антенны. Решение уравнения сводится к явной формуле для определения 
коэффициента донного рассеяния dσ  Таким образом, каждой точке на дне соответ-ствует 
единственный момент времени приема сигнала:

	 ( ) ( ) ( )4
1 2 12

2, exp 2 ,d i i
i

y y l y l I t
J cl

πσ µ ±= 	 (6)

где наклонная дальность 2 2
1 2( ) / 2, .,i i i il c t t y l l y Vt= − = − =

Решение обратной задачи в виде (9) справедливо при достаточно малых растворах угла 
диаграммы направленности приемной антенны. Формула (9) была исследована в предыдущих 
работах автора на модельных данных [8–9]. Результаты, полученные при моделировании, по-
зволили использовать (9) как инструмент для обработки реального сигнала с ГБО. В качестве 
входных значений ( )I t±  брались вертикальные выборки эхолокационного изображения, ко-
торые по своей сути являются последовательностью значений физической огибающей эхосиг-
нала. Значения были получены сотрудниками Института проблем морских технологий ДВО 
РАН с помощью ГБО EdgeTech Sonar, имеющего 32-битное разрешение. Разрешение по даль-
ности составляет 8680 значений, что соответствует ста метрам наклонной дальности. Гидро-
локационная съемка проводилась при следующих параметрах: высота аппарата 12l =  м, базо-
вая частота 410ν =  кГц, коэффициент ослабления 0.018µ =  м–1, скорость звука предполагается 
постоянной 1500c =  м/с.

На рис. 1 представлен фрагмент морского дна, полученный на основе данных с гидролока-
тора с применением формулы (9). Как видно из рисунка, формула позволяет различать кон-
трастные объекты на поверхности морского дна. Экспертная оценка указывает на наличие 
объекта, обладающего большим коэффициентом донного рассеяния в сравнении с основной 
частью морского дна. Предположительно данный объект – это камень, остальная часть дна 
покрыта песком.

3. Задача батиметрии

Использование ГБО в задаче реконструкции морского дна весьма популярно на практике. 
Интересным исследованием может быть анализ решения задачи батиметрии с применением 
данного вида устройств. Как правило, при определении рельефа морского дна используют-
ся интерферометры или гидролокаторы прямого обзора, каждый из них имеет свои преиму-
щества и недостатки. Использование же ГБО позволит сократить время миссии аппарата и 
уменьшить стоимость оборудования. Сформулируем задачу батиметрии для кинетической 
модели (1)–(4).

Рис. 1. Пример построения гидроакустического изображения с использование формулы (9)
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Поверхность морского описывается некоторой батиметрической функцией, которая опре-
деляет изменения рельефа морского дна относительно средней глубины .l  В этом случае 

3{ :G yγ∂ = = ∈ 3 1 2( , )}.y l u y y= − +  В обратной задаче необходимо найти значении функции 
u на основе измеренных данных ГБО. Для получения явного решения необходимо ввести сле-
дующие ограничения на искомую функцию: 

1
1,yu′

  
2

1,yu′
  т. е. u  представляет из себя слабо 

изменяющуюся функцию. Решение задачи батиметрии при описанных выше ограничениях 
было получено и апробировано на модельных данных в работе [10]. Запишем уравнение для 
определения батиметрической функции:

( )
( ) ( )2 2 2 2

22 1 1 1
1

1 2 3 2 2 2 2
1 1

2 ( ) exp 2
,

(2 / ( ))
d

d d i

I t y y l y llyu y y
l l y l y l cJ

π µσ
σ σ

± + + ± = − − + + 
 

	 (7)

здесь 2 ,i dy Vt σ=  – некоторое заданное значение (например, константа).
Далее проведем вычислительный эксперимент с использованием реальных данных с ГБО 

EdgeTechSonar. Первый шаг обработки: по принятому сигналу определяется коэффициент 
донного рассеяния dσ  в каждом отчете. Второй шаг: вычисление функции ( )1 2,u y y±  по фор-
муле (7).

На рис. 1 представлен профиль морского дна при варьируемых значениях коэффициента 
донного отражения в каждой точке. Здесь, на дальности зондирования 10–30 м определяются 
некоторые возвышения профиля морского дна. Согласно цветовой шкале можно сделать вы-
вод, что это возвышенности, а потемнения приблизительно на 12 и 20 метрах после пиков объ-
ясняются наличием впадин, глубиной 3–5 м, что создают после вершин затененные участки.

На рис. 2 представлены восстановленные значения батиметрической функции морского 
дна ( )1 2,u y y±  при постоянном коэффициенте .dσ  Значения представлены в градациях серого 
в диапазоне [–5, 5] м. Серый цвет в первых отсчетах соответствует значению 0. Восстановлен-
ный профиль показывает наличие пиков и впадин на изображении.

Заключение

Таким образом, представленные эксперименты показали, что значения коэффициента дон-
ного отражения существенно влияют на восстановление морского дна. Формулы для опреде-
ления коэффициента донного рассеяния и батиметрической функции из обратной задачи для 
кинетической модели применимым для обработки реальных данных с ГБО EdgeTech Sonar. 
Формула (7) была получена в условиях слабо изменяющегося дна, т. е. в случае, когда произво-
дная функции, описывающей рельеф морского дна, много меньше единицы, что существенно 
облегчает адаптацию этой математической модели к реальным данным. Стоит отметить, что 
работа с реальными данными требует варьирования величин и подбора оптимальных значе-
ний коэффициентов в формулах.

Рис. 2. Восстановление батиметрической функции морского дна
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ОПРЕДЕЛЯЮЩИЕ ПАРАМЕТРЫ МАТЕМАТИЧЕСКОЙ МОДЕЛИ 
ИЗОГНУТОГО СЕГМЕНТА ТРУБОПРОВОДА

Вычислительный центр Дальневосточного отделения Российской академии наук

О. П. Ткаченко, А. С. Рябоконь

Аннотация. Определены параметры, ограничивающие области применимости различ-
ных моделей сегментов трубопроводов. Выполнен численный анализ параметров в зада-
че расчета напряженно-деформированного состояния стенки трубопровода. Проведено 
сравнение применимости стержневой и оболочечной моделей при различных параметрах 
кривизны осевой линии тонкостенного цилиндра, рассматриваемого как участок трубо-
провода. Установлены критерии адекватности математических моделей криволинейных 
сегментов трубопроводов в рамках теории оболочек и теории стержней.
Ключевые слова: изогнутый трубопровод, численный эксперимент, оболочка, стержень, 
кривизна, определяющие параметры, выбор модели, сравнительный анализ, параметри-
зация, верификация.

Введение

Тяжелые условия работы современных подземных и подводных трубопроводов приводят к 
смещению труб из их проектного положения [1]. К сдвигу осевой линии трубопровода может 
привести и его собственная неустойчивость [2]. Землетрясения являются одной из опасных 
причин сдвига трубопроводов [3]. Таким образом, задача расчета динамики трубопровода и 
анализа его напряженно-деформированного состояния является актуальной проблемой ме-
ханики.

В данной работе рассматриваются два подхода к математическому моделированию дина-
мики трубопровода: (1) моделирование трубы как моментной оболочки, см. [4]; (2) моделиро-
вание трубы как полого стержня, см. [5].

Вопрос о применимости оболочечных моделей к современным трубопроводам был поднят 
в [6]. Применение модели оболочки к задаче о динамике трубопровода при землетрясении 
изложено в [7], где доказано, что выполнение этого исследования невозможно по стержневой 
модели.

С другой стороны, описание трубопровода на основе стержневой модели применено в ста-
тье [8]. Сформулирована математическая модель динамики растяжимого подводного райзера. 
Выполнен численный анализ этой модели для больших перемещений трубы.

Таким образом, в современных исследованиях применяются оба вышеупомянутых подхо-
да к математическому моделированию трубопровода.

Нами разработаны математические модели как в рамках теории оболочек [9], так и теории 
стержней [10]. Был выполнен асимптотический анализ уравнений динамики оболочки, на ос-
нове этого анализа создан алгоритм редукции этих уравнений к одномерным [11]. В этом слу-
чае вычислительные трудности при нахождении численных решений уравнений оболочечной 
модели ненамного превышают трудности решения уравнений стержневой модели. Эта модель 
была верифицирована в [11, 12].

Целью данной работы является выбор параметров и сравнение результатов численного 
анализа задачи о движении трубопровода специального профиля по математическим моделям 
[10, 11]. Профиль трубопровода выбран в виде цепной линии.
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1. Определяющие параметры для изогнутого трубопровода

Предполагается, что ненагруженный трубопровод имеет форму изогнутого по своей обра-
зующей цилиндра с кольцевым основанием, его осевая линия Γ  является плоской кривой.

Глобальная неподвижная декартова система отсчета ( )Oxyz  выбрана так, что Γ  лежит в 
плоскости ( ).xOy  С трубой связаны естественные криволинейные координаты ( ),Os Rθ  в ко-
торых s – длина дуги вдоль ,Γ  ( , )Rθ  – полярные координаты в сечении, соответствующем s. 
Эти координаты введены и изучены в [9].

Ставится задача о вычислении положения осевой линии = { ( , ), ( , )}x s t y s tΓ  трубопровода 
после приложения нагрузок от внутреннего потока жидкости и сопротивления внешней среды.

Должны выполняться ограничения В. З. Власова [4] о применимости теории полубезмо-
ментных оболочек:

	
0

0.1,h
R

≤    0

0

1min ,
4,

L

R
κ

  
  ≥ 	 (1)

где h  – толщина стенки, L  – длина, 0R  – радиус поперечного сечения, 0κ  – кривизна осевой 
линии трубы. 

Геометрия трубопровода определяется параметром:
	 0 0= max .Rλ κ 	 (2)
Параметр (2) может принимать два предельных значения:
	 1λ   – слабоизогнутая труба;	 (3)
	 λ → ∞  – труба, содержащая излом или ветвление профиля.	 (4)
Принципиальное различие этих асимптотик в том, что при выполнении (3) возможно раз-

деление задачи на два класса: (а) класс задач, хорошо описываемых моделью полубезмомент-
ной технической оболочки; (б) класс задач, для которых необходима либо модель стержня, 
либо модель моментной оболочки. В случае выполнения (4) необходима либо полная модель 
трехмерного упругого тела, либо модель моментной оболочки.

Постановка задачи и ее анализ для математической модели трубы как моментной оболочки 
при условии (4) изложен в [14]. Там же доказано существование сингулярности в распределе-
нии напряжений в окрестности линии соединения оболочек и приведены некоторые числен-
ные результаты. Обзор исследований до 2015 года приведен в [15].

Здесь мы исследуем случай (3). Причем используется приближение, в котором возможна 
редукция задачи теории оболочек к одномерной формулировке. В этом приближении методы 
численного анализа математических моделей, основанных на теории стержней и теории обо-
лочек, становятся тесно связанными.

2. Математические модели трубопровода

2.1. Математическая модель трубопровода как технической оболочки

Здесь мы излагаем вывод уравнений динамики трубопровода с точки зрения теории обо-
лочек В. З. Власова [4]. Детали вывода описаны в [11], здесь изложены некоторые важные осо-
бенности.

Динамика трубопровода описывается уравнениями теории упругости [16]:
	 = ,k ki

t iaρ σ∇ 	 (5)

где tρ  – плотность материала трубы, ka  – компоненты вектора ускорения, kiσ  – компоненты 
тензора напряжений, i∇  – ковариантная производная.
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Геометрические параметры криволинейных координат, необходимые для выполнения опе-
раций ковариантного дифференцирования:

	 0= 1 ( , )sin ,A R s tκ θ+  0= ,B R

	 ( )1
0

( , ) sin= ,1 ( , ) sin
s tk s t R

κ θ
κ θ+  2

0

1= ;k R 	 (6)

	 1 2 ,K k k=  ( )1 2 ,2
k kH +=

где 1k  и 2k  – главные кривизны срединной поверхности трубы, κ  – кривизна ее оси в момент 
времени ,t  ,A  B  – коэффициенты первой квадратичной формы срединной поверхности, ,K  
H  – гауссова и средняя кривизна поверхности, соответственно.

Предполагается выполнение условия (3). Дополнительно примем гипотезу.
Гипотеза 1. Изменение радиуса трубы мало по сравнению с перемещением ее поперечного 

сечения как целого в процессе деформирования.
Гипотеза 1 позволяет после определения глобальных декартовых координат Oxyz  и «на-

чальных» лагранжевых координат Os Rθ  (см. [16]) определить ортогональные криволинейные 
координаты ,Os Rθ  близкие к актуальной лагранжевой системе координат в деформирован-
ном состоянии.

При выполнении гипотезы 1 формулы (6) применимы как в начальном, так и в деформиро-
ванном состоянии стенки трубопровода, при замене 0 .κ κ↔  Можно доказать, что при этих 
условиях геометрические параметры начальной и актуальной лагранжевых систем координат 
отличаются на малые величины.

В приближении технической оболочки В. З. Власова получена система уравнений:
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Здесь обозначено: ,u  ,v  w  – перемещения срединной поверхности трубы по координатам 
,s  ,θ  ;R  ,X  ,Y  Z  – компоненты плотности сил, действующих на оболочку по координатам ,s  
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,θ  ;R  ep  – давление внешней среды; ,A  B  определяются формулами (6). Уравнения (7) допол-
нены краевыми условиями жесткого закрепления и однородными начальными условиями. 

Труба заполнена стационарным потоком жидкости, который движется со скоростью 0sv  
под действием постоянного перепада давления. В качестве закона гидравлического сопротив-
ления выбран закон трения Дарси. В [17] приведены уравнения стационарного движения 
несжимаемой жидкости с учетом силы трения Дарси ( )0 .svΦ  Обозначения для жидкости: fρ  – 
плотность жидкости внутри трубы, fµ  – вязкость жидкости, p  – давление жидкости. На 
стенку трубы действует продольная сила, производимая трением потока жидкости [11, 9]:

	 20
0 0( ) = ,

2t s s
Rv vβΦ  0

0

= ,
4

f

R
λ ρ

β  0 02Re = ,s

f

v R
ν

алгоритм вычисления 0λ  изложен в [17].
Таким образом, получаем математическую модель трубопровода как технической оболоч-

ки при условии (3).

2.2. Редуцированная одномерная математическая модель

Введем безразмерные переменные в уравнения (7): = ,sζ   0= ,r R R  = ,θ θ  = .tτ ω  Сме-
щения средней поверхности трубы: 0= ,u u R′  0= ,v v R′  0= ;w w R′  давление в жидкости: 

= .ap p p′  Здесь ,  ω  – характерная длина и частота процессов в трубопроводе. Представим 
безразмерные решения полученных уравнений в виде [11]:

	 ( )2
0 1( , , ) = ( ) ( , )sin ;u u u Oζ θ τ ζ λ ζ τ θ λ′ + +

	 ( )2
1( , , ) = ( , ) cos ;v v Oζ θ τ λ ζ τ θ λ′ +

	 ( )2
0 1( , , ) = ( ) ( , )sin ;w w w Oζ θ τ ζ λ ζ τ θ λ′ + + 	 (8)

	 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )(0) (1) (2) 2, , = , , sin , cos .p r p r p r p r Oζ θ ζ λ ζ θ λ ζ θ λ′ + + +

В первом приближении по малому параметру λ  получим одномерную систему уравнений 
движения:
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	 (9)

Предполагается, что динамика жидкости и решения нулевого порядка (8) известны. Таким 
образом, трехмерная задача об оболочке (7) сводится к одномерной постановке. Разностная 
схема для численного решения уравнений (9) построена в [11].
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2.3. Стержневая математическая модель

В [10] были выведены уравнения стержневой модели изогнутого трубопровода:
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Здесь обозначено: ( , )nw s t  – перемещение осевой линии Γ  вдоль нормали, *u  – скорость 
этого перемещения, T  – сила продольного растяжения стержня, вызванная его поперечным 
перемещением, ,y  0y  – текущие и начальные координаты осевой линии трубопровода, fS  – 
площадь поперечного сечения потока, ,eρ  µ  – плотность и вязкость внешней среды, соответ-
ственно. Обозначения прочих величин стандартны и объяснены в [10]. Аналогичная матема-
тическая модель применялась для анализа напряженно-деформированного состояния 
трубопровода в [18].

В [10] построена разностная схема для нахождения численного решения уравнений (10) и 
выполнены численные эксперименты, иллюстрирующие обоснованность математической мо-
дели. Установлено, что модель (10) может применяться при выполнении гипотезы 1, условия 
(3) и существенном влиянии изгибающего момента на напряженно-деформированное состо-
яние трубы.

3. Результаты численного анализа

Уравнения (9), (10) решены численно для трубопровода с профилем в виде цепной линии и 
однородными начальными и краевыми условиями. Расчеты проведены до достижения стаци-
онарного состояния. Параметры тестовых задач даны ниже.

Задача 1. Изгибание трубопровода, параметры которого соответствуют численным экспе-
риментам [13]. Геометрические параметры: толщина стенки = 0.03h  м, радиус трубы 0 = 0.13R  м, 
длина трубы = 310L  м.

Задача с такой геометрией подробно исследована в [13], и дополнительно – в [19]. Установ-
лено, что применимость математической модели трубопровода как стержня зависит от значе-
ния параметра Ирвина [20]:

	 = ,t
irv

a a

ESFE
N N

	 (11)

где F  – распределенная вдоль трубы растягивающая сила, aN  – сила натяжения, на которую 
выполняется нормировка. Как показано в [13], при значении 286irvE ≥  в Задаче 1 изгибающий 
момент становится преобладающим силовым фактором. В [19] установлено, что в Задаче 1 
оболочечная модель неприменима.

В [13] описано явление «обратного хода трубопровода», которое наблюдается при опреде-
ленном соотношении между параметрами задачи, и может быть описано как моделью растя-
жимого стержня, так и моделью гибкой оболочки.

Далее для определенности выберем в (11) в качестве растягивающей силы силу взаимодей-
ствия стенки и внутреннего потока жидкости:

	 0= ( ),tb t sF S v⋅Φ  0= 2 ( / 2) ,tbS R h Lπ −
где tbS  – площадь внутренней поверхности. Выполним нормировку:

	 .aN F=



776

Введем аналог параметра Ирвина:

	
( ) 2

0 0

2 .
2

irv

s

hEE
hR Lvβ

=
−

	 (12)

Задача 2. Изгибание протяженного трубопровода. Модельные параметры: скорость вну-
треннего потока 0 = 1.5sv  м/с, вязкость внешней среды = 5000µ  Па·с, вязкость жидкости 

= 0,1µ  Па·с, толщина стенки = 0.005h  м, радиус трубы 0 = 0.23R  м, длина трубы = 3009L  м. 
Интервал времени 48 часов.

В задаче 2 выполнено условие (1), что позволяет пользоваться оболочечной моделью (7), 
(9). Сравнение динамики осевой линии как стержня и оболочки показано на рис. 1. На рис. 
1а показано перемещение профиля при выборе стержневой модели, на рис. 1б – при выборе 
оболочечной модели.

В результате найдено (рис. 1б), что модель оболочки (9) описывает явление «обратного 
хода трубы», описанное в [13]. Стержневая модель (10) в этом случае дает картину деформи-
рования, противоположную описанной.

Вычисляя (12), найдем:
	 42.4.irvE ≈
Полученное значение существенно меньше указанного выше значения 286,irvE ≥  при ко-

тором необходима стержневая модель. Значит, применение математической модели (9) оправ-
дано, как более общей.

Итак, можно сделать вывод о качественном соответствии рассмотренных примеров ре-
зультатам, встречающимся в литературе.

Заключение

Таким образом, математические модели (9), (10) взаимно дополняют друг друга. Модель (9) 
применима, если выполнены условия (1), (3). Если выполнены условия 0/ > 0.1,h R  (3), то при-
менима модель (10). Если не выполнено условие (3), но выполнено (1), то необходимо исполь-
зовать более точные уравнения общей теории моментных оболочек. В случае соединения двух 
труб и выполнения условия (4) применима математическая модель [14] для стыка труб под 
углом. Для дополнительной оценки целесообразности математического описания трубы как 
стержня или оболочки можно вычислить параметра Ирвина (12).

а)                                                                                       б)
Рис. 1. Перемещение осевой линии протяженного трубопровода: 

а) при выборе стержневой модели; б) при выборе оболочечной модели
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АЛГОРИТМ ДИСПЕТЧЕРИЗАЦИИ ДЛЯ МАТЕМАТИЧЕСКОЙ МОДЕЛИ 
МНОГОЛИНЕЙНОЙ СИСТЕМЫ С ОГРАНИЧЕННЫМИ 

ВОСПОЛНИМЫМИ РЕСУРСАМИ

1Технологический институт Карлсруэ, Германия
2Воронежский государственный университет

В. А. Токарева1, Ю. В. Бондаренко2

Аннотация. Рассматривается класс задач теории расписаний, связанными  с ограниче-
ниями на количество одновременно доступных ресурсов. Введено понятие системы с 
агрегацией ресурсов. Обоснована и разработана математическая модель многолинейной 
системы с ограниченными восполнимыми ресурсами для систем с агрегацией. Сформу-
лированы задачи поиска оптимального расписания в рамках заданной модели. Разрабо-
тан приближенный алгоритм, минимизирующий суммарное время завершения т.н. агре-
гированных работ, имеющий вычислительную сложность O(nSlognS), где n – число работ, 
S – число ресурсов. Приведён пример использования алгоритма для составления распи-
сания в системе с несколькими идентичными параллельными приборами и тремя видами 
доступных ресурсов.
Ключевые слова: теория расписаний, детерминированные задачи, ограничения ресур-
сов, параллельные приборы, математическая модель, приближенные алгоритмы.

Введение

Наиболее изученными в классической теории расписаний являются задачи, связанные с 
диспетчеризацией выполнения наборов из n  работ 1 ,, ,nJ J…  состоящих не более, чем из од-
ной операции, для выполнения на множестве из m  машин 1 ,, mP P…  c назначением не более 
одной машины за раз для выполнения требования и не более одного требования за раз на одну 
машину. Одних случаях имеет место необходимость выполнения заданий на определенных 
машинах (flow shop, open shop and job shop задачи), тогда как в других машины могут считать-
ся идентичными или же обладающими различными скоростями обслуживания [l]. В таких 
постановках машину, на которой будет обслужена работа, можно понимать, как единствен-
ный ресурс, необходимый для её выполнения [2].

К сожалению, такие модели обслуживания зачастую оказываются недостаточно точными 
для описания реальных систем, что затрудняет разработку практически применимых алго-
ритмов для эффективной диспетчеризации и обслуживания заданий. Так, задачи компьютер-
ной обработки информации, медицинского обслуживания или цифровой экономики могут 
требовать множество специфических ресурсов для своего решения. 

Исследованию проблем с ограничениями ресурсов были посвящены работы таких ученых, 
как В. С. Танаев, В. С. Гордон, В. В. Шкурба, В. Н. Бурков, А. А. Лазарев, В. С. Севастьянов, 
М. Я. Ковалёв, Я. Блажевич, Э. Бёрк, П. Баптист, Г. Кендалл, П. Брукер, Т. Ч. Э. Чэн, А. Яняк 
и др. Основной направленностью этих моделей являются планирование проектов (задачи 
RCPSP [3] и MRCPSP [4]) и обработка данных в компьютерных операционных системах и на 
суперкомпьютеров.

Особенный интерес при этом приобретает использование этих моделей в контексте моде-
лирования обработки больших данных в науке, в таких mega-science проектах, как World Large 
Computer Grid (WLCG) [5, 6] и научных облаках данных, таких как European open science cloud 
(EOSC) [7], связанных с обработкой порядка сотен терабайт в сутки и организацией парал-
лельного выполнения для сотен тысяч выходящих пользовательских работ [8]. Так, согласно 
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[9], в 2015 году объемы обрабатываемых научных данных только в секторе физики и астрофи-
зики частиц составлял несколько петабайт данных в год. На настоящее время рост мирового 
объема данных в год измеряется в зеттабайтах (1021 байт) [10]. 

К сожалению, для большинства существующих задач составления расписаний с ограниче-
нием на ресурсы было показана их экстремальная NP-трудность [11], и существующие алго-
ритмы для их решения имеют существенные ограничения. Так, одним из лучших результатов 
для решения задачи RCPSP является алгоритм Брукера [12], способный за приемлемое время 
составлять расписания для ,n  равного не более 60 [11]. 

В данной работе представлена модель, актуальная для подкласса случаев моделирования 
распределенных систем обработки информации, которые мы будем называть системами агре-
гации или агрегаторами. Определение таких систем предложено в части 1. В части 2 данной 
работы описана математическая модель такой системы с дополнительным ограничением на 
одновременный доступ приборов к ресурсам, сформулирована задача поиска допустимого 
расписания для рассматриваемой модели. Часть 3 содержит описание алгоритма диспетчери-
зации для составленной модели и пример его использования для случая 3 ресурсов и 3 обслу-
живающих приборов. В заключении приведены краткие выводы по проделанной работе.

1. Понятие системы агрегации

Агрегацией (лат. aggregatio – «присоединение») называют соединение частей в целое [13]. 
Данное понятие имеет широкое применение в таких областях как информатика, экономика, 
биология, медицина и инженерия. Системы, компании или компьютерные программы, назы-
ваемые агрегаторами, осуществляют организацию единого интерфейса доступа к некоторым 
(как правило, информационным) ресурсам.

Определение. Мы будем называть системой агрегации (или агрегатором) систему, имею-
щую доступ к ряду изолированных распределенных ресурсов и объединяющую их в логиче-
ское целое с единым интерфейсом.

Обработка запросов пользователей, направленных на агрегатор, может осуществляться 
как одним прибором, так и несколькими. В общем случае будем считать такую систему много-
линейной. Выделение и исследование такого класса систем представляет значимость в связи с 
развитием обработки больших данных и растущей представленностью таких систем в повсед-
невной жизни.

2. Математическая модель многолинейной системы 
с ограниченными восполнимыми ресурсами для систем агрегации

Пусть дано n  работ, и { }1, , nJ JJ = …  – множество работ, { }1, , mP PP = …  – набор m  иден-
тичных приборов, которые мы также будем называть процессорами. Для выполнения работ 
требуются восполнимые ресурсы { }1, ,, SR R R…=  которые присутствуют в системе в един-
ственном числе, S  – общее число доступных ресурсов. 

Будем считать, что для каждого типа ресурса s  известно характерное время обработки 
единицы информации .sµ  Каждая работа может требовать некоего подмножества из jk  ре-
сурсов. При этом для выполнения работы jJ  требуется определённое количество ресурсов, 
заданное вектором { [0; )},j jsV V= ∈ +∞  ],[1, ,j n…∈  ].[1, ,s S…∈  Вектор jV  будем называть век-
тором ресурсоёмкости работы .jJ  Матрицу { },jsV V=  , ,1,j n∈ …  , ,1,s S∈ …  будем называть 
матрицей ресурсоёмкости для множества задач .J

Каждый ресурс в системе будем считать доступным в произвольном количестве, но при 
этом одновременно доступным только для одной работы.
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Будем считать возможной декомпозицию работ jJ  на задачи jT  вида 
1

{ , , },
kj ji jiT T T= …  где 

индексы 1 , , ,, 1,
jki Ki S∈ ⊆ ( … )…  где каждая задача может быть выполнена независимо от 

остальных задач работы с использованием только одного из ресурсов .
kjiV  

Пример 1. Пусть заданы четыре работы 1 2 3 4{ , , , }J J J J  и три ресурса 1 2 3{ , , }.R R R  Пусть ра-
бота 1J  имеет вектор ресурсоёмкости 1 11 12( , ,0),V η η=  работе 2J  соответствует вектор 

2 21( ,0,0),V η=  а векторы ресурсоёмкости задач 3,J 4J  имеют вид 3 31 32 33, ),(V η η η=  и 
4 43(0,0, ),V η=  соответственно. 

Тогда допустима декомпозиция работ jJ  на независимые (в рамках одной работы) задачи, 
показанная на рис. 1:

Будем считать, что время выполнения задачи 
kjiT  зависит от коэффициента скорости до-

ступа к ресурсу 
ki

µ  и ресурсоёмкости задачи :
kjiV

	 ( ) ,,
k k k kji ji i ji i jig Vp Vµ µ= =

где jig  – линейная непрерывная функция, определённая на 00; ; )[ ) [→∞ +∞+  (здесь 
ki

µ  можно 
понимать как характеристику ресурса, а 

kjiV  как характеристику задачи 
kjiT  и работы jJ ). Пре-

рывания при обработке задач запрещены.
Выполнение работы jJ  будем считать завершённым, когда завершены все её задачи:
	 ( )1,ma .xj jkk SC C

=
= 	 (1)

Работы ,jJ  определённые таким образом, будем называть агрегированными. Используя вы-
ражение (1), запишем критерий ,aC  который будем называть суммарное время завершения 
агрегированных работ, следующим образом:

	 ( )1,
1

max .
n

a jkk S
j

C C
=

=

= ∑ 	 (2)

Наряду с aC  будем рассматривать такие критерии как суммарное время завершения задач 

1 1

n S

jk
j k

C
= =

∑∑  и минимальная длина расписания max .C  Далее в примере 2 нами будет показано, что 

предлагаемый нами алгоритм минимизирует длину расписания по каждому из этих критериев.
Таким образом, используя | |α β γ  нотацию, введенную в работах Грехема и др. [14] и Бла-

жевича и др. [2], можем записать задачу в одной из следующих форм в зависимости от выбран-
ного критерия оптимальности:

	 ( ) , res .1Pm | ,|
k kji i ji aV Sp t t Cµ= 	 (3)

	
1 1

( ) , res .1|Pm | ,
k k

n S

ji i ji
j

j
k

kt V t S Cp µ
= =

= ∑∑ 	 (4)

	 max( ) , res .1|Pm | ,
k kji i jit V t S Cp µ= 	 (5)

где { }Pm ,α =  { }( ) , res .1 ,
k kji i jit V t Spβ µ==  

1 1
k

j
j

n S

k

Cγ
= =

  =  
  
∑∑  либо { }aCγ =  либо { }max .Cγ =

Заметим, что задача (5) является расширением задачи 2 max| | ,P C  NP-трудность которой 
была показана в [15] через сведение к задаче о разделении. 

Рис. 1. Декомпозиция работ на задачи
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Задача (4) является расширением задачи

	 2
1

| |
n

j j
j

CP w
=

∑ 	 (6)

для случая 1,jw j= ∀  и 1.S =  NP-полнота (6) была показана в [16] через сведение к задаче о 
ранце. Следовательно, задачи (4), (5) также являются NP-трудными. Можно сделать предполо-
жение о NP-трудности задачи (3), однако доказательство этого предположения выходит за 
рамки данной публикации. 

3. Алгоритм диспетчеризации задач в многопроцессорной системе 
с ограниченными восполнимыми ресурсами для систем с агрегацией

Предложим следующий Алгоритм 1 распределения задач по процессорам:
Шаг 0. Выполнить разбиение работ jJ  на независимые задачи ,jsT  использующие различ-

ные ресурсы.
Шаг 1. Рассчитать время выполнения для каждой задачи по формуле .js s jsp Vµ=
Шаг 2. Для каждой работы рассчитать суммарное время выполнения относящихся к ней 

задач .j j
s

sp p= ∑
Шаг 3. Отсортировать работы по возрастанию jp  и задачи в каждой работе по возраста-

нию ;jsp  в итоге получим отсортированный список задач .TQ  Исключить из списка TQ  все 
фиктивные задачи со временем обработки 0.

Шаг 4. Для каждого процессора объявить время завершения последней задачи 0.mF =
Шаг 5. Взять задачу jsT  из списка .TQ  Если список пуст – завершить составление расписа-

ния.
Шаг 6. Если у одного из процессоров для последней задачи j sT ′ ′  в его очереди выполняется 

s s′=  – поставить задачу jsT  в очередь этого процессора. Перейти к шагу 8.
Шаг 7. Поставить задачу jsT  в очередь процессора с минимальным .mF  Если таких процес-

соров несколько – поставить в очередь любого из них.
Шаг 8. Увеличить mF  на :jsp  .m m jsF F p= +  Перейти к шагу 5.
Часть алгоритма с наибольшей вычислительной сложностью – шаг 3, в котором использу-

ются сортировки. Таким образом, приведённый алгоритм имеет сложность ( )log ,O nS nS  рав-
ную сумме сложностей наиболее быстрых алгоритмов сортировки для работ и задач в работе. 
Отсюда верна следующая

Теорема. Задача (3) полиномиально разрешима алгоритмом сложности ( )log .O nS nS
Доказательство корректности алгоритма не может быть приведено из-за ограничений по 

объёму статьи.
Пример 2. Рассмотрим в качестве примера систему, в которой имеется 3 обслуживающих 

прибора { }1 2 3, ,P P P  и 3 ресурса { }1 2 3, , ,R R R  удовлетворяющие характеристикам модели. Пусть 
даны работы { }1 2 3 4 5, , , , ,J J J JJ  для которых известна следующая матрица ресурсоёмкости:

	

1 1 1
1 1 0

.1 1 0
1 0 1
0 1 0

V

 
 
 
 =
 
 
 
 

Коэффициенты , 1, 2,3s sµ =  будем считать равными 1, 2 и 5, соответственно.
Составим расписание обслуживания задач согласно Алгоритму 1. 
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Шаг 0. Выполним разбиение работ на независимые задачи :jsT  { }1 11 12 13 ,, ,T TJ T=  { }2 21 22 ,,TJ T=  
{ }3 31 32, ,TJ T=  { }4 41 43, ,J T T=  { }5 52 .J T=

Шаг 1. Рассчитаем ожидаемое время выполнения для каждой задачи. Представим результа-
ты расчетов в виде матрицы { },jiP p=  где каждая строка матрицы P  представляет собой по-
элеметное произведение вектора µ  на соответствующую строку матрицы :V

	

1 2 5
1 2 0

.1 2 0
1 0 5
0 2 0

P

 
 
 
 =
 
 
 
 

Шаг 2. Сгруппируем задачи по работам и рассчитаем суммарное время их выполнения: 
{ }1 11 12 13 ,, ,T TJ T=  1 8;p =  { }2 21 22 ,,TJ T=  2 3;p =  { }3 31 32 ,,TJ T=  3 3;p =  { }414 43, ,J TT=  4 6;p =  
{ }55 2 ,J T=  5 2.p =

Таким образом, последовательность TQ  на шаге 3 будет иметь вид:
	 { } { }5 2 3 4 1 52 21 22 31 32 41 43 11 12 13, , , , , , , , , , , , , .TQ J J J J T T T TJ T T T T T T= =

После шага 4 1 2 3 0.F F F= = =
На шаге 5 берём задачу 52T  и ставим её в очередь любого из процессоров, например процес-

сора 2.P  После этого 2 2.F =  Таким образом, задачу 21T  мы ставим в очередь одного из процес-
соров 1P  или 1P  – например, 1.P  После этого 1 1.F =  Задачу 22T  мы должны поставить в очередь 
процессора 2 ,P  т. к. до этого он обрабатывал задачу 52 ,T  использующую тот же ресурс 2.R  Его 

2 4.F =  Продолжаем аналогично, пока не дойдём до задачи 43T  – её необходимо поставить в 
очередь процессора 3,P  т. к. на этот момент у него минимальная величина 3 0.F =  Все последу-
ющие задачи будут поставлены в очередь процессоров с соответствующим номером.

Расписание, полученное по результатам расчета, показано на рис. 2:

Рассчитаем значения критериев оптимальности для данного расписания: max 10,C =  

1 1

45,
n S

jk
j k

C
= =

=∑∑  10 4 6 5 2 27.aC = + + + + =  Как можно видеть, в случае m S=  мы получили рас-

пределение, где задачи, потребляющие конкретный ресурс, оказались направлены для обслу-
живания на отдельном приборе. Можно показать, что в случае m S≥  оптимальным будет на-
правление обработки задач, требующих определённого ресурса, на один и тот же прибор (что 
из-за ограничения на одновременный доступ приборов к одному и тому же ресурсу может 
приводить к простоям в случае m S> ). Рассмотрим различие между расписанием, составлен-
ным с использованием Алгоритма 1 и расписанием, представленным на рис. 3, составленным 
в предположении, что выполнение задач, задействующих тот или иной ресурс, производится 
на строго определённом приборе в порядке поступления задач в систему.

Рис. 2. Расписание обработки задач, составленное с использованием алгоритма 1
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Выполним расчёт значений критериев оптимальности: max 10,C =  
1 1

45,
n S

jk
j k

C
= =

=∑∑  

8 6 9 14 8 45.aC = + + + + =  Таким образом, расписание, составленное Алгоритмом 1, оказывает-

ся более оптимальным по критерию ,aC  не ухудшая показатели по критериям 
1 1

n S

jk
j k

C
= =

∑∑  и max .C  

Заключение

В данной работе нами был выделен класс систем агрегированного доступа к информации, 
сформулирована математическая модель обработки данных в такой системе и поставлена за-
дача поиска допустимого расписания, минимизирующего критерий ,aC  обозначенного нами 
как время завершения агрегированных работ. Затем нами был предложен алгоритм, решаю-
щий данную задачу с временной сложностью ( )log .O nS nS  Работа алгоритма проиллюстри-
рована на примере.
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УДК 004.5; 004.6

АДАПТАЦИЯ МЕТОДОЛОГИИ CRISP-DM ДЛЯ ВОЗМОЖНОСТИ ИСПОЛЬЗОВАНИЯ 
ИНСТРУМЕНТОВ ПЛАТФОРМ BUSINESS INTELLIGENCE

Воронежский государственный университет

В. В. Ухлова, Е. С. Лазуренко

Аннотация. В статье рассматривается проблема совместимости различных инструментов 
работы с данными в рамках решения аналитических задач. Специфика задачи состоит в 
наличии разрозненных хранилищ данных, размещению в них плохо структурированных 
данных, в то время как инструменты аналитики базируются на применении алгоритмов 
работы со структурированными и связными данными. Предложенное решение основано 
на синтезе двух методологий работы с данными: CRISP-DM и KDD. Результатом является 
алгоритм, позволяющий решать задачи аналитики, в частности, визуализации, без огра-
ничений на уровень структурированности данных и наличие разрозненных хранилищ.
Ключевые слова: визуализация, витрина данных, методология анализа данных, методо-
логия CRISP-DM, методология KDD, система хранения данных, хранилище данных.

Введение

Современные условия ведения бизнеса в России приводят организации к необходимости 
сбора и обработки как можно большего спектра информации о своих клиентах. При этом 
«всемирная» цифровизация в российском исполнении несколько отстает от потребностей 
рынка. В рамках одной организации существуют и одновременно функционируют различные 
по архитектуре хранилища данные, информация в них не всегда хорошо структурированы и 
однообразна по форматам. Более того, накопление этих данных происходит лавинообразно и 
неконтролируемо, что проявляется и в объемах, и скоростях. При этом большинство совре-
менных инструментов работы с данными основаны на использовании хорошо структуриро-
ванных данных из одного хранилища. В связи с этим, задача организации хранения и дальней-
шей методологии обработки данных является актуальной.

1. Постановка задачи исследования

В работе ставится задача: выбрать методологию анализа данных, позволяющую исполь-
зовать современные аналитические инструменты при работе с данными, размещенными в 
разных хранилищах, и отличающихся плохой структурированностью. В качестве современ-
ных аналитических инструментов рассматриваются платформы Business Intelligence (BI). Их 
функциональность позволяет импортировать данные из разных источников, агрегировать и 
рассматривать по различным схемам и моделям данных. Помимо этого, они представляют со-
бой широкий выбор визуального представления данных: от простых таблиц до совмещенных 
графиков. Разные хранилища определяют трудность, связанную с тем, что одни и те же дан-
ные характеризуются неконсистенцией (несогласованностью), они могут храниться в разных 
форматах, иметь разную структуру (шаблон записи) и степень детализации. Плохая структура 
трактуется как структура, не соответствующая строгой структуре таблиц и отношений приме-
няемых в моделях реляционных баз данных. 

2. Обзор существующих методологий работы с данными
1.1. Методология CRISP-DM

Типовой методологией работы с данными является методология CRISP-DM. Процесс рабо-
ты с данными в ней рассматривается как шесть базовых фаз (рис. 1). 
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Фаза «Бизнес-анализ» заключается в определении бизнес-цели работы с данными, оценке 
ситуации и составлении плана работы.

Фаза «Анализ данных» включает в себя исследование, проверку, сбор и описание данных, 
которые планирует обрабатывать в рамках решения аналитической задачи или задачи визуа-
лизации. 

Фаза «Подготовка данных» организовывается для преобразования данных к виду, удобно-
му для использования аналитиком. 

Фаза «Моделирование» имеет место при использовании технологий машинного обучения 
и при отсутствии такого может быть пропущена. При цели работы с данными, состоящей в 
визуализации по источнику, фаза рассматривается как «Визуализация». 

Фаза «Оценка» заключается в оценке полученных результатов анализа данных, сравнении 
результатов с поставленными целями работы с данными, определения дальнейших шагов ис-
следования. 

Фаза «Внедрение» запускает процесс развертывания модели и алгоритма (сценария) обра-
ботки данных. 

Недостатком данной методологии является трудность ориентации аналитика в том, какие 
инструменты для работы выбрать и какие «контрольные точки» в его работе должны быть. 
Нечеткое представление о последних может являться причиной выбора неверных инструмен-
тов и получению не того результата, что ожидался. Особенно это важно при решении задач, 
связанных с визуализацией.

1.2. Методология KDD

Методология, которая отражает «контрольные точки» является KDD (рис. 2). Она не зада-
ет точный набор методов обработки, а определяет последовательность действий, которую не-
обходимо выполнить для того, чтобы из исходных данных получить знания, определяя «кон-
трольные точки». В основу методологии положены методы DM, позволяющие обнаруживать 
знания. Этими знаниями могут быть правила, описывающие связи между свойствами данных 
(деревья решений), часто встречающиеся шаблоны (ассоциативные правила), а также резуль-
таты классификации (нейронные сети) и кластеризации данных (карты Кохонена) и т. д. Про-
цесс KDD, состоит из пяти шагов-переходов между «контрольными точками». 

Шаг 1. Подготовка исходного набора данных. На этом этапе формируется пул данных для 
работы, который может формироваться как из данных различных источников, так и выбора 
обучающей выборки.

Рис.1. Методология CRISP-DM
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Шаг 2. Предобработка данных. Данные приводятся к единому виду, в том числе по форма-
ту, структуре, детализации и размерности.  

Шаг 3. Трансформация. На этом шаге данные приводятся к виду, пригодному для анализа. 
Осуществляется приведение типов, квантование, приведение к «скользящему окну» и прочее. 

Шаг 4. Получение знаний. На этом шаге применяются различные алгоритмы для нахож-
дения знаний (нейронные сети, деревья решений, алгоритмы кластеризации, установления 
ассоциаций и т. д). 

Шаг 5. Интерпретация. Рассматривается как оценка, интерпретация результатов и разра-
ботка ПО для автоматизации запуска предложенных сценариев работы с данными.

Достоинством методологии является включение в рассмотрение задачи ресурсообеспече-
ния, который позволяет понимать, что должно получаться в процессе выполнения шагов. Со-
ответственно, это повышает эффективность процесса обнаружения знаний.

3. Постановка задачи и предлагаемое решение

Одним из решений задачи выбора методологии является синтез (совмещение) двух рассмо-
тренных раннее методологий. Предполагается, что фазовая разбивка методологии CRISP-DM 
позволит сохранить логику работы с данными, приводящую к результатам, а «контрольные 
точки» KDD осуществлять мониторинг состояния процесса работы с данными и упрощать 
выбор инструментов. 

Формализуем задачу работы с данными следующим образом:  предложить методологию 
анализа данных, позволяющую использовать инструменты платформы Qlik Sense при работе 
с данными, размещенными в разных хранилищах. В основе работы инструмента Qlik Sense 
лежит механизм ассоциативного индексирования данных. Механизм ассоциативного индек-
сирования структурирует данные, поступающие из разных источников данных, и логически 
формирует связи между ними. 

В связи с этим, прежде чем начать работать с данными, необходимо сформировать витри-
ны данных. Витрина формируется, исходя запросов пользователя на визуализацию. Она пред-
ставляет собой таблицы с данными, сформированные специально под конкретную задачу, т.е. 
витрина формируется не для всех данных, а только для тех, что подлежат визуализации. В 
свою очередь, витрина данных может формироваться только на базе единого хранилища. Еди-
ное хранилище в рамках применения инструментов Qlik Sense может формироваться как объ-

Рис. 2. Методология KDD
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единение информации из Excel-таблиц, хранилищ ERP, CRM и WMS систем, а также Google 
Analytics, отчетов Nielsen и GfK.

Такой сценарий событий по работе с данными и формирует цепочку состояния данных, 
представленную на рис. 3. 

Сопоставление состояний данных данной задачи приводит к виду алгоритма работы с дан-
ными, представленному на рис. 4. Полученный алгоритм и является синтезом двух методологий. 

Рис. 3. Состояния данных

Рис. 4. Синтезированный алгоритм обработки данных
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Заключение

Полученные результаты могут быть применимы для решения задач, связанных с обработ-
кой и анализом данных, помимо банков в страховых компаниях,  компаниях мобильных опе-
раторов и других организаций. 
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ПРИМЕНЕНИЕ СИСТЕМНОГО ПОДХОДА В ПРОЦЕДУРАХ ФОРМИРОВАНИЯ 
КОМАНД СТАРТАПОВ ИТ-ПРОЕКТОВ

Воронежский государственный университет

В. В. Ухлова, С. А. Палкина

Аннотация. В статье рассматривается один из подходов к подбору кандидатов в ИТ-про-
ект, учитывающий как профессиональные качества, так и психологические характе-
ристики кан-дидатов. Подход основан на применении методов многокритериальной 
оптимизации, в частности, метода анализа иерархий. Метод позволяет осуществлять 
многокритериальный выбор на ограниченном множестве альтернатив. При этом в каче-
стве альтернатив рассматриваются кандидаты в команду проекта, подходящие по основ-
ным параметрам. В рамках реализации метода была сформирована модель оценки канди-
датов для отбора в ИТ-проект, что определяет научную новизну работы. Предложенный 
подход позволяет усовершенствовать систему подбора кандидатов в ИТ-проекты, при 
этом не усложняет существующей процедуры отбора.
Ключевые слова: метод анализа иерархий, многокритериальная оптимизация, ИТ-про-
ект, подбор персонала, стартап, формирование команд, экспертная оценка.

Введение

При организации проектной работы огромное значение в достижении заявленных резуль-
татов играет команда проекта. Команда проекта рассматривается как коллектив, который об-
ладает всеми необходимыми для проекта профессиональными компетенциями, и способный 
в кратчайшие сроки достичь цели проекта. В работах Р. М. Белбина, В. В. Богданова и М. Разу 
роль команды в обеспечении успешности проекта является определяющей [2, 13]. В проект-
ном менеджменте такой подход к формированию рабочей группы получил название команд-
ного подхода. Формализация задачи в соответствии  с ним требует сделать некоторое уточне-
ние: команда – это рабочая группа, которая способна решить определенные задачи по проекту 
в условиях ограниченности ресурсов. Принимая во внимание, что главной характеристикой 
стартапа является наличие потенциала для стремительного роста, то команда для создания 
успешного стартап-проекта должна быть эффективной. Под эффективностью понимается до-
стижение высоких результатов с наименьшими затратами, в том числе и по времени [2, 6, 7, 9]. 

1. Системный подход при формировании команд стартапов

1.1. Постановка задачи

Обеспечение эффективной командной работы предполагает, что каждый из членов груп-
пы обладает определенным набором профессиональных компетенций и личностных качеств, 
характеризующих его как командного игрока. При этом руководитель проекта сам должен об-
ладать качествами группы, понимать мотивацию своих сотрудников и иметь перспективное 
видение развития команды. Руководители отличаются от других игроков высокой работоспо-
собностью и нацелены на успех выполнения проекта больше остальных. Учет всех этих кри-
териев и диктует необходимость использования системного подхода. Предполагается, что его 
применение в процедуре подбора игроков команды позволит сформировать команду проекта 
наиболее оптимальную и в профессиональном плане, и эффективную с позиции коммуни-
каций. В основу предлагаемого подхода к формированию команд стартапов положен метод 
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Р. М. Белбина. Согласно которому формирование команды происходит на основе взаимодо-
полнения членов команды по функциям коммуникаций и ролям участников проекта, кото-
рые необходимы для успешной совместной деятельности. В процессе исследований Р. М. Бел-
бином было выявлено восемь возможных командных ролей, которые отражают личностные 
характеристики участников. Наличие всех восьми ролей среди членов команды должны обе-
спечить ее эффективность. Однако это не означает, что группа должна состоять именно из 
восьми человек, кто-то из членов рабочей группы может совмещать психологические роли, 
главное – чтобы все функции выполнялись [2]. При этом системность заключается в том, что 
профессиональные компетенции кандидатов также учитываются.

1.2. Алгоритм формирования команды на базе системного подхода

Процесс формирования команды представим в виде последовательного выполнения пяти 
шагов.

Шаг 1. Руководство компании формирует видение руководителя проекта, так называемый, 
«образ». Видение предполагает определение значимых характеристик и диапазоны допусти-
мых значений по ним. С учетом «образа» формируется банк кандидатов. По значимым харак-
теристикам отбирается кандидат, наиболее соответствующий видению. В случае отсутствия 
нужной кандидатуры банк соискателей обновляется. 

Шаг 2. Выбранный и назначенный руководитель проекта далее самостоятельно определя-
ет процедуру набора команды, в частности, формирует видение состава команды (позиции 
в проекте и количество специалистов) и устанавливает критерии отбора кандидатов. Таким 
образом, процедура формирования видения «образа» повторяется, но уже в отношении от-
дельных членом будущей рабочей группы.

Шаг 3. С учетом «образа» игрока из существующего банка кандидатов отбираются наибо-
лее подходящие кандидаты. В случае отсутствия нужной кандидатуры банк соискателей об-
новляется. Из отобранных кандидатов формируется команда.

Шаг 4. Сформированная команда, включая руководителя, приступает к работе по проек-
ту. На этой стадии участники знакомятся  друг с другом, принимают или не принимают свои 
роли, возможно, меняются ролями. 

Шаг 5. В случае, если на шаге 3 нет «чувства» сформированности команды, то осуществля-
ется переход на шаг 3 и производится замена члена(ов) команды, либо осуществляется пере-
ход на шаг 2 и формируется новое «видение» кандидата(ов) в проект.

«Образ» кандидата формируется для каждой позиции, при этом набор профессиональных 
компетенций и личностных качеств может быть различным. При этом выбор компетенций 
основывается на традиционных методиках подбора кандидатов, где ключевыми критериями 
отбора являются образование, профессиональные навыки и опыт кандидата [3, 4]. По каждой 
компетенции (характеристике) задается диапазон допустимых значений или критерий отбо-
ра на основании которых руководитель проводит отбор кандидатов из базы соискателей. Это 
связано с тем, что по точно заданным критериям трудно найти кандидата в проект. Сложность 
процесса отбора кандидатов заключается и в большом количестве критериев выбора, а также 
трудности определения значимости каждого из них в процессе отбора кандидатов.

1.3. Модель оценки кандидатов

Формулирование задачи подбора кандидатов как задачи оценки кандидатов согласно не-
которой модели с дальнейшим ранжированием результатов, позволяет рассматривать ее как 
задачу многокритериального выбора на ограниченном множестве решений. Принимая во 
внимание, что процедура выбора предполагает сравнение количественных характеристик со-
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искателя с качественными, в качестве наиболее оптимального метода решения принимается 
метод анализа иерархий. В нем используются безразмерные метрики, которые позволяют обо-
снованно сравнивать разнородные факторы. Метод не предписывает лицу, принимающему 
решение, задания правильного варианта, а позволяет найти такой вариант, который наилуч-
шим образом согласуется с его видением лучшего кандидата. Суть метода заключается в раз-
деление проблемы на составляющие и обработку суждений лица, принимающего решение, в 
области этих суждений. На основе суждений по каждой группе составляющих и складывается 
итоговая оценка вариантов решений [1, 11, 12].

Согласно методу анализа иерархии, для возможности оценки потенциальных кандидатов 
формируется иерархическая модель критериев отбора, которая позволит сформировать пор-
трет кандидата на вакансию. Видение идеального кандидата закладывается в весовых коэффи-
циентах критериев отбора. Оно формируется на основании проведения процедуры экспертной 
оценки. Руководителю предлагается попарно сравнить критерии модели  по всем уровням. По 
результатам оценки составляются матрицы парных сравнений. Они являются базой для рас-
чета весовых коэффициентов. Весовые коэффициенты рассчитываются сначала по уровням, 
а затем для альтернатив. Тем самым, производится свертка иерархии. В результате каждая из 
альтернатив, в данном случае кандидаты, получает весовой коэффициент соответствия пор-
трету идеального кандидата. Чем больше значение коэффициента, тем более подходящим для 
выбора является кандидат [12, 13]. Модель для формирования портрета идеального кандидата 
и оценки его качеств представлена на рис. 1.

Согласно модели, отбор и оценка каждого потенциального кандидата производится по та-
ким показателям как профессиональные и личностные характеристики. В профессиональных 
характеристиках учитываются образование, опыт работы, знания и умения. Относительно 
личностных характеристик принимаются во внимание пол, возраст, личностно-деловые ха-
рактеристики, список которых также задается в виде входных требований. При этом согласно 
системному подходу, модель позволяет учесть и командные роли по Р. М. Белбину, и поведен-
ческие компетенции, и бизнес-компетенции [3, 6].  

Рис. 1. Модель оценки соответствия кандидата вакансии
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Заключение

Модель является обобщенной для специалистов ИТ и может рассматриваться как базо-
вая при формировании моделей кандидатов по отдельным ИТ-направлениям. В случае сильно 
разнящегося списка характеристик по позициям проекта возможно формирование несколь-
ких моделей, например, одна – для административных сотрудников, другая – для разработ-
чиков. Более того, при формировании экспертного мнения можно заложить не только весо-
вые коэффициенты значимости критериев, но и задать максимальные значения по каждой 
характеристике и/или допустимые. Допускается также оценка кандидатов, базирующаяся на 
основе тестирования. В этом случае, важно учитывать необходимость разработки тестов для 
кандидатов по конкретной должности (миссии в проекте) [3, 10]. На практике для возможно-
сти применения подхода изложенного в статье, необходимо формирование анкет соискателей 
с обязательным внесением информации по тем характеристикам, которые заложены в крите-
рии оценки кандидатов. 
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АНАЛИЗ ДАННЫХ НА ОСНОВЕ ВРЕМЕННЫХ РЯДОВ
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Л. Э. Хаймина, Л. И. Зеленина, Е. А. Деменкова, М. Е. Деменков, Е. С. Хаймин

Аннотация. Исследование посвящено процессу анализа данных временных рядов на ос-
нове имеющихся скрытых связей, тренд-сезонных факторов, а также интегрированной 
модели авторегрессии. Внимание уделено также вопросу применения нейронных сетей 
в прогнозе временных рядов и их сравнению с традиционными методами прогнозирова-
ния. Представлены результаты проведенного исследования.
Ключевые слова: модель Хольта – Уинтерса, модель Тейла – Вейджа , модель Брауна, мо-
дель Бокса – Дженкинса, скрытая марковская модель, нейронные сети, временные ряды, 
прогнозирование.

Введение

По данным временных рядов может выполняться прогнозирование исследуемых показате-
лей на основе трендовых моделей, которые являются моделями динамическими и используют-
ся для прогнозирования изменения социально-экономических систем достаточно стабильных 
во времени. При этом, если имеется зависимость сезонного характера (например, содержится 
поквартальная статистика), то возможно использование таких адаптивных моделей, как моде-
ли Брауна, Хольта – Уинтерса и Тейла – Вейджа.

Широкое применение при прогнозировании данных имеют нелинейные модели, имею-
щие большую гибкость по настройке под определенный набор данных. Но следует отметить, 
что   при наличии факторов, влияющих на исследуемый массив данных, например, сложной 
комплексной сезонности, точность прогнозов по нелинейным моделям может быть невысока. 
Одним из путей повышения точности прогноза или расширения настроек под конкретный 
массив данных является использование нейронных сетей в прогнозах временных рядов [1–5]. 

1. Методы исследования

Рассмотрим некоторые модели, используемые в прогнозировании данных временных рядов.
Модель Хольта – Уинтерса:
	 0( ) 1( )( ) ,th t t t ly a a F ττ − += + 	 (1)

где l  – значение цикла сезонности.
Параметры 0 ,a  1a  (определяемые МНК) корректируются по формулам:

	 1
0( ) 1 0( 1) 1( 1)(1 )( )t

t t t
t l

ya a a
F
λ λ − −

−

= + − + 	 (2)

	 2
2

0( )

(1 )t
t t l

t

yF F
a
λ λ −= + − 	 (3)

	 1( ) 3 0( ) 0( 1) 3 1( 1)( ) (1 ) .t t t ta a a aλ λ− −= − + − 	 (4)
Параметры сглаживания 1,λ  2 ,λ  3λ  выбираются случайно, затем корректируются путём 

оптимизации (минимизации) функции средней ошибки аппроксимации. 
Начальные значения сезонного тренда для модели Хольта – Уинтерса определяются по 

формулам:
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	 (5)

где y  – вектор значений временного ряда, ŷ  – вектор значений, полученный путем линейного 
преобразования по закону 0 1 ,y a a t= +  где 0 ,a  1a  – коэффициенты, найденные по МНК [1–3].

Интегрированная модель авторегрессии ARIMA (модель Бокса – Дженкинса)
Широко применяется при исследовании нестационарных временных [4]:

	
1 1

,
p q

d d
t i t i j t j t

i j
X c a X b ε ε− −

= =

∆ = + ∆ + +∑ ∑ 	 (6)

где tε  – стационарный временной ряд; , ,i jc a b  – параметры модели; d∆  – оператор разности 
временного ряда порядка .d

В процессе моделирования и прогнозирования финансовых временных рядов может быть 
использован метод скрытых марковских цепей. Данный алгоритм позволяет исследовать 
скрытые (ненаблюдаемые явно) связи внутри данных (по аналогии с нейронными сетями). 

Нейронные сети так же широко используются во многих областях, и с последнего десяти-
летия нейронные сети используются в качестве теоретически обоснованной альтернативы тра-
диционной статистике. Сети с дискриминантным анализом и регрессией, и неконтролируемые 
сети, такие как самоорганизующаяся нейронная сеть работает с кластерным анализом. Ней-
ронные сети используются в областях прогнозирования и классификации, областях, где регрес-
сионные модели и другие связанные статистические методы традиционно использовались.

Большинство предлагаемых моделей основаны на добавлении нелинейной функции к мо-
дели AR, как в случае искусственной нейронной сети с динамической архитектурой или ав-
торегрессионных нейронных сетей;  применение нелинейной функции к модели AR; гибри-
ды с другими моделями, которые фиксируют линейную составляющую. Но следует отметить, 
что не смотря на успех нейронных сетей в области обработки временных рядов, имеется ряд 
ситуаций, связанных с собственно спецификацией модели, так как большинство решений в 
спецификациях процесса являются субъективными и основываются на опыте разработчика 
моделей. Кроме того, не наблюдается достаточного количества  разработок в области расши-
рения модели MA с использованием нейронных сетей по сравнению с расширениями модели 
AR. Динамическое поведение большинства временных рядов в нашей реальной жизни, с его 
авторегрессией и последовательными членами скользящего среднего, создает проблему для 
прогнозирования нелинейных временных рядов.

Многие реальные временные ряды склонны следовать нелинейной модели и поэтому во 
многих случаях моделей типа Бокса – Дженкинса становится недостаточно, чтобы передать 
их динамику. Таким образом в настоящие время уделяется много внимания в исследовании 
нейронных сетей для прогноза временных рядов. 

Использование глубокого обучения для прогнозирования временных рядов позволяет 
преодолеть традиционные недостатки машинного обучения с помощью множества различ-
ных подходов [6–8].

2. Результаты исследования

Исходными данными исследования стал временной ряд (с 2002 по 2021гг), отображающий 
стоимость минимального набора продуктов питания одной из территорий, приравненных к 
Крайнему Северу, в рублях. Данные представлены на рис. 1.
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Проверка временного ряда на основе среднеквадратического отклонения и скользящего 
среднего показала его нестационарность (рис. 2), поэтому было проведено дифференцирова-
ние ряда. 

Проведенный тест автокорреляции (рис. 3) подтвердил стационарность временного ряда.

Рис. 1. Исходные данные

Рис. 2. Среднеквадратическое отклонение и скользящие среднее

Рис. 3. Тест автокорреляции
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Выполненная декомпозиция ряда на тренд и сезонные компоненты подтвердила наличие 
сезонности и тренда.

Некоторые результаты проведенного исследования представлены ниже.

Рис. 4. Аддитивная модель Хольта – Уинтерса

Рис. 5. Модель Тейла – Вейджа

Рис. 6. Прогноз модели ARIMA
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Заключение

Таким образом, по определенным данным выбранного временного ряда с помощью языка 
программирования Python были построены модели прогнозирования исследуемого показате-
ля. Для определения наиболее оптимальной модели прогнозирования проведена их проверка 
на точность и адекватность. 
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Аннотация. Исследованы вычислительные аспекты применения некоторых программных 
продуктов для решения задач глобальной оптимизации большой размерности. На при-
мере задачи количественного анализа фуллерена в многокомпонентной смеси на основе 
уравнения Фирордта проведен вычислительный эксперимент по определению элементов 
матрицы оптических плотностей, обладающей минимальным числом обусловленности.
Ключевые слова: методы оптимизации, популяционные методы, число обусловленности 
матрицы, многомерное пространство.

Введение

Решение практических задач в различных областях, таких как медицина, биоинформатика, 
физика, инженерные науки, математическая экономика и других, часто сводится к решению 
задачи условной оптимизации в многомерном пространстве. В таком случае нет возможности 
рассчитать значение оптимизируемого критерия в каждой точке области из-за больших затрат 
вычислительных ресурсов. Поэтому в подобных ситуациях можно применять различные ал-
горитмы поиска экстремума в многомерной области.

1. Постановка задачи

Рассмотрим пример задачи, содержащей большое количество параметров, для которой 
нужно найти минимальное значение определенного критерия.

При количественном анализе содержания фуллерена в многокомпонентных смесях ис-
пользуется уравнение Фирордта [1]:

	
1

,
m

i i
i

A l cλ λε
=

= ∑ 	 (1)

где l  – интенсивность падающего потока, λε  – измеряемое значение оптической плотности 
раствора при длине волны , Aλ  – молярные экстинкции ядер вещества при длине волны , cλ  – 
мольные концентрации соответствующих компонентов смеси. Для m-компонентной смеси 
определим m  аналитических длин волн. И для каждой длины волны выпишем уравнение Фи-
рордта. Получим систему уравнений Фирордта (2):

	

1 1 1
1 1

1 1
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Введем обозначение (3):
	 , , 1, .i

ij ja l i j mλε= = 	 (3)
Тогда получим систему линейных уравнений
	 AX B= 	 (4)
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Известны значения матрицы A  и столбца .B  Неизвестными модели являются концентра-
ции .X  Элементы матрицы A  определяются экспериментально и могут содержать погрешно-
сти. Тогда систему (4) можно переписать в виде:

	
min

,AX B
ξ

ξ
→

− ≤
	 (5)

где ξ  – предельно допустимая погрешность аппроксимации измерений.
Пусть имеются данные эксперимента [2]:

	

54000 30800 35800 28500 30900
30900 22800 28300 27900 28800
19600 21000 21800 18500 16050
50500 24370 17630 15070 11800
60780 24150 15350 13000 11700

A

 
 
 
 =
 
 
 
 

 

1,622
1,240

.0,851
0.989
1,029

B

 
 
 
 =
 
 
 
 

Матрица A  размерности 5 5,×  столбцы B  и X  размерности 5 1.×  Пусть в каждом элемен-
те матрицы A  есть погрешности. Скорректировать значения A′  можно умножением каждого 
элемента матрицы A  на неизвестные коэффициенты. Обозначим матрицу этих коэффициен-
тов Γ  размерности 5 5.×  Тогда ,ij ij ija aγ′ =  где ,ija A′ ′∈  ,ija A∈  ,ijγ ∈Γ  0.ijγ ≥

В ходе решения задачи линейного программирования (5), можно для каждого элемента 
ijγ ∈Γ  получить диапазон значений 1 2[ ; ],ij ijγ γ  называемый интервалом неопределенности [2]. 

Таким образом, можно полагать, что задан 25мерный брус, в котором нужно найти точку по-
правочных коэффициентов. Причем эти коэффициенты должны быть такими, чтобы число 
обусловленности матрицы A′  было минимальным, чтобы решение было устойчивым. Таким 
образом, задача свелась к задаче условной оптимизации. Ограничениями в данном случае яв-
ляются условия принадлежности точки заданной многомерной области.

	

1 2

( ) min

[ ; ], , 1, ,ij ij ij

cond A
A X B

i j m

ξ

γ γ γ

′ →
′ − ≤

∈ =

	 (6)

где ξ  – предельно допустимая погрешность аппроксимации измерений, ( ) 1 ,cond A A A−= ⋅  
  – евклидова норма матрицы.

2. Обзор методов решения задачи условной оптимизации

При решении задачи (6) задание равномерной сетки на области поиска и расчет значения 
целевой функции во всех узлах или ячейках сетки может привести к очень большим вычисли-
тельным затратам. Расчет значений оптимизируемого критерия в каждой точке многомерной 
области представляется сложно осуществимым. 

При высокой вычислительной сложности применения метода полного перебора для поиска 
оптимального значения целевой функции, зависящей от множества параметров, применяются 
различные методы. Один из распространенных методов – выборочный перебор. В многомер-
ной области выбирается стартовая точка. И в ней рассчитывается значение целевой функции. 
Затем, по определенному алгоритму, выбирается следующая точка. Такой метод затрачивает 
меньше вычислительных ресурсов, чем полный перебор. Но, т. к. значения оптимизируемого 
критерия рассчитываются не во всех точках области, велика вероятность пропустить точку 
экстремума. Успех решения задачи таким методом сильно зависит от выбора начальной точки, 
шага, алгоритма обхода многомерной области.

Кроме полного и выборочного перебора, известно много других методов решения задачи 
оптимизации в многомерной области. Выбор метода решения задачи нелинейного програм-
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мирования зависит от постановки решаемой задачи, опыта исследователя, характеристик по-
верхности целевой функции.

Задача (6) является многомерной, т. к. функция зависит от нескольких параметров, нели-
нейной задачей условной оптимизации. Для решения такой задачи не подойдут аналитиче-
ские, графические, линейные и детерминированные методы. 

Далее будем рассматривать только численные итерационные методы, т. к. они хорошо заре-
комендовали себя при решении практически значимых задач нелинейного программирования 
[3]. В итерационных методах выбирается начальная точка поиска решения, затем применяют-
ся переместительные операторы алгоритма метода для перевода точки текущего приближения 
к решению задачи в точку следующего приближения к решению задачи. Далее проверяется 
выполнение критерия достижения решения задачи. 

Итерационные методы можно классифицировать по различным признакам:
– по характеру решения задачи оптимизации (метод позволяет найти локальный или гло-

бальный минимум);
– по характеру ограничений (методы безусловной и условной оптимизации);
– по характеру функции (детерминированные и стохастические методы);
– по числу используемых шагов (одношаговые и многошаговые);
– по числу точек, положения которых изменяются от итерации к итерации.
По этой классификации методы оптимизации делятся на траекторные и популяционные. 

Траекторные методы – это методы, в которых на каждой итерации происходит изменение по-
ложения лишь одной точки. Популяционные методы – это методы, в которых на каждой ите-
рации перемещаются больше одной точки, как правило, все.

Популяционные методы – это класс стохастических методов для решения задач глобаль-
ной оптимизации. Они предполагают одновременную обработку нескольких вариантов реше-
ния задачи оптимизации. Они не гарантируют получение точного решения, но, как правило, 
позволяют находить достаточно близкие для практического использования решения за при-
емлемое время. Популяционные методы оптимизации по сравнению с классическими мето-
дами имеют существенное преимущество, особенно при решении задач большой размерно-
сти и плохо формализованных задач. Для таких задач популяционные методы, как правило, 
обеспечивают высокую вероятность локализации глобального экстремума оптимизируемой 
функции. Также популяционные методы позволяют лучше классических методов определять 
близкое к оптимальному решение.

3. Обзор программных пакетов для решения условной задачи оптимизации
в многомерном пространстве

С развитием информационных технологий появилось множество различных программ-
ных комплексов, модулей, библиотек, реализующих классические и модифицированные алго-
ритмы решения задач оптимизации. Такими инструментами удобно пользоваться при реше-
нии задач, содержащих большое количество параметров.

Рассмотрим некоторые программы, позволяющие найти экстремум функции в многомер-
ной области, с учетом ограничений на решение.

1. Библиотека lp_solve – это инструмент, позволяющий решать задачи линейного програм-
мирования на основе симплекс-метода. Он разработан в Технологическом университете Эй-
ндховена. lp_solve не накладывает ограничений на размеры моделей. Также функции lp_solve 
могут вызываться из приложений, написанных на различных языках программирования (C, 
VB, .NET, Delphi, Excel, Java и т. д.). lp_solve написан на ANSI C и может быть скомпилирован 
на различных платформах (Linux, Windows).
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2. SciPy – это пакет прикладных математических процедур на Python с открытым исходным 
кодом, предназначенный для научных вычислений. SciPy основан на расширении NumPy и 
скомпилированных библиотеках, написанных на C и Fortran. Содержит модуль optimize для 
решения задач оптимизации.

Модуль scipy.optimize включает в себя реализацию следующих процедур:
– условная и безусловная минимизация скалярных функций нескольких переменных;
– глобальная оптимизация;
– минимизация остатков МНК и алгоритмы подгонки кривых нелинейным МНК.
Для условной оптимизации функции нескольких переменных доступны реализации следу-

ющих методов:
– SLSQP – последовательное квадратичное программирование с ограничениями, ньюто-

новский метод решения системы Лагранжа;
– TNC – Truncated Newton Constrained, ограниченное число итераций, подходит для нели-

нейных функций с большим числом независимых переменных;
3. Надстройка «Поиск решения» программы Microsoft Excel также позволяет решать задачи 

оптимизации с хорошей точностью. На выбор предлагаются симплекс-метод для линейных 
задач, метод обобщенного приведенного градиента для нелинейных задач и эволюционный 
поиск решения.

Таким образом, по результатам проведенного сравнительного анализа все рассмотренные 
пакеты позволяют находить с достаточно высокими скоростью и точностью решения линей-
ных задач программирования небольших размерностей. При решении нелинейных задач про-
граммирования очень больших размерностей с учетом ограничений рассматриваемых про-
граммных пакетов лучше всех из выше перечисленных подходит программный модуль scipy.
optimize.

4. Результаты вычислительного эксперимента

В ходе работы с использованием функции linprog модуля scipy.optimize была решена задача 
(5). Удалось получить решение с хорошей точностью.  1.60E-16.ξ =  Для каждого параметра 

,ijγ ∈Γ  , 1,5i j =  были получены интервалы неопределенностей 1 2[ ; ].ij ijγ γ  Далее, в 25 мерной 
области, ограниченной интервалами значений ,γ  были проведены эксперименты по поиску 
точки, минимизирующей число обусловленности матрицы A′  (табл. 1). В ходе эксперимента 
рассчитывалось число обусловленности для различного количества случайно выбранных то-
чек, удовлетворяющих системе ограничений модели (6) с учетом вариации значений их пра-
вых частей и находилось минимальное значение. Полученные в результате значения числа об-
условленности гарантируют устойчивость решения [4].

Таблица 1
Результаты вычислительного эксперимента с моделью (6)

Кол-во 
точек

Кол-во 
симуляций

Правая часть 
в системе ограничений

Диапазон значений целевой функции 
(минимальных чисел обусловленности)

1000 10 ξ –
10 ξ  + 0.01 –

10000 10 ξ –
15 ξ  + 0.01 [73.669; 85.315]

100000 5 ξ –
20 ξ  + 0.01 [41.805; 95.441]

1000000 5 ξ –
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10 ξ  + 0.01 [35.432; 52.352]
10000000 5 ξ –*

5 ξ  + 0.01 –*
–* ошибка памяти

Заключение

В ходе работы проанализирована применимость распространенных методов оптимизации 
к задаче поиска оптимального значения критерия в многомерной области. Выбраны популя-
ционные методы для решения многомерной нелинейной задачи оптимизации. Проведен обзор 
математических пакетов для решения задач оптимизации. Проведен эксперимент с варьиро-
ванием количества рассматриваемых случайных точек при поиске решения, а также размеров 
области поиска. Найдено значение критерия, удовлетворяющее всем ограничениям задачи и 
требованиям к точности.

Литература

1. Берштейн И. Я., Каминский Ю. А. Спектрофотометрический анализ в органической хи-
мии. – Л. : Химия, 1986. – 200 с.

2. Кантор О. Г., Спивак С. И., Хашпер Б. Л. Оценка погрешности экспериментальных дан-
ных в задачах параметрической идентификации линейных моделей // Материалы XXII Меж-
дународной научной конференции «Распределенные компьютерные и телекоммуникацион-
ные сети: управление, вычисление, связь». – Москва, 2019. – С. 389–397.

3. Ахмадиев Ф. Г., Гильфанов Р. М. Математическое моделирование и методы оптимиза-
ции. – Казань : Изд-во Казанск. гос. архитект.-строит. ун-та, 2017. – 178 с.

4. Спивак С. И., Кантор О. Г., Юнусова Д. С. Оценка погрешности и значимости измерений 
методами линейного программирования // Известия УНЦ РАН. – 2014. – № 2. – С. 64–69.



806

УДК 51-73
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А. Л. Хашпер1, О. Г. Кантор2, С.Л. Подвальный3

Аннотация. Исследуется возможность описать процесс каталитической олигомеризации 
пентена системой дифференциальных уравнений. С использованием метода Рунге – Кут-
ты 4 порядка были получены значения констант скоростей стадий процесса, минимизи-
рующие известные критерии отклонения рассчитанных данных от экспериментальных. 
Исследованы результаты, полученные методом перебора комбинаций разных значений 
констант скоростей, и результаты, полученные методом условной оптимизации из пакета 
optimize библиотеки для научных вычислений SciPy языка Python.
Ключевые слова: каталитические процессы, олигомеризация пентена, константы скоро-
стей, кинетические уравнения, система дифференциальных уравнений, критерии точно-
сти, условная оптимизация.

Введение

Кинетический подход является одним из основных способов исследования механизмов 
химических реакций [1]. Применение численных методов и качественной теории дифферен-
циальных уравнений позволило рассматривать кинетическую модель процесса как объект ис-
следования [2]. Задачи построения кинетических моделей сводятся к задачам восстановления 
правых частей систем дифференциальных уравнений и называются обратными задачами [3].

1. Постановка задачи

Для процесса олигомеризации пентена, на основании схемы реакции, представленной на 
рис. 1, была получена модель в виде системы дифференциальных уравнений (1), описывающая 
зависимость концентраций компонентов реакции олигомеризации пентена от времени.

Рис. 1. Схема олигомеризации пентена в присутствии катализатора на основе цеолита ZSM-5
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Здесь 1X  – C5H10 (Пентен-1), 2X  – 2т-C5H10 (E-Пентен-2), 3X  – 2ц-C5H10 (Z-Пентен-2), 4X  – 
C10H20, 5X  – C15H30, 6X  – C20H40; iw  – скорости стадий, 1 10;i≤ ≤  1x  – концентрация C5H10, 2x  – 
концентрация 2т-C5H10, 3x  – концентрация 2ц-C5H10, 4x  – концентрация C10H20, 5x  – концен-
трация C15H30, 6x  – концентрация C20H40; ik  – константы скоростей стадий, 1 10.i≤ ≤

Постановка обратной задачи химической кинетики заключается в нахождении констант 
скоростей элементарных стадий, которые минимизируют некоторый функционал отклонения 
рассчитанных значений концентраций от экспериментальных данных. Поэтому важной зада-
чей становится выбор критерия отклонения расчетных данных от экспериментальных, мини-
мизация которого позволит получить адекватное описание химической реакции.

2. Исследованные критерии точности

В качестве критерия отклонения были использованы следующие функционалы:
1) среднее максимальное отклонение расчетных данных от экспериментальных по всем ве-

ществам
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2) средняя усредненная по моментам времени и всем веществам ошибка аппроксимации
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3) средняя сумма модулей остатков по всем веществам
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4) средняя сумма квадратов остатков по всем веществам
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где s  – количество наблюдаемых веществ, n  – количество экспериментальных точек, ily ðàñ÷  – 
рассчитанные значения концентраций, ily ýêñï  – экспериментальные значения концентраций.
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3. Результаты вычислительного эксперимента

Концентрации компонентов реакции были рассчитаны методом Рунге – Кутты 4 порядка 
для разных диапазонов констант скоростей, с учетом начальных экспериментальных данных 
(табл. 1), с минимизацией изучаемых критериев.

Таблица 1
Экспериментально полученные концентрации реагирующих веществ

,t  ч Концентрация, моль/л
1x 2x 3x 4x 5x 6x

1 6,572 1,072 1,063 0,162 0,068 0,002
2 4,854 1,514 1,268 0,563 0,221 0,007
5 3,004 2,304 1,670 0,816 0,310 0,012 

10 2,915 2,309 1,703 0,856 0,311 0,012
Константы, минимизирующие критерии точности, были полученны методом перебора 

комбинаций разных значений констант скоростей. При этом не было получено описания экс-
периментальных данных хорошего качества.

Кроме того, для минимизации выбранных критериев точности использовался численный 
метод оптимизации trust-region метод, который входит в пакет optimize библиотеки для науч-
ных вычислений SciPy языка Python. Trust-region метод базируется на определении региона 
вокруг лучшего решения, в котором квадратичная модель аппроксимирует целевую функцию. 
В качестве целевой функции использовались выбранные критерии.

Наилучшее описание экспериментальных данных было получено при минимизации крите-
рия (3). Тем не менее, качество описания также не удовлетворительно. Установлено, что метод 
чувствителен к заданным начальной точке и границам области определения.

На рис. 2 представлено сопоставление графиков экспериментальных концентраций и расчет-
ных концентраций, минимизирующих критерии (3) и (4) методом перебора и trust-region методом.

Неудовлетворительное описание экспериментальных данных при подставлении в систему 
дифференциальных уравнений значений констант скоростей, полученных численным мето-
дом оптимизации trust-region методом, позволяет заключить, что построенная кинетическая 
модель недостаточно точно описывает химический процесс.
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Рис. 2. Сопоставление графиков экспериментальных концентраций 
и расчетных концентраций, минимизирующих критерии (3) и (4) 

Заключение

В ходе работы была осуществлена проверка гипотезы о виде кинетической модели реакции 
каталитической олигомеризации пентена.

С использованием метода Рунге – Кутты 4 была проведена параметрическая идентифи-
кация рассмотренной кинетической модели. Были определены значения констант скоростей 
реакции для различных критериев точности методом перебора комбинаций разных значений 
констант скоростей и методом условной оптимизации из пакета optimize библиотеки для на-
учных вычислений SciPy языка Python. Тот факт, что не было достигнуто удовлетворительное 
описание экспериментальных данных, означает необходимость либо сбора дополнительных 
экспериментальных данных, либо пересмотра модели (1).

В ходе проведения численных экспериментов было установлено, что использование из-
вестных критериев точности приводит к существенно различающимся описаниям экспери-
ментальных данных. Это, в свою очередь, предъявляет дополнительные требования к обосно-
ванию выбора критерия оптимальности при проведении численных экспериментов.
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Аннотация. В работе метод конечных элементов адаптируется для нахождения прибли-
женного решения граничной задачи, возникающей при описании малых поперечных де-
формаций системы, состоящей из стержня, оба конца которого имеют упругое закрепле-
ние, и при этом объект помещен в неоднородную упругую среду (двойную «подушку») 
с локализованными особенностями, приводящими к потере гладкости у решения. Воз-
никающая при этом модель является модифицированной моделью Власова – Леонтьева. 
При анализе негладких решений мы используем подход Ю. В. Покорного к трактовке воз-
никающего уравнения как поточечно заданного, т.е. обыкновенного. Последнее позволи-
ло построить точную параллель классической теории ОДУ вплоть до осцилляционных 
теорем, не только для математических моделей второго порядка,  и для четвертого поряд-
ка, и для моделей с разрывными решениями.

Доказана оценка погрешности, которая подтверждается рядом проведенных числен-
ных экспериментов.
Ключевые слова: базисная функция, метод конечных элементов, адаптация МКЭ, гранич-
ное решение, поточечный подход, негладкое решение, производная по мере, погрешность.

Введение

После выхода работы Ю. В. Покорного [1] в 1999 году качественная теория с негладкими 
решениями получила толчок к бурному развитию: построена точная параллель классической 
теории обыкновенных дифференциальных линейных и нелинейных уравнений второго и бо-
лее высокого порядков [2–12]. Эффективность поточечного подхода, предложенного Ю. В. По-
корным, объясняется достаточно просто: возникающее уравнение есть нечто и иное, как связь 
в каждой точке между значениями производных и функции, в отличие от теории обобщенных 
функций, где уравнение – это равенство функционалов, заданных над пространством беско-
нечно дифференцируемых финитных функций. Последнее обстоятельство приводит к слабой 
разрешимости задачи, что для приложений недостаточно.

1. Постановка задачи 

В работе метод конечных элементов адаптируется для нахождения приближенного реше-
ния математической модели

	

( )'''

1 2

3 4

( ) ( ) ;

(0) (0) (0) ( ) (0) (0) (0) 0;
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 0,

xx xx x xxx

xx xx xx x xx x

xx xx xx x xx x

pu ru gu uQ F

u pu u pu ru u
u pu u pu ru u

µ σ σ σ σσ

µ µ

µ µ

γ γ

γ γ

 ′′′ ′′ ′′ ′ ′ ′ ′− + − + =
 ′′′ ′′ ′′′ ′ ′′ ′= − + = − + =
 ′′′ ′′ ′′′ ′ ′′ ′= + = − + + =
     

	 (1)

которая возникает при описании малых поперечных деформаций стержневой системы, кон-
цы имеют упругое закрепление и помещена во внешнюю среду с локализованными особенно-
стями. Уравнение в (1) задано на специальном расширении [0; ]σ  отрезка [0; ],  в нем каждая 
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точка ( ),Sξ σ∈  где ( )S σ ≠ ∅  – множество точек разрыва функции ( ),xσ  которая порождает 
меру ,σ  заменена на тройку собственных элементов { 0; ; 0}.ξ ξ ξ− +  Построение этого множе-
ства можно найти в [2–4]; для удобства читателя приведем его.

Пусть ( )S σ  – множество точек разрыва функции ( ).xσ  На [0; ] \ ( )J Sσ σ=   зададим ме-
трику ( ; ) ( ) ( ) .x y x yρ σ σ= −  Полученное метрическое пространство ( ; )Jσ σ  не является пол-
ным. Стандартное пополнение приводит (с точностью до изоморфизма) к множеству [0; ] ,S  в 
котором каждая точка ( )Sξ σ∈  заменена на пару собственных значений 0, 0,ξ ξ− +  которые 
ранее были предельными. Индуцируя упорядоченность с исходного множества, придем к не-
равенствам 0 0x yξ ξ< − < + <  для всех , ,x y  для которых выполнялись  x yξ< <  в исходном 
отрезке.

Функцию ( )xυ  в точках 0ξ −  и 0ξ +  множества [0; ]S  определим предельными значения-
ми. Для определенной таким образом функции сохраним прежнее обозначение. Определен-
ная на этом множестве функция становится непрерывной в смысле метрики ( ; ).x yρ

Объединение [0; ]S  и ( )S σ  нам дает множество [0; ] ,σ  в котором каждая точка ( )Sξ σ∈  
заменена на тройку собственных элементов { 0; ; 0}.ξ ξ ξ− +  Мы считаем, что уравнение задано 
именно на этом множестве, причем в точках ( )Sξ σ∈  само уравнение принимает вид

	 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ,xx xx x xxx
pu ru gu u Q Fµ ξ ξ ξ ξ ξ ξ′′′′′ ′′ ′ ′−∆ + ∆ − + ∆ = ∆

где ( ) ( 0) ( 0)υ ξ υ ξ υ ξ∆ = + − −  – полный скачок функции ( )xυ  в точке .ξ
Решение уравнения в (1) мы будем искать в классе E  функций ( ),u x  каждая из которых 

является непрерывно дифференцируемой на [0; ]  функцией, производная ( )xu x′  – абсолютно 
непрерывна на [0; ],  вторая производная ( )xxu x′′  – µ-абсолютно непрерывна на [0; ];  третья 
производная ( )xxu xµ′′′  имеет конечное на [0; ]  изменение; квазипроизводная ( )xxpu xµ′′′  непрерыв-
но дифференцируема на [0; ];  ( ) ( )xx xpu xµ′′′ ′  – абсолютно непрерывна на [0; ];  ( ) ( )xx xxpu xµ′′′ ′′  – σ  – 
абсолютно непрерывна на [0; ].  При этом под решением математической модели (1) мы будем 
понимать функцию из класса ,E  удовлетворяющую граничным условиям из (1).

Будем считать выполнеными следующие условия: 1. ( ),p x  ( ),r x  ( ),g x  ( )Q x  и ( )F x  имеют 
конечное на [0; ]  изменение; 2. inf ( ) 0;p x >  3. ( )r x  и ( )g x  абсолютно непрерывны на [0; ];  
4.  ( )Q x  не убывает на [0; ];  5. Функция ( )xµ  – строго возрастающая функция, порождающая 
на [0; ]  меру; 6. 0iγ ≥  ( 1, 2,3, 4).i =

Под записью 1γ = ∞ мы будем понимать граничное условие (0) 0;xxu′′ =  аналогично 2γ = ∞  – 
(0) 0;xu′ =  3γ = ∞  – ( ) 0xxu′′ =  4γ = ∞  – ( ) 0.xu′ =

Отметим, что случай iγ = ∞  рассмотрен в работе [13]. В дальнейшем, мы будем предпола-
гать, что все iγ  конечны.

2. Основной результат

Пусть { } 0

i N
i i

x =

=
 – возрастающая последовательность точек, которыми разбивается отрезок 

[0; ]  на части, причем 0 0,x =  .Nx =   Для удобства дальнейшего построения к этим точкам 

добавим две: 1 ,x
N− = −
  1 .Nx

N+ = +


  Приближенное решение ( )Nu x  математической модели 

(1) будем искать в виде

	
1

3 2 3 1 3
1 0 0

( ) ( ) ( ) ( ),
N N N

N k k k k k k
k k k

u x a x b x c xϕ ϕ ϕ
−

− −
= = =

= + +∑ ∑ ∑ 	 (2)

где , ,k k ka b c  значение функции, первой и второй производных соответственно в узловой точ-
ке; ( )j xϕ  – базисные функции, обладающие следующими свойствами. Число j  представим в 
виде 3 ,j k m= +  2, 1,0.m = − −  Тогда, ( )j xϕ  равна нулю вне отрезка 1 1[ ; ];k kx x− +  на каждом из 
отрезков 1[ ; ]k kx x−  и 1[ ; ]k kx x +  удовлетворяет уравнению ( ) 0xx xxpu µ σ′′′ ′′′ =  и условиям 
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( ) ( )
1 1( 0) ( 0) 0s s

j k j kx xϕ ϕ− ++ = − =  ( 0,1, 2),s =  ( ) ( )
2( 0) ( 0) ,s s s

j k j k mx xϕ ϕ δ +− = + =  где 2
s
mδ +  – символ 

Кронекера, равный 1 при 2,s m= +  и нулю в противном случае.
Умножая уравнение в (1) на базисную функцию, интегрируя полученное равенство по все-

му отрезку по мере ,σ  разбивая полученный интеграл на четыре, первый из интегралов инте-
грируя по частям трижды, второй – дважды, и третий – один раз, подставляя вместо ( )u x  вы-
ражение (2), для нахождения приближенного решения получим линейную систему ,Aα β=  
где α  – вектор-столбец, составленный из искомых , , ,k k ka b c  β  – вектор-столбец, элементы 

которого определяются следующим образом 
0

( ) ( ) ( ),j jF x x d xσβ ϕ σ′= ∫


 и A  – квадратная ма-

трица, коэффициенты, которой определяются равенствами
	 1 2 3 4(0) (0) (0) (0) ( ) ( ) ( ) ( )ij ji ixx xj x ix xj ixx xj x ix xjA A γ ϕ ϕ γ ϕ ϕ γ ϕ ϕ γ ϕ ϕ′′ ′′ ′ ′ ′′ ′′ ′ ′= = + + + +   

	
0 0 0 0

.ixx jxx ixx jxx ix jx i jp d r dx g dx Q dµ µ σϕ ϕ µ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ σ′′′ ′′′ ′′ ′′ ′ ′ ′+ + + +∫ ∫ ∫ ∫
   

Доказана следующая теорема.
Теорема. Пусть ( )u x  – точное решение математической модели (1); ( )v x  – приближенное 

решение, найденное с помощью описанного выше адаптированного метода конечных элемен-
тов. Тогда

	 , ,u v C h≤ ⋅
не зависит от 1max( ),i ih x x+= −  и 

	 1 2 3 4, (0) (0) (0) (0) ( ) ( ) ( ) ( )xx xx x x xx xx x xϕ ψ γ ϕ ψ γ ϕ ψ γ ϕ ψ γ ϕ ψ′′ ′′ ′ ′ ′′ ′′ ′ ′= + + + +   

	
0 0 0 0

.xx xx xx xx x xp d r dx g dx Q dµ µ σϕ ψ µ ϕ ψ ϕ ψ ϕψ σ′′′ ′′′ ′′ ′′ ′ ′ ′+ + + +∫ ∫ ∫ ∫
   

Заключение

В работе метод конечных элементов адаптирован для нахождения приближенного реше-
ния одной математической модели шестого порядка с негладкими решениями; получена оцен-
ка погрешности.
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Аль Бдаири Гхассан Аднан Хаммуди

Аннотация. В данной статье рассматривается проблема нарушения сохранности данных 
в «облачном» хранилище в результате действий сотрудников «облачного» провайдера, 
как ненамеренных, так и под воздействием требований государств и/или социальных со-
обществ. Предложенное решение – концепция «метаоблака», как инструмента, обеспечи-
вающего автоматическую синхронизацию нескольких «облаков» разных провайдеров в 
разных регионах планеты. В конце работы приведены алгоритмы разработанного серви-
са, позволяющего решить рассматриваемую проблему.
Ключевые слова: сохранность данных, информационная война, матаоблако, облачные 
хранилища.

Введение

Сегодня облачные технологии активно используются во многих отраслях для хранения и 
обработки информации. Облака показали себя надежным инструментом, обеспечивающим 
доступ к информации из любой точки мира и сохранность данных пользователей от случай-
ных сбоев, а некоторые системы, за счет хранения версий, и ненамеренных действий пользо-
вателей.

Однако все предпринимаемые меры не могут защитить информацию от намеренных или 
не намеренных действий сотрудников облачного провайдера, а также правительств и специ-
альных служб.

По требованию соответствующих органов, провайдер обязан заблокировать и/или удалить 
информацию и/или учетную запись пользователя, нарушающего действующее законодатель-
ство. Такая возможность порождает вероятность ошибочной блокировки и уничтожения ин-
формации законопослушного пользователя. Кроме того, не исключена блокировка нескольких 
учетных записей, которых связывают некие общие признаки, например, диапазон IP-адресов. 
То есть могут быть заблокированы и лишены доступа к своей информации несколько пользо-
вателей облака, использующие для подключения к сети Интернет одного провайдера. 

А с учетом идеологии информационной войны не исключено и просто отключение поль-
зователей по территориальному признаку. Например, блокирование и отключение сервисов 
Google в Китае.

Или активные действия по блокированию аккаунтов пользователей и организаций, несо-
гласных с «актуальными» течениями в западном обществе.

Поэтому на сегодняшний день проблема обеспечения сохранности информации и доступа 
к ней в случае действий по её блокированию или искажению со стороны провайдера и его со-
трудников является актуальной и не решенной в общем случае. 

«Метаоблако» как способ решения проблемы

Предлагаемым вариантом решения озвученной проблемы является использование «ме-
таоблака». «Метаоблако» – это управляемое «облако» их «облаков». Основу такого «облака» 
должен составлять модуль контроля и управления, способный работать как в режиме синхро-
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низации данных между «облаками», так и в режиме блокирования и/или отката изменений, 
произведенных в скомпрометированном «облаке».

По своей сути «метаоблако» является применением технологий построения гибридных 
«облаков» к публичным «облачным» сервисам с упором на задачи защиты информации от 
деструктивных действий по искажению, блокированию и/или уничтожению информации в 
условиях конкурентной борьбы между компаниями, владеющими используемыми «облачны-
ми» платформами и обеспечению надежного доступа пользователя к его информации.

В условиях нарастающей информационной войны, постоянных случаях отключение и/или 
блокирования аккаунтов пользователей построение «метаоблака» является экономичной аль-
тернативой построения гибридных «облаков», хотя, на первом этапе, потребуется разработка 
мультиплатформенных сервисов, способных объединять несколько используемых пользова-
телем публичных «облаков» в единую защищенную структуру.

Основные режимы работы «метаоблака»

Задача обеспечения сохранности и доступности информации в «метаоблаке», и как след-
ствие его работоспособности включает в себя два основных требования:

1. Обеспечение копирования (синхронизации) информации, внесенной пользователем в 
какое-либо из «облаков», входящих в «метаоблако», в другие «облака».

2. Обеспечение отката несанкционированных изменений и/или удаления информации в 
«облаке».

В случае отключения одного из «облаков» «метаоблака» оно выпадет из списка синхрони-
зируемых, но информация останется актуальной в других «облаках». Более важной является 
проблема искажения информации. Несмотря на то, что в большинстве «облачных» хранилищ 
имеется возможность отката версий файлов, пользователь может не понять, что её необходи-
мо задействовать, особенно в случае незначительных искажениях информации в файлах.

По сути своей механизм «метаоблака» должен выполнять операции синхронизации для ле-
гитимных действий и отката изменений в результате нелегитимных действий. В стандартном 
«облаке» легитимность определяется по связке логин-пароль, но это средство не помогает в 
случае утечки аутентификационной информации или действий персонала «облака». 

Поэтому для обеспечения выполнения обоих требований необходимо ввести два режима 
функционирования «метаоблака»:

– рабочий режим – синхронизация изменений в файлах по всем «облакам»;
– режим заморозки – сохранение состояния «облаков» на момент переключения и возврат 

при обратном переключении к запомненному состоянию.

Общая концепция построения «метаоблака»

Для реализации механизма управления «метаоблаком» необходимо ввести систему мони-
торинга состояния «облаков», которая будет обеспечивать решение следующих задач:

1. Обнаружение изменений в файлах, хранящихся в «облаках».
2. Синхронизация файлов в «облаках».
3. Откат изменений.
4. Добавление и удаление «облаков».
5. Переключение между режимами работы «метаоблака».
Для реализации такого механизма наиболее подходящим вариантом будет использование 

веб-платформы, на которой будут функционировать сервис мониторинга «метаоблака» и си-
стема управления на основе веб-сайта.
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Эта концепция позволяет обеспечить доступ к сервису управления из любого места, легко 
его перемещать или организовать на новом адресе, в случае отказа или блокирования доступа 
к первоначальному сайту. При этом за счет размещения сервиса управления на серверах в сети 
Интерент обеспечивается высокая скорость работы сервиса и каналов связи, бесперебойность 
работы и простота реализации веб-доступа.

С учетом того, что одной из решаемых задач является защита от блокирования доступа 
к данным со стороны провайдера и/или государственных органов других стран, для разме-
щения системы управления надо выбирать поставщика услуг, предоставляющего сервера в 
своей стране и не предполагаемого для включения в сеть «метаоблака» в качестве поставщика 
одного из «облаков». Хотя, в общем случае, как уже упоминалось ранее, размещение системы 
управления не является существенным фактором, так как данные пользователя она не хранит 
и может быть быстро развернута на новом месте.

Функционал, реализуемый системой управления, исходя из задач, делится на две части:
1. Обеспечение управления работой «метаоблака»: добавление и удаление «облаков», пере-

ключение режимов работы «метаоблака».
2. Обеспечение работы с файлами в «облаках»: обнаружение изменений, синхронизация, 

откат.
Для реализации первой части необходимо разработать и реализовать веб-интерфейс 

управления. Вторая часть будет реализована на основе фонового сервиса, получающего ко-
манды от веб-интерфейса.

Требования к количеству и размещению «облаков» в составе «метаоблака»

Стандартные правила теории надежности, позволяющие на основе интенсивности отка-
зов, SLA или коэффициентов доступности получить требуемое количество серверов, необхо-
димых для получения заданного значения надежности в данном случае не подходят, так как 
рассматриваются случаи не только независимых отказов, а и намеренных действий.

В случае использования стандартной теории надежности для оценки рисков при выходе 
из строя независимых информационных систем, осуществляющих одновременно хранение 
одной и той же информации, необходимо использовать формулу 1 для расчета надежности 
системы с параллельной структурой.

	
1

( ) 1 (1 ( )),
n

i
i

P t P t
=

= − −∏ 	 (1)

где ( )iP t  – надежность i-го элемента.
При вероятности безотказной работы 95 % добавление второго «облака» в теории повыша-

ет эту вероятность до 99,75 %, а третьего – до 99,9875 %. 
В реальности проблемой, ограничивающей доступ, может стать подключение пользова-

теля к сети Интернет или авария на магистральной линии. Поэтому слишком большое ко-
личество «облаков» в «метаоблаке» не увеличит значительно его надежность при случайных 
сбоях. Особенно если выбраны провайдеры «облачных» сервисов с вероятностью безотказной 
работы 99 % и выше. При этом увеличение количества «облаков» в «метаоблаке» повышает 
требования к производительности веб-сервера управления «метаоблаком» и к пропускной 
способности его каналов связи (формула 2).

	 ( ) ,P t P P= ⋅ñèñò ïðîâ îáë 	 (2)
где ( )P tïðîâ  – надежность сети провайдера;

( )P tîáë  – надежность «облачного» хранилища или хранилищ, рассчитанная по формуле 1.
При этом, хотя одним из основных факторов риска ограничения доступа в случайный мо-

мент времени выступает функционирование сети провайдера, им можно пренебречь, так как:
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1. Основной хранящийся объем информации утрачен не будет.
2. Возможно использование аварийных каналов связи, что позволит повысить надежность 

сети провайдера.
3. Работоспособность сети Интернет-провайдера не влияет на действия «облачного» про-

вайдера и/или правительства. По уничтожению или блокированию доступа к информации.
Таким образом, при оценке надежности хранения информации, можно исключить из рас-

четов влияние Pïðîâ  и использовать для оценки только формулу 1.
При надежности «облачных» провайдеров в 98–99 % использование их большого количе-

ства для резервирования не целесообразно, при условии их размещения в различных регионах 
влияния.

Рассматривая исходную надежность 98 % и формулу 3, получим, что для обеспечения на-
дежности хранения в 99,9 % при условии уничтожения данных у одного провайдера нам доста-
точно минимум 3 провайдеров.

	
1

1 1

( ) (1 ( )) (1 ( )).
n n

i i
i i

t P t P t
−

= =

∆ = − − −∏ ∏ 	 (3)

Таким образом, в минимальный набор провайдеров стоит включить:
– крупного поставщика «облачных» услуг США;
– среднего поставщика из ЕС;
– российского «облачного» провайдера.
При условии работы в АТР (азиатско-тихоокеанский регион) стоит добавить китайского 

провайдера.
Также стоит добавить одного регионального провайдера, на случай серьезных политиче-

ских разногласий, которые могут привести к блокированию доступа к иным информацион-
ным ресурсам.

Иными словами получается, что необходимо от трех до пяти «облаков» для обеспечения 
надежного функционирования «метаоблака». 

Алгоритмы работы «метаоблака»

Для реализации концепции «метаоблака было решено разработать специальный веб-сер-
вис, осуществляющий контроль за информацией в нескольких «облаках» и функционирую-
щий в двух режимах:

– рабочий режим – синхронизация изменений в файлах по всем «облакам»;
– режим заморозки – сохранение состояния облаков на момент переключения и возврат 

при обратном переключении к запомненному состоянию.
Реализованный сервис состоит из двух частей: веб-интерфейса управления и сервиса мо-

ниторинга.
Задачи веб-интерфейса управления:
– аутентификация пользователя (администратора сервиса);
– формирование веб-страницы управления веб-интерфейсом и сервисом мониторинга;
– добавление «облака» в «метаоблако»;
– удаление «облака» из «металоблака»;
– переключение режимов работы сервиса мониторинга.
Задачи сервиса мониторинга:
– подключение к «облаку»;
– сбор информации о файлах в «облаке»;
– обнаружение изменений в файлах;
– синхронизация изменений в рабочем режиме функционирования сервиса мониторинга;
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– сохранение состояния при переходе в режим заморозки;
– откат несанкционированных изменений при переходе из режима заморозки в рабочий 

режим. 

Алгоритм работы веб-интерфейса управления

Алгоритм работы приведен на рис. 1. Первым шагом является проведение авторизации 
пользователя без которого он не получит доступ к основной странице управления. В случае 
успешной авторизации будет сформирована основная страница управления и проверен факт 
запуска сервиса мониторинга. Если сервис мониторинга не запущен, то будет произведен его 
запуск.

Далее веб-интерфес управления переходит в режим ожидания команд пользователя. Для 
каждой команды должен быть реализован соответствующий блок её обработки. Также, с це-
лью обеспечения контроля изменений, для перевода сервиса мониторинга в рабочий режим 
необходимо подключить к «метаболаку» не менее трех «облачных» дисков.

После получения и выполнения команды пользователя веб-интерфейс переходит к ожида-
нию следующей команды.

Алгоритм работы сервиса мониторинга

Основной алгоритм работы приведен на рис. 2. Сразу после запуска сервис мониторинга 
ожидает команды перевода в рабочий режим.

После получения этой команды происходит проверка наличия несанкционированных из-
менений в облаках и их отмена. 

Рис. 1. Алгоритм работы веб-интерфейса управления
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Далее сервис мониторинга ожидает одного из событий: прихода команды перевода в ре-
жим заморозки (отключения рабочего режима) или обнаружения изменений в контролируе-
мых «облаках». Для этого составляется перечень всех файлов и каталогов в каждом «облаке» и 
ищутся отличия по датам, размеру и наличию. 

В случае получения команды отключения рабочего режима, сервис проведет процедуру 
последней синхронизации всех изменений и запомнит состояние «облаков» для работы систе-
мы отмены несанкционированных изменений. 

Первым шагом является проведение авторизации пользователя без которого он не получит 
доступ к основной странице управления. В случае успешной авторизации будет сформирова-
на основная страница управления и проверен факт запуска сервиса мониторинга. Если сервис 
мониторинга не запущен, то будет произведен его запуск.

Алгоритм проверки наличия изменений и их отмены

Блок-схема алгоритма приведена на рис. 3. На основе снимка состояния «метаоблака» и 
времени его создания формируется перечень измененных файлов. Далее происходит удаление 
всех файлов, внесенных в облако или измененных после создания снимка и не включенных в 
него.

После этого производится формирование списка файлов во всех «облаках», входящих в 
«метаоблако» и все недостающие файлы восстанавливаются из тех облаков, где они присут-
ствуют. 

После завершения прохода по всем «облакам» и перевода «метаоблака» в состояние до за-
морозки, алгоритм завершает свою работу и сервис мониторинга переходит в рабочий режим.

Рис. 2. Основной алгоритм работы сервиса мониторинга



821

Алгоритм перевода сервиса мониторинга в режим «заморозки»

Блок-схема алгоритма приведена на рис. 4. Формально данный алгоритм состоит из двух 
частей: принудительной синхронизации изменений и создания снимка «металоблака». Одна-
ко сама процедура проведения синхронизации позволяет выявить состояние «метаоблака» и 
позволяет не проводить повторного обхода по всем «облакам».

Для проведения синхронизации проводится проход по спискам обнаруженных изменений 
в «облаках» (при необходимости они формируются заново). Данные изменения могут вклю-
чать в себя удаление файлов, модификацию файлов и добавление файлов. Несмотря на то, что 
в структуре облака могут присутствовать и каталоги, с точки зрения файловой системы они 
тоже являются файлами и с целью упрощения записи алгоритма было решено каталоги на схе-
ме не выделять. Но, тем не менее, в процессе синхронизации они учитываются.

После завершения синхронизации всех изменений система мониторинга сохраняет полу-
ченный снимок и переходит в режим заморозки.

На основе этих алгоритмов был разработан веб-сервис, который позволил проверить их 
работоспособность и показал успешное решение выявленной проблемы, обеспечив восстанов-
ление информации при её удалении в одном из «облаков», а также копирование и сохранение 
вносимых легитимным пользователем данных из основного используемого облака в резервные.

Рис. 3. Алгоритм проверки наличия 
изменений и их отмены

Рис. 4. Алгоритм перевода сервиса 
мониторинга в режим «заморозки»
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А. А. Арзамасцев1, О. Л. Фабрикантов2, Н. А. Зенкова3, Е. В. Кулагина2

Аннотация. Приводятся алгоритм и краткое описание программы, предназначенной 
для анализа протоколов оптической когерентной томографии сетчатки глаза. Программа 
позволяет автоматизировано составлять описание общей картины заболевания, наблю-
даемого у пациента офтальмологической клиники. Ее действие основано на интеллекту-
альном анализе графического файла протокола, получаемого с прибора DRI OCT Triton 
3D optical coherence tomography и карты толщин сетчатки глаза. Математическую основу 
программы составляют: аппроксимация таблицы соответствия толщин и цветов на кар-
те; математико-логическая модель принадлежности рассматриваемой точки к определен-
ной зоне; система логических связей между толщиной сетчатки по зонам и их описани-
ем. Программа реализована в среде Anaconda 2.0.3, с поддержкой современных версий 
Python и тематических модулей, таких как NumPy, SciPy, Python Imaging Library (PIL) и 
др., с использованием Jupyter Lab 3.0.14 и Jupyter Notebook 6.3.0.
Ключевые слова: модели искусственного интеллекта, оптическая когерентная томогра-
фия, сетчатка глаза, программа для анализа протоколов.

Введение

Оптическая когерентная томография является наиболее высокотехнологичным и инфор-
мативным методом выявления патологии сетчатки глаза. Используемые в настоящее время 
оптические когерентные томографы имеют значительную разрешающую способность и по-
зволяют бесконтактным способом и оперативно получить томографические срезы и карты 
толщины сетчатки глаза [1, 2].

Однако описание и интерпретация результатов исследования требуют высокой квалифи-
кации и специальной подготовки врача-офтальмолога, так как различные модели оптических 
когерентных томографов имеют разные протоколы сканирования [3, 4]. 

В данной работе, являющимся продолжением [5, 6], приведено краткое описание разра-
ботанного нами специализированного программного обеспечения [7], предназначенного для 
автоматизированного анализа протоколов, полученных непосредственно с прибора в графи-
ческом формате, их интеллектуального анализа и составления описаний, что существенно 
упрощает работу врача-офтальмолога. Использование данной программы, по нашему мне-
нию, увеличит доступность использования современного высокотехнологичного и высоко-
точного метода диагностики сложных случаев глазных заболеваний и будет способствовать 
более широкому внедрению данного метода исследований в клиническую практику. 

1. Материалы и методы

Протоколы карт толщины сетчатки, полученные на томографе DRI OCT Triton 3D 
(TOPCON CORPORATION, Япония) в количестве 74 штук предоставлены для исследования 
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врачом-офтальмологом Кулагиной Е. В. для пациентов с нормой и патологией. Все протоколы 
обезличены и для каждого из них предоставлено описание, выполненное врачом-экспертом. 

Для реализации программы использовали среду Anaconda 2.0.3, с поддержкой современ-
ных версий Python и тематических модулей, таких как NumPy, SciPy, Python Imaging Library 
(PIL) и др., с использованием Jupyter Lab 3.0.14 и Jupyter Notebook 6.3.0 

Общая последовательность действий при разработке такой программы: 1) анализ прото-
кола и определение, особенности какого глаза (правого или левого) он отражает; 2) подсчет 
средней толщины сетчатки глава по зонам; 3) классификация результатов подсчета и автома-
тизированное составление описаний с записью их в файл MS Word, который при необходимо-
сти, может отредактировать врач-офтальмолог.

2. Полученные результаты и их обсуждение

На рис. 1а показана карта толщин сетчатки глаза, представленных в виде цвета, а на рис. 2 
соответствие цвета карты в формате RGB толщине сетчатки глаза. Весь диапазон толщин раз-
бит на 6 участков, для каждого из которых с использованием метода наименьших квадратов 
получено аппроксимирующее уравнение, связывающее толщину сетчатки с амплитудой веду-
щего цвета. 

Получена общая формула, позволяющая связать амплитуды ведущих цветов RGB и толщи-
ну сетчатки. Использование этой формулы для зон 1–9 позволяет рассчитать средние толщи-
ны для них:
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где Th  – толщина сетчатки глаза, мкм; ,R  ,G  B  – амплитуда красного, зеленого и синего цве-
тов, представленная целыми числами 0..255.

Программа производит интеллектуальный анализ полученных значений и создает описа-
ние. Например, для зон 1 и 6 описание получается исходя из следующих соображений. 

Зона № 1 (верхняя перифовеа). 140Th <  мкм – значительное истончение сетчатки в верх-
ней перифовеа. 140Th =  – 180 мкм – умеренное истончение сетчатки в верхней перифовеа. 

181Th =  – 218 мкм – незначительное истончение сетчатки в верхней перифовеа. 219Th =  – 
311 мкм – толщина сетчатки в верхней перифовеа в пределах нормальных значений. 312Th =  – 
340 мкм – незначительное утолщение сетчатки в верхней перифовеа. 341Th =  – 400 мкм – уме-
ренное утолщение сетчатки в верхней перифовеа. 400Th >  мкм – значительное утолщение 
сетчатки в верхней перифовеа.

Зона № 6 (фовеа). 130Th <  мкм – значительное истончение сетчатки в фовеа. 130Th =  – 
160 мкм – умеренное истончение сетчатки в фовеа. 161Th =  – 200 мкм – незначительное истон-
чение сетчатки в фовеа. 201Th =  – 300 мкм – толщина сетчатки в фовеа в пределах нормальных 
значений. 301Th =  – 350 мкм – незначительное утолщение сетчатки в фовеа. 351Th =  – 400 мкм – 
умеренное утолщение сетчатки в фовеа. 400Th >  мкм – значительное утолщение сетчатки 
в фовеа.
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Для других зон карты (рис. 1a) описания выглядят аналогичным образом.
Полученное описание протокола выгружается в отдельный файл MS Word, который в даль-

нейшем еще может быть отредактирован врачом-офтальмологом.

                                  а)                                                                                       б)
Рис. 1. Карта толщины сетчатки глаза, полученная с прибора (а)

и ее представление по зонам 1–9 (б)

Рис. 2. Деление шкалы толщины сетчатки глаза и соответствующей ей
палитры цветов (RGB) на участки 1–6. Красным показаны значения 

толщин сетчатки, соответствующие границам зон
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Тестирование программы осуществляли в ходе вычислительных экспериментов для не-
скольких карт, средние значения толщины сетчатки для которых были получены с помощью 
прибора (протокол) и путем расчета. В табл. 1 представлен один из результатов такого тести-
рования в ходе которого получены оценки относительных погрешностей определения толщин 
сетчатки глаза на основе интеллектуального анализа карты. Максимальная относительная по-
грешность расчетов не превышает 13 % при средней относительной погрешности 6,45 %, что 
можно считать удовлетворительным результатом.

Таблица 1
Величины погрешностей по зонам (1–9)

Зона карты Толщина сетчатки 
по протоколу, мкм

Толщина сетчатки 
по протоколу, расчет

Относительная 
погрешность, %

1 315 329 4,44
2 275 259 5,81
3 375 374 0,27
4 346 352 1,73
5 342 314 8,18
6 433 391 9,69
7 404 370 8,41
8 366 320 12,56
9 289 309 6,92

Заключение

Инновационными компонентами данной работы являются:
‒ автоматизированный интеллектуальный анализ протоколов, полученных в виде графи-

ческих файлов с прибора DRI OCT Triton 3D optical coherence tomography, значительно облег-
чающих врачу-офтальмологу составление описаний патологий пациента за счет использова-
ния интеллектуальных автоматизированных компьютерных методов; 

‒ развитие цифровой платформы здравоохранения, накапливающей, поддерживающей и 
развивающей систему научных знаний в сфере медицины и доступ к медицинским сервисам 
на основе информационно-коммуникационных технологий

‒ интеллектуальные методы и алгоритмы распознавания образов изображений, получен-
ных при использовании одного из самых современных приборов для исследований сетчатки 
глаза; 

‒ современные средства разработки, объединенные и ориентированные на науки о данных 
в Anaconda 2.0.3, с поддержкой современных версий Python и тематических модулей, таких 
как NumPy, SciPy, Python Imaging Library (PIL) и др., Jupyter Lab 3.0.14 и Jupyter Notebook 6.3.0 
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УДК 004.42

РЕАЛИЗАЦИЯ ПРИЛОЖЕНИЯ ДЛЯ ПОМОЩИ ЗАИКАЮЩИМСЯ ЛЮДЯМ

Воронежский государственный университет

В. В. Бердникова, А. А. Емельянов

Аннотация. В данной работе рассматриваются вопросы разработки, реализации и вне-
дрения алгоритмов и методов коррекции логоневроза для обеспечения поддержки речи 
людей, страдающих заиканием. Проведен анализ теоретико-медицинских аспектов заика-
ния, методов его коррекции, а также улучшения плавности речи. На основе полученных 
данных определены требования к функциональности приложения, его составу, внешнему 
виду. С учетом всех требований был спроектирован и реализован пользовательский ин-
терфейс модулей системы. При выполнении работы была проведена апробация приложе-
ния для помощи людям, испытывающим различные проблемы с речью.
Ключевые слова: программирование, мобильная разработка, мобильное приложение, 
мобильное устройство, нарушение речи, заикание, коррекция логоневроза.

Введение

Заикание является одной из серьезных проблем в логопедии. Статистические данные пока-
зывают, что в мире заикается один человек из ста (сведения на конец 2018 года).

Логоневроз – это нарушение темпа, ритма плавности и слитности устной речи, обусловлен-
ное судорожным состоянием мышц речевого аппарата.

Полноценное лечение логоневроза требует комплексного подхода в зависимости от вида и 
степени тяжести заикания. В настоящее время существуют реабилитационные центры, специ-
ализирующиеся в лечении логоневроза. Каждый из таких центров практикует свою методику 
коррекции заикания. 

Методика лечения – это теоретически и научно обоснованная совокупность методов и 
приемов, направленная на достижение полного или частичного выздоровления.

В список основных методов и приемов лечения входят: 
– работа с голосом;
– работа над темпо-ритмической стороной речи;
– логопедическая ритмика;
– комплекс дыхательных упражнения;
– развитие невербальных средств общения;
– развитие способности к мышечной релаксации;
– функциональные тренировки для отработки полученных навыков.
Стоит отметить, что использование приложений для помощи заикающимся в реабилита-

ционных центрах не распространено или отсутствует вовсе. В частности, ГБУЗ «Центр пато-
логии речи и нейрореабилитации ДЗМ», а также «Центр коррекции заикания «Арлилия»» не 
используют компьютерные программы в своей работе. 

Поэтому актуальной проблемой является реализация программного продукта, который 
позволит помочь медицинским центрам в их деятельности и заикающимся лицам, которые 
лечатся самостоятельно. Данное приложение автоматизирует действия, выполняемые людьми 
вручную, сократит временные затраты.

1. Анализ теоретико-медицинских аспектов заикания

Заикание – это нарушение темпо-ритмической организации речи, обусловленное судорож-
ным состоянием мышц речевого аппарата.
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В изданной в 1994 году монографии научного руководителя Центра патологии речи и ней-
рореабилитации профессор В. М. Шкловский [1] делится мнением что, «заикание является 
дискоординационным судорожным нарушением речи, возникающим в процессе общения по 
механизму системного речедвигательного невроза, и клинически представлено первичными, 
собственно речевыми, и вторичными расстройствами, которые у взрослых часто становятся 
доминирующими». Как и при других невротических нарушениях, в механизмах развития это-
го речедвигательного невроза принимают участия психологические, социально – психические 
и биологические факторы. Во многих случаях заикания отмечается так называемая органиче-
ская «почва» в виде церебральной дефицитарности различного генеза».

У людей, страдающих заиканием, отсутствует возможность нормального общения с окру-
жающими лицами. Заикание представляет собой серьезную помеху для выполнения трудовых 
обязанностей, получения образования, налаживания личной жизни. Ежедневные затрудне-
ния в речи задевают больных, способствуют невротическим реакциям. 

Трудности в борьбе с заиканием вызваны многочисленными причинами, обусловливаю-
щими появление данного процесса. При заикании сочетаются собственные речевые наруше-
ния, которые могут быть различной степени выраженности, и психологические факторы, ко-
торый определяют течение нарушения.

У заикающихся наблюдаются судороги речевого аппарата. И. А. Сикорский в своей книге 
«О заикании» [2] описал виды судорог у заикающихся, распределив их по месту локализации:

1) судороги голосового аппарата, возникающие при произнесении гласных звуков;
2) артикуляционные судороги, разделяющиеся на лицевые (губные, нижнечелюстные), 

язычные и судороги мягкого неба;
3) судороги дыхательного аппарата.
В клинической картине заикания неизменно присутствуют расстройства дыхания. Нере-

чевое дыхание заикающихся имеет свои особенности. Оно, как правило, поверхностное, ритм 
его недостаточно устойчив, легко нарушается при эмоциональном напряжении. Нарушение 
речевого дыхания у заикающихся настолько сильно выражено, что многие исследователи 
склонны относить причину заикания к нарушению регуляции дыхательной функции.

Таким образом, заикание – это сложное речевое расстройство, включающее в себя мно-
жество компонентов, таких как: судороги мышц и речевого аппарата, нарушение моторики, 
как общей, так и артикуляционной, нарушение дыхания, сопровождающиеся сопутствующи-
ми движениями, вегетативными реакциями (покраснением или побледнением лица, резким 
учащением сердцебиения, усилением потоотделения), нарушение просодики (тона, громко-
сти, длительности, интенсивности речи), усугубляющееся логофобией, а также расстройства 
эмоционально – волевой сферы.

2. Методы и приемы коррекции заикания и улучшения плавности речи

Для исправления неправильных стереотипов в работе речевых органов применяются 
специальные методы.

Для снятия зажимов мышц, в том числе мышц артикуляционного аппарата (губ, нижней 
челюсти) необходимо выполнять упражнения на мышечное расслабление. 

Хороший результат при борьбе с заиканием дает использование эталона. Эталон – это слит-
ное проговаривание гласных звуков А,О,У,И: А–О-У–И. Если это звукосочетание произнести 
слитно и с ударением – АОУИ, то получится имитация слова, которое может служить моделью, 
образцом смыслового слова, его заменителем, и одновременно «тренажёром» для отработки 
техники речи. Произнесённый четыре раза слитно, без перерыва «АОУИ» образует эталонную 
фразу, которая может служить моделью для постановки правильного речевого дыхания, мяг-
кой голосоподачи, слитности, плавности, ритмичности речи, нормализации темпа речи. 
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Метроном помогает в нормализации темпа речи. Профессор Джейсон Х. Давидов (Уни-
верситет Хофстра, Хемпстед, Нью-Йорк) в 2013 году опубликовал статью «Systematic studies of 
modified vocalization: the effect of speech rate on speech production measures during metronome-
paced speech in persons who stutter» [3], в которой описал результаты исследования изменения 
речи заикающихся пациентов при использовании метронома. 

В работе отмечено значительное снижение заикания при контрольном чтении и монологи-
ческой речи почти у всех испытуемых. Подтверждением выступает исследование Стейджера в 
1997 году, в рамках которого было обнаружено, что при использовании метронома речь скоррек-
тировалась у всех десяти из апробируемых им пациентов, при условии, что они говорили очень 
медленно – 92 слога в минуту (приблизительно в несколько раз медленнее обычной речи). Таким 
образом, доказано, что ритмичные удары метронома способствуют уменьшению заикания.

Положительной динамики в избавлении от заикания можно добиться путем использова-
ния метода задержки акустической обратной связи (DAF – Delayed auditory feedback). Данный 
метод состоит в том, что голос пациента выводится на наушники с задержкой на доли секун-
ды. Смысл метода DAF заключается в синхронизации работы речевых центров – слухового 
центра Вернике и речедвигательного центра Брока. Небольшие задержки (в диапазоне 50-75 
миллисекунд) при нормальной и ускоренной речи позволяют улучшить ситуацию с заикани-
ем на 60-80%. Более длительные задержки оказались еще более эффективными.

DAF выступает эффективным методом при борьбе с заиканием, когда пациент говорит 
быстрее, чем обычно, что, несомненно, выступает стрессовой ситуацией. При этом данный 
метод менее эффективен в телефонный беседах и при громком чтении. В настоящее время 
DAF активно используется в разнообразных программах лечения недуга речи. С помощью 
применения длинных задержек (в диапазоне 90-220 миллисекунд) люди, страдающие заика-
нием, учатся протягивать гласные и сбавлять скорость речи. Это помогает справиться даже с 
тяжелым заиканием, но при этом речь может потерять эмоциональный оттенок. После того, 
как речь исправляется на долгих задержках, устройство перенастраивается на менее протя-
женные временные промежутки. Таким образом действуют до тех пор, пока скорость речи не 
увеличится до нормальной.

С учетом вышесказанного, предлагается следующая схема занятий:
1. Упражнения на мышечное расслабление.
2. Работа над упражнениями артикуляционной, дыхательной и голосовой гимнастик.
3. Работа над слитностью и плавностью речи на материале эталона.
4. Нормализация темпа речи через использование метронома.
5. Чтение текстов на определенные звуки с использованием метода DAF.
6. Речевой самоконтроль.
Все этапы занятия реализованы в данном приложении.
Многие методы и приемы для борьбы с заиканием невозможно реализовать программно, 

т. к. они требуют выполнения под наблюдением специалиста. К таким методам относятся:
• составление индивидуального плана лечения для каждого пациента;
• поддержка состояния пациента с помощью медикаментозных средств (успокоительных, 

антигистаминных лекарств);
• работа с самими специалистами (логопедами, психотерапевтами, психиатрами).
Таким образом, рассмотрев все методы и приемы, было решено остановиться на программ-

ной реализации следующих модулей:
• упражнения на мышечное расслабление и коррекцию речевого дыхания;
• упражнения на развитие артикуляционного аппарата;
• упражнения на нормализацию темпа речи;
• метод DAF;
• речевой самоконтроль с использованием диктофона.
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3. Анализ технических и программных средств для коррекции заикания

Технические и программные средства для коррекции заикания можно условно разделить 
на следующие категории:

• носимые устройства с загруженным в них программным обеспечением, работающие 
по принципу слухового аппарата. Такие устройства очень распространены за рубежом, до-
вольно дорогие и используют в основном методы задержки акустической обратной связи или 
метод изменения тембра и параллельного воспроизведения речи говорящего. Примерами та-
ких устройств могут служить SpeechEasy, CasaFuturaTechnologies, KayPentax. Минусом таких 
устройств является высокая цена, а также отсутствие тренировочных упражнений для само-
стоятельной работы.

• всевозможные справочники, в которых описывается процедура исправления заикания в 
виде электронной книги с видеоуроками и схемами занятий. Примером такого приложения 
служит «Как лечить заикание», доступное в AppStore за 229 рублей. Минусом таких прило-
жений является отсутствие реализации эффективных методов тренировки, таких как DAF, 
метроном, запись голоса, самоконтроль.

• универсальные приложения, в которых реализованы как методы коррекции заикания, 
так и тренировочные упражнения по различным методикам. Существуют бесплатные прило-
жения, реализующие один из методов, например, метод DAF (приложение Fonate для Android 
или Speechcorrector для Windows). Наиболее удобным и универсальным русскоязычным при-
ложением является StopStuttering, доступное в AppStore по подписке 1029 рублей в месяц. 
В нем реализованы большинство известных программных методов коррекции заикания, а 
также присутствуют упражнения для тренировки, однако отсутствует возможность загрузки 
своих упражнений, ведение статистики, авторизация. 

Исходя из вышеперечисленного, в разрабатываемом приложении было решено помимо извест-
ных программных методов коррекции заикания реализовать комплекс тренировочных занятий, 
основанных на уникальных методиках Центра патологии речи и нейрореабилитации г. Москва.

4. Требования к приложению

Программный продукт должен обеспечивать выполнение следующих функций:
– авторизация пользователя;
– предоставление доступа к упражнениям по:

• мышечному расслаблению;
• коррекции речевого дыхания;
• артикуляции;
• отработке «эталона» речи;
• нормализации темпа речи;
• DAF;
• речевому самоконтролю;

– формирование статистики пройденного пользователем материала;
– предоставление отдельного доступа к таким инструментам приложения, как: 

• метроном;
• DAF;
• тематические тренировочные тексты;

– предоставление возможности настройки размера шрифта и фона приложения.
В состав приложения должны входить следующие модули:
– «Авторизация»;
– «Настройки»;
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– «Инструменты»;
– «Статистика»;
– «Список уроков».
Интерфейс должен удовлетворять следующим требованиям:
– иметь понятную структуру, не требующую от пользователя специальных знаний и на-

выков;
– иметь дружественный интерфейс для лучшего взаимодействия пользователя с приложе-

нием.

5. Структура приложения

Краткое описание каждого модуля приложения приведено в табл. 1. 
Таблица 1

Описание модулей приложения
Модуль Описание

Модуль «Авторизация» Модуль авторизации реализован с целью опознава-
ния пользователя, чтобы вести его статистику ис-
пользования приложения.

Модуль «Главное меню» Данный модуль служит для легкой навигации по 
приложению и предоставляет доступ к остальным 
модулям приложения.

Модуль «Статистика» Модуль предоставляет пользователю информацию 
о проведенной им работе в приложении. Модуль 
отображает данные о количестве пройденных заня-
тий, о времени, проведенном в приложении, о датах 
посещений приложения.

Модуль «Настройки» Модуль позволяет пользователю настраивать прило-
жение под свои предпочтения (можно изменять раз-
мер шрифта текстов, менять фон приложения на дру-
гой цвет или загружать собственное изображение).

Модуль «Список уроков» Модуль представляет собой набор занятий. Ка-
ждое занятие в свою очередь состоит из комплекса 
упражнений. 

Модуль «Мышечное расслабление» Модуль содержит упражнения по ослаблению и по-
степенному снятию мышечных зажимов.

Модуль «Коррекция речевого дыхания» Модуль включает в себя упражнения, которые по-
зволят нормализовать тонус дыхательной мускула-
туры и выработать диафрагменный тип дыхания.

Модуль «Артикуляция» Модуль содержит упражнения по артикуляцион-
но-мимической гимнастике необходимой для ясной 
и четкой дикции и полного звучания голоса, а также 
снятия излишней напряженности мимической и ар-
тикуляционной мускулатуры.

Модуль «Эталон» Модуль дает пользователю понятие об эталонной 
речи и инструкции, как его достигнуть.

Модуль «Нормализация темпа речи» Модуль помогает помочь пользователю развить 
чувство ритма.



833

Модуль «DAF» Цель модуля заключается в искусственном увели-
чении времени между речью и слуховым воспри-
ятием своей речи, что меняет особенности работы 
речевых центров мозга, исключая возможность по-
явления заикания и помогает закреплению нового 
речевого стереотипа в рамках методики.

Модуль «Речевой самоконтроль» Модуль предназначен для того, чтобы пользователь 
мог самостоятельно проводить работу над своими 
ошибками, путем записи своего чтения на дикто-
фон с последующим прослушиванием записи.

Схема взаимодействия модулей приложения представлена на рис. 1

6. Реализация программного комплекса

Модуль, осуществляющий опознавание пользователя по паре значений логин-пароль, име-
ет название LoginActivity и включает в себя следующие подпрограммы (табл. 2): 

Рис. 1. Схема взаимодействия форм приложения
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Таблица 2
Подпрограммы модуля авторизации

Процедура/функция Примечание
Private void readFile() Чтение файла, содержащего все пары логин-пароль для по-

следующей идентификации пользователя.
private User getUser(Node node) Вспомогательная функция для чтения.
public void Login(View view) Проверка введенных пользователем данных на соответ-

ствие с уже существующими парами логин-пароль. 

Модуль, который обеспечивает реализацию основной логики упражнений списка уроков, 
называется ExercisesActivity и содержит подпрограммы, представленные в табл. 3. 

Таблица 3
Подпрограммы модуля упражнений

Процедура/функция Примечание
Public void play() Инициирование работы метронома.
Public void startRecording() Процедура, начинающая запись для работы метода DAF.
Public void onClick(View v) Вывод инструкции в уроках.
public void GetStatisticts() Сбор статистики.

Модуль, содержащий в себе логику настроек приложения, имеет название SettingsActivity, 
состоит из процедур и функций, продемонстрированных в табл. 4. 

Таблица 4
Подпрограммы модуля настройки

Процедура/функция Примечание
Private void setFontSize() Изменение шрифта текста на новое значение в файле кон-

фигураций.
Private void setPicture(string path) Изменение фона приложения, путем перезаписывания со-

ответствующего значение в файле конфигураций.
public void getAppReferences() Вывод справки «О приложении».

Заключение

В результате проделанной работы создано приложение, предназначенное для помощи заи-
кающимся людям, позволяющее выполнять упражнения, помогающие скорректировать заи-
кание и улучшить плавность речи. 
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ПРОЕКТИРОВАНИЕ WEB-СЕРВИСА «ДИЕТИЧЕСКОЕ МЕНЮ»

Воронежский государственный университет

В. В. Бердникова, А. Э. Зинченко

Аннотация. В работе продемонстрирован web-сервис для отслеживания диетического 
питания при различных заболеваниях. Проведен анализ лечебных столов М.И. Певзне-
ра, их особенностей, рекомендаций и показаний к применению. На основе полученных 
данных определены функциональные требования к программному продукту, а также 
рекомендации по внешнему виду сервиса. С учетом всех условий спроектирован сервис 
«Диетическое меню».
Ключевые слова: программирование, веб-разработка, веб-сервис, диетическое меню, ди-
ета, медицинский стол, диета по Певзнеру.

Введение

В современном мире существует огромное количество самых разнообразных заболеваний. 
Традиционно в борьбе с расстройствами используют лекарственные препараты. Помимо ме-
дикаментов бороться с заболеванием помогает правильно-подобранная сбалансированная 
диета.

Профессор Мануил Певзнер в своих научных трудах «Основы лечебного питания» [1] раз-
работал систему диет, применяемую в комплексном лечении заболеваний пациентов. Система 
состоит из 15-ти медицинских столов, каждый из которых соответствует определенной группе 
заболевания. 

Следование такой диете оказывает благоприятное воздействие на организм. Каждая диета 
позволяет нормализовать поступление питательных компонентов с учетом различных меди-
цинских показаний, специфики патологий, здоровья пациентов. Грамотно подобранный раци-
он способствует ослаблению симптомов заболеваний и улучшению самочувствия. 

Существует огромное количество сервисов по составлению диет и систем питаний. Но все 
они направлены на снижения веса, а не на лечение заболеваний.

Поэтому актуальной проблемой является проектирование и разработка сервиса, который 
позволит составлять рацион питания исходя из медицинских показаний на основе диетиче-
ских столов М.И. Певзнера, а также учитывающий индивидуальные особенности организма 
(такие как аллергия, непереносимость к некоторым продуктам). Данный программный про-
дукт автоматизирует действия, которые выполняют врачи-диетологи в лечебных заведениях, 
а также поможет людям вне поликлиник и санаториев составлять лечебную диету, следовать 
ей, тем самым заботясь о своем здоровье.

1. Анализ лечебных столов М.И. Певзнера

Проанализировав лечебные столы М. И. Певзнера, можно выделить некоторые особенности:
• У каждого стола есть показание – заболевание, при котором данной диеты целесообраз-

но придерживаться. Столы разработаны для таких болезней, как гастрит, сахарный диабет, 
острые заболевания кишечника, подагра и др.

• Медицинский стол представляет собой набор продуктов, которые можно употреблять в 
пищу, а также перечень продуктов, которые следует исключить из рациона.

• Указаны рекомендации по количеству приемов пищи в день, чаще всего 4–5 приемов пищи.
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• Есть особенности в способах приготовления еды (например, готовка в неизмельченном 
виде, запекание продуктов вместо жарки и др.).

• У диеты есть срок назначения. Диеты необходимо придерживаться в течении нескольких 
дней, месяцев, но также есть и неограниченные по сроку диеты.

2. Анализ существующих сервисов и приложений

Наиболее известные программные продукты и онлайн-сервисы для составления диеты:
1) сервис vse-diet.com;
2) приложение 10levels для IOS со стоимостью подписки на месяц 749 руб.;
3) приложение Питание для IOS со стоимостью подписки на год 1990 руб.;
4) бесплатное приложение DietPRO для IOS;
5) бесплатное приложение Диета и питание для Android. 
Результат сравнительного анализа сервисов отображен в табл.1.

Таблица 1
Сравнительный анализ существующих сервисов

Критерий сравнения
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Наличие лечебных диет – – – + +
Рецепты готовых блюд – + + – –
Учет индивидуальных особенностей при составлении рациона – – + + –
Учет индивидуальных предпочтений – + + – +
Личный кабинет – + + – –
Генерация рациона на день – + – – –
Возможность вести дневник питания – + + – +
Современный дизайн – + + + +
КБЖУ продуктов и рецептов – + + – +
Блок новостей в сфере правильного питания – – – – –

Почти все из рассматриваемых сервисов направлены на похудение, только два приложения 
содержат в себе функциональность по медицинским диетам. При этом в DietPRO нет готовых 
рецептов, есть только рекомендации по продуктам, которые можно и нельзя употреблять в 
рацион при том или ином заболевании. В приложении Диета и питание на данный момент 
реализован только один медицинский стол Певзнера под номером 5, овсе стальные лечебные 
диеты отсутствуют. 

Не в каждом приложении учитываются индивидуальные предпочтения и особенности ор-
ганизма при составлении рациона. В большинстве сервисов отсутствует возможность генера-
ции рациона на день или блюда на обед.

При этом почти все сервисы имеют современный дизайн и возможность вести дневник 
питания, отслеживать КБЖУ продуктов.

Отталкиваясь от вышеизложенного, появляется необходимость создания такого сервиса, 
который бы учитывал в себе все недочеты рассмотренных приложений и поддерживал их до-
стоинства.
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3. Требования к сервису

Сервис «Диетическое меню» должен обеспечивать выполнение следующих возможностей:
– регистрация и авторизация пользователя;
– генерация диеты с учетом следующих особенностей:

• заболевание пользователя;
• наличие индивидуальной непереносимости некоторых продуктов, либо аллергии;
• личные предпочтения пользователя;
• баланс КБЖУ и микроэлементов;

– ведение дневника питания и водного баланса;
– генерация случайного блюда на текущий прием пищи с подробным рецептом;
– наличие новостной ленты в сфере правильного питания;
– сбор обратной связи;
– поддержка тегов при сборе обратной связи.
Интерфейс сервиса должен удовлетворять следующим требованиям:
– понятность и логичность;
– современный стиль;
– наличие защиты от человеческих ошибок;
– поддержка мобильной версии сервиса;
– возможность смены цветовой гаммы приложения.

4. Метод генерации диеты

На входе сервис получает данные о пользователе, его заболевании, вкусовых предпочтени-
ях, наличии аллергии или непереносимости некоторых продуктов.

Исходя из этих данных сервис составляет два массива элементов: продукты, которые мо-
гут входить в рацион пользователя, и продукты, которые нельзя использовать в рецептах для 
данного пользователя.

Далее сервис выбирает блюда, которые не содержат запрещенных продуктов. Из разрешен-
ных блюд получается несколько списков по каждому приему пищи. Количество таких списков 
равняется количеству приемов пищи, рекомендованных в рамках текущей диеты пользователя.

Затем случайным образом генерируется меню на один день. Меню проверяется на разноо-
бразность рациона и соответствие КБЖУ и микроэлементов суточной норме, согласно реко-
мендации диеты. Аналогичным образом генерируется меню на весь срок диеты.

5. Модель данных

Для хранения сведений о сгенерированных диетах и пользовательской информации была 
разработана база данных сервиса. На рис. 1 отображена ER-диаграмма базы данных.

Краткое описание основных таблиц базы приведено в табл. 2.

Заключение

Результатом работы является проект web-сервиса c диетическим меню, предназначенным 
для облегчения выздоровления при лечении ряда заболеваний, и ведением дневника питания. 
В дальнейшем планируется продолжение изучения данной темы с последующей реализацией 
сервиса.
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Таблица 2
Описание таблиц базы данных

Таблица Описание
Пользователь Содержит ник, логин и ключ пароля, почту, дату рождения поль-

зователя.
Заболевания пользователя Так как у пользователя может быть несколько заболеваний, ис-

пользуется вспомогательная таблица, которая хранится инфо о 
заболеваниях пользователя.

Заболевание Включает в себя наименование и описание болезни, а также 
ссылку на диету по Певзнеру, соответствующую данному недугу.

Диета Таблица состоит из названия, описания диеты, рекомендованно-
го срока следования диеты и количества приемов пищи в день.

Продукты диеты Диета состоит из продуктов, у каждого продукта есть флаг, опре-
деляющий разрешен ли данный продукт при текущей диете или 
нет.

Продукт В таблице содержатся название продукта и значениях его КБЖУ 
и микроэлементов.

Продукты пользователя Объединяет информацию о продуктах пользователей.

Рис. 1. ER-диаграмма базы данных сервиса
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Ингредиенты Содержит информацию о количестве продукта, необходимого 
для приготовления пищи.

Блюдо Состоит из названия блюда и ссылки на прием пищи.
Блюдо прием пищи Вспомогательная таблица, которая объединяет блюда и приемы 

пищи.
Прием пищи В таблице хранится наименование приема пищи, стандартное 

время приема пищи.
Блюда в меню Вспомогательная таблица, содержит информацию о блюдах, 

входящих в меню.
Меню Включает ссылку на пользователя и дату составления диетиче-

ского меню.
Отзыв В таблице хранится текст отзыва пользователя, дата и время от-

зыва.
Тег Включает перечень тегов, которые могут указываться в отзыве 

пользователя о сервисе.
Теги отзыва Дополнительная таблица, объединяющая теги пользователя с 

отзывом. 
Напиток Таблица включает в себя название напитка и информацию о нем.
Водный баланс Содержит ссылку на пользователя и выпитый им напиток, дату 

и время питья, количество выпитого.
Съеденные блюда Хранит данные о съеденных пользователей блюдах, дате и вре-

мени приема пищи.
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АНАЛИЗ СПОСОБОВ РЕАЛИЗАЦИИ ОТПРАВКИ УВЕДОМЛЕНИЙ 
В WEB-ПРИЛОЖЕНИЯХ

Воронежский государственный университет

А. Д. Бирюлев, М. В. Матвеева

Аннотация. В данной работе рассматриваются современные способы реализации от-
правки уведомлений в Web-приложениях. Был проведен анализ соответствующих реше-
ний, выявлены плюсы и минусы основных подходов, а также проведена оценка и даны 
рекомендации по использованию каждого конкретного метода в отдельных случаях. В 
статье были рассмотрены как общие подходы к решению проблемы, так и отдельные би-
блиотеки для различных технологий на основе языка Javascript.
Ключевые слова: уведомления, Notifications, клиент-серверное приложение,
веб-приложение, Javascript, WebSocket, SSE, COMET, long polling.

Введение

Современные клиент-серверные приложения позволяют человечеству решать огромное 
количество проблем и применяются в каждой сфере нашей жизни. Способы применения та-
ких приложений не ограничиваются одними лишь чатами, интернет-магазинами и банковски-
ми структурами. Сейчас даже самые маленькие развивающиеся компании осознали важность 
раннего выхода в сеть Интернет и ведение онлайн-продаж наряду с привычной торговлей. 
Компаниям все проще нанимать сотрудников через анкеты, размещенные на сайтах, курьеры 
могут принимать заявки, не общаясь с операторами лично.

В настоящее время существует много различных способов и технологий реализации кли-
ент-серверных приложений, каждое из которых имеет свои плюсы и минусы. Здесь возника-
ет понятие веб-сервиса, это технология, которая позволяет одной системе посылать данные 
другой системе, и получать данные в ответ. Выбирать тот или иной веб-сервис – задача архи-
тектора системы, который обязан на основе исходных данных понять, какую именно техноло-
гию необходимо выбрать. Самыми популярными веб-сервисами на данный момент являются 
REST и SOAP.

Однако какую бы технологию не выбрал разработчик, он в большинстве случаев сталкива-
ется с необходимостью реализации уведомлений. Любой чат должен уведомлять пользователя 
о новом сообщении, почтовый клиент – о новом письме, служба доставки – о том, что заказ 
можно забрать. Сложно представить современные приложения без уведомлений, поэтому в 
мире существует очень много подходов и готовых технологий для реализации уведомлений. В 
статье будут рассмотрены только методы, использующие язык Javascript.

1. Частые опросы (Polling)

Самый простой способ реализации системы, реагирующей на изменения данных на сер-
вере – это так называемые частые опросы. Этот метод отличается простотой реализации и не 
требует никаких глобальных знаний со стороны разработчика.

В большинстве случаев частые запросы реализуются так: клиент посылает запрос серверу 
через каждый определенный отрезок времени, проверяя, не появилось ли изменений за про-
шедший период. Сервер тут же посылает обратно ответ о том, были ли изменения, или изме-
нений не произошло. Если изменения появились, то клиент запрашивает новые данные и на 
их основе обновляет страницу, отображая обновленное содержимое.
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Самым главным преимуществом такого подхода является его проста и скорость реализации.
Существенными недостатками являются возрастающая нагрузка на сервер из-за постоян-

ных однотипных запросов, неконсистентность данных (клиент мог запросить изменения до и 
после того, как на сервере произошли изменения, в результате будет потеряно промежуточное 
значение), неактуальность данных (клиент запрашивает данные раз в определенный проме-
жуток времени). Также большим минусом данного подхода является то, что такие запросы 
блокируют выполнение основного кода. Во время обработки больших запросов сайт может 
быть недоступен для действий со стороны пользователя.

Решить данную проблему помогают AJAX-запросы.

2. AJAX-запросы

AJAX – это технология, позволяющая отправлять асинхронные запросы, которые не блоки-
руют выполнение основного кода, а могут выполняться в фоновом режиме.

Такой подход позволяет клиенту и серверу обмениваться данными, в то время как пользо-
ватель будет способен выполнять необходимые ему действия.

Это решение уже является неблокирующим, однако ему присущи все остальные недостат-
ки метода частых запросов при несколько возросшей сложности реализации.

3. Long polling

COMET – подход к проектированию веб-приложения, при котором клиенту не обязатель-
но посылать дополнительный запрос к серверу для получения актуальных данных. Рассмо-
тренные данные технологии будут так или иначе относиться к классу COMET.

Первый метод реализации подхода COMET – так называемые длинные опросы (long 
polling). Клиент отправляет AJAX-запрос на сервер, тем самым открывая соединение. Сервер 
не отвечает клиенту сразу, поддерживая соединение открытым (в каждом отдельном случае 
необходимо предусмотреть возможность сервера поддерживать такие соединения и не сбра-
сывать их для оптимизации). Как только на сервере происходит обновление необходимых кли-
енту данных, он тут же отправляет актуальные изменения клиенту и закрывает соединение. 
Клиент, получив новые данные, обрабатывает их и сразу отправляет серверу новый запрос.

Преимущества данного подхода лежат в его основе: уменьшается нагрузка на сервер, ведь 
снижается количество запросов; увеличивается актуальность данных, ведь теперь все данные 
будут обновляться на клиенте сразу после обновления их на сервере.

Однако и этот подход не лишен недостатков, ведь сильно увеличивается сложность систе-
мы, а также от разработчика требуются определенные технические знания и навыки, так как 
этот метод сильно зависит от определенных технологий, на которых написано приложение.

Данный и предыдущие подходы не имеют практического смысла для реализации в совре-
менное время и были полностью вытеснены следующими технологиями.

4. Server-Sent Event (SSE)

Server-Sent Event – технология, продолжившая развитие идеи длинных запросов. В его ос-
нове Server-Sent Event API – широко поддерживаемая разными браузерами технология, вклю-
ченная в современные Web-спецификации.

При реализации данного подхода между сервером и клиентом устанавливается единое со-
единение, которое позволяет клиенту реагировать на определенные изменения (события) на 
сервере.
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Использовать SSE очень просто: сначала необходимо создать новый объект new 
EventSource(url); По указанному адресу будет создано соединение, автоматически поддержи-
ваемое браузером. Получив событие со статусом 200 и заголовком, подтверждающим откры-
тие соединения, заканчивается эта процедура. После этого сервер может отправлять сообще-
ния на клиент, как правило, используя JSON.

Реагировать на каждое такое событие можно с помощью обработчика onmessage. Поми-
мо события типа message (неназванное событие с данными) бывают еще события типа open 
и error – события открытия соединения и ошибки при подключении соответственно. Также 
поддерживаются пользовательские типы событий.

Каждому сообщению присваивается свой номер id, по которому сервер может определить, 
какие сообщения не были доставлены при обрыве соединения.

Главные преимущества такого подхода – легкость в реализации, достойная производитель-
ность, автоматическое восстановление при потере соединения, поддержка во всех современ-
ных браузерах, безопасность, использование в своей основе обычного HTTP.

Основные минусы – недостаточная гибкость и отсутствие широких функциональных 
возможностей, а также то, что данные передаются только в одном направлении: от сервера 
к клиенту.

SSE – достаточно низкоуровневый протокол, возможностей которого будет достаточно в 
большинстве случаев применения. Однако его возможностей не всегда бывает достаточно. 
В данном случае имеет смысл обратить внимание на другую технологию – WebSocket.

5. WebSocket

Протокол WebSocket представляет собой мощную современную технологию, которая по-
зволяет клиенту и серверу обмениваться сообщениями между собой в двустороннем режиме. 
Каждое сообщение представляет собой «пакет», содержащий мета-данные и полезную нагруз-
ку – данные, необходимые для дальнейшей обработки. Протокол позволяет поддерживать по-
стоянное соединение и не требует постоянных HTTP-запросов.

Отличий у SSE и WebSocket много. Самое серьезное из них – SSE опирается на HTTP-запро-
сы, в то время как WebSocket это отдельный цельный протокол.

Открыть WebSocket-соединение просто:
let socket = new WebSocket(«ws://amm.vsu.ru/conf»);

Как видно, вместо http перед адресом используется ws. Существует также современный 
аналог HTTPS – WSS, который включает шифрование и должен использоваться во всех совре-
менных системах.

При подключении клиент опрашивает сервер обычным HTTP-запросом, поддерживает ли 
тот протокол веб-сокетов, в случае утвердительного ответа осуществляется переход на прото-
кол WebSocket и устанавливается постоянное соединение. Статус ответа в данном случае 101.

Как и в случае с соединением SSE, можно прослушивать события open, message, error и 
close – о событии close будет сказано дальше. Но открыв соединение можно также отправлять 
данные с клиента с помощью метода send. Это еще одно существенное отличие, которое от-
крывает много новых возможностей.

Так как WebSocket реализует собственный протокол – он позволяет использовать расшире-
ния и свои подпротоколы, например, сжатие данных, или даже возможность передавать дан-
ные в других протоколах (SOAP). 

Протокол позволяет передавать данные в разных форматах при помощи так называемых 
«фреймов». Передавать можно текст, бинарные данные, фреймы проверки соединения, а так-
же некоторые служебные фреймы. В случае медленной скорости соединения данные будут 
буферизованы и стороны доставят их порциями с учетом возможностей сети.
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WebSocket не предоставляет возможности автоматического восстановления при потере 
соединения, в связи с этим и было необходимо событие close, о котором говорилось ранее, 
позволяющие восстанавливать связь в случае необходимости. Любая сторона может в любой 
момент запросить разрыв соединения, указав причину. Другая сторона на основе данного ста-
туса может принять решение о дальнейших действиях.

Основные плюсы технологии – постоянное соединение с возможностью отправки данных 
обеими сторонами, широкая поддержка современными браузерами, относительно простая ре-
ализация, производительность, широкие возможности расширения и гибкость, возможность 
отправки текстовых и бинарных данных.

Минусы – подобные возможности не всегда являются необходимостью, также свой про-
токол накладывает некоторые ограничения. Без дополнительных усилий не поддерживается 
переподключение при потере соединения.

В целом, WebSocket – универсальный способ передачи данных, который может использо-
ваться в большинстве задач. Без этой технологии не обойтись в многопользовательских играх, 
онлайн-картах и подобных. Однако несмотря на его гибкость, в простых проектах часто быва-
ет достаточно использовать более простой SSE.

6. Push API

Современным способом реализации уведомлений являются Push-уведомления, пришед-
шие к нам из мобильных приложений. К сожалению, до веба эта технология добралась от-
носительно поздно, однако все чаще набирает популярность. Такие уведомления позволяют 
получать информацию о новых данных даже тогда, когда приложение не работает в текущий 
момент. Это достигается при помощи современных Push API и Notification API.

Push API начинает работу тогда, когда сервер посылает сообщение сервис-воркеру – части 
браузера, которая отвечает за обработку уведомлений при минимальном расходе ресурсов.

Notification API отвечает за показ сообщения и применяется, когда такое сообщение уже 
было получено.

Для работы Push API не требуется сложных действий. Первый шаг – проверить, поддержи-
вается ли клиентом возможность приема таких уведомлений, и подготовить такие механизмы. 
Если браузер не поддерживает такие технологии имеет смысл попробовать другие методы. 
Затем следует отправка уведомления с сервера, и его прием.

Существенным отличием Push API от технологий COMET является необходимость в раз-
решении пользователя на отправку таких уведомлений, то есть без такого разрешения реали-
зация таких уведомлений является бесполезной.

Еще одно отличие – push-уведомления обычно проходят через внешние сервисы, что мо-
жет повлиять на конфиденциальность.

Обычно такие уведомления используют новостные агрегаторы, почтовые клиенты, соци-
альные сети. То есть те приложения, которые должны уведомлять пользователя об изменениях 
даже тогда, когда клиентская часть приложения выключена. То есть Push API не может быть 
заменой SSE или WebSocket, а только лишь дополнять их.

7. Socket.IO

Популярным конкурентом технологии WebSocket является библиотека Socket.IO, написан-
ная для языка Javascript, основанная как раз на веб-сокетах, но позволяющая использовать 
другие методы передачи данных, когда веб-сокеты недоступны.

Главные преимущества этой библиотеки – это возможность широковещательной рассылки 
всем клиентам, гибкие настройки проксирования и распределения нагрузки, автоматическое 



844

восстановление соединения при разрыве и все это поддерживается сразу, без дополнительных 
надстроек.

Конечно, такая технология не лишена недостатков: поддержка Socket.IO необходима редко, 
ведь веб-сокеты реализованы во всех современных браузерах, также очень сильно возрастает 
нагрузка на создание соединения, требуется многократно больше трафика просто для под-
ключения к серверу. Плюс веб-сокеты поддерживаются браузерами сразу, а эту библиотеку 
(которая и сама весит достаточно много) необходимо загружать отдельно. Также большим ми-
нусом является нерасширяемость и невозможность переписать код на другие языки с мини-
мальными затратами из-за большого числа собственных методов, нереализованных в других 
технологиях.

В целом, посоветовать использование Socket.IO можно в том случае, если возможностей 
обычных веб-сокетов недостаточно или планируется поддержка браузеров, в которых веб-со-
кеты не реализованы.

8. SocketCluster

SocketCluster – один из самых современных инструментов обмена сообщениями в реаль-
ном времени. Это очень гибкий легковесный фреймворк, поддерживающий встроенную обра-
ботку данных, каналов и агентов в режиме работы сервера в реальном времени. По сравнению 
с Socket.IO SocketCluster поддерживает легкую масштабируемость и добавление своей логики, 
работает быстрее и требует меньше ресурсов. Отдельными преимуществами можно выделить 
встроенные очереди сообщений, аутентификацию пользователей, а также реализацию всех 
современных технологий Javascript.

Частая сфера применения этого фреймворка – блокчейн, также на него мигрируют некото-
рые чаты и онлайн игры. Неожиданное применение нашлось и для реализации распределен-
ного доступа к распределенным данным, в связи с чем Node.JS стало возможно полноценно 
использовать для высоконагруженных систем. Однако нужны ли все эти возможности для 
простого обмена уведомлениями – следует решать в каждом отдельном случае.

Заключение

В данной статье были рассмотрены современные способы реализации отправки уведомле-
ний в Web-приложениях. Был проведен анализ соответствующих решений, выявлены плюсы 
и минусы основных подходов, а также проведена оценка и даны рекомендации по исполь-
зованию каждого конкретного метода в отдельных случаях. В статье были рассмотрены как 
общие подходы к решению проблемы, так и отдельные библиотеки для различных технологий 
на основе языка Javascript.
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Аннотация. В работе представлена CRM-система для колл-центров. Данный сервис при-
зван автоматизировать ряд задач работников колл-центров. Для удобства используется 
разделение пользователей по ролям: менеджеры и операторы. У менеджеров есть возмож-
ность регистрировать новых операторов, создавать задачи на обзвон и вносить в систему 
контактные данные клиентов и компаний. Оператор может увидеть список назначенных 
ему задач в личном кабинете. Разработанная система может быть полезна для компа-
ний, занимающихся информированием по телефону в интересах организации-заказчика, 
стремящихся оптимизировать свою работу.
Ключевые слова: колл-центр, оператор, менеджер, сервис, система, приложение, функ-
циональность, компания, клиент.

Введение

Колл-центр – это подразделение компании или отдельная организация, предоставляющая 
услуги обработки входящих и исходящих вызовов клиентов. По сути, это звено в воронке про-
даж, которое обеспечивает обратную связь с покупателем продукции бренда. Кроме того, рас-
ширенная версия колл-центра предполагает также услуги проведения соцопросов, различных 
голосований, акций и поддержки потребителей.

Организовать работу колл-центра – невероятно сложная задача. Требуется распределять 
задачи между операторами, наблюдать за качеством их работы, фиксировать результаты звон-
ков, следить за сроками выполнения задач и многое другое. Попытки сделать всё это без вспо-
могательных средств ведут к потере ценных данных и понижению эффективности работы.

Поэтому возникает необходимость в программе, позволяющей автоматизировать все эти 
задачи. CRM система обеспечивает качественный учет взаимодействия с клиентской базой, 
упрощает процесс распределения нагрузки и позволяет в любой момент получить информа-
цию о текущем состоянии задачи.

1. Функциональность продукта

Предлагаемый сервис имеет трехуровневую архитектуру и два уровня пользователя: опе-
ратор и менеджер. Операторам доступны следующие возможности:

• просмотр списка заданий (рис. 1) и информации об исполнителе, дате, до которой задача 
должна быть выполнена, и текущем состоянии (рис. 2).

• Сохранение выполненных заданий и отчетов по ним в архив, где их можно просмотреть 
позже (рис. 3).

Менеджерам разработанная система предлагает следующие функции:
• получение информации о компаниях и заказчиках;
• регистрация новых сотрудников;
• создание новых задач для обзвона и распределение их между сотрудниками (рис. 4).
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Рис. 1. Список задач оператора

Рис. 2. Информация о задании

Рис. 3. Архив заданий
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2. Стек технологий

При разработке сервиса был использован следующий стек технологий:
• языки разработки JavaScript и Ruby;
• фреймворк Ruby on Rails;
• фреймворк React;
• фреймворк Material-UI;
• среда разработки RubyMine для Ruby on Rails;
• среда разработки Intellij WebStorm для React; 
• СУБД PostgreSQL;
• сервер приложений Puma 4.1.
В качестве сред разработки были выбраны RubyMine и WebStorm, так как они обладают 

множеством полезных функций, упрощающих написание кода. Для реализации базы данных 
я выбрал PostgreSQl [1], поскольку это свободно распространяемая объектно-реляционная си-
стема управления базами данных, наиболее развитая из открытых СУБД в мире и являющаяся 
реальной альтернативой коммерческим базам данных.

Общая структура взаимодействия компонентов приложения приведена на рис. 5.
На рис. 6 изображена логическая модель базы данных приложения.

Рис. 4. Диалог добавления задачи с введёнными данными

Рис. 5. Структура приложения
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Аутентификация реализована при помощи токенов [2]. Все требуемые операции с данными 
описаны в классах-контроллерах на Ruby. Клиент и сервер общаются при помощи маршрутов, 
прописанных в файле routes.rb. Данные между сервером и клиентом передаются посредством 
формата json. Также использованы некоторые компоненты из фреймворка Material-UI [3]. 

Заключение

Тестирование системы показало, что реализованный проект полноценно функционирует и 
прост в использовании. На данный момент сервис предоставляет функциональность, которой 
уже достаточно для работы с приложением на базовом уровне. В последующем планируется 
добавление новой функциональности и дальнейшее повышение удобства работы с системой.
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Рис. 6. Логическая модель данных
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ПРОЕКТИРОВАНИЕ МОБИЛЬНОГО ПРИЛОЖЕНИЯ 
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Аннотация. В работе представлен подход к разработке программы для развития ум-
ственной памяти и восстановления внимания. Для улучшения и облегчения запомина-
ния необходимой информации предлагается использовать инструменты мнемонического 
запоминания. Рассмотрены этапы мнемонического запоминания, а также проанализиро-
вана функциональность мобильного приложения с учетом особенностей практических 
упражнений и системы интервальных повторений.
Ключевые слова: мобильное приложение, Android, мнемоника, мнемотехника, мнемо-
ническое запоминание, развитие памяти человека, восстановление внимания человека, 
улучшение концентрации человека, буквенно цифровой код.

Введение

Современные темпы жизни человека заставляют держать и запоминать в уме большие объ-
емы информации. Мозг постоянно находится в состоянии постоянной нагрузки и не успевает 
усвоить весь поток необходимой информации. Все больше людей интересуются способами 
развития умственной памяти и сохранения концентрации.

Также одной из актуальных проблем является результат перенесенного заболевания ко-
ронавирусной инфекции 2019-nCov [1]. У человека могут возникать некоторые долгосрочные 
осложнения, которые носят название постковидный синдром. Одним из постокидных сим-
птомов являются проблемы с памятью и концентрацией внимания [2].

Регулярное напряжение мозга значительно повышает выносливость ума. Мозг привыкает 
к нагрузкам и мышление становится более ясным и логически правильным. Для каждой из 
вышеперечисленных групп людей необходимы инструменты, которые помогут улучшить моз-
говую активность и концентрацию.

Решением данной задачи может быть комплексная программа, которая позволит с помо-
щью мнемоники развить умственную память и восстановить внимание.

1. Использование мнемоники для развития памяти и восстановления внимания

Мнемоника – набор специальных приемов и методов, улучшающих запоминание нужной 
информации и увеличивающих объем памяти с помощью образования ассоциаций [3]. Про-
исходит замена абстрактных объектов и фактов на понятия и представления, имеющие ви-
зуальное, аудиальное или кинестетическое представление. Мнемоника включает различные 
модификации, которые облегчают запоминание. Мнемоника позволяет человеку значительно 
улучшить способность к изучению разных дисциплин, а также поддерживать современный 
темп жизни человека.

Мнемотехника – система, основанная на непосредственной записи в мозг связей между 
зрительными образами, обозначающими значимые элементы запоминаемой информации. 
Мнемотехника применяется для запоминания неструктурной информации (большая последо-
вательность цифр, контактные номера, хронологическая таблица). Используя методы мнемо-
техники можно абсолютно точно воспроизвести огромный объем достоверной информации.
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Мнемоническое запоминание состоит из нескольких этапов. Для начала необходимо со-
здать системные опорные образы. Как правило используется информация, которую хорошо 
знает человек. Например, рассмотрим метод Цицерона. На рефлекторном уровне человек за-
поминает как расположена мебель в комнате. На основе запоминания расположения предме-
тов можно привязать необходимую информацию к данным образам.

Следующим подготовительным этапом является запоминание набора образных кодов. 
Мозг человека обычно запоминает информацию, которая часто повторяется. Для ускорения 
процесса запоминания несвязной информации мнемоника предлагает раз и навсегда запом-
нить образные коды.

В зависимости от нужд человека используется один из известных или разрабатывается ин-
дивидуальный специальный образный алфавит, который строиться по правилам мнемотех-
ники. Рассмотрим на примере буквенного-цифрового кода (БЦК), который был представлен в 
книге Якова Перельмана «Фокусы и развлечения» (табл. 1).

Таблица 1
Буквенно-цифровой код

1 2 3 4 5 6 7 8 9 0
Г Д К Ч П Ш С В Р М
Ж Т Х Щ Б Л З Ф Ц Н

Пример использования БЦК. Необходимо запомнить номер 2304. Цифра 2 – буква Т, циф-
ра 3 – К, цифра 0 – М, цифра 4 – Ч. Теперь необходимо вспомнить два слова, которые содержат 
согласные Т и К, а во втором М и Ч. Например, утка и мяч. Создадим последовательную ассо-
циацию: утка играет в мяч.

Чем больше различных кодов и образов знает человек, тем проще и быстрее становится 
запоминание новой информации.

После запоминания алфавита до рефлекторного уровня можно начинать запоминать ин-
формацию при помощи кодирования слов в образы. Например, в окружающем мире человека 
уже закодированы правила дорожного движения в виде знаков. Также можно вспомнить лого-
типы различных компаний, которые несут в себе какую-то смысловую нагрузку или ассоциа-
цию. Превращение информации в образы является наиболее сложным навыком в мнемоники.

Последним этапом является запоминание. В мнемотехнике запоминанием является соедине-
ние двух образов и дальнейшее их удержание во внимании. Ключевым навыком является умень-
шение времени на объединении образов. Для укрепления и ускорения развития сохранения ас-
социаций в мнемотехнике используется добавление эмоций из различного спектра чувств.

С учетом особенностей мнемоники и мнемотехник предлагается реализовать мобильное 
приложение, которое позволит изучить и освоить навыки мнемотехник для развития ум-
ственной памяти и восстановления внимания.

2. Анализ интерфейса и функциональности приложения

Разрабатываемое приложение должно иметь несколько страниц. Переключение между 
экранами можно осуществить при помощи специального меню, которое будет отображаться 
во время работы всей программы.

Разрабатываемое приложение должно включать в себя:
‒ изучение приемов и методов мнемотехник;
‒ выполнение практические упражнения;
‒ отслеживание результатов для контроля постепенной нагрузки;
‒ отправление напоминаний для изучения новых материалов и упражнений.
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Приложение должно включать возможность изучить приемы и методы мнемотехник. 
Предполагается, что обучение будет постепенным и разделено на несколько этапов. На ка-
ждом новом уровне для пользователя будет открываться возможность изучить новую инфор-
мацию для развития памяти с помощью мнемотехник.

Функциональность приложения должна реализовать формирование навыка запоминания. 
После изучения одной из мнемотехникам предлагается предоставить практические упражне-
ния (рис. 1). С помощью таких занятий будут постепенно улучшаться навыки пользователя 
и закрепляться изученные знания. В итоге мозг человека должен преобразовать полученные 
навыки в постоянное умение, которое будет использоваться в жизни на практике. Программа 
должна уметь подбирать сложность упражнений в зависимости от текущих возможностей и 
способностей пользователя.

На начальном этапе пользователю необходима помощь с созданием ассоциативных рядов. 
Предполагается, что приложение должно хранить базу знаний, которая будет состоять из кар-
точек с изображением и текстом. Также в программе должна быть возможность самостоятель-
ного создания ассоциативных карточек под собственные потребности пользователя.

Для формирования навыка запоминания и восстановления внимания при изучении мне-
мотехник необходима сильная воля и самодисциплина. Предполагается, что приложение будет 
помогать пользователю напоминать о практических занятиях с помощью звуковых уведомле-
ний или текстовых напоминаний. Благодаря данной функции человек будет лучше поддержи-
вать систему интервальных повторений.

Заключение

В результате работы был предложен подход к разработке программы для развития ум-
ственной памяти и восстановления внимания. Предложенный подход позволяет улучшить и 
развить способности мозга человека с помощью мнемонического запоминания.

Рис. 1. Пример практического упражнения
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Аннотация. Данная работа посвящена особенностям трансляции последних возможно-
стей языка ECMAScript в версии языка, поддерживаемые браузерами.
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Введение

JavaScript – интерпретируемый язык программирования, использующийся в браузерах. 
В настоящее время является основным инструментом при разработке веб-приложений. 
JavaScript является реализацией спецификации ECMAScript. 

С 2015 года стандарты ECMAScript выходят каждый год. В новых версиях стандартов появ-
ляются возможности, которые разработчики хотят использовать уже сейчас, но их останавли-
вает то, что поддержка браузерами на данный момент небольшая, а старые браузеры вообще 
не поддерживают новые версии данного языка. 

Чтобы исправить эту проблему, были придуманы различные трансляторы, позволяющие 
преобразовать код одной версии в код предыдущих версий. Таким образом, программисты 
уже сейчас могут использовать новые возможности языка, не беспокоясь о том, что что-то не 
будет работать в браузерах.

Но чтобы писать максимально эффективный код и не совершать ошибок, необходимо по-
нимать, как на самом деле будет выглядеть код после трансляции.

1. Этапы преобразования кода

Компилятор – это программа, которая считывает текст программы, написанной на одном 
языке – исходном, и транслирует (переводит) его в эквивалентный текст на другом языке – це-
левом (рис. 1). Одна из важных ролей компилятора состоит в сообщении об ошибках в исход-
ной программе, обнаруженных в процессе трансляции. Если целевая программа представляет 
собой программу на машинном языке, она затем может быть вызвана пользователем для обра-
ботки некоторых входных данных и получения некоторых выходных данных (рис. 2).

Рис. 1. Компилятор Рис. 2. Выполнение целевой программы

Интерпретатор представляет собой еще один распространенный вид языкового процес-
сора. Вместо получения целевой программы, как в случае транслятора, интерпретатор непо-
средственно выполняет операции, указанные в исходной программе, над входными данными, 
предоставляемыми пользователем (рис. 3).
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Современные инструменты разработки web-приложений представляют собой гибридный 
компилятор, добавляющий еще один или несколько этапов трансляции исходной программы, 
что позволяет использовать современные версии ECMAScript, модульное программирование 
и даже статическую типизацию (TypeScript).

Кроме того, с целью уменьшить нагрузку на сеть при передаче JavaScript файлов, исполь-
зуется минификация кода – процесс, направленный на уменьшение размера исходного кода 
путём удаления ненужных символов без изменения его функциональности.

Таким образом, возможно выделить следующие этапы преобразования исходного кода:
1. Сборка модулей в один исходный файл.
2. Трансляция исходной программы в поддерживаемую большинством браузеров версию 

ECMAScript.
3. Минификация кода.

2. Результаты трансляции новых конструкций JavaScript

В то время как минификация кода является машинальным и прямолинейным процессом, 
трансляция может привести к необычным языковым конструкциям, которые не ожидает уви-
деть программист.

2.1. Наследование с помощью классов

Привычного наследования, как в языках Java или C#, в JavaScript нет. Вместо этого исполь-
зуется другой паттерн – прототипирование.

Стандарт ES6 ввел новую конструкцию в язык, позволяющую программистам использо-
вать наследование в привычном формате, используя такие термины как класс, родитель и по-
томок. В Листинге 1 демонстрируются использование новых конструкций: объявлен класс-ро-
дитель и класс-потомок, расширяющий функциональность родительского класса с помощью 
служебного слова extends. Кроме того, в потомке объявлено статическое поле staticField.

Листинг 1
class Parent {
  constructor(protected parentText: string) {}
  parentMethod() {

Рис. 3. Интерпретатор

Рис. 4. Гибридный компилятор
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    console.log(this.parentText);
  }
}

class Child extends Parent {
  static staticField: string = «staticField»;
  childMethod() {
    console.log(Child.staticField);
  }
}

В листинге 2 приведен результат трансляции кода, использующего наследование и стати-
ческие поля класса. В результате трансляции появилась служебная функция __extends, реа-
лизующая наследование с помощью прототипирования и простого присвоении статических 
полей, которые на самом деле являются полями функции. Таким образом, новый способ на-
следования ничем не отличается от старого, а лишь упрощает разработку и делает код чище и 
понятнее.

Листинг 2 
var __extends =
  (this && this.__extends) ||
  (function () {
    var extendStatics = function (d, b) {
      extendStatics =
        Object.setPrototypeOf ||
        ({ __proto__: [] } instanceof Array &&
          function (d, b) {
            d.__proto__ = b;
          }) ||
        function (d, b) {
          for (var p in b) if (b.hasOwnProperty(p)) d[p] = b[p];
        };
      return extendStatics(d, b);
    };
    return function (d, b) {
      extendStatics(d, b);
      function __() {
        this.constructor = d;
      }
      d.prototype =
        b === null
          ? Object.create(b)
          : ((__.prototype = b.prototype), new __());
    };
  })();

var Parent = /** @class */ (function () {
  function Parent(parentText) {
    this.parentText = parentText;
  }
  Parent.prototype.parentMethod = function () {
    console.log(this.parentText);
  };
  return Parent;
})();
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var Child = /** @class */ (function (_super) {
  __extends(Child, _super);
  function Child() {
    return (_super !== null && _super.apply(this, arguments)) || this;
  }
  Child.prototype.childMethod = function () {
    console.log(Child.staticField);
  };
  Child.staticField = «staticField»;
  return Child;
})(Parent);

2.2. Rest и Spread операторы

Оператор … (rest или spread) используется по-разному, в зависимости от контекста приме-
нения:

• spread (распространение) – для разделения коллекций значений на отдельные элементы;
• rest (остаток) – для соединения отдельных значений (элементов) в массив (объект) (rest 

оператор всегда возвращает массив, а не псевдомассив).
В Листинге 3 приведен пример использования rest оператора, а в Листинге 4 приведена 

реализация данной конструкции.

Листинг 3
function rest(...args) {
  return args.join();
}

Листинг 4
function rest() {
    var args = [];
    for (var _i = 0; _i < arguments.length; _i++) {
        args[_i] = arguments[_i];
    }
    return args.join();
}

Результат трансляции показал, что rest реализуется следующим образом:
1. Создается новый массив. 
2. В цикле из служебного массива arguments аргументы копируются в новый.
Таким образом, использование rest скрывает цикл и выделение памяти, поэтому не стоит 

использовать его там, где в этом нет необходимости.

2.3. Асинхронная синхронность

Конструкция Promise предоставляет удобный способ организации асинхронного кода.
В новых стандартах существует специальный синтаксис для работы с промисами, который 

называется «async/await».
Ключевое слова async ставится перед функцией. У слова async единственный смысл: эта 

функция всегда возвращает promise. Значения других типов оборачиваются в завершившийся 
успешно promise автоматически.

Ключевое слово await заставит интерпретатор JavaScript ждать до тех пор, пока promise 
справа от await не выполнится. После чего оно вернёт его результат, и выполнение кода про-
должится.
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Распространённая ошибка в процессе создания ПО – использование ключевого слова await 
после return. В Листинге 5 продемонстрированы две логически одинаковые функции, возвра-
щающие promise. Только одна из них использует новую конструкцию «async/await», а другая нет.

Листинг 5
function returnPromise(url) {
  return new Promise((resolve) => {
    resolve(url);
  });
}

async function returnPromiseAwait(url) {
  return await new Promise((resolve) => {
    resolve(url);
  });
}

Визуально две данные функции отличаются лишь парой ключевых слов. Но в результате 
трансляции функции, использующей «async/await», создаются две достаточно крупные слу-
жебные функции (__awaiter, __generator) приведенные в Листинге 6. Кроме того, тело функции 
полностью изменяется.

Листинг 6
function returnPromiseAwait(url) {
  return __awaiter(this, void 0, void 0, function () {
      return __generator(this, function (_a) {
          switch (_a.label) {
              case 0: return [4 /*yield*/, new Promise(function (resolve) {
                      resolve(url);
                  })];
              case 1: return [2 /*return*/, _a.sent()];
          }
      });
  });
var __awaiter = (this && this.__awaiter) || function (thisArg, _arguments, P, 
generator) {
  function adopt(value) { return value instanceof P ? value : new P(function 
(resolve) { resolve(value); }); }
  return new (P || (P = Promise))(function (resolve, reject) {
      function fulfilled(value) { try { step(generator.next(value)); } catch (e) 
{ reject(e); } }
      function rejected(value) { try { step(generator[«throw»](value)); } catch 
(e) { reject(e); } }
      function step(result) { result.done ? resolve(result.value) : adopt(result.
value).then(fulfilled, rejected); }
      step((generator = generator.apply(thisArg, _arguments || [])).next());
  });};var __generator = (this && this.__generator) || function (thisArg, body) {
  var _ = { label: 0, sent: function() { if (t[0] & 1) throw t[1]; return t[1]; 
}, trys: [], ops: [] }, f, y, t, g;
  return g = { next: verb(0), «throw»: verb(1), «return»: verb(2) }, typeof Symbol 
=== «function» && (g[Symbol.iterator] = function() { return this; }), g;
  function verb(n) { return function (v) { return step([n, v]); }; }
  function step(op) {
      if (f) throw new TypeError(«Generator is already executing.»);
      while (_) try {
        if (f = 1, y && (t = op[0] & 2 ? y[«return»] : op[0] ? y[«throw»] 
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|| ((t = y[«return»]) && t.call(y), 0) : y.next) 
&& !(t = t.call(y,    op[1])).done) return t;
          if (y = 0, t) op = [op[0] & 2, t.value];
          switch (op[0]) {
            case 0: case 1: t = op; break;
            case 4: _.label++; return { value: op[1], done: false };
            case 5: _.label++; y = op[1]; op = [0]; continue;
            case 7: op = _.ops.pop(); _.trys.pop(); continue;
            default:

if (!(t = _.trys, t = t.length > 0 && t[t.length - 1]) 
&& (op[0] === 6 || op[0] === 2)) { _ = 0; continue; }
if (op[0] === 3 && (!t || (op[1] > t[0] && op[1] < t[3]))) { _.label = op[1]; 

break; }
if (op[0] === 6 && _.label < t[1]) { _.label = t[1]; t = op; break; }
      if (t && _.label < t[2]) { _.label = t[2]; _.ops.push(op); break; }
if (t[2]) _.ops.pop();
   _.trys.pop(); continue;
}
   op = body.call(thisArg, _);
} catch (e) { op = [6, e]; y = 0; } finally { f = t = 0; }
if (op[0] & 5) throw op[1]; return { value: op[0] ? op[1] : void 0, done: true };
}

};

Результат измерения времени работы двух логически одинаковых функций показал, что 
код использующий асинхронную синхронность немного медленнее. Таким образом, для улуч-
шения качества и быстродействия кода, в случае, если необходимо транспилировать код, сле-
дует отдавать предпочтение Promise, а не «async/await» конструкции там, где это возможно.

Кроме того, большинство современных браузеров поддерживают вышеперечисленные 
конструкции, а, следовательно, не нуждаются в их транспиляции. Поэтому, если требуется 
поддерживать только современные браузеры, стоит использовать babel-preset-env. Например, 
в его конфигурации можно включить только те преобразования кода, необходимые для поль-
зователей, чьи браузеры имеют долю рынка больше 0,25 %.

Заключение

В данной статье проанализированы особенности трансляции последних возможностей 
языка ECMAScript в версии языка, поддерживаемые браузерами. Знания полученных резуль-
татов необходимы для написания качественного кода.
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РАЗРАБОТКА ПРИЛОЖЕНИЯ, АНАЛИЗИРУЮЩЕГО BUS FACTOR ПРОЕКТА

Воронежский государственный университет

М. С. Денисенко

Аннотация. Работа посвящена анализу, проектированию и реализации веб-приложения, 
которое собирает статистику из git-репозитория проекта, анализирует собранные данные 
и на их основе строит наглядные графики, отражающие bus factor этого проекта, то есть 
меру сосредоточения знаний о проекте среди отдельных его участников.
Ключевые слова: git, репозиторий, bus factor, анализ проектов, анализ кода, распределе-
ние информации, распределение знаний, версии кода, анализ версий, JGit, иерархический 
график, Treemap, гистограммы.

Введение

При работе над проектом команда разработчиков может оказаться в ситуации, когда зна-
ния об отдельных частях программы разделены между участниками и зоны их экспертизы 
практически не пересекаются между собой. В таком случае уход одного из ключевых (то есть 
обладающих уникальными знаниями) участников из проекта может привести к существен-
ным затруднениям у оставшихся участников, которые даже коллективными усилиями не смо-
гут заменить ушедшего.

Отсюда вытекает необходимость в анализе bus factor-а [4] проекта, то есть ситуации с рас-
пределением информации между участниками проекта, которая сложилась на данный момент, с 
целью выявления описанной проблемы и получения возможности поиска путей её устранения. 
Поскольку провести такой анализ проще всего при помощи данных о коде проекта, над которым 
работал каждый из участников, а анализировать большой объём кода (учитывая несколько по-
следних версий этого кода) вручную будет очень затруднительно, необходимо разработать при-
ложение, которое сделает описанный анализ и представит результат в понятном человеку виде.

1. Функциональность приложения

В результате анализа были выявлены необходимые функциональные требования к прило-
жению:

• сбор информации о проценте знания участниками объектов репозитория по ссылке на 
git-репозиторий на сайте GitHub;

• подсчёт количества участников, знающих каждый объект, на основе собранной инфор-
мации;

• демонстрация количества компетентных сотрудников для всех объектов репозитория в 
виде графика Treemap [5];

• построение гистограмм по участникам проекта, показывая процент уникального знания 
в объектах.

2. Средства реализации

Для разработки приложения выбраны следующие программные средства:
• язык программирования Java [3];
• спецификация JavaServer Faces; 
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• СУБД SQLite;
• контейнер сервлетов Apache Tomcat;
• среда разработки Eclipse;
• библиотека JGit;
• язык программирования JavaScript;
• библиотека D3.js.

3. Реализация

3.1. Обработка данных

Будем считать, что участник проекта знает строку файла, если он вносил изменения в неё 
или ближайшие к ней строки в последние несколько месяцев. Таким образом можно для каж-
дого файла подсчитать процент, который в нём знает каждый участник.

Следующим шагом будет подсчёт такого процента для папок всех уровней вложенности. 
Для этого подсчёта потребуется рекурсия: процент для папки – это среднее от процентов фай-
лов и папок, которые она содержит.

Это позволяет для каждой папки и файла определить количество людей, которые их знают. 
Будем считать, что человек знает файл или папку достаточно хорошо, если он знает в ней хотя 
бы 50 процентов.

Полученные данные необходимо сохранить в базе данных, и при повторном запуске про-
граммы для того же репозитория вносить в существующие данные произошедшие с репозито-
рием изменения и пересчитывать собранную ранее статистику, чтобы сделать её актуальной. 
Между этапами обработки данные также будем сохранять в базе. Например, подсчитав для 
файлов процент, который знает каждый участник, сохраним эту информацию и при подсчёте 
процента для папок будем выбирать информацию о файлах, содержащихся в папке из базы 
данных. Это позволит уменьшить количество данных, которые необходимо хранить в памяти.

При повторной обработке того же репозитория, необходимо обновить данные о нём: уда-
лить связь репозитория с участниками, файлы и папки, которых в репозитории больше нет, 
добавить новые, появившиеся и сделать перерасчёт статистики с учётом новых участников 
для всех файлов и папок, поскольку их содержание могло значительно измениться.

Также для дальнейшего построения графиков полученные данные необходимо сконвер-
тировать в JSON формат. Для построения иерархии необходимо использовать рекурсивный 
алгоритм, который выбирает из базы данных все папки, указывая для них все их дочерние 
файлы и папки.

Для преобразования данных без иерархии (используемых для построения гистограмм) в 
формат JSON достаточно для участника выбрать из базы сведения обо всех файлах и папках, 
достаточными знаниями о которых обладает только он.

Функциональная модель обработки данных в нотации IDEF0 [2] показана на рис. 1–3.
На рис. 1 показана основная функция приложения – анализ репозитория. Приложение 

принимает на вход ссылку и в результате строит графики. Эту функцию можно разбить на 
две функции: подсчёт знаний участников репозитория и построение графиков (рис. 2). Пер-
вая функция принимает на вход ссылку на репозиторий и возвращает обработанные данные 
в формате JSON, используя при этом язык Java и библиотеку JGit. Вторая функция при при-
нимает на вход JSON и при помощи библиотеки D3.js и языка JavaScript строит на их основе 
графики.

Функцию подсчёта знаний можно разбить ещё на несколько функций (рис. 3). На диаграм-
ме показано, что результат работы функций подсчёта идёт на вход сразу нескольких следую-
щих функций. Подсчёт на каждом следующем шаге использует результат предыдущих шагов. 
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Функция чтения информации о репозитории и функция подсчёта процента знаний для фай-
лов используют библиотеку JGit. Все функции на данной диаграмме реализованы при помощи 
языка Java и большинство из них возвращают Java объекты.

Рис. 1. Диаграмма узла A0

Рис. 2. Диаграмма декомпозиции узла A0
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3.2. Хранение данных

Для хранения данных используется база данных SQLite. Логическая модель данных в нота-
ции IDEF1X [1] на уровне сущностей представлена на рис. 4. 

Рис. 3. Диаграмма декомпозиции узла A1

Рис. 4. Логическая модель данных
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4. Интерфейс пользователя

Интерфейс пользователя представляет собой веб-страницу, где пользователь вводит ссыл-
ку на git-репозиторий и запускает анализ проекта (рис. 5), после чего видит результат обработ-
ки в виде графика Treemap (рис. 6) и гистограмм (рис. 7). 

Вложенные друг в друга прямоугольники на графике Treemap соответствуют папкам и 
файлам проекта, а цвет прямоугольника показывает, сколько участников проекта знает этот 
объект (красный – 0, жёлтый – 1, зелёный – 2 и более).

Для каждого участника проекта, обладающего уникальными знаниями, составлена гисто-
грамма, на которой отражен какой процент от каких объектов участник знает.

Чтобы узнать, какому объекту соответствует прямоугольник на Treemap или столбец на ги-
стограмме, пользователь может навести на них курсор, после чего появится всплывающее со-
общение с дополнительной информацией. Названия объектов 1 уровня иерархии на Treemap 
отображаются по умолчанию.

Рис. 5. Главная страница сайта

Рис. 6. Treemap
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Заключение

В результате работы было разработано веб-приложение для анализа процента знания 
участниками объектов git-репозитория и количества участников, знающих каждый объект, и 
отражения этой информации на графиках.
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Рис. 7. Гистограммы
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Аннотация. На рубеже XX–XXI вв. в теории военного искусства появляется «пятое» из-
мерение боевых действий, а арсенал ведения войны дополняется новыми средствами не 
летального воздействия, в первую очередь различными видами информационно-техни-
ческого оружия. По мнению ряда ученых в настоящее время вклад в результат войны 
составляет пропорцию 1:4 в пользу невоенных видов борьбы. В этом контексте гибридная 
война превратилась в новый вид межгосударственного противостояния и эффективный 
инструмент стратегического неядерного сдерживания, изнурения и изоляции государ-
ства-противника. Несмотря на то, что информационно-техническое оружие применяется 
порядка двадцати лет, сравнительно недавно эти средства стали активно применяться 
при ведении гибридных войн. Существующий научно-методический аппарат не в пол-
ной мере отражает изменившиеся условия применения нового вида оружия в гибридных 
войнах. В статье представлен подход, позволяющий оценить исход гибридной войны, на 
основе применения адаптированной Ланчестерской модели войн.
Ключевые слова: информационно-техническое оружие, гибридная война, моделирова-
ние военных конфликтов.

1. Актуальность

Тенденции развития теории применения информационно-технического оружия и ведения 
гибридных войн, свидетельствуют о том, что объектами воздействия становятся в первую оче-
редь крупные коммерческие компании (банковский сектор, финансовый сектор, сфера интер-
нет-услуг и др.) [1–3]. Указанный факт вызван, в первую очередь тем, что в отличие от госу-
дарственного сектора, финансовые потери непосредственно влияют на имидж организации.

Анализ статистических данных, характеризующих успешное применение информацион-
но-технического оружия (кибероружия), показывают, что злоумышленники осуществляют 
воздействия только в случае наличия финансовой выгоды, иными словами, если затраты на 
преодоление системы защиты выше прибыли, то воздействие не осуществляется. В связи с 
этим для должностных лиц, осуществляющих контроль за информационной безопасностью, 
необходим математический аппарат, позволяющий оценить степень комплексной защищен-
ности информационной системы (ИС) [4]. Для этих целей разработана математическая мо-
дель, позволяющая на основе применения вероятностной модели Ланчестера определить ис-
ход применения кибероружия.

2. Формулировка задачи, ее исходные данные и ограничения

Задачей моделирования является повышение достоверности оценки применения киберо-
ружия в отношении ИС использующей ресурсы единой сети электросвязи.

Целью моделирования является оценка различных вариантов распределения ресурсов воз-
действия, имеющихся у первой (атакующей) стороны 1( ( , )),F A V  с учетом различных вариан-
тов распределения ресурсов защиты, второй (обороняющейся) стороны 2( ( , )).F N A
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Цель моделирования достигается путем пошагового моделирования воздействия на эле-
менты ИС атакующей стороной с соответствующем снижением имеющихся ресурсов киберо-
ружия и моделирования изменения численности элементов ИС на основе оценки работоспо-
собности соответствующих элементов, подверженных воздействию.

Основными исходными данными являются:
Первая сторона конфликта (атакующая): 0( )A t  – обобщенная количественная оценка 

возможностей системы кибероружия; 0( )vR t  – количественная оценка возможностей средств 

воздействия v -го вида кибероружия в начальный момент времени, причем 0 0
1

( ) ( );
V

v
v

A t R t
=

=∑  

V  – количество видов кибероружия; ( )v iR t  – количественная оценка возможностей средств 
воздействия v-го вида кибероружия в произвольный i -й момент времени, причем 

1
( ) ( );

N

v i vn i
n

R t R t
=

=∑  ( )vn iR t  – количественная оценка возможностей средств воздействия v-го 

вида кибероружия в произвольный i-й момент времени на n-й элемент ИС.
Вторая сторона конфликта (защищающаяся): it  – время моделирования, i  – временной 

интервал, 1,2,..., ,i I=  0( )N t  – количество используемых элементов ИС в начальный момент 
времени; ( )iN t  – количество используемых элементов ИС в произвольный i-й момент време-
ни; minN  – минимально необходимое количество элементов ИС для функционирования систе-
мы управления; 0( )M t  – количество не используемых элементов ИС в начальный момент вре-
мени; ( )iM t  – количество не используемых элементов ИС в произвольный i-й момент 
времени; 0( )zR t  – количественная оценка возможностей пассивных средств защиты в началь-
ный момент времени; ( )z

iR t  – количественная оценка возможностей пассивных средств за-
щиты в произвольный i-й момент времени; ( )z

vn iR t  – количественная оценка возможностей 
пассивных средств защиты n-го элемента ИС по противодействию v -му виду КИБЕРОРУ-
ЖИЯ в произвольный i-й момент времени; 0( )azR t  – количественная оценка возможностей 
активных средств защиты в начальный момент времени; ( )az

iR t  – количественная оценка воз-
можностей активных средств защиты в произвольный i-й момент времени, причем 

0
1

( ) ( );
I

az az
i

i
R t R t

=

≥∑  ( )az
v iR t  – количественная оценка возможностей активных средств защиты в 

произвольный i-й момент времени по снижению возможностей v-го вида воздействия, при-

чем 
1

( ) ( );
V

az az
i v i

v
R t R t

=

=∑  nRòðåá  – количественная оценка необходимого ресурса средств защиты 
для обеспечения защищенности n-го элемента ИС.

Допущениями являются: при моделировании учитываются только элементы (узлы, ЛВС, 
сайты, серверы и др.) ИС интегрированные в единую электронную государственную систему 
документооборота; эксплуатационные отказы и сбои средств, техники связи и сетевых соеди-
нений не рассматриваются.

Ограничениями являются: имеющиеся ресурсы конечны; стратегия распределения ресур-
сов после начала моделирования не изменяется.

Источниками исходных данных являются: руководящие документы, регламентирующие 
порядок обеспечения информационной безопасности (ГОСТ, ОСТ); аналитические обзоры; 
результаты моделирования единичных компьютерных атак [5–8].

3. Алгоритмы моделирования конфликта

Принятие решения об исходе конфликта определяется следующими критериями:

	
min

1 1
min

2 2

( , )

( , )

F A V F
F N A F

 ≥


<
 – выиграла первая сторона конфликта; 	 (1)
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min

1 1
min

2 2

( , )

( , )

F A V F
F N A F

 <


≥
 – выиграла вторая сторона конфликта.	

Процесс моделирования поясняется последовательностью действий, представленной на рис. 1.
В блоке 1 вводят исходные данные описывающие ре-

сурсы атакующей и защищающейся стороны.
В блоке 2 распределяют ресурсы средств защиты 
1 2({ ; ;... }),z z z

nR R R  между всеми ( ,n  1,2,... )n N=  элемента-
ми компьютерной сети связи (ИС) в соответствии с ор-
ганизационной структурой указанных элементов.

В блоке 3 определяют элементы ИС, на которые пла-
нируется воздействие ,l

vn  где l  – номер элемента, на ко-
торый планируется воздействие ( )l N≤  и стратегию 
воздействия ( , ),u

qS L T=  где L  – последовательность 
элементов, на которые планируется воздействие 

1 2( { ; ;... }),l
v v vL n n n=  uT  – время через которое планируется 

воздействие, u  – номер такта при котором осуществля-
ется воздействие 1 2( { ; ;... }).u u

v v vT t t t=
В блоке 4 распределяют имеющиеся ресурсы воздей-

ствия 1 2({ ; ;... }),l
vn vn vnR R R  между выбранным множеством 

элементов, на которые планируется воздействие 
1 2({ ; ;... })l
v v vn n n  с учетом: 0

1
( ) ( ).

vn

N
l

v i
n

R t R t
=

≥∑
В блоке 5 определяют последовательность примене-

ния защищающейся стороной активных средств защиты 
1 2({ ; ;... }),z z z

nR R R  при воздействии на n-й элемент ИС, с 
учетом: 0

1
( ) ( ).

n

N
z z

i
n

R t R t
=

≥∑
В блоке 6 рассчитывают изменение ресурсов защи-

щающейся стороны (рис. 2).
Где в блоке 6.1 рассчитывают расход ресурсов v-го 

вида КИБЕРОРУЖИЯ, при воздействии на каждый из 
атакуемых n-й элементов ИС 

1
( ),

V

vn i
v

R t
=
∑  где lN  – количе-

ство элементов, на которые осуществляется воздействие 
в it  – момент времени. Рассчитанное значение, сохраня-
ют в базе данных № 1 (блок 6.2). В базе данных формиру-

ется матрица, в ячейки которой заносится расход ресурсов v-го вида кибероружия, за каждый 
it  – момент времени, вызванный применением кибероружия.

В блоках 6.3, 6.4 задаются условия цикла, для расчета расхода ресурсов кибероружия при 
воздействии iN  – количество элементов, на которые осуществляется воздействие в it  – мо-
мент времени.

После того как условие в блоке 6.3 выполнено в базе данных № 1 рассчитывается расход 

ресурсов v-го вида кибероружия, при воздействии в it  – момент времени 
1 1

( ( )),
lN V

vn i
n v

R t
= =
∑∑  где 

lN  – количество элементов, на которые осуществляется воздействие.
В блоке 6.5 рассчитывается снижение ресурсов атакующей стороны, из-за применения за-

щищающейся стороной активных средств защиты 
1

( ( )).
V

az
v i

v
R t

=
∑  Рассчитанные значения зано-

Рис. 1. Алгоритм моделирования 
применения КИБЕРОРУЖИЯ 

против ИС при ведении 
гибридной войны
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сятся в базу данных (блок 6.2), где в сформированную матрицу заносятся расход ресурсов v-го 
вида кибероружия, за каждый it  – момент времени, вызванный применение защищающейся 
стороной активных средств защиты.

При поступлении команды из блока 6.3, о выполнении расчета расхода ресурсов киберору-
жия для всех элементов, на которые осуществляется воздействие iN  в it  – момент времени, в 
блоке 6.6 рассчитывается изменение ресурсов атакующей стороны за каждый it  – момент вре-
мени:

	 0
1 1 1

( ) ( ) ( ) ( ),
iN V V

az
li i v vn i v i

n v v
F t R t R t R t

= = =

= − −∑∑ ∑ 	 (2)

В блоке 6.7 рассчитывают изменение ресурсов атакующей стороны:

	 1
1

( , ) ( ).
I

li i
i

F A V F t
=

=∑ 	 (3)

В блоке 7 рассчитывают изменение ресурсов защищающейся стороны (рис. 3). 

В блоке 7.1 рассчитывают численные значения возможностей средств защиты 
1

( )
V

z
vn i

v
R t

=
∑  

элементов ИС, на которые осуществляется воздействие в 1it −  – момент времени:

	
1

0 1
1 1

( ) ( ) ( ),
iI N

z z z
vn i

i n
R t R t R t

−

−
= =

= −∑∑ 	 (4)

где 0( )zR t  – количественная оценка возможностей пассивных средств защиты в начальный 
момент времени, 1( )z

vn iR t −  – количественная оценка возможностей пассивных средств защиты 
в 1it −  момент времени.

Рассчитанное значение, сохраняют в базе данных № 2 (блок 7.2). В базе данных формирует-
ся матрица, в ячейки которой заносится расход ресурсов системы защиты n-го элемента ИС, 
при противодействии v-му виду КИБЕРОРУЖИЯ, в каждый it  – момент времени.

Рис. 2. Последовательность расчета изменение ресурсов атакующей стороны
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В блоках 7.3, 7.4 задаются условия цикла, для расчета расхода ресурсов систем защиты эле-
ментов ИС, на которые осуществлялось воздействие ( )lN  v-м видом кибероружия, в каждый 
it  – момент времени.

В базу данных № 2 (блок 7.2) из базы данных № 1 (блок 6.2) переносятся данные о количе-
ственной оценке возможностей средств воздействия v-го вида кибероружия в 1it −  момент вре-

мени на n-й элемент ИС 
1

( ( )).
V

z
vn i

v
R t

=
∑

После того как условие в блоке 7.3 выполнено в базу данных № 2 подается команда на вы-
дачу данных необходимых для расчета (блок 7.5) вероятности 1( )v iP t −  успешности применения 
v-го кибероружия в отношении n-го элемента ИС:

	 1 1
1

( ) ( )
( ) ,n

n

z
vn i i

v i

R t R t
P t

R
− −

−

−
= òðåá 	 (5)

где 1( )vn iR t −  – количественная оценка возможностей средств воздействия v-го вида киберору-
жия в 1it −  момент времени на n-й элемент ИС, ( )z

iR t  – количественная оценка возможностей 
пассивных средств защиты в 1it −  момент времени, 

n
Ròðåá  – количественная оценка необходимо-

Рис. 3. Последовательность расчета изменения ресурсов защищающейся стороны
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го ресурса средств защиты для обеспечения защищенности n-го узла связи. Численные значе-
ния возможностей средств кибероружия 1( )nv

z
iR t −  и средств защиты ( )z

iR t  получают на осно-
вании результатов моделирования единичных и групповых компьютерных атак [6–10].

В блоке 7.6 рассчитывается количество элементов ИС, на которые было успешно проведено 
воздействие ( ):v iN t

	 1 1
1

( ) ( ) ,v i vn i
i

N t N t− −
−

=∑ 	 (6)

где 1( )vn iN t −  – качественная оценка степени успешности применения v-го КИБЕРОРУЖИЯ в 
отношении n-го элемента.

	 1 1( ): 1, ( )vn i v iN t P t P− −= ≥ ïîðîãåñëè 	  (7)

	 1 1( ): 0, ( ) ,vn i v iN t P t P− −= < ïîðîãåñëè 	  
где 1( )v iP t −  – вероятность успешности применения v-го кибероружия в отношении n-го элемента, 
Pïîðîã – критерий, применяемый для оценки успешности применения n-го кибероружия.

Рассчитанные значения заносятся в базу данных № 2 (блок 7.2).
В блоке 7.7 на основании данных о количество элементов ИС, на которые было успешно 

проведено воздействие в 2it −  момент времени, рассчитывается требуемое количество элемен-
тов *

1( ( ))iM t −  для ввода в эксплуатацию в 1it −  момент времени:

	 * min 2
1 min

( )( ) 1 ,i
i

N tM t N
N

−
−

 = − 
 

	 (8)

где minN  – минимально необходимое количество элементов ИС необходимое для функциони-
рования системы управления; 2( )iN t −  – количество элементов ИС поврежденных в 2it −  момент 
времени.

В блоке 7.8 рассчитывается фактическое количество элементов 1( )iM t −  имеющееся в 1it −  
момент времени:

	 *
1 1( ) ( ),i iM t M t− −< 	 (9)

	
2

1 0
1

( ) ( ) ( ),
I

i i
i

M t M t M t
−

−
=

= −∑ 	 (10)

где 0( )M t  – количество не используемых узлов связи в начальный момент времени; 
2

1
( )

I

i
i

M t
−

=
∑  – 

количество элементов ИС введенных за предыдущие 2it −  моменты времени.
Если условие (9) не выполняется, то вводится в эксплуатацию оставшиеся элементы 

1( ( )).iM t −

Рассчитанное значение передается в базу данных (блок 7.2).
В блоке 7.9 рассчитывают изменение ресурсов защищающейся стороны 2( ( ))i iF t  за каждый 

it  – момент времени:

	
*

1 1
2

0

( ) ( ) ( )( ( )) .
( )

i v i i
i i

N t N t M tF t
N t

− −− +
= 	 (11)

В блоке 7.10 рассчитывают изменение ресурсов защищающейся стороны 2( ( , )):F N A

	 2 2
1

( ( , )) ( ).
I

i i
i

F N A F t
=

=∑ 	 (12)

В блоке 8 определяют исход гибридной войны на основании заданного критерия 1.
В блоке 9 формируется отчет о результатах моделирования, включая: l  – номера и последо-

вательность элементов ИС 1 2( { ; ; ; })l
v v vL n n n=   в отношении которых осуществлялось воздей-

ствие; uT  – время, через которое осуществлялось воздействие на элементы ИС; u  – номер 
такта, при котором осуществлялось воздействие 1 2( { ; ; ; });u u

v v vT t t t=   распределение ресурсов 
воздействия 1 2({ ; ; ; }),l

vn vn vnR R R  между выбранным множеством элементов ИС; распределение 
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ресурсов средств защиты 1 2({ ; ; ; }),Z Z Z
nR R R  между всеми элементами ИС; последовательность 

применения защищающейся стороной активных средств защиты 1 2({ ; ; ; }),az az az
nR R R  а так же 

результат оценки исхода гибридной войны.

Заключение

Разработана модель, позволяет формировать группы вариантов распределения имеющих-
ся ресурсов воздействия, имеющихся у первой (атакующей) стороны конфликта, с учетом 
различных вариантов распределения ресурсов защиты, второй (обороняющейся) стороны 
конфликта, при которых первая (атакующая), сторона одерживает победу в конфликте. Разра-
ботанная модель удовлетворяет требованиям, предъявляемым к качеству моделей. 

Разработанная модель реализована в виде программы для ЭВМ [10], зарегистрированной 
в Роспатенте. В результате использования предложенной модели происходит повышение до-
стоверности оценки информационно-технического оружия при ведении гибридной войны, 
которое составляет 12,4 %.
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УДК 004.4.272

ПОИСКОВО-ИНФОРМАЦИОННЫЙ КАРТОГРАФИЧЕСКИЙ СЕРВИС УЧЕТА
ПРОБЛЕМ БЛАГОУСТРОЙСТВА ГОРОДСКОЙ СРЕДЫ

Воронежский государственный университет

И. В. Дубенко

Аннотация. Данная статья посвящена проектированию и разработке веб-приложения, 
представляющего собой поисково-информационного картографического веб-сервиса 
учета проблем благоустройства городской среды, на базе открытой системы «Яндекс.кар-
ты». Данная служба необходима для привлечения внимания общественности и местных 
органов управления к проблемам благоустройства транспорта и городской среды c целью 
дальнейшего их точечного решения.
Ключевые слова: веб-приложение, Spring Boot Framework, городская среда, картографи-
ческий сервис, база данных, редактирование данных, хранение данных, опыт пользовате-
ля, интерфейс пользователя, архитектура приложения.

Введение

Из года в год города все сильнее расширяются, что влечет за собой появление все большего 
количества проблем, связанных благоустройством городской среды, таких как ямы на дороге, 
разрушенные заборы или засохшие деревья, которые могут в любой момент упасть и нанести 
ущерб человеку и его имуществу. К сожалению, в большом населенном пункте очень сложно 
вести учет всех подобных явлений, часть из них остается и вовсе незамеченными.

Один из немногих действительно эффективных способов обнаружения и отслеживания 
таких проблем – вовлечение горожан в процессы организации благоустройства и доступности 
городской среды. Для таких целей существуют специальные организации, такие как «Город-
ские проекты» или «Город и транспорт», а также различные web-сервисы, например, интер-
нет-петиции «Change.org» или проект «РосЯма».

Цель данной работы – разработать поисково-информационный картографический веб-сер-
вис, который позволит пользователям отмечать на карте различные проблемы благоустрой-
ства своей городской среды, оценивать их и наблюдать за их решением.

1. Анализ задачи

На сегодняшний день уже существуют сервисы и группы в социальных сетях, позволяю-
щие пользователям так или иначе принимать участие в решении проблем благоустройства 
городской среды. В ходе исследования были изучены одни из самых популярных сервисов дан-
ной тематики на предмет соответствия следующим критериям:

• соответствие тематике
• популярность
• функциональность (в том числе наличие интерактивной карты)
• отношение общества
В результате анализа составлена таблица (табл. 1), отображающая соответствие системы 

каждому из описанных критериев.

2. Функциональность

Из проведенного анализа следует, что разрабатываемый сервис должен иметь простой и 
удобный интерфейс, предоставляющий пользователю следующие возможности:
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• удобная регистрация и авторизация;
• создание новой точки на интерактивной карте;

– указание типа точки;
– детальное описание точки;
– прикрепление фотографии точки;

• редактирование и удаление созданной точки;
• оценка точки;

– положительная или отрицательная отметка;
– написание комментария;

• поиск точек по различным критериям;
– по адресу;
– по типу;
– по статусу;
– по описанию;

• подписка на получение уведомлений об изменении точки;

3. Средства реализации

Поставленная задача была реализована с использованием следующего набора технологий:
• web-клиент:

– языки разработки – JavaScript, HTML5, CSS3;
– среда разработки – Visual Studio Code;
– библиотеки – SweetAlert 2, Yandex Maps API 2.1;
– тестирование – фреймворк Mocha;
– сборщик – npm;
– графические редакторы – Figma, Adobe Photshop CS6, CorelDraw X7; 
– Google Chrome – браузер с отладчиком JavaScript;

• сервер:
– язык разработки – Java 11;
– среда разработки – Intelij IDEA Ultimate Edition;
– сборщик – Maven;
– тестирование – Junit;
– фреймворк – Spring boot;
– библиотеки – Project lombok, Oracle JDBC8, Hibernate, Google GSON;
– подключение к серверу по SSH – PuTTY;

Таблица 1
Сравнительный анализ существующих решений

Сервис Соответствие 
тематике

популярность Функциональность Отношение 
общества

Change.org Слишком широкий 
круг охватываемых 
проблем

Высокая Возможность 
поставить подпись, 
система оповещений

Доверительное

РосЯма Слишком узкая 
специализация

Средняя Интерактивная карта Неоднозначное

Группы в 
соц. сетях

Сложно оценить Низкая Система оповещений 
и комментариев, 
пользовательских 
оценок

Нейтральное
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• База данных:
– язык разработки – SQL;
– СУБД – PostgreSQL 13;
– Среда разработки – Oracle SQL Developer;
– Редактор моделей данных – Oracle Data Modeler;

• Система контроля версий git.

4. Реализация

Проектируемое приложение должно иметь богатую функциональность, а также возмож-
ность расширения, не зависящего от текущей сложности системы. Для соответствия данным 
требованиям в основу веб-сервиса была заложена архитектура, представленная на рис. 1.

Таким образом, приложение состоит из следующих функциональных компонентов:
• Интерактор – структуры данных, реализующие бизнес-сущности и политики высшего 

уровня;
• Контроллер – интерфейс взаимодействия Веб-клиента и Интерактора;
• Веб-клиент – пользовательский интерфейс;
• Реляционная база данных – хранилище данных.

Все зависимости между компонентами однонаправленны. Такой подход позволяет защи-
тить одни компоненты от изменений в других, что является одним из важнейших принципов 
для построения расширяемых систем [4].

4.1. База данных

В приложении используется реляционная модель, так как это основная технология совре-
менных баз данных [5]. Для интеграции базы данных и сервера службы в приложении исполь-
зуются встроенные средства фреймворка Spring boot и библиотека Hibernate. Они позволяют 
гибко мигрировать от одной системы управления базами данных к другой с малейшими на-
стройками файлов конфигурации.

Схема логической модели данных представлена на рис. 2.

4.2. Веб-клиент

Веб-клиент разрабатываемого сервиса имеет сложную иерархическую структуру. На рис. 3 
представлена схема взаимодействия модулей данного компонента.

Рис. 1. Архитектура, лежащая в основе веб-сервиса
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4.3. Сервер

На рис. 4. представлена схема взаимодействия логических модулей сервера внутри компо-
нентов Контроллер и Интерактор.

3. Интерфейс пользователя

В силу специфики решаемой задачи, необходимо обеспечить мобильность пользовате-
ля, поэтому интерфейс проектировался в первую очередь для портативных устройств. Более 

Рис. 2. Схема логической модели данных

Рис. 3. Схема взаимодействия модулей веб-клиента
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того, в настоящее время в большинстве случаев именно мобильные устройства используются 
для выхода в сеть. Так как приложение рассчитано в основном на российского пользователя, 
внешний вид основывается на дизайне сервисов компании «Яндекс». Это позволит исполь-
зовать пользовательский опыт, что обеспечит удобство и интуитивность интерфейса, а так-
же будет способствовать привлекательности приложения. Более того, сервис «Яндекс.Карты» 
имеет хорошо спроектированный программный интерфейс для интеграции с разрабатывае-
мым приложением. Пример внешнего вида сервиса приведен на рис. 5.

Заключение

В результате проделанной работы разработан поисково-информационный картографиче-
ский web-сервис, необходимый для привлечения внимания общественности и региональных 

Рис. 4. Схема взаимодействия логических модулей сервера

Рис. 5. Пример внешнего вида сервиса
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органов управления к проблемам благоустройства городской среды, предоставляющее поль-
зователю следующие возможности:

• удобная регистрация и авторизация;
• создание новой точки на интерактивной карте;
• редактирование и удаление созданной точки;
• оценка точки;
• поиск точек по различным критериям.
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УДК 004.65

БЕЗОПАСНОСТЬ ДАННЫХ В ГРАФОВЫХ БАЗАХ ДАННЫХ

Воронежский институт ФСИН России

Дубровин А. С., Огородникова О. В.

Аннотация. Анализ корневой причины проблемы является важнейшим этапом процесса 
принятия упГрафы используются для представления и понимания объектов и их взаи-
мосвязей в различных сферах деятельности. Рассмотрены вопросы безопасности данных 
в графовых базах данных. Обеспечение целостности данных и результатов запросов для 
графовых баз данных является важным требованием безопасности. Предложена схема 
проверки целостности редактируемых HMACs графов (rgHMAC) для стороннего обмена 
данными. Данная схема безопасна в отношении атак целостности на структуру или содер-
жание графов и результатов запросов.
Ключевые слова: графовая база данных, целостность данных MAC, HMAC, PRF, атаки, 
безопасность, алгоритм, код аутентификации, хэш-сообщения, общий ключ.

Введение

База данных графов – это онлайн-система управления базами данных с операциями соз-
дания, чтения, обновления и удаления, работающими с моделью данных графа. Обеспечение 
целостности данных [1] и результатов запросов для графических баз данных является важным 
требованием безопасности. Разработаны решения на основе HMAC для проверки целостно-
сти графических данных.

1. MAC, HMAC определение

MAC – это криптографическая контрольная сумма данных, которая принимает в качестве 
входных данных сообщение m  и секретный ключ k  и производит вывод, называемый тегом 
аутификации ( , ).t H k m=

Код аутентификации хэш-сообщений HMAC Hash Based Message Authentication Code, код 
аутентификации сообщения, вычисляемый с помощью хэш-функции. Представляет собой ал-
горитм безопасности с общим ключом, который использует криптографическую хэш-функцию 
в качестве базовой функции и используется для проверки целостности данных и аутентифи-
кации источника данных. HMAC может использоваться с любой итерационной криптогра-
фической хэш-функцией в сочетании с общим секретным ключом. HMAC был реализован в 
широко используемых протоколах безопасности, включая SSL, TLS, SSH. 

HMAC также используется в качестве PRF (PRF – Pseudo Random Function, функция выра-
ботки псевдослучайной строки) – является эффективной детерминированной функцией и 
принимает два входа k  и m  [2] в стандарте для одноразовых паролей [5]. Основная операция 
HMAC

( ) ( ) ( )  ( )),kHMAC m H k opad H k ipad m= ⊕ ⊕

где ( ) opad outerpadding  – постоянный байт ( )0 36,   x ipad innerpadding  – постоянный байт 
0 5 ,x c  а ⊕  – побитовый оператор ( ) eXclusive OR X OR− −  [4].

Атаки
Наиболее распространенной атакой на Mac является атака на подделку, при которой про-

тивник A может создать действительную пару ( ),  ,m t  не зная секретного ключа .k
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Безопасность
Криптографическая сила HMAC зависит от свойств базовой хэш-функции [3]. Наиболее 

распространенной атакой против HMACs является раскрытие секретного ключа. Без знания 
секретного ключа k  противнику A трудно найти такую пару ( ),  .m t

( ).kt MAC m=
Даже если A имеет доступ к какой-то другой допустимой паре ( ),  .m t  Однако для безопас-

ной хэш-функции
( ) ( || )kMAC m H k m=

не гарантирует, что функция MAC является неподдельной. Поскольку H вычисляется с ис-
пользованием конструкции Меркля – Дамгарда (англ. Merkle – Damgаrd construction) – метод 
построения криптографических хеш-функций .В связи с этим граф MAC, сконструированный 
таким образом, небезопасен, поскольку для данной допустимой пары ( ),  m t  легко создать 
пару ,  ( ),m t′ ′  которая все еще действительна.

( ) ( ) ( )  ( ))kHMAC m H k opad H k ipad m= ⊕ ⊕

позволяет избежать описанной выше проблемы, используя два слоя хэширования.

2. Редактируемые HMAC для графов (rgHMAC) и обработки запросов

Определение (редактируемый HMAC для графа). Учитывая граф ( )  ,,G V E  с набором вер-
шин V  и набором ребер ,E  редактируемая схема HMAC для графа rgP  состоит из четырех 
алгоритмов:

rgGen: на входе 1n  этот алгоритм выбирает равномерный { }0,1 nk∈  и запускает (1 ),nGení  
чтобы получить случайный r  для генерации ключа ( , ).k r

rgHmac: алгоритм генерации тегов принимает граф ( , )G V E  и ключ ( , )k r  в качестве вход-
ных данных и выводит пару ( , ),Gt SourceList  где Gt  – тег для графа, а SourceList  – это список 
исходных вершин для обхода различных компонентов графа в случае, если компоненты от-
ключены.

Запишем как:

( , )( , ) Hmac ( ( , ))G k rt SourceList rg G V E←
gRedact: алгоритм редактирования строит граф ( , ),G V E  набор узлов и ,VVδ′∈  множество 

ребер ,EEδ′ ∈  список источников исходного списка вершин, а множество вершин хэш-значе-
ния { . } |BH u hashVal v GV= ∈  и набор края хэш-значений , .{ ( ) | ( ) },  /EH e u v hashVal e u v G E= ∈  
в качестве его входного сигнала. Алгоритм выхода отредактированный граф ( , ),G V Eδ δ δ  где 

( , )G V Eδ δ δ  является производным от ( , ),G V E  состоящую из вершин в \ ,V V Vδ δ′=  \E E Eδ ′=  
и исходный список вершин ,SourceListδ  и две проверки объектов: ,vo g−  .vo out−  Алгоритм  
для генерации требуемого вывода запроса следующим образом:

( ( , ), ,G V E SourseList vo g vo outδ δ δ δ − − ←  

( ( , ) , , , , ).gRedact G V E SourceList V E HV HEδ δ′ ′  

rgVrfy: алгоритм верификации принимает в качестве входных данных результат запроса 
( )G V Eδ δ δ  тег ,Gt  ключ ( , ),k r  исходный список SourseListδ  вершин и два объекта верифика-

ции: vo g−  и .vo out−  Алгоритм выводит бит ,b  причем 1b =  означает, что результат действи-
телен, а 0b =  означает, что результат недействителен. Мы пишем эту проверку результата за-
проса как

, ( , ( , ), , ).k r gb rgVfy t G V E vo g vo outδ δ δ← − −  
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Заключение

Была предложена эффективная схема проверки целостности – схема на основе HMAC ре-
дактируемая для графов. Схема опирается на локальные и глобальные верификаторы целост-
ности вершин и ребер. Предложенная схема линейна по числу вершин и ребер в графах. 
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РАЗРАБОТКА СЕРВИСА-ПОСРЕДНИКА 
ДЛЯ БЕЗОПАСНОГО ВЗАИМОДЕЙСТВИЯ БАНКА С WHATSAPP

Воронежский государственный университет

Ю. О. Игнатьева, Е. С. Барановский

Аннотация. Данная работа посвящена разработке веб-приложения для банка, которое 
бы позволило его сотрудникам взаимодействовать с мессенджером WhatsApp внутри 
корпоративной сети. Результатом работы является многопользовательское кроссплат-
форменное приложение, реализованное с помощью технологии ASP.NET Core.
Ключевые слова: технология ASP.NET Core, веб-программирование, банк, Linux, базы 
данных, ASP.NET MVC Core Framework, PostgreSQL, CentOS 7, прокси-сервер, кроссплат-
форменность, WhatsApp.

Введение

Банк – финансово-кредитная организация, производящая разнообразные виды операций 
с деньгами и ценными бумагами и оказывающая финансовые услуги правительству, юридиче-
ским и физическим лицам. Банк – это коммерческое юридическое лицо, которое:

− создано в целях извлечения прибыли;
− имеет право осуществлять банковские операции;
− имеет исключительное право на привлечение денежных средств юридических и физиче-

ских лиц с целью их последующего размещения от своего имени; а также на открытие и веде-
ние банковских счетов юридических и физических лиц;

− действует на основании специального разрешения (лицензии) полномочных государ-
ственных органов;

− не имеет права осуществлять производственную, торговую, страховую деятельность.
Вся банковская деятельность делится на несколько частей:
− прием и безопасное хранение вкладов;
− кредитование;
− расчетное обслуживание;
− дисконтирование – учет векселей;
− информационно-консультационные услуги;
− торгово-комиссионная деятельность;
− и другие.
Банковская безопасность – комплекс мероприятий и средств по обеспечению защиты де-

ятельности финансовой организации. Общая система подразумевает обеспечение безопасно-
сти: территории и здания банка, финансовых и материальных ресурсов, сотрудников, инфор-
мации, клиентов, проводимых операций.

Деятельность по обеспечению банковской безопасности включает в себя: 
− прогнозирование, выявление, анализ и оценку угроз; 
− разработку и применение мер защиты; 
− предотвращение угроз; 
− повышение устойчивости к негативным воздействиям;
− создание системы ликвидации последствий деструктивных действий.
В следствие этого одной из мер безопасности является фильтрация входящих и исходя-

щих запросов в корпоративной сети, а именно отсутствие доступа в мессенджеры. На теку-
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щий момент у банка АО «Банк ДОМ.РФ» нет соответствующего программного обеспечения, 
которое бы позволило сотрудникам без проблем посылать данные в мессенджеры внутри 
корпоративной сети. 

После проведения анализа использования мессенджеров вне корпоративной сети на ко-
личество пользователей того или иного мессенджера было выяснено, что самым популярным 
мессенджером является WhatsApp. Поэтому было принято решение создать такое приложе-
ние, которое являлось бы неким посредником при взаимодействии банка с WhatsApp.

1. Постановка задачи

Рынок не предоставляет решений данной задачи, поэтому необходимо реализовать свое. 
Приложение должно позволять:

− отправлять сообщения в WhatsApp;
− настраивать номера WhatsApp, с которых будут отправляться сообщения;
− регулировать частоту отправки сообщений от настроенных номеров;
− фильтровать посылаемые сообщения;
− принимать запросы от сотрудников на отправку сообщений в WhatsApp;
− администрировать внутренние функции приложения;
− работать в приложении разным пользователям;
− настраивать индивидуальный доступ для каждого сотрудника к интерфейсу приложения;
− хранить историю отправок сообщений;
− отслеживать статус отправки сообщений;
− просматривать информацию о передаваемых сообщениях: «кто», «когда», «кому», «что», 

«от какого номера».
Приложение должно иметь API для работы сотрудников с отправляемыми сообщениями и 

интерфейс для администрирования приложения.

2. Выбор технологий и способа реализации

Под данную задачу подойдет одна из архитектур технологии – ASP.NET MVC Core. Она ба-
зируется на взаимодействии контроллера (интерпретирует действия пользователя, оповещая 
модель о необходимости изменений), модели (предоставляет данные и реагирует на команды 
контроллера, изменяя своё состояние) и представления (отвечает за отображение данных мо-
дели пользователю, реагируя на изменения модели). В качестве языка программирования был 
выбран C#.

Проводя анализ внутренней банковской деятельности, можно сделать вывод, что техноло-
гия ASP.NET Core [1] имеет ряд преимуществ для использования в банке:

− возможность создания кроссплатформенного приложения, так как в большинстве бан-
ков используется ОС Linux;

− интеграция современных клиентских платформ и рабочих процессов разработки;
− облачная система конфигурации на основе среды;
− упрощенный высокопроизводительный модульный конвейер HTTP-запросов;
− возможность размещения в IIS, Nginx, Apache, Docker или в собственном процессе;
− инструментарий, упрощающий процесс современной веб-разработки.
Также ASP.NET Core легко интегрируется с популярными клиентскими платформами и би-

блиотеками, включая Blazor, Angular, React и Bootstrap.
Для хранения данных была выбрана СУБД Microsoft PostgreSQL. В качестве операционной 

системы была выбрана ОС Linux. Для общения приложения с WhatsApp был выбран сервис 
Chat API [2], который представляет собой некоторый шлюз для общения с настоящим API 
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WhatsApp. Этот сервис обладает достаточными функциями для того, чтобы обойтись без ис-
пользования WhatsApp Business API – API, который предоставляет сам WhatsApp. 

Для аутентификации пользователей был выбран открытый и кроссплатформенный прото-
кол LDAP.

Для создания интерфейса использовался JavaScript [3].
В качестве технологии взаимодействия с сервером без перезагрузки страницы был выбран 

AJAX.

3. Реализация

Само приложение состоит из двух частей. Первая часть принимает запросы пользователей 
на отправку сообщений в WhatsApp. Сам запрос состоит из токена, сообщения, адресата, адре-
санта и номера WhatsApp, с которого будет происходить отправка переданного сообщения. 
Приложение обрабатывает эти запросы и помещает их в базу данных.

Вторая часть приложения достает из базы данных сохраненные запросы и обрабатывает их 
в соответствии с тем, кому, как, от кого и что нужно отправить.

Все входящие запросы к приложению фильтруются внутри него. По тем или иным при-
чинам сообщение может быть не добавлено для отправки (например, передан некорректный 
токен или сообщение не соответствует требованиям). В зависимости от переданного токена 
при сохранении в базу данных генерируется и прикрепляется к сообщению дополнительная 
информация, по которой можно будет в дальнейшем однозначно идентифицировать, кто и 
когда его отправил.

Также в первой части сервиса реализован интерфейс пользователя. Через него можно отсле-
живать статус сообщений. В этой же части приложения реализована авторизация пользовате-
лей, а также ролевая модель: администраторы и просто пользователи. Администраторы могут 
производить добавление, изменение и удаление пользователей, а также самих сообщений.

Первая часть приложения для работы предоставляет API и веб-интерфейс. Через API 
она принимает запросы от пользователей на отправку сообщений и просмотр статуса, а че-
рез веб-интерфейс позволяет просматривать и редактировать данные в приложении (но-
мера, пользователи, группы номеров, сообщения). Эта часть разработана по шаблону MVC. 
Помимо классов моделей (номер, группа номера, сообщение, пользователь) есть классы типа 
ViewModel. Они необходимы для скрытия той логики приложения, знать которую пользовате-
лю не обязательно, и дополнения той логикой, которая в моделях отсутствовала.

Эта часть содержит пять контроллеров:
− MessageController – класс контроллера, отвечающего за работу с конкретным сообщением;
− GroupController – класс контроллера, отвечающего за группы номеров WhatsApp (все но-

мера делятся на группы, в зависимости от того, кто может отправлять от них сообщения);
− PhoneController – класс контроллера, отвечающего за номера WhatsApp;
− HomeController – класс контроллера, отвечающего за основную логику приложения;
− AuthController – класс контроллера, отвечающего за аутентификацию пользователей, а 

также ограничения доступа к функциям в соответствии с ролью.
Для отображения моделей в приложении есть обычные и частичные представления. Ча-

стичные используются для отображения данных без перезагрузки страницы с информацией о 
номере, группе, отдельном сообщении, пользователе и его роли, а обычные для отображения 
страниц со всеми группами, номерами, сообщениями, пользователями и общей информацией. 

Также были реализованы вспомогательные классы:
− Helper – класс для различных проверок (проверка данных, переданных в запросе, про-

верка номера WhatsApp, проверка работы прокси-сервера и другие);
− Logs – собственный класс, написанный на основе существующих для ведения лог-файлов [4].
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Проверка номера осуществляется с помощью запроса к Chat API.
Вторая часть представляет собой консольное приложение, которое обрабатывает сообще-

ния, лежащие в базе данных и, обращаясь к Chat API, отправляет их в соответствии с ука-
занными данными: кому, от какого номера, какое сообщение. Нюансом в работе с номерами 
WhatsApp и отправкой сообщений является частота их отправки. Поэтому работа приложе-
ния построена по рекомендациям WhatsApp для того, чтобы отправляющиеся сообщения не 
были восприняты как спам и номер бы не был заблокирован.

Здесь также был реализован вспомогательный класс Logs – собственный класс, написан-
ный на основе существующих для ведения лог-файлов [4].

Так как целью приложения являлось некоторое снятие ограничения взаимодействия меж-
ду банком и мессенджером WhatsApp было необходимо запустить прокси-сервер, который бы 
разрешал проходить входящим и исходящим запросам к определенным сайтам, в данном слу-
чае к Chat API. Доступ к этому прокси-серверу регулируется сотрудниками информационной 
безопасности банка, а разработанный сервис – это один из тех сервисов банка, который имеет 
к нему доступ.

4. Технические требования

Разработанное веб-приложение предназначено для использования на компьютере, имею-
щем выход в интернет. Требуется наличие любого браузера из представленных ниже:

− Google Chrome версии 6.0 и выше;
− Internet Explorer версии 9.0 и выше;
− Safari версии 5.0 и выше;
− Firefox версии 4.0 и выше;
− Opera версии 10.6 и выше.
Для более быстрой работы приложения желательно наличие высокоскоростного интернета.
Для удобства работы с API приложения можно использовать Postman.
Минимальные требования для локального запуска приложения:
− Microsoft .NET Framework Core 3.1 и выше;
− СУБД PostgreSQL;
− операционная система Linux CentOS 7;
− 2 Гб оперативной памяти;
− 16 Гб дискового пространства (чем больше будет поступать сообщений, тем больше бу-

дет требоваться памяти).

Заключение

Результатом работы является сервис, позволяющий сотрудникам отправлять сообщения 
в WhatsApp с корпоративных номеров. Все внешние запросы фильтруются и отслеживаются, 
поэтому он отвечает безопасности банка. Были реализованы функции, указанные в поста-
новке задачи, такие как отправка сообщений в WhatsApp, отслеживание статуса отправки и 
другие. В приложении реализована ролевая модель, что позволяет ограничивать доступ к не-
которым функциям. Приложение было опубликовано на внутреннем сервере компании для 
работы с ним.
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ОПТИМИЗАЦИЯ ПОРТФЕЛЯ ИНВЕСТИЦИЙ ПО МЕТОДУ МАРКОВИЦА 
С ИСПОЛЬЗОВАНИЕМ БИБЛИОТЕК ЯЗЫКА PYTHON

Воронежский государственный университет

М. В. Кияшкина

Аннотация. На сегодняшний день существует высокий уровень волатильности эконо-
мики, следовательно, становится более актуальной задача формирования пассивного до-
хода. Эта задача решается с помощью инструментов инвестирования, одним из которых 
является портфельное инвестирование. Целью данной статьи является построение опти-
мального инвестиционного портфеля по соотношению риска и доходности с помощью 
метода Марковица. В статье представлен алгоритм оптимизации инвестиционного порт-
феля на языке программирования Python. Данный алгоритм позволяет снизить риски 
инвесторов.
Ключевые слова: портфельное инвестирование, машинное обучение, доходность, риск, 
оптимизация портфеля, теория Марковица, теория Шарпа.

Введение

На сегодняшний день очень многие инвесторы, трейдеры ведут активную работу в области 
формирования инвестиционного портфеля. С каждым днем количество участников рынка 
ценных бумаг только возрастает, а значит и растет потребность в знаниях и методах анализа 
рынка ценных бумаг.

Суть портфельного инвестирования заключается в распределении инвестиционных 
средств между различными бумагами. Эта задача вызвана необходимостью в балансе между 
риском и доходность. Как следствие инвестор должен выбирать соотношение активов, кото-
рые будут входить в его портфель. 

Актуальность исследования заключается в практическом применении современных ме-
трик к составлению и оптимизации портфелей ценных бумаг, а также создании программного 
инструмента, позволяющего получить объективную информацию о возможностях инвести-
рования.

В статье рассматривается процесс формирования оптимального портфеля ценных бумаг 
на основе модифицированной модели Марковица. В рамках данного подхода предполагается, 
что в результате инвестор получит множество допустимых решений и уже из них сможет вы-
брать то, что будет наиболее полно удовлетворять его требованиям.

Для определения риска и прибыли портфеля, с помощью линейной регрессии рассматри-
ваются коэффициенты альфа и бета, а также коэффициент Шарпа.

Целью данной работы является получения оптимального инвестиционного портфеля по 
методу Марковица. Для того чтобы снизить риски инвесторов, в статье представлен алгоритм 
оптимизации инвестиционного портфеля на языке программирования Python. 

 
1. Постановка задачи 

Портфельные инвестиции – это инвестирование в различные ценные бумаги с целью по-
лучения прибыли и сохранения инвестируемых средств. В инвестиционный портфель могут 
входить различные ценные бумаги. Основной задачей портфельного инвестирования явля-
ется формирования портфеля с оптимальным уровнем риска и доходности. Данный процесс 
основан на теории портфельного инвестирования. 
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Теорию портфельного инвестирования изобрел Гарри Марковиц в 1952 году. В данной 
теории речь идет о диверсификации, которая позволяет уменьшить совокупный риск инве-
стиций. Получается, что портфель инвестиций будет считаться оптимальным, если, с одной 
стороны, за одинаковым уровнем доходности не будет существовать каких-либо иных инве-
стиционных возможностей с меньшим уровнем риска и с другой стороны – не будет иных, 
более прибыльных инвестиционных портфелей, которые характеризуются таким же уровнем 
риска (несистематические риски).  То есть, это наилучший баланс между прибылью и риском.

Постановка задачи.
Согласно теории Марковица, в качестве показателя ожидаемого дохода используют мате-

матическое ожидание, мерой риска является дисперсия. 
Ожидаемая доходность портфеля представляет собой суммарную ожидаемую доходность 

входящих в него ценных бумаг, взвешенную с учетом их доли в портфеле.
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Дисперсия портфеля – это процесс, который определяет степень риска или волатильно-
сти, связанной с инвестиционным портфелем. Основная формула для расчета этой дисперсии 
фокусируется на взаимосвязи между так называемой дисперсией доходности и ковариацией, 
связанной с каждой из ценных бумаг, найденных в портфеле, а также с процентом или частью 
портфеля, который представляет каждая ценная бумага.
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Также следует учитывать, что сумма вложенных средств по всем объектам должна быть 
равна общему объему инвестиционных вложений, то сумма относительных долей в общем 
объеме должна равняться единице
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где 
kd  – доля k-го финансового инструмента в портфеле; kx  – доходность k-го финансового 

инструмента. 
kx  – случайная величина с математическим ожиданием ( )k kE x a=  и дисперсией

2( ) , 1, 2,...,k kD x k nσ= = .
n  – общее число доступных активов
cov( , )k i kix x σ=  – ковариация случайных величин kx  и jx

( , ).kj k jp corr x x=

2. Коэффициенты для оценки качества модели

Для оценки качества работы применяется несколько коэффициентов, таких как:
Коэффициент Шарпа – это мера рентабельности инвестиционной стратегии, то есть он 

показывает окупится ли риск.
Коэффициент Шарпа позволяет инвестору измерить, какой портфель предлагает наиболь-

шее соотношение премии за риск к стандартному отклонению.
Чем больше значение коэффициента Шарпа, тем больше получит инвестор за принятый 

на себя риск и тем более качественным является актив по соотношению риска и доходности.
Коэффициент бета используется для измерения рыночного риска актива (портфеля). Он 

определяет зависимость между доходностью актива (портфеля) и доходностью рынка. 
Величина бета может быть как положительной, так и отрицательной. Положительное зна-

чение коэффициента бета показывает, что доходности актива (портфеля) и рынка изменяются 
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в одном направлении. Отрицательное значение коэффициента бета определяет, что доходно-
сти актива (портфеля) и рынка изменяются в противоположных направлениях.

Таблица 1
Коэффициент бета

Значение показателя Уровень риска акции Стратегия инвестора
1
1

b
b
>
< −

Высокий Агрессивная

1
1

b
b
=
= −

Умеренный Пассивная

1 1b− < < Низкий Консервативная

Коэффициент альфа является показателем, который говорит о величине переоценки или 
недооценки актива рынком: если актив переоценен рынком, то уровень его доходности ниже, 
чем активов с аналогичной характеристикой риска; если актив недооценен рынком, то уро-
вень его доходности выше, чем активов с аналогичной характеристикой риска. 

Величина альфа представляет разность между действительной ожидаемой доходностью 
актива и равновесной ожидаемой доходностью, т. е. доходностью, которую требует рынок для 
данного уровня риска. 

Таблица 2
Коэффициент альфа

Значение коэффициента Оценка эффективности инвестиции

0α > Высокая эффективность и доходность управления инвести-
ционным портфелем.

0α < Низкая степень эффективности управления. Целесообразнее 
вложение в рыночный индекс (пассивная стратегия).

3. Алгоритм оптимизации портфеля акций по методу Марковица

Оптимизация портфеля по методу Марковица включает в себя следующий порядок дей-
ствий: 

1) Вычисление годовой доходности. 
2) Вычисление риска каждой выбранной нами акции на основе ковариационной матрицы.
3) Вычисление максимального коэффициента Шарпа и минимальной волатильности. 
4) Генерация возможных вариантов портфеля для рассматриваемых акций и вычисление 

его характеристик. 
5) Граница эффективности портфелей
6) Выбор оптимального варианта инвестиционного портфеля, основываясь на поставлен-

ные условия. 

4. Выбор данных и анализ работы программы выполненной 
на языке программирования Python

Для выбора данных был рассмотрен Индекс S&P500, который  представляет расчетную ве-
личину виртуальной корзины акций 505 крупнейших американских компаний из различных 
секторов экономики. Индекс рассчитывается по методу среденевзвешенной величины, а в ка-
честве весового коэффициента в индексе выступает free-float компаний, то есть доля их акций 
в свободном обращении. Индекс S&P500 рассчитывается в нескольких валютах на различных 
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биржевых площадках. На текущий момент, компанией, которая имеет самый большой вес в 
индексе S&P 500 является Apple.

Для выбора данных были рассмотрены компании индекса, которые имеют самый большой 
вес индекса и для них был рассчитан коэффициент бета, который показывает риск актива.

Талица 3
Выбор данных

Символ акции Коэффициент Бета
AAPL 1.22
MSFT 2.50
AMZN 1.13

FB 1.29
JPM 1.13

XOM 1.34
GOOG 1.36

GOOGL 1.36
JNJ 0.71

TSLA 2.03
GE 1.01

WMT 0.51
CNP 0.97

TWTR 0.66

По данным таблиц можно сделать вывод о том, приемлемый уровень риска ( 1 1)β− < <  или 
с небольшим отклонением имеют акции компании: Apple, Twitter, Center Point Energy Inc, 
Jonson and Jonson, Walmart Inc, General Electric Company.

Для проведения расчетов выбраны котировки акций с 01.01.2018 по 21.11.2021. Портфель 
акций собран на 100000 р. И сумма долей акций в портфеле будет равна 1. 

С помощью библиотеки yfinance получаем информации по акциям.

Рис. 1. Динамика акций компаний
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Для расчета годовой доходности каждой акции я использовала функцию expected returns, 
которая вычисляет доходность на основе исторических данных.  

Также была найдена дисперсия с помощью функции risk models, где была учтена ковариа-
ционная матрица, которая говорит о степени зависимости двух случайных величин. Так как 
в полученных данных нет отрицательных значений, это означает, что с ростом доходности 
первой акции, доходность второй также будет увеличиваться.

Таблица 5
Дисперсия

AAPL CNP GE JNJ TWTR WMT
AAPL 0.108697 0.041302 0.049676 0.031900 0.077974 0.030091
CNP 0.041302 0.116952 0.068972 0.029898 0.051086 0.023181
GE 0.049676 0.068972 0.210974 0.030971 0.057549 0.017643
JNJ 0.031900 0.029898 0.030971 0.047329 0.024074 0.022684

TWTR 0.077974 0.051086 0.057549 0.024074 0.274945 0.026124
WMT 0.030091 0.023181 0.017643 0.022684 0.026124 0.051556

Для оптимизации портфеля с максимальным коэффициентом Шарпа и минимальной во-
латильностью используем библиотеку pyportfolioopt. А именно функции efficient_frontier.

Рис. 2. Годовая доходность каждой акции

Рис. 3. Эффективная граница Марковица
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Данная функция позволяет сочетать портфели, где максимизируется ожидаемая доход-
ность при любом уровне прогнозируемого риска, либо минимизируется прогнозируемый 
риск при любом уровне ожидаемой доходности. 

Оптимальный портфель – это точка, в которой коэффициент Шарпа максимизируется. 
Коэффициент Шарпа позволяет инвестору измерить, какой портфель предлагает наибольшее 
соотношение премии за риск к стандартному отклонению.

Мы получили график, на котором показана эффективная граница Марковица, где выделен-
ная красная точка показывает оптимальный портфель, тот, который максимизирует соотно-
шение доходности к волатильности, а зеленая показывает, какой портфель имеет наименьшее 
стандартное отклонение.

5. Оценка эффективности управления портфелем

Таким образом, мы получили портфель с максимальным коэффициентом Шарпа и порт-
фель с минимальной волатильностью.  

Таблица 6
Характеристики портфеля с максимальным коэффициентом Шарпа

Характеристики Значения
Ожидаемый доход 41 %

Волатильность 33 %

Таблица 7
Характеристики портфеля с минимальной волатильностью

Характеристики Значения
Ожидаемый доход 9 %

Волатильность 9 %

Это означает, что портфель с наименьшим стандартным отклонением предлагает ожида-
емую доходность 9 % и волатильность 9 %, то есть то, что купит наиболее склонный к риску 
инвестор.

Рис. 4. Портфель с максимальным коэффициентом Шарпа

Рис. 5. Портфель с минимальной волатильностью
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Оптимальный портфель, таким образом, с наибольшей доходностью с поправкой на риск, 
показывает ожидаемую доходность, равную 41 % при стандартном отклонении 32 %. 

Рассмотрим коэффициенты альфа, бета и коэффициент Шарпа.
Таблица 8

Оценка эффективности управления портфелем
Портфель с минимальной 

волатильностью
Портфель с максимальным 

коэффициентом Шарпа
Альфа 0,0882 0,2343
Бета 0,6698 1,0033
Коэффициент Шарпа 0,09074890398726809 1,21123717411934

Таким образом, в портфеле с минимальной волатильностью значение коэффициента бета 
меньше единицы, следовательно, уровень риска портфеля можно считать низким. Коэффици-
ент альфа имеет положительное значение, это говорит об эффективном управлении портфе-
лем и получение доходности выше среднерыночной.

В портфеле с максимальным коэффициентом Шарпа значение коэффициента альфа поло-
жительное, следовательно это говорит об эффективном управлении портфеля. А коэффици-
ент бета незначительно выше 1, таким образом, уровень риска сформированного портфеля 
является приемлемым. И так как коэффициент Шарпа в данном портфеле больше 1, следова-
тельно Стратегия управления портфелем эффективна.

Заключение

Таким образом можно сделать вывод, что рассмотренный алгоритм оптимизация портфе-
ля инвестиций и разработанное программное обеспечение на языке Python дает возможность 
инвестору получить представление о возможных диапазонах изменения риска и доходности, 
и, следовательно, выбрать наиболее оптимальный для него вариант вложения капитала. Ис-
пользование данного программного обеспечения позволит снизить риски инвесторов.  
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Аннотация. Работа посвящена проектированию системы, представляющей собой оче-
редь сообщений от пользователей отправитель, работу с которыми проводит пользова-
тель обработчик. В данной статье рассмотрены основные этапы разработки web-прило-
жения c использование брокера сообщений RabbitMQ.
Ключевые слова: разработка, сервис, очередь, Java, обработка сообщений, взаимодей-
ствие систем, RabbitMQ, long pooling.

Введение

В больших компаниях, часто возникает проблема обеспечения взаимодействия между име-
ющимися у них приложениями. Многие приложения работают с различными ролями пользо-
вателей. В итоге появляется задача обработки сообщений несколькими пользователями, в том 
числе с возможностью простоя, в реальном времени. Существует несколько способов, такие как: 

• обмен через общую базу данных; 
• распределенная система обмена сообщениями.
Эти способы имеют свои плюсы и минусы, но в данной статье будет рассматриваться по-

следний случай, который имеет следующие плюсы: 
1. Высокая пропускная способность, низкая задержка
2. Легко интегрируется в компоненты, легкий deployment (нет необходимости разверты-

вать брокера).
3. Сообщения гарантированной доставки.
В рамках одного приложения пересылка сообщений может служить хорошим инструмен-

том взаимодействия пользователей различных ролей в реальном времени.

1. Условие задачи

Разработать систему для взаимодействия пользователей двух ролей: отправитель и обра-
ботчик, по следующей схеме:

• обработчики находятся в ожидании сообщения;
• отправитель отправляет сообщение;
• сообщение поступает в брокер;
• первый свободный обработчик из подходящей группы получает сообщение и обрабаты-

вает его;
• отправитель получает ответ;
Отправитель может отправлять несколько сообщений в одну группу либо в несколько. За 

обработчиком в свою очередь закреплена группа, в рамках которой он обрабатывает сооб-
щения.  При регистрации пользователь выбирает роль (обработчик и отправитель), которая 
определяет его возможности при взаимодействии с приложением и которую нельзя изменить. 
На рис. 1 представлена схема взаимодействия приложения с брокером.

Сообщения пользователя попадают в очередь, а также в базу данных с пометкой «WAITING». 
Из очереди сообщение поступает к первому свободному обработчику и помечется в базе 
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«IN_PROGRESS». Сообщение удаляется из очереди. Далее обработчик может дать сообщению 
пометку «APPROVED» или «REJECTED». После этого сообщение поступает обратно к отпра-
вителю. 

2. Реализация

2.1. Реализация работы с брокером

В языке Java любая сторонняя структура требует подключения компонентов через конфи-
гурационный файл приложения pom.xml в виде следующего кода:
     <dependency>
        <groupId>com.rabbitmq.jms</groupId>
        <artifactId>rabbitmq-jms</artifactId>
        <version>2.2.0</version>
     </dependency>

Далее осуществяется конфигурация посредством Java классов приложения. В данной си-
стем используется Spring Framework. Следовательно, потребуется интегрировать классы 
RabbitMQ ConnectionFactory и JmsTemplate в специальном файле, который обозначен аннота-
цией @Configuration:
    @Bean
    public ConnectionFactory jmsConnectionFactory() {
        RMQConnectionFactory connectionFactory = new RMQConnectionFactory();
        connectionFactory.setUsername(username);
        connectionFactory.setPassword(password);
        connectionFactory.setVirtualHost(virtualhost);
        connectionFactory.setHost(host);
        connectionFactory.setPort(port);
        return connectionFactory;
    }
    @Bean
    public JmsTemplate jmsTemplate() {
        JmsTemplate jmsTemplate = new JmsTemplate();
        jmsTemplate.setReceiveTimeout(receiveTimeout);
        jmsTemplate.setConnectionFactory(jmsConnectionFactory());
        return jmsTemplate;
    }

Рис. 1. Схема взаимодействия компонентов
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Аннотацией @Bean обозначается тип, который войдет в контекст приложения и будет ис-
пользоваться без явной инициализации объекта.

Сам сервис работы с брокером выглядит следующим образом:
    @Autowired
    private final JmsTemplate jmsTemplate;
    @Autowired
    private final ObjectMapper objectMapper;

    public void sendMessage(@NonNull String queueName, ParkingRequest request) throws 
JsonProcessingException {
        jmsTemplate.convertAndSend(QUEUE_PREFIX + queueName, toJson(request));
    }

    public Optional<ParkingRequest> receiveMessage(@NonNull String queueName) throws 
JsonProcessingException {
        Object message = jmsTemplate.receiveAndConvert(QUEUE_PREFIX + queueName);
        return message != null ? Optional.of(fromJson(message.toString())) : Optional.
empty();
    }

    private String toJson(ParkingRequest request) throws JsonProcessingException {
        return objectMapper.writeValueAsString(request);
    }

    private ParkingRequest fromJson(String json) throws JsonProcessingException {
        return objectMapper.readValue(json, ParkingRequest.class);
    }

Аннотация @Autowired позволяет контексту Spring инициализировать объект данного 
типа. 

Данный код демонстрирует методы отправки и получения сообщений с возможностью 
указать группу сообщения. Также работа с брокером подразумевает операции с объектом типа 
JSON. Тип данных ParkingRequest представляет само сообщение с тегом текущей стадии обра-
ботки, а также хранится в таком виде в базе данных.

2.2. Реализация процедуры ожидания ответа

После отправки сообщения, пользователь с ролью отправителя ожидает ответ неопреде-
ленное количество времени. Для реализации процедуры ожидания используется механизм 
long pooling. Это означает, что клиент приложения с определенными большими промежут-
ками запрашивает данные у сервера. На самом сервере процедура реализована следующим 
образом:
public ParkingRequestDto getCompletedRequest(@PathVariable Long portId) {
        ParkingRequest parkingRequest = null;
        for (int i = 0; i < spacePortProperties.getPilotAttempts(); i++) {
            parkingRequest = parkingService.getLastParkingRequest(portId,       
getAuthorisedUser());
            if (parkingRequest.getStatus() != RequestStatus.WAITING_FOR_APPROVAL) {
                return formatParkingRequest(parkingRequest);
            }
            try {
                Thread.sleep(spacePortProperties.getPilotTimeout());
            } catch (InterruptedException e) {
                log.warn(«error while waiting pilot request», e);
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                throw new PilotWaitException(e);
            }
        }
        return formatParkingRequest(parkingRequest);
    }

Данный код на постоянной основе определнного количество раз, регулируемое конфигу-
рацией, делает запрос в базу данных, ожидая получить сообщение с тегом «WAITING_FOR_
APPROVAL». Если сообщение найдено, приложение отправляет пользователю уведомление о 
том, что сообщение обрабатывается и запускает цикл заново. Далее работа с сообщением за-
висит от обработчика и передается базой данных. 

Данный механизм позволяет создать ожидание получения сообщения из очереди обработ-
чиком с точки зремя отправителя.

Заключение

В ходе работы рассмотрен пример решения задачи реализации очереди на основе брокера 
сообщений RabbitMQ и мехнизма long pooling.
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действия врачей и пациентов. В данной статье рассмотрены основные этапы разработки 
мобильного приложения, проведен анализ функциональности существующих решений, 
сформированы требования к проектируемой системе, описаны модели данных, с приме-
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Введение

В современном мире многие людям часто требуется медицинская помощь. Но, к сожале-
нию, часто людям не хватает времени озаботиться своим здоровьем и получить консульта-
цию врача. Ситуация осложняется тем, что консультация врача может понадобиться вдали от 
больших городов, где своевременный визит в клинику не представляется возможным.

С развитием сети интернет стало возможным получить онлайн-консультацию врача из 
любого места. Такие приемы стали распространенными благодаря удобству и возможности 
самостоятельно выбрать специалиста. Службы медицинского удаленного консультирования, 
как правило, работают круглосуточно, и любой человек имеет возможность обратиться в та-
кую службу и получить совет. Эти консультации, обычно, проводятся онлайн, на специальных 
интернет-сайтах, где пациент и врач могут общаться посредством различных технологий. 

Онлайн медицина позволяет пациенту существенно сократить время получения консуль-
тации, избежать необходимости обязательного похода в медучреждение, избежать очередей и 
т. д., а также даёт возможность получить квалифицированную медицинскую помощь удален-
но и не заниматься самолечением.

1. Условие задачи

Разработать систему для взаимодействия докторов и пациентов, предоставляющее следу-
ющие возможности:

• добавление и просмотр карты;
• ввод и модификация личных данных пользователя;
• возможность поиска ветеринаров определенной специализации;
• возможность переписки владельцев животных и ветеринаров;
• доступ к карте пациента для врача;
•	 поиск ближайших клиник. 
Управление доступом должно осуществляться с помощью механизма разделения ролей. 

При регистрации пользователь выбирает роль (врач или пациент), которая определяет его 
возможности при взаимодействии с приложением. Функциональность, связанная с поиском 
врачей и отслеживанием животных, доступна пользователю с ролью «Пациент». Функцио-
нальность, связанная с обменом сообщениями, доступна всем пользователям.
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Поиск мест подразумевает задание текущего местоположения пользователя с указанием 
страны и города. Такая функциональность необходима, чтобы предоставить пользователю ин-
формацию о ближайших больницах.

Для разрабатываемой системы используется модель Backend-as-a-service. Это подразуме-
вает, что мобильное приложение может быть связано с серверным облачным хранилищем и 
API, выставляемыми серверными приложениями. Система предоставляет такие функции, как 
управление пользователями, извещающие уведомления, хранение данных.

Данная архитектура имеет следующие преимущества: 
• возможность независимого хранения данных;
• предоставление готовых функциональных шаблонов;
• автоматическая масштабируемость системы;
• обеспечение последовательного управления внутренними данными.
Таким образом, используются готовые шаблоны, которые формируют необходимую функ-

циональность.
Сервис аутентификации необходим для осуществления процесса проверки подлинности 

пользователя, осуществляющего вход в систему. Также, сервис позволяет управлять пользова-
телями, оставлять пользователя авторизованным в системе.

В качестве базы данных приложения выбрана нереляционная СУБД, которая хранит дан-
ные в формате Json. Она оптимизирована для приложений, которые нуждаются в низкой за-
держке и гибких моделях данных.

Хранилище медиа файлов обеспечивает загрузку и хранение файлов. Возможно, исполь-
зовать его для хранения изображений, аудио, видео или другого пользовательского контента.

Картографический сервис используется для отображения бизнес-данных поверх листов 
базовой карты. Сервис представляет собой карту и спутниковые снимки планеты Земля. Так-
же необходимо использовать систему различных объектов, находящихся в окрестностях за-
данной точки и их отображение в пределах одного города.

Логика системы реализуется в мобильном приложении. Оно осуществляет связь между 
сервисами хранения информации.

2. Реализация

Структура приложения представлена на схеме компонентов (рис. 2).
Для управления пользователями, а также хранения данных используется Firebase (система 

Backend-as-service). Вместе с хранилищем Firebase также предоставляет пользовательскую ау-
тентификацию, и поэтому все данные передаются через защищенное соединение SSL.

Firebase Authentication используется для регистрации и хранения пользователей автори-
зованными в системе. Регистрация осуществляется через адрес электронной почты и пароль. 
Каждому пользователю присваивается индивидуальный идентификационный номер.

Рис. 1. Схема компонентов приложения
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Для хранения данных пользователей используется NoSql система Firebase Realtime Data-
base. Данные хранятся в формате Json. Данная система позволяет обновлять данные на сторо-
не мобильного приложения, как только они обновляются на сервере.

Firebase Storage позволяет организовывать загрузку и хранение файлов. Возможно хране-
ние изображений, аудио, видео или другого пользовательского контента. Хранилище Firebase 
поддерживается облачным хранилищем Google, мощным, простым и экономичным средством 
хранения объектов.

Связь с картографическим сервисом реализуется с помощью Google Maps API и Google 
Places API. Данные берутся из базы данных Google. API данных сервисов позволяет произ-
водить просмотр карты, определение местоположения пользователя, поиск мест и получение 
подробной информации о месте. Для полноценной работы нужно получить ключ приложе-
ния. С помощью уникального ключа компания Google может отслеживать приложения рабо-
тающие с сервисом API и в случае надобности связаться с владельцем приложения.

Заключение

В ходе работы спроектирована система для предоставления медицинских консультаций в 
режиме онлайн.
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Аннотация. Данная работа посвящена обзору и сравнительному анализу существующих 
систем для распределенной потоковой обработки данных. В этой статье описаны клю-
чевые характеристики для сравнения существующих решений, проанализированы плат-
формы: Apache Spark, Apache Storm, Apache Kafka Streams, Apache Flink. В качестве при-
мера рассмотрен проект с необходимостью в такой системе, определены требования для 
нее. В результате выбрана оптимальная система, подходящая под описанные требования 
по большему числу характеристик.
Ключевые слова: веб-технологии, распределенная потоковая обработка данных, Apache 
Spark, Apache Storm, Apache Kafka Streams, Apache Flink.

Введение

В настоящее время сложно представить себе жизнь без информации, она окружает нас 
повсюду. И количество информации, данных, необходимых для обработки той или иной си-
стемой, только увеличивается. Кроме того, все чаще возникает необходимость обрабатывать 
эти данные в режиме реального времени (например, для более быстрого реагирования на раз-
личные ситуации). Обычно это обусловлено следующими причинами: 

– огромные объемы данных, которые негде хранить;
– большое количеством различных источников, откуда эти данные приходят;
– неоднородность данных.
В качестве решения используются системы для потоковой обработки данных (streaming 

systems). Но, поскольку таких систем на сегодняшний день существует большое количество, 
необходимо выбирать среди них.

Для итогового анализа и выбора подходящей системы среди существующих решений, 
было бы удобнее определить список требований к такой системе и выбрать характеристики 
для систем потоковой обработки данных, по которым такие системы можно будет сравнивать. 
В данной работе проанализированы несколько существующих решений по выбранным харак-
теристикам и выбрана оптимальная система для потоковой обработки данных.

1. Определение и виды систем обработки данных

Для того, чтобы анализировать и сравнивать системы потоковой обработки данных, необ-
ходимо сначала разобраться, что это такое и какие вообще системы обработки данных суще-
ствуют.

На данный момент используются различные подходы к обработке данных, среди них са-
мые популярные:

– пакетный;
– потоковый.
Давайте разберем каждый из них по отдельности.
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1.1. Пакетная обработка данных

Пакетная обработка данных – это одновременная обработка большого объема информа-
ции, эффективный способ обработки больших объемов данных, которые собираются за опре-
деленный период времени.

При пакетной обработке массив информации, которая имеет какое-либо сходство по смыс-
лу или формату, помещается в контейнер, а потом над информацией выполняется некоторое 
действие. К примеру, вносятся изменения, или выбираются необходимые файлы по заданным 
характеристикам. При этом выбранное действие всегда применяется сразу ко всем записям, 
файлам или байтам, находящимся в пакете. 

Пакетная обработка данных используется, когда вся информация уже собрана в одном 
хранилище, например, для аналитики или визуализации данных. Примером системы для па-
кетной обработки данных, собранных в процессе работы проекта, – Apache Hadoop и его ме-
ханизм обработки MapReduce. Он может работать с большими объемами данных и использу-
ется, когда системе не нужно работать в режиме реального времени.

1.2. Потоковая обработка данных

Потоковая обработка – это процесс, позволяющий практически мгновенно анализировать 
данные, передаваемые с одного устройства на другое. Этот процесс непрерывных вычисле-
ний выполняется, когда данные поступают в режиме реального времени, в формате потока, 
генерируются непрерывно. Благодаря постоянному обновлению информации, от системы не 
требуется хранение больших объемов данных, как в случае с пакетной обработкой.

Потоковая обработка очень полезна, если события, которые необходимо отслеживать, про-
исходят часто и близко друг к другу по времени. Также ее следует использовать, если событие 
необходимо немедленно обнаружить и быстро отреагировать. Потоковая обработка использу-
ется для различных задач, таких как: 

– мониторинг данных пациентов;
– обнаружение мошенничества;
– привлечение потенциальных клиентов;
– динамическое образование цен, исходя из ситуации на рынке.
Например, потоковая обработка полезна для таких задач, как обнаружение мошенниче-

ства тем, что, если данные транзакции обрабатываются в потоке, мошеннические транзакции 
могут быть обнаружены и остановлены еще до их завершения.

2. Обзор существующих решений для потоковой обработки данных

В качестве существующих решений рассмотрим следующие системы:
– Apache Spark (библиотека Spark Streaming);
– Apache Storm;
– Apache Kafka Streams;
– Apache Flink.
Эти системы были выбраны для сравнения ввиду их популярности, схожести задач, кото-

рые они решают, и сфер, в которых они используются.

2.1. Обзор платформы Apache Spark

Apache Spark – это платформа с открытым исходным кодом для распределённой пакетной 
и потоковой обработки неструктурированных и слабоструктурированных данных, входящий 
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в экосистему проектов Hadoop. Apache Spark поддерживает несколько популярных распреде-
лённых систем хранения данных (OpenStack Swift, Cassandra, Amazon S3) и языков программи-
рования (Java, Python), предоставляя для них API-интерфейсы.

Необходимо также отметить, что Spark Streaming (библиотека платформы Apache Spark) 
не обрабатывает потоки целиком. Вместо этого реализуется микро-пакетный подход (micro-
batch), когда поток данных разбивается на небольшие пакеты временных интервалов. Абстрак-
ция Spark для потока называется DStream (discretized stream, дискретизированный поток) и 
представляет собой микро-пакет, содержащий несколько отказоустойчивых распределенных 
наборов данных.

2.2. Обзор платформы Apache Storm

Apache Storm, созданный компанией Twitter, представляет собой распределенную сеть с от-
крытым исходным кодом, которая обрабатывает большие объемы данных из различных источ-
ников. Встроенные инструменты анализируют эти данные и обновляют результаты в пользо-
вательском интерфейсе или в любом другом назначенном месте, не сохраняя никаких данных.

Apache Storm выполняет обработку неограниченных фрагментов данных в реальном вре-
мени, аналогично шаблону обработки пакетов данных в Hadoop. Также Apache Storm поддер-
живает язык описания Apache Thrift, благодаря которому с ним возможно работать через поч-
ти любой язык программирования. 

2.3. Обзор клиентской библиотеки Apache Kafka Streams

Kafka Streams – это клиентская библиотека для создания приложений и микросервисов, 
где входные и выходные данные хранятся в кластерах платформы Kafka. В качестве входно-
го источника данных выступает сама платформа Kafka. Она обладает всеми преимуществами 
платформы, такими как масштабируемость, надежность и минимальная задержка.

При этом следует отметить, что Kafka Stream зависит от платформы Kafka (в качестве вну-
треннего уровня обмена сообщениями) и поддерживает JVM языки (такие, как Java и Scala).

2.4. Обзор платформы Apache Flink

Apache Flink – это распределенная отказоустойчивая платформа обработки информации с 
открытым исходным кодом. Входные данные каждого потока берутся с одного или нескольких 
источников, отправляясь в один или несколько приемников (к примеру, в очередь сообще-
ний или базу данных). В потоке может быть выполнено произвольное число преобразований. 
Кроме того, эти потоки могут быть организованы как ориентированный ациклический граф, 
позволяющий приложению распределять и объединять потоки данных. 

Помимо потоковой обработки в рамках DataStream API, в Apache Flink также существует 
возможность работы с пакетами данных с помощью DataSet API. Также, подобно другой плат-
форме потоковой обработки данных, Apache Spark, которая рассматривалась ранее, Apache 
Flink содержит оптимизатор и библиотеки для машинного обучения, аналитических графиков 
и реляционной обработки данных.

3. Сравнение существующих систем и выбор оптимального решения

Для того, чтобы сравнить рассмотренные ранее системы и выбрать наиболее подходящую, 
необходимо определить набор ключевых характеристик для сравнения и сформулировать 
требования для подходящей нам системы.
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Для нашей системы необходима поддержка кластерной архитектуры, с потоковой обработ-
кой данных. Кроме того, в качестве источника данных планируется использовать стороннюю 
систему RabbitMQ и взаимодействовать планируется с использованием языка программиро-
вания Java.

Теперь определим характеристики для сравнения существующих систем обработки дан-
ных:

– Подход к обработке данных – взаимодействие с потоками непрерывно поступающей ин-
формации или микро-пакетный принцип (micro-batch), когда поток данных представляется в 
виде серии очень маленьких пакетов.

– Кластерная архитектура – поддерживается потоковая обработка данных, хранящихся на 
разных физических и виртуальных узлах одного или нескольких кластеров.

– Задержка – максимальная задержка при обработке данных.
– Семантика доставки сообщений – существуют несколько видов доставки сообщений:

• сообщения приходят только один раз, но при этом могут быть потеряны (at most once);
• сообщения никогда не будут потеряны, но возможно будут доставлены более одного 

раза (at least once);
• сообщения приходят всегда и без дублирования, то есть только один раз (exactly once).

– Инструменты отказоустойчивости – поддерживаемые механизмы, которые позволяют 
восстановить данные в случае сбоя.

– Поддерживаемые языки – языки программирования, на которых разработчик может вза-
имодействовать с данной системой.

– Источники данных – на какие источники данных ориентирована система.
– Управление состоянием – сохранение состояний распределенной системы позволяет рабо-

тать с сессиями клиент-серверных приложений, что может быть критично в некоторых случаях.
Результаты сравнения рассмотренных систем для обработки данных по сформулирован-

ным выше характеристикам показаны в табл. 1.
Таблица 1

Сравнение систем обработки данных

Apache Spark Apache Storm Apache Kafka 
Streams Apache Flink

Подход к обработке 
данных

микро- 
пакетный

потоковый потоковый потоковый 
и пакетный

Кластерная архитектура + + + +
Задержка высокая (>1с) низкая (<1мс) низкая (<1мс) низкая (<1мс)
Семантика доставки 
сообщений

exactly once at-least-once exactly once exactly once

Инструменты 
отказоустойчивости

Механизм 
контрольных 

точек

Автоматический 
перезапуск 

фоновых задач

Механизм 
транзакционности 

сообщений

Механизм 
контрольных 

точек
Поддерживаемые языки Java, Scala, 

Python
Почти любые JVM языки (Java, 

Scala)
Java, Scala

Источники данных Apache Kafka, 
OpenStack 

Swift, 
Cassandra, 
Amazon S3

Apache 
Kafka, HBase, 

Cassandra, 
RabbitMQ

Apache Kafka Apache Kafka, 
Cassandra, 

HBase, 
Google Cloud 

Platform
Управление состоянием + - + +

Для нашей системы по требуемым параметрам больше всего подходит Apache Storm.



906

Заключение

В данной статье были рассмотрены различные существующие системы для распределенной 
потоковой обработки данных. Основная проблема заключалась в разнообразии этих систем, 
лучше показывающих себя при решении той или иной задачи. Также был определен набор ха-
рактеристик, наиболее важных при выборе существующего решения и проведен сравнитель-
ный анализ следующих систем:

– Apache Spark (библиотека Spark Streaming);
– Apach Storm;
– Apache Kafka Streams;
– Apache Flink.
В результате проведенного сравнения было решено использовать Apache Storm, поскольку 

это решение подходило по большинству параметров (кластерная архитектура, потоковая об-
работка данных, RabbitMQ в качестве источника данных и Java в качестве языка программи-
рования).
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Аннотация. Работа посвящена проектированию и разработке веб-приложения для соци-
ального взаимодействия между людьми с помощью виртуальных подарков. В ходе работы 
рассмотрены основные этапы разработки, сформированы требования к проектируемой 
системе, описаны модели данных, структура и основные функции системы. Рассмотрены 
основные компоненты приложения и интеграция между ними. Данное приложение было 
создано с помощью языка программирования С# и СУБД SQL Server.
Ключевые слова: выбор подарка, REST, диаграмма вариантов использования, JQuery, 
бронирование подарков, оценивание подарков, ASP.NET Core, создание желаний, желае-
мые подарки, веб-приложение.

Введение

Очень часто возникает проблема выбора подарка человеку. Даже очень давно знакомый 
человек для нас может стать загадкой: что ему хочется, о чем он мечтает. Особенно бывает 
обидно, когда подарок не понравился или не используется, потому что не нужен.

Иногда на помощь приходят сервисы по подбору подарка, где за вас предлагают различные 
подарочные набора для определённой группы лиц. В то же самое время все хотят внимания 
и хотят подарков. Однако говорить об этом в слух не хочется или неудобно. При этом бывает 
приятно тому, кто дарит, что подарок очень понравился.

Актуальность данной работы обусловлена необходимостью веб-приложения для социаль-
ного взаимодействия между людьми с помощью информации о подарках, которые возможно 
самостоятельно создавать и редактировать, а также оставлять комментарии к ним, оценивать 
и бронировать их. Именно этой особенности не хватает в существующих веб-приложениях.

1. Постановка задачи

Разработать веб-приложение, позволяющее зарегистрированным пользователям публико-
вать информацию о желаемых подарках, а их подписчикам получать эту информацию. Прило-
жение должно предоставлять следующие возможности:

• удобная регистрация пользователя;
• наличие страницы пользователя с описанием и возможностью редактирования профиля;
• взаимная подписка пользователей;
• поиск пользователей;
• создание, редактирование и публикация информации о подарках;
• бронирование, изменение, оценивание и комментирование подарков.
Веб-приложение должно состоять из страниц, связанных между собой ссылками или 

HTML-кнопками.

2. Анализ функциональности приложения

Для решения данной задачи необходимо определить способы взаимодействия с другими 
пользователями, варианты переходов и функции. В приложении прежде чем начать создавать 
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свои желания пользователь должен либо зарегистрироваться, либо войти в систему, при усло-
вии, что он прошел этап регистрации. При этом неавторизованный пользователь не должен 
видеть информацию о других пользователях. 

Диаграмма вариантов использования для пользователя, не прошедшего этап аутентифика-
ции изображена на рис. 1.

После входа в систему пользователю доспупна вся функциональность приложения, диа-
граммы вариантов использования авторизовавшегося пользователя представлены на рис. 2–5.

Рис. 1. Диаграмма вариантов использования для неавторизованного пользователя

Рис. 2. Диаграмма вариантов использования создания, редактирования и удаления подарка

Рис. 3. Диаграмма вариантов использования бронирования подарка
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3. Средства реализации

При реализации поставленной задачи были использованы следующие программные средства:
• интерактивная среда разработки – Microsoft Visual Studio 2019 [6];
• язык программирования – C#;
• фреймворк – ASP.NET Core [7];
• СУБД – MS SQL Server [8];
• программа для проектирования баз данных – Erwin Data Modeler.
Общение с сервером происходит посредством REST API по протоколу HTTP запросами и 

ответами в формате JSON, для обработки запросов также используется технология AJAX. 

4. Реализация
4.1. Общая схема приложения

Для обмена информации между страницей и сервером используется REST API и AJAX для 
обновления небольшого количества информации без перезагрузки страниц. Для задания сти-
лей используется СSS библиотека Bootstrap 4.

Структуру приложения можно разбить на 3 основные части:
• HTTP сервер;
• Отображение содержимого: JQuery, CHTML;
• Обработка запросов со страниц и работа с БД: ASP.NET Core.  
Общая схема приложения представлена на рис. 6.

Рис. 4. Диаграмма вариантов использования подписки на другого пользователя и ее отмены

Рис. 5. Диаграмма вариантов использования добавления комментария
к подарку и его удаления
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4.2. Реализованные классы

В соответствии с выбранной архитектурой приложения, структуры классов можно разде-
лить на 3 составляющие:

• классы контроллеров обработки запросов;
• классы отображения страниц;
• классы для работы с БД.
Контроллеры обрабатывают запросы, поступающие от приложения, обращаются через 

классы БД для работы с информацией и формируют страницы для отображения в браузере. 
Классы для работы с БД создают удобный объектно-ориентированный интерфейс для созда-
ния запросов базу данных. Также при первом запуске сервера из JSON файла список городов 
и стран переносится в базу данных, чтобы использовать объектно-ориентированный интер-
фейс для всех типов данных.

Заключение

Результатом работы является веб-приложение для создания желаний, которое помогает 
пользователям сделать подарки другим людям.

В дальнейшем данное приложение может быть расширено в приложение для мобильных 
систем Android и IOS. При этом не нужно будет изменять сервер приложения, обращение к 
которому сохранит свой интерфейс. Таким образом создается отличная база для других про-
ектов с подобной задачей.

Рис. 6. Схема приложения
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Аннотация. Работа посвящена проектированию и реализации веб-приложения, пред-
назначенное для паспортизации атмосферных загрязнений предприятиями. Подробно 
рассмотрены этапы проектирования и реализации разрабатываемого веб-приложения, 
определена и разработана система табличных структур базы данных. Данное веб-при-
ложение было создано на базе фреймворков ASP.NET Core [1], VueJS [2]. При разработ-
ке был использован паттерн проектирования Model-View-Controller (MVC) [3], а также 
было произведено функциональное тестирование.
Ключевые слова: экология, паспортизация отходов, CM-система, веб-приложение, авто-
матизация отчетов, промышленный выброс, экологический контроль, MVC, REST, C#.

Введение

В наше время достаточно много внимания уделяется различным экологическим пробле-
мам и способам их решения. Одной из наиболее актуальных и остро стоящих проблем на се-
годняшний день является проблема загрязнения окружающего воздуха. Ни для кого не секрет, 
что современные предприятия выбрасывают в атмосферу огромное количество вредных ве-
ществ, влияющих на качество воздуха, которым мы дышим.

Экологический контроль – одна из эффективных мер по улучшению качества окружаю-
щей среды. Экологический контроль направлен на предотвращение, выявление и пресечение 
нарушения законодательства в области охраны окружающей среды, обеспечение соблюдения 
промышленными предприятиями требований, в том числе стандартов и нормативных доку-
ментов, в области охраны окружающей среды.

В экологический контроль входит проведение исследования предельно-допустимых вы-
бросов (ПДВ).

ПДВ – норматив предельно допустимого выброса вредного (загрязняющего) вещества в 
атмосферный воздух, который устанавливается для стационарного источника загрязнения 
атмосферного воздуха с учетом технических нормативов выбросов и фонового загрязнения 
атмосферного воздуха как максимальный выброс (данного источника), не приводящий к на-
рушению гигиенических и экологических нормативов качества атмосферного воздуха, пре-
дельно допустимых (критических) нагрузок на экологические системы, других национальных 
экологических нормативов.

Основным методом анализа воздуха является инструментальный замер непосредственно-
го загрязнения с вычислением объемов вредного воздуха и дальнейшее лабораторное исследо-
вание его химического состава.

1. Функциональность приложения

В результате анализа были выявлены необходимые функциональные требования к прило-
жению:

• авторизация сотрудников;
• создание учетных записей администратором;
• хранение данных о веществах;
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• хранение данных о приборах;
• хранение данных о методиках (типах приборов);
• хранение данных о предприятиях;
• хранение таблиц со значениями;
• хранение журналов выезда лаборатории на предприятие;
• удаление, редактирование, создание записей;
• выгрузка отчетов в формате docx-файл;
• фильтрация журналов на «Главной» странице по следующим полям:
• номер протокола;
• дата заключения договора с предприятием;
• дата отбора на предприятии;
• сотрудник ответственный за расчет;
• фильтрация веществ на странице «Справочник веществ» по следующим полям:
• код вещества;
• наименование вещества;
• фильтрация приборов на странице «Справочник приборов» по следующим полям:
• инвентаризационный номер;
• дата покупки;
• дата списания;
• фильтрация типов приборов на странице «Виды приборов» по следующим полям:
• наименование;
• единица измерения;
• фильтрация сотрудников на странице «Управление аккаунтами» по следующим полям:
• код;
• фио;
• роль;
• филиал;
• добавление, редактирование и удаление учетных записей может осуществлять только ад-

министратор;
• фильтрация предприятий на странице «Справочник предприятий» по следующим полям:
• наименование краткое;
• наименование полное;
• ФИО руководителя;
• email.

2. Средства реализации

Для разработки и тестирования приложения выбраны следующие программные средства:
• язык программирования C# [4];
• фреймворк ASP.NET Core [5];
• фреймворк Entity Framework Core [6];
• СУБД MySQL;
• среда разработки Visual Studio 2019;
• система контроля версий Git [7].
Для реализации клиентской части будут использованы следующие технологии и программ-

ные средства:
• язык программирования JavaScript;
• фреймворк VueJS 2;
• стандартные средства разметки веб-страниц – HTML5 и CSS3;
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• фреймворк Bootstrap 5;
• библиотека jQuery 3.

3. Реализация

3.1. Общая схема приложения

Приложение состоит из двух основных частей:
• клиентская часть;
• серверная часть.
Общая схема работы приложения представлена на рис. 3.1.

3.2. Серверная часть

Взаимодействие с базой данных основано на работе фреймворка Entity Framework Core, 
предоставляющей средства для объектно-реляционного отображения [9] (рис. 3.2).

3.3. Клиентская часть

Работа клиентской части построена на фреймоврке VueJS, предоставляющий возможно-
сти для создания пользовательских интерфейсов. Фреймворк в первую очередь решает задачи 
уровня представления (view), что упрощает интеграцию с другими библиотеками.

Взаимодействие с сервером происходит при помощи AJAX-запросов, которые реализова-
ны при помощи библиотеки axios

Работа клиентской части завязана на компонентах VueJS, жизненный цикл компонента 
представлен на рис. 3.3.

4. Интерфейс пользователя

Интерфейс пользователя включает в себя экран «Источники загрязнений» (рис. 4.1), а так-
же форму добавления/редактирования источника загрязнения (рис 4.2).

Особенность заполнения формы в том, что расчет площади (S, м²) производится автома-
тически, на основе вводимых данных. Площадь рассчитывается в зависимости от условия на 
рис 4.3.

 
Заключение

В результате работы было разработано, протестировано и внедрено в продуктивную среду 
приложение для паспортизации атмосферных загрязнений предприятиями.

Рис. 3.1. Общая схема работы приложения
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Рис. 3.2. Физическая модель данных
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Рис. 3.3. Жизненный цикл компонента
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Рис. 4.1. Экран «Источники загрязнений»

Рис. 4.2 Форма добавления/редактирования источника загрязнения

Рис 4.3. Схема расчета площади
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Южно-Российский государственный политехнический университет (НПИ) им. М. И. Платова

А. П. Корчагина

Аннотация. В статье рассмотрена актуальность применения систем управления событи-
ями информационной безопасностью, а также проблема подключения к данным систе-
мам разнотипных средств и систем защиты. В качестве возможного решения представлен 
алгоритм действий, необходимых для создания программного обеспечения по их сопря-
жению.
Ключевые слова: система управления событиями информационной безопасностью, под-
ключение разнотипных средств, журналы событий, формат syslog, алгоритм.

Безопасность информации является крайне важным аспектом функционирования как го-
сударственных, так и коммерческих организаций. Ее защита становится неотъемлемой частью 
функционирования информационных систем, так как в случае несанкционированного досту-
па и (или) утечки информации по техническим каналам может быть нанесен ущерб конфиден-
циальности, целостности и доступности. 

Для обеспечения качественного выполнения этой задачи система защиты информации 
должна быть непрерывной и комплексной. Это обстоятельство требует включения различных 
средств и комплексов, которые, действуя в совокупности, смогут осуществить наиболее пол-
ную защиту.

Следует отметить, что каждый компонент комплексной системы защиты информации вы-
полняет строго определенные функции, в то время как специалист по безопасности должен 
оперативно и в полном объеме получать сведения об их состоянии, анализировать их харак-
теристики и принимать своевременные и оптимальные решения по поддержании их в требу-
емом состоянии. 

Иными словами, для обеспечения комплексной защиты необходимы не только разнотип-
ные средства, позволяющие осуществить организационные, технические и иные меры защи-
ты, но также и система, способная их интегрировать и обеспечить мониторинг событий ин-
формационной безопасности для поддержки принятия управленческих решений. 

Впервые понятие «управление событиями информационной безопасности (SIEM, Security 
information and event management)» было введено в 2005 году Марком Николеттом и Амритом 
Вильямсом из компании Gartner [1]. Последующие исследования привели к разработке и ак-
тивному использованию систем управления событиями информационной безопасности. Это 
позволило обеспечить анализ событий безопасности в режиме реального времени.

Совершенствование систем управления событиями информационной безопасности требу-
ет решения следующих задач:

1. Объединение и хранение журналов событий от различных источников [4]. Например, 
сетевых устройств, приложений, журналов ОС, средств защиты. Это позволяет специалистам 
в области информационной безопасности оперативно просматривать все события и отчеты 
по ним. Тем самым минимизируется время поиска необходимой информации и ускоряется 
процесс принятия решения. 

2. Предоставление инструментов анализа событий и разбора инцидентов. Как правило, не-
которые классы систем управления событиями информационной безопасности унифицируют 
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события и делают их более информативными и удобными для восприятия. Интерфейс систе-
мы визуализирует важные информационные события.

3. Корреляция событий и их обработка по установленным правилам. Одно событие не дает 
полной информации об инциденте, но даже в таком случае в SIEM-системе представлены пра-
вила обработки, которые содержат набор условий, способы обработки поступающей инфор-
мации и сообщения о детализации инцидента.

4. Автоматическое оповещение и возможность осуществлять управление инцидентами 
подразумевает под собой наличие своевременного оповещения о произошедшем событии. 

Основными источниками исходных данных для системы управления событиями инфор-
мационной безопасности являются записи журналов событий безопасности, также называ-
емые логами [5]. Они отражают действия пользователей и программ, которые могут оказать 
влияние на безопасность. Из общего множества событий находятся и выделяются только та-
кие, которые свидетельствуют об атаках или иных деструктивных действиях. 

В процессе защиты информации SIEM-системы является универсальными и востребован-
ными объектами, но для того, чтобы возложенные на них задачи успешно решались, необхо-
димы достоверные источники и соответствующие правила корреляции событий. В этом слу-
чае любое событие будет адекватно проанализировано и идентифицировано.

Как и любая система защиты информации, система управления событиями информацион-
ной безопасности имеет специфические достоинства и недостатки.

Среди очевидных плюсов эксплуатации SIEM-системы следует назвать следующие: выяв-
ление сетевых атак, вирусных заражений, попытки несанкционированного доступа к конфи-
денциальной информации, ошибок, сбоев и т.д.; активное развитие и разнообразие продукта 
на рынке.

Любое приложение, сервер или база данных, ведут один или несколько журналов событий 
[3]. Средства и системы используют различные правила ведения логов, исходя из чего, возни-
кает проблема сопряжения системы управления событиями информационной безопасности 
с разнородными средствами. Иными словами, не все средства и системы могут подключать-
ся к SIEM-системам автоматически. Для некоторых из них, при условии того, что они несут 
важный информационный сигнал о состоянии безопасности системы, необходимо создание 
специализированного ПО. 

В настоящее время данная проблема является крайне актуальной, так как применение ин-
формационных систем в жизнедеятельности компаний активно растет, тем самым увеличива-
ется количество возможных уязвимостей сети, через которые могут быть совершены атаки на 
информационные ресурсы.

Ее решением может стать создание ПО, направленного на преобразование информации, 
содержащейся в журналах событий в вид, доступный для анализа системой управления собы-
тиями информационной безопасности. Для этого необходимо, чтобы программное обеспече-
ние выполняло следующие функции:

• определяло, является ли тип анализируемого лога текстом;
• преобразовывало данные в формат syslog;
• разделяло лог на базовые элементы;
• экспортировало данные в SIEM-систему.
Работу алгоритма можно представить в виде следующей блок-схемы (рис. 1). На началь-

ном этапе необходимо выбрать файл, который будет преобразован в формат syslog. Если файл 
является текстовым, то необходимо осуществить разделение данных и преобразовать его в 
требуемый формат. Если файл не является текстовым, то его необходимо сначала преобра-
зовать. На следующем этапе выявляются элементы набора и затем выбирается текущий лог, 
выполняется проверка возможности его разделения на базовые элементы. 
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Если лог не может быть разделён на базовые элементы, то выполняется полная обработка. 
Если может, то сначала выполняется его разделение, а затем – обработка частей. Когда все 
фрагменты обработаны, производится экспорт данных в систему управления событиями ин-
формационной безопасности. 

Рис. 1. Алгоритм работы программы сопряжения лога
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Для быстрого поиска необходимой информации в текстовом файле можно применить рас-
пределенные системы индексирования, например, такие как ElasticSearch.

Для анализа информации можно применить Apache HBase, обеспечивающий упорядочива-
ние и агрегацию (суммирование) больших массивов данных. Стоит отметить, что при увели-
чении объемов и количества логов такие системы перестают справляться с задачей быстрой 
агрегации. В этих случаях наилучшим решением будет применение систем, использующих па-
раллельную обработку данных, например, таких как Apache Hadoop. При этом существенным 
недостатком последнего является то, что он не обеспечивает доступ к чтению и записи в ре-
жиме реального времени. 

Результатом подключения разнотипных средств и систем к системе управления событиями 
информационной безопасности станет не только увеличение выявляемости событий инфор-
мационной безопасности, но и уменьшение времени, необходимого на соответствующее реа-
гирование, улучшение качества расследований по произошедшим событиям и возможность 
их анализа как в режиме реального времени, так и в выбранном временном промежутке.
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Аннотация. Статья посвящена разработке программного обеспечения для студенческо-
го совета факультета ПММ. В данной статье рассматривается проблема работы студен-
ческих объединений университета в сложной эпидемиологической обстановке, ее про-
граммное ре-шение. Программное обеспечение в дальнейшем можно будет использовать 
в отделе по вос-питательной работе ВГУ для развития у студентов креативного и крити-
ческого мышления. Оно положительно повлияет на развитие студенческого самоуправ-
ления, которому нужна поддержка в тяжелое время, связанное с COVID-19.
Ключевые слова: факультет прикладной математики, информатики и механики, веб-раз-
работка, Воронежский государственный университет, интеллектуальные викторины, 
COVID-19, MVC, ASP.NET MVC 5, .NET Framework, Entity Framework, контроллеры, сту-
денческий совет, студенческое объединение.

Введение

К сожалению 2021 не стал годом, когда мы снова смогли бы вернуться к допандемийному 
ритму жизни, навсегда забыть про маски и проводить мероприятия, собрания и лекции в оч-
ном формате. Многие стали привыкать и практически смогли адаптироваться к новым усло-
виям. В связи с этим, очень сильный скачок получила отрасль информационных технологий, 
так как практически все процессы пришлось перенести в интернет, от развлечений до образо-
вательной и научной деятельности.

Студенческие объединения не стали исключением. Практически все организации универ-
ситета стали искать свою нишу в интернете, чтобы продолжить поддерживать свою работу не-
смотря на сложную эпидемиологическую обстановку в регионе, да и в стране. Большая часть в 
ускоренном формате начала развивать свои социальные сети, чтобы продолжать свою работу 
хотя бы с определенными ограничениями. Творческие объединения университета перевели 
свои концерты исключительно в видео формат, с последующей трансляцией их в своих со-
циальных сетях и видеохостингах, а студенты ПММ использовали современные технологии, 
чтобы сделать свой концерт наиболее интересным и разнообразным, добавив зрителям право 
выбора следующего сюжета.

Спортивная жизнь университета наиболее сильно пострадала от пандемии, так как в ре-
гионе практически полностью было запрещено организовывать соревнования и проводить 
тренировки. Организаторы спортивных событий, как в университете, так и в крупных всерос-
сийских организациях стали искать способы, которые могли бы дать возможность молодежи 
не забыть, что такое спорт и здоровый образ жизни. Для этого они использовали различные 
веб-приложения, которые помогали вести статистику, тем самым, добавляя соревнователь-
ный процесс в их тренировки.

Развитие различных викторин, интеллектуальных игр, квизов в период пандемии получи-
ло наибольшее развитие. Большой процент молодежи заинтересовался этим. Также и студен-
ты нашего факультета предложили свой вариант такого приложения [4-6]. Он еще не опробо-
вано в реальном времени, но уже прошло свою тестовую стадию. Планируется, что в начале 
следующего года оно станет доступным для всех студентов ВГУ.
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1. Проектирование диаграммы классов приложения

Диаграммы классов описывают системы, иллюстрируя атрибуты, операции и отношения 
между классами. Унифицированный язык моделирования (UML) называет их структурными 
диаграммами. Структурные диаграммы изображают элементы системы, которые не зависят от 
времени и передают понятия системы и то, как они связаны друг с другом. 

Диаграммы классов работают в соответствии с принципами объектно-ориентированного 
подхода. Он описывает, как объекты взаимодействуют друг с другом. Они дают возможность 
создавать модели с помощью UML, используя атрибуты, отношения, операции и пересечения. 
Диаграмма классов делает наглядными пути между классами в форме агрегатов и ассоциаций, 
а также путем передачи свойств и поведения между классами [1-2].

На рис. 1 продемонстрирована диаграмма классов для данного программного продукта.
На данной диаграмме продемонстрированы основные классы, которые являются базовы-

ми для всего программного продукта.

Рассмотрим некоторые из этих классов более подробно.

Класс Questions
В классе Questions имеются следующие атрибуты:
• QuestionsId, отвечает за первичный ключ в таблице Questions, которая была сгенерирова-

на при создании базы данных с помощью Entity Framework на MS SQL Server[2];
• QuestionsText предназначен для хранения формулировки вопроса;
• CorrectQuestions отвечает за то, что данный вопрос является корректным и может быть 

увиден всеми пользователями, если он имеет значение true, иначе false, и увидеть его может 
только администратор;

• CorrectAnswer предназначен для хранения правильного ответа;
• QuestionCategoriesId является вторичным ключом к таблице QuestionCategories. Данный 

атрибут используется Entity Framework для создания отношений между таблицами Questions 
и QuestionCategories;

Рис. 1. Диаграмма классов
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• QuestionCategories предназначен для получения информации о категории, к которой при-
надлежит данный вопрос, также его использует Entity Framework для создания отношений 
между таблицами Questions и QuestionCategories;

• CompQuestId является вторичным ключом к таблице ComplexityOfTheQuestions Данный 
атрибут используется Entity Framework для создания отношений между таблицами Questions 
и ComplexityOfTheQuestions;

• ComplexityOfTheQuestion предназначен для получения информации о сложности вопро-
са, к которой принадлежит данный вопрос, также его использует Entity Framework для созда-
ния отношений между таблицами Questions и ComplexityOfTheQuestions;

• QuestionCreatorId является вторичным ключом к таблице QuestionCreators Данный атри-
бут используется Entity Framework для создания отношений между таблицами Questions и 
QuestionCreators;

• QuestionCreator предназначен для получения информации о создателе данного вопроса, 
также его использует Entity Framework для создания отношений между таблицами Questions и 
QuestionCreators;

• QuestionPacks предназначен для хранения информации о всех пакетах, в которых нахо-
дится данный вопрос, также данный атрибут использует Entity Framework для создания отно-
шений между таблицами Questions и QuestionPacks.

Классификация вопросов
Для описания классификации вопроса используются следующие три класса:
• QuestionCreator, который хранит информацию о создателях вопросов;
• ComplexityOfTheQuestion, который хранит информацию о доступных уровнях сложности 

вопроса;
• QuestionCategories содержит информацию о доступных категориях вопросов.

Класс QuestionCreator
Класс QuestionCreator содержит следующие атрибуты:
• QuestionCreatorId является первичным ключом в таблице QuestionCreators, которая была 

сгенерирована при создании базы данных с помощью Entity Framework на MS SQL Server;
• NameQuestionCreator содержит логин автора вопроса;
• Questions предназначен для хранения информации о вопросах, создателем которых явля-

ется данный автор, также этот атрибут использует Entity Framework для создания отношений 
между таблицами Questions и QuestionCreators.

Класс Tournament
Класс Tournament используется для хранения информации о турнирах, которые прово-

дились на данной платформе, задействован при проведение заочного этапа. Каждый турнир 
содержит информацию о всех командах, которые приняли в нем участие, и пакете вопросов, 
который был задействован в конкретном турнире. Если турнир удаляется, то и вся информа-
ция о командах и их ответах также удаляется.

Рассмотрим атрибуты этого класса подробнее:
• TournamentId является первичным ключом в таблице Tournaments, которая была сгенери-

рована при создании базы данных с помощью Entity Framework на MS SQL Server;
• NameTournament хранит информацию о названии данного турнира;
• StartTournament содержит информацию о дате и времени начала турнира;
• EndTournament содержит информацию о дате и времени завершения турнира;
• QuestionsPackId является вторичным ключом к таблице QuestionPacks Данный атрибут 

используется Entity Framework для создания отношений между таблицами QuestionPacks и 
Tournaments;
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• QuestionPack предназначен для получения информации о пакете, который содержит дан-
ный турнир, также его использует Entity Framework для создания отношений между таблица-
ми QuestionPacks и Tournaments;

• Teams предназначен для хранения информации о командах, которые зарегистрировались 
на данный турнир, также этот атрибут использует Entity Framework для создания отношений 
между таблицами Teams и Tournaments.

Класс Team
Класс Team предназначен для того, чтобы хранить информацию о командах, которые заре-

гистрировались для участия в заочном этапе турнира по интеллектуальным играм. 
Атрибуты этого класса:
• TeamId является первичным ключом в таблице Teams, которая была сгенерирована при 

создании базы данных с помощью Entity Framework на MS SQL Server;
• NameTeam хранит информацию о названии команды, которая зарегистрировалась на 

турнир;
• UrlAdCaptain данный атрибут хранит ссылку на страницу капитана команды в какой-ли-

бо социальной сети;
• Password используется для прохождения аутентификации при входе в игру;
• Point хранит информацию о количестве баллов, которые получила команда после про-

хождения турнира;
• TournamentId является вторичным ключом к таблице Tournaments Данный атрибут ис-

пользуется Entity Framework для создания отношений между таблицами Teams и Tournaments;
• Tournament предназначен для получения информации о турнире, в котором принимает 

участие команда, также его использует Entity Framework для создания отношений между та-
блицами Teams и Tournaments;

• Answers предназначен для хранения информации о всех ответах команды на вопросы 
турнира, также этот атрибут использует Entity Framework для создания отношений между та-
блицами Answers и Teams.

Класс Answer
Класс Answer предназначен для хранения информации об ответах команды на вопросы 

турнира. Когда команда удаляется, все ее ответы также подлежат удалению.
Рассмотрим этот класс подробнее:
• AnswerId является первичным ключом в таблице Answers, которая была сгенерирована 

при создании базы данных с помощью Entity Framework на MS SQL Server;
• QuestionId хранит в себе индекс вопроса, на который получен ответ;
• AnswerText этот атрибут содержит ответ на вопрос, который имеет индекс QuestionId;
• TeamId является вторичным ключом к таблице Team Данный атрибут используется Entity 

Framework для создания отношений между таблицами Teams и Answers;
• Team предназначен для получения информации о команде, которая дала ответ на вопрос, 

также его использует Entity Framework для создания отношений между таблицами Teams и 
Answers.

Заключение

В результате работы за 2021 год, практически все структурные подразделения так или иначе 
перешли на новый формат работы, который предусматривает внедрение современных интер-
нет-технологий в жизнь своих сотрудников, обучающихся. Студенческий совет прикладной 
математики, информатики и механики не стал исключением, сейчас проводятся заключитель-
ные доработки приложения для его использования на широкую аудиторию. Также хотелось 



927

бы отметить, что аналогов подобного приложения не так уж и много, а имеющиеся версии 
имеют ограничения в возможностях использования программного продукта на бесплатных 
версиях. Приложение [3], которое рассматривается здесь, не имеет таких проблем и будет до-
ступно в открытом доступе для всех студентов Воронежского государственного университета.
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УДК 004.42

РАЗРАБОТКА ПРОГРАММНОГО ОБЕСПЕЧЕНИЯ 
ДЛЯ ДИСТАНЦИОННОГО ОБУЧЕНИЯ

Воронежский государственный университет

Ю. А. Крыжановская

Аннотация. В связи с пандемией коронавирусной инфекции (COVID-19) вопрос об ис-
пользовании дистанционных технологий в обучении стал более актуальным. Дистанци-
онный формат обучения для своей реализации предполагает, как правило, применение 
различных программных продуктов. Предлагается к рассмотрению программный про-
дукт на платформе 1С, включающий основную конфигурацию и мобильное приложение, 
в котором реализованы возможности по дистанционной работе для различных катего-
рий пользователей в режиме разделения доступа. Каждая из ролей предназначена для вы-
полнения действий в соответствии с должностными обязанностями.
Ключевые слова: дистанционное обучение, дистанционные образовательные техноло-
гии, программный продукт, подсистемы программного продукта, справочники, докумен-
ты, регистры сведений, мобильное приложение.

Введение

В конце 2019 года было зафиксировано распространение коронавирусной инфекции 
(COVID-19), классифицированное Всемирной Организацией Здравоохранения (ВОЗ) как гло-
бальная пандемия в марте 2020 года [1]. В связи с этим в большей части стран мира широкое 
распространение получили различные ограничительные меры. Такие меры были введены для 
предотвращения заражения граждан и в РФ, что привело к переходу образовательных органи-
заций на применение удаленных форм обучения и использование дистанционных образова-
тельных технологий. Вторая половина 2019–2020 учебного года была практически полностью 
реализована в удаленном формате, как и часть 2020–2021, а также часть 2021–2022 учебного 
года. Эта практика привела к выявлению ряда проблем применения дистанционных образо-
вательных технологий и трудностей использования имеющегося программного обеспечения. 
На основании изучения отзывов о применявшихся в 2019–2020 2020–2021 учебных годах сред-
ствах дистанционного обучения был разработан программный продукт, которому посвящен 
данный доклад. В его состав входит основная конфигурация и мобильное приложение.

Дистанционное обучение предусматривает активное взаимодействие обучающегося как 
с преподавателем (координатором курса), которое в данном случае реализовано в виде воз-
можностей проведения видеоконференций, общения с использованием электронной почты 
и whatsapp, а также путем использования мобильного приложения, что позволяет продол-
жать дистанционное обучение в случае возникновения проблем, связанных с подключени-
ем к internet. Для повышения эффективности дистанционного обучения в рассматриваемом 
программном продукте организовано тщательное и детальное планирование деятельности 
обучаемого, ее организации, доставка необходимых учебных материалов, интерактивность 
взаимодействия между обучающимися и преподавателями, Разделение пользователей по 
функциональным возможностям реализовано с использованием механизма ролей. Отслежи-
вание действий пользователей в системе выполняется за счет версионирования объектов, что 
позволяет определить, какой пользователь, в какой объект информационной базы и какие 
именно изменения внес.
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1. Средства разработки

Программный продукт разработан с использованием технологической платформы 8.3 1С: 
Предприятие, версия платформы 8.3.17.1846 [2, 3]. Для веб-клиента применяется веб-сервер 
Apache [4].

2. Подсистемы

Разработанное решение включает восемь основных подсистем, каждая из которых включа-
ет собственный набор справочников, документов, обработок, регистров сведений и перечис-
лений. Далее для подсистем приведены иллюстрирующие примеры.

Подсистема администрирования содержит разделы с первоначальной настройкой про-
граммы. В данном разделе находятся общие настройки и необходимы инструменты для обслу-
живания информационной базы, такие, например, как:

• дата запрета (Запрещает вносить изменения пользователям до установленной даты);
• групповое изменение реквизитов;
• обновление программного продукта;
• настройка резервного копирования информационной базы;
• настройка синхронизаций с другими конфигурациями;
• администрирование пользователей (создание, редактирование, добавление и удаление 

учетных записей и прав);
• удаление дублей в программе;
• настройка интерфейса;
• подключение и работа с внешними обработками;
• настройка работы WhatsApp;
• настройка работы Электронной почты;
• настройка работы Zoom;
• обновление и настройка классификаторов.
Подсистема включает справочники, относящиеся к учетным записям пользователей (рек-

визиты документа Пользователи приведены в табл. 1), параметрам синхронизации, группам и 
ключам доступа, перечисление, используемое в универсальных обработках и при синхрониза-
ции, и обработки. Подсистема выполняет функции проверки целостности информационной 
базы, реализации резервного копирования (которое можно настроить на автоматическое вы-
полнение в фоновом режиме по расписанию), поиска новых обновлений на партнерском ре-
сурсе, обновления, работы с файлами разных форматов, универсальной загрузки и выгрузки 
данных в формате XML, загрузки данных в справочники из электронных таблиц через копи-
рование в буфер обмена или из внешних файлов (MicrosoftofficeExcel, OpenOfficeCalc), форми-
рования и загрузки zip-архива и т. д.

Таблица 1
Реквизиты Справочника «Пользователи»

Наименование реквизита Тип данных
Наименование Строка
ФизическоеЛицо СправочникСсылка.ФизическоеЛицо

Подсистема связи предназначена для реализации общения с использованием whatsapp и 
электронной почты, создания групповых рассылок, оповещения о важных событиях. Пред-
усмотрена также возможность создания чат-ботов для автоматического ответа на сообщения. 
Контакты и адреса электронной почты пользователей получаются из  справочника «Физи-
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ческиеЛица». Отправлять и принимать электронные письма можно непосредственно в про-
граммном продукте, не имея отдельного установленного почтового клиента. К этой же под-
системе относится и работа с видеоконференциями, создаваемыми с помощью zoom. Для 
работы с Zoom из программы 1С необходимо настроить межсерверное взаимодействие с по-
мощью JSON WebToken (JWT). Для «общения» с API потребуется адрес API – https://api.zoom.
us/v2/, API Key и API Secret. API Key и API Secret передаются в Zoom не в открытом виде, на 
их основе генерируется JSON WebToken (JWT). Для этого была реализована функция по гене-
рации токена в 1С.Сгенерированный токен затем вставляется в заголовок запроса с ключом 
«authorization» и значением «Bearer» + JWT. Также были реализованы GET метод – получение 
списка пользователей и POST – создание конференции.

Подсистема курсов включает восемь справочников, предназначенных для хранения ин-
формации о предметах, преподавателях, группах, направлениях, факультетах, обучающихся, 
учебных планах и курсах. Также используются перечисления для определения формы про-
верки знаний (зачет, экзамен, коллоквиум, контрольная работа, тестирование, квалифика-
ционная работа) и распределения недель (числитель/знаменатель). Входящие в подсистему 
документы позволяют, например, создать задания для обучающихся с возможностью прикре-
пления файлов, выполнять задания (также с возможностью прикрепления файлов). К этой же 
подсистеме относятся такие документы, как Учебный План и Расписание. Регистры сведений 
данной подсистемы предназначены для оповещения за один день и за один час до начала за-
нятия, оповещения за один день и за один час до окончания срока сдачи задания, хранения в 
информационной базе оценок учеников за задание, расписания, данных о пропусках и посе-
щениях занятий преподавателем (для последующего расчета заработной платы при сдельной 
оплате труда), данных о пропусках и посещениях занятий обучающимся. В табл. 2 приведены 
реквизиты справочника «Группы».

Таблица 2
Реквизиты Справочника «Группы»

Наименование реквизита Тип данных
Факультет СправочникСсылка.Факультеты
Направление СправочникСсылка.Направления
Курс СправочникСсылка.Курсы
УчебныйПлан СправочникСсылка.УчебныйПлан
ТЧ.Ученики СправочникСсылка.Ученики

Подсистема тестирования включает справочники с информацией об ответах на вопро-
сы, вопросы к тестам, тестах (шаблон теста с ограничением по числу вопросов), документы 
для создания теста преподавателем и прохождения теста обучающимся и регистры сведений 
для хранения информации о времени прохождения теста обучающимся и оценок. Реквизиты 
справочника «Вопросы» приведены в табл. 3.

Таблица 3
Реквизиты Справочника «Вопросы»

Наименование реквизита Тип данных
Ответы ТабличнаяЧасть
Ответ СправочникСсылка.Ответы
Правильный Булево

Подсистема материалов содержит документ для хранения материалов в информационной 
базе (реквизиты документа приведены в табл. 4). Документ может создаваться на основании 
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документа «Лекции» при нажатии на кнопку «Добавить материал», тогда шапка документа 
будет автоматически заполнена реквизитами документа владельца, в ином случае это ожжет 
быть выполнено самостоятельно.

Таблица 4
Реквизиты Документа «Материалы»

Наименование реквизита Тип данных
Преподаватель СправочникСсылка.Преподаватели
Предмет СправочникСсылка.Предметы
Группа СправочникСсылка.Группы
Ответственный СправочникСсылка.Пользователи
Комментарий Строка
Лекция СправочникСсылка.Лекции

Подсистема отчетов включает большое количество отчетов, которые могут быть выгруже-
ны из программы в различных форматах. Большинство отчетов написано с помощью систе-
мы компоновки данных. Например, отчет «Успеваемость Обучающегося» предназначен для 
просмотра оценок по каждому заданию или тестированию, а также вывода среднего балла по 
каждому предмету. Этот отчет может формировать преподаватель по ученикам или по пред-
метам. Обучающемуся же доступны только его предметы. Также есть отчеты по успеваемости, 
посещаемости, активности и задолженностях обучающихся, итогам курсов, расписании, по 
деятельности преподавателей (предназначен для секретарей) и т.д.

Подсистема кадров содержит, в частности, справочники, содержащие информацию о ра-
бочих календарях (требуется для корректного заполнения табеля учета рабочего времени), 
ленте новостей и физических лицах (данные этого справочника используются во многих объ-
ектах конфигурации как основная информация о пользователе системы). В табл. 5 приведены 
реквизиты документа «Совмещение должностей».

Таблица 5
Реквизиты Документа «СовмещениеДолжностей»

Наименование реквизита Тип данных
Сотрудник СправочникСсылка.Сотрудники
МестоРаботы СправочникСсылка.МестоРаботы
Должность СправочникСсылка.Должности
ЗамещаемыСотрудник СправочникСсылка.Сотрудники
Начало Дата
Окончание Дата
Ответственный СправочникСсылка.Пользователи
Комментарий Строка

Подсистема расчета заработной платы включает 7 справочников (должности, организа-
ции, кафедры, подразделения, филиалы, сотрудники, место работы), 4 перечисления (значе-
ния табеля, месяцы, состояния сотрудника, способы оплаты), 7 документов (прием на работу, 
увольнение, больничный лист, отпуск, прочие отсутствия работника, табель учета рабочего 
времени, начисление заработной платы) и 2 регистра сведений. Подсистема реализует работу 
по расчету заработной платы и позволяет выполнять синхронизацию с конфигурацией 1С: 
«Зарплата и Управление Персоналом». Реквизиты справочника «Сотрудники» приведены в 
табл. 6.
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Таблица 6
Реквизиты Справочника «Прием на работу»

Наименование реквизита Тип данных
Сотрудник СправочникСсылка.Сотрудники
МестоРаботы СправочникСсылка.МестоРаботы
Должность СправочникСсылка.Должности
СпособОплаты ТабличнаяЧасть
СпособОплаты ПеречисленияСсылка.СпособыОплаты
Ставка Число
Сумма Число
Ответственный СправочникСсылка.Пользователи
Комментарий Строка

3. Роли

Работу с программным продуктом предполагается вести с учетом функциональных обя-
занностей пользователя в процессе дистанционного обучения. Основное назначение разрабо-
танного программного продукта 1С: «Дистанционное обучение» (1С: ДО) – реализация  вза-
имодействия обучающихся и преподавателей, выражающегося в организации и проведении в 
дистанционном формате занятий и тестирований, а также анализе результатов и подведении 
итогов обучения. Помимо этого необходимо решать и некоторые задачи организационного 
характера, такие, как, например, формирование и выгрузка различных отчетов. Также требу-
ется предусмотреть возможности администрирования системы и синхронизации с другими 
конфигурациями 1С, в частности, с 1С: «Зарплата и управление персоналом 8». Для решения 
этих и других задач в данной конфигурации предусмотрено разграничение полномочий на 
основе ролей. Роли представляют собой общие объекты конфигурации, позволяя определить, 
какие действия, над какими объектами доступны пользователям, выступающим в этой роли. 
В том случае, если пользователь попытается выполнить действие, на которое у него нет разре-
шения, действие выполнено не будет, а система выдаст окно предупреждения. Таким образом, 
были выделены роли преподавателя, обучающегося, секретаря и администратора. Для всех 
ролей предусмотрена возможность ведения переписки по whatsapp и электронной почте.

«Преподаватель» имеет возможности по разработке и реализации курсов, проведению за-
нятий, просмотру успеваемости и посещаемости обучающихся, оцениванию ответов на за-
дания и тесты. Для этой роли также доступны просмотр расписания и некоторых отчетов и 
справочников, таких, как «Предметы», «Курсы», «Преподаватели» и т.д., создание видеоконфе-
ренций, размещение объявлений.

Пользователю в роли «Обучающийся» доступны следующие возможности:
• вход в программу под своим профилем;
• просмотр некоторых справочников, например, «Предметы», «Курсы», «Преподаватели» 

и т. д.; 
• просмотр документов «Лекции» своей группы;
• создание документа «ОтветНаЗадание»;
• просмотр материалов к предметам, которые есть в учебном плане;
• просмотр расписания своей группы;
• прохождение тестов, которые открыты для группы, в которой состоит обучающийся;
• подключение к видео из документов «Лекции»;
• просмотр объявлений, относящихся к его группе, факультету, направлению или курсу;
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• ведение переписки по WhatsApp и электронной почте с обучающимися своей группы и 
преподавателями;

• просмотр своих задолженностей, оценок, посещаемости и т. д.
Роль «Секретаря» подразумевает создание, изменение и редактирование документов для 

работы с кадрами, создание, просмотр и редактирование большинства справочников (за ис-
ключением справочников, связанных с правами доступа и обменом данными), работу с рас-
писанием занятий.

«Администратору» доступны все функции из подсистемы администрирования (создание 
резервной копии, обновление, синхронизации и т.д.), работа с учетными записями и настрой-
ка прав пользователей, просмотр, создание и редактирование всех документов и справоч-
ников информационной базы, за исключением кадровых документов и документов расчета 
заработной платы. Также доступны отчеты, позволяющие посмотреть производительность 
информационной базы и активность пользователей.

4. Мобильное приложение

Для продукта 1С: «Дистанционное обучение», было разработано мобильное приложение, 
позволяющее использовать практически все возможности основной конфигурации. Так, на-
пример, преподаватель может осуществлять работу с материалами, занятиями, тестами, про-
сматривать информацию в выполнении обучающимися заданий и т.д. Обучающийся может 
изучать представленные материалы, проходить тестирование, выполнять задания, размещать 
свои ответы, просматривать с расписание, подключаться к видеоконференции и т.д. Также в 
мобильном приложении реализованы функции по формированию отчетов, использованию 
систем связи и некоторые возможности по администрированию.

Приложение предусматривает работу в режимах онлайн и офлайн, причем во втором случае 
будут доступны только те справочники и документы, которые ранее были загружены из основ-
ной базы. Во время работы офлайн сохраняется возможность добавления своих объектов, но их 
появление в информационной базе будет происходить позднее, при первом подключении. Вза-
имодействие мобильного приложения и информационной базы организовано через веб-сервис, 
а информация передается в виде XML-файлов. При передаче данных из информационной базы 
мобильная конфигурация анализирует полученные данные и сохраняет их на телефоне.

Заключение

Основными результатами проделанной работы следует считать основную конфигурацию 
на платформе 1С, реализующую возможность проведения дистанционного обучения, и реша-
ющее аналогичную задачу мобильное приложение. Полученный продукт удобен  в освоении и 
применении, обладает интуитивно понятным интерфейсом, позволяя реализовывать необхо-
димые для дистанционного обучения возможности. Так, реализовано разделение доступа в за-
висимости от типа пользователя, для каждого из которых предусмотрены свои функциональ-
ные возможности, присутствует возможность выгрузки из информационной базы различных 
отчетов, реализовано взаимодействие с конфигурацией 1С: «ЗУП». Разработанное мобильное 
приложение почти полностью повторяет возможности основной конфигурации и может ве-
сти обмен данными с информационной базой. Допускается использование мобильного прило-
жения в онлайн- и офлайн-формате.

И для основной конфигурации, и для мобильного приложения проводилось пробное при-
менение, показавшее удобство  и эффективность их применения на практике. В процессе было 
отмечено меньшее по сравнению с аналогами время внедрения, а также более понятный ин-
терфейс.
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РАЗРАБОТКА КРОССПЛАТФОРМЕННОГО МЕДИЦИНСКОГО ПРИЛОЖЕНИЯ «IDOC»

Воронежский государственный университет

А. Р. Кудрявцева

Аннотация. В данной работе рассматривается процесс проектирования и реализации 
кроссплатформенного медицинского приложения с ежедневным тестированием для са-
модиагностики.
Ключевые слова: кроссплатформенность, кроссплатформенное приложение, Kivy, 
KivyMD, Real Time Database, Firebase, тестирование, медицинское приложение.

Введение

В современном мире, очень важно поддерживать работу приложения на разнообразных 
платформах. И для этого существует кроссплатформенная разработка, которая имеет следую-
щие положительные стороны: 

‒ Требуется меньше ресурсов для реализации приложения сразу под несколько платформ.
‒ Меньше времени затрачивается на разработку.
‒ Упрощается цикл обновления продукта. Если необходимо что-то добавить или испра-

вить какую-то ошибку, это делается сразу для всех платформ
‒ Использутеся единой логики приложения. Одни и те же фрагменты кода используются 

сразу для нескольких приложений.
Тематика приложения в свою очередь актуальна тем, что в современном мире огромное 

количество людей страдают неврологическими заболеваниями, природа которых может быть 
самой разной. Так как люди часто откладывают свой поход к врачу на безграничный период, 
доверяя свое здоровье статьям в интернете и советам фармацевтов в аптеке. Также из-за слож-
ности попасть к неврологу, люди всё реже посещают специалистов, что зачастую усугубляет 
состояние. Принятие неправильных медикаментов, неверная самостоятельная постановка ди-
агноза и просто отсутствие здоровых привычек и зачастую нездоровый образ жизни приво-
дит к плачевному состоянию здоровья. 

Взяв во внимание все перечисленные проблемы стоит заметить, что для контроля состо-
яния здоровья хорошо подходит система микротестов с последующим получением рекомен-
даций по лечению и улучшения своего состояния с возможностью консультации со специ-
алистом. Так появилась идея разработки приложения iDoc, который представляет собой 
цифровую платформу самодиагностики и наблюдения при неврологических отклонениях, в 
частности заболеваниях, выраженных головной болью. 

1. Анализ задачи

В ходе разработки кроссплатформенного приложения необходимо реализовать следующие 
функции:

‒ Идентификация /аутентификация пользователей
‒ Модуль взаимодействия с базой данных
‒ Модуль прохождения тестирований
‒ Модуль контроля докторами состояния пациентов
‒ Модуль уведомления пользователей о предстоящем тестировании
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Помимо этого, к разрабатываемому приложению были выдвинуты следующие требования:
‒ Возможность получения установочных файлов приложения для таких платформ, как: 

Android, IOS, Linux, Windows
‒ Понятный и удобный пользовательский интерфейс
‒ Поддержка отправки уведомлений на мобильных платформах (IOS и Android)

2. Средства реализации

При разработке проекта использовался язык программирования Python. В дополнение к 
нему были применены такие библиотеки, как:

‒ Kivy, KivyMD – фреймфорки кроссплатформенной разработки, позволяющий писать 
приложения под различные платформы.

‒ PyJNIus – позволяет взаимодействовать с классами Java как с классами Python. 
‒ Plyer – позволяет взаимодействовать с основными функциями платформ Android, IOS, 

Windows, Linux, такими как: отправка уведомлений, управление модулями Bluetooth, Wi-Fi, 
контроль уровня заряда батареи устройства, доступ к камере, гироскопу, фонарику, GPS, SMS 
и многими другими.

Для сборки приложений использовались различные инструменты. Например, Buildozer 
для сборки apk-пакета под Android. 

Также использовался облачный сервис Firebase. В частности, его модули:
‒ Модуль аутентификации 
‒ Модуль базы данных (Real Time Database), который представляет собой не реляционную 

базу данных

3. Модуль авторизации пользователей

Авторизация пользователей происходит в несколько этапов, описанных с помощью диа-
граммы взаимодействий (рис. 1):

Рис. 1. Диаграмма взаимодействий
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На диаграмме видно какие процессы и в каком порядке происходят в системе.
1. При первом запуске приложения пользователь попадает на стартовую страницу, где 

пользователю необходимо нажать на кнопку «Войти».
2. Система отрисовывает экран входа в систему.
3. Пользователь вводит свои данные, и нажимает на кнопку. 
4. Клиентское приложение обрабатывает введенные данные. Проверка в данном случае за-

ключается в проверке на пустоту введенных данных, отсутствие пробелов, а также на ограни-
чение по длине данных. 

5. Начало взаимодействия с сервером. В данном приложении используется сервер автори-
зации Firebase. Доступ к сервису организован через HTTP запросы к его REST API интерфейсу. 

6. На сервере авторизации происходит проверка введенных данных. Вычисляется хэщ па-
роля и происходит проверка совпадения его с тем, что хранится в хранилище учетных записей 
пользователей.

7. Если данные верны, то возвращается ответ со следующими параметрами:
– idToken –токен генерируемый системой и отправляемый пользователю в случае успеш-

ной авторизации. С его помощью можно совершать последующие запросы к серверу. 
– Email – электронная почта пользователя
– refreshToken –токен необходимый для быстрого входа в приложение при следующих за-

пусках без необходимости ввода логина и пароля. Он хранится на устройстве пользователя.
– expiresIn – показатель времени жизни idToken, по истечению которого он будет уже не-

доступен.
– Localid – уникальный идентификационный номер пользователя, выдаваемый всем но-

вым пользователям и позволяющий таким образом к ним обращаться.
– Registered – показатель, указывающий на существование такой электронной почты в си-

стеме.
8. Мы, получили ответ от сервера на запрос авторизации в системе. У пользователей так-

же есть другие параметры, такие как имя и город, в котором они проживают. Эти параметры 
хранятся в сою очередь в БД, а не на сервере авторизации. Запрос к БД происходит таким 
же образом, как в 5 действии, только с другими параметрами, адресом обращения и методом 
GET. За сбор информации из базы данных отвечает функция get_user_data_all(). Здесь также 
используется токен пользователя для идентификации сервером автора запроса.

9. В базе данных происходит проверка запроса по параметрам, записанным в правилах без-
опасности БД:

{
  «rules»: {
    «$localId»: {
      «.write»: «auth.uid === $localId»,
      «.read»: «auth.uid === $localId»,
    }  }
}

Здесь мы указываем простейшие правила, по которым работает база данных. Токен поль-
зователя, который мы отправляем вместе с запросом содержит в себе некоторые данные, ко-
торыми мы можем оперировать во время написания правил безопасности. Одним из таких 
параметров является auth.uid – уникальный идентификатор пользователя. Ранее мы указали, 
что процесс записи и чтения данных из хранилища доступен только тому пользователю, ко-
торый читает свои данные. $localId в данном случае это идентификатор ячейки в базе данных, 
относящейся к конкретному пользователю.

10. Результат операции возвращается на клиентское приложение и записывается во вре-
менную память устройства (данные будут доступны только пока приложение запущено). Фор-
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мируется словарь их пользовательских данных, к которым потом могут обращаться остальные 
модули приложения

11. Далее пользователь оповещается о результатах. Если авторизация не удалась, то выво-
дится сообщение об ошибке.

4. Модуль базы данных

База данных является не реляционной и расположена в модуле Real-Time Database сервиса 
Firebase. JSON структура имеет следующий вид (рис. 2).

Рис. 2. Схема базы данных
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Идентификатор приложения idoc-af7a0 является корневым ключом БД. В нем содержатся 
users и hospital, первый хранит данные пользователя, а второй данные о медицинских учреж-
дениях.

Заключение

В результате работы было разработано приложение, позволяющее пользователям прохо-
дить ежедневные тестирования для контроля состояния здоровья, получать рекомендации по 
улучшению своего состояния. Врачам же в свою очередь приложение позволяет мониторить 
состояние пациентов, просматривать их медицинские карты, и при необходимости получить 
необходимые данные для связи с пользователем для предоставления ему личной консультации. 
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РАЗРАБОТКА ВЕБ-ПРИЛОЖЕНИЯ БРОНИРОВАНИЯ СТОЛОВ РЕСТОРАНА
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Аннотация. Данная работа посвящена созданию web-приложения для бронирования ре-
сторанов. Это приложение позволяет владельцам ресторанов динамически менять распо-
ложение столов. Пользователи могут видеть какой именно столик они бронируют.
Ключевые слова: бронирование столика, бронирование ресторана, ресторан, столик в 
ресторане.

Введение

В современном мире люди часто пользуются услугой бронирования мест, например, в ре-
сторанах. Но часто бывает, что человек, бронируя ресторан, не видит, какой именно стол он 
выбирает. Из-за этого может получиться, что его посадят в не комфортном для него месте, и у 
человека испортится впечатление от данного ресторана.

Из вышесказанного вытекает, что необходимо разработать приложение, которое позволи-
ло бы бронировать ресторан с выбором конкретного столика.

Постановка задачи

Разработать web-приложение, представляющее собой графическое бронирование рестора-
нов. Данное приложение должно позволять пользователям видеть полное расположение сто-
лов в ресторане и выбирать конкретный стол, а владельцам ресторанов менять расположение 
столов.

Web-интерфейс со стороны обычного пользователя должен выполнять следующие функции:
• авторизация доступа;
• выбор ресторана;
• выбор столика;
• создание и отмена заказа;
• просмотр текущих и всех заказов.
Web-интерфейс со стороны владельца ресторана должен, помимо вышеперечисленных 

пунктов, выполнять следующие функции:
• регистрация ресторана в приложении;
• создание и изменение схемы ресторана.

Функциональность приложения

Из вышесказанного следует, что большинство сервисов бронирования ресторанов объе-
диняет один минус – это отсутствие графического интерфейса при бронировании. Вследствие 
чего необходимо разработать приложение, в котором бы отсутствовал данный минус.

Требуется создать web-приложение, с данными, хранящимися в реляционной базе данных. 
Web-интерфейс должен позволять пользователю в зависимости от его роли выполнять следу-
ющие функции:

• авторизация доступа;
• для администратора: создание отдельной страницы запросов на добавление ресторана;
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• для владельца ресторана
– создание отдельной страницы для редактирования столов ресторана;
– создание страницы для просмотра заказов.

• для обычного пользователя:
– создание отдельной страницы для бронирования столов ресторана;
– создание личного кабинета, где можно будет просмотреть историю заказов и текущие 

заказы.
Web-приложение должно состоять из страниц, связанных между собой ссылками или 

HTML-кнопками.

Средства реализации

Для решения задачи выбраны следующие средства:
• язык разработки Java;
• фреймворк Spring Framework 5.2.7;
• фреймворк Angular для обработки запросов пользователя и генерации html страниц;
• язык сценариев JavaScript;
• язык разметки HTML;
• язык описания CSS;
• Hibernate для взаимодействия с базой данных;
• среда разработки IntelliJ IDEA 2021.1;
• среда разработки WebStorm 2021.1;
• интерактивная карта - «API Яндекс.Карт»;
• СУБД PostgreSQL.
В качестве сред разработки были выбраны среда разработки IntelliJ IDEA и WebStorm, так 

как они обладают множеством полезных функций, упрощающих написание кода.
Для работы с базой данных был выбран Hibernate, потому что он позволяет создать объект-

ную модель базы данных и работать с обычными java-классами вместо написания запросов.

Требования к аппаратному и программному обеспечению

Приложение-сервер предназначено для использования в системах семейства Windows и 
Unix-подобных операционных системах с предустановленным СУБД PostgreSQL. Требования 
к аппаратному обеспечению соответствует требованиям СУБД. Требования к клиентской сто-
роне – любое устройство с браузером, поддерживающим JavaScript.

Реализация

Для реализации серверной части был использован Spring Framework. С помощью него про-
исходит обработка запросов, которые отправляет клиентская часть на сервер.

На основе модели данных были описаны Java-классы-сущности, которые при помощи 
Hibernate привязываются к соответствующим таблицам базы. Для получения данных из базы 
и заполнения классов-сущностей были описаны интерфейсы, реализация которых позволила 
упростить работу с базой. Схема ресторана реализована в виде SVG элемента с элементами 
прямоугольниками внутри него. Это было сделано для простой реализации механизма drag-
and-drop и для точного фиксирования x, y координат столов.

Выполняемые действия:
• при нажатии кнопки «Добавить стол» создается SVG элемент прямоугольник с длиной, 

шириной и координатами по умолчанию и с номером, не совпадающим ни с одним номером 
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из уже созданных столов. Длину, высоту, номер стола, а также вместимость можно поменять, 
нажав на карандаш;

• при нажатии кнопки «Добавить стену» создается SVG элемент прямоугольник с длиной, 
шириной и координатами по умолчанию. Длину стены можно поменять два раза кликнув по 
стене, после нажать на карандаш;

• при нажатии кнопки «Добавить объект» создается SVG элемент прямоугольник с высо-
той, шириной и координатами по умолчанию. Длину и ширину объекта можно поменять два 
раза кликнув по объекту, после нажать на карандаш;

• при нажатии кнопки «Добавить текст» создается SVG элемент текст с высотой, шириной 
и координатами по умолчанию. Длину и ширину текста можно поменять два раза кликнув по 
области текста, после нажать на карандаш;

• при нажатии кнопки «Очистить» удаляются все компоненты из главного SVG элемента;
• при нажатии кнопки «Применить» выполняется применение всех изменений и запись в 

базу всех обновленных столов, и удаление стертых.

Заключение

В результате работы было создано web-приложение, реализующее следующие функции:
• авторизация доступа;
• выбор столика;
• создание и отмена заказа;
• просмотр текущих и всех заказов.
Web-интерфейс со стороны владельца ресторана помимо вышеперечисленных пунктов 

выполняет следующие функции:
• регистрация ресторана в приложении;
• добавление, перемещение, редактирование и удаление столов ресторана.
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Аннотация. В статье рассмотрено обучающее сетевое игровое приложение: его структу-
ра, основные особенности и возможности пользователя при его использовании. Особое 
внимание уделяется пользовательским сценариям и основным возможным особенностям 
поведения системы на действия пользователя.
Ключевые слова: обучение, игровое приложение, клиент-серверная архитектура, со-
кет-подключение, пользовательские сценарии.

Введение

Обучение чему-либо, бесспорно, остается одной из важных частей человеческого разви-
тия. Развитие современных технологий позволяет улучшать качество этого обучения, причем 
меняется не только его особенности, но и сам формат получения новой информации.

Способы обучения детей отличаются в зависимости от их возраста, но, несмотря на разни-
цу поколений детей, которых приходится обучать, их объединяет одно – готовность изучать 
что-то новое, причём, чем способ обучения будет проще, понятнее, нагляднее, тем лучше. Для 
этого нужно учитывать интересы детей, то, каким образом информация усваивается лучше, 
причём речь идет про обучение за рамками школьной программы, про обучение во внешколь-
ное время. Это, например, социальные сети, игровые приложения (Roblox, Шарарам), сервисы 
обмена короткими видеороликами (Tik-Tok) и т.д. 

Ситуация, связанная с локдауном прошлого года из-за коронавирусной инфекции, частич-
но продолжающегося до сих пор, а также наблюдения, представленные выше, подтолкнули к 
более углубленному изучению данной темы. 

1. Общая структура разработанного приложения

1.1. Постановка задачи

В ходе изучения данной проблемной области было разработано интерактивное обучающее 
сетевое игровое приложение, реализующее клиент-серверную архитектуру. Такая архитектура 
должна быть легко масштабируемой, так как предполагается расширение имеющейся функци-
ональности. 

Целевая аудитория данного приложения – это школьники и студенты, а также те, кто хочет 
обучаться. Цель приложения – в игровой форме обучить пользователя определенным темам. 
На данный момент, например, это основные понятия математического анализа. Игровая фор-
ма заключается в управлении игровым персонажем и взаимодействии с элементами игрового 
мира, причем такое взаимодействие запускает скрипты обучения или выполнения интерак-
тивных заданий. 

Логика взаимодействия пользователя с приложением заключается в регистрации и после-
дующей за ней аутентификации введенных данных. Затем пользователь получает доступ к 
игровому персонажу и набору тем для изучения. Персонаж представлен объектом, который 
содержит в себе несколько специальных свойств: спрайт, графический объект, содержащий 
набор растровых изображений, с заранее заданной частотой переключения кадров, время, за 
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которое полностью сработает анимация спрайта, а также набор функций для задания «скелет-
ной» модели передвижения (по нажатию клавиш). Посредством игрового персонажа пользо-
ватель взаимодействует со специальными системными объектами, представленными на карте, 
ограниченном пространстве, состоящем из набора слоев, на которых и располагаются упомя-
нутые выше объекты. 

Темы для обучения представлены теоретической справкой, после изучения которой поль-
зователь может приступить к выполнению заданий, которые можно получить у другого си-
стемного персонажа. Таким образом, реализована интерактивность обучения, достигаемая за 
счет наличия игровых «преподавателей», представленных двумя типами: лекторами и семина-
ристами. 

Важной особенностью является наличие многопользовательского режима, то есть на карте 
возможно существование нескольких игровых персонажей других пользователей, причем их 
позиция на карте отслеживается в реальном времени. 

Выполнение всех рассмотренных выше действий сервер проверяет через пакеты, генериру-
емые и посылаемые клиентской частью приложения, в реальном времени. Для такого обмена 
пакетами было использовано сокет-соединение, так как в ходе работы приложения требуется 
обновлять данные пользователей, подключенных в текущий момент к серверу, но не посыла-
ющих запросов. 

Таким образом, в качестве основной программной функциональности были реализованы: 
сервер, реализующий двунаправленный обмен сообщениями между клиентом и сервером, 
база данных для хранения информации, клиент с доступом к игровому интерфейсу и возмож-
ностью обработки всех действий игрока, структура пакетов для передачи данных по сокет-со-
единению. Также был разработан механизм создания и интерпретирования таких пакетов. 

1.2. Средства реализации

Для разработки клиентской части использовались следующие инструменты:
1. GML (Game Maker Language) – интерпретируемый скриптовый язык программирования, 

используемый для разработки игровых приложений. Данный язык был выбран из-за огром-
ных возможностей работы с двумерной графикой, а также среды разработки, Game Maker: 
Studio 2, с удобным программным интерфейсом. 

2. GameMaker Studio (2.0 version) – игровой движок, позволяющий разработку приложений 
для множества платформ, реализованный на языке программирования C#.

Для разработки серверной части использовались следующие средства реализации: 
1. NodeJS – программная платформа, расширяющая возможности языка JavaScript и позво-

ляющая использовать средства ввода-вывода через специальный API, подключать внешние 
библиотеки и т.д. Данная платформа была выбрана из-за своей гибкости при разработке сер-
верных приложений на языке JavaScript и возможности использовать встраиваемые модули 
пакетного менеджера npm. Разработка велась в VS Code – интегрированной среде разработки 
на платформе NodeJS.

2. MongoDB – документно-ориентированная СУБД. Создание документов велось в 
MongoDB Compass, клиенте для администрирования и просмотра данных.

2. Пользовательские сценарии

Пользовательские сценарии – важнейшая часть игровых приложений, влияющая на каче-
ство получаемого пользователем игрового опыта. В данной работе игровым опытом можно 
назвать действия системы в ответ на предпринимаемые действия пользователя.
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Перед тем как перейти к рассмотрению пользовательских сценариев, важно уточнить зна-
чения нескольких терминов, используемых далее:

– комната – специальный объект движка GameMaker Studio, на котором размещаются объ-
екты, тайлсеты (коллекции прямоугольных изображений), фоны на отдельных уникальных 
слоях,

– системный игровой объект – специальный объект, особенностью которого является осо-
бое поведение, прописанное в скриптах клиента.

Рассмотрим основные пользовательские сценарии и описания поведения системы на воз-
можные действия пользователя приложения:

1. Запуск приложения.
Приложение запускает комнату соединения (рис. 1) и далее, в случае успешного подключе-

ния к серверу, переключает ее на комнату Login.

2. Ввод пользовательских данных в форму главного меню.
В случае успешного подключения к серверу, пользователь может ввести свои данные (ло-

гин, пароль) в форму главного меню в предназначенной для этого комнате (рис. 2). Если дан-
ные были введены успешно, то приложение переключает пользователя в определенную комна-
ту-карту (согласно последней сохраненной информации в базе данных). При создании карты 
автоматически запускается пользовательская функция, которая создает персонажа на слое 
сущностей («Instances»), в позиции, полученной из ответного пакета после аутентификации. В 
противном случае, пользователь получит сообщение об ошибке.

3. Изменение положения игрового персонажа на карте. 
В случае успешной аутентификации пользовательских данных приложение переключается 

на требуемую карту, где пользователь через использование клавиш стрелок клавиатуры изме-

Рис. 1. Окно подключения к серверу

Рис. 2. Окно главного меню



946

няет позицию своего игрового персонажа (рис. 3). В случае коллизии с solid-объектом (объ-
ектом окружающего мира, «препятствием») движение персонажа невозможно. В случае кол-
лизии с системными игровыми объектами (в данной работе – «персонажи-преподаватели») 
происходят другие пользовательские сценарии, описанные ниже.

4. Коллизия персонажа с игровым объектом. 
Игровые системные объекты, как было сказано ранее, делятся на «лекторов» и «семинари-

стов». Все такие объекты располагаются на слое «Instances», то есть на одном слое с объектом 
персонажа пользователя. 

В случае коллизии с объектом obj_Theory создается объект модального окна obj_Dialog 
(рис. 4), аналогично при коллизии с объектом obj_Task – объект модального окна obj_Dialog_
Task (об этом в следующем пункте), причем оба объекта создаются на слое «tasks_and_exercises». 

Информацию для данных объектов клиент получает из ответных пакетов на запросы с ко-
мандами «THEORY» и «TASK» соответственно. В случае полученного значения «FALSE» текст 
модальных окон будет заменен на специальный текст с уведомлением об отсутствии требуе-
мой информации в базе данных в данный момент.

5. Выполнение пользователем практических заданий.
Как было указано в предыдущем пункте, при коллизии с объектом obj_Task создается объ-

ект модального окна obj_Dialog_Task, содержащий текст задания и поле ввода ответа (рис. 5). 
После ввода ответа пользователь должен нажать клавишу Enter, далее, в случае отсутствия 

новых заданий, модальное окно выводит уведомление о результате: если верно выполнены 
все задания, то генерируется пакет «THEORY_COMPLETED» и выводится соответствующая 
информация (рис. 6), после чего объект окна уничтожается, в противном случае, пользователь 
будет вынужден пройти задания данной темы заново. Если заданий на данную тему несколь-
ко, то процесс повторяется до тех пор, пока пользователь не введет ответы на все задания.

Рис. 3. Окна двух пользователей с персонажами на одной карте

Рис. 4. Модальное окно с теоретическими сведениями по текущей теме
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Заключение

В данной работе было описано клиент-серверное приложение с сокет-подключением и до-
кументно-ориентированной базой данных, реализующее обучающую функцию. Приложение 
содержит большое количество пользовательских сценариев, прямо влияющих как на игровой 
опыт, так и на сам процесс обучения. 

Приложение реализует дистанционный формат обучения, что является важной особенно-
стью на сегодняшний момент. Понятный интерфейс и черты привычных популярных игровых 
приложений позволяют обучающимся более эффективно изучать требуемые для преподава-
теля темы. 

В перспективе можно улучшить возможности данного приложения, добавив новые си-
стемные объекты и варианты выполнения заданий. 
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Введение

Отдых является обязательной жизненной составляющей. Чтобы быть продуктивным чело-
веку необходимо делать перерыв в своей учебной или рабочей деятельности для восстановле-
ния сил и восполнения запасов энергии.

Большое количество людей предпочитает пляжный отдых на море летом или горнолыж-
ный туризм зимой. Качественный отдых становится настоящей проблемой, когда человек 
сталкивается с переполненностью пляжей или очередями на горнолыжных подъемниках. Од-
нако существование возможности отслеживания загруженности таких мест, существенно по-
высило бы качество отдыха.

Из вышесказанного вытекает необходимость в приложении, которое позволило бы отсле-
живать загруженность различных курортов.

1. Постановка задачи

Требуется разработать мобильное приложение, предоставляющее пользователю следую-
щие функциональные возможности:

− поиск курортов по названию;
− фильтрацию курортов по типу и городу;
− сортировку курортов и локаций по названию;
− просмотр загруженности локаций;
− добавление локаций в избранное.
Было решено отказаться от регистрации и аутентификации пользователей в приложении, 

поскольку оно не предполагает хранения личных данных пользователей, а так же нацелено на 
свободный и быстрый доступ к информации о загруженности курортов.

2. Средства реализации

Поставленная задача была реализована с использованием следующих средств:
− язык разработки клиентской части приложения – JavaScript;
− платформа для создания мобильных приложений – фреймворк React Native;
− среда разработки клиентской части приложения – WebStorm;
− среда сборки и эмуляции мобильных устройств на базе Android AndroidStudio;
− среда сборки и эмуляции мобильных устройств на базе iOS – XCode;
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− Figma – онлайн-сервис для разработки интерфейсов.
В качестве фреймворка для разработки мобильного приложения был выбран React Native 

по ряду причин:
− язык разработки JavaScript – один из самых популярных языков программирования;
− кросс-платформенность;
− простота и удобство разработки – нет необходимости в длительной специальной подго-

товке для начала работы;
− сокращение затрат времени за счет большого количества плагинов (подключаемых моду-

лей) в открытом доступе, которые можно использовать;
− близость к нативным приложениям по поведению и внешнему виду – приложения соот-

ветствуют ожиданиям пользователя, который привык использовать Android или iOS.

3. Интерфейс пользователя

Все экраны приложения (за исключением экранов с выбором фильтров и типа фильтра-
ции) имеют общее нижнее меню. Меню содержит следующие элементы навигации:

− главная;
− избранное.
На рис. 1 представлен главный экран приложения, на который выводятся карточки с ку-

рортами. Для тех курортов, чьё описание является полным, доступна кнопка Развернуть.
По умолчанию список курортов представляет собой карточки, отсортированные по назва-

нию в алфавитном порядке. При необходимости, можно изменить порядок или тип сортиров-
ки кнопкой По алфавиту.

Кнопка Фильтры позволяет отобрать карточки по типу и городу. Для перехода к экрану с 
выбором типа фильтрации необходимо нажать на соответствующую кнопку (рис. 2). На дан-
ном экране пользователь может перейти к экрану выбора фильтров по типу или городу.

В заголовках всех экранов, относящихся к фильтрации, расположена кнопка назад, позво-
ляющая вернуться к предыдущему экрану. Кнопка Показать все курорты вернет пользовате-
ля на главную страницу со списком всех карточек, если никакие фильтры не были выбраны.

Рис. 1. Главный экран 
приложения

Рис. 2. Экран с выбором типа 
фильтрации
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По нажатию на Город или Тип пользователь переходит к соответствующему экрану, на ко-
тором можно выбрать конкретные элементы фильтрации (рис. 3).

На данных экранах в заголовке появляется кнопка Сбросить в том случае, если пользовате-
лем был выбран хотя бы один элемент.

После выбора пользователем фильтров по каждому типу, общий экран фильтров принима-
ет следующий вид, представленный на рис. 4.

На данном экране отображаются выбранные пользователем элементы фильтрации под со-
ответствующим типом фильтра.

Количество курортов, которые будут выведены на экран после применения выбранных 
фильтров, отображается на кнопке Показать.

Кнопка Сбросить на данном экране будет распространяться на все выбранные фильтры (и 
города, и типа).

При нажатии на карточку курорта на главном экране приложения, пользователь переходит 
к экрану с локациями (рис. 5). На данном экране выводятся карточки с локациями выбранного 
курорта, название которого отображается в заголовке.

На каждой карточке находится название локации, изображение, информация о загружен-
ности и кнопка добавления в избранное, которая по умолчанию представляет собой иконку с 
контуром. Если пользователь добавляет локацию в избранное, иконка становится закрашенной.

Рис. 3. Список элементов 
для фильтра Тип

Рис. 4. Экран с выбранными 
фильтрами

Рис. 5. Экран со списком 
локаций курорта

 
4. Реализация

На рис. 6 представлена навигационная структура мобильного приложения.
Точка входа в приложения находится в index.js. В нём происходит регистрация приложе-

ния. В компоненте App происходит инициализация хранилища и навигации.
Навигация в приложении осуществляется при помощи библиотеки react-navigation – наи-

более развитой и популярной на данный момент.
Поскольку навигация осуществляется по всему приложению, то все его компоненты экра-

нов обернуты в главный компонент (root), предоставляющий навигацию – createAppContainer.
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В RootStack используется компонент createStackNavigator для возможности перехода между 
другими навигаторами. Внутри RootStack расположены два компонента: appTabs и filtersStack.
createStackNavigator(
	 {
		  appTabs: appTabs,
		  filterStack: filterStack,
	 },
	 {
		  initialRouteName: appTabs,
	 },
)

Компонент appTabs содержит в себе основную навигацию по приложению по элементам 
управления Главная и Избранное.
export const appTabs = createBottomTabNavigator(
	 {
		  Main: createStackNavigator(
			   {
				    Home: {
					     screen: Home,
				    },
				    Info: {
					     screen: Info,
				    },
			   },
			   {
				    initialRouteName: ‘Home’,
			   },
		  ),
		  Favorites: createStackNavigator({
			   Favorites: {
				    screen: Favorites,
			   },
		  }),
	 },
	 {
		  initialRouteName: ‘Main’,
	 },
);

Рис. 6. Навигационная структура приложения
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С помощью компонента filterStack осуществляется навигация по всем трем экранам филь-
трации.
export const filterStack = createStackNavigator({
	 ChooseFilter: {
		  screen: ChooseFilter,
	 },
	 Type: {
		  screen: Type,
	 },
	 City: {
		  screen: City,
	 },
});

Для хранения выбранных элементов фильтрации используется библиотека Redux, являю-
щаяся одной из реализаций Flux-архитектуры.

Выбор данной библиотеки обусловлен отсутствием необходимости в постоянном хране-
нии информации о выбранных фильтрах – после закрытия приложения данная информация 
удаляется.

Хранилище (store) – это объект, который:
− содержит состояние приложения;
− отображает состояние через getState();
− может обновлять состояние через dispatch().
Использование библиотеки react-redux позволяет автоматически подписывать компоненты 

на хранилище и автоматически обновлять данные в компоненте, в случае, если данные в хра-
нилище были изменены.

Заключение

В результате работы было разработано кросс-платформенное мобильное приложение, по-
зволяющее отслеживать загруженность различных локаций на курортах по видеотрансляци-
ям при помощи сверточной нейронной сети YOLO и предоставляющее пользователю следую-
щие функциональные возможности: 

– поиск курортов по названию;
– фильтрацию курортов по типу и городу;
– сортировку курортов и локаций по названию;
– просмотр загруженности локаций;
– добавление локаций в избранное.
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Введение

Отдых является обязательной жизненной составляющей. Чтобы быть продуктивным чело-
веку необходимо делать перерыв в своей учебной или рабочей деятельности для восстановле-
ния сил и восполнения запасов энергии.

Большое количество людей предпочитает пляжный отдых на море летом или горнолыж-
ный туризм зимой. Качественный отдых становится настоящей проблемой, когда человек 
сталкивается с переполненностью пляжей или очередями на горнолыжных подъемниках. Од-
нако существование возможности отслеживания загруженности таких мест, существенно по-
высило бы качество отдыха.

Из вышесказанного вытекает необходимость в приложении, которое позволило бы отсле-
живать загруженность различных курортов.

1. Постановка задачи

Рынок не предоставляет решений данной задачи, поэтому требуется найти способ опреде-
лять количество людей на различных локациях, а так же разработать приложение, обрабаты-
вающее данные по загруженности.

2. Выбор технологий и способа реализации

В результате исследовательской деятельности было выявлено, что существует множество 
бесплатных сервисов, предлагающих возможность наблюдения за улицами, парками и курор-
тами в режиме реального времени.

Было решено использовать данные сервисы, предоставляющие свободный доступ к веб-ка-
мерам, поскольку только с их помощью можно получить информацию о количестве людей в 
какой-либо локации.

Видеотрансляции позволяют оценить примерную загруженность той или иной локации. 
Однако сравнение загруженности нескольких мест будет затруднено: нужно отдельно просмо-
треть трансляции и посчитать количество людей на каждой из них вручную. Этот и без того 
длительный процесс осложняет тот факт, что люди постоянно перемещаются.

Таким образом, задача сводится к подсчёту количества людей на изображении. Автомати-
зация данного процесса осуществима – вопросы обнаружения и классификации объектов на 
изображениях относятся к области компьютерного зрения.
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Большое количество задач в области компьютерного зрения решаются с помощью свёр-
точных нейронных сетей (Convolutional Neural Networks), в дальнейшем CNN. Благодаря сво-
ему строению они хорошо извлекают признаки из изображения. CNN используются в задачах 
классификации, распознавания, сегментации и множестве других.

В качестве сверточной нейронной сети была выбрана You Only Look Once (YOLO). На дан-
ный момент она является одной из самых популярных архитектур для распознавания множе-
ственных объектов на изображении.

Главная особенность этой архитектуры по сравнению с другими состоит в том, что боль-
шинство систем применяют CNN несколько раз к разным регионам изображения, в YOLO 
CNN применяется один раз ко всему изображению сразу, что делает ее гораздо быстрее других 
сверточных нейронных сетей.

Поставленная задача была реализована с использованием следующих средств:
− язык разработки серверной части приложения – Python;
− микрофреймворк Flask для создания веб-приложений;
− SQLAlchemy и Marshmallow для взаимодействия с базой данных;
− среда разработки серверной части приложения – PyCharm;
− СУБД PostgreSQL.

4. Программная реализация

Логическая модель базы данных на уровне атрибутов представлена на рис. 1
Общая структура приложения представлена на рис. 2.

Рис. 1. Логическая модель базы данных на уровне атрибутов
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На основе модели базы данных, представленной на рис. 1, были описаны Python-классы, 
которые при помощи ORM-библиотеки SQLAlchemy привязываются к соответствующим та-
блицам базы. Данная библиотека служит для синхронизации объектов Python и записей реля-
ционной базы данных, а так же позволяет описывать структуры баз данных и способы взаи-
модействия с ними на языке Python без использования SQL.
class Location(db.Model):
    __tablename__ = ‘locations’
    id = db.Column(db.Integer, primary_key=True)
    name = db.Column(db.String(150), nullable=False)
    cam_url = db.Column(db.String(200))
    resort_id = db.Column(db.Integer, db.ForeignKey(‘resorts.id’, ondelete=’CASCADE’), 
nullable=False)
people_now = db.Column(db.Integer)
    people_max = db.Column(db.Integer)
    picture_url = db.Column(db.String)

При помощи ORM-фрэймворка Marshmallow происходит сериализация и десериализация 
объектов Python.
class LocationSchema(ma.Schema):
    id = fields.Integer()
    name = fields.String(required=True)
    cam_url = fields.String(required=True)
    resort_id = fields.Integer(required=True)
    people_now = fields.Integer()
    people_max = fields.Integer()
    picture_url = fields.String()

Полученные из базы данные возвращается в JSON-формате.
def return_all(model, schema):
    data = model.query.all()
    data = schema.dump(data).data
    return {«status»: «success», «data»: data}, 200
class LocationResource(Resource):
    def get(self):
        return return_all(Location, locations_schema)

Рис. 2. Структура приложения
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Модуль handler.py отвечает за подсчёт количества людей на каждой локации и обновление 
соответствующих полей базы данных. Данный модуль содержит следующие методы:

− video_streamer(path, loc_id) – получает кадр с видеопотока и сохраняет в файл формата 
JPEG при помощи библиотеки OpenCV-python;

− count_people(url, loc_id) – осуществляет подсчёт количества людей;
− job() – обновляет поля people_now и people_max при необходимости.
Для запуска job() в фоновом режиме используется BackgroundScheduler, обеспечивающий 

выполнение задачи в отдельном потоке, не останавливая основной поток Flask-приложения.
Import atexit
from apscheduler.schedulers.background import BackgroundScheduler

scheduler = BackgroundScheduler(daemon=True)
scheduler.add_job(job, trigger=’interval’, minutes=1)
scheduler.start()

Модуль atexit позволяет зарегистрировать функцию, работа которой будет завершена при 
нормальном завершении работы программы.

atexit.register(lambda: scheduler.shutdown(wait=False))

Заключение

В работе было найдено решение, позволяющее отслеживать загруженность различных ло-
каций, а так же разработано приложение, позволяющее получать и обрабатывать данные с 
видеотрансляций при помощи нейронной сети YOLO.
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Аннотация. Целью данной статьи является рассмотрение возможности автоматизации 
процесса сбора большого количество информации из открытых источников при прове-
дении аудита по требованиям информационной безопасности организации с использова-
нием разработанного программного продукта. Методы поиска информации по открытым 
источникам позволяют получить более глубокое понимание текущего состояния инфор-
мационно-телекоммуникационных систем и его проблем относительно стандартных ме-
тодов проверки. Предложенное программное решение позволяет подготавливать отчеты 
о результатах своей работы в различных видах, например, графики частоты встречаемо-
сти ключевых слов. Приведены рекомендации по использованию разработанного про-
граммного продукта совместно с другими существующими методами и техниками поиска 
в открытых источниках.
Ключевые слова: автоматизация, аудит, информационная безопасность, информация, 
поиск информации, открытый источник, тег.

Введение

В процессе своей жизнедеятельности организации создают и используют информацион-
но-телекоммуникационные системы различного назначения, которые позволяют автоматизи-
ровать и упростить большинство рабочих процессов и задач. Такие сети организаций могут 
иметь различные виды реализации, начиная от небольших офисных сетей, заканчивая сетями 
уровня центров организации данных (ЦОД). Для организаций является важных аспектом со-
ответствие их сетей сбора и передачи данных требованиям информационной безопасности. 
Аудит информационной безопасности – комплексный процесс, который включает в себя мно-
жество различных аспектов. При процессе проверки контролируется соответствие норматив-
ных документов организации требованиям нормативно-методических документов регулято-
ров в области информационной безопасности, таких как ФСТЭК России и ФСБ России. Так же 
многие организации проводят аудиты на соответствие международным стандартам ISO 27000. 
При проведении аудита информационной безопасности первой задачей специалиста является 
поиск большинства возможной информации об организации в общем доступе [1-11]. Не смо-
тря на огромное количество различных инструментов для поиска необходимой информации, 
зачастую поиск производится аудитором вручную. На данный момент не существует единого 
решения для объединения поиска информации сразу по множеству существующим инстру-
ментам [12-21]. При обработке большого количества информации организацией специалист 
по аудиту сталкивается с невозможностью найти необходимую информацию среди огромного 
количества различных данных, тем самым процесс проверки может затягиваться на большие 
сроки [22-23]. Увеличение сроков проверки может негативно сказаться на финальных отчетах 
о проведенном аудита организации. В настоящее время одним из актуальных вопросов явля-
ется возможность оперативного поиска и анализа полученных результатов поиска с последу-
ющим предоставлением различного вида отчетов о проведенной работе.
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Целью данной статьи является анализ применения методик OSINT при проведении аудита 
по требованиям информационной безопасности и рассмотрение метода автоматизации про-
цесса сбора информации из открытых источников с применением разработанного программ-
ного продукта для выявления уязвимостей в информационно-телекоммуникационных сетях 
организаций.

1. Формулирование проблемы и постановка задачи

Аудит информационной безопасности строится на применении существующих норматив-
но-методических документов к существующей информационно-телекоммуникационной си-
стеме. Процесс проведения текущего контроля состояния защищенности систем организации 
и периодический аудит по требованиям информационной безопасности позволяет скоррек-
тировать методики проведения обследования информационных систем. Ключевые критерии, 
определяющие состояние безопасности сетей организации описаны в положениях о проверя-
емых системах информационной безопасности. В этих документах подробно указаны основ-
ные требования к пользователям при взаимодействии с информационно-телекоммуникаци-
онными сетями организации.

Специалист по аудиту информационной безопасности в процессе выполнения своей ра-
боты производит сбор и анализ большого количества информации согласно утвержденным 
методикам проверки. Зачастую инструменты и методы, описанные в методических докумен-
тах, не дают полного представления о текущем состоянии систем. В таком случае специалист 
может прибегнуть к применению методов и средств OSINT.

OSINT это набор техник и методов их применения, который позволяет выполнять эффек-
тивный поиск требуемой информации об организации по открытым источникам. Одной из 
ключевых особенностей OSINT является возможность поиска информации по «скрытому ин-
тернету» («Deep web»). Методы и средства OSINT позволяют углубленно и с разных сторон из-
учить объект аудита, и выявить новые уязвимости, которые не были обнаружены принятыми 
методиками проведения аудита по требованиям информационной безопасности. При исполь-
зовании методов OSINT как составной части принятых методик аудита специалист обычно 
сталкивается с проблемой большого объема полученной информации. Данная информация 
подлежит тщательному анализу, что занимает большое количество времени, и влечет за со-
бой возможность человеческой ошибки при обработке такого большого количества инфор-
мации вручную. Для решения проблемы поиска информации с применением техник и мето-
дов OSINT необходимо прибегать к использованию программных решений, которые могут 
проводить поиск по ключевым словам, применять необходимые методы OSINT и позволяют 
получать отсортированную информацию по теме поиска.

В качестве инструмента для облегчения работы специалиста и автоматизации процесса 
поиска необходимой информации для проведения аудита по требованиям информационной 
безопасности, предлагается использовать разработанный программный продукт, который по-
зволяет производить поиск информации об организации в различных системах поиска.

В качестве языка программирования для реализации продукта выбран язык Python. Для 
имитации работы реального человека в решении применяется специализированная библи-
отека Selenium. Ключевой фактор выбора этой библиотеки – возможность имитации дей-
ствий специалиста по аудиту, но с более высокой скоростью выполнения задачи. Инструмент 
Selenium так же позволяет использовать запросы в поисковые строки браузеров, переходить 
по ссылкам, выполнять различные действия на веб-страницах и многое другое.

Помимо описанных выше функций, необходима возможность получать HTML-код 
веб-страниц и извлекать необходимую информацию из него. Для реализации такого функцио-
нала применяются библиотеки Requests и BeautifulSoup. Функционал разработанного решения 
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должен обеспечивать автоматизацию следующих процессов: возможность формирования за-
проса через поисковую строку браузера; переход по ссылкам, полученным в результате запро-
са; получение информации с каждой веб-страницы: наименование сайта и ключевые слова; 
проверка наличия контактной информации на сайте; возможность выполнения скриншотов 
различных частей страниц, при необходимости. Результатом выполнения вышеописанных 
функций должен являться отчет об организации с указанием следующей информации: наиме-
нование организации, адрес, контактные данные, краткая информация об организации, клю-
чевые слова и скриншоты, полученные при выполнении поиска.

2. Описание работы и применения разработанного программного решения

В качестве входных аргументов используется наименования организации, в отношении ко-
торой проводится аудит по требованиям информационной безопасности.

Работа программы осуществляется в драйвере браузера Google Chrome. Библиотека 
Selenium применяет зарезервированные команды и вписывает название организации в по-
исковую область Chrome, с последующим осуществления поиска информации по введенному 
запросу. Работа программы аналогична выполнению пользователем запроса в поисковой си-
стеме и позволяет получить идентичные результаты. Ссылки на результаты поиска содержат 
в себе краткую информацию о найденному ресурсе и ключевые слова. Эти данные хранятся в 
html-тегах страниц.

Программный продукт выполняет следующую последовательность действий: последова-
тельно открывает n-е количество страниц результатов поиска; на каждой странице библиоте-
ка Selenium находит нужные теги и записывает их атрибуты; формирует файл, в котором аргу-
ментами являются ссылки на веб-ресурсы, а описанием являются значения полей description 
и keywords. На данном этапе специалист получает краткую информацию о каждом обработан-
ном программой веб-ресурсе.

Следующим шагом работы программы является анализ полученной информации и фор-
мирование промежуточного отчета о проделанной работе. На данном этапе выполняется: 
объединение всех найденных ключевых слов в список; создание словаря, в котором аргумен-
том является ключевое слово, а значением – количество повторений данного слова в списке; 
производится выборка 3 значений с наибольшей частотой повторений; создается словарь, ар-
гументом в котором является описание веб-ресурса, а значением – количество 3 слов с наи-
большей частотой повторений; выбирается описание с наибольшим значением.

Результатом выполнения данного этапа является отчет, включающий в себя название орга-
низации, описание и ключевые слова веб-ресурсов.

Часто возникает ситуация, когда специалисту по аудиту информационной безопасности 
необходимо получить информацию из различных файлов, которые могут оказаться в откры-
том доступе на сайте организации. Для получения информации о различных видах файлов 
программа выполняет следующие шаги: обработка результатов поиска на соответствие ука-
занному тегу; методами библиотеки Selenium определение этого тега и создание скриншота; 
сохранение созданного скриншота для формирования будущего отчета.

Таким образом, программный продукт позволяет производить различные виды поиска 
информации и ускорять процесс работы специалиста при проведении различных испытаний 
аудита по требованиям информационной безопасности в информационно-телекоммуникаци-
онных сетях организаций.

3. Практическое применение методов автоматизации

Организации для экономии средств и ресурсов размещают в своей информационно-теле-
коммуникационной сети сервер, на котором располагается веб-сайт организации и хранилище 
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файлов. При проведении аудита по требованиям информационной безопасности специалист не 
всегда имеет возможность определить, доступ к каким ресурсам может получить пользователь, 
и к каким ресурсам необходимо запретить доступ, для предотвращения возможных уязвимо-
стей. Поисковые системы (Google, Yandex и др.) индексируют сайты организаций и все файлы, 
к которым могут получить доступ, формируя список ключевых слов. Этот список ключевых 
слов позволяет злоумышленнику проводить успешный поиск необходимой информации. Рас-
смотрим вариант автоматизации применения методов OSINT для улучшения работ по аудиту 
информационной безопасности информационно-телекоммуникационных сетей организаций.

3.1. Поиск по веб-сайтам

Специалисту необходимо проверить какие результаты выдает поисковая система на запрос 
по веб-сайту организации. Известен адрес ресурса – «minpromtorg.gov.ru». В первую очередь 
необходимо получить ссылки на веб-ресурсы с адресом «minpromtorg.gov.ru» и основную ин-
формацию о сайтах. В поле <header> веб-сайта организации можно найти основную инфор-
мацию: название сайта и ключевые слова. Для первого запуска необходимо создать базовый 
словарь. Первым ключом словаря будет являться ссылка на ресурс, вторым ключом – название 
сайта, третьим – ключевые слова. В результате работы программы мы получаем набор данных, 
представленный на рис. 1, 2.

Следующий этап позволяет удостовериться в полученной информации. Для этого прово-
дится подсчет частоты встречаемости ключевых слов и находим три наиболее часто встречае-
мых. Результат работы программы представлен на рис. 3, где отображена частота встречаемо-
сти ключевых слов.

Далее специалисту необходимо проанализировать полученный результат и провести со-
ртировку по необходимым ключевым словам. Ручным методом это занимает много времени и 
не дает возможность охватить доступную информацию.

Рис. 1. Полученные результаты поиска

Рис. 2. Тэги различных файлов с сайта minpromtorg.gov.ru
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Программное решение позволяет ускорить процесс просмотра и анализа информации, по-
лученной в ходе поиска. Одни из особенностей применяемого решения является возможность 
делать скриншоты. Именно эта функция выполняется, когда автоматизированный «пользова-
тель» находит необходимый тег в ссылке, открывает её и делает скриншот экрана. Для этого 
используется тег, заданный с помощью функции Request:

<em>Confidential</em>.

Данный тег встречается по нескольким ссылкам на разных веб-страницах. Программа про-
извела обработку полученной информации и сделала скриншот, результат которого представ-
лен на рис. 4.

Заключение

В ходе данной работы рассмотрены и показаны возможности автоматизации при приме-
нении различных методик и приемов OSINT в процессе проведения аудита информационной 
безопасности информационно-телекоммуникационных сетей. Разработанное программное 
решение позволяет ускорить процесс работы специалиста, предоставить ему возможности 
более глубокого анализа получаемой информации и упростить процесс подготовки специ-
ализированных отчетов за счет предоставления статистики поиска и построении графиков 
полученных результатов. Применение разработанного программного продукта позволяет до-
полнять стандартные отчеты по проводимому аудиту по требованиям информационной без-
опасности и устранять выявленные угрозы информационно-телекоммуникационным сетям 
организаций. Таким образом автоматизированные методы и средства OSINT позволяют обо-
гатить дополнительными возможностями стандартные ручные методы проведения аудита по 
требованиям информационной безопасности.

Рис. 3. График встречаемости ключевых слов

Рис. 4. Скриншот по ключевому слову
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УДК 004.42

РАЗРАБОТКА ЛОКАЛЬНОГО МНОГОПОЛЬЗОВАТЕЛЬСКОГО ПРИЛОЖЕНИЯ 
НА ПЛАТФОРМЕ AIRCONSOLE

Воронежский государственный университет

К. А. Милованов

Аннотация. Данная работа посвящена новому способу разработки локального много-
пользовательского приложения на платформе AirConsole. В работе описываются шабло-
ны игрового программирования и использующиеся технологии. Созданная в процессе 
разработки структура приложения схожа со структурой современных web-приложений, 
поэтому будет особенно полезна для web-разработчиков, создающих приложения для 
данной платформы.
Ключевые слова: AirConsole, React, Redux, Saga, web-разработка, локальное многопользо-
вательское приложение, шаблоны управления состоянием.

Введение

AirConsole – это облачная игровая консоль, разработанная стартапом N-Dream из Цюриха. 
Существует несколько способов разработки приложений для данной платформы, но среди 

них нет, ни одного использующего технологии, непосредственно применяющиеся при созда-
нии web-приложений. 

1. Интерфейс платформы AirConsole

Приложения на AirConsole являются одностраничными web-приложениями, доступ к ко-
торым осуществляется через приложение на телефоне (рис. 1).

Первый тип приложения запускается в единственном экземпляре (обычно на телевизоре 
или компьютере), доступ к нему имееют все пользователи, но взаимодействовать с ним напря-
мую нельзя. 

Второй тип приложения каждый участник локально-многопользовательской игры запускает 
на собственном телефоне. Именно оно предоставляет основной интерфейс для взаимодействия 
пользователя с главным экраном. На сервере располагаются два главных документа screen.html 
и controller.html. Первый документ загружается на главный экран, второй на все подключенные 
контроллеры соответственно. Все остальные модули подключаются к данным документам.

На рис. 1. представлена общая структура работы приложений на платформе AirConsole. На 
сервере располагаются два главных документа screen.html и controller.html. Первый документ 
загружается на главный экран, второй на все подключенные контроллеры соответственно. Все 
остальные модули подключаются к данным документам.

Для связи приложений с платформой AirConsole используется программный интерфейс, 
представленный в виде JavaScript модуля airconsole.js. Данный модуль содержит единственный 
класс AirConsole, методы которого предоставляют возможность передачи сообщений между 
приложением главного экрана и контролерами.

На рис. 2–4. показаны схемы использования описанного программного интерфейса.

2. Существующие шаблоны управления состоянием

Одна из ключевых особенностей архитектуры видеоигр – это приспособленность к изме-
нениям. Невозможно до конца предугадать, каким должен быть итоговый продукт. Большин-
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ство аспектов игры требуют тестирования на реальных игроках. Хорошая игра должна под-
держивать постоянное изменение и расширение своей функциональности.

Несмотря на то, что каждая игра требует индивидуальный подход к проектированию, су-
ществуют шаблоны игрового программирования, которые помогают справиться с наиболее 
распространенными проблемами, возникающими во время разработки игр.

Проблема управления состоянием в играх – одна из самых популярных. Для её разрешения 
существует несколько шаблонов.

2.1. Конечные автоматы

Термин «конечные автоматы или FSN (Finite State Machine)» является базовым для многих 
паттернов состояния, его суть заключается в следующем:

• существует фиксированный набор состояний, в которых может находиться автомат (пря-
моугольники на рис. 1);

Рис. 1. Структура работы приложений на платформе AirConsole

Рис. 2. Отправка сообщения 
от главного экрана контроллеру

Рис. 3. Отправка сообщения 
от контроллера главному экрану

Рис. 4. Отправка сообщения от главного экрана всем контроллерам
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• автомат может находиться только в одном состоянии в каждый момент времени;
• дана последовательность ввода или событий, передаваемых автомату;
• каждое состояние имеет набор переходов, каждый из которых связан с вводом и указы-

вает на состояние. Когда происходит пользовательский ввод, если он соответствует текущему 
состоянию, автомат меняет свое состояние (стрелки на рис. 5).

2.2. Шаблон «Состояние»

«Позволяет объектам менять свое поведение в соответствии с изменением внутреннего 
состояния. При этом объект будет вести себя как другой класс». 

Паттерн состоит из следующих частей:
1. Общий интерфейс для всех состояний (State на рис. 6).
2. Для каждого состояния определяется класс, реализующий интерфейс. Его методы опре-

деляют поведение игрового объекта в данном состоянии (StateA и StateB на рис. 6).
3. Каждый объект (Context на рис. 6) содержит указатель на текущее состояние, которому 

делегируется вызов любого метода. Таким образом, смена состояния реализуется сменой ука-
зателя на состояние.

Применение данного паттерна может быть затруднено, если состояния должны обмени-
ваться данными, или одно состояние настраивает свойства другого. Кроме того, с помощью 
данного подхода невозможно определить в каком состоянии находился объект, до перехода в 
текущее состояние. Следующий шаблон решает данную проблему.

Рис. 5. Пример «Конечных автоматов»

Рис. 6. UML-диаграмма шаблона «Состояние»
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2.3. Автомат с магазинной памятью

Автомат с магазинной памятью является расширением конечных автоматов.  Там, где в 
конечном автомате находится единственное состояние, в автомате с магазинной памятью на-
ходится их стек. В FSM переход к новому состоянию заменяет собой предыдущий. Автомат с 
магазинной памятью тоже позволяет это делать, но добавляет еще две операции:

1. Поместить (push) новое состояние в стек. Текущее состояние всегда будет находиться 
вверху стека, так что это и есть операция перехода в новое состояние. Но при этом старое со-
стояние остается прямо под текущим состоянием в стеке, а не исчезает бесследно.

2. Извлечь (pop) верхнее состояние из стека. Состояние пропадает и текущим становится 
то, что находилось под ним.

На рис. 7 показано представление стека автомата с магазинной памятью, во время выпол-
нения следующих переходов:

1. Объект находится в состоянии STANDING.
2. Объект перешел в состояние FIRING.
3. Объект вернулся в предыдущее состояние.

2.4. Виртуальная машина

«Обеспечивает поведению гибкость данных, декодируемых в виде инструкций для вирту-
альной машины».

Каждая игра предоставляет пользователю определенный набор действий. Чем больше их 
количество, тем больше комбинаций из них нужно обработать.

Кроме того, требуется, чтобы они легко редактировались, добавлялись и перезагружались, 
а также были физически отделены от остальной части исполнимого файла.

Шаблон «виртуальная машина» решает данные проблемы следующим образом:
• действия описываются как набор инструкций, каждая из которых определяет, какую опе-

рацию необходимо выполнить;
• инструкции описываются константами;
• инструкции хранятся в стеке;
• виртуальная машина достает из стека инструкции и выполняет ассоциированный с ними 

код, в результате выполнения операции в стеке может оказаться новая инструкция или значение; 
• если инструкции требуется получить параметры, она берет их из стека.
Ниже продемонстрировано, как виртуальная машина выполняет строку из нескольких ин-

струкций:
1. На первом шаге выполняется инструкция LITERAL (рис. 8), она считывает следующее 

значение и помещает его в стек (рис. 9).
2. На втором шаге выполняется вторая инструкция LITERAL (рис. 5), которая считывает 10 

и тоже помещает в стек.
3. На последнем шаге выполняется инструкция HEALTH, которая берет значения из стека, 

после чего происходит вызов ассоциированного с инструкцией метода, принимающего два 
параметра (рис. 10). 

Рис. 7. Пример «Автомата с магазинной памятью»
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3. Управление состоянием с помощью Redux

Redux – JavaScript библиотека управления состоянием веб приложения, являющаяся реа-
лизацией Flux-архитектуры. Redux состоит из следующих элементов:

• Хранилище (store): хранит состояние приложения.
• Действия (actions): объект с набором информации, который исходит от приложения к 

хранилищу и который указывает, что именно нужно сделать. Для передачи этой информации 
у хранилища вызывается метод dispatch(). Именно объект действия передается при коммуни-
кации между контроллерами и главным экраном.

• Создатели действий (action creators): функции, которые создают действия.
• Преобразователь (reducer): функция (или несколько функций), которая получает дей-

ствие и в соответствии с этим действием изменяет состояние хранилища.
Вместо паттерна «виртуальная машина» предлагается использовать саги, реализованные с 

помощью Redux-Saga – библиотеки, позволяющей создавать побочные эффекты или дополни-
тельный набор действий, которые необходимо выполнить при диспетчеризации определённо-
го действия. Таким образом, действие (action) является аналогом инструкции в виртуальной 
машине. Работа саг заключается в следующем: создается промежуточный слой между собы-
тиями и преобразователями, который перехватывает все вызовы dispatch и в зависимости от 
типа события вызывает определенный генератор-сагу. Схема работы саг показана на рис 11.

При таком подходе состояние каждого контроллера хранится в его локальном Redux хра-
нилище. Функции-преобразователи изменяют состояние хранилища. Саги позволяют осу-
ществить многоэтапное преобразование состояния, и синхронизировать его с остальными 

Рис. 8. Работа виртуальной машины, шаг 1

Рис. 9. Работа виртуальной машины, шаг 2

Рис. 10. Работа виртуальной машины, шаг 3

Рис. 11. Схема работы Redux-Saga
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участниками распределенной системы. При этом Redux главного экран хранит глобальное со-
стояние игры и открытую часть состояний контроллеров. Кроме того, в приложении главного 
экрана находятся полные копии состояний всех участников, что позволяет восстановить дан-
ные любого контроллера, в случае потери соединения устройством или перезагрузки прило-
жения. На рис. 12. изображена схема распределения данных в системе. В схеме используются 
следующие цветовые обозначения: 

• желтый – открытые данные контроллеров, которые видны всем участникам системы;
• синий – закрытые данные контроллеров;
• розовый – данные главного экрана.

Заключение

В ходе данного исследования был разработан шаблон программирования приложений 
для платформы AirConsole, с использованием современных web-технологий, которые пока 
не используются для реализации игр на платформе Airconsole, но активно применяются при 
создании пользовательских интерфейсов. Данный шаблон решает проблему хранения и син-
хронизации состояний, и также позволяющий повторно использовать компоненты между 
приложениями.
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О ТЕХНИЧЕСКОЙ РЕАЛИЗАЦИИ НЕКОТОРЫХ АЛГОРИТМОВ СЖАТИЯ 
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Аннотация. Разработано ПО для выборочного сжатия специфичных изображений (фото-
графий печатного и рукописного текста) с потерями, распределяемыми по изображению 
неравномерно. Описана техническая реализация работы программы с изображениями.
Ключевые слова: разработка ПО, JavaScript, NodeJS, сжатие изображений, сжатие JPEG, 
однородные области изображений, цветовое пространство RGB, статистические методы 
обработки изображений.

Введение

Во время карантина большинство учебных заведений, включая ВГУ, ведут занятия в дис-
танционном формате, используя всевозможные мессенджеры и учебные системы вроде 
Moodle. Так же, как и очное, дистанционное обучение предполагает обмен материалами между 
студентами и преподавателями. Чаще всего это происходит посредством пересылки некото-
рого количества фотографий заданий, решений и конспектов или содержащих их архивов и 
PDF-файлов. Известно, что большинство мессенджеров и учебных систем имеют определён-
ные ограничения по объёму и количеству пересылаемых файлов. В системе Moodle, например, 
по умолчанию нельзя загрузить файлы размером больше 10Мб, чего часто бывает недостаточ-
но, а когда время на загрузку файлов ограничено – критично. Отсюда вытекает необходимость 
в инструменте, который может достаточно быстро сжать изображения и привести их в при-
емлемый для загрузки вид.

В общем случае при чрезмерном накоплении информации существует два метода решения 
проблемы: интенсивный и экстенсивный. Экстенсивный путь в нашем случае предполагает 
использование хранилищ большего объёма. Место в облачных хранилищах не бесконечное и 
часто платное. Интенсивным путём является структуризация (напр. дедупликация) и сжатие 
информации.

В [1] был предложен метод выборочного сжатия с потерями для фотографий учебников и 
конспектов и рассмотрены его основные алгоритмы. В данной статье речь пойдёт о техниче-
ских подробностях реализации этих алгоритмов через веб-интерфейс и некоторых интерес-
ных результатах работы программы.

Исходный код опубликован под открытой лицензией GPL-3.0 [2] и доступен по адресу [3]. 
Веб-версия проекта доступна (без регистрации для всех желающих) по адресу http://391701-
cn25543.tmweb.ru/webui/index.html.

1. Работа с файлами

Обработка изображений осуществляется на стороне сервера на NodeJS. Для загрузки фай-
лов на сервер используется пакет multer, который работает с фреймворком Express.

Все загружаемые файлы помещаются в папку uploads. Если загружены изображения, то 
программа сразу начинает обрабатывать их. Если изображения находятся внутри PDF-файла, 
программа сначала извлекает их оттуда с помощью утилиты pdfimages, которая запускается 
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отдельным процессом для каждого файла через childProcess.execSync(), а затем приступает 
к обработке.

Для ускорения работы с файлами команды запуска обработки изображений выполняют-
ся параллельно. Здесь в случае большого количества файлов может возникнуть проблема не-
хватки ресурсов компьютера для одновременной работы со всеми файлами, так как объём 
оперативной памяти сервера составляет всего 1Гб. На такой случай сразу после выполнения 
команды программа проверяет, все ли файлы были обработаны, и, в случае неудачи, запускает 
повторную обработку отдельно для каждого «не поместившегося» файла. Вывод об успешно-
сти обработки делается на основании существования выходного файла. При этом вероятность 
того, что его название совпадёт с уже существующим, пренебрежимо мала, так как всем об-
рабатываемым файлам присваиваются уникальные имена, которые генерируются функцией 
uuid.v4() npm-библиотеки uuid, а старые файлы регулярно удаляются утилитой crontab.

Для того, чтобы время ожидания браузером ответа сервера не истекло во время обработки 
изображений, в ответ ему сразу отправляется ссылка на постоянно обновляющийся фрейм 
(тег <iframe>), на которой позже появятся результаты. Автоматическое обновление страницы 
реализовано через html-тег <meta> с параметром http-equiv=”refresh”.

Чтение и обработка изображений производится с помощью npm-библиотеки Jimp. Для 
упрощения анализа изображения используются функции библиотеки mathjs, в частности – 
функция подсчёта среднеквадратичного отклонения [4], на которой основана вся математи-
ческая модель.

Интерфейс программы (рис. 1) позволяет отключить некоторые опции обработки изобра-
жения, поэтому все операции, изменяющие внешний вид изображения, производятся только с 
согласия пользователя. Поля для изменения отключенных параметров скрываются (параметр 
display регулятора принимает значение none при нажатии на соответствующий чекбокс) (рис. 2).

Рис. 1. Веб-интерфейс программы
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Когда файл загружен, рядом с кнопкой появляется его название и размер (рис. 3). Начать 
работу проще всего с обработки изображения с параметрами по умолчанию: запустить, по-
смотреть, что получится, при необходимости скорректировать параметры. Но некоторые па-
раметры можно настроить и до обработки, как, например, количество почти равномерно ос-
вещенных областей и дополнительный вывод результатов в PDF-файл (команда img2pdf) или 
архив (команда zip).

После нажатия кнопки «Обработать» в вышеупомянутом самообновляющемся фрейме 
появляется надпись «Подождите, файлы обрабатываются...» (рис. 4); когда обработка закан-
чивается, сообщение заменяется двумя изображениями: исходным и обработанным. Они 
расположены рядом и таким образом достаточно удобно их сравнить, чтобы убедиться, что 
важная информация не повредилась, или оценить возможные причины повреждений и их за-
висимость от параметров. При необходимости можно скорректировать параметры и снова 
нажать кнопку «Обработать» (обновлять страницу и загружать файлы заново не требуется). 
Под обработанной картинкой есть ссылка на скачивание и размер (можно быстро сравнить с 
исходным возле кнопки для загрузки); если запрошено создание архива или PDF, кнопки для 
их скачивания появятся внизу страницы (рис. 5).

На данный момент программа может обработать изображения в форматах JPEG (JPG), 
PNG и PDF-файлы, если они содержат изображения в этих форматах. При попытке обрабо-
тать файлы в других форматах во фрейме появится сообщение о том, что формат не поддер-
живается. Соответствующее сообщение выведется и в случае отсутствия изображений для 
обработки.

Рис. 2. Ответ веб-интерфейса на отключение опции «Закрашивать цветное»

Рис. 3. Ответ веб-интерфейса на загрузку изображения
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2. Анализ результатов работы с программой

Теперь рассмотрим на примерах, какие результаты программа может вывести в разных 
случаях и как изменять параметры, чтобы добиться наилучших результатов.

Для начала вспомним значения параметров по умолчанию и принципы их изменения.¬
Размеры больших плиток 32×32px, маленьких — 16×16px; шаг и минимальное значение: 

8px. Размер меньшей плитки рекомендуется брать примерно в половину высоты строчного 
символа текста, а большей — в два раза больше. Порог усреднения по умолчанию: 10; шаг: 1; 
минимальное значение: 2. Если усредняются лишние плитки, уменьшить. Порог цветности: 2; 
шаг: 0.1; минимальное значение: 1; Если закрашивает лишнее, увеличить. Деление на области 
освещённости по высоте (ширине): 2; шаг и минимальное значение: 1; Соответствует количе-
ству равномерно освещённых областей.

С чёткими фотографиями, сделанными при почти равномерном освещении, без фона или 
с небольшим его количеством (относительно бумажной части), явно отличающегося по цвету, 
программа обычно справляется неплохо и при стандартных настройках (рис. 6).

Но фотографии, особенно сделанные в спешке, не всегда бывают такими идеальными.
Пример 1.
Для фотографии на рис. 7.1 после обработки при параметрах по умолчанию получаем мно-

жество недопустимых потерь: крайние строки и рисунок сильно повреждены, отсутствуют 

Рис. 4. Ответ веб-интерфейса на начало обработки

Рис. 5. Вывод результатов и кнопки для скачивания
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многие знаки (рис. 7.2). Внимательно рассмотрев результаты, можем определить, какие па-
раметры вызвали эти потери – и скорректировать их. Сразу видно, что установленный по 
умолчанию размер плиток слишком большой для этого изображения и некоторые маленькие 
символы не дают достаточного среднеквадратичного отклонения, чтобы плитка считалась не-

Рис. 6. Корректная обработка при настройках по умолчанию

Рис. 7. Пример 1: (1) – начальный; (2) – по умолчанию; (3) – скорректированный
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однородной – уменьшим размер плиток в два раза (большие – 16, маленькие – 8).  Также стоит 
сразу настроить освещённость: по высоте свет делит страницу на 4 почти равные части. После 
обработки изображения с новыми параметрами поврежденными остались некоторые блед-
ные и нечёткие участки текста. Чтобы исправить это, понижаем порог усреднения. Конечный 
результат (рис. 7.3) получен при значении 5. Размер изображения при этом уменьшился с 71Кб 
до 36.4Кб (почти в два раза).

Пример 2.
Теперь пример немного сложнее (рис. 8.1). Сначала размер плиток: и 16px и 32px — слиш-

ком много для такого размера текста. Будет лучше отключить один размер плитки, а второй 
установить 8px (обусловлен особенностями распространённых алгоритмов сжатия, например 
JPEG [5,6]). Освещение снизу немного другого цвета, но это не меняет чёткости текста и не 
критично отличается от остальной бумаги (в таком случае оно могло бы закраситься) — мож-
но оставить по умолчанию. Также видим, что часть фона оказалась недостаточно цветной 
(рис. 8.2); понижения порога цветности до 1.7 оказалось достаточно, чтобы полностью его 
закрасить. При обработке изображения с новыми параметрами остаются некоторые ошибоч-
но усредненные участки текста и возникает новая проблема: плитки могут «подойти» ближе 
к участку, на котором текст находится близко к краю листа и он повреждается попиксельным 
закрашиванием. Так как уменьшить плитки настолько, чтобы текст не закрашивался, нельзя 
(8px – минимальный размер), попиксельное закрашивание цветных пикселей рядом с цветны-
ми плитками пришлось отключить. И немного уменьшим порог усреднения, чтобы вернуть 
слегка размытый текст на его законное место. Конечный результат (рис. 8.3) получен при зна-
чении 8. Размер изображения при этом уменьшился с 171.3Кб до 148Кб.

Рис. 8. Пример 2: (1) – начальный; (2) – по умолчанию; (3) – скорректированный

Пример 3.
При работе со следующим изображением проблем с сохранностью текста не возникло, 

но обработка фона оказалась сложнее, чем в предыдущих примерах. После обработки изо-
бражения с параметрами по умолчанию многие очевидно цветные плитки в правом верхнем 
углу оказались незакрашены (рис. 9.2). Такое может происходить в том случае, когда цветные 
плитки занимают достаточно большую площадь области разделения; тогда они оказывают 
слишком большое влияние на средний цвет этой области и программа не определяет их как 
цветные, т. е. существенно отличающиеся от этого самого среднего цвета. На рассматривае-
мом изображении цветные плитки занимают примерно треть правой верхней четверти, что, 
очевидно, оказалось критичным. Текст на этой фотографии достаточно чёткий и освещён поч-
ти равномерно, а значит деление на области освещённости в данном случае можно отключить. 
После повторной обработки почти все объекты на фоне закрасились, за исключением зелёно-
го рисунка на постороннем листе бумаги (цвет, отделённый от края изображения бумагой, не 
закрашивается) и верхней части красного корректора. Что интересно, он не закрасился по той 
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же причине, что и зелёный рисунок: его часть, которая прилегает к краю изображения недо-
статочно цветная и определилась как бумага. Его, однако, удалось закрасить, понизив порог 
цветности до 1.6. Так как при пороге усреднения по умолчанию текст не повреждается, можно 
попробовать сжать изображение сильнее, повышая порог до максимального значения, при 
котором потери остаются допустимыми. Для рассматриваемого изображения порог удалось 
повысить до 14-ти. Результат можно видеть на рис. 9.3. Размер изображения при этом умень-
шился с 462.6Кб до 282Кб.

Заключение

В данной статье были рассмотрены библиотеки и утилиты, которые используются для рабо-
ты с изображениями в проекте koTspect. Также приведены примеры работы с изображениями, 
которые несут недопустимые потери при обработке с параметрами по умолчанию, но могут 
быть приведены в приемлемый вид коррекцией параметров. В дальнейшем планируется более 
подробный разбор ограничений применимости и результатов работы с соответствующими им 
изображениями. Представляет интерес и проведение сравнительного анализа эффективности 
различных алгоритмов сжатия с потерями [7] и их комбинаций, включая koTspect.
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Рис. 9. Пример 3: (1) – начальный; (2) – по умолчанию; (3) – скорректированный
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Аннотация. В данной работе исследуется проблема определения тональности текста. Та-
кая задача возникает, например, при анализе отзывов клиентов о товарах и услугах с це-
лью определить их эмоциональную окраску (положительные, отрицательные, нейтраль-
ные). Выполнение подобного анализа вручную является трудоемким процессом, поэтому 
возникает необходимость выполнять его автоматически. Для решения указанной задачи 
был разработан специальный метод на основе весовых коэффициентов, который был ре-
ализован программно.
Ключевые слова: тональность текста, эмоциональная окраска текста, текстовые данные, 
задача классификации.

Введение

Появление различного рода ресурсов, где пользователи высказывают своё мнение в виде 
текстовых сообщений, привело к необходимости разработки алгоритмов и методов для вы-
полнения анализа мнений в автоматическом режиме. Одной из таких задач анализа текстовых 
данных является задача определения тональности текста.

Начальная предобработка текстовой информации

Перед тем как использовать методы обработки текстовой информации, исходный текст 
проходит несколько процедур. К данным процедурам относится: токенизация, изменение ре-
гистра, удаление стоп-слов и лишних знаков препинания, а также обработка отрицаний.

Токенизация – процесс разбиения текстового документа на отдельные слова, которые на-
зываются токенами. Данная процедура нужна для упрощения и удобства работы с отдельны-
ми словами.

Приведение слов к одному регистру также нужно для того, чтобы система видела отличие 
между одним и тем же словом, написанным с заглавной буквы и с маленькой буквой.

Удаление стоп-слов используется для упрощения понимания семантики текста, удаляются 
слова, не несущие в себе смысла, в основном это предлоги и союзы, например, «is», «where», 
«are» и т.д… Также удаляются лишние проблемы и знаки препинания, т.к они аналогичным 
образом не несут в себе никакой смысловой нагрузки при обработке текста.

Обработка отрицаний представляет собой следующий алгоритм: при появлении частицы 
«не» к началу каждого слова между этой частицей и последующим знаком препинания либо 
другой частицей «не» приписывается приставка «not_». Обработка отрицаний поможет увели-
чить точность определения тональности текста.

Метод обработки текстовой информации, который был использован в работе, называется 
«мешок слов с технологией TF-IDF». Он создаёт матрицу весовых коэффициентов для каждого 
слова, в которой данный вес вычисляется, с помощью формулы TF-IDF. Чем больше вес слова 
(он представляет собой число), тем значимее слово.

Реализация метода определения тональности текста

Для выполнения поставленной задачи определения тональности текста был применен наи-
вный байесовский алгоритм, а также предложен специальный метод, основанный на весовых 
коэффициентах. Оба метода реализованы программно.
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В практической части работы эти методы были применены для анализа реальных данных, 
содержащих отзывы на кинофильмы (данные взяты на сайте www.imdb.com). Выполнен срав-
нительный анализ результата применения методов, сделаны выводы. Для проведения экспе-
римента были заранее составлены списки часто встречающихся слов в позитивных, нейтраль-
ных и отрицательных отзывах. 

Исходя из полученных в работе результатов, можно сделать вывод, что байесовский алго-
ритм и метод, основанный на весовых коэффициентах, работают достаточно точно. При этом 
предложенный метод, основанный на весовых коэффициентах, имеет точность – 80 %, а наи-
вный метод Байеса – 91 %, из чего можно сделать вывод, что байесовский метод точнее, чем 
экспериментальный метод с нахождением веса каждого слова. Отметим, что обычно ошибка 
возникает, когда отзыв находится на «пограничной» окраске, например, когда в отзыве выска-
зывается лёгкое недовольство или человек по большей части доволен фильмом, но не испы-
тывает сильных положительных эмоций, поэтому программа может принять такой отзыв за 
нейтральный.

Заключение

Таким образом, в работе была проведена предобработка текстовой информации с помо-
щью нескольких алгоритмов, а также реализованы методы определения эмоциональной окра-
ски текста, с последующим анализом полученных результатов использованных методов. 

В дальнейшем планируется обобщить результаты для анализа сообщений на русском язы-
ке, а также применить нейросетевые методы для решения данной задачи.
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Аннотация. Данная работа посвящена разработке мобильного клиент-серверного при-
ложения. Данное приложение может быть полезно организациям занимающимся про-
ведением спортивных соревнований, так как оно предоставляет удобную регистрацию 
участников на соревнования, а также возможность своевременно оповещать пользовате-
лей о новых событиях и новостях.
Ключевые слова: организация спортивных мероприятий, спорт, мобильное приложе-
ние для организаторов спортивных мероприятий, клиент-серверное приложение, спорт, 
Flutter, Dart.

Введение

В нынешнее время очень много сфер проходят этап цифровизации. Для организаторов 
крупных мероприятий одним из самых важных этапов проведения мероприятия является 
сбор заявок. На ручную обработку таких заявок, при большом количестве людей, подавших 
заявки, может уйти очень много времени и ресурсов работников, которые можно было бы 
направить на непосредственную подготовку к организации мероприятия, а не выполнять ру-
тинную работу.

Из вышесказанного вытекает необходимость в создании мобильного приложении, которое 
предоставило бы удобную возможность пользователям регистрироваться на мероприятия, а 
также дать возможность организаторам удобно взаимодействовать со своей аудиторией, по-
средством выпуска новостей или запуска Push-рассылок в приложении.

1. Функциональность продукта

Требуется создать мобильное приложение, которое должно будет позволять пользователю 
в зависимости от его роли выполнять следующие функции:

• для неавторизованного пользователя:
– авторизации;
– возможность просмотра новостей;
– возможность просмотра предстоящих и завершённых мероприятий;
– возможность просмотра результатов завершённых мероприятий;
– возможность поиска прошедших мероприятий;
– возможность добавлять мероприятия в избранное;

• для авторизованного пользователя:
– все возможности, которые есть у неавторизованного пользователя;
– просмотр своих достижений на прошедших мероприятиях;

• для пользователя-администратора:
– добавлять новый контент (новости/мероприятия);
– возможность экспорта зарегистрированных участников из СУБД PostgreSQL в Excel;
– возможность инициировать Push-рассылку;
– возможность просмотра статистики по пользователям.
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2. Средства реализации

Поставленная задача была реализована с использованием следующих средств:
1) редактор исходного кода Visual Studio Code 1.5.6;
2) интегрированная среда разработки Android Studio 4.1;
3) интегрированная среда разработки XCode 12.4;
4) язык разработки Dart;
5) фреймворк Flutter;

Рис. 1.1. Use-case диаграмма авторизованного и неавторизованного пользователя

Рис. 1.2. Use-case диаграмма администратора



983

6) Python 3;
7) Django Rest Framework.
Приложение имеет REST-архитектуру, которая позволяет разделить написание серверной 

части и клиентской части.

При совершении HTTP запроса, пользователь мобильного приложения обращается к мо-
дулю URL Pattern, который предоставляет поддержку автоматической маршрутизации URL-а-
дресов в Django и предоставляет простой, быстрый и последовательный способ привязки ло-
гики представления к набору URL-адресов.

После осуществления маршрутизации с конкретного URL-адреса запрос пользователя по-
падает в Модуль View, этот модуль является связующим звеном между отправкой запроса и 
получением ответа. View позволяет структурировать представление и повторно использовать 
код, используя наследования и миксины. View также может обратиться к модулю Serializer или 
к модулю Model.

Модуль Serializer позволяет преобразовывать сложные данные, такие как наборы запро-
сов и экземпляры моделей, в собственные типы данных языка Python, которые в последствии 
легко могут быть преобразованы в JSON или в другие типы контента. Сериализаторы также 
обеспечивают десериализацию, позволяя преобразовывать проанализированные данные об-
ратно в сложные типы после первой проверки входящих данных.

Заключение

Тестирование системы показало, что реализованный проект полноценно функционирует 
и прост в использовании всеми субъектами сервиса, также были решены задачи в области его 
обслуживания. В последующем планируется добавить в функционал мобильных приложений 
возможность онлайн видеотрансляций, и осмотр real-time сеток мероприятий.
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Аннотация. Рассматривается задача автоматизации бизнес-процессов системы докумен-
тооборота МФЦ, выполняемых вручную. Представлен анализ проблем делопроизвод-
ства, обусловленных неэффективным способом реализации. Предложены способы их 
решений. Проект автоматизации проходит апробацию в одном из филиалов МФЦ Воро-
нежской области.
Ключевые слова: бизнес-процесс, автоматизация, электронный документооборот, Мно-
гофункциональный центр предоставления государственных и муниципальных услуг, 
МФЦ.

Введение

Многофункциональный центр предоставления государственных и муниципальных услуг 
(далее МФЦ) – организация, созданная в организационно-правовой форме государственного 
или муниципального учреждения (в том числе являющаяся автономным учреждением), отве-
чающая требованиям, установленным Федеральным законом, и уполномоченная на органи-
зацию предоставления государственных и муниципальных услуг, в том числе в электронной 
форме, по принципу «одного окна» [1, 2].

В системе МФЦ Воронежской области оказывается около 400 видов услуг. Особенностью 
является то, что прием документов по каждой услуге регламентируется соглашениями с ор-
ганами власти и регламентами по предоставлению каждой услуги. Весь документооборот с 
органами власти производится специалистами вручную.

Нормы труда не могут оставаться неизменными в течение длительного времени и подле-
жат периодическому обновлению по мере увеличения трудоемкости. В многофункциональ-
ном центре должна осуществляться систематическая работа по выявлению и использованию 
резервов роста производительности труда и установлению прогрессивных норм.

В обязанности специалистов входит составление реестров по услугам, по органам власти. 
Фрагмент реестра представлен на рис. 1, журналов передачи реестров в органы власти (рис. 2) 
и журналов приема реестров из органов власти, а также отслеживание статуса услуги во время 
ее выполнения в рукописном формате (рис 3).

Следовательно, актуальна разработка проекта, позволяющего производить эти действия 
автоматически, так как при увеличении запросов расходуется большое количество ресурсов 
организации.

1. Особенности оказания разных видов услуг МФЦ

Характерной особенностью оказания услуг МФЦ является то, что прием документов по 
каждой услуге регламентируется соглашениями с органами власти и регламентами по предо-
ставлению каждой услуги [3].

В МФЦ используется 2 программных комплекса для внесения сведений о заявителе и услу-
ге и печати заявлений: «Автоматизированное Рабочее Место Капелла» (далее Капелла), «Про-
граммный комплекс Приема Выдачи Документов» (далее ПК ПВД).

В ПК ПВД оформляются услуги Управления Федеральной службы государственной ре-
гистрации, кадастра и картографии по Воронежской области: Государственная услуга по 
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Рис. 1. Фрагмент реестра по передаче документов в МВД

Рис. 2. Журнал регистрации реестров
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государственному кадастровому учету недвижимого имущества и (или) государственной 
регистрации прав на недвижимое имущество и сделок с ним; Государственная услуга по пре-
доставлению сведений, содержащихся в Едином государственном реестре недвижимости.

Все остальные услуги оформляются в Капелле.
В ближайшем будущем планируется интеграция ПК ПВД в Капеллу для оптимизации ра-

боты специалиста.
Требования по наличию сведений в реестрах разных органов власти отличаются.
По некоторым услугам передача реестра с пакетами документов производится в электрон-

ном виде в программном комплексе VIP NET. Это программное обеспечение (ПО), реализу-
ющее на рабочем месте пользователя или сервере с прикладным ПО функции VPN-клиента, 
персонального экрана и клиента защищенной почтовой системы. Пакеты документов скани-
руются и сканы отправляются по защищенному каналу.

Есть услуги, оказание которых заканчивается отправкой пакетов документов в орган вла-
сти, выдача результата по таким услугам не предусмотрена.

При потере заявителем расписки/описи предусмотрено заявление о выдаче результата ус-
луги и документов.

2. Этапы оказания услуги

На этапе 1 (рис. 4) производится следующий порядок действий:
1. Оказания услуги начинается с удостоверения личности заявителя и выяснения цели об-

ращения.
2. Прием от заявителя пакета документов на оказание услуги.
3. Занесение сведений в программный комплекс.
4. Печать заявления на предоставление услуги, расписки/описи о приеме документов.
5. Проверка сведений в заявлении обратившегося за услугой подписывается заявителем в 

расписке/описи о приеме документов.
6. Выдача расписки/описи о приеме документов заявителю, комплектация пакета докумен-

тов по услуге для передачи в бэк-офис.
7. Занесение сведений о пакете документов в реестр специалиста.
На этапе 2 (рис. 4) выполняются следующие действия:
1. Передача реестра специалиста с пакетами документов в бэк-офис.

Рис. 3. Журнал процесса прохождения документа
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2. Сортировка пакетов документов по услугам, по органам власти.
3. Формирование реестров передачи документов по услугам в органы власти.
4. Занесение сведений о реестрах в базу данных, проставление даты отправки и статуса 

услуги – «Отправлено».
5. Передача реестров по органам власти курьеру или по программному комплексу.
6. Прием реестров с пакетами документов и результатами оказания услуги из органа власти.
7. Занесение в базу данных даты приема документов и статуса услуги «Готово» или «Воз-

врат».
На этапе 3 (рис. 4) производится передача реестра с пакетом документов и результатом 

услуги во временный архив зоны выдачи.
На этапе 4 (рис. 4) имеет место следующий порядок действий.
1. Выдача результата услуги заявителю, проставление отметки в расписке/описи о получе-

нии заявителем документов и проставление им подписи, занесение в базу данных даты выдачи 
документов и статуса услуги «Выдано». В случае ошибки в написании персональных данных 
в результате услуги и т.п., результат услуги возвращается в бэк-офис для передачи в орган 
власти на исправление ошибки, занесение в базу данных даты возврата результата услуги и 
статуса услуги «Возврат результата».

2. После выдачи результата расписки/описи и заявления сортируются по органам власти, 
по услугам и подшиваются в тома.

3. Тома с реестрами/описями передаются на хранение в архив.
На этапе 5 (рис. 4) в конце месяца составляется отчетность на основании информации из 

базы данных по услугам со статусом «Выдано», а также на основании реестров передачи доку-
ментов в органы власти по услугам, по которым результат не предусмотрен.

3. Проблемы делопроизводства МФЦ

Проблемы делопроизводства связаны с неэффективным по времени способом ведения ре-
естров услуг, журналов реестров, журналов выдачи и отчетов по выдачи услуг за определен-
ный период. Проблемы и предлагаемые способы их решений представлены в табл.

Рис. 4. Процесс прохождения документов в филиале МФЦ
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Проблемы и предложенные способы решения
Проблема Предложенное решение

Информация о клиенте заносится специали-
стами вручную несколько раз (специалистом 
приема, специалистом бэк-офиса и специа-
листом выдачи).

Заносить информацию о клиенте специа-
листом приема в соответствующую вкладку 
проекта. После этого информация отправля-
ется на хранение в базу данных и автоматиче-
ски заносится в реестры по услугам, журналы 
реестров и журналы выдачи.

Реестры по услугам в органы власти состав-
ляются вручную специалистом бэк-офиса.

Реестры составляются автоматически по ор-
ганам власти и видам услуг из информации 
хранимой в базе данных.

Реестры по услугам из органов власти прове-
ряются специалистами бэк-офиса и результа-
ты по услугам вручную заносятся в журнал 
процесса прохождения документа (рис. 3).

Формат реестров из органа власти обрабаты-
вается автоматически и необходимая инфор-
мация заносится в базу данных.

Специалист выдачи не оповещается о том, 
что услуга уже готова к выдаче пока ему не 
принесут результаты из бэк-офиса, тем са-
мым не оповещает клиента, в максимально 
короткий срок. После получения результатов 
специалист выдачи заносит в журнал выдачи 
информацию об услуге. Происходят случаи 
когда клиент сам обращается в МФЦ с вопро-
сом о готовности своей услуги, так как срок 
прописанный в регламенте по предоставле-
нию услуги истек.

При получении реестра из органа власти по 
услуге. В случае если в оказании услуги было 
отказано, заносится соответствующая ин-
формация в базу данных, эта информацию 
доступна к просмотру специалисту прие-
ма, который оказывал данную услугу, чтобы 
предпринять в дальнейшем необходимые 
действия. В случае готовности услуги, соот-
ветствующая информация также заносится 
в базу данных, специалист выдачи может по-
смотреть эту информацию и сообщить о го-
товности клиенту.

При составлении ежемесячного и ежегодного 
отчетов по оказанию услуг, руководитель фи-
лиала, а также его заместитель и специалисты 
бэк-офиса вручную ведут подсчет по журна-
лам выдачи и на основе полученных резуль-
татов составляют отчет.

Результаты ежемесячного и ежегодного отче-
тов по оказанию услуг автоматически высчи-
тываются и заносятся в форму отчета.

Для автоматизации бизнес-процессов были согласованы и использованы следующие сред-
ства реализации: язык программирования Java; Spring Framework; база данных PostgreSQL [4]; 
Apache Solr [5] – её основные возможности: фасетный поиск, интеграция с базами данных, 
обработка документов со сложным форматом.

Заключение

Проект по автоматизации бизнес-процессов документооборота проходит апробацию. По-
сле завершения переговоров с органами власти, на внесение изменений в соглашения для при-
ведения реестров на отправление в органы власти и из органов власти к единому стандарту, 
планируется развертывание базы данных на сервере МФЦ и программная реализация про-
екта, а также внедрение его во все филиалы МФЦ Воронежской области, что позволит значи-
тельно повысить эффективность работы всей системы МФЦ.
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УДК 004.42

ОСОБЕННОСТИ РАЗРАБОТКИ WEB-ПРИЛОЖЕНИЯ ДЛЯ ПОИСКА ПОПУТЧИКОВ

Воронежский государственный университет

А. В. Палиенко

Аннотация. Данная работа посвящена разработке приложения для поиска попутчиков. 
Оно может быть полезно как для людей, которые не любят передвигаться по городу на 
общественном транспорте, так и для водителей, желающих сократить затраты на бензин. 
Приложение-сервер предназначено для использования в системах семейства Windows и 
Unix-подобных операционных системах с предустановленным контейнером приложений 
Apache Tomcat 9.0.37 и СУБД PostgreSQL. Требования к аппаратному обеспечению соот-
ветствует требованиям СУБД и контейнера приложений.
Ключевые слова: web-приложение, поиск попутчиков, MVC.

Введение

Тысячи людей каждый день добираются на работу при помощи общественного транспор-
та. Это может приносить дискомфорт по целому ряду причин: будь то духота в жаркую погоду 
или необходимость ехать стоя. Кроме того поездка на автобусе в среднем занимает в два раза 
больше времени чем аналогичная на автомобиле. 

Те же, кто имеет личный автомобиль зачастую сталкиваются с проблемой высоких цен на 
бензин, что опять-таки заставляет их пользоваться общественным транспортом.

Целью данной статьи является описание особенностей разработки приложения поиска по-
путчиков.

1. Структурная схема приложения

Приложение создавалось в команде из пяти человек. На рис. 1.1 представлена структурная 
схема приложения, красным выделены модули, разработанные мной.

Рис. 1.1. Функциональная модель приложения
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2. Средства реализации

Приложение было реализовано с использованием следующих средств:
1) язык разработки Java;
2) фреймворк SpringFramework;
3) фреймворк Angular;
4) Hibernate для взаимодействия с базой данных;
5) среда разработки Eclipse IDE для java;
6) среда разработки Intellij WebStorm для Angular; 
7) сборка приложения – Maven;
8) СУБД PostgreSQL;
9) сервер приложений Apache Tomcat 9.0.37.
В качестве сред разработки были выбраны Eclipse и WebStorm, так как они обладают мно-

жеством полезных функций, упрощающих написание кода. 
Для работы с базой данных была выбрана ORM Hibernate, потому что она позволяет со-

здать объектную модель базы данных и работать с обычными java-классами вместо написания 
запросов.

Для работы с картой было использовано бесплатное API, предоставляемое Яндексом. Оно 
позволяет отображать карту, ставить на ней точки и показывать кратчайшие маршруты между 
ними.

Для хранения точек отправления и прибытия в базе данных было использовано расшире-
ние PostGis для PostgreSQL. Оно предоставляет тип данных для хранения координат, а также 
функции, позволяющие вычислять расстояние между точками.

3. Особенности реализации

На рис 3.1 представлена общая структура приложения.

Для удобства взаимодействия с базой данных использовался механизм Spring Data. Были 
описаны Java-классы-сущности, которые при помощи hibernate привязываются к соответству-
ющим таблицам базы [1]. Класс-сущность для работы с маршрутами представлен в Приложе-
нии 1. Пример класса сущности:

@Entity
@Table(name = «Routes»)
public class Route extends Recipient {

@Id
@GeneratedValue(strategy = GenerationType.SEQUENCE, generator = «route_id_generator»)
@SequenceGenerator(name = «route_id_generator», sequenceName = «route_id_seq», 

allocationSize = 1)
@Column(name = «route_id»)
private Long routeId;

@ManyToOne(fetch = FetchType.LAZY)
@JoinColumn(name = «city_id»)
private City city;
@Column(name = «route_begin»)

Рис. 3.1. Структура приложения
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private Point routeBegin;

@Column(name = «route_end»)
private Point routeEnd;

Для каждой сущности были описаны интерфейсы репозитории. Репозиторий для работы с 
маршрутами представлен в Приложении 2. Использование репозиториев позволило получить 
все необходимые базовые операции для работы с базой данных, такие как добавление, удале-
ние и чтение, без необходимости прописывать каждую из них вручную. Пример репозитория:

@Repository
public interface RouteRepository extends CrudRepository<Route, Long> {
ArrayList<Route> findRouteByCity(Long cityId);
Route findRouteByRouteId(Long routeId);
}

Для отправки и принятия сообщений были созданы контроллеры, каждый из которых ус-
ловно связан с одной из сущностей. Проявляется связь в названиях контроллеров, к примеру 
RouteController или UserController, необходимо это исключительно в целях удобства. Внутри 
контроллера могут находиться объекты любых сервисов или репозиториев. Класс-контроллер 
для работы с маршрутами представлен в Приложении 4.

К каждому классу-сущности, который мы создали, Hibernate может добавлять несколько 
десятков невидимых для нас полей. Это происходит автоматически и необходимо для кор-
ректной связи таблицы базы данных с нашей сущностью. Однако, если мы захотим передать 
сущностью через контроллер в Angular приложение, то все эти ненужные для нас поля также 
передадутся, что существенно замедлит работу приложения. Чтобы избежать это, использует-
ся механизм Data Transfer Object (DTO). DTO класс – это класс, создаваемый для каждой кон-
кретной сущности и включающий только те поля, которые мы хотим отправить или принять 
через контроллер. Для трансформации обычного объекта в объект DTO были созданы специ-
альные классы, имеющие в названии приставку DtoMapper. Перевод объекта при помощи этих 
классов происходит на уровне контроллеров после принятия или перед отправкой данных. 
Пример DTO класса:

public class RouteDto {
    private double[] routeBegin;
    private double[] routeEnd;
    private BigDecimal price;
    private String driverName;
    private Date startDate;
    private Integer routeId;
    private Integer countOfPlaces;
    private UserRouteDto userDto;
    private int distance;
    private int optimality;
    private Long groupId;

Класс DTO для работы с маршрутами представлен в Приложении 5, а класс, отвечающий за 
перевод DTO объекта в обычный и обратно в Приложении 6. 

Между уровнем контроллеров и репозиториев находится уровень сервисов. В нём мы про-
изводим все дополнительные действия над данными перед сохранением их в базу данных или 
отправкой в Angular приложение. Класс-сервис для работы с маршрутами представлен в При-
ложении 3.

При попадании на главную страницу приложения происходит запрос к базе данных, ре-
зультатом которого являются три маршрута, которые стартуют в ближайшее время [3].

При произведении поиска подходящих маршрутов формируется запрос к базе данных. 
В него помещаются все параметры, введённые пользователем. Отдельно стоит отметить ра-
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боту с датой. Так как, поездки происходят регулярно, то нам необходимо хранить дни неде-
ли, в которые они осуществляются. Для этого в таблице расписаний поле дней недели имеет 
целочисленный тип, и представляет собой число от 0 до 127, что в двоичном представлении 
даёт 7 цифр, каждая из которых символизирует то, совершается ли поездки в соответствую-
щий день недели. Так, если поездки совершаются в вторник и среду, то это даст нам двоичное 
число 0110000, что в десятичном представлении будет 6. Таким образом, при поиске пользо-
ватель вводит определённую дату, на уровне сервисов мы получаем из неё номер дня недели и 
переводим его в двоичную систему счисления. Затем производим побитовое умножение по-
лучившегося числа с числом, находящимся в базе данных. Если мы получили 0, то поездка не 
совершается в данный день.

После получения списка подходящих под параметры маршрутов на уровне сервисов про-
исходит вычисление искусственного параметра оптимальности для каждого маршрута. 

Параметр оптимальности вычисляется следующим образом:
• если пользователь успевает к старту маршрута и прогулка пешком до точки отправления 

займёт менее 15 минут, то ставится оценка 3;
• если пользователь успевает к старту, однако ему придётся идти более 15 минут, то ставит-

ся оценка 2;
• если пользователь не успеет к старту, то оценка 1.
При вычислении того, успеет ли пользователь добраться до точки отправления, берётся 

средняя скорость пешего человека 5 км/ч. Получив выборку маршрутов, пользователь сможет 
отсортировать её по параметру оптимальности.

Заключение

В результате работы были реализованы следующие блоки web-приложения:
• главная страница приложения с картой и тремя ближайшими поездками;
• страница многокритериального поиска маршрута для пассажира;
• страница, отображающая результат поиска с возможностью сортировки.
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Аннотация. Работа посвящена анализу, проектированию и реализации веб-приложе-
ния для тестирования маркетинговых кампаний в СМ-системе (Campaign Management). 
В ходе работы сформированы основные требования к разрабатываемому приложению, 
на основе которых была построена логическая модель данных, а также схема взаимодей-
ствия компонентов приложения для дальнейшей реализации. Описана концепция хране-
ния данных в СУБД Oracle и Redis, представлен стек технологий, используемый в реали-
зации. Рассмотрены основные компоненты приложения и интеграция между ними.
Ключевые слова: тестирование маркетинговых кампаний, маркетинговая кампания, 
Campaign Management, CM, маркетинговая акция, целевой маркетинг, CM-система, те-
леком, мобильная связь, подбор предложений, сервис, технолог, модель данных, интегра-
ция, REST, Apache Kafka.

Введение

Мобильная связь и мобильный интернет используются в качестве основного способа ком-
муникации между людьми. По этой причине существует многообразие компаний-операторов 
сотовой связи. Для удержания клиентов организации вынуждены использовать систему ло-
яльности, в ходе которой в рамках отдельных маркетинговых кампаний абонентам, выполня-
ющим заданное действие (например, пополнение баланса на заданную сумму), осуществляет-
ся вознаграждение – начисление бонуса или подключение услуги (рис. 1). 

Для проверки правильности работы системы и корректности прохождения абонентами 
полного жизненного цикла возникает необходимость в создании веб-приложения, позволяю-
щего на тестовых наборах абонентов эмулировать коммуникацию, выполнение условий кли-
ентом, а также вознаграждения абонента. Это позволит проводить более качественное тести-
рование кампаний, а также доработок системы.

1. Функциональность приложения

В результате анализа были выявлены необходимые функциональные требования к прило-
жению:

Рис. 1. Жизненный цикл маркетинговой кампании
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• авторизация пользователей;
• отображение информации по тестовым номерам (из справочника и в рамках отдельных 

кампаний);
• создание, редактирование и удаление справочных номеров;
• удаление тестовых номеров из кампаний;
• фильтрация списка тестовых номеров;
• эмуляция прохождения тестовым абонентом полной цепочки жизненного цикла кампании;
• симуляция или реальное информирования абонента в зависимости от настроек пользо-

вателя;
• проверка выполнения абонентом заданного в кампании ожидаемого действия;
• симуляция вознаграждения абонента.
Use-case диаграмма приложения представлена на рис. 2.

2. Средства реализации

Для разработки и тестирования приложения выбраны следующие программные средства:
• среда разработки IntelliJ IDEA;
• язык программирования Java [1];
• СУБД Oracle [2, 3];
• СУБД класса NoSQL Redis [6];
• язык разметки HTML 5.2;
• язык программирования JavaScript;
• система контроля версий Git;
• брокер сообщений Apache Kafka [5];
• приложение для тестирования веб-сервисов SoapUI.

3. Реализация

3.1. Общая схема приложения

Приложение состоит из двух основных сервисов:
• test-ctn-ws – сервис для работы с тестовыми и справочными тестовыми номерами;
• campaign-simulator – сервис для тестирования сценариев.

Рис. 2. Use-case диаграмма приложения
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Общая схема работы приложения представлена на рис. 3.

Детализированная схема работы приложения представлена на рис. 4. Взаимодействие 
пользовательского интерфейса с указанными сервисами осуществляется посредством Rest-за-
просов. Интеграция сервиса campaign-simulator с другими back-end сервисами системы осу-
ществляется c помощью Apache Kafka.

3.2. Хранение данных

Для хранения данных по тестовым номерам и справочным тестовым номерам использует-
ся база данных Oracle [2, 3]. Логическая модель базы данных [4] представлена на рис. 5. 

Рис. 3. Общая схема работы приложения

Рис. 4. Детализированная схема приложения
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Для проведения сценариев тестирования кампаний с целью повышения производитель-
ности было реализовано хранение результатов тестирования в базе данных Redis. Для это-
го используется hash-структура [6] с информацией о каждом конкретном тестовом запуске и 
структура, хранящая список ключей всех соответствующих hash-структур.

4. Интерфейс пользователя

Интерфейс пользователя включает в себя форму управления тестовыми номерами (рис. 6), 
а также форму тестирования сценариев (рис. 7).

Рис. 5. Логическая модель данных приложения

Рис. 6. Общий вид страницы управления тестовыми номерами
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Заключение

Результатом работы является веб-приложение для тестирования маркетинговых кампаний 
технологами сотовой связи, реализующее возможность эмуляции прохождения полного жиз-
ненного цикла кампаний на тестовых наборах абонентов.
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Рис. 7. Общий вид страницы тестирования сценариев
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Аннотация. В статье рассмотрен подход к детектированию графических объектов (на-
пример, дорожных знаков) с использованием искусственных многослойных свёрточных 
нейронных сетей. В качестве инженерного оборудования для сбора информации исполь-
зовалась передвижная дорожная лаборатория «ТРАССА». Результаты экспериментов де-
монстрируют высокую точность идентификации дорожных знаков в условиях различной 
среды. Описан подход распознавания объектов с применением глубокого машинного 
обучения, в котором ис-пользуется сверточная нейронная сеть и разработано программ-
ное обеспечение для идентифи-кации дорожных знаков. Предлагаемый подход позволя-
ет выявлять наличие детектируемых объектов в потоках данных и по ним проводить их 
идентификацию.
Ключевые слова: распознавание объектов, искусственная нейронная сеть, анализ изо-
бражений, свёрточная нейронная сеть, машинное обучение.

Введение

В последние годы исследования в области распознавания графических объектов имеют 
большую значимость из-за реальной потребности в технологии получения и анализа изобра-
жений объектов, обработки и применения полученных данных. Задача обнаружения и рас-
познавания дорожных знаков является актуальной при автоматизированном составлении 
паспорта дороги, разработке интеллектуальных систем, ориентированных на обнаружение 
потенциально опасных ситуаций с транспортными средствами для раннего предупреждения 
водителя [1].

Одним из источников повышения эффективности и надежности систем распознавания 
образов является увеличение уровня интеллектуальности системы за счет использования баз 
знаний соответствующей конкретной предметной области. Распознавание дорожных знаков 
можно определить как задачу поиска и идентификации объектов по изображению. В данной 
статье представлена система детектирования дорожных знаков на основе структуры много-
слойной свёрточной нейронной сети. Цель работы состоит в том, чтобы в изображении найти 
информацию о дорожных знаках и отнести их к определенному классу, разработка нового ал-
горитма, основанного на комбинации первичного преобразования входных данных и метода 
чередования свёрточных и субдискретизирующих слоёв нейронной сети. 

1. Использование нейросетевых библиотек и методика эксперимента

Одной из лучших библиотек, использующихся для глубокого обучения, является TensorFlow. 
Это библиотека с открытым исходным кодом для численного расчёта с использованием гра-
фа потока данных, разработанная Google. Узлы на графе представляют собой математические 
операции, в то время как ребра графа представляют собой многомерные массивы данных 
(тензоры), передаваемые между ними. По своему функционалу и возможностям TensorFlow 
заслуженно считается очень мощным инструментом для разработки, однако является доволь-
но сложной для использования библиотекой и требует длительного предварительного изуче-
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ния своих особенностей и архитектуры. Чтобы облегчить её использование, была разработана 
библиотека Keras, являющаяся своего рода «оберткой» для TensorFlow [2].

Keras – открытая нейросетевая библиотека, написанная на языке Python. Она представляет 
собой надстройку над фреймворками Deeplearning4j, TensorFlow и Theano. Прежде всего она 
нацелена на оперативную работу с сетями глубинного обучения, при этом спроектирована 
так, чтобы быть компактной, модульной и расширяемой. Keras была создана как часть иссле-
довательских усилий проекта ONEIROS (англ. Open-ended Neuro-Electronic Intelligent Robot 
Operating System). Эта библиотека содержит многочисленные реализации широко применя-
емых строительных блоков нейронных сетей, таких как слои, целевые и передаточные функ-
ции, оптимизаторы, и множество инструментов для упрощения работы с изображениями и 
текстом.

Для создания сети сделаны обучающие выборки объемом из 600 изображений первичных 
данных, 500 из них используется для обучения нейросети.

Вычислительные эксперименты выполнялись на компьютере с 8 ГБ оперативной памяти, 
процессором Intel Core i7-9750H и видеокартой NVIDIA GeForceGTX 1650. Были установлены 
библиотеки Python 3.8.4, Anaconda2021.05, TensorFlow2.6.1 и Keras версии 2.4.0. Обучение про-
изводилось в течение 20 эпох (epochs).

2. Входные данные и их преобразование

Входные данные представляют собой набор изображений, разделенных на две категории: 
изображения, содержащие дорожные знаки и изображения, на которых дорожных знаков нет. 
Так же на изображениях могут присутствовать другие различные объекты (например пеше-
ходы, различные автомобили, столбы и т.д.), препятствующие правильному детектированию. 
Пример типичного входного изображения представлен на рис. 1.

Для данного исследования использовался набор данных, полученных в результате инстру-
ментального обследования автодороги  передвижной дорожной лабораторией «ТРАССА». 
Комплексная дорожная лаборатория «ТРАССА», показанная на рис. 2, предназначена для диа-
гностики, паспортизации, контроля транспортно-эксплуатационного состояния автомобиль-
ных дорог.

Рис. 1. Пример исходного изображения
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Система видеосъемки позволяет провести сбор видеоинформации по автомобильным до-
рогам. Моноблок с встроенными видеокамерами (4 сенсора) позволяет выполнять съемку с 
разверткой 180°. Видеокамеры 12 Мп с H.264 компрессией уличного исполнения. Модифика-
ция DN расширяет возможности применения камер в условиях низкой освещенности путем 
добавления электромеханических фильтров IR Cut-off (для каждого из четырех сенсоров), а 
режим WDR позволяет получать изображение с расширенным динамическим диапазоном до 
100db. Корпус камеры выполнен в уличном исполнении и соответствует стандарту Ip66. Шаг 
съемки устанавливается от 1 до 20 м, что позволяет получать полную информацию о дорож-
ной ситуации, включая насыщенные участки улично-дорожной сети населенных пунктов.

Полученная видеоинформация в формате .avi с привязкой к местоположению и объектам 
автомобильных дорог была раскадрована с помощью ПО на набор, состоящий из 600 различ-
ных изображений. 500 из них использовались для тренировки нейронной сети, оставшиеся – 
для проверки качества детектирования. 

Первоначальное преобразование входных данных заключается в уменьшении размерности 
для  увеличения скорости обучения нейронной сети. Было получено два набора данных: изо-
бражения в градации серого и полноцветные RGB-изображения.

3. Структура многослойной свёрточной нейронной сети

Свёрточная нейронная сеть (CNN) – разновидность глубоких нейронных сетей, наиболее 
часто применяемая в задаче анализа визуальных образов. Идея свёрточных нейронных сетей 
заключается в последовательном чередовании свёрточных, фильтрующих (подвыборочных) и 
полносвязных слоёв. Свёрточные нейросети являются отличным аппаратом для решения раз-
личных задач обработки и распознавания изображений. CNN – это двумерный массив нейро-
элементов размерности N×M. Каждый нейрон в такой сети соединен только с нейронами из 
своей ближайшей (n×m) окрестности [4]. Идея многослойных свёрточных нейронных сетей 
заключается в чередовании свёрточных и субдискретизирующих слоёв. 

Свёрточный слой нейронной сети представляет собой применение математической опера-
ции свертки к выходным данным с предыдущего слоя. Свёртка - это операция перемножения 
двух матриц: матрицы изображения и фильтра, представляющего из себя матрицу меньшего 
размера. Веса матрицы фильтра являются обучаемыми параметрами, в зависимости от ко-
торых выделяются те или иные признаки на исходном изображении. На рис. 3 представлен 
пример операции перемножения изображения и произвольного фильтра.

Субдискретизирующий слой или слой пулинга располагается между последовательностью 
свёрточных слоев и позволяет сократить пространственное представление изображенияс це-
лью уменьшения количества входных параметров для последующих слоев и сокращения вы-

Рис. 2. Внешний вид передвижной дорожной лаборатории «ТРАССА» и установки видеокамеры
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числительных операция в сети. Субдискретизирующий слой выполняет простую операцию 
выбора максимального элемента (max-pooling) – вся карта признаков разделяется на ячей-
ки N×K элементов, из которых выбираются элементы, максимальные по значению. На рис. 4 
представлен пример операции пулинга.

Как говорилось ранее, комбинация свёрточных и субдискретизирующих слоев является ос-
новой многослойной свёрточной нейронной сети. В данном исследовании  использовалось не-
сколько свёрточных нейронных сетей, имеющих глубину 4–6 слоев. Наилучший результат был 
получен с использованием  шестиуровневой сети, структура которой представлена на рис. 5.

4. Результаты и их оценка

Для создания сети использована обучающая выборка, содержащая 600 изображений пер-
вичных данных, 500 их них используется для обучения нейросети. Проведены исследования 
для черно-белых и RGB наборов данных для разработки модели распознавания дорожных 
знаков.

На рис. 6 и рис. 7 показаны графики распределения ошибки обучения и точности распоз-
навания в зависимости от количества пройденных эпох обучения для черно-белых и цветных 
изображений соответственно. Как видим из полученных графиков, многослойная свёрточная 
нейронная сеть обладает достаточной точностью детектирования графических объектов. 

На первый взгляд использование RGB-изображений не дает существенных преимуществ в 
задаче детектирования дорожных знаков, однако, решение с использованием цветных изобра-
жений обладает большей стабильностью и меньшей итоговой ошибкой распознавания. Более 

Рис. 3. Пример операции перемножения матриц изображения и фильтра

Рис. 4. Пример операции пулинга
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Рис. 5. Структура свёрточной нейронной сети

Рис. 6. График уменьшения ошибки и увеличения точности 
в зависимости от эпохи обучениядля черно-белого изображения

Рис. 7. График уменьшения ошибки и увеличения точности 
в зависимости от эпохи обучениядля RGB- изображения
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того, в ходе исследования удалось выделить ряд ситуаций, надежное распознавание которых 
не удалось осуществить с использованием черно-белых изображений. На рис. 8 приведен при-
мер такой ситуации: у встречной машины работает только одна фара ближнего света, и ней-
росеть, по-видимому, воспринимает ее как дорожный знак, тем самым относя данное изобра-
жение к категории изображений с дорожным знаком.

Данную проблему можно решить увеличив размер изображений, используемых для трени-
ровки сети, но это приведет как к увеличению времени обучения, так и к росту времени пред-
сказания для каждого изображения. Исходя из этого, использование полноцветных RGB-изо-
бражений видится более перспективным.

Заключение

На основе проведенного анализа выявлены подходы к автоматизированной системе детек-
тирования дорожных знаков и возможность применения методов машинного обучения. Ис-
пользование свёрточной нейронной сети позволяет разработать быструю и надежную систему 
обнаружения дорожных знаков. Выполнен эксперимент по изучению возможностей метода 
распознавания дорожных знаков. В этом исследовании были применены методы глубокого и 
активного обучения, чтобы обеспечить интеллектуальную идентификацию и извлечение ба-
зовой информации. Эксперименты  показали, что этот подход имеет высокую производитель-
ность в контексте сегментации и способности обнаруживать дорожные знаки.
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РАЗРАБОТКА ВЕБ-ПРИЛОЖЕНИЯ ДЛЯ ВИЗУАЛИЗАЦИИ 
МАРКОВСОГО ПРОЦЕССА ПРИНЯТИЯ РЕШЕНИЙ

Воронежский государственный университет

М. А. Пересыпкина

Аннотация. Для формализации широкого спектра задач с последовательным принятием 
решений может использоваться структура марковского процесса принятия решений, яв-
ляющаяся частью одного из самых перспективных направлений машинного обучения – 
обучению с подкреплением (Reinforcement learning). Эта структура может быть полез-
на для моделирования многих реальных проблем. Данная работа посвящена разработке 
веб-приложения для визуализации марковского процесса принятия решений в виде гра-
фа и поиска оптимального пути на основе данных, введенных пользователем.
Ключевые слова: веб-приложение, JavaScript, React, машинное обучение, обучение с под-
креплением, последовательное принятие решений, марковский процесс принятия ре-
шений, Марковское свойство, динамическое программирование, Reinforcement learning, 
Markov Decision Process, MDP.

Введение

Развитие технологий Artificial Intelligence (с англ. «искусственный интеллект») открывает 
новые возможности одному из самых перспективных направлений машинного обучения – 
Reinforcement learning (с англ. «обучение с подкреплением»).

Алгоритмы классического машинного обучения для прогнозирования в качестве входных 
данных используют готовые данные. Наиболее популярными вариантами использования та-
ких алгоритмов являются механизмы рекомендаций, обнаружение мошенничества и вредо-
носных программ, фильтрация спама, различные автоматизации бизнес-процессов.

Основное отличие Reinforcement learning от классического машинного обучения состоит в 
том, что обучение происходит в процессе взаимодействия со средой. После выполнения раз-
личных действий результат улучшается или ухудшается. Закрепляются те действия, которые 
работают, то есть изменяют алгоритмы выбора действия на протяжении множества подходов 
до тех пор, пока не получат лучший результат. Такие алгоритмы используются в планирова-
нии, в системах восприятия, для создания трейдинговых ботов, ботов в компьютерных играх 
и чат-ботов, которые учатся от диалога к диалогу.

Для формализации данных задач может использоваться структура марковского процесса 
принятия решений (Markov Decision Process или MDP). Она может быть полезна для модели-
рования многих реальных проблем.

1. Основные понятия

Марковский процесс принятия решений представляет собой взаимодействия агента 
(Agent) и среды (Environment) с дискретными временными шагами .t  При выполнении дей-
ствия (Action) A  агент получает из среды состояние (State) tS  из набора возможных состоя-
ний S  и вознаграждение (reward) 1.tR +  Далее агент, основываясь на этом состоянии, выбирает 
новое действие tA  из набора возможных действий .A

Таким образом, взаимодействие агента со средой генерирует траекторию опыта, состоя-
щую из состояний, действий и наград.
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При совершении действия a  для агента существует множество новых состояний, в одно из 
которых (состояние s′) он переходит с вероятностью .P  Сумма вероятностей по всем возмож-
ным следующим состояниям должна равняться единице, поскольку это распределение веро-
ятностей.

Награды, получаемые при переходе в новое состояние, могут быть как положительны-
ми, так и отрицательными. А цель агента – максимизировать будущее вознаграждение. Но в 
Reinforcement learning важна максимизация совокупного вознаграждения, а не вознагражде-
ние, которое агент получает из текущего состояния.

2. Описание библиотеки, преобразующей введенные пользователем данные

Для преобразования введенных пользователем данных в структуру, удобную для работы и 
дальнейших вычислений, был создан Java Script класс MdpStructure.js, состоящий из двух вспо-
могательных функций:

‒ function createTransitionProbs(mdp_data) – формирует пару ключ-значение из состояний и 
действий, которые можно совершить из этого состояния. Также по действию можно получить 
состояние, в которое ведет это действие, и вероятность перехода в это состояние.

‒ function createRewards(mdp_data) – формирует пару ключ-значение из состояний и дей-
ствий, которые можно совершить из этого состояния. Также по действию можно получить 
состояние, в которое ведет это действие, и награду, получаемую при переходе в это состояние.

Также класс MdpStructure.js включает в себя несколько метод, упрощающих работу с дан-
ными:

‒ getAllStates() – возвращает список всех состояний;
‒ getPossibleActions(state) – возвращает список возможных действий из состояния state;
‒ isTerminal(state) – проверяет, является ли состояние state конечным;
‒ getNextStates(state, action) – возвращает состояние, в которое перейдет агент из состояния 

state при выборе действия action;
‒ getTransitionProb(state, action, next_state) – возвращает значение вероятности перехода из 

состояния state в следующее состояние next_state при совершении действия action;
‒ getReward(state, action, next_state) – возвращает значение награды при переходе из состо-

яния state в следующее состояние next_state при совершении действия action;

3. Описание библиотеки, реализующей марковский процесс принятия решений

Данные, преобразованные в классе MdpStructure.js, используются в Java Script классе 
MdpLogic.js. Этот класс содержит методы, необходимые для вычисления оптимального пути 
на основе введенных данных.

В данном классе также используется коэффициент дисконтирования γ  (gamma), определя-
ющий, насколько важно получить немедленное или будущие вознаграждения. Он помогает из-
бежать бесконечности в непрерывных задачах и имеет значения от 0 до 1. Чем больше значение 
этого коэффициента, тем важнее будущие вознаграждения. На практике краевые значения 0 и 
1 не используются, так как первый учитывает только немедленные вознаграждения, а второй 
будет учитывать только будущие вознаграждения, что может привести к бесконечности. Поэ-
тому оптимальное значения для коэффициента gamma находится в диапазоне от 0,2 до 0,9.

Роль агента – выбор действия, которое влечет за собой переход в новое состояние и полу-
чение награды, как положительной, так и отрицательной. Такое поведение агента называется 
политикой (Policy), которая имеет вид (3.1)

	 ( | ) [ | ].t ta s P A a S sπ = = = 	 (3.1)
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Это стохастическая политика, означающая, что для выбора доступны несколько действий 
с ненулевой вероятность.

Оптимальная политика *π  имеет максимально возможную ценность в каждом состоя-
нии, которую помогает найти функция ценности состояния (State-value function). Другими 
словами, эта функция определяет будущую награду, которую агент может получить, начиная 
из конкретного состояния.

Функция ценности состояния для оптимальной политики определяется следующей фор-
мулой (3.2)

	
** *

'
( ) ( ) max ( ) max ( , | , )[ ( )].

a s r
v s v s v s s r s a r v sπ ππ

γ′ ′= = = +∑∑ 	 (3.2)

Функция ценности действия (Action-value function) определяет сумму вознаграждений при 
условии, что агент выбрал конкретное действие и затем следует выбранной политике.

Функцию ценности действия для оптимальной политики можно выразить следующей 
формулой (3.3)

	
** *''

( , ) ( , ) max ( , ) ( , | , )[ max ( , )].
as r

q s a q s a q s a p s r s a r q s aπ ππ
γ′ ′ ′= = = +∑∑ 	 (3.3)

Именно функции ценности позволяют судить о качестве различных политик. Поэтому они 
имеют решающее значение в Reinforcement learning.

Для реализации алгоритма поиска оптимальных политики и значений состояний было 
принято решение об использовании алгоритма итерации значений, поскольку он позволяет 
комбинировать оценку и улучшение политики за один шаг. Его суть заключается в том, что 
перебираются все состояния, а обновление происходит в соответствии с действием, которое 
максимизирует оценку текущего значения (3.4)

	
'

( ) max ( , | , )[ ( )].
a s r

v s p s r s a r v sγ′ ′= +∑∑ 	 (3.4)

Данный алгоритм был реализован с помощью следующих методов:
‒ getValue(state_values, state, action);
‒ getNewStateValue(state_values, state);
‒ iterativePolicyEvaluation();
‒ getOptimalAction(state);
‒ getOptimalActions();
‒ valueIteration();
‒ checkData().

4. Интерфейс для ввода данных и визуализации найденного решения

Для ввода данных были реализованы несколько классов, использующие Java Script библи-
отеку React.js, предоставляющая возможность удобной реализации динамических элементов, 
благодаря которой могут обновляться отдельные части одностраничного веб-приложения.

Класс TableComponent.js описывает логику работы таблицы, в которую пользователь вво-
дит информацию о состояниях, действиях, вероятности перехода в другие состояния и награ-
дах (рис. 4.1).

Для реализации этой таблицы в классе TableComponent.js были созданы вспомогательные 
классы для рендеринга страницы:

‒ EditableNumberCell() – класс, использующийся для реализации ячеек колонки «Probability»;
‒ EditableTextCell() – класс, использующийся для реализации остальных ячеек;
‒ DataRow() – класс, использующийся для реализации строки с помощью вышеописанных 

классов.
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Класс DataComponent.js описывает работу таблицы (добавление и удаление строк), опре-
деление параметров для построения графа и другие возможные манипуляции с данными. Ре-
зультат рендеринга данного класса представлен на рис. 4.2.

Данный класс содержит следующие методы:
‒ handleRemoveRow(dataRow) – описывает удаление конкретной строки;
‒ handleAddRow() – описывает добавление строки;
‒ handleDataTable(evt) – считывание данные из таблицы;
‒ handleChangeGamma(event) – изменение значения коэффициента гамма;
‒ handleChangeOnlyOptimal(event) – описывает выбор отображения только оптимальных 

действий;
‒ handleVisualMethodChange(event) – описывает выбор метода визуализации графа;
‒ handleClear() – кнопка очистки данных и области графа.
Также веб-приложение позволяет загружать данные в таблицу и скачивать введенные с 

помощью методов handleUpload() и handleDownload() соответственно. Эти функции значи-
тельно упрощают и ускоряют работу с данными, поскольку можно проводить различные ис-
следования, не вводя одни и те же данные снова и снова.

Визуализация графа была реализовала с помощью классов Graph.js и BuildGraph.js. Они по-
строены на Java Script библиотеке cytoscape.js, которая предоставляет широкий набор возмож-
ностей работы с графом. Пример построенного графа с найденным оптимальным решением 
представлен на рис. 4.3.

Рис 4.1. Область ввода данных с заполненными полями

Рис. 4.2. Область выбора параметров графа и возможных манипуляций с данными
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Граф состоит из двух типов вершин:
‒ состояние (state), окрашен в зеленый цвет;
‒ действие (action), окрашен в розовый цвет.
Также граф имеет три типа направленных ребер:
‒ ребро из вершины «состояния» в вершину «действия», показывающее возможное дей-

ствие из этого состояния, окрашено в желтый цвет;
‒ ребро из вершины «состояния» в вершину «действия», показывающее, что данное дей-

ствие оптимально, окрашено в зеленый цвет;
‒ ребро из вершины «действия» в вершину «состояния», обозначающее переход в данное 

состояние при выборе данного действия с некоторой вероятностью, окрашено в синий цвет.
Поскольку сложно предугадать данные, которые введет пользователь, была добавлена воз-

можность перемещения вершин для их более удобного расположения.

Заключение

В результате проделанной работы было создано веб-приложение, которое реализует мар-
ковский процесс принятия решений, и на основе данных, введенных пользователем, осущест-
вляет поиск оптимального решения.

Данное веб-приложение может быть использовано в учебных целях для знакомства с MDP 
и изучения работы его алгоритма на практике в удобном формате.
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Рис. 4.3. Пример графа, использующий метод визуализации Circle
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Аннотация. В работе рассматривается проблема парковки транспортных средств в го-
родской среде. Исследуются инструменты и существующие подходы к реализации систем 
повышения эффективности парковки. Предлагается и обосновывается разработка и вне-
дрение веб-технологий для реализации ассистента парковки.
Ключевые слова: веб-технологии, визуализация данных, информационные системы для 
водителей, транспортные средства, дорожная обстановка, городская среда, парковка, 
проблема парковки, парковочное место, сенсоры, датчики.

Введение

В современных крупных городах и мегаполисах найти место для парковки — это большая 
проблема. Для неопытных водителей она усложняется ещё и тем, что не в каждое место есть 
возможность припарковаться.

Современный автомобильный рынок предлагает водителям ряд моделей, оснащенных си-
стемами помощи при парковке. Но здесь вопрос стоит в цене таких авто - как правило, это 
достаточно дорогостоящие марки, которые далеко не каждый водитель может себе позволить.

Выявление достоинств и недостатков существующих автоматизированных систем управ-
ления парковочным пространством, позволяет определить способы решения существующих 
в данной сфере проблем.

Дополнительным помощником автолюбителю в данном случае может стать небольшое на-
глядное веб-приложение, в совокупности с технологиями распознавания изображений. Такое 
решение позволит во многом упростить процесс взаимодействия водителей с парковочными 
комплексами.

Практическая значимость

Практическая значимость проведенного исследования состоит в изучении основных тен-
денций в области развития современных информационных и веб-технологий и их примене-
ния с целью повышения качества жизни и уровня комфорта не только автолюбителей, но и 
всего населения городов в целом.

В ходе работы рассмотрены, описаны и обоснованы преимущества веб-технологий как 
важнейшего инструмента в развитии современных парковочных систем. Применение совре-
менных разработок позволит обеспечить более эффективное взаимодействие водителей с 
парковочными пространствами сведя расходы владельцев автомобилей к минимуму.

Данное исследование позволяет сделать вывод, что внедрение информационной системы 
помощи при парковке в систему традиционных парковок, позволит повысить уровень обеспе-
чения безопасности и уйти от таких наболевших проблем, как постоянные очереди и перепол-
ненность. Кроме того, пользователи парковок – водители, станут в большей степени удовлет-
ворены качеством и скоростью обслуживания.
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Обзор существующих решений

Многие современные системы мониторинга парковочного пространства недостаточно ос-
нащены интеллектуальной составляющей, или качество такого оснащения оставляет желать 
лучшего. Разумеется, это не может не отражаться на точности показаний таких систем.

Одним из способов получения информации о наличии свободных парковочных мест явля-
ются парковочные автоматы, которые установлены при въезде на парковку. Водители с помо-
щью таких автоматов могут узнать, есть ли свободные неоплаченные места. Однако эти дан-
ные не всегда отражают реальную картину, и «свободное» место, в действительности, может 
быть уже занято.

Сегодня многие крупные торговые центры с целью привлечения дополнительных клиен-
тов, стараются создать максимально комфортные и безопасные условия для парковки. На-
пример, на парковках ведется круглосуточное наблюдение с помощью камер. Такое решение 
позволяет отследить движение (въезд, выезд) автомобилей в течение дня. В ночное время та-
кие камеры срабатывают по датчику движения. Однако такие системы наблюдения позволяют 
лишь обеспечить безопасность автомобилей на платных парковках с уже выделенными кли-
ентам местами.

Универсального решения по системе управления парковочным пространством, которая 
бы подходила как для открытых, так и для закрытых парковок, а также давала бы достоверные 
сведения о наличии свободных парковочных местах, при минимальных затратах на ее обслу-
живание, пока не создано.

Описание умной парковочной система

Комплексная интеллектуальная система, включающая в себя устройства сканирования 
парковочных мест обеспечивает автоматизированную обработку информации путем скани-
рования изображения и обработки полученных сведений о наличии свободных мест, система 
будет направлять полученные данные на различные устройства (телефоны, планшеты и т.п.), 
информационные интернет-ресурсы и электронные указатели, расположенные на территории 
парковочного комплекса.

Умная парковка станет удобной геоинформационной системой. Любой водитель, при на-
личии одного только смартфона с доступом в интернет, сможет получать актуальную инфор-
мацию о наличии свободных парковочных мест на той или иной парковке. Такая система в 
разы упростит поиск, сократит время и затраты на передвижение автомобиля до свободного 
парковочного места, позволит повысить качество услуг, предоставляемых парковками.

В качестве основного источника получения данных о свободных парковочных местах, ста-
нет видеонаблюдение. Камеры необходимо расположить так, чтобы все парковочные места 
были в зоне видимости, а влияние факторов внешней среды на камеры сводилось к минимуму.

Современные технологии позволяют использовать устройства с высокой точностью рас-
познавания образов. Такие устройства могут оперативно и достоверно определить наличие 
свободного пространства на заданной территории. При этом каждое парковочное место долж-
но быть обозначено специальным знаком-маркером. Автомобиль, встающий на парковочное 
место, закрывает специальный знак от камер, тогда место можно считать занятым.

Поступающая с видеокамер информация, сохраняется на видеосервере с доступом к на-
блюдению для последующей обработки данных. При изменениях в изображении с камеры, 
установленной на конкретном участки парковки, система определит присутствие автомоби-
ля на том или ином парковочном месте. С помощью камер фиксируется именно занятость 
свободных мест. Если место освобождается, информация незамедлительно передается в базу 
данных.
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Исследование современных веб-технологий

Использование в процессе разработки веб-приложения стека технологий, включающего 
в себя фреймворки и JavaScript-библиотеки, позволяет при минимальном объеме данных и 
ограниченных системных ресурсах интегрировать веб-приложение в систему взаимодействия 
с остальными сервисами парковки. Это обеспечивает получение в веб-интерфейсе актуальной 
на данный момент информации о свободных парковочных местах.

В целях исследования сравнивались показатели производительности основных 
JavaScript-библиотек и фреймворков, которые применяются на современном этапе развития 
веб-программирования в браузере Google Chrome. Производилось тестирование по созданию 
1000 строк, обновлению 1000 строк, частичному обновлению строк, выбор строки, удаление 
строки.

Веб-интерфейс системы парковки должен обеспечивать визуальное отображение данных 
в режиме реального времени, в то же время визуальная подложка для отображения парковоч-
ных мест, должна быть создана только один раз. В этом случае необходимо остановить выбор 
на библиотеке, которая сохраняет производительность при постоянных обновлениях данных. 
Согласно проведенному сравнительному анализу, наиболее оптимальной для реализации по-
ставленной задачи, является библиотека ReactJS.

ReactJS представляет собой JavaScript-фреймворк с открытым исходным кодом для созда-
ния пользовательских интерфейсов [4]. С его помощью можно производить описание элемен-
тов, так как он является декларативным. Такая технология позволяет без затруднений соз-
давать пользовательские интерфейсы. Спроектированные разработчиком простые страницы 
веб-приложения, могут быть обновлены с помощью ReactJS так, что обновление коснется 
только тех компонентов, которые должны быть скорректированы при изменении данных. Де-
кларативные представления обеспечивают более высокую предсказуемость при работе с ко-
дом, и удобство в процессе отладки.

При дальнейшей разработке нужны эффективно написанные кросс-браузерные CSS стили. 
Сегодня препроцессоры CSS расширяют возможности переменными, различными функция-
ми, операторами и многими другими полезными средствами. Наряду с любыми другими язы-
ками программирования, препроцессоры имеют различные правила конструкции языка, но 
они достаточно схожи между собой. Всеми препроцессорами поддерживается классическое 
написание CSS стилей, а их синтаксисы по большому счету имеют сходства с CSS.

В перечень наиболее известных CSS-процессоров входят SASS, LESS и Stylus [5]. Синтаксис 
SASS и LESS является более привычным и схожим с CSS. Но следует отметить, что SASS по-
зволяет сделать более подробное описание применения примесей, нежели в LESS. Именно по-
этому для разработки веб-приложения парковки должен использоваться CSS-процессор SASS.

С целью эффективной интеграции большого количества зависимостей в разработку, следу-
ет использовать пакетный менеджер. Отсутствие такового создаст необходимость скачивания 
зависимостей с интернет-ресурсов в ручном режиме. Существует вариант загрузки зависимо-
стей в систему контроля версий кода, однако это значительно увеличивает размеры разраба-
тываемого приложения и замедлит скорость скачивания и установки, негативно скажется на 
ресурсах сервера системы контроля версий.

На сегодняшний день наиболее распространенным пакетным менеджером для JavaScript-би-
блиотек является npm [6]. Помимо этого, npm представляет собой самый большой программ-
ный реестр во всем мире. Npm позволяет не добавлять файлы зависимостей в разработку. 
Достаточным станет лишь добавление файла, который содержит соответствующие названия 
JavaScript-библиотек и их версий, в корень проекта. Это обеспечит постоянное наличие нуж-
ных версий пакетов, а их загрузку можно будет производить непосредственно перед запуском 
или сборкой приложения с помощью простой команды в консоли.
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На сегодняшний день одна из основных проблем в сфере разработки больших веб-прило-
жений, состоит в низкой скорости обработки большого потока данных, идущего с сервера на 
веб-клиент.

Обновление визуальных данных в веб-клиенте может быть организовано различными спо-
собами:

‒ обновление данных происходит при непосредственном запросе пользователя;
‒ данные обновляются через определенный временной интервал;
‒ использование отличного от НТТР протокола с целью оперативного обмена сообщения-

ми между браузером и веб-сервером в режиме реального времени.
Визуальные данные можно обновлять посредством WebSocket [7]. Это позволит веб-кли-

енту подключаться к серверу и подписаться на необходимые обновления данных. Благодаря 
такому взаимодействию веб-клиент станет получать с сервера данные только в тот момент, 
когда посчитает нужным, например, при возникновении каких-либо изменений в базе дан-
ных. WebSocket считается наиболее эффективным протоколом связи в режиме реального вре-
мени с точки зрения производительности и нагрузки на сервер, поскольку поток сообщений 
между веб-клиентом и сервером минимизируется и становится оптимально обоснованным.

Метод обновления по запросу пользователя не является в данном случае подходящим, так 
как приложение создается с целью отображения информации в режиме реального времени. 
Метод обновления данных через определенный интервал времени также не соответствует за-
даче - отображение сведений в онлайн-режиме, и не подходит для постоянной загрузки ин-
формации при большом ее потоке. Веб-клиент будет производить запрос на сервер постоянно, 
даже если данные в базе данных по истечении определенного времени не изменились.

Современные технологии веб-программирования делают возможным создание веб-при-
ложений не требующих сложных вычислений или операций по оптимизации при неболь-
шом информационном потоке, при этом обеспечивается высокую скорость вычислительных 
операций при наличии большого потока данных. Применение при разработке той или иной 
веб-технологии, методов и подходов к обработке информации и оптимизации этого процес-
са, зависит от поставленной задачи, которая должна эффективно решаться с помощью такой 
технологии.

Заключение

Проведенное исследование существующих на сегодняшний день решений в области авто-
матического определения свободных парковочных мест, показало, что современные парковоч-
ные комплексы, в большинстве своем, оснащены датчиками для определения свободных мест. 
Такая система достаточно затратная в плане установки и последующего техобслуживания.

В процессе изучения современных систем автоматического определения парковочных 
мест, был осуществлен сравнительный анализ с современными системами, основанными на 
использовании веб-технологий. Оснащение парковок таким видом программного комплекса, 
включающим веб-сервер, базу данных и пользовательский интерфейс, обеспечит пользова-
телей веб-приложения актуальной информацией о свободных парковочных местах в режиме 
реального времени. Интерфейс приложения может быть масштабирован, с целью расширения 
отображаемого пространства и одновременного охвата сразу нескольких парковочных ком-
плексов.

По результатам исследования современных веб-технологий и эффективности алгоритмов, 
пользовательский интерфейс даже при масштабировании пространства и большом потоке 
данных, не потеряет четкости визуализации и достоверности сведений при передаче инфор-
мации с сервера на веб-клиент.
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Аннотация. Развитие инструментов автоматизированного анализа текста было бы не-
возможно без результатов многих теоретических работ в области лингвистики. Однако, 
не все предложенные методы, разработанные словари и т.д. подходят для использования 
при создании программ для обработки текста с помощью ЭВМ без существенных изме-
нений. В докладе предлагается подход к использованию семантических словарей в рамках 
набора инструментов автоматизированной обработки текста «Фреймворк TAWT», опи-
саны преимущества данного подхода, приводятся примеры результатов решения задач 
компьютерной лингвистики с применением данного подхода.
Ключевые слова: автоматизированный анализ текста, обработка естественного языка, 
компьютерная лингвистика, nlp, фреймворк для анализа текста, морфологический ана-
лиз, синтаксический анализ, семантико-синтаксический анализ.

Введение

Бурное развитие инструментов автоматизированного анализа текста в первую очередь ста-
ло возможным благодаря наличию большого количества результатов исследований в области 
лингвистики: начиная от словарей, тезаурусов, размеченных корпусов текстов и заканчивая 
фундаментальными теоретическими работами. Особенно дали толчок развитию средств ав-
томатизации естественно-языкового текста работы, которые изначально разрабатывались 
для автоматизированной обработки текста, ярким примером чего является «Грамматический 
словарь русского языка А. А. Зализняка». Однако, многие результаты, описанные даже в фун-
даментальных работах и являющиеся крайне важными в области лингвистики и формализа-
ции текста, но не учитывающие в полной мере особенности обработки текстов средствами 
ЭВМ и требования к современному программному обеспечению, остаются недоступными для 
практического применения или не в полной мере используются при разработке инструментов 
компьютерной лингвистики.

Среди таких важных результатов можно выделить различные словари, такие как, словари 
синонимов, антонимов, ассоциаций, обобщений и т.д. Безусловно, многие словари переведены 
из бумажного в электронный вид, некоторые из них имеют удобную структуру для их исполь-
зования программами на ЭВМ, например, имеют XML-разметку, однако, все же они зачастую 
остаются непригодными или неудобными для широкого применения в компьютерных про-
граммах; словари зачастую оторваны друг от друга и их совместное использование требует 
разработки структур, которые не только будут переводить словари в удобный формат, но и 
позволят их с интегрировать друг с другом.

Возможно, поэтому многие программные инструменты компьютерной лингвистики не ис-
пользуют словари и тезаурусы вообще или используют не более одного из них, при этом суще-
ствующие словари содержат крайне полезную морфологическую, синтаксическую и семанти-
ческую информацию о языке, которую, безусловно, необходимо использовать при разработке 
программных инструментов обработки естественного языка, а для этого необходимо разрабо-
тать такой программный инструмент, который свяжет несколько словарей в единую систему и 
позволит их использовать при создании программных систем любой направленности.
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1. Виды отношений и их применение в машинно-ориентированных словарях

Попытки систематизировать лексемы естественного языка привели лингвистов к понима-
нию того, что существуют определенные лексические множества, которые образуют целост-
ные образы. Причем между членами таких множеств имеются смысловые связи, которые со-
ставляют классы, группы, ряды, поля слов и в целом образуют лексику языка.

Среди таких лексических множеств выделяются три типа отношений, в которых проявля-
ются системы отношений слов: парадигматические, синтагматические и деривационные [1].

Парадигматические отношения – связи, охватывающие классы слов, единых по своей кате-
гории сущности, т. е. общностии признаков – синонимия, антонимия, гипонимия, паронимия, 
гнездо слов, семья слов, лексико-семантическая группа, а также наиболее общая группировка 
слов – поле [1].

Синтагматический отношения – связи, описывающие закономерность сочетания слов друг 
с другом: система сочетания слов, различные модели управления, например, модели управле-
ния глаголами [1].

Деривационные отношения – словообразовательные отношения между единицами-отно-
шений смысловой мотивации одних слов другими, например, цвет – цветочек [1].

Все вышеописанные отношения лежат в основе различных словарей, которые описывают 
взаимосвязь как самих слов, так и их значений. Полученные словари активно используются 
на различных этапах анализа текста. Так деривационные отношения описываются в слова-
ре «Грамматический словарь русского языка» А. А. Зализняка. На нем или его производных 
разработано большое количество морфологических анализаторов, таких как, JMorfSdk [2], 
MyStem [3], АОТ [4], pymorphy2 [5] и др.

Однако, словари применяются не только для морфологического анализа, но и для реше-
ния более широкого круга задач. Например, в модели семантического поиска используется 
тезаурус WordNet [6], а в системе поиска ненамеренных паронимий, плеоназмов, тавтологий, 
однокоренных слов используется собственный словарь [7], который возможно расширить 
существующими тезаурусами, также словарь тональности лексики используется в системе 
автоматического определения тональности текста на основе синтактико-семантического ана-
лизатора [8], а словари синонимов, обобщений, ассоциаций применяются при выделении кон-
текстных синонимов [9].

Словари активно используются в программных системах для анализа текста на различных 
уровнях анализа. Так, для морфологического анализа зачастую используется именно грамма-
тический словарь Зализняка или его производные. Это связанно в первую очередь с тем, что 
именно словарь Зализняка был разработан специально для ЭВМ. Например, словарь является 
обратным и имеет систему условных обозначений, которые описывают словоизменение, уда-
рение, исключения и т. д. При этом часть словарей для применения на ЭВМ требуют значи-
тельной предварительной обработки и подготовки.

В теории лингвистических моделей типа Смысл-Текст используется особый тип словаря – 
толково-комбинаторный [10]. Этот словарь значительно отличатся от обычных словарей тем, 
что является «активным», т.е. он направлен на то, чтобы читающему было проще изложит 
свою мысль, выбрать наилучший образ для описания своей мысли, в то время, как обычный 
словарь является «пассивным» и направлен на то, чтобы помочь читающему понять текст, вос-
принять его. Данный толково-комбинаторный словарь так же является примером специаль-
ного словаря, как и грамматический словарь Зализняка.

В рамках теории СК-языков [11] также проектировались различные лингвистически базы 
данных, описывающие отношения лексических и семантических единиц, а также описываю-
щие связи между лексическими и/или семантическими единицами определенными шаблона-
ми, которые определяют необходимые условия существования семантических связей между 
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элементами текста. Такие лингвистически базы данных используют как источник данных раз-
личные лексико-семантические словари, семантико-синтаксические фреймы и т. д. [11–13].

Специально подготовленные словари применяются в различных теоретических моделях, 
но, во-первых, такие словари спроектированы специально для применения в рамках опреде-
ленной модели, а значит не могут применяются в отрыве от нее. Во-вторых, использование 
специального словаря требует знаний в области компьютерной лингвистики, а также знания 
специфики этих словарей, так, например, автор словаря из теории «Смысл ⇔  Текст» считает, 
что: «… этот словарь отнюдь не прост для пользователя. … необходимо сначала овладеть фор-
мализмом описания …» [10].

Существующие специальные словари, которые адаптированы для применения при разра-
ботке компьютерных программ, или уже активно применяются, или применяются в рамках 
определенной теории, в то время остальные словари практически не применяются в компью-
терной лингвистике, хоть и содержат большой объем данных, которые описывают естествен-
ный язык.

2. Инструмент получения семантических рядов слов на русском языке

В различных источниках описываемые множества слов могут называется по-разному, т. к. 
не существует единообразной терминологии. Так, объединения слов получают разные назва-
ния: «ряды», «группы», «поля» – «лексические», «лексико-семантические», «семантические», 
«тематические», «идеографические», «понятийные», «словесные», «языковые» [14]. В общем 
виде под семантическим рядом понимается множество слов, которые имеют семантическую 
связь определенного вида (синонимическую связь, ассоциативную связь, связь род-вид и т. д.).

Набор библиотек, объединенный единым подходом и структурами данных – фреймворк 
TAWT, разработанный авторами, реализует графематический, морфологический и семанти-
ко-синтаксический этапы анализа текста [15]. Особенностью является то, что структуры дан-
ных фреймворка спроектированы таким образом, чтобы одновременно сохранять и оставлять 
доступной разную информацию о словах из предложений, его формах. Например, имея не-
кое предложение из нескольких слов, на выходе семантико-синтаксического анализа из этого 
предложения получается структура предложения в виде графа, где в узлах находится набор 
словоформ слов из текста (с частичной или полностью снятой омонимией), а ребрами явля-
ются синтаксические связи. При этом каждой словоформе доступна ее морфологическая ха-
рактеристика и доступ к лексеме (со всеми морфологическими характеристиками) слова из 
текста. Таким образом, имея проанализированное предложение можно оперировать не только 
синтаксическими связями между словами и морфологическими характеристиками форм слов, 
но и лексемами каждой из этой форм. При этом объем оперативной памяти для хранения 
лексем с их морфологическими характеристиками фиксирован, а динамически выделяется па-
мять только для хранения синтаксических связей предложений.

В качестве развития фреймворка TAWT в докладе предлагается модуль, отвечающий за 
содержание и предоставление информации о семантических отношениях между словами, где 
информация об отношениях разово загружается из различных словарей. Как следствие, по-
является возможность без внешней интеграции с другими программными инструментами и 
непосредственно обработки словарей использовать семантические отношения из них.

Как дополнительное средство оптимизации предлагается хранить отношения не только 
так, как они представлены в словарях, т. е. только ближайшие отношение между словами, но и 
хранить построенные ряда с учетом определенных расстояний, например, для предложения из 
слов 1C ,  2C ,  3C ,  попарные комбинации 1C  и 2C ,  2C  и 3C  имеют некоторое отношение, тогда 
предлагается заранее подготовить такую структуру данных, которая отражает, что на рассто-
янии 2 от 1C  имеется так же отношение с 3C .  Предоставление такой возможности позволит 
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ускорить некоторые алгоритмы анализа текста, которым как раз необходимо знать, на каком 
расстояние находятся два слова друг от друга или наоборот какие слова находятся на опреде-
ленном расстоянии от заданного с учетом видов отношений.

3. Структура данных и алгоритм работы инструмента

В TAWT используется следующая структура хранения слов и их морфологических характе-
ристик: строковое представление слова зачастую необходимо в начале графематического ана-
лиза и для вывода результата, в остальное время важнее расположение слова в предложении 
или тексте, его отношения и связи с другими словами, морфологические характеристики, набор 
омоформ и т. д. Таким образом, достаточно использовать не фактическое строковое представ-
ление слова, а некий хэш-ключ, который будет однозначно определять строковое представле-
ние и, наоборот, который однозначно рассчитывается на основ строкового представления. 

Однако, при разработке было необходимо учитывать, что хэш-функции подвержены кол-
лизиям [16]. Коллизия хэш-функции – это ситуация, при которой функция возвращает одно и 
тоже значение для двух различных входных блоков данных. Таким образом, возникает ситуа-
ция, когда два слова, имеющие различное строковое представление, могут иметь одинаковый 
кэш-ключ. Для того, чтобы уменьшить количество таких ситуаций можно увеличивать длину 
ключа хэш-функции, чтобы уменьшить вероятность коллизии, но это приводит к увеличению 
затрат памяти. Поэтому более эффективное решение – это использование двух хэш-функций, 
которые гарантируют для текущего словаря, что одна из функции не будет давать коллизию, 
когда другая ее дает.

В модуле JMorfSdk фреймворка TAWT хранится множество пар омоформ (список форм, име-
ющие между собой идентичное строковое представление) и их ключей, в качестве которых ис-
пользуется хэш-код, генерирующийся на основе строкового представления данной омоформы. 
Это позволяет по строковому представлению слова за константное время получить весь список 
омоформ данного слова. Для того, чтобы избежать коллизии используется контрольный хэш из 
идентификатора формы, состоящего из сквозного порядкового номера в БД (ID) и контрольного 
хэш-кода [17], который используется для выбора верных омоформ, этот же идентификатор ис-
пользуется в базе данных как ключ для получения строкового представления формы.

Используя механизм поиска словоформ по строковому представлению, возможно полу-
чить уникальный идентификатор. Следовательно, заменив в семантическом ряду строковые 
представления слов на эти идентификаторы, происходит интеграция семантических отноше-
ний в структуру, где уже содержатся отношения омонимии, словоизменения, а также присут-
ствуют морфологические характеристики словоформ. Помимо этого, существенно сокраща-
ется объем требуемых вычислительных ресурсов [2].

Для быстрого поиска семантического ряда предлагается следующая структура хранения 
информации об отношениях:

1) Хэш-таблица № 1, где ключ – это уникальный идентификатор семантического ряда, а 
значение – список идентификаторов слов из семантического ряда. Ключ представляет собою 
инкремент, а значение берется из соответствующего словаря, предварительно к каждому слову 
берется идентификатор из JMorfSdk.

2) Хэш-таблица № 2, где ключ – это уникальный идентификатор строкового представле-
ния слова, а значение – это двухмерный массив идентификаторов семантических рядов из 
хэш-таблицы № 1. Причем первый индекс отвечает за разные значения многозначного слова, 
а второй индекс – за удаленность слов в ряду. Например, для слова «страсть» первый индекс 
определяет значение: для первого значения «увлеченность» будет индекс 0, а для второго зна-
чения «сердечные чувства» – индекс 1, а второй индекс 0 означает, что полученный ряд имеет 
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непосредственное отношение к слову «страсть», а второй индекс 1 означат, что слова из полу-
ченного ряда имеют хотя бы одно общее слово со словом «страсть» и т. д.

Такая структура, с одной стороны, позволяет ускорить получение семантического ряда 
слов относительного исходного слова на определенном удалении. Для этого достаточно вы-
брать необходимый список по соответствующему индексу в хэш-таблице № 2 и при этом будет 
учитываться многозначность слова. С другой – позволит определять близость двух слов. Для 
этого достаточно сравнить из списка идентификаторы рядов, и на основе полученного индек-
са определить расстояние между словами.

Кроме того, возможно не только расширения рядов путем их построения для любого рас-
стояния, но применение дополнительных словарей или алгоритмов для уточнения рядов, по-
строенных по отношению одного вида и выбранного расстояния.

Безусловно, вышеописанный подход будет оптимально работать при разумном размере 
списка идентификаторов, т.е. экспериментальным путем определяется какой размер списка 
должен быть, чтобы удовлетворить большинству запросов. Для остальных же запросов про-
исходит, по сути, поиск кратчайшего пути между двумя вершинами графа.

4. Результаты работы разработанного инструмента

Для реализации инструмента был выбран словарь «Словарь синонимов русского языка» 
[18]. Преимущество данного словаря является то, что в нем указывается, какой части речи 
принадлежит синонимичный ряд, что позволяется снять лишнюю неоднозначность слова. По-
мимо этого, в словаре приводятся синонимичные ряды для разных значений одного слов, что 
повышает точность результата работы инструмента, т.к. синонимы для разных значений не 
смешиваются. Объем словаря составляет около 29 914 слов. 

С помощью фреймворка TAWT удалось извлечь из словаря 4 851 синонимических рядов, 
17 992 слов и 28 088 уникальных значений. Расхождения, связанные с объемом словаря и ко-
личеством извлеченных слов, возникают из-за особенности реализации автоматического пар-
сера, в т. ч. в словаре используются устаревшие слова, которые не присутствуют в JMorfSdk 
и поэтому их пришлось исключить, также, возможно, отличается подход подсчета слов. При 
построении синонимических рядов, которые находятся на расстоянии n для исходного слова, 
увеличиваются следующим образом:

– 4 851 рядов с расстоянием 0;
– 32 939 рядов с расстоянием 0 и 1;
– 61 027 рядов с расстоянием 0, 1 и 2 и т.д. 
Объем занимаемой памяти на ПЗУ соответственно 0.2МБ, 5.3МБ и 26.3МБ. Более быстрое 

увеличение требуемой памяти по сравнению с количеством рядов обуславливается тем, что 
чем дальше расстояние от исходного слова, тем шире синонимичный ряд, а значит требуется 
больше памяти для хранения ряда. При необходимости для конкретной задачи может быть 
построен ряд с нужным расстоянием.

Сравнительный анализ затраченного времени на получение синонимичного ряда на рас-
стоянии 2 от исходного слова с применением подготовленных рядов с расстоянием 2 и с рас-
стоянием 0 показал, что время, требуемое на получение искомого ряда, с подготовленными 
рядам с расстоянием 2 затрачивается в несколько сотен раз меньше, чем подготовленными 
рядами с расстоянием 0.

Заключение

Разработанный инструмент получения семантический рядов позволяет использовать сло-
вари для разных видов семантических отношений при разработке информационных систем 
любой направленности. 
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Предлагаемый подход к способу хранения внутренних данных и последующей работе с 
ними в дальнейшем будет использован не только для синонимических отношений, которые 
относятся к парадигматическому типу отношений, но и для других видов парадигматических 
и синтагматический отношений.

Реализация инструмента как одного из модулей фреймворка TAWT делает его доступным 
для использования как при решении различных задач компьютерной лингвистики, требую-
щих глубокого и разнопланового лингвистического анализа текста на русском языке, так и 
при разработке прикладного программного обеспечения.
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УДК 004.42

УЛУЧШЕНИЯ И ОПТИМИЗАЦИЯ ВЕБ ПРИЛОЖЕНИЙ НА REACT

Воронежский государственный университет

М. Ю. Пукась

Аннотация. Поскольку веб-браузеры с каждым днем становятся все более совершенны-
ми и поддерживают множество новых технологий, веб-приложения становятся все более 
сложными. Производительность веб-приложения жизненно важна для его пользователей, 
чтобы иметь хороший пользовательский опыт. Это включает в себя то, как быстро при-
ложение загружается и отображается в веб-браузере, и насколько хорошо страница реа-
гирует на запросы пользователей. Хорошая производительность может быть неочевидна 
для большинства пользователей веб-приложений, но они сразу распознают веб-приложе-
ние с долгим откликом. Важно уделять внимание производительности веб-приложений 
как для одностраничных приложений, так и для традиционных веб-приложений, отобра-
жаемых на стороне сервера. В этой работе рассматривается несколько общих подходов к 
ускорению производительности и начальной загрузки веб-приложения React, рассматри-
ваются методы минимизации программного кода и использование оптимизированных 
форматов изображений, важность рендеринга на стороне сервера.
Ключевые слова: оптимизация, веб-приложение, перерисовка, многопоточность, скорость.

Введение

React – это веб-платформа, которая была разработана для решения проблем с производи-
тельностью в веб-приложении. React использует виртуальный DOM, который решает, нужно 
ли перезагружать компонент или нет, на основе текущего состояния компонента и произошед-
ших изменений. Это предотвращает ненужное повторное отображение приложения. Помимо 
этого, React также вводит односторонний поток данных, который помогает контролировать 
поток данных в приложении, что позволяет отслеживать изменения проще, а также облегчает 
распространение (propagation) и стабильность. Состояния и свойства компонента – это два 
параметра, которые определяют, когда компонент должен повторно отображаться в приложе-
нии. Всякий раз, когда происходит изменение или когда родитель передает новое свойство до-
чернему компоненту, React DOM сравнивает новые значения с ранее сохраненными значения-
ми и повторно отображает только в том случае, если между двумя состояниями есть разница.

Если рассмотреть иерархию компонентов на рис. 1, то все красные узлы помечены, как 
грязные или требующие повторной перерисовки. Далее React продолжает рекурсивно прове-
рять дочерние элементы в поддеревьях этих компонент, пока все компоненты в поддереве не 
будут обновлены на основе значения, возвращаемого методом shouldComponentUpdate(). 

Рис. 1. Дерево компонентов React отрисовки
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Важно отметить, что компоненты в поддереве перерисовываются родительским компонен-
том. Этот тип повторной визуализации может не вызвать никаких проблем для небольших 
приложений, но в сложных приложениях, где имеется огромное количество компонентов, этот 
повторный рендеринг вызывает серьезные проблемы с производительностью. И полагаться 
только на сравнение React Virtual DOM может быть недостаточно. Вместо этого необходимо 
принять некоторые дополнительные меры для повторного отображения компонентов только 
тогда, когда это необходимо.  

1. Оптимизация производительности React приложения

1.1. Сокращение числа переменных состояния

За счет уменьшения числа переменных состояния и входных параметров компонента мож-
но уменьшить вероятность ненужного повторного отображения компонента. Также необхо-
димо избегать частых и ненужных изменений состояния и входных параметров компонента. 
Состояние должно обновляться немедленно, только если оказывает визуальное воздействие 
на пользователя. В противном случае состояние должно быть обновлено только в конце. Также 
можно уменьшить рендеринг: дождаться, пока компонент не получит все необходимые данные. 
Это можно сделать, переопределив метод shouldComponentUpdate (props, state) компонента. 
Этот метод отвечает за принятие решения о том, должен ли компонент отображаться или нет. 

1.2. Разделение основного компонента на независимые компоненты

Дробление большого компонента на более мелкие – это не только улучшение читабельно-
сти кода и упрощение архитектуры, это важный шаг, который помогает предотвратить по-
вторную визуализацию ненужных элементов DOM в компоненте. Фрагмент кода, представ-
ленный ниже, содержит код, который отображает таблицу и обрабатывает нажатие по ячейке. 
render() { 
    let data = [{name:alex},{name:anna}, ...] 
    return ( 
    . . . 
    <Table> 
      <Header>              
        <HeaderCell> 
          Name 
        </HeaderCell> 
      </Header> 
      <Body> 
	 {data.map(user =>  
	 <Cell onClick={(user) => {this.setToState(user)}}> 
		  {user.name} 
  	 </Cell>)} 
      </Body> 
    </Table> 
    . . . 
    ) 
  }

Может показаться, что в приведенном выше коде нет ничего плохого. Но, на самом деле, 
компонент будет перерисовываться каждый раз при изменении состояния компонента. Это 
означает, что каждый раз, когда происходит нажатие по ячейке, вся таблица вынуждена пере-
рисовываться, что вызывает проблемы с производительностью. Конечно, это незаметно, если 
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размер данных небольшой. Но в реальных приложениях размер данных может быть огром-
ным. И визуализация всей таблицы при каждом нажатии очень неэффективна. 

Лучший способ – изолировать каждую строку таблицы как независимый компонент и по-
зволить этим компонентам слушать события и действовать независимо. Таким образом, каж-
дый раз, когда происходит событие щелчка мыши, необходимо будет повторно отображать 
только одну конкретную строку, вместо повторного отображения всей таблицы.  Это показано 
в следующем фрагменте кода.

Основной компонент 
Этот компонент отвечает только за создание и управление дочерними элементами и не 

прослушивает все события дочерних элементов, если только ребенок не передаст параметры 
компонента родителю.
render() { 
    let data = [{name:alex},{name:anna}, ...] 
    return ( 
    . . . 
    <Table> 
      <Header><HeaderCell>Name</HeaderCell></Header> 
      <Body> 
		  {data.map(user => <Row user={user}/>)} 
      </Body> 
    </Table> 
    . . . 
    ) 
  } 

Дочерний компонент
Это независимый компонент, который способен обрабатывать все происходящие события 

без необходимости уведомлять другие компоненты
render() { 
    return ( 
      <Row> 
        <Cell onClick={this.setToState}> 
           {this.props.user.name} 
        </Cell> 
      </Row> 
    ) 
  }

Каждый компонент строки будет иметь свое собственное состояние, и каждый раз, когда 
происходит изменение, react virtual DOM будет сравнивать состояние только для одной кон-
кретной строки и при необходимости повторно отображать ее. Родитель просто создает эк-
земпляры и управляет их жизненным циклом, в то время как дети работают индивидуально, 
не влияя на другие компоненты в иерархии. 

1.3. Использование существующих экземпляров компонента

Рассматривая предыдущий пример, можно допустить, что размер набора данных составля-
ет порядка миллионов. Создание всех экземпляров сразу займет много времени и замедлит ра-
боту приложения. Поэтому, чтобы избежать этого, можно создать фиксированное количество 
экземпляров и при необходимости повторно визуализировать их с различными параметрами 
компонента. Таким образом, изначально создав около 1000 экземпляров, на каждый пользова-
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тельский запрос, можно передать ссылки на следующие 1000 экземпляров. Важно передавать 
только ссылки на экземпляры объектов, так как выполнение глубокого копирования объектов 
может привести к дублированию экземпляров и потере памяти.

1.4. Многопоточность

Веб-браузер создает один поток на каждую открытую вкладку, и этот единственный поток 
будет отвечать за все операции, выполняемые в приложении. Это означает, что если необхо-
димо выполнить большое количество вычислений, то потоку придется остановить все другие 
операции, такие как работа с DOM, анимация, рендеринг и т. д. Приложение не будет реагиро-
вать в течение этого времени. Для создания динамитной страницы используются Веб-работ-
никики. Веб-работник – это программа JavaScript, которая выполняется в другом потоке па-
раллельно с основным потоком. Это позволяет реализовать многопоточность в приложении и 
выполнять параллельные операции.

Если размер данных не большой, то нет необходимости запускать несколько потоков. 
Но если размер данных очень большой, то одному потоку будет неэффективно фильтровать 
все данные. В таких случаях можно создать несколько веб-работников и назначить каждо-
му веб-работнику определенную часть данных. Каждый работник будет фильтровать назна-
ченную ему часть данных и хранить ее. После того, как все веб-работники выполнят задачу, 
основной поток приложения просто объединит фрагменты отфильтрованных данных. Ана-
логичным образом, эти веб-работники также могут использоваться для выполнения других 
фоновых и трудоемких задач, в то время как приложение по-прежнему отлично функциони-
рует без какого-либо снижения производительности. Важно отметить, что каждый раз, когда 
веб-работник создается, он забирает некоторую часть системных ресурсов. Поэтому не следу-
ет создавать большое количество веб-работников.

Заключение

React – платформа, имеющая свой собственный способ решения проблем с производитель-
ностью, с которыми обычно сталкиваются веб-приложения. Но производительность все же 
может снизиться при разработке сложных приложений, где приложению приходится иметь 
дело с большим объемом данных. Это приводит к тому, что приложение не реагирует и отста-
ет. Это распространенная проблема в корпоративных приложениях. В работе предлагаются 
некоторые практические способы решения таких проблем в веб-приложении. Описанные ме-
тоды направлены на устранение избыточных вычислений и оптимизацию производительно-
сти приложения. 
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РАЗРАБОТКА АВТОМАТИЗИРОВАННОЙ СИСТЕМЫ УПРАВЛЕНИЯ СЕТЬЮ ОТЕЛЕЙ
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Аннотация. Данная статья посвящена разработке веб-приложения, предназначенного для 
бронирования номеров, хранения и управления данными, используемыми в работе отеля, 
создания отчётной документации. В работе сформулированы требования к разрабатывае-
мой системе, описана функциональность приложения, рассмотрены средства реализации, 
использованные при разработке системы, описана логическая модель базы данных, рас-
смотрены структура, основные компоненты приложения и интеграция между ними.
Ключевые слова: веб-приложение, база данных, ASP.NET, Entity Framework, SAP Crystal 
Reports, Model-View-Controller, ASP.NET Identity, система управления отелями, система 
управления сетью отелей, хранение данных, редактирование данных, бронирование но-
меров, создание отчётной документации, отчёт.

Введение

Уже не первый год наблюдается процесс глобализации. Одним из результатов данного яв-
ления стал рост потребности в деловых и культурно-развлекательных поездках по миру. В 
связи со сложной эпидемиологической ситуацией особенно востребованными стали поездки 
по России. Соответственно, в данный момент достаточно динамично развивается внутренний 
туризм и, в частности, сфера гостиничного бизнеса. 

Очевидно, что управление мини-отелями не вызывает у владельцев и менеджеров особых 
затруднений даже без применения специальных инструментов, но сети отелей и крупные го-
стиницы сталкиваются со сложностями в управлении бизнес-процессами и с низкой эффек-
тивностью работы.

Наиболее распространенным вариантом решения данной проблемы является внедрение 
систем управления, позволяющих автоматизировать следующие процессы:

• бронирование номеров;
• заселение гостей;
• просмотр и редактирование необходимой информации;
• построение отчётов.

1. Анализ задачи

1.1. Анализ бизнес-процесса

Для успешной реализации задачи автоматизации были проанализированы бизнес-процес-
сы, связанные с повседневной работой и управлением гостиницами.

Для более глубокого понимания сути работы сети отелей, а также анализа требований к 
разрабатываемой системе была разработана функциональная модель бизнес-процессов (ме-
тодология IDEF0). Согласно С. В. Черемных [1], данная методология является эффективной 
технологией исследования и проектирования систем на ранних этапах разработки.

Контекстная диаграмма бизнес-процесса представлена на рис. 1. 
На контекстной диаграмме описано функционирование сети отелей в целом. Основная де-

ятельность заключается в том, чтобы с помощью персонала гостиницы и с использованием 
номеров и инфраструктуры принимать и обрабатывать заявки на проживание, заселять го-
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стей и оказывать им услуги, выставлять счета, создавать отчётную документацию для анализа 
и контроля осуществляемой деятельности. Все эти процессы регулируются требованиями, за-
фиксированными во внутренней и внешней документации.

1.2. Анализ существующих решений

В связи с довольно высоким спросом на подобные приложения в мире существуют различ-
ные системы управления гостиницами. 

В процессе исследовательской работы были изучены крупные зарубежные и отечественные 
системы управления отелями. В результате анализа существующих аналогов была составлена 
таблица (табл. 1), отображающая соответствие системы каждому из следующих критериев:

• достаточные функциональные возможности системы;
• низкая стоимость;
• простота использования;
• удобство использования в российском гостиничном бизнесе.

Таблица 1
Сравнительный анализ существующих решений

Название Функции Стоимость Простота Удобство
Opera PMS v5 + – + –

Bnovo PMS + + – +
Maestro PMS + – – –

2. Функциональность

В результате изучения бизнес-процессов, протекающих в гостиницах, а также анализа су-
ществующих решений, было выявлено, что необходимо разработать приложение, позволяю-

Рис. 1. Контекстная диаграмма
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щее создавать пользователей с различными ролями и в зависимости от назначенной роли пре-
доставлять пользователю возможность осуществлять следующие действия:

• сотруднику отеля:
– просмотр и редактирование информации об отеле и номерах отелей;
– просмотр и редактирование информации о действующих тарифах;
– просмотр и редактирование информации о сотрудниках отеля;
– просмотр информации о клиентах отеля;
– поиск свободных номеров;
– заселение гостей;
– создание отчётов;

• клиенту отеля:
– просмотр информации об отеле, номерах отеля и актуальной стоимости проживания в 

номере определенной категории в выбранный период времени;
– регистрация и авторизация на сайте;
– бронирование номера;
– управление бронированием.

3. Средства реализации

Приложение было реализовано с помощью следующих средств:
• языки разработки – C#, JavaScript; 
• фреймворк – ASP.NET MVC Entity Framework; 
• СУБД – MS SQL Server;
• инструмент построения отчётов – SAP Crystal Reports;
• средство работы с пользователями – ASP.NET Identity;
Фреймворк ASP.NET был выбран в качестве основного инструмента в связи с его просто-

той и удобством использования при разработке веб-приложений.
Согласно Д. Палермо [2], основными преимуществами выбранного фреймворка являются:
• разделение уровней представления и бизнес-логики;
• скорость разработки;
• чистый код;
• тестируемость.

4. Реализация

4.1. Хранение данных

Разработанное приложение оперирует довольно большим количеством разнообразных 
данных. Информацию, используемую в приложении, необходимо хранить в базе данных. Так 
как сам по себе фреймворк ASP.NET не имеет встроенных средств доступа к данным, для ра-
боты с реляционной базой данных в задаче используются встроенные средства библиотеки 
Entity Framework с подходом Code First. Данный подход позволяет создавать схему базы дан-
ных на основе модели и автоматически генерировать базу данных. Механизм этого процесса 
более подробно описан Д. Чедвик [3].

Используемая в приложении база данных была спроектирована с использованием нисхо-
дящей стратегии проектирования [4]. На рис. 2 представлена логическая модель данных на 
уровне сущностей.
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4.2. Структура приложения

Описываемое приложение имеет сложную структуру. Схема взаимодействия компонентов 
пользовательского интерфейса представлена на рис. 3.

4.3. Программная реализация

Для реализации задачи использовался ASP.NET MVC Entity Framework. Этот фреймворк 
предполагает использование паттерна Model-View-Controller (модель-представление-кон-
троллер) [5]. На рис. 4 представлена схема взаимодействия компонентов веб-приложения с 
MVC-архитектурой.

Классы приложения были разделены на 5 основных модулей:
• администрирование системы;
• бронирование номеров;
• управление сведениями об отелях;
• личный кабинет пользователя;
• универсальные классы.

Рис. 2. Логическая модель данных

Рис. 3. Схема взаимодействия компонентов пользовательского интерфейса
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Заключение

В результате проделанной работы было спроектировано и  веб-приложение для управле-
ния сетью отелей, позволяющее автоматизировать следующие процессы:

• просмотр, создание, удаление и редактирование информации об отеле и типах номеров 
отеля;

• просмотр, создание, удаление и информации о действующих тарифах;
• просмотр, удаление и редактирование информации о клиентах отеля;
• заселение клиентов;
• создание отчётной документации;
• расчёт стоимости проживания
• бронирование номера;
• отмена бронирования.
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Рис. 4. Схема взаимодействия компонентов веб-приложения с MVC-архитектурой
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Аннотация. Работа посвящена проектированию и реализации приложения мониторинга 
сведений в реестре операторов персональных данных (далее – Приложение мониторинга 
сведений в реестре) а также изучению правовых основ ведения реестра операторов, осу-
ществляющих обработку персональных данных (далее – Реестр).

Актуальность работы заключается в том, что на данный момент не существует про-
граммного продукта, удовлетворяющего поставленную задачу.
Ключевые слова: реестр операторов персональных данных, Роскомнадзор, Персональ-
ные данные.

Введение

В соответствии с статьей 3 Федерального закона от 27.07.2006 № 152-ФЗ «О персональных 
данных» (далее – Федеральный закон о персональных данных) персональные данные – любая 
информация, относящаяся к прямо или косвенно определенному или определяемому физиче-
скому лицу (субъекту персональных данных).

Персональные данные на сегодняшний день являются ценнейшим ресурсом. Ежегодно 
огромное количество баз данных персональных данных утекают в Интернет из-за чего мно-
гие люди становятся жертвами мошенников, постоянных звонков от компаний, пытающихся 
навязать свои услуги и в более редких случаях даже непосредственных покушений на матери-
альное и физическое состояние.

По данным Сбербанка, мошенники ежемесячно крадут со счетов россиян более 3,5–5 млрд 
рублей. Об этом заместитель председателя правления крупнейшей в РФ кредитной организа-
ции Станислав Кузнецов сообщил в июне 2021 года. Он уточнил, что мошенники получают 
информацию о россиянах через теневой рынок персональных данных. Станислав рассказал, 
что при изучении теневого рынка банк нашел 12 торговых площадок по продаже информации 
финансовых организаций, сотовых операторов и платежных систем, на девяти из них можно 
приобрести данные банковских карт.

За организациями, осуществляющими обработку персональных данных, нужен монито-
ринг. Для этих целей существует Реестр.

В соответствии пунктом 2 статьи 3 Федерального закона от 27.07.2006 № 152-ФЗ «О персо-
нальных данных» (далее – Федеральный закон о персональных данных) оператор – государ-
ственный орган, муниципальный орган, юридическое или физическое лицо, организующие и 
(или) осуществляющие обработку персональных данных, а также определяющие цели и содер-
жание обработки персональных данных (далее – Оператор).

При этом указанные органы и лица являются Операторами независимо от включения в 
Реестр, который ведет Федеральная служба по надзору в сфере связи, информационных тех-
нологий и массовых коммуникаций (Роскомнадзор).

За нарушение требований Федерального закона о персональных данных предусмотрена 
ответственность, прописанная в статье 24 настоящего федерального закона.

Статья 24 часть 2 «Моральный вред, причиненный субъекту персональных данных вслед-
ствие нарушения его прав, нарушения правил обработки персональных данных, установлен-
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ных настоящим Федеральным законом, а также требований к защите персональных данных, 
установленных в соответствии с настоящим Федеральным законом, подлежит возмещению 
в соответствии с законодательством Российской Федерации. Возмещение морального вреда 
осуществляется независимо от возмещения имущественного вреда и понесенных субъектом 
персональных данных убытков».

Для предупреждения нарушений требования Федерального закона о персональных дан-
ных Оператор обязан выполнять следующие требования касаемо Реестра:

1. Оператор до начала обработки персональных данных обязан уведомить уполномочен-
ный орган по защите прав субъектов персональных данных о своем намерении осуществлять 
обработку персональных данных.

2. Уведомление направляется в виде документа на бумажном носителе или в форме элек-
тронного документа и подписывается уполномоченным лицом.

3. В случае предоставления неполных или недостоверных сведений, Роскомнадзор вправе 
требовать от Оператора уточнения предоставленных сведений до их внесения в Реестр.

4. В случае изменения сведений, а также в случае прекращения обработки персональных 
данных Оператор обязан уведомить об этом уполномоченный орган по защите прав субъек-
тов персональных данных в течение десяти рабочих дней с даты возникновения таких измене-
ний или с даты прекращения обработки персональных данных.

В случае ненадлежащего исполнения данных требований предусмотрена административ-
ная ответственность:

• Частью 1 статьи 19.4 КоАП РФ предусмотрена ответственность за неповиновение закон-
ному распоряжению или требованию должностного лица органа, осуществляющего государ-
ственный надзор (контроль), должностного лица организации, уполномоченной в соответ-
ствии с федеральными законами на осуществление государственного надзора.

• Частью 5 статьи 13.11 КоАП РФ предусмотрена ответственность за невыполнение Опе-
ратором в сроки, установленные законодательством Российской Федерации в области пер-
сональных данных, требования субъекта персональных данных или его представителя либо 
уполномоченного органа по защите прав субъектов персональных данных об уточнении пер-
сональных данных, их блокировании или уничтожении в случае, если персональные данные 
являются неполными, устаревшими, неточными, незаконно полученными или не являются 
необходимыми для заявленной цели обработки.

• Согласно части 1 статьи 19.5 КоАП РФ предусмотрена ответственность за невыполнение 
в установленный срок законного предписания (постановления, представления, решения) ор-
гана (должностного лица), осуществляющего государственный надзор (контроль), об устране-
нии нарушений законодательства.

• Статьей 19.7 КоАП РФ предусмотрена ответственность за непредставление или несво-
евременное представление в Роскомнадзор, сведений (информации), представление которых 
предусмотрено законом, либо представление таких сведений (информации) в неполном объе-
ме или в искаженном виде: влечет предупреждение или наложение административного штра-
фа на граждан в размере от ста до трехсот рублей; на должностных лиц – от трехсот до пятисот 
рублей; на юридических лиц –от трех тысяч до пяти тысяч рублей.

В подобном программном обеспечении нуждаются, как и органы надзора (Роскомнадзор, 
прокуратура), так и организации, в частности лица, ответственные за организацию обработки 
персональных данных. Удобно сделанная программа сможет значительно уменьшить времен-
ные затраты и оптимизировать работу с Реестром. 

Целью данной работы является разработка такого программного обеспечения, которое 
позволит автоматизировать процесс обработки данных об Операторах, а также предоставит 
пользователям возможность работы с интерфейсом, который будет отображать информацию 
об операторах в удобном и хорошо читабельном виде.
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1. Получение данных со страницы «Открытые данные»

Открытые данные – информация о деятельности государственных органов и органов мест-
ного самоуправления, размещенная в сети «Интернет» в виде массивов данных в формате, 
обеспечивающем их автоматическую обработку в целях повторного использования без пред-
варительного изменения человеком (машиночитаемый формат), и на условиях ее свободного 
(бесплатного) использования.

Открытые данные предоставляются в формате xml и csv, которые можно конвертировать в 
нужный объект программы, чтобы в дальнейшем его можно было обрабатывать.

В любом современном языке программирования существуют инструменты для конвер-
тирования структуры данных, описанной в формате xsd, во внутреннюю структуру данных 
соответствующего языка программирования. Создав класс по заданной структуре из файла в 
дальнейшем, можно конвертировать сами наборы данных, где каждый объект представлен в 
формате, соответствующем описанному в файле формата xsd.

XML-файл, в котором находится набор данных об Операторах, в распакованном виде име-
ет вес около 3 Гб, что не кажется большим с учетом нынешних емкостей машинных носителей 
информации, однако если брать в расчет тот факт, что с этим файлом будут производиться 
довольно ресурсоемкие операции чтения и обработки текстового файла, то это становится 
очень весомым недостатком данного подхода к получению данных с сайта Роскомнадзора.

Была проведена попытка создания класса Оператора и загрузка объектов этого класса из 
xml файла. Результаты получились следующие:

1. Загрузка данных из файла в программу заняла около 15 минут.
2. Загрузка данных из программы в базу данных заняла более часа при итоговом результате 

20 %, после этого программа выдала исключение, связанное с недостатком оперативной памя-
ти на компьютере.

Наличие данных проблем у подхода и факта того, что такой объем данных не понадобится 
в работе и отсутствует возможность загружать только их часть из файла из-за непредсказуе-
мого порядка объектов, позволяют сделать вывод, что данное решение не подходит для реше-
ния поставленных задач.

2. Получение данных путем конвертации html страницы

Данный подход использует следующий алгоритм:
1. Программно загружаем страницу с поиском Операторов (https://rkn.gov.ru/personal-data/

register).
2. Из текста загруженной страницы получаем csrf ключ, который в дальнейшем будет от-

правляться с каждым запросом в соответствии с политикой безопасности сайта.
3. Отправляем запрос, включающий в себя ИНН Оператора и csrf ключ, полученный в пре-

дыдущем пункте.
4. Получаем страницу с результатом поиска организации с соответствующим ИНН. Загру-

жаем страницу с Оператором по ссылке, находящейся на странице с результатами поиска.
5. Конвертируем данные с загруженной страницы Оператора в объект в программе.
Пункт 1 выполняется с использованием простого «GET» запроса на страницу. Пункт 2 вы-

полняется с помощью html парсера, находим тег, содержащий csrf ключ и получаем его. Пункт 
3 выполняется с использованием «POST» запроса по ссылке из 1 пункта, при этом вместе с 
этим запросом мы отправляем информацию, содержащую csrf ключ и ИНН нужной нам ор-
ганизации. Пункт 4 выполняется с использованием «GET» запроса по ссылке, которую мы 
берем с помощью html парсера с полученной в результате выполнения 3 пункта странице. На 
рис. 2.14 изображен результат поиска организации по определенному ИНН, на рис. 2.15 пока-
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зано, где находится ссылка на страницу с данной организацией, с которой мы будем работать 
в пункте 5.

Пункт 5 самый сложный в реализации из-за отсутствия какой-либо структуры html до-
кумента (классов, идентификаторов), поэтому он будет выполняться с использованием html 
парсера, с помощью которого будет находиться поле с названием параметра организации и 
его значением.

Данный подход имеет огромное преимущество по сравнению с открытыми данными Ро-
скомнадзора – можно получать по одной организации за раз, не загружая 3 Гб информации, 
содержащейся в Реестре. С учетом данного факта было решено использовать именно этот спо-
соб получения необходимых для решения задач данных.

 
3. Средства реализации

При реализации проекта использовались следующие программные средства:
1. Интерактивная среда разработки Microsoft Visual Studio 2019.
2. Язык разработки C#.
3. NoSQL база данных LiteDB.
4. Программный инструмент моделирования Lucidchart.
5. Библиотека AngleSharp для работы с текстом HTML.

4. Демонстрация работы приложения

Демонстрация работы приложения будет происходить по следующему сценарию:
1. Сначала открывается главное окно программы, что отображено на рис. 1.
2. При нажатии на элемент меню «Организации», открывается окно с предварительно до-

бавленными организациями, для примера выбираем 4 организации (рис. 2).
3. После нажатия на кнопку произвести выгрузку, информация о данных организациях бу-

дет получена с сайта Роскомнадзора и после обработки будет помещена в выгрузку (рис. 3).
4. После нажатия на элемент меню «Анализ» будет произведен поиск недостатков организа-

ций, после чего сформируется таблица с информацией об операторах и их недостатках (рис. 4).
5. При двойном клике на строку с организацией «Правительство Воронежской области» 

откроется окно с подробной информацией о данной организацией и ее недостатками.

Заключение

В ходе проведенной работы было разработано приложение мониторинга сведений в Рее-
стре Операторов персональных данных, предоставляющие следующие возможности:

• получение и обработку данных об организациях, осуществляющих обработку персональ-
ных данных;

• добавление, удаление, изменение и просмотр организаций в форме древовидной структуры;
• произведение выгрузок по выбранным организациям;
• поиск выгрузок по заданным параметрам;
• просмотр информации о конкретном Операторе;

Рис. 1. Главное окно программы
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Рис. 2. Окно организаций

Рис. 3. Главное окно программы с отображением выгрузки

Рис. 4. Окно программы с анализом выгрузки
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Разработано приложение мониторинга сведений Операторов. Приложение активно дора-
батывается, вводится новый функционал.
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Рис. 5. Окно программы с информацией о юридическом лице и недостатками
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ФОРМИРОВАНИЕ ОНЛАЙН-ПЛАТФОРМЫ 
ДЛЯ ПРОВЕДЕНИЯ ЗАНЯТИЙ ПО ШАХМАТАМ
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А. С. Сизинцев

Аннотация. Статья посвящена проведению занятий по шахматам в режиме онлайн. В 
материале рассматриваются основные направления, направленные на реализацию дан-
ного процесса. Добавлены необходимые и максимально эффективные элементы для раз-
вития в шахматах. Реализована возможность полноценно провести урок по шахматам в 
онлайн-режиме.
Ключевые слова: шахматы, онлайн-платформа, обучение шахматам, детская демонстра-
ционная доска, шахматные задачи, история шахмат, игра с компьютером, шахматное 
веб-приложение, анализ позиций, проведение занятий.

Введение

В современном обществе с инновационной экономикой постоянно возрастает роль высо-
коквалифицированных специалистов, также востребованы специалисты с постоянной наце-
ленностью на инициативу, на генерацию перспективных научно – технических нововведений, 
а также высокоинтеллектуальные специалисты. Помимо этого, современный человек должен 
обладать самостоятельностью, критичностью мышления: умение мыслить как логически, так 
и творчески; развитой интуицией, умением концентрироваться, собираться в критических 
ситуациях; последовательностью в достижении поставленной цели; способность бороться до 
конца и не падать духом в критических ситуациях. Все эти навыки можно развить, играя в 
шахматы, ведь шахматная партия – это настоящая стратегия, где без перечисленных факторов 
не обойтись. Среди выдающихся политиков и руководителей государств, известных ученых, 
деятелей науки и искусства немало людей, умеющих играть в шахматы. 

Актуальность темы определяется эпидемиологической обстановкой в мире. Ведь в послед-
ние два года в режиме самоизоляции на первый план вышло заочное обучение как студентов, 
школьников, так и взрослых людей. Данные ограничения коснулись и шахмат. Отсюда появи-
лась необходимость проведения данных занятий в режиме онлайн для всех возрастов. Именно 
по этой причине было уделено особое внимание созданию шахматной онлайн-платформы для 
проведения занятий.

1. Постановка задачи

Основной целью данного проекта является создание онлайн-платформы для проведения 
шахматных уроков. Для реализации поставленной задачи требуется:

• Разработать серверную часть приложения, которая будет взаимодействовать с базой дан-
ных и отображать необходимый для проведения занятий материал с возможностью его изме-
нения без сохранения данных;

• Разработать клиентскую часть приложения, которая будет предоставлять пользователю 
удобный интерфейс для проведения онлайн-уроков.
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2. Анализ существующих решений

Перед непосредственной реализацией веб-приложения был проведен анализ существую-
щих решений, доступных в данный момент. Были сформированы критерии, которым должно 
соответствовать рассматриваемая платформа:

• Возможность играть с компьютером различного уровня;
• Решение задач разной сложности;
• Демонстрационная доска без соблюдения правил шахматных ходов;
• Детская демонстрационная доска;
• Возможность демонстрации заранее выбранных шахматных тем, возможность компью-

терного анализа определенных позиций;
• База знаний – исторические шахматные факты и события;
В ходе анализа были рассмотрены онлайн-платформы lichess.org и chesscom.ru. Ни одно из 

них не соответствует в полной мере всем вышеперечисленным критериям.

3. Реализация

Приложение написано с использованием средств языка программирования JavaScript, 
стандартизированного языка разметки документов для просмотра веб-страниц в браузере 
html и языка таблиц стилей описания внешнего вида документов CSS. В качестве редактора 
исходного кода использовался Microsoft Visual Code. 

Реализация проекта была осуществлена с использованием библиотек chess, chessboard, 
jquery-3.6.0. Все части приложения разделены на небольшие независимые друг от друга блоки 
(модули). Данный подход к организации кода позволяет упростить дальнейшую поддержку 
программы и облегчить тестирование различных частей приложения.

В процессе создания проекта был добавлен следующий функционал: возможность игры 
в шахматы с компьютером на пяти различных уровнях; решение задач разной сложности и 
темы; демонстрационная доска, позволяющая проводить занятие в различных форматах; дет-
ская шахматная доска, где вместо фигур могут быть любые предпочитаемые учеником фигурки 
(данная возможность позволяет с пользой отвлечь ребёнка от исключительно теоретических 
знаний); возможность изучения основной шахматной теории учеником (важные события, 
чемпионы мира и т.п.); разбор позиций с компьютерным анализом [1, 2].

 Также удобство для тренера представляет заранее приготовленный в цифровом виде мате-
риал, готовые партии для разбора и задачи. Это, в свою очередь, позволяет сократить большое 
количество времени от урока на расстановку фигур самостоятельно.

Интерфейс полученной платформы представлен на рис. 1, 2.

4. Возможные улучшения

Данное приложение может быть расширено и улучшено благодаря добавлению функцио-
нала и особенностей, перечисленных ниже.

1. Одним из улучшений может стать возможность учеником самостоятельно без участия 
тренера решать различные шахматные задачи по выбранным темам.

2. Для осуществления деятельности п. 1 может быть добавлена возможность авторизации 
для учеников и тренеров (в зависимости от преследуемой цели посещения данной платформы).

3. Для более эффективного освоения пройденного материала учеником на платформу мо-
жет быть добавлена возможность решения домашних заданий по выбранным темам.

4. Юным шахматистам зачастую необходимо разбавлять строгие занятия развлекательны-
ми заданиями в формате игры. Для данной цели одним из самых полезных улучшений плат-
формы может стать добавление «квизов» – тестов в игровой форме.
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5. Для избавления тренера от дополнительных трат времени на ведение статистики про-
веденных занятий и связанных с расписанием организационных вопросов полезным улучше-
нием может стать добавление «отмечалки». Это полноценная возможность отслеживать все 
проведенные занятия. Например, после проведения урока можно отметить всех присутству-
ющих, что позволит не путаться с расписанием, а также всегда отследить какой материал был 
пройден в определенный день. 

Заключение

Результатом проделанной работы является онлайн-платформа для проведения шахматных 
занятий. Главными особенностями реализованного проекта являются: возможность игры с 
искусственным интеллектом, решение задач на различные темы, удобные демонстрационные 
доски (обычная и детская), база знаний для изучения шахматной истории, возможность ана-
лиза позиций с помощью компьютера. Также представлен удобный интерфейс для проведения 
уроков по шахматам.
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Рис. 1. Интерфейс главной страницы, игры с компьютером, 
демонстрационной доски и решения задач

Рис. 2. Интерфейс базы знаний и детской доски
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РЕАЛИЗАЦИЯ ОТЧЁТА «ЗАЯВКА НА ПРОВЕДЕНИЕ РАЗОВЫХ 
ХИМИЧЕСКИХ ОБРАБОТОК НЕФТЕГАЗОВЫХ ТРУБОПРОВОДОВ»

Воронежский государственный университет

Т. С. Симонова, М. В .Матвеева

Аннотация. В данной работе рассматривается создание отчета «Заявка на проведение разо-
вых химических обработок нефтегазовых трубопроводов» в формате XLS. Проведён анализ 
этапов создания отчета на платформе АТОЛЛ, рассмотрены и изучены объекты базы дан-
ных, необходимые для его реализации. Выполнена практическая реализация отчета.
Ключевые слова: отчёт, PL/SQL пакет, база данных.

Введение

В современном мире каждое предприятие имеет большой объем статистических данных, 
из которых с разной периодичностью необходимо составлять отчеты для мониторинга тех или 
иных бизнес-процессов. Чем больше компания, тем шире перечень показателей, по которым 
нужно составлять отчетность. Очевидно, что для упрощения этого процесса необходима авто-
матизация создания отчета, которая поможет сократить время, затрачиваемое на него.

Платформа АТОЛЛ – корпоративная интеграционная платформа пользователей, приложе-
ний, данных, разработанная компанией АО «ОТ-ОЙЛ».

Назначение платформы АТОЛЛ – управление данными: информационное обеспечение 
пользователей, приложений и функциональных сервисов едиными наборами данных, храня-
щихся во всех доступных источниках.

Во время процесса разработки отчета необходимо рассмотреть этапы его реализации в 
системе АТОЛЛ, выявить перечень объектов базы данных, используемых для этого, проана-
лизировать такие понятия, как «параметр отчета», «параметр запуска отчета», «компонент 
приложения», заданные требованиями регламента создания отчета компании АО «ОТ-ОЙЛ».

Цель работы состояла в реализации отчёта «Заявка на проведение разовых химических 
обработок нефтегазовых трубопроводов» на платформе АТОЛЛ.

1. Анализ этапов разработки отчета

Реализация отчета начинается с создания технического задания, которое включает в себя 
разработку шаблона отчета по заданному макету.  Шаблон должен полностью соответствовать 
формату файла отчета, который предоставляется клиентом. Шаблон включает в себя такую 
информацию, как параметры страниц; названия и порядок листов; заголовки разделов, та-
блицы, рисунки, графики со своими форматами отображения, подписями и особенностями 
расположения на листах и печати и другие. 

Важной частью создания отчета [1] является его регистрация. Каждый отчет представля-
ет собой компонент приложения, которому должна соответствовать функция приложения. 
Функции выдаются ролям и пользователям приложения для возможности работы с компо-
нентом, в данном случае – отчетом. На данном этапе создается компонент приложения, функ-
ция приложения и реализуется их связь.

Для ограничения данных, которые будут использоваться для формирования компонента 
приложения создаются параметры отчета. 
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Такая организация данных (рис.1) позволяет использовать одну реализацию отчета для 
предоставления Пользователю результата в виде файла, сформированного на основе интере-
сующих значений параметров отчета. Задавая различные значения для одних и тех же пара-
метров, Пользователь получает интересующие его данные в отчете. Все базовые параметры 
хранятся в таблице ADM_VALID_ACOM_PARAMETERS. Параметр отчета в свою очередь 
предоставляет собой связь базового параметра и Компонента приложения. Эта связь реализу-
ется таблицей ACOM_PARAMETR.

Каждому запуску отчета соответствуют параметры запуска отчета – значения параметров 
отчета, на которых он формировался в конкретный момент времени. История запусков отчета 
хранится в таблице БД ADM_ACOM_STARTS. Значения параметров запуска отчета хранят-
ся в таблице БД ADM_ACOM_START_PARAMETERS. Пользователь может запустить отчет с 
комментарием, о чем будет свидетельствовать запись в таблице ACOM_COMMENT, которая 
связано с запуском отчета через таблицу ACOM_START_COMPONENT. Каждый отчет привя-
зан к группе другие отчетов – к приложению (таблица APPLICATION). 

Для увеличения быстродействия отчета можно задействовать механизм кэширования. Сокра-
щение времени формирования отчета осуществляется за счет повторного использования заранее 
подготовленных данных. Механизм кэширования представляет собой набор пакетов, в которых 
реализовано API для ограничения данных измерений на основе параметров запуска отчета.

Ключевым этапом разработки отчета является реализация back-end части, которая отве-
чает за следующие функции: 

1) подготовка данных;
2) предоставление данных.

Рис. 1. ER-модель взаимосвязи Компонентов приложений и параметров
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Задача подготовки данных для отчета заключается в следующем:
1) реализовать PL/SQL-пакет с необходимым API;
2) реализовать временные таблицы БД и представления, которые будут предоставлять под-

готовленные данные для front-end части отчета.
Завершающим этапом создания отчета является реализация front-end части отчета, кото-

рая отвечает за визуализацию данных, предоставленных back-end частью, в виде документа 
требуемого формата (MS Excel, MS Office, PDF). Задача визуализации данных отчета заключа-
ется в следующем:

1) создать шаблон реализации отчета;
2) реализовать функциональные блоки отчета;
3) создать главный класс отчета.

2. Объекты БД, необходимых для реализации отчета

2.1. Временная таблица

Временная таблица – это объект базы данных, который хранится и управляется систе-
мой базы данных на временной основе. Временные таблицы (GLOBAL TEMPORARY TABLE) 
используются в Oracle для хранения данных, которые относятся к одной сессии или одной 
транзакции. Временная таблица описывается аналогично регулярной таблице, но с указани-
ем специфики поведения данных относительно сессии. Ее определяют ключевые слова ON 
COMMIT и ON PRESERVE в команде CREATE TABLE.

Пример создания временной таблицы:
CREATE GLOBAL TEMPORARY TABLE STUDENTS
(           
ID NUMBER(2,0),       
NAME VARCHAR2(14)           
)     ON COMMIT PRESERVE ROWS;

В рассматриваемой программной реализации отчета временная таблица заполняется дан-
ными из главного запроса отчёта только в рамках одной сессии. Временная таблица имеет все 
атрибуты, необходимые для реализации данного отчета, и называется TB_OT_126_4_2890$1.

2.2. Представления

Представления – это виртуальные таблицы. Записи в представлении являются результатом 
выполнения запроса, лежащего в их определении. Когда происходит запрос данных у представ-
ления, Oracle использует этот хранимый запрос для извлечения данных из базовых таблиц. 
Использование представления может помочь ограничить доступ пользователей к хранимой 
информации и предоставлять данные из нескольких таблиц как одну, превращая тем самым 
сложный запрос ко многим таблицам в простой однотабличный запрос к представлению. 

Шаблон создания представления:
CREATE OR REPLACE FORCE VIEW <Наименование представления>
(
 COLUMN_1,
 …
 COLUMN_N)
AS
 SELECT … AS COLUMN_1,
 …
 … AS COLUMN_N 
FROM …
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Представление TB_OT_126_4_2890$3 для реализации данного отчета необходимо для того, 
чтобы хранить результаты вызова главного запроса отчета. 

2.3. PL/SQL пакет

Пакет Oracle PL/SQL – это объект схемы, который группирует логически связанные типы, 
элементы и подпрограммы. Пакеты обычно состоят из двух частей: спецификации и тела. В 
спецификации объявляются типы, переменные, константы, исключения, курсоры и подпро-
граммы. В теле пакета определяются курсоры и подпрограммы и реализуется спецификация, 
также содержит детали реализации и приватные объявления, которые скрыты от вашего при-
ложения. Пакеты позволяют инкапсулировать логически связанные типы, элементы и под-
программы в именованный модуль PL/SQL.

Создание PL/SQL пакета является одним из этапов создания back-end части реализуемого 
отчета. В нем происходит объявление и вызов самых главных процедур отчета – CREATE_
STARTS_ID (создание стартовых ID) и MAIN_OT_126_4_2890. 

3. Программная реализация отчета

При реализации отчета использовались следующие программные средства:
1. Интегрированная среда разработки на языках SQL и PL/SQL Oracle SQL Developer.
2. Декларативный язык программирования SQL.
3. Процедурный язык реляционных баз данных PL/SQL.
4. Реляционная СУБД Oracle.
5. Интегрированная CASE-среда для автоматизации процессов всех этапов полного жиз-

ненного цикла системы Oracle Designer.
Пакет RP_OT_126_4_2890 состоит из двух частей: из спецификации, в которой объявлены 

процедуры CREATE_STARTS_ID и MAIN_OT_126_4_2890, и тела пакета, в котором представ-
лена реализация объявленных в спецификации процедур, а также процедура заполнения вре-
менных таблиц MAIN_12642890$1.

Создание отчёта разделено на front-end и back-end части.
Front-end часть представляет собой Java проект, который нужен для связи серверной части 

отчёта и клиентского приложения, а именно для выгрузки результатов запроса с заданными 
параметрами в документ формата XLS. 

Back-end часть представляет собой создание компонента и функции приложения, добавле-
ние параметров отчёта, формирование временных таблиц, представлений, а также написание 
главного пакета отчёта. 

Рис. 2. Структура пакета RP_OT_126_4_2890
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К отчету был привязан параметр P_REQINWOW, отвечающий за идентификатор заявки 
на проведение работ. Для создания связи между компонентом приложения и параметром от-
чета вызывается процедура ADM_ADM.ADMACOMPAR_NEW_2 из пакета ADM_ADM, ко-
торая имеет такие параметры, как идентификатор приложения (V_APP_IDENTIFIER), иден-
тификатор отчета (V_ACOM_IDENTIFIER), порядковый номер, который показывает каким 
по счету будет отображен на форме клиентского приложения будет отображен параметр (V_
ACOMPAR_ORDER_NUMBER_IN), признак видимости (V_ACOMPAR_VISIBLE_IN), отвеча-
ющий за отображение на форме запуска отчетов и другие.

Для создания компонента приложения и функции приложения были вызваны процеду-
ры ADM_ADM.ADMACOM_NEW и ADM_ADM.ADMAPPFUNC_NEW соответственно. Тип 
компонента (P_ACOM_TYPE) по умолчанию указывается как 18, так как отчет реализуется с 
помощью Java (рис. 3.) в процедуре создания компонента. В качестве типа функции в процеду-
ре создания функции указывается 5, так как это функция запуска отчета (рис. 4). 

В спецификации пакета RP_OT_126_4_2890 объявлены процедуры CREATE_STARTS_ID 
и MAIN_OT_126_4_2890. Рассмотрим их реализацию в теле пакета. В процедуре CREATE_
STARTS_ID выбираются идентификатор отчета и стартовые параметры запуска отчета, по 
умолчанию из таблицы выбирается номер заявки с максимальными значением, если это не 
было задано пользователем. 

Рассмотрим процедуру MAIN_OT_126_4_2890. В ней вызывается процедура 
MAIN12642890$1, которая заполняет временную таблицу TB_OT_126_4_2890$1 данными из 
главного запроса отчёта. Временная таблица создается со всеми атрибутами, необходимыми 
для реализации отчета, данные которой существуют в пределах одной сессии, о чем свидетель-
ствует строка, описывающая специфику поведения – ON COMMIT PRESERVE ROWS.

Также в главной процедуре происходит обращение к курсору, помогающему контролировать 
область контекста, а именно работать с результирующим набором данных как с массивом, в дан-
ном случае – ссылаясь на идентификатор компонента. Важной частью главной процедуры явля-
ется вызов процедур кэширования из пакетов DIM_CACHE и DIM_CACHE_OT_126. Они уско-
ряют выполнение запроса, а значит и формирование отчёта в целом за счет сохранения в кэше 
часто используемых данных – о скважинах, о проведении работ и сегменте трубопровода (рис. 5).

Рис. 3. Шаблон создания компонента приложения

Рис. 4. Шаблон создания функции приложения
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Помимо этого, в процедуре MAIN_OT_126_4_2890 объявляются следующие переменные:
1) V_WL_STRUCTURE_NUMBER – идентификатор скважины;
2) V_FIELD_NAME – название месторождения;
3) V_WLAR_STRUCTURE_NUMBER – идентификатор производственной площадки;
4) V_ORDER_JOB_NUM – идентификатор проведения работ;
5) N_ADMACOM_ID NUMBER – идентификатор Компонента.

Заключение

Результатом работы является реализация отчета по заявкам на проведение разовых хими-
ческих обработок нефтегазовых трубопроводов, предоставляющий данные об организации, 
месторождениях, участках трубопровода, сроках и причинах проведения работ, данные при 
стабильном режиме работы и текущие показатели, и внедрение его в использование на плат-
форме АТОЛЛ. 
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Рис. 5. Вызов процедур кэширования
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РАЗРАБОТКА ВЕБ-ПРИЛОЖЕНИЯ ДЛЯ ПОИСКА 
И СОЗДАНИЯ ТЕМАТИЧЕСКИХ ГРУПП

Воронежский государственный университет

К. М. Смирнов

Аннотация. В работе представлено веб-приложение для поиска и создания тематических 
групп. Приложение может быть полезно тем, кто хочет создать свою музыкальную груп-
пу, найти нового игрока в команду или для поиска лиц в свой клуб по интересам.
Ключевые слова: поиск групп, группа, поиск людей, участники, новый участник.

Введение

В настоящее время существует большое количество людей, которые занимаются музыкой, 
спортом, проводят время в онлайн играх. Для того чтобы создать музыкальную группу, найти 
партнёра по занятию спортом, приходится заниматься поиском людей. Для этого обращаются 
к знакомым, заходят в интернет.

Из вышесказанного вытекает необходимость в приложении, которое позволило бы уско-
рить поиск людей для создания групп, а также позволило бы организовать встречи и общение 
внутри группы.

1. Постановка задачи

Требуется разработать приложение для поиска и создания тематических групп, предостав-
ляющий возможность просмотра и создания групп, информацию о встречах участников.

Данный сервис должен реализовывать следующую функциональность: 
• удобную регистрацию пользователя;
• многокритериальный поиск;
• возможность написания комментариев;
• создание объявлений;
• возможность создания групп;
• чат группы;
• личные сообщения.

2. Функциональность приложения

Из вышесказанного следует, разработать веб-приложение с данными, хранящимися в ре-
ляционной базе данных. Веб-интерфейс должен позволять пользователю в зависимости от его 
роли выполнять следующие функции:

• для незарегистрированного пользователя: 
– просмотр объявлений;
– просмотр комментариев;

• удобную регистрацию пользователя;
– запрос минимума личной информации;
– возможность регистрации с помощью почты;
– сохранность личных данных пользователя;
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• для зарегистрированного пользователя:
– возможность оставлять объявления;
– возможность создавать группы;
– возможность быть участником группы;
– оставлять сообщения в чат группы;
– оставлять комментарии;
– ставить оценки;
– возможность быть участником события; 
– предлагать новые разделы;

• для администратора:
– управление профилями пользователей;
– создание новых разделов.

3. Средства реализации

Поставленная задача будет реализована с использованием следующих средств:
• язык разработки Python 3.8.0;
• веб-фреймворк Django 2.2;
• пакет Django channels;
• JavaScript, HTML, CSS;
• среда разработки Pycharm;
• СУБД PostgreSQL.
Django был выбран в качестве основного инструмента, поскольку этот фреймворк является 

мощным средством, предназначенным для быстрой и удобной разработки веб-приложений. 
Основными преимуществами этого фреймворка и языка разработки являются: 
• скорость разработки;
• внушительный список базовых структур данных и методов;
• удобство конструкций языка;
• гибкость разработки;
• постоянное совершенствование языка и фреймворка.

4. Требования к аппаратному и программному обеспечению

Серверная часть приложения предназначена для использования в системах семейства 
Windows и Unix-подобных операционных системах с предустановленной СУБД PostgreSQL 
[5]. Требования к аппаратному обеспечению соответствуют требованиям СУБД.

Для использования веб-сервиса на клиенте необходим браузер c поддержкой JavaScript.

5. Реализация сообщений и чата

Для обработки сообщений в реальном времени был использован пакет Django Channels.
Стандартное Django приложение обрабатывает HTTP запросы, используя рабочий цикл 

запрос-ответ. Запрос создаётся браузером пользователя, далее он выполняется соответству-
ющим Django view, которое возвращает ответ пользователю. Это не подходит для приложе-
ния, которые требуют частых запросов к серверу. В пакете Channels добавляются новые стан-
дарты, такие как websockets и HTTP2 которые позволяют устранить некоторые недостатки. 
WebSockets – это новый протокол связи, который обеспечивает полнодуплексные каналы 
связи по одному TCP соединению и хорошо подходит для приложений реального времени. 
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Открытие и поддержание соединения с сервером с помощью websocket очень дёшево с точки 
зрения потребления памяти и вычислительных ресурсов процессора.

Пакет Channels расширяет возможности Django, позволяя обрабатывать websocket соеди-
нения подобно обычным views. Channels представляет собой упорядоченную FIFO очередь 
продвигаемых сообщений с доставкой только одному листенеру. Проще говоря, сhannel явля-
ется очередью задач, которая принимает сообщения от производителей и доставляет их по-
требителям.

Заключение

В результате выполнения выпускной работы была реализована следующая функциональ-
ность: 

• удобная регистрация пользователя;
• многокритериальный поиск;
• возможность написания комментариев;
• создание объявлений;
• возможность создания групп;
• чат группы;
• личные сообщения.
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АРХИТЕКТУРА ВЕБ-ПРИЛОЖЕНИЯ ДЛЯ УПРАВЛЕНИЯ УЧАСТНИКАМИ 
В СЕКЦИИ ПО БОКСУ

Воронежский государственный университет

В. К. Сычев, М. В. Матвеева

Аннотация. В данной работе рассматривается веб-приложение для управления и отсле-
живания прогресса спортсменов в секции по боксу, а также формирования списка кан-
дидатов для соревнований. Приложение построено на микросервисной архитектуре. Для 
реализации каждого из микросервисов используется многоуровневая архитектура.
Ключевые слова: микросервисная архитектура, многослойная архитектура, база данных.

Введение

Практически в каждой сфере используются информационные технологии и информаци-
онные системы для повышения уровня эффективности, мобильности, оптимизации труда 
сотрудников. Веб-приложение для управления участниками в секции по боксу не является 
исключением. Приложение обладает следующими функциональными возможностями:

1. Создание, редактирование, удаление учеников;
2. Создание, редактирование, удаление групп;
3. Создание, редактирование, удаление турниров;
4. Создание, редактирование, удаление пользователей системы;
5. Создание, редактирование, удаление заявок кандидатов на соревнования.
Ключевым вопросом разработки любого приложения или системы является вопрос архи-

тектуры. Хорошо продуманная и выстроенная архитектура необходима для разработки каче-
ственного продукта, а также его поддержки. Рыночные тенденции постоянно меняются, ожи-
дания пользователей растут, а рост бизнеса бесконечен. Веб-приложению нужна архитектура, 
чтобы заложить прочный фундамент, а без нее бизнес-приложение будет как снежный ком 
становиться все больше непонятным и связанным, что в итоге приведет к полной неработо-
способности приложения.

Хорошо продуманная архитектура веб-приложения может справляться с различными на-
грузками и умело адаптироваться к меняющимся бизнес-требованиям, обеспечивая быстрый 
отклик на требования пользователей, что еще больше повышает скорость разработки прило-
жения. Также можно взять несколько задач разработки одновременно, разделив структуру на 
несколько небольших модулей, что в конечном итоге также сократит время разработки. Кроме 
того, становится проще интегрировать новые функции, не влияя на общую структуру. Так-
же при использовании правильной архитектуры читаемость кода повышается, что позволяет 
разработчику быстрее разобраться.

Для реализации веб-приложения может быть, например, выбран монолит или микросер-
висная архитектура. Монолит это традиционный и самый простой метод разработки прило-
жений, где вся работа идет в рамках единого пакета и разворачивается как единое целое, а для 
повышения производительности целое приложение дублируется на другой сервер. В рамках 
монолита тоже используется определенная архитектура, например, чистая или многослойная 
архитектура.

Микросервисный подход заключается в разбиении монолита на отдельные сервисы со своей 
бизнес-логикой, ограниченным контекстом данных и своей базой данных. Они взаимодействуют 
между собой посредством API. Использование такого подхода имеет следующие преимущества:
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1. Простота развертывания. Микросервисы разворачиваются независимо друг от друга;
2. Оптимальность масштабирования. Микросервисы могут масштабироваться независимо 

друг от друга;
3. Устойчивость к сбоям. Любая ошибка в микросервисном приложении влияет только на 

конкретный сервис, а не на все решение;
4. Независимость моделей данных Каждый сервис отвечает за свою предметную область.
Исходя из перечисленных плюсов и интереса была выбран микросервисный подход.

1. Архитектура веб-приложения

На рис. 1.представлена микросервисная архитектура, состоящая из 3 сервисов: «Students.
API», «Users.API», «Tournaments.API».

Для реализации каждого из микросервисов выбрана многоуровневая архитектура. Суще-
ствует три основных уровня: уровень доступа к данным (Data Access Layer), уровень бизнес-ло-
гики (Business-Logic Layer), уровень представления (Presentation Layer). Также возможно раз-
биение на слои внутри этих уровней. На рис. 2 приведена взаимосвязь компонентов «Students.
API», где уровни DAL и BLL разбиты каждый на 3 слоя: слой сущностей, слой интерфейсов, 
слой реализации. Это сделано для обеспечения еще менее связанной архитектуры.

2. Проектирование баз данных

Каждый из микросервисов использует свою базу данных. На рис. 3 представлена модель 
данных микросервиса «Students.API». Данная схема содержит информацию об учениках, их 
медицинских справках и о группах, в которых они занимаются.

На рис. 4 представлена модель данных микросервиса «Users.API», база данных которого 
хранит информацию о пользователях системы и их ролях в ней.

На рис. 5 представлена модель данных микросервиса «Tournaments.API». База данных дан-
ного сервиса хранит информацию о турнирах и заявках на них.

Рис. 1. Микросервисная архитектура приложения
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Рис. 2. Архитектура микросервиса «Students.API»

Рис. 3. Схема базы данных «StudentDB»
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3. Принцип аутентификации и авторизации

На рис. 6 представлена схема авторизации с использованием отдельного сервиса.
Процесс авторизации происходит в несколько этапов:
1. Пользователь вводит логин и пароль на странице входа.
2. Клиентское приложение делает запрос к «Users.API».
3. Сервер авторизации проверяет существует ли пользователь с таким логином и паролем 

и возвращает токен, в котором зашифрованы данные о пользователе.
4. Клиентское приложение проверяет ответ API, расшифровывает токен и авторизовывает 

пользователя в приложение.

Рис. 4. Схема базы данных «UsersDB»

Рис. 5. Схема базы данных «TournamentsDB»
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4. Пример участия в турнире

На рис. 7 представлена страница со всеми доступными турнирами.

Рассмотрим работу микросервисов на примере участия в турнире. Диаграмму последова-
тельности данного процесса можно увидеть на рис. 8.

Процедура участия в турнире состоит из нескольких этапов:
1. Пользователь нажимает кнопку «Participate».
2. Клиентское приложение отправляет запрос на «Tournaments.API» с «id» турнира.
3. «Tournaments.API» инициирует обращение к «SpecServer» с «id» турнира для получения 

спецификаций для него.
4. «Tournamets.API» обращается к «Students.API» с спецификациями.
5. «Students.API» посылает запрос к своей базе данных для получения всех спортсменов.
6. Далее тот же сервис выбирает по полученным спецификациям кандидатов и возвращает 

их в «Tournaments.API».
7. «Tournaments.API» обращается к своей базе данных и получает заявки всех турниров 

выбранных спортсменов.
8. «Tournaments.API» обрабатывает учеников по бизнес-правилам участия в турнире.
9. Клиент получает ответ от «Tournaments.API» в виде выбранных кандидатов.
10. Пользователь может редактировать список спортсменов и нажимает кнопку «Save».
11. Клиентское приложение инициирует обращение к «Tournaments.API».
12. «Tournaments.API» обращается к своей базе данных и сохраняет новые заявки на турнир.

Рис. 6. Схема авторизации

Рис. 7. Страница со всеми турнирами
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Заключение

В результате проделанной работы было спроектировано и полностью разработано веб-при-
ложение для секции по боксу на основе микросервисной архитектуры.
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Аннотация. В данной статье рассматривается проблема организации взаимодействия в 
информационных системах, построенных на принципах микросервисной архитектуры, 
решением которой может быть подход Service Mesh, реализованный в Istio.
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Введение

Распространенным подходом при построении современных информационных систем яв-
ляется микросервисная архитектура. Её суть заключается в разбиение бизнес-задач на слабо 
связанные компоненты-микросервисы со стандартизированными интерфейсами, сетевое вза-
имодействие которых происходит с использованием таких протоколов, как Protocol Buffers, 
Apache Thrift, REST, gRPC. В связи с этим возникает необходимость в обеспечении быстрой и 
надежной маршрутизации TCP запросов между микросервисами. Одним из возможных реше-
ний стал подход Service Mesh.

Service Mesh – это конфигурируемый инфраструктурный уровень с низкой пропускной 
задержкой, который применяется для обработки большого объема сетевых межпроцессных 
коммуникаций между программными интерфейсами приложений (API). Он обеспечивает 
быструю, надёжную и безопасную маршрутизацию запросов между контейнеризированными 
и часто эфемерными сервисами инфраструктуры. Основными возможностями являются об-
наружение сервисов, шифрование, трассировка, аутентификация и авторизация запросов, а 
также поддержка шаблона автоматического выключения. 

Наиболее популярной реализацией Service Mesh является паттерн Sidecar, представлен-
ный на рис. 1. Он заключается в том, что за каждым микросервисом закреплён собственный 
TCP-прокси, с помощью которого и происходит управление коммуникацией между сервиса-
ми, сбор метрик и поддержка безопасности соединений, то есть все, что может быть абстраги-
ровано от отдельных сервисов. 

Рис. 1. Концепт Service Mesh
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Сетка сервисов логически разделена на data plane и control plane. Data plane состоит из всех 
TCP-прокси, которые контролируют сетевую связь между микросервисами и собор телеме-
трии. А control plane в свою очередь управляет прокси-серверами и настраивает их для марш-
рутизации трафика. 

Таким образом, разработчики могут писать, поддерживать и обслуживать код приложения 
в сервисах, а системные администраторы могут работать только с Service Mesh и запускать 
приложение. 

1. Istio

Istio от компаний Google, IBM и Lyft – это открытая платформа для обеспечения единого 
способа интеграции микросервисов, управления потоком сетевого трафика между микросер-
висами, обеспечения соблюдения политик и агрегирования данных телеметрии. Control plane 
у Istio представляет собой слой абстракции над базовой платформой управления кластером, 
такой как Kubernetes. 

В базовый функционал входят:
1) автоматическая балансировка сетевого трафика HTTP, gRPC, WebSocket и TCP;
2) контроль трафика с правилами маршрутизации, повторными попытками и отработкой 

неудачных запросов;
3) контроль доступа и ограничения запросов, сетевых политик и API конфигураций;
4) автоматические метрики, логи и трассировки для всего сетевого трафика в кластере, 

включая входящий и исходящий трафик;
5) защищённая связь между сервисами в кластере с надежной аутентификацией и автори-

зацией на основе идентификации.

1.1. Архитектура

Архитектура обработки запросов в Istio, представленная на рис. 2, направлена на адаптив-
ное управление сетевого взаимодействия внутри сетки сервисов.

Поддержка входящего и исходящего сетевого трафика в кластере Istio возможно благодаря 
хранению в реестре сервисов метаданных о конечных API и политик распределения запросов. 

Рис. 2. Архитектура Istio
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В конфигурации сетевого трафика участвуют следующие артефакты:
1) VirtualService является набором правил маршрутизации для определённого узла в сетке 

сервисов;
2) DestinationRule определяет, что именно должно происходить с дошедшим до узла запро-

сом, направленным через VirtualService;
3) Gateway управляет входящим и исходящим трафиком к определённым группам сервисов;
4) ServiceEntry описывает внешние сервисы для внутреннего использования в Istio.

1.2. Безопасность

Микросервисная архитектура подразумевает защищённость сетевого взаимодействия, что 
выражается в шифровании сетевого трафика и использовании mTLS с политиками доступа. 
Istio является отличным выбором для этого, так как предоставляет это с прозрачным шиф-
рованием TLS и с инструментами аутентификации, авторизации, аудита (AAA) для защиты 
сервисов и данных.

Для обеспечения надлежащего уровня сетевой безопасности используются следующий 
компоненты:

1) центр сертификации (CA) для генерации ключей и сертификатов;
2) сервер API конфигурации, раздающий проксям политику аутентификации, политику 

авторизации и информацию о безопасном именовании;
3) sidecar и пограничные прокси, работающие как точки применения политик (PEP);
4) совокупность расширений по управлению считывания метрик и аудирования для Envoy 

прокси.
Общий принцип работы control plane и data plane по защите трафика представлен на рис. 3.

Istio скрыто предоставляет стойкую идентичность с сертификатам типа X.509 для каждой 
рабочей нагрузке. Агенты Istio, запущенные рядом с Envoy прокси, совместно с компонентом 
istiod автоматизируют процесс перевыпуска ключей и сертификатов. 

Подпись X.509 сертификата, изображенные на рис. 4, имеет следующие этапы:
1) istiod отправляет gRPC запрос сервису CSR;
2) агент Istio создаёт приватный ключ и CSR, которые передаётся в istiod с учётными дан-

ными для подписи;

Рис. 3. Принцип data plane и control plane
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3) istiod валидирует полученный CA от CSR и, в случае успеха, подписывает CSR для гене-
рации сертификатов;

4) envoy запрашивает сертификат и ключ у агента Istio через Envoy SDS API;
5) агент Istio отправляет полученные от istiod сертификат и приватный ключ Envoy через 

Envoy SDS API;
6) агент Istio следит за сроком годности полученного сертификата и меняет его при необ-

ходимости.

Istio также предлагает два вида аунтентификации, принцип работы которых изображен на 
рис. 5:

1) Peer authentication (mTLS) – это вид аутентификации, происходящий при взаимодей-
ствии от сервиса к сервису, используя mTLS как основной инструмент аутентификация сторон 
запроса;

2) Request authentication – это вид аутентификации, используемый для проверки учётных 
данных клиента при совершении запроса, используя JSON Web Token или протокол OpenID 
Connect.

Рис. 4. Подпись X.509 сертификата

Рис. 5. Аунтентификация запроса в Service Mesh
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Политика авторизации запроса и доступа к объектам service mesh реализована на стороне 
Envoy прокси, что продемонстрировано на рис. 6. 

Когда запрос поступает на прокси, то механизм авторизации оценивает его контекст от-
носительно текущих политик и возвращает результат: разрешить (ALLOW) или запретить 
(DENY).

2. Демонстрация работы

В качестве демонстрации возможностей Istio проведём тесты по взаимодействию между 
микросервисами. В качестве микросервисов будут выступать сервис для отладки HTTP запро-
сов httpbin и сервис отправляющий HTTP запрос sleep.

Для отображения сетевого TCP трафика в виде графа воспользуемся инструментом визуа-
лизации Kiali, легенда которого представлена на рис. 7.

Перед тестированием создаются несколько namespace-ов на стенде Kubernetes. В Service 
Mesh через добавление sidecar к подам приложений добавляются такие namespace-ы, как foo, 
bar, external, а вне Service Mesh создается legacy.

Суть первого теста заключается в поочерёдном вызове микросервисов, а именно от микро-
сервиса sleep.namespace_1 будет исходить запрос к httpbin.namespace_2 без ограничения права 
доступа. Результат данного теста отображён на рис. 8.

Суть второго теста заключается в добавлении mTLS для сетевого взаимодествия внутри 
Service Mesh. Это приведёт к тому, что TCP запросы внутри Service Mesh будут проходить, а 
вне его нет, что видно на рис. 9. 

Рис. 6. Авторизация запроса в Service Mesh

Рис. 7. Легенда графа Kiali



1062

Визуализация первых двух тестов представлена на рис. 10.

Третий тест заключаетя в отправке TCP запроса на внешний сервис, представляющий со-
бой httpbin из проекта external. При отправлении запроса вне Service Mesh, визуализация ко-
торого представлена на рисунке 11, совершается mTLS origination для обеспечения защищён-
ности трафика. 

Рис. 8. Результат первого теста

Рис. 9. Результат второго теста

Рис. 10. Визуализация первого и второго теста
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Путь совершённого HTTPS запроса, представленного на рисунке 12, можно разбить на этапы:
1) отправка запроса из sleep.foo внешнему сервису httpbin;
2) запрос достигает istio-egressgateway;
3) запрос сопоставляется записи из ServiceEntry и DestinationRule;
4) запрос отправляется к конечному хосту, а именно на входную точку Istio, где он перена-

правляется к httpbin.external.

Заключение

В рамках проделанной работы были рассмотрены основные аспекты в построении совре-
менных информационных систем, построенных на подходах микросервисной архитектуры. 
Можно сделать вывод о том, что подход Service Mesh с использованием паттерна Sidecar на-
бирает все большую популярность из-за гибкости в конфигурировании сетевого взаимодей-
ствия между приложениями.
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Рис. 11. Визуализация третьего теста

Рис. 12. Путь запроса третьего теста
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Введение

Apache Kafka – распределенный брокер сообщений, предназначенный для асинхронного 
обмена данными между системами и отличающийся высокой пропускной способностью и 
надежностью [1]. Брокер широко используется многими IT компаниями в своих продуктах. 
Сообществом Apache был разработан инструмент Kafka Connect, предназначенный для ми-
грации потоков данных между различными системами (файловыми хранилищами, базами 
данных и т. д.) и Apache Kafka. Он, как и Kafka, является распределенным и горизонтально 
масштабируемым и позволяет сосредоточиться только на написании бизнес-логики извлече-
ния и обработки данных.

Основная сущность в Kafka Connect – это коннектор. Коннектор конфигурирует задачи, 
которые и реализуют бизнес-логику передачи данных. Количество задач определяется кон-
нектором. Каждая задача запускается в отдельном потоке на одном из узлов кластера Kafka 
Connect. В одном кластере могут быть запущены несколько коннекторов и, соответственно, 
множество задач. Kafka Connect следит за балансировкой задач внутри кластера, если один из 
узлов выходит из строя, то задачи с этого узла переезжают на оставшиеся части кластера [2].

1. Описание проблемы

Практически всегда коннектор взаимодействует с внешним ресурсом, с которым необхо-
димо провести аутентификацию. Конфигурация коннектора хранится в очереди Kafka в виде 
открытого текста в формате JSON, что не является надежным способом хранения паролей и 
других чувствительных данных.

Для решения этой проблемы Kafka Connect имеет механизм предоставления чувствитель-
ных данных, которые хранятся в определенном пользователем месте, только во время старта 
коннектора. В этом случае значение атрибута конфигурации коннектора записывается в виде 
шаблона ${provider:[path:]key}. Механизм реализуется путем наследования обобщенного ин-
терфейса ConfigProvider [3]. 

Kafka Connect поставляет только одну реализацию – FileConfigProvider, которая извлекает 
значения конфигурации из простого текстового файла. В этом случае чувствительные данные 
хранятся не в очереди Kafka, а в текстовом файле на каждом узле кластера. Однако, данные 
все еще лежат в открытом виде, и возникает дополнительная проблема распределения файла 
между узлами.

2. Реализация провайдера конфигурации

Одним из возможных решений данной проблемы является реализация провайдера конфи-
гураций, который извлекает данные из Apache Zookeeper и поддерживает шифрование. Apache 
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Zookeeper – это распределенный координатор, иерархическое хранилище пар ключ-значение. 
Он используется Apache Kafka для распределенного хранения конфигураций [3].

На этапе начального конфигурирования кластера Kafka Connect задаются используемые 
провайдеры конфигураций. Во время создания коннектора провайдер конфигурации считы-
вает данные из Zookeeper по пути, указанному в шаблоне. Чтение данных осуществляется с 
помощью библиотеки Apache Curator. В узле Zookeeper хранится группа конфигураций, кото-
рая шифруется одним ключом. Имя группы является путем в шаблоне провайдера конфигура-
ции (схема представлена на рисунке). 

Данные в Zookeeper записываются отдельной программой, которая предварительно шиф-
рует данные алгоритмом AES/GCM, что позволяет избежать передачи незащищенных данных 
по сети. Конфигурацию в Zookeeper предлагается хранить в формате JSON в виде объекта, 
который содержит шифротекст и вектор инициализации.

Провайдер конфигурации реализован на языке Java и представлен классом 
ZookeeperSecuredConfigProvider. Класс содержит поле типа ModeledFramework, данный тип яв-
ляется обобщенным интерфейсом для оперирования данными в Zookeeper. Шифрование осу-
ществляется стандартными средствами Java из пакета javax.crypto.

Заключение

В результате работы был предложен подход к разработке провайдера конфигураций фрей-
мворка Kafka Connect, обеспечивающий шифрование и распределение данных между узлами 
кластера.
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Рис. 1. Конфигурация коннектора в Kafka Connect и хранение паролей в Zookeeper
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Аннотация. Данная работа посвящена проектированию и разработке VSTi-плагина, 
предназначенного для создания тембров, широко использующихся в электронной му-
зыке. Подробно рассмотрены этапы проектирования и реализации плагина, определена 
схема взаимодействия компонентов приложения. Данный плагин был реализован на базе 
фреймворка VST.NET. Графический интерфейс реализован с использованием WPF. Было 
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Введение

В современном мире очень значительную роль в жизни аранжировщиков и студийных зву-
корежиссеров играют цифровые звуковые рабочие станции (DAW) [1] – системы, предназна-
ченные для записи, хранения, воспроизведения и редактирования цифрового звука. При этом 
для расширения возможностей DAW, существуют подключаемые к ним плагины. Наиболее 
широко распространенной технологией подключения является VST (Virtual Studio Technology) 
[2]. На данный момент наиболее популярные DAW поддерживают данную технологию.

VST-инструменты (VSTi) – плагины, не имеющие входных аудиоканалов, они позволяют 
генерировать различные аудиоданные в ответ на миди-сообщения со стороны VST-хоста;

VST-эффекты (VST) – плагины, имеющие входные аудиоканалы, тем самым позволяющие 
обрабатывать входящие данные.

В процессе написания электронной музыки обязательно возникает потребность в генера-
ции различных тембров, соответствующих идеям звучания того или иного инструмента. Од-
нако в электронной музыке очень часто встречаются либо полностью идентичные тембры, 
либо незначительные их вариации. Нет необходимости каждую композицию писать с исполь-
зованием только уникальных, сложных звучаний, так как это усложнило бы не только процесс 
написания музыки, но и восприятие ее слушателем.

1. Функциональность приложения

В результате анализа задачи и сравнения существующих VSTi-плагинов, был определен 
список требований к функциональности приложения [3]:

• наличие 2-х осцилляторов;
• возможность выбора формы волны и настройки параметров в осцилляторе;
• наличие одного частотного фильтра;
• наличие низкочастотного осциллятора с возможностью модуляции параметров;
• наличие эффектов: distortion, delay;
• наличие осциллографа;
• простой и интуитивный графический интерфейс
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2. Средства реализации

Для реализации приложения были выбраны следующие средства:
• язык разработки – С# [4, 5];
• фреймворк – VST.NET [6];
• графический интерфейс – WPF;
• среда разработки – Microsoft Visual Studio 2019
Тестирование VSTi-плагина было произведено с использованием цифровой звуковой ра-

бочей станции FL Studio 20, к которой подключался разработанный плагин.

3. Реализация

3.1. Общая схема взаимодействия компонентов плагина

Звуковой сигнал создается одновременно на двух одинаковых осцилляторах. Осцилляторы 
могут быть настроены различным образом. Для каждого осциллятора к его звуку применяет-
ся ADSR-огибающая. После этого происходит смешивание 2-х сигналов и к результирующе-
му звуку применяется частотный фильтр. Далее звук проходит через эффекты: «Distortion», 
«Delay» [7]. В блоке «мастер» регулируется громкость получившегося сигнала.

Общая схема работы приложения представлена на рис. 3.1.

3.2. Архитектура приложения

На рис 3.2. представлена общая архитектура плагина.
Класс PluginCommandStub создает и возвращает объект класса PluginController.
Класс PluginController создает и управляет компонентами PluginUI, MidiListener и ProcAudio.
Класс PluginUI управляет графическим интерфейсом плагина.

Рис. 3.1. Общая схема работы приложения
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Класс MidiListener выполняет функцию обработки MIDI-сообщений. Реализован в фрей-
мворке VST.NET.

Класс ProcAudio является основой приложения. В нем содержится вся логика работы пла-
гина. Данный класс является наследником класса SynthProcAudio, который реализует интер-
фейсы для обработки буфера семплов, предоставления аудиопотоков для генераторов и от-
ключения логики синтезатора, если плагин находится в неактивном режиме. Класс ProcAudio 
содержит следующие компоненты:

• Input – обрабатывает поступающие MIDI-сообщения.
• Oscillator – генерация звукового сигнала.
• AdsrEnvelope – огибающая громкости сигнала.
• Filter – частотный фильтр.
• Distortion – эффект Distortion.
• Delay – эффект Delay.
• LFO – осциллятор низкой частоты и модуляция параметров.
• Oscilloscope – осциллограф.
• Clip – ограничение значения всех семплов от –1 до 1.
• Master – финальная обработка сигнала по громкости.
• Routing – цепочка логики обработки звука.

4. Интерфейс пользователя

Интерфейс пользователя состоит из модулей с элементами управления и представлен на 
рис. 4.1.

В плагине представлено 2 осциллятора, которые могут настраиваться независимо. Модуль 
осциллятора состоит из следующих элементов управления:

• AVol – настройка амплитуды генерируемой осциллятором волны;
• AOsc – выбор формы волны, генерируемой осциллятором из пяти доступных значений: 

«Sine», «Triangle», «Saw», «Square», «Noise»;
• AFine – отвечает за настройку частоты осциллятора;
• APan – Настройка отношения громкости сигнала в левом и правом канале.
Частотный фильтр предоставляет возможность настройки следующих параметров:
• FCuto – «частота среза» фильтра (может варьироваться от 20 Гц до 20000 Гц);
• FPass – выбор типа фильтра из трех доступных: фильтр высоких частот, фильтр низках 

частот, полосовой фильтр;

Рис. 3.2. Архитектура VSTi-плагина
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Эффект «Distortion» управляется одним элементом, отвечающим за силу искажения посту-
пающего на вход сигнала.

Эффект «Delay» управляется следующими параметрами:
• DlyDry – громкость необработанного эффектом сигнала;
• DlySec – время задержки обработанного сигнала от 0,1 сек до 1 сек;
• DlyFbc – количество повторений записанного в буфер сигнала.

Модуль LFO-модуляции состоит из следующих элементов управления:
• GOsc – выбор формы волны, генерируемой низкочастотным осциллятором из пяти до-

ступных значений: «Sine», «Triangle», «Saw», «Square», «Noise»;
• GFrq – частота генерируемой волны;
• GGain – настройка амплитуды колебаний.
Модуль осциллографа отображает форму генерируемой плагином волны.
В модуле «Master» происходит управление громкостью сигнала, полученного в результате 

работы плагина.
В верхнем окне выводится информация о последнем измененном параметре плагина.

Заключение

В результате работы был разработан и протестирован VSTi-плагин для создания базовых 
тембров с возможностью их настройки в соответствии с контекстом.
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АНАЛИЗ ДАННЫХ С ИСПОЛЬЗОВАНИЕМ ФРЕЙМВОРКА APACHE SPARK

Воронежский государственный университет

Е. В. Трофимцов

Аннотация. Apache Spark – система с открытым исходным кодом, использующаяся для 
параллельной обработки больших объемов данных. Целью при её создании ставилась 
быстрота работы и одновременно удобство использования. Первая версия Spark была 
разработана в университете Беркли в 2009 году, и на сегодняшний день сообщество поль-
зователей и разработчиков продолжает стремительно расти. Данная работа посвящена 
использованию фреймворка Apache Spark для анализа больших объемов данных в рамках 
одного Spark-приложения. Данное приложение может быть полезно тем, кто желает изу-
чить основные принципы и техники работы с Big Data.
Ключевые слова: анализ данных, Big Data, BI, ETL, extract, transform, load, загрузка и об-
работка больших данных, data pipeline, большие данные, анализ данных с использовани-
ем spark, загрузка данных, rdd, dataframe, dataset, приложения в распределенных системах, 
scala, spark, разработка приложений, Apache Spark.

Введение

Современный мир и информационные системы в большей степени являются ориентиро-
ванными на данные, генерирующиеся в огромных количествах и формах каждый день. По-
этому, в текущих реалиях, для получения действительно полезных результатов из данных в 
промышленных, бизнес или научных задачах очень важно уметь эффективно обрабатывать 
полученные большие данные, пользуясь доступными для этого инструментами и решениями.

Один из самых распространенных и популярных инструментов на текущий момент – 
фреймворк с открытым исходным кодом Apache Spark [1]. Для обработки больших данных 
Spark предоставляет три структуры данных:

• resilient distributed dataset (RDD);
• dataframe;
• dataset.
Получая доступ к определенному информационному набору, каждая из данных структур 

может проводить схожий набор операций с ним. Тем не менее, представление данных и мето-
дов их обработки в этих абстракциях отличается.

Цель данной работы – разработать приложение, которое сможет обрабатывать большой 
объем данных и по выбору пользователя производить весь набор необходимых операций с 
помощью одной из структур.

1. Функциональность приложения

Требуется разработать и реализовать программу, которая будет на регулярной основе ана-
лизировать данные об итальянском городе Милан и в результате формировать отчет, в кото-
ром в графическом и текстовом виде будут предоставлены данные о самых чистых и загряз-
ненных рабочих/нейтральных/жилых зонах города.

Входные данные программы:
• сетка города, разбитая на квадраты;
• ежемесячная телеком-активность;
• расположение датчиков;
• ежемесячные показатели датчиков.
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Сам процесс подсчета метрик должен быть реализован при помощи всех трех структур 
данных и у пользователя при запуске должна быть возможность выбора с помощью какой из 
структур программа произведет расчеты.

2. Средства реализации

Поставленная задача была реализована с использованием следующих средств:
• язык разработки – Scala 2.11.8;
• фреймворк – Spark 2.2.0;
• среда разработки – IntelliJ IDEA;
• язык программирования – Java 8;
• сборщик – Maven;
• WinSCP – графический клиент для копирования файлов;
• PuTTY – клиент для удаленного доступа.
Для реализации приложения был выбран язык Scala – один из языков, для которых Spark 

предоставляет API. Это выразительный язык, соединяющий возможности как функциональ-
ного, так и объектно-ориентированного программирования; сам Spark написан на нем, поэто-
му он является наиболее удобным для разработки приложений под эту систему.

3. Реализация

Общая структура приложения показана на рис. 1.

Каждый из этапов реализован с помощью всех трех структур данных. При построении от-
чета пользователь имеет возможность выбрать какая из структур будет задействована на всех 
этапах расчета.

Также пользователь полностью управляет вводом и выводом программы, определяя пути 
для исходных данных и финальных отчетов. У пользователя есть возможность передать про-
грамме конфигурационную информацию для запуска Spark. Наиболее распространенный спо-
соб запуска приложений Spark в кластере – использовать команду оболочки spark-submit или 
другие ее вариации в зависимости от настроек окружения (например, spark2-submit для вызо-

Рис. 1. Структура приложения
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ва 2 версии). При использовании команды оболочки приложение Spark не нужно настраивать 
специально для каждого кластера, поскольку сценарий spark-submit использует менеджеров 
кластера через единый интерфейс. Сценарий spark-submit имеет огромное множество фла-
гов, которые помогают контролировать ресурсы, используемые вашим приложением Apache 
Spark. Флаги spark-submit динамически предоставляют конфигурации spark context объекту:
./bin/spark-submit \
  --master <master-url> \
  --deploy-mode <deploy-mode> \
  --conf <key>=<value> \
  --driver-memory <value>g \
  --executor-memory <value>g \
  --executor-cores <number of cores> \
  --jars <comma separated dependencies>
  --class <main-class> \
  <application-jar> \
  [application-arguments]

В приведенном ниже примере приложение отправляется диспетчеру кластеров с исполь-
зованием режима развертывания кластера, с памятью драйвера 8 ГБ, памятью исполнителя 
16 ГБ и 2 ядрами для каждого исполнителя. Количество исполнителей регулируется автомати-
чески в зависимости от нагрузки от 1 до 200. Также для каждого приложения необходимо ука-
зывать путь к главному классу и путь к jar-файлу самого приложения. Дополнительно вместе 
с jar-файлом можно передавать на кластер необходимые ресурсы в виде любых файлов, но для 
каждого из них нужно указывать путь отдельно. Подобных настроек для скрипта spark-submit 
более 3 сотен и все они подробно описаны в официальной документации к фреймворку.
./bin/spark2-submit \
  --verbose
  --master yarn \
  --deploy-mode cluster \
  --driver-memory 8g \
  --executor-memory 16g \
  --executor-cores 2 \
  --conf «spark.serializer=KryoSerializer» \
  --conf «spark.dynamicAllocation.minExecutors=1» \
  --conf «spark.dynamicAllocation.maxExecutors=200» \
  --conf «spark.dynamicAllocation.enabled=true» \
  --files /path/log4j.properties, /path/file.conf \
  --class org.apache.spark.examples.Spark \
  /spark-home/examples/jars/spark-example.jar

Каждому приложению Spark требуется точка входа, которая позволяет ему взаимодейство-
вать с источниками данных и выполнять определенные операции, такие как чтение и запись 
данных. В Spark 1.x были введены три точки входа: SparkContext, SQLContext и HiveContext. 
Начиная с Spark 2.x, была представлена новая точка входа под названием SparkSession, которая 
по сути объединила все функции, доступные в трех вышеупомянутых контекстах. Все контек-
сты по-прежнему доступны даже в новейших выпусках Spark, в основном для целей обратной 
совместимости.

SparkContext используется процессом драйвера приложения Spark для установления связи 
с кластером и менеджерами ресурсов для координации и выполнения заданий. SparkContext 
также обеспечивает доступ к двум другим контекстам, а именно к SQLContext и HiveContext.
val sparkConf = new SparkConf()
.setAppName(«app»)
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.setMaster(«yarn»)
val sc = new SparkContext(sparkConf)

SQLContext – это точка входа в SparkSQL, который представляет собой модуль Spark для 
обработки структурированных данных. После инициализации SQLContext пользователь мо-
жет затем использовать его для выполнения различных «sql-подобных» операций над набора-
ми данных и фреймами данных.
val sparkConf = new SparkConf()
.setAppName(«app»)
.setMaster(«yarn»)
val sc = new SparkContext(sparkConf)
val sqlContext = new SQLContext(sc)

Если приложение Spark должно взаимодействовать с Hive, и версия Spark меньше 2.0, не-
обходимо использовать HiveContext. Для Spark 1.5+ HiveContext также предлагает поддержку 
оконных функций.
val sparkConf = new SparkConf()
.setAppName(«app»)
.setMaster(«yarn»)
val sc = new SparkContext(sparkConf)
val hiveContext = new HiveContext(sc)
hiveContext.sql(«select * from tableName limit 0»)

Spark 2.0 представил новую точку входа под названием SparkSession, которая по существу 
заменила SQLContext и HiveContext. Кроме того, он дает разработчикам немедленный доступ 
к SparkContext. Все что нужно чтобы создать SparkSession с поддержкой Hive:
val sparkSession = SparkSession
.builder()
.appName(«myApp»)
.enableHiveSupport()
.getOrCreate()
// Way to access spark context from spark session
val spark_context = sparkSession.sparkContext

Диаграмма классов приложения показана на рис. 2.
Класс StatsCount ответственен за начальную конфигурацию, настройку всех основных за-

дач, например, логирование и создание Spark-сессии, а также за запуск самого приложения с 
возможностью выбора структуры. Реализация класса приведена в Приложении 1.

Класс GridData ответственен за первый этап анализа данных. Он содержит три метода, 
идентичные по функциональности, но реализованные каждый с помощью одной из структур 
данных.

• def getCellsRDD: RDD[GridCoords]
• def getCellsDF: DataFrame
• def getCellsDS: Dataset[GridCoords]
Также в своем статическом контексте GridData содержит набор вспомогательных мето-

дов, использующихся для расчета необходимых промежуточных значений. Реализация класса 
приведена в Приложении 2.

В виду схожести, описание классов ZoneClassification, ответственного за второй этап ана-
лиза данных, и SensorInformation, ответственного за третий этап анализа данных, опущено. 
Реализации обоих классов приведены в Приложениях 3 и 4 соответственно.

Класс ReportBuild ответственен за четвертый этап анализа данных. Он имеет схожий набор 
методов (по одному на каждую структуру), но вместо расчета данных, ReportBuild аггрегирует 
всю расчитанную информацию и передает ее в классы, ответственные за формирование тек-
стового и визуального отчета. Реализация класса приведена в Приложении 5.
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Объект FileService ответственен за взаимодействие приложения и файловой системы. 
В случае запуска приложения на кластере, FileService будет работать с распределенной файло-
вой системой также, как и с обычной. Реализация класса приведена в Приложении 6.

Объект GeojsonParser ответственен за извлечение информации из GeoJSON-объектов и 
преобразование их к обычному списку с помощью json4s библиотеки. Реализация класса при-
ведена в Приложении 7.

Класс Parameters ответственен за конфигурацию. При запуске приложения, ему переда-
ются пользовательские аргументы и из них класс собирает словарь настроек, которые могут 
быть использованы для управления приложением и задания ему определенного поведения, 
например, указания структуры данных, с помощью которой будут производиться все расчеты 
в процессе работы программы.

• val data_struct: String = paramMap.get(«STRUCTURE_TYPE»)
• val master: String = paramMap.get(«MASTER»)
• val appName: String = paramMap.get(«APP_NAME»)
• val grid_data_path: String = paramMap.get(«GRID_PATH»)
• val telecom_path: String = paramMap.get(«TELECOM_PATH»)
• val sensor_loc_path: String = paramMap.get(«SENSOR_PATH»)
• val sensor_met_path: String = paramMap.get(«METRIC_PATH»)
• val zone_map: String = paramMap.get(«ZONE_MAP_PATH»)
• val pollution_map: String = paramMap.get(«POL_MAP_PATH»)
• val clean_map: String = paramMap.get(«CLEAN_MAP_PATH»)
• val dirty_map: String = paramMap.get(«DIRTY_MAP_PATH»)
• val text_report: String = paramMap.get(«TEXT_REPORT_PATH»)

Рис. 2. Диаграмма классов
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Реализация класса приведена в Приложении 8.
Объект TextReport ответственен за построение текстового отчета по полученным результа-

там. Реализация класса приведена в Приложении 9.
Объект Visualizer ответственен за построение визуального отчета по полученным резуль-

татам. Класс формирует html страницу для переданных данных с помощью Google Maps API. 
Реализация класса приведена в Приложении 10.

Заключение

В результате проделанной работы было разработано и протестировано Spark-приложение, 
способное обрабатывать большой объем данных и, по выбору пользователя, производить весь 
набор необходимых операций с помощью одной из рассмотренных структур данных. Прило-
жение было протестировано на основе специальных автоматизированных unit- и FlatSpec-те-
стов. В ходе выполнения работы был детально изучен язык программирования Scala, фрейм-
ворк с открытым исходным кодом Apache Spark, платформа управления рабочими процессами 
Apache Airflow, а также работа с системой контроля версий git.
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ГЕНЕРАТОР ПСЕВДОСЛУЧАЙНЫХ ЧИСЕЛ НА БАЗЕ КЛЕТОЧНОГО АВТОМАТА

Воронежский государственный университет

А. С. Трохин, С. Н. Медведев

Аннотация. В данной работе рассматривается пример алгоритма генерации псевдослу-
чайных чисел, основанного на работе клеточного автомата. Изучены существующие алго-
ритмы генерации и проведено их сравнение с предложенным в работе алгоритмом. Срав-
нение и анализ работы алгоритмов проведен на основании набора статистических тестов 
NIST.
Ключевые слова: алгоритм, генерация, псевдослучайный, клеточный автомат, тесты NIST.

Введение

Случайные числа являются необходимым элементом многих процессов. Эти числа исполь-
зуются в алгоритмах шифрования, обеспечивая безопасность и защищенность передаваемой 
информации. Применение этим числам можно также найти и в процессах моделирования и си-
муляции, где зачастую возникает необходимость воспроизведения процесса для подтвержде-
ния какой-либо гипотезы. От степени случайности полученных чисел зависит безопасность 
зашифрованной информации или правдивость смоделированного процесса. Данная статья 
посвящена разработке алгоритма, позволяющего генерировать случайные числа, которые мо-
гут пригодиться для описанных задач.

1. Постановка задачи

Необходимо разработать алгоритм генерации псевдослучайных чисел, который будет от-
вечать требованиям, предъявляемым к генераторам псевдослучайных чисел [1]. К таким тре-
бованиям относятся:

– длинный период генератора, гарантирующий отсутствие зацикливания;
– эффективность – быстрота работы алгоритма и малые затраты памяти;
– воспроизводимость – возможность заново воспроизвести ранее сгенерированную после-

довательность;
– портируемость – одинаковое функционирование на различном оборудовании и опера-

ционных системах.
Качество случайных чисел, производимых полученным генератором, необходимо прове-

рить с помощью набора статистических тестов NIST [2]. Также необходимо провести сравне-
ние разработанного генератора псевдослучайных чисел с некоторыми уже существующими 
решениями [3].

2. Генератор псевдослучайных чисел

Генератор псевдослучайных чисел (ГПСЧ) – алгоритм, порождающий последовательность 
чисел, которая представляется случайной, но таковой не является. Такие алгоритмы имеют 
место применения во многих областях современной информатики – имитационное модели-
рование, криптография, симуляция и т. п. Псевдослучайная природа этих чисел позволяет, 
при необходимости, сгенерировать точно такую же последовательность чисел, которая была 
сгенерирована ранее. Такая возможность достигается с помощью использования зерна – неко-



1078

торого начального значения, задаваемого для ГПСЧ. Зерно может использоваться как началь-
ное значение в рекуррентной формуле, или же от зерна могут быть взяты только несколько 
бит, все зависит от алгоритма генерации, лежащего в основе ГПСЧ. Важной характеристикой 
ГПСЧ является период – максимальное количество случайных чисел, которое может сгене-
рировать алгоритм, после чего они начнут повторяться. Малой длиной периода отличаются в 
основном ГПСЧ, основанные на рекуррентном соотношение типа: 

	 1 ( ).i ix f x+ =
Одним из известных методов генерации является метод середины квадрата, который пред-

ставляет собой простой алгоритм для генерации псевдослучайных десятичных чисел [4]. Не-
многим позже был предложен линейный конгруэнтный метод [3], реализация которого при-
сутствует в большинстве языков программирования, благодаря скорости работы и простоте 
реализации алгоритма. Существует и множество других алгоритмов генерации: семейство 
алгоритмов, использующих метод Фибоначчи с запаздываниями, регистр сдвига с линейной 
обратной связью, вихрь Мерсенна и другие [5]. Как отдельный вид генераторов, используется 
подход называемый «одноразовый блокнот». Такой блокнот обычно содержит набор уже го-
товых случайных чисел, и не является генератором как таковым. Недостатки такого подхода 
очевидны – генератор с блокнотом имеет ограниченную длину последовательности, и тот, кто 
обладает блокнотом, без труда сможет предсказать следующее число в последовательности. 

Рассмотрим некоторые из существующих алгоритмов более подробно.

2.1. Метод середины квадрата

Метод середины квадрата генерирует случайные числа с помощью рекуррентной формулы 
1 ( ).i ix f x+ =  Суть метода заключается в следующем: предыдущее случайно сгенерированное 

число возводится в квадрат и из полученного квадрата берется k средних цифр. Пусть 0 121x =  – 
зерно генерации, тогда:

0 121,x =

1 121 121 1| 464 |1,x′ = × =

1 464,x =
и так далее. 

У этого метода можно выделить такие существенные недостатки как: зацикливание и пол-
ное отсутствие случайности чисел при инициализации генератора зерном равным нулю или 
единице. Преимуществами этого генератора являются: минимальные затраты памяти и высо-
кая скорость работы.

2.2. Линейный конгруэнтный метод

Линейный конгруэнтный метод построен на рекуррентной формуле: 
	 1 ( ) mod .i ix ax c m+ = +
Числа , ,a c m  должны удовлетворять следующим условиям:
1. Числа c  и m  должны быть взаимно простыми;
2. Число 1b a= −  должно быть кратно ,p  для каждого простого числа ,p  являющегося 

делителем числа ;m
3. Число b  должно быть кратно 4, если число m  кратно 4.
Преимуществами этого метода являются высокая скорость вычисления следующего эле-

мента, при правильном подборе константы .m  И, напротив, при неправильном подборе кон-
станты очень сильно падает скорость алгоритма и качество последовательности. Также его 
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недостатком, как и любого алгоритма основанного на рекуррентной формуле, является огра-
ниченность периода константой .c  Этот недостаток исправляется во множественных модифи-
кациях алгоритма. 

Далее рассмотрим модель клеточных автоматов.

3. Клеточные автоматы

	Клеточный автомат (КА) – дискретная модель, представляющая собой решетку произ-
вольной размерности, состоящую из ячеек, обладающих некоторым состоянием. С каждой 
из ячеек решетки можно связать некоторое множество других ячеек, которое называется её 
окрестностью. Для перехода ячейки решетки в следующее состояние используются правила 
перехода, которые применяются к ячейке и её окрестности. Изучим более детально основные 
составляющие модели КА.

3.1. Решетка клеточного автомата

Решетка клеточного автомата – решетка, содержащая ячейки клеточного автомата. Она 
может быть любой размерности: одномерная решетка представляет собой линию из ячеек ав-
томата, двумерная решетка – матрицу из ячеек, а трехмерная решетка – куб. Теоретически 
решетка может быть любой возможной размерности, однако в рамках статьи будут рассма-
триваться только одномерные и двумерные решетки и клеточные автоматы соответственно. 
На рис. 1 приведены два примеры решеток – одномерной и двумерной.

3.2. Ячейка клеточного автомата

Ячейка клеточного автомата – часть решетки клеточного автомата, однозначно определя-
емая позицией в решетке. Ячейка должна находиться в каком-либо состоянии из конечно-
го множества состояний, которыми оперирует клеточный автомат. Так каждая ячейка имеет 
свою позицию в решетке и свое состояние. Также у каждой ячейки есть окрестность, в рамках 
которой вычисляется ее следующее состояние. Для примера на рис. 1 черным цветом закра-
шена ячейка, а серым ее окрестность. На рис. 2 приведены примеры наиболее часто использу-
емые в двумерных автоматах окрестностей. На рис. 2а) изображена окрестность Мура, состо-
ящая из восьми ячеек окружающих текущую ячейку. На рис. 2б) изображена окрестность фон 
Неймана, включающая в себя четыре ячейки. 

3.3. Правила перехода клеточного автомата

Правилами перехода клеточного автомата называется набор операций, который приме-
няется к ячейкам решетки для вычисления следующего состояния ячейки. Для вычисления 
следующего состояния автомата правила применяются к каждой ячейки решетки. Правила 
перехода можно описать следующей формулой:

                                             а)                                                                                         б)
Рис. 1. Решетка клеточного автомата a)одноразмерная; б) двумерная
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	 1 ( , ),i i ix f x X+ =
где ix  – ячейка в решетке, а iX  – её окрестность. 

Таким образом, эволюция клеточного автомата – это последовательное применение пра-
вил перехода автомата к каждой ячейки решетки и её окрестности. Полученная после этого 
решетка становится новым текущим состоянием автомата.

3.4. Элементарные клеточные автоматы

Отдельно стоит выделить элементарные клеточные автоматы – это клеточные автоматы 
размерности 1,n =  с окрестностью, состоящей из двух ячеек (слева и справа). Множество со-
стояний ячеек такого автомата является множеством из двух элементов {0,1}.  Нетрудно по-
считать, что поскольку мощность окрестности составляет 2, то, включая саму ячейку к кото-
рой применяется правило, выходит 32 8=  различных комбинаций. И, как следствие, 82 256=  
возможных правил перехода, для которых Стивен Вольфрам предложил систему нумерации 
от 0 до 255 и название «Код Вольфрама». Также такие элементарные клеточные автоматы на-
зываются правилами. Например, Правило 30 обозначает элементарный клеточный автомат с 
кодом 30. На рис. 3 представлено графическое обозначение правил перехода для Правила 30. 
Закрашенная ячейка обозначает ячейку, обладающую состоянием 1, ячейка же белого цвета 
обладает состоянием 0. Заметим, что каждое Правило содержит 8 ячеек или случаев перехода.

Каждая ячейка таблицы представляет собой аргументы и результирующее значение для 
правил перехода. Чтобы понять, как необходимо читать представленные таким образом пра-
вила перехода, рассмотрим рис. 4, на котором представлены случаи перехода.

На рис. 4а) рассматриваемая ячейка находится в центре и имеет состояние равное 0, а ее 
окрестность представлена ячейками слева и справа, имеющими значения 0 и 1 соответствен-
но. При такой комбинации состояния ячейки и состояний ячеек окрестности следующее со-

a)                                              б)
Рис. 2 Окрестности ячейки двумерного КА: a) Мура; б) фон Неймана

Рис. 3 Графическое представление правила 30

а)                                                     б)
Рис. 4 Отдельные случаи перехода: а)001=>1;б)000=>0
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стояние ячейки получается согласно данному Правилу равным 1. Другой пример на рис. 4б) 
демонстрирует переход из состояния, представленного только нулями, в последующее нуле-
вое состояние. 

Чтобы получить правила перехода, необходимо осуществить следующие действия соглас-
но алгоритму.

Алгоритм 1. Общая схема составления правил перехода элементарного КА.
1. Записать в убывающем порядке все возможные состояния: начиная с 2 10111 8=  и закан-

чивая 2 10000 0 .=
2. Конвертировать номер правила из десятичной системы счисления в двоичную систему 

счисления, дополнив нулями слева до восьми цифр. Так правило 30 конвертируется следую-
щим образом 10 230 00011110 .=

3. Под записанными на шаге 1 состояниями выписать результирующее состояние равное 
нулю или единице согласно правилу.

В табл. 1 представлено табличное представление правила 30.
Таблица 1

Табличное представление правила 30
Текущее состояние КА 111 110 101 100 011 010 001 000

Следующее состояние ячейки 0 0 0 1 1 1 1 0

Чтобы понять и классифицировать поведение автомата, необходимо понимать, как пра-
вильно читать изменение его состояния. Для отображения процесса эволюции одномерно-
го автомата обычно его следующие состояния (поколения) отображаются ниже предыдущих. 
Таким образом, можно проанализировать шаблон (паттерн) эволюции определенного одно-
мерного клеточного автомата. Но нельзя путать такое изображение с двумерным клеточным 
автоматом, состояние которого целиком представлено двумерной решеткой. В случае с од-
номерным автоматом двухмерность рисунка лишь способ изображения эволюции состояния 
начальных условий. На рис. 5 изображена эволюция правила 30 на несколько поколений.

Как можно заметить начальное состояние автомата – одномерная решетка, состоящая из 
ячеек с состоянием 0, и лишь одной ячейкой с состоянием равным 1. В следующем поколении 
уже 3 ячейки имеют состояние равное единице, и так далее по рисунку.

В ходе исследования паттернов эволюции элементарных КА Стивен Вольфрам выделил четы-
ре основных класса элементарных клеточных автоматов, различающихся по своему поведению.

1. В первый класс входят КА, для которых эволюция начальных состояний быстро перехо-
дит к состоянию, состоящему только из нулей или единиц. Например, Правила 0, 32, 160, 232.

Рис. 5 Эволюция КА
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2. Во втором классе эволюция начальных состояний КА быстро переходит к стабильному 
состоянию или возникают цикличные последовательности. Стабильным состоянием автома-
та является сохранение определенного паттерна на протяжении эволюции автомата. Циклич-
ность же выражается в повторении определенных паттернов на протяжении эволюции. На-
пример, Правила 4, 108, 218, 250.

3. Результатом эволюции автоматов третьего класса являются случайные последователь-
ности, на эволюцию которых оказывают большое влияние начальное состояние. Иначе гово-
ря, состояния, генерируемые такими КА, обладают хорошим лавинным эффектом. Например, 
Правила 22, 30, 126, 150, 182.

4. В четвертом классе автоматы эволюционируют в различные структуры, которые взаимо-
действуют между собой сложным образом. Например, Правило 110.

4. Использование модели КА для ГПСЧ

Для задачи генерации псевдослучайных чисел оказывается удобным использовать КА 
третьего класса. Как было упомянуто ранее такие КА обладают хорошим лавинным эффек-
том, что поможет получать более независимые друг от друга последовательности, при малей-
ших изменениях начального состояния. Рассмотрим примеры генераторов основанных на КА.

4.1. Правило 30

Этот алгоритм генерации был предложен Стивеном Вольфрамом и какое-то время исполь-
зовался в пакете Mathematica.

Алгоритм 2. Генерация псевдослучайных чисел с помощью Правила 30.
1. Производится инициализация начального состояния КА.
2. Определяется число n  – число бит в последовательности, которую необходимо сгенери-

ровать.
3. Производится n  итераций изменения состояния КА. Все состояния необходимо сохра-

нять в памяти.
4. Из каждого состояния выбирается центральный бит и добавляется в результирующую 

последовательность.
У такого алгоритма можно выделить следующие преимущества: возможность параллель-

ной генерации нескольких чисел и теоретически бесконечный цикл генерации (пока достаточ-
но памяти). Параллельная генерация чисел достигается за счёт использования для построения 
последовательности битов справа от центрального бита. Использование именно центрального 
бита и битов по правую сторону от центрального объясняется паттерном, который формирует 
КА в процессе эволюции. На рис. 5 после проведения малого количества эволюций заметно, 
что левая часть состояния содержит повторяющиеся фигуры.

Отдельно следует сказать про первый шаг алгоритма – инициализация КА. Оригиналь-
но данный шаг представлял собой инициализацию КА состоянием, состоящим лишь из од-
ной точки как на рис. 5. Однако в таком случае все генерируемые последовательности будут 
одинаковы. Для полной реализации алгоритма необходимо дать возможность задания зерна 
генерации, от которого зависит генерируемая последовательность. Использование зерна пред-
полагает два возможных варианта для такого алгоритма. А именно

1. Использование зерна в качестве сдвига. То есть сгенерированная последовательность бу-
дет сдвинута на количество бит равное зерну генерации.

2. Использование зерна в качестве начального состояния КА. В таком случае алгоритм ста-
новится очень зависимым от качества зерна, и инициализация зерном слабой случайности 
может негативно сказаться на качестве последовательности.
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5. Тестирование пакетом NIST

Далее приведены результаты тестирования алгоритма ГСПЧ на основе Правила 30 и его 
сравнение с другими алгоритмами. В качестве набора тестов был использован набор стати-
стических тестов NIST. Тестирование производилось на 100 последовательностях размером в 
1000000 бит. В табл. 2 приведены результаты тестирования.

Таблица 2
Результаты тестирования NIST генератора на основе Правила 30

P value− Успешно Всего Название теста
0.616305 100 100 Frequency (Частотный)
0.350485 98 100 BlockFrequency (Блоковый частотный)
0.834308 99 100 Runs (Пробег)
0.304126 98 100 LongestRunOfOnes (Самая длинная последовательность)
0.162606 100 100 Rank (Ранг)
0.494392 99 100 FFT (Быстрое преобразование Фурье)
0.502403 14637 14800 NonOverlappingTemplate (Неперекрывающий шаблон)
0.115387 100 100 OverlappingTemplate (Перекрывающий шаблон)
0.574903 98 100 Universal (Универсальный) 
0.935716 100 100 LinearComplexity (Линейная сложность)
0.550205 197 200 Serial (Серии)
0.779188 99 100 ApproximateEntropy (Энтропия)
0.547372 199 200 CummulativeSums (Кумулятивные суммы) 
0.540587 543 544 RandomExcursions (Случайные отклонения)
0.529562 1215 1224 RandomExcursionsVariant (Вариативные случайные

отклонения)

В таблице представлены следующие величины:
1. Столбец .P value−  Условно это значение обозначает вероятность получения такой же 

последовательности из некоторого «идеального генератора случайных чисел».
2. Столбец «Успешно». Количество успешно пройденных тестов типа.
3. Столбец «Всего». Общее количество тестов типа.
В ходе тестирования каждая из 100 последовательностей проходит набор из 15 различных 

тестов, входящих в состав пакета NIST. Некоторые тесты, в частности, NonOverlappingTemplate, 
RandomExcursionsVariant, RandomExcursions, Serial, CummulativeSums включают в себя набор под-
тестов, поэтому суммарное число этих тестов больше 100. Так, например, NonOverlappingTemplate 
включает в себя 148 подтестов, в ходе которых проверяются определенные шаблоны бинарных 
последовательностей. Однако важно учитывать, что прохождение каждого из подтестов обя-
зательно для подтверждения статистических свойств последовательности. Подробнее о тестах 
входящих в пакет NIST можно узнать из официальной документации [2].

В табл. 3 приведено сравнение результатов тестирования алгоритма на основе Правила 30 
и линейного конгруэнтного метода. В качестве реализации линейного конгруэнтного метода 
была выбрана реализация генератора псевдослучайных чисел в языке Java.

Критерием успешного прохождения теста или подтеста является значение 0.01P value− ≥  
и успешное выполнение теста для 96 последовательностей из 100. Оба генератора успешно 
проходят все тесты, однако, стоит заметить, что значения P value−  для генератора на основе 
Правила 30 в одиннадцати из пятнадцати тестов были больше, что свидетельствует о более 
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высоком качестве последовательности. Также стоит учитывать, что набор тестов только под-
тверждает статистические свойства генерируемой последовательности. Линейный конгруэнт-
ный метод по-прежнему обладает периодом, зависящим от величины константы .m  В то вре-
мя как период генератора основанного на Правиле 30 зависит от размера начального состояния, 
с которым он инициализируется и не зависит от рекуррентной формулы. Но время, затрачи-
ваемое на генерацию числа генератором Правила 30, очевидно будет больше за счёт большего 
количества выполняемых операций.

Заключение

Был реализован простой и эффективный алгоритм генерации, основанный на работе эле-
ментарного КА – Правило 30. С помощью пакета статистических тестов NIST были подтверж-
дены статистические качества последовательности. Было проведено сравнение разработанно-
го алгоритма с линейным конгруэнтным методом, используемым по умолчанию в языке Java.
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ФОРМИРОВАНИЕ ДОКУМЕНТОВ В ФОРМАТЕ EXCEL 
С ПОМОЩЬЮ БИБЛИО-ТЕКИ APACHE POI

Воронежский государственный университет

А. А. Уханов

Аннотация. Данная работа посвящена обзору существующих возможностей Apache POI 
и реализации приложения, формирующего документы в формате Excel. В данной статье 
рассматривается способ реализации приложения на языке программирования Java для 
формирования таблицы в формате Excel. В качестве примера будет создано приложение, 
которое будет формировать таблицу с основными возможностями Excel по форматиро-
ванию: задание шрифтов и их стилей, формул, выделение границ таблиц, установка от-
ступов, установка выравнивания и др.
Ключевые слова: Apache POI, Java, Excel, формирование документов, таблица, ячейки, 
форматирование, стили, Office.

Введение

На сегодняшний день сложно представить жизнь предприятия без взаимодействия с офис-
ными пакетами приложений, как и представить любую компанию без обширного документоо-
борота. В связи с различными нуждами в период работы компании необходимо формировать 
разные отчеты, приказы, справки, выписки и прочие документы. Одним и средств работы с 
документами является средство для работы с электронными таблицами Microsoft Excel, с по-
мощью данного средства формируют различные документы табличного формата [4]. Форми-
руемые документы могут достигать достаточно больших размеров и следуя из этого появля-
ется задача автоматического формирования документов посредством разработанного под эти 
нужды программного обеспечения.

В данной статье рассматриваются основные возможности библиотеки Apache POI для фор-
мирования документов в формате xlsx и разбирается пример приложения, использующий дан-
ные функции.

1. Условие поставленной задачи

Имеется абстрактный источник данных с информацией о чеках, необходимо сформиро-
вать выходной xlsx файл с табличной информацией следующего вида (рис. 1), со следующим 
форматированием:

1. Поле для указания названия компании должно состоять из двух объединенных ячеек и 
должно быть подчеркнуто снизу.

2. Надписи «Название компании», «Выписка с», «Итог», «Заверитель» должны быть выпол-
нены жирным, а надписи «ФИО», «Подпись», «Дата» курсивом.

3. Таблица должна быть написана шрифтом Calibri и необходимо использовать 11 кегель
4. Поле, предназначенное для указания итоговой суммы, должно включать в себя формулу, 

которая динамически высчитывает значение итоговой суммы по суммам отдельных чеков.

2. Основы Apache POI для создания Excel-документа

Для начала необходимо создать и проинициализировать объект типа SXSSFWorkbook [1]. 
Данный объект представляет собой основной объект, который хранит в себе книгу Excel [2]. 
На уровне данного объекта указываются такие основные возможности Excel-книги как:
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• создание листов (метод createSheet);
• создание стилей шрифтов (метод createFont);
• создание стилей ячеек (метод createCellStyle);
• запись книги в выходной поток (метод write).

2.1. Описание шрифтов и стилей книги Microsoft Excel

При создании табличного документа (при использовании данного фреймворка создание 
таблиц в формате LibreOffice, OpenOffice будет отличаться не сильно) необходимо объявить 
шрифты и стили. Для каждого отдельного шрифта необходимо создавать отдельный объект, 
пример:
Font font = wb.createFont(); // wb — это экземпляр SXSSFWorkbook
font.setFontHeightInPoints(fontSize); // fontSize — размер шрифта
font.setFontName(fontName); // fontName — название шрифта
font.setBold(true); //можно задать жирный шрифт
font.setItalic(true); //таким образом можно задать курсивный шрифт
font.setUnderline(XSSFFont.U_SINGLE); //таким образом можно задать подчеркнутый шрифт, 
класс XSSFFont содержит перечисление типов линий подчеркивания

Для каждого отличного от других изменений форматирования/стилей необходимо созда-
вать отдельный экземпляр CellStyle. Данный класс позволяет задавать шрифт из ранее создан-

Рис. 1. Пример формируемого xlsx-файла
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ных экземпляров класса Font, позволяет задавать выравнивания, переносы, границы ячеек, 
цвет фона и т. д [2]. В данной работе мы рассмотрим только те возможности, которые потре-
буются для выполнения поставленной задачи. Пример использования данного класса пред-
ставлен ниже:
CellStyle cellStyle = wb.createCellStyle(); // wb — это экземпляр SXSSFWorkbook
cellStyle.setFont(font); // устанавливаем шрифт
cellStyle.setBorderRight(BorderStyle.THIN); // устанавливаем стиль правой границы ячей-
ки, в классе BorderStyle присутствует перечисление различных типов границ
cellStyle.setBorderLeft(BorderStyle.THIN); // стиль левой границы
cellStyle.setBorderTop(BorderStyle.THIN); // стиль верхней границы
cellStyle.setBorderBottom(BorderStyle.THIN); // стиль нижней границы
cellStyle.setAlignment(HorizontalAlignment.CENTER); // выравнивание по горизонтали
cellStyle.setVerticalAlignment(VerticalAlignment.CENTER); // выравнивание по вертикалии

2.2. Ячейки и их типы

В Apache POI можно применять стили как к ячейкам, так и к их объединениям [3]. Для соз-
дания ячейки необходимо прежде создать объект, который отвечает за строку см. ниже:
Row curRow = sheet.createRow(rowNum); // где sheet ранее созданный лист, rowNum – это 
номер строки, нумерация с 0

После того как необходимая строка была создана необходимо создать ячейку в которую в 
данный момент будет производиться запись:
Cell curCell = curRow.createCell(cellNum); // где cellNum — номер ячейки, нумерация с 0

У ячейки есть два основных метода – это setCellStyle и setCellValue. Первый задаёт ранее 
созданный стиль ячейки, другой задаёт значение ячейки, пример использования ниже:
curCell.setCellStyle(cellStyle); // задаём стиль ячейки
curCell.setCellValue(cellValue); // задаем значение ячейки, метод имеет ряд перегруженных 
вариаций под различные примитивные типы данных

В случае если ячейка должна содержать формулу необходимо выполнить следующие дей-
ствия:

• создать ячейку;
• задать тип ячейки «Формула» (аналогично задаются типы логический и численный тип 

ячейки);
• установить значение формулы.
Пример использования вышеуказанных действий указан ниже:

Cell cell = row.createCell(cellIndex); // где cellIndex – номер ячейки
cell.setCellFormula(«SUM(C2:C5)»); // внутри пример формулы

2.3. Объединение ячеек

Часто требуется объединить несколько ячеек в одну, для этого создаются объекты 
CellRangeAddress – т. е. диапазоны ячеек, далее данные диапазоны добавляют в список объ-
единенных ячеек (в xlsx документе отдельным xml-тегом идет перечисление объединенных 
ячеек). Пример использования:
CellRangeAddress cellAddresses = new CellRangeAddress(rowNumStart, rowNumEnd, cellNumStart, 
cellNumEnd); //где переменные означают границы диапазона
sheet.addMergedRegion(cellAddresses); // добавляем диапазон в список объединенных ячеек
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Если требуется объединять большое количество ячеек, то лучше использовать метод 
addMergedRegionUnsafe [5] т. к. первый вариант перед тем как объединить ячейки проверяет 
не пересекается ли данный диапазон с ранее созданным и чем больше строк в документе с объ-
единенными ячейками, тем больше времени на создание документа будет затрачено.

3. Реализация

3.1. Описание источников данных

В данной статье мы не будем сильно затрагивать механизм получения исходных данных, 
условимся что на вход подаётся массив их экземпляров класса, описание которого представ-
лено ниже:
public class InfoEntity {
    private int shift;
    private int receiptNo;
    private String formattedTimestamp;
    private String cashier;
    private String money;

    public int getShift(){  return this.shift; }

    public void setShift(int shift){
        this.shift = shift;
    }

    public int getReceiptNo() {
        return receiptNo;
    }

    public void setReceiptNo(int receiptNo) {
        this.receiptNo = receiptNo;
    }

    public String getFormattedTimestamp() {
        return formattedTimestamp;
    }

    public void setFormattedTimestamp(String formattedTimestamp) {
        this.formattedTimestamp = formattedTimestamp;
    }

    public String getCashier() {
        return cashier;
    }

    public void setCashier(String cashier) {
        this.cashier = cashier;
    }

    public String getMoney() {
        return money;
    }

    public void setMoney(String money) {
        this.money = money;
    }
}

Как можно наблюдать данный класс состоит из полей shift (номер смены), recieptNo (номер 
чека), formattedTimestamp (отформатированное время печати чека), cashier (фамилия и ини-
циалы кассира) и money (сумма всех позиций в чеке) и их геттеров и сеттеров.
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3.2. Описание Main-класса приложения

Ниже представлен main-класс приложения. Данный класс инициализирует SXSSWorkbook, 
заполняет массив тестовыми данными, создаёт экземпляр класса ExcelDoc который будет опи-
сан в следующем пункте и записывает файл на диск.
import java.io.*;
import org.apache.poi.util.DefaultTempFileCreationStrategy;
import org.apache.poi.util.TempFile;
import org.apache.poi.xssf.streaming.SXSSFWorkbook;

public class Main {
    public static void main(String[] args) {

        File dir = new File(«C:\\temppath\\»);
        dir.mkdir();
        TempFile.setTempFileCreationStrategy(new DefaultTempFileCreationStrategy(dir));

        SXSSFWorkbook wb = new SXSSFWorkbook(100);
        try (OutputStream fileOut = new FileOutputStream(«workbook.xlsx»)) {
            InfoEntity[] ieArray = new InfoEntity[2];
            fillIeArray(ieArray);
            ExcelDoc ed = new ExcelDoc();
            ed.initWbAndSheet(wb);
            ed.fillTableWithData(ieArray);
            wb.write(fileOut);
        } catch (IOException e) {
            e.printStackTrace();
        } finally {
            if (wb != null) {
                wb.dispose();
                try {
                    wb.close();
                } catch (IOException e) {
                }
            }
        }
    }
    public static void fillIeArray(InfoEntity[] ieArray){
        ieArray[0] = new InfoEntity();
        ieArray[0].setCashier(«Петров И.И.»);
        ieArray[0].setFormattedTimestamp(«01.01.2021  14:01:11»);
        ieArray[0].setMoney(«11111.12»);
        ieArray[0].setReceiptNo(1);
        ieArray[0].setShift(1);

        ieArray[1] = new InfoEntity();
        ieArray[1].setCashier(«Петров И.И.»);
        ieArray[1].setFormattedTimestamp(«01.01.2021  14:02:11»);
        ieArray[1].setMoney(«11112.32»);
        ieArray[1].setReceiptNo(2);
        ieArray[1].setShift(2);
    }
}
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3.3. Описание класса с основной логикой формирования Excel-документа

Ниже будет показано использование Apache POI для формирования документа из постав-
ленной задачи:
import org.apache.poi.ss.usermodel.*;
import org.apache.poi.ss.usermodel.Font;
import org.apache.poi.ss.util.CellRangeAddress;
import org.apache.poi.ss.util.RegionUtil;
import org.apache.poi.xssf.streaming.SXSSFWorkbook;

public class ExcelDoc {
    private SXSSFWorkbook wb;
    private Sheet sheet;
    public void initWbAndSheet(SXSSFWorkbook wb){
        this.wb=wb;
        sheet = wb.createSheet(«statement»);
        PrintSetup setup = sheet.getPrintSetup();
        setup.setLandscape(true);
        setup.setPaperSize(PrintSetup.A5_PAPERSIZE);
    }
    // указывает границы для стиля ячейки
    private void setBorders(CellStyle cs){
        cs.setBorderRight(BorderStyle.THIN);
        cs.setBorderLeft(BorderStyle.THIN);
        cs.setBorderTop(BorderStyle.THIN);
        cs.setBorderBottom(BorderStyle.THIN);
        cs.setBottomBorderColor(IndexedColors.BLACK.getIndex());
        cs.setTopBorderColor(IndexedColors.BLACK.getIndex());
        cs.setLeftBorderColor(IndexedColors.BLACK.getIndex());
        cs.setRightBorderColor(IndexedColors.BLACK.getIndex());
    }
    public void fillTableWithData(InfoEntity[] arrInfo){
        short fontSize = 11;
        String fontName = «Calibri»;
        Font fontNormal = wb.createFont();
        fontNormal.setFontHeightInPoints(fontSize);
        fontNormal.setFontName(fontName);
        Font fontBold = wb.createFont();
        fontBold.setFontHeightInPoints(fontSize);
        fontBold.setFontName(fontName);
        fontBold.setBold(true);
        Font fontItalic = wb.createFont();
        fontItalic.setFontHeightInPoints(fontSize);
        fontItalic.setFontName(fontName);
        fontItalic.setItalic(true);
        CellStyle fontStyleBoldAlignLeft = wb.createCellStyle();
        fontStyleBoldAlignLeft.setFont(fontBold);
        fontStyleBoldAlignLeft.setAlignment(HorizontalAlignment.LEFT);
        fontStyleBoldAlignLeft.setVerticalAlignment(VerticalAlignment.CENTER);
        fontStyleBoldAlignLeft.setWrapText(true); // разрешаем перенос текста
        CellStyle fontStyleItalicAlignLeft = wb.createCellStyle();
        fontStyleItalicAlignLeft.setFont(fontItalic);
        fontStyleItalicAlignLeft.setAlignment(HorizontalAlignment.LEFT);
        fontStyleItalicAlignLeft.setVerticalAlignment(VerticalAlignment.CENTER);
        CellStyle fontStyleNormalAlignRight = wb.createCellStyle();
        fontStyleNormalAlignRight.setFont(fontNormal);
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        fontStyleNormalAlignRight.setAlignment(HorizontalAlignment.RIGHT);
        fontStyleNormalAlignRight.setVerticalAlignment(VerticalAlignment.CENTER);
        fontStyleNormalAlignRight.setWrapText(true); // разрешаем перенос текста
        Row curRow = sheet.createRow(0);
        Cell curCell = curRow.createCell(0);
        curCell.setCellValue(«Название компании»);
        curCell.setCellStyle(fontStyleBoldAlignLeft);
        curCell = curRow.createCell(1);
        curCell.setCellValue(«ООО «Рога и копыта»»);
        curCell.setCellStyle(fontStyleNormalAlignRight);
        CellRangeAddress cellAddresses = new CellRangeAddress(0, 0, 1, 2); //где перемен-
ные означают границы диапазона
        RegionUtil.setBorderBottom(BorderStyle.THIN, cellAddresses, sheet); // устанав-
ливаем тип нижней границы объединенной ячейки
        RegionUtil.setBottomBorderColor((int)IndexedColors.BLACK.getIndex(), cellAddresses, 
sheet); // выбираем цвет нижней границы объединенной ячейки
        sheet.addMergedRegion(cellAddresses); // добавляем диапазон в список объединенных 
ячеек
        curRow = sheet.createRow(2);
        curCell = curRow.createCell(0);
        curCell.setCellValue(«Выписка с»);
        curCell.setCellStyle(fontStyleBoldAlignLeft);
        curCell = curRow.createCell(1);
        curCell.setCellStyle(fontStyleNormalAlignRight);
        curCell.setCellValue(«01.01.2021»);
        curCell = curRow.createCell(2);
        curCell.setCellStyle(fontStyleNormalAlignRight);
        curCell.setCellValue(«по»);
        curCell = curRow.createCell(3);
        curCell.setCellStyle(fontStyleNormalAlignRight);
        curCell.setCellValue(«31.01.2021»);
        CellStyle fontStyleBoldAlignCenterWithBackground = wb.createCellStyle();
        fontStyleBoldAlignCenterWithBackground.setFont(fontBold);
        fontStyleBoldAlignCenterWithBackground.setAlignment(HorizontalAlignment.LEFT);
        fontStyleBoldAlignCenterWithBackground.setVerticalAlignment(VerticalAlignment.
CENTER);
        fontStyleBoldAlignCenterWithBackground.setFillForegroundColor(IndexedColors.
GREY_25_PERCENT.getIndex());
        fontStyleBoldAlignCenterWithBackground.setFillPattern(FillPatternType.SOLID_
FOREGROUND);
        setBorders(fontStyleBoldAlignCenterWithBackground);
        curRow = sheet.createRow(4);
        curCell = curRow.createCell(0);
        curCell.setCellValue(«Смена»);
        curCell.setCellStyle(fontStyleBoldAlignCenterWithBackground);
        curCell = curRow.createCell(1);
        curCell.setCellValue(«Номер чека»);
        curCell.setCellStyle(fontStyleBoldAlignCenterWithBackground);
        curCell = curRow.createCell(2);
        curCell.setCellValue(«Дата и время»);
        curCell.setCellStyle(fontStyleBoldAlignCenterWithBackground);
        curCell = curRow.createCell(3);
        curCell.setCellValue(«Кассир»);
        curCell.setCellStyle(fontStyleBoldAlignCenterWithBackground);
        curCell = curRow.createCell(4);
        curCell.setCellValue(«Сумма»);
        curCell.setCellStyle(fontStyleBoldAlignCenterWithBackground);
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        int rowNum = 5;
        CellStyle fontStyleNormalAlignRightBorders = wb.createCellStyle();
        fontStyleNormalAlignRightBorders.setFont(fontNormal);
        fontStyleNormalAlignRightBorders.setAlignment(HorizontalAlignment.RIGHT);
        fontStyleNormalAlignRightBorders.setVerticalAlignment(VerticalAlignment.CENTER);
        fontStyleNormalAlignRightBorders.setWrapText(true); // разрешаем перенос текста
        setBorders(fontStyleNormalAlignRightBorders);
        for (int i = 0; i < arrInfo.length; i++, rowNum++){
            curRow = sheet.createRow(rowNum);
            curCell = curRow.createCell(0);
            curCell.setCellValue(arrInfo[i].getShift());
            curCell.setCellStyle(fontStyleNormalAlignRightBorders);

            curCell = curRow.createCell(1);
            curCell.setCellValue(arrInfo[i].getReceiptNo());
            curCell.setCellStyle(fontStyleNormalAlignRightBorders);

            curCell = curRow.createCell(2);
            curCell.setCellValue(arrInfo[i].getFormattedTimestamp());
            curCell.setCellStyle(fontStyleNormalAlignRightBorders);

            curCell = curRow.createCell(3);
            curCell.setCellValue(arrInfo[i].getCashier());
            curCell.setCellStyle(fontStyleNormalAlignRightBorders);

            curCell = curRow.createCell(4);
            curCell.setCellValue(Double.parseDouble(arrInfo[i].getMoney()));
            curCell.setCellStyle(fontStyleNormalAlignRightBorders);
        }
        int lastRowNum = rowNum;
        curRow = sheet.createRow(++rowNum);
        curCell = curRow.createCell(0);
        curCell.setCellValue(«Итог»);
        curCell.setCellStyle(fontStyleBoldAlignLeft);

        curCell = curRow.createCell(1);
        curCell.setCellStyle(fontStyleNormalAlignRight);
        curCell.setCellFormula(«SUM(E6:E» + lastRowNum +»)»);

        curCell = curRow.createCell(2);
        curCell.setCellStyle(fontStyleNormalAlignRight);
        curCell.setCellValue(«рублей»);
        ++rowNum;
        curRow = sheet.createRow(++rowNum);
        curCell = curRow.createCell(0);
        curCell.setCellValue(«Заверитель»);
        curCell.setCellStyle(fontStyleBoldAlignLeft);

        curCell = curRow.createCell(1);
        curCell.setCellStyle(fontStyleItalicAlignLeft);
        curCell.setCellValue(«ФИО»);

        curRow = sheet.createRow(++rowNum);
        curCell = curRow.createCell(1);
        curCell.setCellStyle(fontStyleItalicAlignLeft);
        curCell.setCellValue(«Подпись»);

        curRow = sheet.createRow(++rowNum);
        curCell = curRow.createCell(1);
        curCell.setCellStyle(fontStyleItalicAlignLeft);
        curCell.setCellValue(«Дата»);
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        sheet.setColumnWidth(0, 12 * 256);
        sheet.setColumnWidth(1, 12 * 256);
        sheet.setColumnWidth(2, 14 * 256);
        sheet.setColumnWidth(3, 12 * 256);
        sheet.setColumnWidth(4, 12 * 256);
    }
}

Заключение

В статье были разобраны основные классы и методы библиотеки Apache POI для форми-
рования табличных документов в формате xlsx и способы их применения. Результатом данной 
работы была показательная реализация приложения, использующего вышеуказанные функ-
ции и классы относительно поставленной задачи
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РАЗРАБОТКА ВЕБ-ПРИЛОЖЕНИЯ ДЛЯ РАБОТЫ С БАЗОЙ КИНОФИЛЬМОВ

Воронежский государственный университет

Д. С. Хрипунков

Аннотация. Данная работа посвящена разработке веб-приложения о кино. Данное при-
ложение может быть полезно тем, кто желает выбрать фильм для просмотра, узнав мне-
ние зрителей и критиков о фильме, или написать своё мнение о фильме.
Ключевые слова: кино, кинофильм, веб-приложение, веб-сервис, фильм, кинокритика, 
мнение о фильме, поиск фильмов, актеры, django.

Введение

Каждый день выпускаются новые фильмы. Люди смотрят фильмы для того, чтобы вы-
рваться из серых будней и хорошо провести время, иногда для того, чтобы узнать что-то ин-
тересное. Кроме того, в условиях пандемии большую популярность обрели сервисы для про-
смотра кинофильмов, сделав просмотр дома наиболее предпочтительным. Таким образом при 
походе в кинотеатр или при домашнем просмотре фильм часто выбирается по совету друзей, 
знакомых.

Из вышесказанного вытекает необходимость в приложении, которое позволило бы уско-
рить выбор фильма для просмотра, узнать его оценку и прочитать отзывы, рассмотреть наи-
более удобные сервисы, предоставляющие доступ к этим лентам. Более того, необходима 
возможность сравнения фильмов по основным критериям, чтобы определиться с необходи-
мостью просмотра

1. Постановка задачи

Требуется разработать веб-приложение, реализующее:
• поиск фильмов;
• просмотр информации о фильме, оценок, сервисов для просмотра;
• сравнение фильмов;
• добавление фильма в любимые;
• возможность оставить комментарий;
• просмотр информации об актёрах, их фильмах;
• рекомендации фильмов на основании любимых кинолент других пользователей;
• регистрацию пользователя.

2. Выбор технологий и способа реализации

В качестве среды разработки была выбрана среда разработки PyCharm, так как она облада-
ет множеством полезных функций, упрощающих написание кода.

Django был выбран в качестве основного инструмента, поскольку этот фреймворк является 
мощным средством, предназначенным для быстрой и удобной разработки веб-приложений.

Основными преимуществами этого фреймворка и языка разработки являются: 
• скорость разработки;
• внушительный список базовых структур данных и методов;
• удобство конструкций языка;
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• гибкость разработки;
• постоянное совершенствование языка и фреймворка.
СУБД PostgreSQL была выбрана из-за того, что она обладает практически всеми возмож-

ностями, которые есть в других базах данных, а также некоторыми дополнительными. Кроме 
того, она бесплатная.

3. Функциональность приложения

Веб-интерфейс должен позволять пользователю, в зависимости от его роли, выполнять 
следующие функции:

• для незарегистрированного пользователя:
– просмотр информации о фильме: оценки, актёры, режиссёры, описание, кадров из 

фильма;
– выбор фильмов по жанру
– просмотр информации об актёрах, их фильмах;
– просмотр отзывов;
– просмотр рекомендаций;
– поиск фильмов по разным критериям;
– сравнение фильмов;
– регистрацию пользователя;

• для зарегистрированного пользователя:
– возможность написания отзыва о фильме;
– возможность добавить фильм в понравившиеся и просмотреть список любимых лент;

• для администратора:
– управление профилями пользователей;
– редактирование рецензий и оценок;
– добавление и удаление фильмов.

4. Реализация

Веб-приложение построено по паттерну MTK – Model-View-Template или модель-пред-
ставление-шаблон. Это позволяет разработчику работать с визуальным представлением и 
бизнес-логикой приложения отдельно.

Для стыковки реляционной базы данных и классов объектно-ориентированного програм-
мирования в задаче используются встроенные средства фреймворка Django. Они позволяют 
гибко мигрировать от одной системы управления баз данных к другой без единой модифика-
ции программного кода.

Административная модель реализована с помощью встроенного приложения Django 
admin. С её помощью можно добавлять, изменять и удалять объекты базы данных, путём им-
порта и регистрации моделей. Кроме того, при создании объекта с зависимыми сущностями, 
их можно создать одновременно с созданием этого объекта.

На странице информации о фильме можно посмотреть рекомендации, нажав на соответ-
ствующую вкладку навигации. Рекомендации реализованы с помощью анализа понравивших-
ся фильмов других пользователей. По выбранному фильму происходит поиск пользователей, 
которым он нравится. Фильтрация рекомендаций происходит по любимым кинолентам этих 
пользователей: выбираются те, которые нравятся большему количеству людей.

Поиск фильмов происходит сразу по нескольким моделям данных. Можно найти фильм 
введя часть названия фильма, жанра или имени актёра, режиссера. Реализован при помощи 
запроса на сравнение введённой строки с каждой сущностью, участвующей в поиске.
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На странице просмотра фильма можно добавить фильм в понравившиеся нажатием на 
кнопку «Нравится». Для реализации используется метод post по которому в базу отправляется 
данные пользователя и фильма.

На странице фильма есть возможность оставить отзыв о фильме, заполнив окно для текста 
и нажав кнопку «оставить отзыв». Для реализации использовался метод post, в базу отправля-
ется данные пользователя, введённый текст, фильм, причем данные о фильме и пользователе 
тоже заполняется в форме.

На странице просмотра актёра можно посмотреть фильмы, в которых он снимался, ко-
торые располагаются в порядке общей оценки фильма. Список кинолент актеров хранится в 
сущности ActorsInProduct, откуда и выводится эта информация.

Основным инструментом для перемещения по веб-приложению является бар навигации. 
На нём располагаются кнопки для перехода к основным возможностям приложения, таким 
как поиск, просмотр любимых фильмов, вход, выход, регистрация, сортировка фильмов. Он 
подключен к каждой странице веб-приложения, с помощью создания базы и последующего 
добавления её на каждую html-страницу.

Для просмотра фильмов, добавленных в сравнения, с бара навигации используется ajax, с по-
мощью которого можно обмениваться данными с сервером не перезагружая страницу полно-
стью, таким образом при добавлении фильма в сравнения можно сразу посмотреть, какой фильм 
был только что добавлен. Происходит проверка количества объектов, добавленных в сравнение, 
при увлечении этот объект добавляется в окно просмотра сравнения путём генерации html-кода.

Заключение

В результате работы была создано web-приложение, предоставляющее пользователям:
• поиск фильмов;
• просмотр информации о фильме, оценок, сервисов для просмотра;
• сравнение фильмов;
• добавление фильма в любимые;
• возможность оставить комментарий;
• просмотр информации об актёрах, их фильмах;
• рекомендации фильмов на основании любимых кинолент других пользователей;
• регистрацию пользователя.
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ГЕНЕТИЧЕСКИЙ АЛГОРИТМ РЕШЕНИЯ ЗАДАЧ КОШИ 
ДЛЯ ОБЫКНОВЕННОГО ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНОГО УРАВНЕНИЯ ПЕРВОГО ПОРЯДКА

Кубанский государственный университет

В. И. Шиян, С. Н. Гордов, А. А. Мазницкий

Аннотация. В статье рассматривается одна из фундаментальных задач вычислитель-
ной математики – задача решения задач Коши для обыкновенного дифференциального 
уравнения первого порядка. Кратко излагаются основные принципы построения генети-
ческих алгоритмов решения оптимизационных задач. Предлагается генетический алго-
ритм, адаптированный для решения задач Коши для обыкновенного дифференциального 
уравнения, приводятся результаты выполнения предложенного алгоритма.
Ключевые слова: вычислительная математика, задача Коши, дифференциальное уравне-
ние, обыкновенное дифференциальное уравнение первого порядка, генетический алго-
ритм, биоинспирированный алгоритм, эвристический метод.

Введение

Генетические алгоритмы – это разновидность биоинспирированных алгоритмов. [1] В ге-
нетических алгоритмах, как и в природе, существуют такие этапы, как создание популяции 
особей, выбор родительских особей, их скрещивание, мутация, появление новых особей, ги-
бель некоторых особей. Все эти этапы, за исключением этапа создания популяции особей, за-
дают одно поколение. Поколений может быть несколько.

Генетические алгоритмы являются эвристическими методами, то есть позволяют найти су-
боптимальное решение, но, в отличие от точных алгоритмов, позволяют находить решение за 
приемлемое время. При использовании генетических алгоритмов вводится понятие так назы-
ваемой целевой функции :  ,f S V→  где S  – множество возможных решений, а V  – это значе-
ние, позволяющее оценить «полезность» решения, найденного с помощью генетического алго-
ритма. В связи с этим генетические алгоритмы могут применяться при решении таких задач, 
при формализации которых есть возможность задать целевую функцию. Например, при реше-
нии таких задач комбинаторной оптимизации, как задача о выполнимости булевых формул, 
задача коммивояжера, задача о вершинном покрытии, проблема раскраски графа и пр.

В данной статье рассматривается генетический алгоритм решения задачи другого рода – 
решения задач Коши для обыкновенного дифференциального уравнения первого порядка 

( ) ( ,  ).y x f x y′ =  В настоящее время данные уравнения можно решать аналитически, хотя это 
не всегда представляется возможным. В таком случае на помощь приходят такие методы вы-
числительной математики, как метод Эйлера, метод Рунге – Кутта второго порядка, метод Рун-
ге – Кутта четвертого порядка, явный метод Адамса четвертого порядка, неявный метод Адам-
са второго порядка и пр. [2–4]. Предлагаемый авторами данной статьи подход, основанный на 
применении генетического алгоритма, интересен наряду с теми методами, которые существу-
ют в настоящее время.

1. Постановка задачи

Определение. Задача Коши для любого дифференциального уравнения первого порядка 
может быть записана в следующем виде [5–9].
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Определение. Задача Коши для любого дифференциального уравнения n-го порядка мо-
жет быть записана в следующем виде

	
( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

1

1
0 0 0 1 0 2 0 1

,  ,  ,  ,  ,  ,

,  ,  ,  ,  .

n n

n
n

y x f x y y y y

y x y y x y y x y y x y

−

−
−

 ′ ′′=


′ ′′ = = = =





	 (2)

Нетрудно заметить, что, если обозначить 1( ) ( ),z x y x=  2 ( ) ( ),z x y x′=  3 ( ) ( ),  ,z x y x′′=   
( )1( ) ( ).n

nz x y x−=
Тогда ( )( ) ( )1

1 2,  ,  ,  ,  ,  ,  ,  ,  ,  n
nf x y y y y f x z z z−′ ′′ =   и систему уравнений (2) можно пред-

ставить в следующем виде
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1 2 2 3 1

1 2

1 0 0 2 0 1 0 1
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z x z z x z z x z

z f x z z z

z x y z x y z x y

−

−

′ ′ ′= = =

′ =

 = = =




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2. Описание генетического алгоритма

На рис. 1 приведена схема работы любого генетического алгоритма.

Рис. 1. Схема работы генетического алгоритма
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Далее подробнейшим образом описываются все шаги генетического алгоритма, разрабо-
танного авторами данной статьи.

В начале работы алгоритма происходит создание популяции и задание целевой функции. 
Популяция представляет собой совокупность особей. Особь, в свою очередь, представляет 
собой совокупность хромосом. С помощью целевой функции оценивается «полезность» ка-
ждой особи. В разработанном алгоритме изначально создаются особи E



 и ,R


 которые явля-
ются решениями, полученными с помощью численных методов Эйлера и Рунге – Кутта. Коор-
динаты векторов 1 2{ ,  ,  ,  }ne e eE



  и 1 2{ ,  ,  ,  }nr r rR


  – хромосомы, которые представляют 
собой решение в точках 0 ,x h+  0 2 ,  ,x h+   0 ,x nh+  где 0x  – это начальное значение, h  – это 
итерационный шаг, n  – количество разбиений. Количество особей в популяции 2.m =  Целе-
вую функцию зададим в виде

	 ( ) ( )0 0 1 1 2 2
1

,  ,  ,  ,  ,  ,  ,  ,  ,  min,
n

n n i i i
i

F x y x y x y x y f x y y
=

′= − →∑ 	 (4)

где ix  – аргумент, iy  – значение функции, 1 1( ) ( )i i i i iy y y x x− −′ = − −  – значение производной, 
которые получаются на каждом шаге итерации. Стоит отметить, что чем меньше значение дан-
ной целевой функции, т. е., чем меньше суммарная разница полученных значений произво-
дных от истинных значений производных, тем лучше. Для векторов E



 и R


 найдем значения 
EF  и RF  целевой функции соответственно. В качестве наилучшего решения выберем такую 

особь ,optZ


 у которой значение целевой функции optF  наименьшее.
Создадим два счетчика 1 0c =  – количество поколений, 2c  – количество подряд идущих 

поколений, на протяжении которых наилучшее значение целевой функции optF  не менялось.
На этапе выбора родительских особей случайным образом выбираются две родительские 

особи ( )( ) ( ) ( )
1 2,  ,  ,  i i i

np p piP


  и ( )( ) ( ) ( )
1 2,  ,  ,  ,j j j

np p pjP


  такие, что 1 ,i≤  .j m≤
Далее происходит скрещивание выбранных родительских особей. Для этого генерируются 

случайные числа 1 2,  ,  ,  ,nα α α  где {0,  1}.kα ∈  В результате скрещивания получается новая 
особь 1 2( ,  ,  ,  ),nz z zZ



  где ( ) ,i
k kz p=  если 0,kα =  и ( ) ,j

k kz p=  если 1.kα =
Затем происходит мутация особи, получившейся на предыдущем шаге. Для этого генери-

руются случайные числа 1 2,  ,  ,  ,nβ β β  где {0,  1}.kβ ∈  Если 1,kβ =  то ,k kz z= + ∆  т.е. значе-
ние kx  увеличивается на некоторое приращение .∆

Гибель особей происходит в момент их добавления в популяцию. Получившаяся особь Z


 
добавляется в популяцию в том случае, если значение целевой функции zF  для данной особи 
удовлетворяет следующему условию

	 .z optF F≤ 	 (5)
Если условие (5) выполнилось, то 1,m m= +  иначе 2 2 1.c c= +  Независимо от того, выпол-

нилось условие (5) или нет, 1 1 1.c c= +  Если ,z optF F<  то =optZ Z
 

 и .opt zF F=
Все описанные этапы повторяются за исключением этапа создания популяции. Один по-

втор задает одно поколение. Поколений может быть несколько.
Алгоритм завершается, когда 2 ,c c=  где c  – максимально допустимое количество подряд 

идущих поколений, на протяжении которых наилучшее значение целевой функции optF  не ме-
нялось.

3. Апробация разработанного генетического алгоритма на некоторых входных данных

Рассмотрим то, как работает разработанный генетический алгоритм на примере.
Пусть дано обыкновенное дифференциальное уравнение 
	 ( )sin 2 cosy x y x′ = + 	 (6)

с начальным условием
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	 ( )0 1.y = − 	 (7)
На рис. 2 приведены графики решений задачи Коши для обыкновенного дифференциаль-

ного уравнения (6) с начальным условием (7), полученные с помощью некоторых методов вы-
числительной математики и разработанного генетического алгоритма.

На рис. 3 приведен график зависимости значения целевой функции optF  от количества раз-
биений n  для обыкновенного дифференциального уравнения (6) с начальным условием (7).

На рис. 4 приведен график зависимости значения целевой функции optF  от количества по-
колений 1c  для обыкновенного дифференциального уравнения (6) с начальным условием (7).

На рис. 5 приведен график зависимости значения целевой функции optF  от приращения ∆ 
для обыкновенного дифференциального уравнения (6) с начальным условием (7).

Рис. 2. Графики решений, полученных с помощью некоторых методов 
вычислительной математики и разработанного генетического алгоритма

Рис. 3. График зависимости значения целевой функции optF  от количества разбиений n



1102

Заключение

Согласно рис. 3 можно сделать вывод, что значение целевой функции optF  становится мень-
ше при увеличении количества разбиений .n

Взглянув на рис. 4, можно сделать вывод, что с увеличение количества поколений 1c  значе-
ние целевой функции optF  меняется скачкообразно, но есть тенденция к уменьшению.

Посмотрев на рис. 5, можно сделать вывод, что при увеличении приращения ∆  значение 
целевой функции становится больше.

На основании получившихся результатов можно сделать вывод, что подход, основанный 
на применении генетического алгоритма, можно применять при решении задач Коши для 
обыкновенного дифференциального уравнения 1-го порядка.

Стоит отметить, что данный алгоритм можно улучшить, модифицировав его, или, подо-
брав более оптимальные входные параметры. Алгоритм можно расширить таким образом, 
чтобы его можно было применять при решении обыкновенных дифференциальных уравне-
ний не только 1-го, но и n -го порядка.

Рис. 4. График зависимости значения целевой функции optF  от количества поколений 1c

Рис. 5. График зависимости значения целевой функции optF  от приращения ∆
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УДК 004.22

АНАЛИЗ СУЩЕСТВУЮЩИХ ТЕХНОЛОГИЙ ДЛЯ РЕАЛИЗАЦИИ 
ВЕБ-ПРИЛОЖЕНИЯ С КЛИЕНТ-СЕРВЕРНОЙ АРХИТЕКТУРОЙ

Воронежский государственный университет

А. А. Щеглеватых, Е. М. Аристова

Аннотация. Цель исследования – знакомство с популярными технологиями клиент-сер-
верных веб-приложений, выбор подходящего стека технологий для разрабатываемого 
веб-приложения. Рассматриваются существующие технологии, их особенности, досто-
инства и недостатки. Научная новизна работы состоит в подборе оптимального стека 
технологий для реализации веб-приложения для оптимизации деятельности спортивной 
организации. Будут рассмотрены наиболее распространенные технологии в 2021 году и 
выбраны инструменты разработки веб-приложения.
Ключевые слова: веб-приложение, клиент-серверная архитектура, бэкенд, фронтенд, 
клиентская часть, серверная часть, фреймворк, база данных, JavaScript, технология, стек 
технологий.

Введение

Трудно не заметить ошеломляющие темпы развития информационных технологий. Прак-
тически ежедневно человек узнаёт о новых достижениях не только в области медицины, кос-
моса, но и по большей части в области IT. Действительно, информационные технологии так 
плотно вошли в жизнь современного человека, что они перестали быть чем-то особенным, 
ведь практически каждый из нас имеет смартфон, ноутбук, компьютер, планшет, умные часы 
и/или другие технические средства, которые помимо большого числа полезных функций име-
ют доступ к всемирной информационной сети. Мировая паутина и беспроводной доступ к 
ней давно перестали быть чем-то необычным. Они повсеместно используется в повседневной 
жизни и отлично справляется со своими функциями. Мы покупаем продукты, технику, биле-
ты в кино или театр, на поезд или самолёт, или даже проходим регистрацию на рейс в отпуск, 
не выходя из дома, в несколько кликов. Но многие даже не задумываются, как все это проис-
ходит «под капотом» веб-приложения [1].

В основе построения всех веб-сервисов и приложений лежит клиент-серверная архитекту-
ра. Основная логика заключается в разделении всего сервиса на три слоя: клиент, сервер, база 
данных [2].

В связи с этим возникает вопрос: какие инструменты выбрать для каждого слоя для каче-
ственной, быстрой и комфортной разработки веб-приложения?

Целью данной работы является сравнительный анализ существующих решений для раз-
работки клиент-серверного веб-приложения, а также подбор необходимого стека технологий: 
БД, клиентская часть, серверная часть для разработки универсального приложения, которое 
способствует автоматизации деятельности спортивной организации. 

Задача заключается в разработке веб-приложения, которое будет предоставлять следую-
щие возможности [1]:

1. Для неавторизованного или незарегистрированного пользователя:
1.1) авторизоваться или зарегистрироваться в системе;
1.2) просмотреть информацию о клубе, тренировках, тренерах;
1.3) просмотреть местоположение на карте;
1.4) пообщаться с чат-ботом;
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2. Для любого авторизованного пользователя:
2.1) просматривать информацию о тренерах и тренировках;
2.2) просматривать личный кабинет;
2.3) восстанавливать, менять пароль при помощи адреса электронной почты;
2.4) редактировать личную информацию;

3. Для клиента: 
3.1) записываться на персональные тренировки или отменять их;
3.2) приобретать абонементы с выбором даты активации;
3.3) оплачивать персональные тренировки и абонементы;

4. Для тренера: 
4.1) просматривать все проводимые им персональные тренировки;
4.2) отменять или подтверждать персональную тренировку;
4.3) просматривать всех клиентов;

5. Для администратора: 
5.1) просматривать все персональные тренировки всех тренеров;
5.2) подтверждать персональную тренировку или отменять её;
5.3) просматривать статистику персональных тренировок у каждого тренера;
5.4) менять уровень прав доступа пользователей;
5.5) регистрировать пользователей;
5.6) вносить сведения об оплате наличными абонементов и персональных тренировок;
5.7) записывать клиентов на персональные тренировки.

1. База данных

1.1. Существующие базы данных

Все существующие базы данных (БД) делятся на три большие категории: 
• SQL – реляционные базы данных.
• NoSQL – не реляционные базы данных.
• NewSQL – реляционные базы данных, сочетающие в себе возможности баз данных SQL и 

NoSQL. Сравнительно молодой класс, появившийся в 2011 году.
Остановимся на каждом из этих баз данных более подробно [3].

1.2. Базы данных SQL

Представляют собой набор таблиц и связей между ними. Взаимодействие с базой данных 
происходит посредством запросов на языке SQL. Основным преимуществом этих БД являет-
ся безопасность и надежность. Они поддерживают разрешение на доступ и придерживаются 
ACID свойств.

Распространенные системы управления базами данных [3, 4]:
• OracleDB – одна из самых популярных и надежных баз данных. Хорошо масштабируемая, 

безопасная, гибкая, легко управляет памятью и эффективно взаимодействует со сторонними 
инструментами. Из недостатков выделяют сложную документацию и дороговизну лицензии. 
Хорошо подойдет крупным организациям с большим количеством информации.

• MySQL – популярная база данных, которая имеет открытый код, подробно описанную 
документацию. Хорошо структурированная бесплатная база данных подойдет как небольшим 
организациям, так и крупным. Она используется такими компаниями как Tesla, Uber, Netflix, 
Spotify и др.

• PostgreSQL – объектно-реляционная база данных. Все данные представляются в виде объ-
ектов. Имеет иерархию ролей для организации дополнительной защиты прав пользователей, 
полностью бесплатна и хорошо масштабируема. Нацелена на обработку огромных данных.
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1.3.Базы данных NoSQL

Распределенные базы данных позволяют хранить неструктурированные данные. Напри-
мер, MP3-файлы, изображения и др. Такие БД могут работать на нескольких серверах, что 
делает их более масштабируемыми, чем реляционные БД. Гибкость, масштабируемость и до-
ступность достигается за счет отказа от принципов ACID, что отражается на их надежности. 

Нереляционные базы данных разделяются на четыре типа в зависимости от типа хранили-
ща [3]:

• Ключ-значение – данные хранятся парами в формате «ключ-значение». Такие базы данных 
легко и быстро масштабируются, но все действия за исключением поиска по ключу выполня-
ются очень долго. Примеры: Redis, DinamoDB.

• Документные хранилища – вся информация, относящаяся к определенному объекту, хра-
нится в BSON, JSON или XML формате. Модель данных – дерево или лес. Такая структура дан-
ных позволяет выполнять быстрый поиск, но пренебрегает принципами ACID. Самым ярким 
примером данного типа является база данных MongoDB, которая получила широкое примене-
ние при разработке веб-сервисов. Она отлично подходит для работы с объемными наборами 
неструктурированных данных, однако, затрачивает большой объем памяти за счет хранения 
имен ключей для каждой пары «ключ-значение».

• Столбцовые хранилища – в базах данных такого типа каждый столбец хранится в виде 
логического массива значений, обеспечивая высокую масштабируемость и легкость дублиро-
вания. В таких БД можно работать как со структурированными, так и неструктурированными 
данными. Однако они одинаково плохо показывают себя при работе с транзакциями. Самыми 
популярными являются  Apache Cassandra и Scylla.

• Графовые – каждая структурная единица таких хранилищ – изолированный документ с 
данными произвольного представления, узел. Все узлы соединены ребрами, которые опреде-
ляют связь между ними.

1.4. Базы данных NewSQL

Класс реляционных баз данных, которые сочетают в себе все самое лучшее от баз данных 
SQL и NoSQL. 

От SQL им достались богатый инструментарий, принципы ACID и согласованность, а от 
NoSQL – гибкость, бессерверная архитектура и оптимизированная обработка онлайн-тран-
закций. Масштабируемость выполняется по запросу. Наиболее распространенными являются 
CockroachDB, NuoDB, MemSQL и др. Данный класс БД сравнительно молод и пока еще не име-
ет подробной документации [3]. 

Вывод по разделу

В связи с тем, что разрабатываемое веб-приложение будет ориентировано на организацию 
средних размеров, и хранящиеся в ней данные будут хорошо структурированы, было принято 
решение использовать реляционную базу данных, а именно – MySQL в связи с его доступно-
стью и подробной документацией. 

2. Серверная часть

Серверная часть (backend)  необходима для взаимодействия между базой данных и кли-
ентской частью. Таким образом, при выборе технологии необходимо обращать внимание на 
совместимость серверной части с базой данных и клиентской частью.
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2.1. Популярные существующие решения

Популярными решениями для backend-разработки являются JavaScript, Python, Ruby, PHP, 
Java [5].

В качестве языка разработки серверной части приложения был выбран язык JavaScript, 
так как он является универсальным и подойдет, как для серверной части, так и для клиент-
ской. Средой выполнения JavaScript кода вне браузера является Node.js. Данная технология 
основана на движке V8. Данный движок преобразует написанный JavaScript код в машинный, 
который не нужно интерпретировать перед запуском. Данная среда использует управляемую 
событиями, не блокирующую модель ввода-вывода, что делает её легкой и эффективной. Дело 
в том, что при неблокирующем вводе и выводе данных отпадает необходимость в многопоточ-
ности. Для обработки нескольких запросов одновременно движок V8 работает согласно со-
бытийному циклу – Node Event Loop. Кроме всего вышеперечисленного, Node.js имеет самую 
большую экосистему библиотек с открытым кодом во всем мире. Работа с этой экосистемой 
осуществляется при помощи менеджера пакетов Node – npm и позволяет решить часто встре-
чающиеся проблемы для увеличения скорости и эффективности разработки [1, 5].

Такие крупнейшие площадки, как Amazon, PayPal, Netflix, eBay, используют Node.js в каче-
стве бэкенда для своих решений. 

2.2. Фреймворки

На фоне роста популярности языка JavaScript растет и популярность Node.js. В связи с этим 
по состоянию на 2021 год насчитывается около 20 различных фреймворков для данной техно-
логии. Они предназначены для решения узконаправленных проблем, а так же призваны упро-
стить написание приложения, сделать код хорошо масштабируемым.

В данной статье будет рассмотрено три самых популярных фреймворка Node.js, согласно 
данным GitHub по статистике на 2021 год [6-9]. 

2.2.1. Hapi.js

Простой и безопасный фреймворк с готовой функциональностью. В нем реализованы 
функции маршрутизации, кэширования и проверки ввода/вывода данных, что позволяет с 
минимальными временными затратами реализовать решение. Создатели фреймворка реко-
мендуют его к использованию не только для многостраничных веб-приложений, но и для ре-
ализации мобильных приложений, а именно для реализации API серверов и прокси-серверов 
HTTP.

Данный фреймворк используется такими компаниями, как Beam, Commercetools, Beam, 
Main Stack [8, 9].

2.2.2. Express.js

Гибкий, легковесный фреймворк для приложений Node.js. Обладает большим количеством 
функций, как для разработки веб-приложений, так и для разработки мобильных приложени-
й. Несмотря на свою минималистичность он обладает поддержкой архитектуры MVC, под-
держкой баз данных NoSQL «из коробки», механизмами для настройки роутинга приложения, 
общих настроек разрабатываемого приложения, так же существует большое количество со-
вместимых пакетов с промежуточным программным обеспечением для решения возникаю-
щих во время разработки проблем. Кроме того, это единственный фреймворк, обладающий 
технологией MEAN software stack, которая позволяет использовать express.js для создания лю-
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бого корпоративного браузерного приложения. Таким образом, express представляет собой 
небольшой слой фундаментальных функций веб-приложений, которые упрощают работу при 
работе с сервером Node.js [1].

Фреймворку express.js доверяют такие мировые компании, как SiHub, Okay, FindHotel, 
TheDoe и др [8, 9].

2.2.3. Nest.js

Серверная платформа для создания эффективных и масштабируемых веб-приложений. 
Хорошо подойдет для крупных проектов, так как позволяет грамотно сбалансировать гиб-
кость и структуру приложения. Такой эффект достигается за счет того, что Nest.js сочетает 
в себе черты как объектно-ориентрованного программирования (ООП), так и черты функ-
ционального программирования и функционального реактивного программирования. Такая 
инфраструктура REST API может быть расширена другими библиотеками, а также допускает 
использование чистого JavaScript. 

Веб-приложения компаний Adidas, Capgemini, Roche, Decathlon реализованы при помощи 
данного фреймворка [8, 9].

Вывод по разделу

Для разрабатываемого веб-приложения был выбран фреймворк express.js по следующим 
причинам:

• легковесность – решение нацелено на организации средних размеров, в связи с этим ре-
шение должно быть простым, легким и доступным;

• простота – предложенный фреймворк имеет огромное количество уже реализованных 
функций и подробную документацию;

• пространство для роста – благодаря технологии MEAN software stack разрабатываемое 
веб-приложение в будущем может быть расширено до корпоративного. 

3. Клиентская часть

Клиентская часть приложения была реализована при помощи языка JavaScript. Именно он соз-
давался, для того чтобы «оживить» веб-страницы и прекрасно справляется со своей функцией. 

Данный язык программирования сочетает в себе все самое лучше от функциональных язы-
ков, например, автоматическое приведение типов (язык программирования С++), функции 
как объекты первого класса (язык программирования Scala), замыкания (язык программиро-
вания С#), анонимные функции (язык программирования Python) и др. Всё это делает язык 
гибким и удобным в использовании. 

Структурно JavaScript состоит из трёх частей: ядра (ECMAScript), объектной модели бра-
узера (BOM) и объектной модели документа (DOM). Программы, написанные на этом язы-
ке, транслируются в машиночитаемый язык при помощи движка языка. На данный момент 
существует большое количество различных движков, так, например, основным движком для 
браузера Mozilla является SpiderMonkey, а для браузера Google Chrome – V8. 

JavaScript является одним из самых популярных языков разработки, и если для серверной 
части у него все еще остаются такие конкуренты, как PHP и Python, то для клиентской части 
он остается безусловным лидером. Данный язык программирования используется большим 
количеством мировых компаний, таких как BMW, eBay, Apple, Amazon.

ECMAScript представляет собой спецификацию, на которой основан язык программиро-
вания JavaScript, которая постоянно дорабатывается. С момента появления языка существу-
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ет уже восемь различных версий ECMAScript. Последняя большая версия ES6 вышла в июне 
2015 года. В 2017 году вышла последняя на текущий момент версия стандарта ES8, которая 
значительно меньше, чем ES6, однако, привнесла в язык немало полезных функций, например, 
перебор объектов [1].

Рассмотрим три популярные фреймворка JavaScript для клиентской части.

3.1. React.js

React.js (React) – декларативная, гибкая JavaScript библиотека с открытым исходным кодом 
для создания сложных пользовательских интерфейсов из отдельных компонент. Каждый ком-
понент представляет собой изолированную, независимую часть кода. Такая часть кода может 
быть реализована на основе функции или класса, а также может быть собрана в композицию 
с другими компонентами [1, 10]. У данной библиотеки есть ряд особенностей, которые выде-
ляют её перед другими:

• механизм передачи данных. Все свойства компонентов – множество неизменяемых значе-
ний, в связи с этим, изменение свойств может происходить только через callback-функции или 
при передачи родительских свойств дочерним компонентам;

• использование виртуального DOM. React создаёт кэш-структуру для вычисления разницы 
текущего интерфейса и интерфейса, хранящегося в кэше. Такой подход обеспечивает опти-
мальное обновление DOM браузера. Работая с веб-приложением, библиотека обновляет толь-
ко необходимые компоненты, а не всю страницу;

• хуки. Специальные функции, которые реализованы средствами библиотеки или програм-
мистом. Такие функции позволяют использовать состояния и другие возможности библиоте-
ки без написания классов;

• функциональный подход. В отличие от других фреймворков React не привязан к исполь-
зованию классов. Здесь все компоненты могут быть представлены в виде функций, что значи-
тельно упрощает код.

Популярность библиотеки растёт с каждым днём. Множество мировых компаний, такие 
как Instagram, Netflix, New York Times, используют её в своих проектах. 

3.2. Anagular

Современный, модульный фреймворк для реализации клиентской части, созданный 
компанией Google. Anagular реализован при помощи компонентной архитектуры на языке 
TypeScrpit. Выделяют большое количество достоинств данного фреймворка:

• Ivy Renderer: функция, которая представляет все компоненты и функции в код на языке JS. 
Во время преобразования исходный код «встряхивается», тем самым все ненужные элементы 
удаляются и не отрисовываются. Данная функция значительно ускоряет отображение готово-
го веб-приложения;

• Anagular AOT: компилятор, который производит конвертацию написанного кода в  
JavaScript код в процессе сборки. Таким образом, компиляция исходного кода осуществляется 
до загрузки веб-приложения;

• Angular Universal: метод генерации HTML-шаблонов на сервере. Он помогает веб-круле-
рам повысить рейтинг приложения в поисковых системах, а также сокращает время загрузки 
страницы и повышает производительность на мобильных устройствах. Эти плюсы приводят к 
росту количества пользователей приложения. Однако использование данного метода не всег-
да оказывается тривиальной задачей.

Мощный, гибкий, современный – все это можно смело отнести к Anagular. Неудивительно, 
что для работы с ним нужно иметь достаточно высокий уровень знаний. 
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Microsoft, Autodesk, MacDonald’s, UPS, Cisco Solution Partner Program, AT&T, Apple и многие 
другие компании используют данный фреймворк в клиентской части приложений [11]. 

3.3. Vue.js

Молодой фреймворк для «быстрой разработки». Vue.js вобрал в себя все лучшее из суще-
ствующих фреймворков: виртуальный DOM и только все самое необходимое в ядре из React, 
two-way data binding для проектирования интерфейсов как декларативно, так и с использова-
нием шаблонизаторов Huml или Pug – из Anagular.

Основными недостатками можно выделить отсутствие плагинов и языковый барьер. Оба 
недостатка связаны с относительной «молодостью» фреймворка. Интересная деталь заключа-
ется в том, что большое количество задокументированного кода написано китайскими про-
граммистами [11].

Вывод по разделу

В качестве фреймворка для разработки клиентской части был выбран фреймворк React.js. 
Выбор был обусловлен большим количеством документации и хорошо реализованными ре-
шениями.

Заключение

В данной статье была рассмотрена клиент-серверная архитектура веб-приложений. Осве-
щены и описаны самые популярные технологии реализации каждой части. Безусловно, ка-
ждая из представленных технологий имеет свои преимущества и недостатки. Основная зада-
ча программиста – выбрать тот стек технологий, который подойдет под разрабатываемое им 
веб-приложение. Ведь, как утверждал создатель языка С++ Бьёрн Страуструп: «Существует 
только два вида языков: те, на которые жалуются и те, которыми никто не пользуется».

В качестве стека технологий, используемых для реализации веб-приложения, которое бы 
помогло автоматизировать деятельность спортивных организаций, были выбраны: база дан-
ных MySQL, фреймворки Node.js (express.js) и React.js. 
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В. М. Аушев

Аннотация. Рассмотрена математическая модель провода воздушной ЛЭП, представля-
емого растяжимой нитью, выраженная системой нелинейных уравнений в частных про-
изводных. Для решения использован метод Бубнова – Галеркина с выбором в качестве 
базисных функций форм малых колебаний нити. Получены приближенные аналитиче-
ские выражения для данных форм, а также зависимость собственных чисел от силы на-
тяжения нити. Изложен способ приближенного определения кратных частот. Проведено 
сравнение решения, полученного методом Галеркина, с решением, полученным методом 
конечных разностей.
Ключевые слова: динамика растяжимой нити, метод Бубнова – Галеркина, задача Штур-
ма – Лиувилля, кратные частоты, метод конечных разностей.

Введение

Исследованию динамики растяжимого провода посвящено множество работ, при этом в 
части из них эта задача рассмотрена в контексте исследования «пляски» проводов [1, 2]. В дру-
гих работах исследуются аналитические решения, собственные функции и числа линеаризо-
ванной системы уравнений [3, 4]. Подробно изложено и то, и другое в работе [5], где исследо-
ваны различные варианты закрепления провода и изложена методика численного решения 
задачи. В данной работе рассмотрим частный случай закрепления концов провода на одной 
высоте, но исследуем более подробно собственные формы малых колебаний провода, для ко-
торых оказывается возможным получение приближенных аналитических выражений.

1. Постановка задачи

Рассмотрим задачу о моделировании колебаний провода ЛЭП. В качестве модели провода 
примем модель растяжимой нити, уравнения движения которой имеют вид [6]

2 2 2

2 2 2
0 0 0 0 0 0

22 2 2

0
0 0 0

1 , , .
2

, , ,
1 / 1 / 1 /

2

Q x x Q y y Q z z g
s s t s s t s s tQ EF Q EF Q EF

x y z Q s
s E

L L
s s F

ρ ρ ρ ρ
     ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂

= = = +     ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂+ + +

      + + = ∈ −      
   

    

 ∂ ∂ ∂
+ ∂ ∂ ∂    

  

     

       

  



  

 

Здесь Q  – сила натяжения (тяжение) нити; E  – модуль Юнга; F  – площадь сечения (считаем 
постоянными E  и F  постоянными); ρ  – линейная плотность; L  – длина нерастянутой нити; 

0s  – дуговая координата. Граничные и начальные условия примем в виде 

, 0, , , , ,
2 2 2 2
L L d Lx t y t z t h     ± = ± = ± ± =     

     
  

  

( ) 0 0 00 0 0 0 0 0,0 ( ), ,0) ( ), ( ,0) ( )( ,x s s s sz sx y s y z= ==     

0 0 0

0 0 0

( , ) ( , ) ( , ) 0
t t t

x s t y s t s t
t

z
t t= = =

∂ ∂ ∂
= = =

∂ ∂ ∂
  

  

 

 





,

что соответствует жесткому закреплению концов провода на одной высоте (рис. 1). 
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После перехода к безразмерным переменным 0= ,s
L

ξ  = ,gt t
L

  = ,x x
L


 = ,y y
L


 = ,z z
L


 

= ,E E
L

F F
gρ

 

 =Q Q
gLρ



 система принимает вид (для краткости обозначим 1 /Q EFΘ = + )

	

2 2 2

2 2 2

2 2 2
2

= , = , = 1,

1 1= , , ,
2 2

Q x x Q y y Q z z
t t t

x y z

ξ ξ ξ ξ ξ ξ

ξ
ξ ξ ξ

     ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
+     ∂ Θ ∂ ∂ ∂ Θ ∂ ∂ ∂ Θ ∂ ∂     

     ∂ ∂ ∂  + + Θ ∈ −      ∂ ∂ ∂       

	 (1)

а граничные и начальные условия – вид

	 0 0 0

=0 =0 =0

1 1 1, = 0, , = , , = ,
2 2 2 2

ˆ ˆ ˆ( ,0) = ( ), ( ,0) = ( ), ( ,0) = ( ),
( , ) ( , ) ( , )= = = 0,

t t t

d hx t y t z t
L L

x x y y zz
x t y t z t

t t t

ξ ξ ξ
ξ

ξ
ξ

ξ ξ
ξ

     ± ± ± ±     
     

∂ ∂ ∂
∂ ∂ ∂

	 (2)

где 0 0ˆ / ,xx L=   00ˆ / ,y y L=   00ˆ /z z L=   – начальная форма нити в безразмерных координатах. 

2. Приближенное решение уравнений колебаний нити

Для нахождения численного решения полученной системы сначала следует определить 
равновесную форму нити, перейти к новым переменным (отклонениям от равновесия), за-
тем – линеаризовать полученную систему и найти собственные формы малых колебаний нити; 
а после этого – 	решать систему методом Бубнова – Галеркина, используя в качестве базисных 
функций найденные формы малых колебаний. 

2.1. Равновесная форма нити и уравнения малых колебаний

Приравнивая в (1) производные по времени к нулю, получим систему обыкновенных диф-
ференциальных уравнений для нахождения равновесной формы нити, интегрируя которую 
получаем 

2 2 2
2 2 2 2 2

0 0 0 0
4 1 1= 0, = ln , = , = ,
8 4

cc hx y c z c c Q c
EF c EF L

ξ ξ ξξ ξ ξ
+ + −

+ + + − + + +

где неизвестную константу c  можно найти, например, из условия 0
1 = .
2 2

dy
L

 
 
 

 Физический 
смысл этой константы – горизонтальная компонента тяжения. 

Рис. 1. Расчетная схема
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В системе (1) перейдем к неизвестным отклонениям от равновесной формы нити, сделав 
замену 0= ,u x x−  0= ,v y y−  0= ,w z z−  0= .q Q Q−  Считая отклонения малыми, линеаризуем 
систему (используем обозначение 0 01 /Q EFΘ = + ): 

	
2 2 2

0 0 0 0 0
2 2 2 2 2

0 0 0 0 0

= , = , = ,Q Q dy Q dzu u v q v w q w
t d t d tξ ξ ξ ξ ξ ξ ξ ξ

     ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
+ +     ∂ Θ ∂ ∂ ∂ Θ ∂ Θ ∂ ∂ Θ ∂ Θ ∂     

	 0 0 0= .dy dz qv w
d d EFξ ξ ξ ξ

Θ∂ ∂
+

∂ ∂
Из последнего уравнения выразим q  и подставим в предыдущие: 

	

2
0

2
0

2
0 0 0 0

3 2
0 0

2
0 0 0 0

3 2
0 0

= ,

= ,

= .

Q u u
t

Q dy dz dyv EF v w v
d d d t

Q dy dz dzw EF v w w
d d d t

ξ ξ

ξ ξ ξ ξ ξ ξ ξ

ξ ξ ξ ξ ξ ξ ξ

  ∂ ∂ ∂
  ∂ Θ ∂ ∂ 
   ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ + +   ∂ Θ ∂ Θ ∂ ∂ ∂  
   ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ + +  ∂ Θ ∂ Θ ∂ ∂ ∂  

	 (3)

Граничные и начальные условия для задачи в отклонениях от равновесия примут вид:

	 1 1 1, , , 0,
2 2 2

u t v t w t     ± = ± = ± =     
     

	 0 0 0 0 0) )ˆ ˆ ˆ( , )0) = ( , ( ,0) = ( ( , ( ,0) )= ( ( ,)u x v y y w z zξ ξ ξ ξ ξ ξ ξ ξ− −

	
=0 =0 =0

( ) ( ), ( )= = = ., , 0
t t t

u v wt t t
t t t
ξ ξ ξ∂ ∂ ∂

∂ ∂ ∂
Заметим, что система (3) распадется на уравнение колебаний вдоль оси Ox  и систему из 

двух уравнений, описывающих колебания в плоскости .yOz

2.2. Задача Штурма – Лиувилля для одномерного волнового уравнения

Будем искать решение первого из уравнений (3), дополненного соответствующими услови-
ями, в виде ( , ) ( ) ( ),u t U T tξ ξ=  тогда с учетом обозначения 

	
2 2

0 0
2 2

0 0

( ) ( )( ) = =
( ) 1 ( ) / 1 /

cQ Qp
Q EF c EF

ξξ ξξ
ξ ξ ξ

+
=

Θ + + +
получаем задачу Штурма – Лиувилля для формы ( )U ξ  малых колебаний вдоль оси :Ox

	 ( ) = 0, ( 0.5) = 0.pU U Uλ′′ + ± 	 (4)
Для типичного сталеалюминиевого провода линии электропередачи 410 .EF   С учетом 

этого рассмторим несколько возможных ситуаций:
1. Параметр 1.c  В этом случае 0 ( )Q cξ ≈  и 1( ) ( ) = = const,p p aξ ξ≈  при 3< 10c  .a c≈  

При данных допущениях задача (4) примет вид 
	 0, ( 0.5) 0,aU U Uλ′′ + = ± =

и его решения, нормированные на единицу в пространстве 2[ 0.5, 0.5],L −  имеют вид

	 ( ) 2 2( ) = 2 sin ( 0.5) , = .nU n a nξ π ξ λ π+

2. Параметр 1.c ~  В этом случае считать ( )p ξ  константой нельзя, поэтому разложим 
0 ( )Q ξ  по формуле Тейлора, пренебрегая слагаемым 0 / ,Q EF  тогда 

	
2 2

4
0 2( ) = ( ), ( ) ( ) = .

2 2
Q c O p p c

c c
ξ ξξ ξ ξ ξ+ + ≈ +
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В этом случае задача (4) примет вид 

	 2( ) = 0, ( 0.5) = (0.5) = 0.p U U U Uλ′′ + −

Сделав замену = ,
2

i
c

ξτ  получим уравнение Лежандра

	 ( )
2

2
2

1(1 ) 2 ( 1) = 0, = 1 1 8 ,
2

d U dU u c
d d

τ τ ν ν ν λ
τ τ

− − + + − ± −

общее решение которого имеет вид 1 2( ) = ( ) ( ),U a P a Qν ντ τ τ+  где ( )Pν τ  и ( )Qν τ  – линейно неза-
висимые решения, при целом ν  являющиеся полиномами Лежандра первого и второго рода. 
Из интегрального представления функций Лежандра следует [7], что Re ( )P ixν  является чет-
ной функцией, а Im ( )P ixν  – нечетной при Re = 0.5,ν −  и каждому значению ν  соответствуют 
четное и нечетное решения исходной задачи Штурма – Лиувилля:

( ) ( )
( ) ( )

1 11 1 8 1 1 8
2 2

) Re ) Re ,( ( ( () Im ) Im .
2 2n n

n n

even odd

c cn nP P P P
c c

i iU Uν νλ λ

ξ ξτ τ τ τ
− + − − + −

= = =   
  

 
= 

 
При выражении ν  через λ  есть неоднозначность в выборе ветви квадратного корня, одна-

ко они комплексные, и благодаря свойству Re ( ) = Re ( ),k kP x P x−  Im ( ) = Im ( )k kP x P x− −  можно 
выбирать любое из значений. Из граничных условий получаем уравнения относительно nλ :

	
( ) ( )1 11 1 8 1 1 8

2 2

Re I0, 0.m
2 2 2 2n nc c

P P
c

i
c

i
λ λ− + − − + −

   = =   
   

Решения этих уравнений могут быть найдены только численно.
3. Малый параметр c.  Будем приближенно считать ( ) | |,p ξ ξ≈  тогда (4) примет вид 

	 ( )| | = 0, ( 0.5) = (0.5) = 0.U U U Uξ λ′′ + −
Рассмотрим уравнение на отрезках 1 = [0; 0.5]∆  и 2 = [ 0.5; 0].∆ −  На отрезке 1∆  имеем 
	 = 0.U U Uξ λ′′ ′+ +
Сделав замену = 2 ,τ λξ  получим уравнение Бесселя: 

	
2

2 2
2 = 0.d U dU U

d d
τ τ τ

τ τ
+ +

Его общее решение имеет вид: 

	 ( ) ( )1 0 2 0 1 0 2 0 1( ) = ( ) ( ) 2 2 , ,U a J a Y a J a Yτ τ τ λξ λξ ξ+ = + ∈ ∆

где 0 ( )J τ  и 0 ( )Y τ  – функции Бесселя первого и второго рода соответственно. Аналогично

	 ( ) ( )3 0 4 0 3 0 4 0 2( ) = ( ) ( ) 2 2 , ,U a I a K a I a Kτ τ τ λξ λξ ξ+ = + ∈ ∆

где 0 ( )I τ  и 0 ( )K τ  – модифицированные функции Бесселя первого и второго рода соответ-
ственно. Поскольку представляют интерес ограниченные решения исходной задачи, а функ-
ции 0 ( )Y τ  и 0 ( )K τ  неограничены в нуле, следует принять 2 4= = 0.a a  Так как 0 0( ) = ( ),I ix J x  то 

( ) ( )0 02 = 2J Iλξ λξ−  и четные решения задачи можно записать в виде 

	 ( )( )
0( ) = 2 | | .even

n nU Jξ λ ξ

Из граничных условий находим собственные числа: ( )0 2 = 0,nJ λ  отсюда 2
0= ( ) / 2,n

nλ µ  
где 0

nµ  – n-й ноль функции Бесселя нулевого порядка. Нечетные решения проходят через 
ноль, значит, 1 3= = 0a a  и необходимо подобрать такие 2a  и 4 ,a  чтобы 2 0 4 0(0) (0) = 0.a Y a K+  
Поскольку асимптотика функций Бесселя при 0x →  известна [8]:

	 0
2 (ln ln 2 ),Y x γ
π

− +  0 ln 2 lnK x γ− −  (γ  – постоянная Эйлера), 
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то функция 0 0( ) 2 ( )Y x K xπ +  будет проходить через ноль, и решение можно записать в виде 

	 ( ) ( )( )( )
0 0( ) = sgn( ) 2 | | 2 2 | | .odd

nU Y Kξ ξ π λ ξ λ ξ+

Из граничных условий можно найти собственные числа, однако явное аналитическое вы-
ражение для них выписать не представляется возможным. 

2.3. Задача Штурма – Лиувилля для системы уравнений

Аналогично разделяя переменные во 2-м и 3-м уравнениях системы (3), можно получить 
задачу Штурма – Лиувилля для форм малых колебаний нити в плоскости :yOz

	
( ) = ,

( 0.5) = (0.5) = ,
λ′ ′ +

 −

PX X 0
X X 0

где T= ( ) ,V WX  а матрица системы P  имеет вид

	 0 0 0

0 0 0

2
0 0 0 0

3 3

2
0 0 0 0

3 3

= .

Q y y zEF EF

y z Q zEF EF

ξ ξ ξ

ξ ξ ξ

Θ Θ Θ

Θ Θ Θ

  ∂  ∂ ∂
 +  ∂ ∂ ∂  
 

∂ ∂  ∂  +   ∂ ∂ ∂  

P

Для ее численного решения можно применять различные методы, в данной работе вос-
пользуемся методом ускоренной сходимости [9] (его же будем использовать для численного 
определения частот и форм малых колебаний вдоль оси Ox). Особый интерес представляет 
зависимость собственных чисел от величины тяжения .c  На рис. 2 изображены собственные 
числа для колебаний вдоль оси Ox и в плоскости .yOz  В качестве исходных параметров задачи 
здесь и далее примем 112 10E = ⋅  Па, 43.14 10F −= ⋅  м2, 2.45ρ =  кг/м, = 50d  м, = 25h  м, = 50L  м.

Можно заметить, что собственные числа с четными индексами совпадают, также практи-
чески совпадают и собственные числа с нечетными индексами, но при достаточно большом 
тяжении. При малом же тяжении оказывается, что ( , ) ( )

2 1 2 3.
V W U
j jλ λ+ +≈  В диапазоне тяжений 1 11c   

имеются значения, соответствующие кратным собственным числам.

Рис. 2. Зависимости собственных чисел (частот малых колебаний) от величины тяжения: 
для колебаний вдоль оси Ox (синие линии), для колебаний в плоскости yOz (красные линии), 

одинаковые для обоих типов колебаний (зеленые линии)



1118

Такие значения c  можно приближенно найти, пользуясь рассуждениями [3]: для прибли-
женного определения ( , )V Wλ  можно записать характеристическое уравнение 

	 ( , ) = sin 1 cos sin = 0.
2 2 2 2

cc
EFc c c c

λ λ λ λ λλ
  ∆ − − +     

Для нахождения c, которым соответствуют кратные частоты, необходимо решить систему 

	
( , ) = 0,
( , ) = 0.

c
cλ

λ
λ

∆
 ′∆

Для наименьшего кратного собственного числа отсюда получаем = 10.819,c  = 427.13;λ  
метод ускоренной сходимости для = 10.819c  дает близкие значения 1 = 426.74,λ  2 = 426.91,λ  
что подтверждает высокую точность найденного приближения.

2.4. Численное решение нелинейной системы для колебаний нити

Как и ранее, сделаем в системе (2) замену 0= ,u x x−  0= ,v y y−  0= ,w z z−  0= ,q Q Q−  но 
далее линеаризацию производить не будем. Поскольку 3

0 / 10 ,Q EF −
  примем, что /q EF  так-

же порядка 310−  и пренебрежем везде этим слагаемым; в результате получим: 

	
2 2

0 0 0 0
2

0 0 0 0
2= , = ,Q q dy Q q dzv q v w q w

d t d tξ ξ ξ ξ ξ ξ ξ ξ
       + +∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂

+ +       ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂  Θ Θ Θ Θ    

	 0
0

2 2 22
0 0 0

2= , = .Q q dy dzu u u v w v w q
t d d EFξ ξ ξ ξ ξ ξ ξ ξ ξ

 +      ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
+ + + +       ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂     

Θ
 Θ

Из последнего уравнения можно выразить q  и подставить в предыдущие, сократив таким 
образом количество уравений и неизвестных. Будем искать решение в виде 

	
=1 =1 =1

= ( ) ( ), = ( ) ( ), = ( ) ( ),
n n n

i i i i i i
i i i

u t U v t V w t Wα ξ β ξ γ ξ∑ ∑ ∑
где ( ),iU ξ  ( ),iV ξ  ( )iW ξ  – собственные формы малых колебаний. Далее скалярно умножаем 
уравнения на ( ),jU ξ  ( )jV ξ  и ( )jW ξ  и получаем систему из 3n  уравнений вида 

	

( )
( )
( )

1 1 1

1 1 1

1 1 1

( ),..., ( ), ( ),..., ( ), ( ),..., ( ) = ( ),

( ),..., ( ), ( ),..., ( ), ( ),..., ( ) = ( ),

( ),..., ( ), ( ),..., ( ), ( ),..., ( ) = ( )

1, ,

1, 2 ,

2, 1, 3

i n n n

i n n n

i n n i

i

i

n

f t t t t t t t

f t t t t t t t

f t t t t t

i n

t t

i n n

i n n

α α β β γ γ α

α α β β γ γ β

α α β β γ γ γ

=

= +

= +
















	 (5)

Здесь и далее точки означают производные по .t  С учетом (2) получим начальные условия:

	
0.5 0.5 0.5

0 0 0 0 00.5 0.5 0.5
ˆ ˆ ˆ(0) = , (0) = ( ) , (0) = ( ) ,

(0) = (0) = (0) = 0.
i i i i i i

i i i

x U d y y V d z z W dα ξ β ξ γ ξ

α β γ
− − −

− −∫ ∫ ∫


 

	 (6)

Для численного решения системы (5)–(6) существует множество различных способов, са-
мый простой способ – использование явной разностной схемы. Для оценки правильности по-
лученного результата была также реализована явная разностная схема для решения системы 
(1). С учетом начальных условий можно найти (1) ,ix  (1) ,iy  (1)

iz  и (2) ,ix  (2) ,iy  (2)
iz  – решения на 

первых двух временных слоях. Далее на каждом временном шаге вычисляется выражение 

	
2 2 2

= 1x y zQ EF
ξ ξ ξ

      ∂ ∂ ∂ + + −      ∂ ∂ ∂      
с использованием центральной разностной производной; полученное выражение подставля-
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ется в первые три уравнения (1), для решения которых так же можно использовать явную 
разностную схему.

В качестве примера рассмотрим провод (нить), характеризуемую описанными выше пара-
метрами. Будем рассматривать колебания нити на временном интервале [0;1].t ∈  Начальное 
отклонение возьмем в виде квадратичной функции в плоскости провисания провода: 0ˆ ( ) = 0,x ξ  

0ˆ ( ) = ,dy
L

ξ ξ  0 0ˆ ( ) = 0.06( 0.5)( 0.5) (0.5),z zξ ξ ξ− + +  то есть будем решать двумерную задачу. 

В разностной схеме для обеспечения устойчивости шаг по пространству был взят = 0.02,h  а 
шаг по времени 6= 5 10 .τ −⋅  При уменьшении ,h  например, до 0.01  при любом значении τ  ре-
шение расходилось. Тем не менее, даже такой относительно крупный шаг по пространству 
позволяет выполнить сравнение с решением, полученным методом Галеркина (рис. 3).

а б
Рис. 3. Форма нити при = 0.5t  (а) и = 0.75t  (б), полученная с помощью разностной схемы 

(красная линия) и метода Галеркина ( = 8n  – зеленая линия, = 12n  – синяя линия)

Из рисунка видно, что решения хорошо согласуются. Относительная разность для всех ре-
шений составляет величину около 0.5 %.

Преимуществом метода Галеркина является его сходимость: при увеличении начальной 
длины провода L  (к примеру, при 50.07L =  м параметр тяжения = 5.25,c  что соответствует 
слабо натянутому проводу с большой стрелой провеса), тогда как в разностной схеме решение 
расходится даже для при крупном шаге по пространству ( = 0.02h  и более).

Заключение

Разработана методика применения метода Бубнова – Галеркина и метода конечных раз-
ностей для решения системы нелинейных уравнений, описывающих динамику растяжимого 
провода (нити). В методе Бубнова – Галеркина в качестве базисных функций использованы 
собственные формы малых колебаний нити. Для них найдены приближенные аналитические 
выражения, а также построена зависимость собственных чисел (частот малых колебаний) от 
тяжения провода. 

Полученные результаты могут быть использованы для решения более сложных задач, в 
частности, при моделировании колебаний провода, подверженного нестационарным ветро-
вым нагрузкам.
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ОПРЕДЕЛЕНИЕ КОНТАКТНОЙ СИЛЫ ОСЕВОГО СОУДАРЕНИЯ 
УПРУГОГО СТЕРЖНЯ И НЕДЕФОРМИРУЕМОГО УДАРНИКА 

С ПОМОЩЬЮ МАТЕМАТИЧЕСКОГО МОДЕЛИРОВАНИЯ, 
МЕТОДА КОНЕЧНЫХ ЭЛЕМЕТНОВ И НАТУРНОГО ЭКСПЕРИМЕНТА

1Институт проблем машиноведения РАН 
2Национальный тайваньский университет, Тайвань

А. К. Беляев1, А. О. Шурпатов1, Ч.-Ч. Ма2

Аннотация. Рассматривается осевое соударение упругого стержня и абсолютно твердого 
ударника. Для исследования применены математическое моделирование и метод конеч-
ных элементов. Математическое моделирование основано на применении теории Герца 
квазистатического контакта и численного интегрирования дифференциальных уравне-
ний динамики. При исследовании с помощью метода конечных элементов выполнено 
определение необходимого числа степеней свободы и проведено численное моделирова-
ние. В результате определено время контактного взаимодействия, а также построена за-
висимость контактной силы от времени контакта. Проведено исследование возникающих 
в стержне волновых процессов. Выполнено сравнение полученных результатов с данны-
ми натурных экспериментов. Выявлена обратная зависимость между массой ударника и 
погрешностями каждого из методов. Сравнение с натурным экспериментом подтвержда-
ет возможность применения каждого из методов к решению данной задачи.
Ключевые слова: осевое соударение, контактная сила, метод конечных элементов, теория 
Герца, контактное взаимодействие, математическое моделирование, натурный экспери-
мент, волновые процессы, дифференциальные уравнения, численные методы.

Введение

В данной работе рассматривается осевое соударение упругого стержня и абсолютно твер-
дого ударника. С помощью трех принципиально разных методов определяется контактная 
сила взаимодействия:

1. Математическое моделирование.
2. Метод конечных элементов.
3. Натурный эксперимент.
Основной целью работы является сравнение результатов, полученных каждым из методов, 

которое позволяет оценить корректность каждого метода.

1. Постановка задачи

Рассматривается абсолютно упругий стержень длиной ,l  один из концов которого защем-
лен – для всех точек сечения невозможны перемещения и повороты. В начальный момент вре-
мени к свободному концу стержня со скоростью 0V  подлетает ударник массой m  (рис. 1). 
В результате между стержнем и ударником возникает контактное взаимодействие (осевое со-
ударение). Сила тяжести во внимание не принимается.

Целью работы является построение зависимости контактной силы от времени и определение 
времени контактного взаимодействия с последующим сравнением с результатами эксперимента.

В общем случае сила упругого контактного взаимодействия возникает в результате вза-
имных колебаний сталкивающихся тел и может быть определена из анализа их совместных 
динамических деформаций.
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2. Математическое моделирование

Совпадение координат контакта является условием контакта стержня и ударника [1]:

0 1 2 0,v t y yα− − − =
где 0v  – начальная скорость ударника, α-сближение тел за счет контактных деформаций и 1y  
и 2y  – динамические перемещения точек контакта обоих тел, вызванные контактной силой 

( )P t  (без учета местных деформаций).
В силу малости контактной зоны мы имеем право пренебречь ее массой и воспользоваться 

квазистатической контактной теорией Герца, согласно которой контактная сила P  связана с 
контактной деформацией α  зависимостью [2]:

3/2( ) ,P kα α=
где k  – коэффициент в теории Герца, зависящий от параметров контактирующих тел. В случае 
рассматриваемой системы он определяется выражением [3]:

2

2 ,
3(1 )

k E R
µ

=
−

где E  – модуль Юнга, µ  – коэффициент Пуассона, R  – радиус сферического профиля ударни-
ка. В рассматриваемой системе предполагается одинаковый материал для стержня и ударника.

Используя реакцию каждого из соударяющихся тел на единичный импульс мы можем вы-
разить перемещения 1y  и 2y  через контактную силу [4]:

(1) (2)
1 2

0 0

( ) ( ) , ( ) ( ) ,
t t

y P Y t d y P Y t dθ θ θ θ θ θ= − = −∫ ∫
где (1)Y  – реакция на единичный импульс стержня, (2)Y  – реакция на единичный импульс 
ударника. При этом момент соприкосновения тел принят за начало отсчета.

Контактная сила взаимодействия определяется с помощью подстановки данных выраже-
ний в условие контакта:

2/3
0

0

( ) ( ) [ ( ) / ] ,
t

P Y t d P t k v tθ θ θ− + =∫

где (1) (2)( ) ( ) ( ).Y t Y t Y t= +
Интегральный член данного уравнения зависит от значений контактной силы во все пред-

шествующие рассматриваемому моменты времени. В связи с этим при достаточно малом шаге 
интегрирования t∆  в интегральной сумме можно пренебречь изменением силы за интервал 
времени .t t tθ− ∆ ≤ ≤

В связи с этим выражение для определения контактной силы может быть записано в сле-
дующем виде [5]:

3/2
0

0 0

( ) [ ( ) ( ) ( ) ( ) ] .
t t t

P t k v t P Y t d P t t Y dθ θ θ θ θ
−∆ ∆

= − − − − ∆∫ ∫

Рис. 1. Постановка задачи
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Таким образом, используя малый шаг t∆  с помощью численного интегрирования шаг за 
шагом вычисляется зависимость контактной силы от времени.

При этом для исследуемой системы реакция стержня на единичный импульс выглядит сле-
дующим образом [6]:

• при 20 lt
a

< < : (1) 2 2( ) / (2 )( / )Y t l EFa at l=

• при 2 4l lt
a a

< < : (1) 2 2( ) / (2 )[8 (4 / ) ]Y t l EFa at l= − −

• при 4 6l lt
a a

< < : (1) 2 2( ) / (2 )[8 ( / 4) ]Y t l EFa at l= + −  и т. д.,

где Ea
ρ

=  – скорость звука в материале стержня.

Волновые процессы в ударнике в рамках данной модели не рассматриваются, реакция на 
единичное воздействие для него определяется следующим выражением [7]:

3
(2) ( ) ,

6
tY t
m

=

где m  – масса ударника.
Таким образом определение контактной силы и времени контактного взаимодействия вы-

полняется с помощью численного интегрирования полученного выше уравнения [8].

3. Результаты математического моделирования

В результате численного интегрирования контактная сила представляет гладкую функцию 
времени, имеющую от одного до трех максимумов в зависимости от параметров модели.

Пример результата вычисления контактной силы с тремя максимумами приведен на рис. 2 
и получен при следующих параметрах системы:

• Длина стержня: 0,5 м
• Площадь поперечного сечения стержня: 5∙10–5 м2

• Радиус сферического профиля ударника: 0,01 м
• Масса ударника: 0,5 кг
• Начальная скорость ударника: 1 м/с
Материал стержня и сферического профиля ударника – сталь со следующими характери-

стиками:
• Модуль упругости: 2,1∙1011 Н/м2

• Коэффициент Пуассона: 0,3
• Плотность: 7,8∙103 кг/м3

Рис. 2. Зависимость контактной силы от времени (математическое моделирование)
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4. Метод конечных элементов. Постановка задачи

Для решения задачи была выбрана модель конечных элементов, включающая в себя при-
мерно 300 000 узлов и обладающая порядка 1 000 000 степеней свободы. Выбор обусловлен 
исследованием сходимости метода конечных элементов.

В процессе конечно-элементного моделирования была использована однородная сетка, 
т. к. в рамках данной задачи проводится исследование не только контактного взаимодействия 
стержня с ударником, но также и исследование волновых процессов, возникающих в самом 
стержне [9].

Для постановки задачи были использованы следующие условия. Стержень изготовлен из 
абсолютно упругого материала с описанными выше параметрами. Один из торцов стержня за-
щемлен – для всех его узлов запрещены перемещения и повороты. Второй торец стержня сво-
боден. Сила тяжести отсутствует, поэтому в начальный момент времени отсутствует какое
либо искривление стержня, стержень неподвижен. 

В рамках модели ударник состоит из двух материалов. Взаимодействующая со стержнем 
передняя часть ударника изготовлена из абсолютно упругого материала, идентичного матери-
алу стержня. Задняя часть ударника состоит из абсолютно твердого материала.

Такое строение ударника было выбрано по следующим причинам:
1) Для корректного сравнения результатов с математическим моделированием необходи-

мо, чтобы материалы в зоне контакта были идентичными [2]. 
2) Такая конструкция ударника минимизирует влияние волновых процессов в самом удар-

нике на ход исследований [10]. Волновые процессы являются нежелательными при решении 
данной задачи, поскольку интерес представляют исключительно волновые процессы, возни-
кающие непосредственно в стержне.

В начальный момент времени все узлы ударника имеют скорость, направленную вдоль оси 
к свободному торцу стержня. Для узлов абсолютно твердой части ударника разрешено пере-
мещение только вдоль оси стержня, все остальные перемещения и повороты запрещены.

5. Результаты конечно-элементного моделирования

Конечно-элементное моделирование данной задачи производилось при различных пара-
метрах как стержня, так и ударника. В зависимости от входных параметров количество макси-
мумов временной функции контактной силы может изменяться от одного до трех. 

Одни из наиболее интересных результатов были получены при следующем варианте исход-
ных данных:

• Длина стержня: 0,5 м
• Площадь поперечного сечения стержня: 5∙10–5 м2

• Радиус сферического профиля ударника: 0,01 м
• Масса ударника: 0,5 кг
• Начальная скорость ударника: 1 м/с
Материал стержня и сферического профиля ударника – сталь со следующими характери-

стиками:
• Модуль упругости: 2.1∙1011 Н/м2

• Коэффициент Пуассона: 0,3
• Плотность: 7,8∙103 кг/м3

Зависимость контактной силы от времени при таких параметрах модели представлена на 
рис. 3.
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Как видно из полученных результатов, при таких параметрах модели функция контактной 
силы от времени имеет три локальных максимума.

Анализ различных результатов, получаемых в ходе моделирования при различных исход-
ных данных, говорит о том, что зависимость контактной силы от времени при ударе представ-
ляет из себя довольно сложную функцию и не может быть представлена в виде таких простых 
функций, как, например, функция Хевисайда. 

Одним из преимуществ конечно-элементного метода перед математическим моделирова-
нием является возможность определения множества параметров модели в любой момент вре-
мени, таких как, перемещения, деформации, напряжения и т. д. Такая возможность позволяет 
более детально исследовать возникающие в стержне при ударе волновые процессы, которые в 
конечном итоге и определяют вид контактной силы. 

6. Сравнение математического моделирования и метода конечных элементов

Отдельный интерес вызывает сравнительный анализ результатов, полученных с помощью 
математического моделирования и метода конечных элементов, т. к. в основе двух методов 
лежат разные идеи и допущения.

На рис. 4 представлены временные зависимости контактной силы, полученные двумя ме-
тодами.

Рис. 3. Зависимость контактной силы от времени (метод конечных элементов)

Рис. 4. Сравнение результатов математического моделирования и метода конечных элементов
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При сравнении полученных графиков можно отметить идеальное совпадение их вида. 
Если говорить о их количественном сравнении, время контакта отличается на 11 %, а значе-
ния локальных экстремумов функций – на 9 %. Совпадение результатов, полученных двумя 
методами, говорит о корректном определении контактной силы и времени контактного взаи-
модействия каждым из них.

Если более детально сравнивать полученные зависимости, можно отметить небольшие ос-
цилляции на графике, полученном конечно-элементным методом, которые отсутствуют при 
математическом моделировании. Данные колебания можно объяснить влиянием краевых эф-
фектов, которые не учитываются при математическом моделировании. 

7. Сравнение результатов натурного эксперимента с математическим моделированием 
и методом конечных элементов

Натурные эксперименты выступают в роли верификации математического моделирования 
и метода конечных элементов.

Натурный эксперимент был проведен в Национальном тайваньском университете. В рам-
ках данного эксперимента был использован цилиндр радиусом 10 мм и длиной 30.1 мм, изго-
товленный из материала со следующими параметрами: модуль упругости 7.342∙1010 Н/м2, ко-
эффициент Пуассона 0,34, плотность 2696.6 кг/м3.

Один из концов цилиндра защемлен, а ко второму свободному концу в начальный момент 
времени со скоростью 0,3225 м/с подлетает стальной ударник, имеющий форму шара. К сво-
бодному концу стержня приклеена пьезоэлектрическая пленка, размерами 7 мм в длину и 3 мм 
в ширину, толщиной 28 мкм. С помощью пьезоэлектрического эффекта измеряется время кон-
тактного взаимодействия цилиндра и ударника в зависимости от массы ударника. В рамках 
данного эксперимента были использованы ударники со следующей массой: 0,13 г; 0,26 г; 0,44; 
0,71 г; 1,04 г; 3,51 г; 8,46 г.

Сравнение результатов натурных экспериментов с математическим моделированием и ме-
тодом конечных элементов представлено в табл. 1. 

Таблица 1
Сравнение результатов

Диаметр 
ударника 

(мм)

Масса 
ударника 

(г)

Время контактного взаимодействия (мкс) Погрешность (%)
Натурный 

эксперимент МКЭ Мат. 
моделирование МКЭ Мат. 

моделирование
3,16 0,13 36,42 31,20 15,32 14,33 57,93
4,75 0,44 46,83 60,75 23,63 29,72 49,54
5,56 0,71 52,26 78,09 27,90 49,42 46,61
6,34 1,04 60,05 81,61 31,71 35,90 47,19
9,51 3,51 84,96 106,21 47,94 25,01 43,57

12,73 8,46 111,10 121,71 64,82 9,54 41,66

Как видно из представленных результатов, для метода конечных элементов наибольшая 
погрешность наблюдается при промежуточных значениях массы ударника. При наименьшей 
и наибольшей из выбранных масс погрешность минимальна.

Для математического моделирования наблюдается снижение погрешности при увеличении 
массы ударника. Таким образом, при минимальных значениях массы ударника заметно наи-
большее расхождение между результатами математического моделирования и результатами, 
полученными в ходе натурного эксперимента и конечно-элементного моделирования. С уве-
личением массы ударника данное расхождение уменьшается.
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Заключение

В данной работе с помощью использования двух принципиально разных методов (матема-
тического моделирования и метода конечных элементов) был исследован динамический про-
цесс удара по абсолютно упругому стержню в продольном направлении, при котором были 
определены контактная сила и время взаимодействия. Также были исследованы волновые 
процессы, происходящие при этом в стержне.

Полученные результаты взаимно подтвердили друг друга, поэтому были проведены натур-
ные эксперименты для верификации обоих методов. 

Кроме того, аппроксимация полученных результатов может быть использована для ре-
шения связанных задач. В частности, при исследовании динамической потери устойчивости 
стержня, использование аппроксимированных функций позволит говорить о корректном 
сравнении с результатами реальных экспериментов, поскольку ударное взаимодействие легко 
осуществить в отличие, например, от ступенчатого воздействия. Последнее является чрезвы-
чайно популярным в различных модельных задачах, однако его реализация в натурных экспе-
риментах не представляется возможным.
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УДК 539.375

ПРЕДЕЛЬНОЕ СОСТОЯНИЕ ТОНКОГО АДГЕЗИОННОГО СЛОЯ ПРИ СДВИГЕ

Тульский государственный университет

В. Э. Богачева

Аннотация. В работе исследуется сдвиговое нагружение тонкого адгезионного слоя в 
слоистом композите. На основе концепции слоя взаимодействия рассмотрено упругое 
деформирование. В рамках упрощенной постановки найдено аналитическое решение, из 
которого получено решение для предельного случая. Определено поле перемещений для 
композита с нулевой толщиной адгезионного слоя. Найдено энергетическое произведение 
в виде произведения приращения удельной свободной энергии и толщины адгезионного 
слоя. Показано, что для рассматриваемого решения, возможно проводить прочностные 
расчеты для адгезионного слоя ненулевой толщины. При этом величина энергетического 
произведения практически не меняется.
Ключевые слова: адгезионный слой, композит, математический разрез, упругое деформи-
рование, предельное состояние, вариационное уравнение, энергетическое произведение.

Введение

Слоистые композиционные материалы активно используются в машиностроении, авиаци-
онной и ракетной технике. Поэтому для механики деформируемого твердого тела особую роль 
играют модели плоских слоистых композиционных материалов, в которых рассматриваются 
тела, объединенные в композит адгезионным слоем [1–2].

При моделировании прочности адгезионных соединений основным подходом является 
представление адгезионного слоя слоем нулевой толщины. При этом его механические свой-
ства сводятся к адгезионным силам взаимодействия сопряженных слоем материалов, которые 
могут иметь разные механические или прочностные свойства. При таких условиях аналити-
ческие решения получаются, как правило, в рамках тех или иных упрощающих гипотез [3–6].

Для моделей, в которых учитывается размер адгезионного слоя, но он существенно меньше 
сопрягаемых им тел, в работах [7–8] вводят слой взаимодействия. В этом случае в качестве 
критерия разрушения используют энергетическое произведение для материального слоя в 
виде произведения приращения удельной свободной энергии и толщины слоя.

1. Постановка задачи

Рассматривается композитная пластина, состоящая из двух консолей 1 и 2 длиной a+  с 
одинаковыми толщинами ,h  сопряженными адгезионным слоем 3 толщиной 0δ  по длине  со-
гласно рис. 1. Поведение слоя и консолей рассматриваем в рамках линейной теории упругости. 
Правый торец пластины жестко заделан от перемещений. На левых торцах консолей действует 
горизонтальная распределенная нагрузка постоянной интенсивности с противоположными 
векторами напряжений .P  Вся остальная поверхность пластины свободна от напряжений. 

Для описания взаимодействия слоя 3 с телами 1 и 2 применим концепцию «слоя взаимо-
действия», развитую в работах [7–8]. В этом случае равновесие тел 1 и 2 запишем в вариаци-
онной форме:

	
1 1

+ + 1+ + 1 2
22 2 1 12 1 1 0 11 1 12 1

1 1

0.5 ,
S L

u uds u dx u dx dx dx dl
x x

δ δδ σ δ σ δ δ σ σ δ
 ∂ ∂

⋅⋅ + + + + = ⋅ ∂ ∂ 
∫ ∫ ∫ ∫ ∫ ∫

   

σ ε P u 	 (1)
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1 2
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1 1

0.5 ,
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u uds u dx u dx dx dx dl
x x

δ δδ σ δ σ δ δ σ σ δ
− −

− −  ∂ ∂
⋅⋅ − − + + = ⋅ ∂ ∂ 
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   

σ ε P u 	 (2)

где 1,S  2S  – площади поперечных сечений тел 1 и 2; ,σ  ε  – тензоры напряжений и деформа-
ций; ,σ  ε  – тензоры средних напряжений и деформаций слоя с соответствующими компонен-
тами:
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 (4)

где ,ku+  ku−  – соответственно компоненты векторов перемещений верхней и нижней границ 
слоя; 1,2k =  здесь и далее. Постулируется жесткое сцепление между границами области 3 и 
областями 1, 2, а также равенство противоположность векторов напряжений по границам 
слоя: 

	
( ) ( )
( ) ( ) [ ]

1 0 2 2 1 0

1 0 2 2 1 0 1

2 ; 2 ;

2 ; 2 ; 0 .
i i i i

i i i i

x , x ,

x , x , x ,

δ σ σ δ

δ σ σ δ

+ +

− −

= = −

= − = − ∈

u u e e

u u e e 

	 (5)

где 2 2,i iσ σ+ −  – граничные напряжения слоя; , 1, 2i i =e  – орты осей координат.
Уравнения (1) и (2) замкнем определяющими соотношениями:

	 ( )( ) ( )1 2 1 ,ij k ij k ij k kEσ ε ν εδ ν ν= + − + 	  (6)
где ,kE  kν  – модуль упругости и коэффициент Пуассона k-го тела; 11 22 33ε ε ε ε= + +  – объемная 
деформация; ijδ  – символ Кронекера; , 1, 2,3.i j =

Для материала слоя взаимодействия 3 определяющие соотношения считаем справедливы-
ми для средних компонент тензоров напряжений и деформаций:

	 ( )( ) ( )3 3 3 31 2 1 .ij ij ijEσ ε ν εδ ν ν= + − + 	  (7)
При заданном нагружении и рассматриваемой геометрии образца имеем следующее поле 

перемещений границ слоя: 1 1 ,u u+ −= −  2 2 .u u+ −=  В этом случае в слое 22 11 0σ σ= =  и для решения 
системы вариационных уравнений (1), (2) достаточно рассмотреть только уравнение:

	
1 1

1+ 2
12 1 1 0 12 1

1

0.5 .
S L

uds u dx dx dl
x

δδ σ δ δ σ δ
+∂

⋅⋅ + + = ⋅
∂∫ ∫ ∫ ∫

 

σ ε P u 	 (8)

Таким образом, решение системы (6)–(8) сводится к определению поля перемещений 
( )1 2x ,xu  в теле 1 (рис. 1) при заданных граничных условиях:

	 на участках ,AB A B′ ′ : 22 12 0;σ σ= =  	 (9)

Рис. 1. Схема нагружения композитной пластины
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	 на участке AA′ : 11 12; 0;Pσ σ= = 	 (10)
	 на участке BD : 1 2 0.u u= = 	 (11)
Постановка задачи (6)-(11) не содержит сингулярности в зоне обрыва связей консолей с 

адгезионным слоем в силу рассмотрения средних по толщине слоя характеристик напряжен-
но-деформируемого состояния и может быть решена при помощи численных методов. 

2. Постановка задачи с ограничениями

Для упрощения задачи и получения аналитического решения принимаем, что поле переме-
щений в теле 1 с учетом условия (5), определено следующим образом:

	 ( ) ( ) ( ) ( )( )1 +
1 1 2 1 1 1 1 2, 2 ,0u x x u x x xϕ δ= − −  ( ) ( ) ( )1 +

2 1 2 2 1, .u x x u x= 	 (12)
Входящие в представление (12) параметр 1ϕ  имеет геометрический смысл малого угла по-

ворота материальных нормалей к плоскости 2 0 2x δ=  в теле 1. Согласно распределению (12), 
отличные от нуля деформации будут определяться в виде:

	 ( ) ( ) ( )( )
+

1 1 1
11 1 1 2 0

1

2 ,
du x

x x
dx

ε ϕ δ′= − −  ( ) ( ) ( ) ( )
+

1 1 2 1
12 21 1 1

1

= 0.5 .
du x

x
dx

ε ε ϕ
 

= − 
 

	 (13)

Выражение (13), как и теория Тимошенко [3], учитывают сдвиговые деформации и пово-
роты нормалей в теле.

Из (11) с учетом (13) приходим к следующим ограничениям на компоненты векторов пере-
мещений границ слоя и функции 1ϕ :
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

	  (14)

а на левом краю на консоли действует антисимметричная осевая нагрузка:
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=−
= 	 (15)

Из (8) с учетом представления поля деформаций (13), приходим к системе дифференциаль-
ных уравнений для тела 1:
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dx dx dx

dM dQ dQ dQ x
dx dx dx dx

σσ δ


− = = = ∈ −



 − = = + = ∈



	 (16)

c условиями сопряжения в точке 1 0x = :

	 ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )( )

1 11 1

1 1 1 1

1 1

1 10 00 0

1 1 1 1
11 11 11 110 0 0 0

1 1
12 12 0 120 0

, ,

, ,

0.5 ,

k k x xx x

x x x x

x x

u u

Q Q M M

Q Q

ϕ ϕ

δ σ

+ +
=− =+=− =+

=− =+ =− =+

=− =+

= =

= =

= +

	 (17)

где ( ) ( ) ( )0

0

21 1
1 1 1 22

h

k kQ x dx
δ

δ
σ

+
= ∫  – обобщенные силы; ( ) ( ) ( ) ( )0

0

21 1
11 1 11 2 0 22

2
h

M x x dx
δ

δ
σ δ

+
= −∫  – обобщен-

ный момент.
Исходя из определяющих соотношений (6), (7), выражений деформаций (13), а также пред-

ставления обобщенных сил и моментов, условия равновесия (16), сводятся к замкнутым си-
стемам дифференциальных уравнений относительно трех неизвестных функций: ,ku+  1ϕ  с ус-
ловиями сопряжения (17).
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3. Построение решения

Рассмотрим решение поставленной задачи в случае плоской деформации. В этом случае 
выражения обобщенных сил и моментов тела 1 принимают вид:

	 ( )(1) +
11 1 1 2 ,Q Dh u hϕ′ ′= −  ( )(1) +

12 2 1 ,Q Lh u ϕ′= −  ( )(1) 2 +
11 1 12 3M Dh u hϕ′ ′= − 	 (18)

и ненулевых средних напряжений в слое: 

	 ( )+ +
12 1 1 0 22 ,L u uσ δ ′= + 	 (19)

где ( ) ( ) ( )1 1 1 11 1 1 2 ;D E ν ν ν= − + −  ( )1 10.5 1 ;L E ν= +  ( )1 3 30.5 1 .L E ν= +
Граничные условия для системы (16) с учетом (14), (15) запишем в виде:
	 ( )

1

1
11 ,

x a
Q Ph

=−
=  ( )

1

1
12 0,

x a
Q

=−
=  ( )

1

1 2
11 0.5 ,

x a
M Ph

=−
= 	 (20)

	
1

1 0,
x

u+

=
=



 
1

2 0,
x

u+

=
=



 
1

1 0.
x

ϕ
=

=


	 (21)

Общее решение системы (16) на участке ( ]1 0;x ∈   с учетом граничных условий (21) найде-
но в работе [8] и выглядит следующим образом:

( )( ) ( )

( ) ( ) ( )

1 2

1 1 1 2 1 2

2 2
1 4 5 1 1 5 6 1 1

2 2 2 21 1
4 1 5 1 6 1 1

5 5

2 1 1 ,
3

x x

u C e C e x s m C x s

M Mhs C e e x C e e x C M x
m m

λ λ

λ λ λ λ

+ = + − + − +

       
+ − + − + − + − + −                  

 

 

 

  

	 (22)

	

( ) ( )
( )( )
( )( )

( )
( )

1 1 1 2 1 2

1

2

1 2

4 1 5 2

3 2 3
4 1 1 1 1 5

2 3 2 30 1 0 5 1 1 1 1 5

1 2 2
6 1 1 1

4 5

3 2 31 1 2
3 3 2 31

2 2
0.5 0.5

       

x xC e e C e e

C e x M x x msu L L C e x M x x m
hL L h

C M x x

C e C e

λ λ λ λ

λ

λ

λ λ

λ λ

δ δ
+

 − + − −
  
   − − + − + −
  = − −    − − + − + ++ +          + − − 

− +

 





 

  

  

 

( )( ) ( )

( ) ( )

3 2 3
1 1 1 1 1 0 1

2 2
6 1 1 1 1 0 1

3 2 3 0.5

       0.5 0.5 0.5 ,

L x x s x m Lh L

C L x x s Lh L

δ

δ

− + − + + +

+ − − +

  



	 (23)

	 ( ) ( ) ( )1 1 1 2 1 22 2 2 21 1
1 4 1 5 1 6 1 1

5 5

1 1 ,x xM MC e e x C e e x C M x
m m

λ λ λ λϕ
      

= − + − + − + − + −               

 

   	 (24)

где ( ) ( )0 01 0.75 1 ;s h hδ δ= + +  ( )2
1 00.5 1 ;s Dh hδ= +  ( )2 2 3 0.5 ;m Dh s= −  2 1 1 1 ;m m L m s=  

2 1 1

0 1

2 1 ;
3 1 0.5

L hsmk
m L h Lδ

 
= + + 

 
( )

1
1

0 0 1

2 ;
0.5
Lm

Lh Lδ δ
= −

+
 

( )
1

4
0 1 1

2 ;
0.5

L Dhm
m Lh L s mδ

= −
+

 

2
1 2 ;M m k=  ( ) 2

5 1 42 ;m M m k= +  1 ;kλ = −  2 .kλ =
Общее решение (22)–(24) содержит три постоянных интегрирования 4 ,C  5 ,C  6.C
С учетом (17) перенесем граничные условия (20) в точку 1 0:x =
	 ( )

1

1
11 0

,
x

Q Ph
=

=  ( )( )
1

1
12 0 12

0
0.5 0,

x
Q δ σ

=
+ =  ( )

1

1 2
11 0

0.5 .
x

M Ph
=

= 	  (25)

Условия (25) из общего решения (22)–(24) формируют систему из трех линейных уравне-
ний для нахождения постоянных интегрирования:

( ) ( ) ( )

( ) ( )
1 2

2 2
4 1 5 2 6 1 1 1

4 5 5 5
3 3 2

4 1 5 2 6

2 3 0.5 2 3 0.5 1 0.5 2 3 ;
0;                                                                                               

1 3 1 3 0.

C Dh s C Dh s C Dh s hM hsM Ph
C e m C e m
C Dh s C Dh s C Dh

λ λ

λ λ

λ λ

− + − + + − =
+ =

− + − +

 

( ) 2
1 1 15 3 3 0.5 .  s hM hsM Ph




 + − =

	 (26)
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Решение системы (26) имеет вид:
( )

( )( )1 2

1 1 1 1
4

1 2

1 1 0.5 2 3
,

2 3 0.5

P s s hM hsM
C

Dh s e eλ λλ λ

− + −  =
− −  

 
( )

( )( )2 1

1 1 1 1
5

2 1

1 1 0.5 2 3
,

2 3 0.5

P s s hM hsM
C

Dh s e eλ λλ λ

− + −  =
− −  

 1
6 .PsC

D
= 	(27)

Отметим, что определитель системы (26) при → ∞  становится близким к нулю. Для боль-
ших значений   при 0 0hδ →  для общего решения (22)–(24) получаем:

	 ( )4 0 10.75 0.5 ,C P DhLδ= −  5 0,C =  2
6 0.5 ,C Ph=  	 (28)

	 1,s =  2
1 0.5 ,s Dh=  3

1 3 ,M Dh=  ( ) ( )2
5 1 0 10.75 3 ,m L L L hδ= −  ( )1 1 08 .L Dhλ δ= −  	 (29)

Также рассмотрим случай с нулевой толщиной адгезионного слоя 0 0δ =  на участке 
( ]1 0; .x ∈   Приходим к системе дифференциальных уравнений для тел 1 и 2:

	

( )
( )

( ) ( )

( )
( )

( ) ( )

1 1 1
111 11 12

12 21 22
1 1 1

2 2 2
211 11 12

12 21 22
1 1 1

0; ; ;

0; ; .

dM dQ dQQ
dx dx dx

dM dQ dQQ
dx dx dx

σ σ

σ σ


− = = =



 − = = − = −

 	 (30)

Граничные условия для (30) запишем в виде:

	 ( )

1

1
11 0

,
x

Q Ph
=

=  ( )

1

1
12 0

0,
x

Q
=

=  ( )

1

1 2
11 0

0.5 ,
x

M Ph
=

= 	 (31)

	 ( )

1

2
11 0

,
x

Q Ph
=

= −  ( )

1

2
12 0

0,
x

Q
=

=  ( )

1

2 2
11 0

0.5 .
x

M Ph
=

=  	 (32)

Выражения обобщенных сил и моментов тела 2 принимают вид:

	 ( )(2)
11 1 2 2 ,Q Dh u hϕ−′ ′= +  ( )(2)

12 2 2 ,Q Lh u ϕ−′= −  ( )(1) 2
11 1 22 3 .M Dh u hϕ−′ ′= − + 	 (33)

В данном случае имеет место жесткое сцепление границ консолей 1 и 2, которое объясняет-
ся переходом к математическому разрезу. Поэтому связь перемещений следующая:

	 +
1 1 ,u u−=  1 2 ,ϕ ϕ=  +

2 2 .u u−= 	 (34)

Решив систему (30) с учетом (18), (31)–(34), получим поле перемещений тела 1 в виде:
	 +

1 0,u =  ( ) ( )1 11.5 ,P x Dhϕ = −  ( ) ( )+ 2 2
2 1 11.5 0.5 0.5 .u P x x Dh= − −   	 (35)

4. Результаты решений

Проведем сравнение полученных аналитических решений в рамках упрощающих гипотез. 
В качестве исследуемого композита рассмотрим образец с механическими характеристиками 
консолей, соответствующими сплаву Д16, имеющие модуль упругости 10

1 7.3 10E = ⋅  Па и коэф-
фициент Пуассона 1 0.3.ν =  Механические свойства адгезионного слоя выбираем соответству-
ющие эпоксидной смоле: 9

3 3.1 10E = ⋅  Па, 3 0.2.ν =  Геометрические характеристики выбираем 
следующими: 0.03h =  м, 0.1=  м, 4

0 5 10δ −= ⋅  м. Распределенная внешняя нагрузка единичная 
1P =  Па.
На рис. 2 построены графики горизонтальных перемещений верхней границы адгезионно-

го слоя +
1 .u  График 1 (сплошная линия) построен для случая решения задачи (27), график 2 

(пунктир-точка) – по формулам (28)–(29), а график 3 (пунктирная линия) соответствует реше-
нию (35). По оси абсцисс (рис. 2) отложена длина консоли, по оси ординат – значение переме-
щения. Единица измерения величин: метры. 

Аналогично на рис. 3 построены графики вертикальных перемещений +
2 .u

На рис. 4 построены графики угла поворота 1.ϕ  Нумерация графиков аналогична рис. 2. По 
оси абсцисс (рис. 4) отложена длина консоли [м], по оси ординат – величина угла [рад].
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Из рис. 2–4 видно, что при выбранных геометрических характеристиках все решения прак-
тически совпадают. Но увеличивая длину сопряженного со слоем участка консоли → ∞  и 
уменьшая толщину адгезионного слоя 0 0,hδ →  решение (27) перестает давать результат, а 
решения (28)–(29) и (35) равны.

Рис. 2. Горизонтальные перемещения Рис. 3. Вертикальные перемещения

Рассмотрим энергетическое произведение [8]:
	 02 ,γ δ ψ= 	  (36)

где ψ  – приращение удельной свободной (упругой) энергии; ( )2

1 1 0 22 .L u uψ δ+ +′= +

На рис. 5 построена зависимость относительного энергетического произведения γ ∗  на тор-
це слоя в точке 1 0x =  от десятичного логарифма отношения 0 hδ  для рассматриваемой на-
грузки. График 1 (сплошная линия) соответствует решению (27), график 2 (пунктир-точка) – 
решению (28)–(29), а график 3 (пунктирная линия) – формулам (35). Значения энергетическо-
го произведения отнесены к значению энергетического произведения для упрощенного реше-
ния (28)–(29) при ( )0lg 6hδ = − .

Из графиков (рис. 5) видно, что для решения (35) нужна другая характеристика для анали-
за прочности. При ( )0lg 5.5hδ < −  формулы (27) перестают давать результат из-за вычисли-
тельных погрешностей. А для упрощенного решения (28)–(29) при отношении 4

0 10hδ −<  зна-
чение энергетического произведения практически не меняется.

Рис. 4. Угол поворота Рис. 5. Энергетическое произведение
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Заключение

На основе вариационной постановки задачи о равновесии двух тел, сопряженных тонким 
слоем получены упрощенные постановки задач в дифференциальном виде. Было найдено три 
решения. Первое – решение поставленной задачи, второе – асимптотическое решение, тре-
тье – решение модели математического разреза. Из найденных решений получены зависимо-
сти энергетического произведения на торце слоя от относительной толщины слоя. Показано, 
что данная характеристика подходит только для решений с малой, но конечной толщиной 
слоя. Таким образом, рассматривая критическое значение энергетического произведения в 
качестве критерия разрушения адгезионного слоя, для предельного решения задачи можно 
проводить расчеты без фиксации значения его толщины. 
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УДК 539.375

ВЛИЯНИЕ ПЛАСТИЧЕСКИХ СВОЙСТВ АДГЕЗИОННОГО СЛОЯ 
НА ЗНАЧЕНИЕ JC-ИНТЕГРАЛА

1Тульский государственный университет
2АО КБП им. академика А. Г. Шипунова

В. Э. Богачева1, В. В. Глаголев1, Л. В. Глаголев2, О. В. Инченко1, А. А. Маркин1

Аннотация. На основе концепции слоя взаимодействия рассмотрено нагружение тонко-
го адгезионного слоя упругими консолями нормальным отрывом и поперечным сдвигом. 
Толщина слоя задает линейный параметр в рассматриваемой задаче. Поведение слоя рас-
смотрено в рамках линейно упругой и идеально упругопластической моделей. При задан-
ном законе распределения поля перемещений в консолях из системы вариационных урав-
нений равновесия консолей, связанных слоем, получены системы дифференциальных 
уравнений для моделируемых видов нагружения. Из их решений определено напряжен-
но-деформированное состояние слоя для различных моделей поведения материала слоя. 
Для критического значения внешней нагрузки найдено значение JС-интеграла. JС-инте-
грал рассмотрен в виде суммы энергетических произведений удельной свободной энер-
гии и удельной диссипации на толщину слоя. Показано, что учет пластических свойств 
адгезионного слоя имеет существенное значение при определении значения JС-интеграла 
в предельно тонких адгезионных слоях для нагружения нормальным отрывом по сравне-
нию со сдвиговым характером нагружения.
Ключевые слова: трещиноподобный дефект, линейный параметр, JС-интеграл, адгезион-
ный слой.

Введение

Исследование поведения тонких адгезионных слоев композиционных материалов исполь-
зует в качестве основной модели нахождения критических состояний классическое представ-
ление трещины в виде математического разреза [1–3]. В этом случае одной из критериальных 
характеристик адгезивов является предельное значение J-интеграла: JС-интеграл [1, 2]. Экспе-
риментальное нахождение JС-интеграла может быть рассмотрено в рамках формулы податли-
вости Ирвина [4, 5]. В силу того, что устойчивый рост разрушения адгезива возможен толь-
ко в рамках направления, определяемого несущими слоями композита, сопрягаемыми слоем, 
исследование критических состояний в данном случае возможно не только для нагружения 
адгезива нормальным отрывом (мода I) [6], но и поперечным сдвигом (мода II) [7] и смешан-
ной моды нагружения [8]. Для обработки данных эксперимента в данном случае используется 
аппарат линейной теории упругости, предполагающий сингулярность поля напряжений в об-
ласти разрушения адгезива. При этом в рассмотрение не вводятся реальные механические ха-
рактеристики адгезива. Отметим, что материал адгезивов может быть как квазихрупким, так 
и проявлять выраженные пластические свойства. Так, согласно работе [6], предельные упруго-
пластические деформации адгезива Sikaforce 7752 могут достигать 19 %.

Учет механических свойств материала адгезива на несущую способность тонких адгезион-
ных слоев может быть рассмотрен в моделях, использующих конечность толщины в представ-
лении связывающих слоев. Среди них выделим модель контактного слоя [9, 10], используемую 
для описания сдвигового воздействия на адгезив. Для данной модели, в рамках линейно упру-
гого поведения слоя, возможно обеспечить удовлетворение граничных условий на его торце-
вой поверхности. Однако нагружение адгезивов отрывом и возможность учета их пластиче-
ских деформаций не рассматривается.
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В предлагаемой работе на основе концепции слоя взаимодействия, используемой для пред-
ставления трещиноподобного дефекта [11, 12] получены упрощенные аналитические решения 
для сдвигового воздействия и нагружения отрывом тонкого адгезионного слоя в рамках ли-
нейно упругого и упругопластического поведения. На их основе получено выражение J-инте-
грала при упругом поведении несущих слоев композита.

1. Постановка задачи

На рис. 1, рис. 2 показаны нагружения нормальным отрывом и сдвигом тонкого адгезион-
ного слоя конечной толщины 0δ . Консоли 1 и 2 длиной a+  с одинаковыми толщинами h 
связаны по длине   адгезивом. Материал пластин принимаем линейно упругим, с нулевым 
коэффициентом Пуассона. Правый торец образца жестко закреплен от горизонтальных и вер-
тикальных перемещений, на левых торцах консолей действует нагрузка интенсивностью .P  
Вся остальная поверхность образца свободна от внешней нагрузки.

Рис. 1. Схема нагружения адгезива отрывом Рис. 2. Схема нагружения адгезива сдвигом

Для описания взаимодействия адгезива 3 с телами 1 и 2 применим концепцию «слоя взаи-
модействия», развитую в работах [11–13]. В этом случае условия равновесия тел 1 и 2 запишем 
в вариационной форме для тела 1:

	
1

1

0 1
1

0.5
1

1 2
22 2 1 12 1 1 11 12 1

1S L

u uds u dx u dx dx dx dl
x x

δ δδ σ δ σ δ δ σ σ δ
+ +

+ +  ∂ ∂
⋅⋅ + + + + = ⋅ ∂ ∂ 

∫ ∫ ∫ ∫ ∫ ∫
   

P uσ ε 	 (1)

и тела 2:

	
2

2

0
1

0.5 ,
2

1 2
22 2 1 12 1 1 11 1 12 1

1S L

u uds u dx u dx dx dx dl
x x

δ δδ σ δ σ δ δ σ σ δ
− −

− −  ∂ ∂
⋅⋅ − − + + = ⋅ ∂ ∂ 

∫ ∫ ∫ ∫ ∫ ∫
   

P uσ ε 	 (2)

где ⋅ ⋅  – двойное скалярное умножение; ⋅  – скалярное умножение; 1,S  2S  – площади тел 1 и 2;
,σ  ε  – тензоры напряжений и деформаций; σ  – тензор средних напряжений слоя; ε  – тензор 

средних деформаций слоя с компонентами:

	 ( ) ( ) ( )2 1 2 1

0

,22 1

u x u x
xε

δ

+ − −
=  

 
   ( ) ( ) ( )1 1 1 1

11 1
1 1

0.5 ,
u x u x

x
x x

ε
+ − ∂ ∂

= + 
∂ ∂ 

	 (3)

	 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )+
1 1 1 1 2 1 1

21 1 12 1
0 1 1

0.5 0.5 ,1u x u x u x u x
x x

x x
ε ε

δ

− + −  − ∂ ∂
= = + +   ∂ ∂  

	 (4)

где ku±  – компоненты векторов перемещений верхней и нижней границ слоя соответственно; 
1,2;k =  1 2,L L  – граница приложения внешней нагрузки для тела 1 и 2. Постулируется жесткое 

сцепление между границами области 3 и областями 1, 2.
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Для материала пластин 1 и 2 примем определяющие соотношения в форме закона Гука с 
нулевым коэффициентом Пуассона:

	 ,ij ijEσ ε= 	 (5)
где E  – модуль упругости.

1.1. Постановка задачи отрыва адгезива

Предполагаем, что напряженное состояние слоя для данного вида нагружения однородно 
по его толщине и определятся одной компонентой тензора средних напряжений 22 11 12; 0,σ σ σ= =  
что соответствует представлению связей Прандтля [14].

 В силу симметрии задачи проекции поля перемещений удовлетворяют условиям 
( ) ( ) ( )1 2

1 1 2 1 1 2 1 1 2, , , ,u x x u x x u x x= =  ( ) ( ) ( )1 2
2 1 2 2 1 2 2 1 2, , , ,u x x u x x u x x= − =  а вектор распределенной 

внешней нагрузки – .−1 2P = P = P  Таким образом, достаточно ограничиться рассмотрением 
тела 1. С учетом ограничения на напряженное состояние в слое система уравнений (1)–(2) 
преобразуется в вариационное уравнение:

	
1 1

.22 2 1
S L

ds u dx dlδ σ δ δ+⋅⋅ + = ⋅∫ ∫ ∫


P uσ ε 	 (6)

Решение уравнения (6) с учетом (5) и заданных определяющих соотношениях в слое сво-
дится к нахождению поля перемещений ( )1 2,x xu  в теле 1 (см. рис.1) c учетом граничных усло-
вий на его торцах:

	 ( )
1

1 1 2, 0,
x

u x x
=

=


  ( )
1

2 1 2, 0
x

u x x
=

=


	 (7)

	
1

11 0,
x a

σ
=−

=   
1

12 .
x a

Pσ
=−

= − 	 (8)

Для упрощения задачи принимаем, что поле перемещений в теле 1 определено следующим 
образом:

	 ( ) ( ) ( )( )1 1 2 1 1 1 2 0, 2 ,u x x u x x xϕ δ+= − −   ( ) ( )2 1 2 2 1, .u x x u x+= 	 (9)
Подставив (9) в (6) и приравняв слагаемые при равных вариациях, приходим к двум систе-

мам дифференциальных уравнений равновесия для участка [ )1 ;0x a∈ − :

	 11
12

1

0,dM Q
dx

− =   11

1

0,dQ
dx

=   12

1

0,dQ
dx

= 	 (10)

для участка ( ]1 0;x ∈  :

	 11
12

1

0,dM Q
dx

− =   11

1

0,dQ
dx

=   12
22

1

,dQ
dx

σ= 	 (11)

с условиями сопряжения: 
1 1

1 10 0
,

x x
u u+ +

=− =+
=  

1 10 0
,

x x
ϕ ϕ

=− =+
=  

1 1
2 20 0

,
x x

u u+ +

=− =+
=  

1 1
11 110 0

,
x x

M M
=− =+

=  

1 1
12 120 0

,
x x

Q Q
=− =+

=  
1 1

11 110 0x x
Q Q

=− =+
=  и естественным граничным условиям на левом торце:

	
1

12 2 ,
x a

Q Q
=−

= −   
1

11 0,
x a

Q
=−

=   
1

11 0.
x a

M
=−

= 	 (12)

На правом торце из (7), (8) с учетом (7), (10) рассматриваем граничные условия:
	

1
1 0,

x
u+

=
=



  
1

0,
x

ϕ
=

=


  
1

2 0,
x

u+

=
=



	 (13)

где ( ) 0

0

2

11 1 11 22
,

h
Q x dx

δ

δ
σ

+
= ∫  ( ) 0

0

2

12 1 12 22

h
Q x dx

δ

δ
σ

+
= ∫  – обобщенные силы; 

( ) ( )0

0

2

11 11 2 0 22
2

h

1M x x dx
δ

δ
σ δ

+
= −∫  – обобщенный момент.

С учетом (1.10) и условия плоской деформации 33( 0),ε =  определяющие соотношения (5) 
для тела 1 представим в виде:
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	 ( ) ( )( )1 1
11 1 2 0

1

2 ,
du x

E x x
dx

σ ϕ δ
+ 

′= − − 
 

 ( ) ( )2 1
12 1

1

.
2

du xE x
dx

σ ϕ
+ 

= − 
 

	 (14)

Запишем выражения обобщенных сил и момента с учетом (14):

	 ( )
2

1
11 1

1

,
2

du hQ x E h
dx

ϕ
+ 

′= − 
 

  ( ) 2
12 1

1

,
2

duEhQ x
dx

ϕ
+ 

= − 
 

  ( )
2 3

1
11 1

1

.
2 3

duh hM x E
dx

ϕ
+ 

′= − 
 

	 (15)

В результате задача (10)–(15), (6) с учетом определяющих соотношений для адгезива стано-
вится замкнутой относительно трех неизвестных функций: ( )1 1 ,u x+  ( )2 1 ,u x+  ( )1 .xϕ

1.2. Постановка задачи сдвига адгезива

Считаем, что напряженное состояние слоя для данного вида нагружения однородно по его 
толщине и определятся одной компонентой тензора средних напряжений 12 11 22; 0σ σ σ= = [13].

В силу симметрии задачи проекции поля перемещений удовлетворяют условиям 
( ) ( ) ( )1 2

1 1 2 1 1 2 1 1, , ,u x x u x x u x= − =  ( ) ( )1 2
2 1 2 2 1 2, , 0,u x x u x x= =  а вектор распределенной внешней 

нагрузки – .−1 2P = P = P  Таким образом, достаточно ограничиться рассмотрением тела 1. 
С учетом ограничения на напряженное состояние в слое система уравнений (1)–(2) преобра-
зуется в вариационное уравнение:

	
1

1 1 .
1

2 1
S L

ds u dx dlδ σ δ δ+⋅⋅ + = ⋅∫ ∫ ∫


P uσ ε 	 (16)

С учетом предполагаемого распределения поля перемещений преобразуем уравнение (16) 
к следующим дифференциальным уравнениям для тела 1 на участке [ )1 ;0x a∈ − :

	 11

1

0,d
dx
σ

= 	 (17)

на участке ( ]1 0;x ∈  :

	 11 12

1

,d
dx h
σ σ

= 	 (18)

с граничными условиями:
	

1
11 ;

x a
Pσ

=−
=   

1
1 0;

x
u+

=
=



	 (19)

условиями сопряжения:
	

1 1
1 10 0

;
x x

u u+ +

=− =+
=   

1 1
11 110 0

.
x x

σ σ
=− =+

= 	 (20)

Задача (17)–(20), (6) с учетом определяющих соотношений для адгезива становится зам-
кнутой относительно неизвестной функции: ( )1 1 .u x+

2.1. Решение задачи нормального отрыва

Полагаем определяющие соотношения для адгезива в виде:
	 22 3 22 11 12; 0,Eσ ε σ σ= = = 	 (21)

где 3E  – модуль упругости материала слоя.
Рассмотрим решение задачи на участке сопряжения слоя и консоли. Из системы уравнений 

(10) осуществим перенос граничных условий (12) в точку 1 0x = :
	

1
12 20

,
x

Q Q
=

= −   
1

11 0
0,

x
Q

=
=   

1
11 20

.
x

M Q a
=

= − 	 (22)

Полагая 3 06 ,E
E h

δ
≥  запишем решение (11) для участка ( )1 0;x ∈ → ∞  в виде [15]:
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	 2 1 4 1 2 1 4 1
1 2 2 4

2 4

1 1; ; ,
2

x x x xh K Ku u Ae Be A e B eλ λ λ λϕ ϕ λ λ
λ λ

+ +    
= = + = − + −   

   
	 (23)

где 3

0

41 ;EK
h Eδ

=  3 0
2

0 3

62 1 1 ;E E
h E hE

δλ
δ

 
= − + −  

 
 3 0

4
0 3

62 1 1 ;E E
h E hE

δλ
δ

 
= − − −  

 

( )
2 02
23

2 4 4 3

12 ;
2

Q aA
Eh E

δλ
λ λ λ

 
= − −  

 
( )

2 02
43

2 4 2 3

12 .
2

Q aB
Eh E

δλ
λ λ λ

 
= − − −  

Из (23) найдем вертикальное перемещение в вершине слоя:

	 ( )
1

0
2 2 2 430

2 4 3

12 .
2x

au A B Q
Eh E

δλ λ
λ λ

+

=

 
= + = − + 

 
	 (24)

Рассмотрим представление (24) при условии 0 1
h

δ


3
2

0

2 ;E
h E

λ
δ

= −   4 2

6 ;
h

λ = −   
1

02
2 0

3

2 13 .
2x

Q au
h hEE

δ+

=

 = + 
 

Из (3), (21) и последнего выражения находим значение напряжения в вершине слоя:

	
1

32
22 0

0

2 2 13 .
2x

EQ a
E hh

σ
δ=

 = + 
 

	 (25)

Из работы [11] следует выражение JC-интеграла через критические значения термомехани-
ческих характеристик и толщину слоя в торцевом сечении адгезива:

	 ( )0 0 ,C k kJ wδ ρ ψ= + 	 (26)
где 0 kρ ψ  – критическое изменение удельной свободной энергии торцевого сечения; 0 kwρ  – 
критическое изменение удельной диссипации торцевого сечения

В случае упругого деформирования выражение (26) приводит к связи J-интеграла с энерге-
тическим произведением (ЭП) [12] 0 02 .J γ δ ρ ψ= =  Для одноосного напряженного состояния 

в слое из (26) находим: 
2
22

0
3

2 .
2

J
E

σγ δ= =

С учетом (25) получаем: 

	
22

212 2 12 .
3 6

Q a a
Eh h h

γ
    = + +         

	 (27)

В работе [16] для слоя нулевой толщины найдено выражение потока упругой энергии в 
рамках теории пластин с учетом сдвиговых деформаций. При 0ν =  выражение потока упру-
гой энергии принимает вид:

	
22

212 2 12 .
2.5 5

b Q a a
Eh h h

γ
    = + +         

	 (28)

Таким образом закон распределения поля перемещений в виде (9) дает близкий результат 
к решению на основе теории пластин.

Отметим, что полученный результат (27) предполагает, согласно (25), сингулярное распре-
деление поля напряжений при 0 0.δ →  Рассмотрим построение J-интеграла при аппроксима-
ции поля перемещений в консоли (9) с учетом упругопластических свойств адгезива.

Для материала слоя взаимодействия 3 определяющие соотношения на стадии при обрати-
мом деформировании, когда 22 0 ,σ σ≤  принимаем в виде (21), а при пластическом течении:

	 22 0 11 12; 0,σ σ σ σ= = = 	 (29)
где 0σ  – предел текучести материала слоя.
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Из (3), (11), (21), (29) запишем выражение напряжения в слое в точке 1 px =  :

	 ( ) ( ) ( )
2

03
22 2 0 2

0

2 6 .
2

p
p p p

E Q a Q
E hh

σ
σ σ

δ

  
= + − − −      



   	 (30)

Из (30) получим выражение длины зоны пластичности с учетом условия конечности на-

пряжений ( )22 0:pσ σ=  
2

02 2 2
2

0 0 3 0

12 61 1 6 6 1 .
6p

EQ Q a Q h
h h hE h

δ
σ σ σ

   = + + − − +    



Запишем решение (11) в области пластического течения 10 .px≤ ≤   С учетом граничных 
условий (22) получим

	

4 2
30 1 02 2 1 2

1 1 2 1 2 1 33 3 3

3
20 1 2 2
1 1 23 3 3

22 12 2; ;
2 2 2
2 6 12 .

x Q Q a x Qhu c u x c x c
Eh Eh Eh Eh Eh

x Q Q ax x c
Eh Eh Eh

σ σϕ

σϕ

+ +    = + = − + + + + − +  
  

= − + + +

	 (31)

где 1 2 3, ,c c c  – постоянные интегрирования.
Постоянные интегрирования найдем из условий непрерывности функций 1 2, ,u u ϕ+ +  в точке 

1 .px = 

	
( )

( ) ( )

3 2
0 2 2

1 2 3 3 3

4 2
0 3 02 2 2

3 2 3 3 3

2 6 12
0; ;

3 24 12 2 .
2 2

p p p
p

p p
p p p p

Q Q a
c c

Eh Eh Eh
Q Q a Qc u

Eh Eh Eh Eh Eh

σ
ϕ

σ σ ϕ+

= = + − −

   = − + − − − −  
  

  



 

   

В результате, выражение (26) принимает вид:
	 ( )0 2 22 0.5 ,f e

CJ u uσ= − 	 (32)
где 2

fu  – предельное значение перемещения в точке 1 0,x =  определяемое по (31); 2 0 0 30.5eu Eσ δ=  –  
предельное значение упругого перемещения в точке 1 0.x =

В этом случае выражение (32) в отличии от (27) зависит не только от внешней нагрузки, ге-
ометрии образца и модуля упругости консоли, но и предела текучести адгезива. Для адгезивов 
с различными пределами текучести данное обстоятельство может приводить к нелинейным 
зависимостям квадратного корня из J-интеграла от внешней нагрузки [15]. При этом каждому 
пределу текучести соответствует своя зависимость.

2.2. Решение задачи сдвига адгезива

Полагаем определяющие соотношения для адгезива в виде:
	 12 12 11 222 ; 0,Gσ ε σ σ= = = 	 (33)

где G  – модуль сдвига материала слоя.
Из (17)–(20) приходим к следующему распределению поля перемещений верхней границы слоя:

	 1
1 ,xPu e

E
λ

λ
−+ = −

где 
0

2 .G
Eh

λ
δ

=

Из последнего выражения приходим к следующему представлению:

	 ( )
1

2
2 1

12 00
2 2 ,

x

QJ G
Eh

γ ε δ
=

= = = 	 (34)

где 1 .Q Ph=
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Рассмотрим построение J-интеграла с учетом упругопластических свойств адгезива. Для 
материала адгезива определяющие соотношения на стадии при обратимом деформировании, 
когда 22 0 ,σ σ≤  принимаем в виде (33), а при пластическом течении:

	 12 0 11 22; 0,σ τ σ σ= = =
где 0τ  – предел текучести материала слоя при сдвиге.

В этом случае для участка пластического деформирования адгезива 1 0; px l ∈   распределе-
ние граничных горизонтальных перемещений имеет вид [11]:

	
2 2

10
1 1

x 1x .
2

p p
p

Pu
hE E
τ

λ λ
+

 −  = + + − −       

 



где 0
0 ;pP P

h
τ

= +


 0 0
0 2

EP
G

λ δ τ
=  – критическая нагрузка, соответствующая переходу в состоя-

ние пластичности. При этом выражение J-интеграла определяется выражением:
	 2

0 0( 2 ) / ,J h P P P E J= ∆ + ∆ + 	 (35)

где 0
0 0 0 2

EhJ P
G
δτ=  – упругая составляющая J-интеграла, 0.P P P∆ = −

При 0 0δ →  выражение (35) совпадает с (34). В этом случае пластические свойства адгези-
онного слоя не влияют на значение J-интеграла, определяемого внешней нагрузкой и модулем 
упругости сопрягаемых слоем консолей. Квадратный корень из J-интеграла пропорционален 
внешней нагрузки

Заключение

В работе получены аналитические выражения J-интеграла в случае нагружения тонконого 
адгезионного слоя композита нормальным разрывом и сдвигом. Показано, что в случае сдви-
гового характера нагружения линейно упругая модель поведения адгезива и идеально упру-
гопластическая приводят к одному значению J-интеграла, определяемого внешней нагрузкой 
и модулем упругости сопрягаемых слоем консолей. Для нормального разрыва адгезионного 
слоя учет пластических свойств адгезива приводит к существенным отличиям от чисто упру-
гой модели.
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УДК 539.3

ИССЛЕДОВАНИЕ ЭНЕРГИИ В ИЗОТРОПНОМ ТРЕХМЕРНОМ СЛОЕ, 
ПОДКРЕПЛЕННОМ ТОНКОЙ ПЛАСТИНОЙ

Южно-Российский государственный политехнический университет (НПИ) 
имени М. И. Платова

А. И. Болгова, Т. В. Дорф

Аннотация. Изучается зависимость распространения волн и потока энергии от формы 
области, в которой действует нагрузка. Доказано, что в случае нагрузки, равномерно рас-
пределенной в прямоугольной области, трехмерный изотропный слой как бы разделен 
на различные зоны. В одних из них волны распространяются от источника колебаний 
на бесконечность. В других волны затухают намного быстрее. И если в первых областях 
поток энергии распространяется на бесконечность и отличен от нуля, то во вторых по-
ток энергии, уходящий на бесконечность, равен нулю. Справедливость этих утверждений 
подтверждает и баланс энергии в слое, то есть совпадение потоков энергии: распростра-
няющегося в слое и закачиваемого в слой.
Ключевые слова: изотропный трехмерный слой, пластина, принцип предельного погло-
щения, поток энергии, осциллирующая равномерно распределенная нагрузка.

Введение

В работе [1] было изучено распространение волн в акустическом трехмерном слое от дей-
ствия равномерно распределенной в прямоугольной области нагрузки. В работе [2] изучается 
задача о движении с постоянной скоростью осциллирующей нагрузки по верхней границе 
двухслойной изотропной среды в трехмерной постановке. В работе [3] исследовано влияние 
наличия пластины на поверхности изотропного слоя на распространение потока энергии в 
слое от осциллирующей на поверхности нагрузки, равномерно распределенной в прямоуголь-
ной области. Было изучено распространение потока энергии в области ,x a>  y b>  ( ,a  b  – 
размеры области действия нагрузки), оказалось, что изменение отношения плотностей оказы-
вает более существенное влияние, чем изменение отношения жесткостей. Продолжая 
исследование рассматриваемой задачи, в данной работе изучается зависимость распростране-
ния волн и потока энергии от формы области, в которой действует нагрузка. Доказано, что в 
случае нагрузки, равномерно распределенной в прямоугольной области, трехмерный изотроп-
ный слой как бы разделен на различные зоны. В одних из них волны распространяются от 
источника колебаний на бесконечность. В других волны затухают намного быстрее, чем в ука-
занных выше. И если в первых областях поток энергии распространяется на бесконечность и 
отличен от нуля, то во вторых поток энергии, уходящий на бесконечность, равен нулю. Спра-
ведливость этих утверждений подтверждает и баланс энергии в слое, то есть совпадение пото-
ков энергии: распространяющегося в слое и закачиваемого в слой.

1. Постановка задачи

Пусть упругая среда занимает область {| | ,| | , 0 }.x y z HΠ = < ∞ < ∞ < <  На границе z H=  
упругой среды расположена бесконечная пластина, лежащая без отрыва и трения. В этом слу-
чае требуется найти решение системы дифференциальных уравнений

( )( )1 1 1 1, , 1, 2,3,k k kdiv u u kλ µ µ ρ+ + ∆ = =u 
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	 ( ) ( )
2

2 3
3 2 2 , , , , ;vD v h p x y t q x y t

t
ρ ∂

∆ + = −
∂




 	 (1)

где 1 1 1 2 2 2 2, , , , , ,λ µ ρ λ µ ρ ν  – постоянные, соответственно характеризующие слой и пластину, ∆ – 
оператор Лапласа в трехмерной области, 2∆  – квадрат оператора Лапласа в двумерной области 
,x  ,y  3

2 2( ) (6(1 )).D hµ ν= −

Граничные условия и условия сопряжения пластины и слоя имеют вид

	 ( ) ( ) ( )
( )

, , , ,
, ,

0, , ,

i tf x y e x y S
p x y t

x y S

Ω ∈= 
∉



	 (2)

	 ( ) ( )33, , , , , ,q x y t x y H tσ=  ( ) ( )3 3, , , , , ,v x y t u x y H t=  ( )3 , ,0, 0,u x y t =
	 ( )3 , , , 0, 1, 2,k x y H t kσ = =  ( )3 , ,0, 0, 1, 2,3,k x y t kσ = = 	 (3)

где S  – некоторая ограниченная область с кусочно-гладкой границей.
Рассматривая установившийся режим колебаний, решение системы (1) ищем в виде

	 ( ) ( ), , , , , ,i tx y z t x y z e Ω=u U   ( ) ( )3 , , , ,i t i t
kl klv x y t V x y e eσ σΩ Ω= = 

 

и вводим безразмерные величины

	 , , , , ,HH H H Hx y z U Vx y z U V
H H H H H

= = = = =  
1

, ,H h
c H

ξΩ
Ω = =



	
( )

3
22 2 1 1
13

1 2 1 1

2, , ,
6 1

h cD c c
H c

µ λ µ
µ ν ρ

+
= = =

−
 2 1 2 2

2
1 1 1

, , .c µ µ ρµ ρ
ρ µ ρ

= = =

Применяя двойное преобразование Фурье по координатам x  и ,y  подставляя выражение 
для нагрузки, равномерно распределенной в прямоугольнике | | ,x a<  | |y b<  и используя 
принцип предельного поглощения [4] получим решение задачи (1)–(3) в образах Фурье:

	 ( )1 2

sin sin , , ,i x i yip a bU A z e e d dα γ
ε ε

ε

α γ α γ
π γ

∞ ∞
− −

−∞ −∞

= Ω
∆∫ ∫ 



	 ( )2 2

sin sin , , ,i x i yip b aU A z e e d dα γ
ε ε

ε

γ α α γ
π α

∞ ∞
− −

−∞ −∞

= Ω
∆∫ ∫ 

 	 (4)

	 ( )1
3 2

sin sin , , ,i x i yp a bU C z e e d dα γε
ε ε

ε

β α γ α γ
π αγ

∞ ∞
− −

−∞ −∞

= Ω
∆∫ ∫ 



где
( ) 1 2 1 1 2 1 2, , 2 ,A z E sh ch z sh ch zβ β β β β βΩ = − +

  ( ) 2
1 2 1 1 2, , 2 ,C z E sh sh z sh sh zβ β β βΩ = −

 

( )4 2 2 2 2
* 1 1 2 ,sh sh D L cβ β β∆ = ∆ − − Ω Ω  2 2

* 1 1 2 1 2 1 24 ,E ch sh sh chβ β β β β β∆ = − 

2 2 2 2 2 2 2
1 2, ,cβ β= − Ω = − Ω   2 2 2 2 2 2 2

1 2 , , .E c L cα γ ρξ= − Ω = + = 

Окончательное решение рассматриваемой краевой задачи получается из (4) с помощью 
предельного перехода [4]:

	
0

lim .U Uεε →
=

2. Построение решения в области действия нагрузки, то есть при ≤ ,x a  ≤y b

Определим перемещение 3.U  Внутренний интеграл 3U ε
  по α при x a≤  найдем методом 

контурного интегрирования. Для этого представим его в виде суммы: 

	 ( ) ( ) ( ) ( )1 1
3 31 322

, , , ,
.

2
i x a i x aC z C zipU e d e d I Iα αε ε ε ε

ε ε ε
ε ε

β β
α α

π α α

∞ ∞
− − − +

−∞ −∞

 Ω Ω−
= − = −  ∆ ∆ 

∫ ∫
 

 

  
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Контур интегрирования для нахождения интеграла 31I ε
  при x a<  замкнем в верхней ком-

плексной полуплоскости и применим теорию вычетов. Не нарушая общности выводов рас-
сматриваемой задачи, выберем Ω  таким, что есть только два полюса ( )0εα γ±  подынтеграль-
ной функции, лежащие вблизи вещественной оси α  и при 0ε →  принимающие вещественное 
значение. Остальные полюса, которые всегда остаются комплексными при 0,ε →  не учитыва-
ются, поскольку не дают вклада в закачиваемый в слой поток энергии.

	 ( ) ( ) ( )
0

0

11 0 0
31

2
0

, ,, ,
,

2
i x a C zC zp pI e ε

ε

ε εα γε ε ε ε
ε

ε ε γ
ε

β γβ
π πα

− − =

=

=

ΩΩ
≈ +

∂∆ ∆
∂





 





 





 0Im 0.εα > 	 (5)

Интеграл 32I ε
  можно вычислить аналогично при ,x a> −  замыкая контур интегрирования 

в нижней комплексной полуплоскости, причем в этом случае 0Im 0.εα <  Тогда, для того чтобы 
получить выражение для 3 ,U ε

  необходимо заменить в (5) 0εα  на 0 .εα−  В результате найдем:

	 ( )
( )0 1

3 0 02
0

, ,sin sin, , cos ,
i a

i y i y
C ze b p bU C z e xd e d

εα
ε εγγ γ

ε ε ε
ε ε γ

β γγ γα γ γ
α γ π γ

∞ ∞−
=− −

−∞ −∞ =

Ω
≈ Ω +

∆∫ ∫ 





 	 (6)

где
	 ( ) ( )( ) ( )

0
0 0 1 0, , 2 , , ,C z p C zβ π

=
Ω = Ω ∂∆ ∂

 



     0Im 0.εα <

Для вычисления интегралов, входящих в формулу (6), их также необходимо разбивать на 
два. Имеем:

	

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

0

0

10
3 02

0

10
02

0

31 33 32 34

, ,, ,
cos

2 2

, ,, ,
cos

2 2

.

i y b i y bi a

i y b i y bi a

C zC z e e p eU x d d
i i

C zC z e e p ex d d
i i

I I I I

ε

ε

γ γα
ε εγε ε

ε ε
ε ε γ

γ γα
ε εγε ε

ε
ε ε γ

ε ε ε ε

β γ
α γ γ

α γ π γ

β γ
α γ γ

α γ π γ

∞ ∞− − − −−
=

−∞ −∞ =

∞ ∞− + − +−
=

−∞ −∞ =

ΩΩ
≈ + −

∆

ΩΩ
− − =

∆

= + − −

∫ ∫

∫ ∫

















	 (7)

Вычислим интеграл 31I ε  при ,y b<  замыкая контур интегрирования в верхней комплекс-
ной полуплоскости .iγ σ η= +  Наличие в подынтегральной функции точки ветвления 0εγ = −  
приводит к необходимости проводить разрез в верхней комплексной полуплоскости (рис. 1). 

Сплошной линией выделен разрез, пунктирной линией – петля ,L  причем как разрез, так 
и петля L  стягиваются при 0ε →  к осям σ  и .η  На рисунке также указаны знаки, которые 
принимает 0Im ,εα  ( )22

0 0 iε εα σ η= − +  вблизи соответствующих берегов разреза. Заметим, 

Рис. 1
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что подынтегральная функция имеет особенность как в точке 0,γ =  так и в точке. Важно от-
метить, что эти точки не являются изолированными особыми точками и их нельзя окружить 
малой окрестностью такой, чтобы при достаточно малом ε  функция была аналитической. 
При достаточно малом ε разрез принимает вид, изображенный на фигуре 1 штрихпунктирной 
линией. При этом в заштрихованной области 0εα  нужно выбирать в виде 

	 ( )22
0 0 ,iε εα σ η= − − + 	 (8)

а в остальной области соответственно со знаком «+», поскольку только в этом случае внутри 
всей области выполняется условие 0Im 0.εα <  При 0ε =  заштрихованная область занимает 
всю левую часть полукруга ,Cδ  в которой 0εα  имеет вид (8). В правой части окрестности Cδ  

0εα  имеет знак «+» перед корнем, это и доказывает неизолированность точки 0.γ =  Очевидно, 
что точку 0γ =  необходимо обходить сверху. Полюс 0εγ = −  также нельзя окружить малой 
окрестностью, поскольку эта окрестность должна пересекать разрез, и он не может быть учтен 
по общей теории вычетов. Учитывая все эти замечания, устремляя ,R → ∞  а 0,ε →  получим, 
что 31I  принимает вид:

	
( )

( )

( )
( ) ( )0

2 2
0 2 2

31 31 0 02 2
0 00

00 0
0 0 02 2

0 00

cos
, , sin

, ,cos cos, , sin cos
2

y b

i y b

x eI I C z a d

C zx xeC z a d a

η

ε
ε

γ

η
η η

η η

πα α γ
α γ

∞ −

→

−

+
= = − Ω + +

+

Ω
+ Ω + −

∫

∫




 







 



	 ( ) ( ) ( )0

0

1 0 0

0

, , ,
.i y bp C z

e
β −

=

Ω Ω
−

∂∆ ∂


 



 

 

Также, замыкая контур интегрирования в верхней комплексной полуплоскости, найдем 
33I ε  в предположении, что имеем только один полюс подынтегральной функции, переходящий 

на вещественную ось при 0:ε →

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )0

0

1 1 0 0
33

00

, , 0, , , , ,
2 2

i y b
i y bC z i C z p C zp e pI d e

i

γ
ε εγ

ε γ

β γ β
γ

π γ

∞ − −
−=

−∞ = = =

Ω Ω Ω Ω Ω
≈ = +

∆ ∆ ∂∆ ∂∫ 

   



 

 

 

Вычислив затем интегралы 32 ,I ε  34I ε  при ,y b> −  замыкая контур интегрирования в ниж-
ней комплексной полуплоскости, и подставив их в формулу (7), найдем:

	

( )

( ) ( )0

2 2
0 2 2

3 0 02 2
00

00
0 0 02 2

0 00 0

cos
2 , , sin

, , 0, ,cos cos sin cos cos .

b

i b

x eU C z ch y a d

C z ip C zx e y a d x a

η

γ

η
η η η

η η

πα γ α γ
α γ

∞

−

=

 +
≈ − Ω + −
 +

 Ω Ω Ω
− + + ∆

∫

∫






 







 



	 (9)

Аналогично найдем перемещения 1 2, :U U

	

( )

( )
0

2 2
0 2 2

1 0 02 2
0 0

0 0
0 0 0

0 00

sin 12 , , sin

sin sin1sin , , cos ,

b

i b

x
U A z a e ch yd

x xa e ch yd A z a

η

γ

η
η η η

ηη

α α γ γ π
α γ

∞
−

−

 +
≈ − Ω + −
 +


− + Ω



∫

∫




 





 



	 (10)
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( )

( )
0

2 2
0 2 2

2 0 02 2
0 0

0 0
0 0 0

0 00

sin 12 , , sin

sin sin1 sin cos , , cos ,

a

i a

y
U A z e bch xd

y ye b xd A z b

η

α

η
η η η

ηη

γ γ α α π
γ α

∞
−

−

 +
≈ − Ω + −
 +


− + Ω



∫

∫




 





 



	 (11)

где 
0

0 0 0( , , ) (2 ( , , )) ( ).A z p A z π
=

Ω = Ω ∂∆ ∂
 



   

Заметим, что по отдельности каждый из интегралов, входящих в решение (9)–(11), расхо-
дится. Однако если их рассмотрим совместно, то особенности в нуле взаимно уничтожатся.

Таким образом, получено решение внутри области действия нагрузки в том виде, в кото-
ром это необходимо для вычисления потока энергии, поскольку мнимая часть отброшенных 
членов равна нулю.

Получим теперь формулу для закачиваемой в слой энергии. Известна формула [5] вычис-
ления потока энергии

	 ( )* *
33 3 3Im Im

2 2z
S S

pP u dS u dSσΩ Ω
= − = −∫ ∫

 

 .

Приведя ее к безразмерному виду и подставив мнимую часть перемещения 3U  из формулы 
(9), найдем:

	
( )

0

0

2 2 2 23 2
00 1 1 2

2 32 2 20
0

sin sin8 .z

a bp sh shP d
c

γ γβ β β γ
π γ γ=

− ⋅Ω
=

∂∆ ∂ − ⋅
∫


 









	 (12)

Итак, получено простое выражение для анализа закачиваемой в слой энергии.

3. Решение вне области действия нагрузки при ,>x a  >y b

Решение вне области действия нагрузки при ,x a>  y b>  и формула для вычисления пото-
ка энергии получены в работе [3]. Подставив в выражения для потока энергии перемещения в 
полярной системе координат 1 cos ,x x a r θ= − =  1 siny y b r θ= − =  и проинтегрировав их по ,θ  
получим что поток энергии через цилиндрическую поверхность 0 1,z≤ ≤  0 2,θ π≤ ≤  r const=  
при r → ∞  будет равен

	
2

2
1 1 0

1
r rP P d

H c

π

θ
µ

= =∫  	 (13)

	
( )( ) ( ) ( ) ( )2 2 212 2

0 02 2 2 2
0 12 3 2 2

0 0 0

sin cos sin sin16 .
cos sin

a bp A C dz d
ñ

π θ θ
β θ

π θ θ
Ω

= − +
∂∆ ∂ ∂∆ ∂Ω ∫ ∫

 

 



 

 

Заметим, что интеграл по θ  из формулы (13) с точностью до множителя 4
0  совпадает с 

интегралом по γ  из формулы (12), и, что потоки энергии, закачиваемый в слой (12) и распро-
страняющийся на бесконечность (13), отличаются по знаку, поскольку поток zP  направлен 
вглубь слоя.

4. Получение решения в области ,>x a  ≤y b

Исследуем теперь асимптотику перемещений в областях ,x a>  ;y b≤  ,x a< −  ;y b≤  ,x a≤  
;y b>  ,x a≤  .y b< −  Не нарушая общности изложения, получим асимптотическое решение 

только в области ,x a>  ,y b≤  0 1.z≤ ≤  Не останавливаясь на деталях вычислений подробно, 
выпишем, например, выражение для перемещения 1U :
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	 ( ) 1 2 0
1 0 1 1 0

0

sin, , cos ,aU A z I I xπ
 

= Ω + + 
 



 



	 (14)

где 
2 2

01 2 2
1 02 2

0 0

sin
2 sin ,

ba eI x ch yd
ηη

η η η
ηη

∞ −+
= − + ⋅

+
∫







 
0

2 0
1 0

00

sin2 sin cos .
i ba eI x yd
γα α γ γ

α γ

−

= ⋅∫


Из формулы (14) вытекает, что внеинтегральный член, полученный в результате вычисле-
ния интеграла по ,Cδ  имеет вид волны, неубывающей на бесконечности. Легко показать, что 
в действительности таких волн нет и это связано с тем обстоятельством, что интегралы в ре-
шении (14) содержат особенности в нуле, которые взаимно уничтожаются, если интегралы 
рассмотреть совместно. При этом они дают вклад, равный внеинтегральному члену в (14) с 
противоположным знаком. С учетом этого обстоятельства, применяя метод стационарной 
фазы [6], можно показать, что главные члены асимптотических разложений при x → ∞  и 
y b≤  для вектора перемещений имеют вид: 

	 ( )1
1, , ,U x y z O
x

 =  
 

( )2
1, , ,U x y z O
x

 =  
 

( )3
1, , .U x y z O
x

 =  
 

	 (15)

Из полученных оценок (15) следует, что поток энергии, проходящий через сечение ,x a>  
,y b≤  0 1,z< <  на бесконечность не распространяется.

Таким образом, приходим к неочевидному выводу, что вся энергия в слое распространяет-
ся в областях ,x a>  .y b>  Исходя из этого обстоятельства, полученная формула (13), умно-
женная на 4, дает полную энергию, распространяющуюся на бесконечность. Сравним ее те-
перь с энергией (12), закачиваемой в слой. Проведя численное исследование отношения потока 
энергии, распространяющегося в слое (13), и закачиваемой в слой энергии (12), оказалось, что 
это отношение близко к единице в пределах точности вычисления интегралов. Последнее сви-
детельствует о сохранении баланса энергии в рассматриваемой задаче.

Заключение

Впервые изучено влияние формы области, в которой действует нагрузка, на формирование 
волновых полей и потоков энергии в трехмерном слое, подкрепленном тонкой пластиной на 
примере равномерно-распределенной нагрузки, действующей в прямоугольной области. При 
этом в трехмерном слое: во-первых, определено существование областей, где решение убывает 
на бесконечности настолько быстро, что поток энергии в них не распространяется; во-вторых, 
впервые получены выражения для перемещений в области действия нагрузки, на основании 
которых выведена простая формула для закачиваемого в слой потока энергии; в-третьих, про-
ведено численное сравнение закачиваемого потока энергии и потока энергии, уходящего на 
бесконечность, которое показало их практическое совпадение. 

Литература

1. Белоконь, А. В. Гармонические колебания в акустическом трехмерном слое под действи-
ем равномерно распределенной в прямоугольной области нагрузки / А. В. Белоконь, О. А. Бе-
локонь // Изв. вузов. Сев.-Кавк. регион. Естеств. науки. – 2003. – № 4. – С. 111–113.

2. Bolgova, A. I. Wave propagation problem in three-dimensional inhomogeneous isotrop-
ic layer / A. I. Bolgova // AIP Conference Proceedings 2312, 050003 (2020). – URL: https://doi.
org/10.1063/5.0035695.

3. Болгова, А. И. Анализ энергетических характеристик в трехмерном изотропном слое, 
укрепленном пластиной / А. И. Болгова // Математическое моделирование процессов и си-



1149

стем: Материалы IX Межд. молодежн. науч.-практ. конф. / отв. ред. С. А. Мустафина. – Стерли-
тамак : Стерлитамакский филиал БашГУ, 2019. – 431 с.

4. Белоконь, А. В. Колебания упругой неоднородной полосы, вызванные движущимися на-
грузками / А. В. Белоконь // ПММ. – 1982. – Т. 46, № 2. – С. 296–302.

5. Гринченко, В. Т. Гармонические колебания и волны в упругих телах / В. Т. Гринченко, 
В. В. Мелешко. – Киев : Наук. Думка, 1981. – 284 с.

6. Фелсен, Л. Излучение и рассеяние волн / Л. Фелсен, Н. Маркувиц. – Москва. – 1078. – 
Т. 2. – 547 с.



1150
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ЗАРОЖДЕНИЕ И РАСПРОСТРАНЕНИЕ ТРЕЩИН РАЗРЫВА 
ПРИ УДАРЕ КЛИНОМ ПО УПРУГОВЯЗКОПЛАСТИЧЕСКОМУ МАТЕРИАЛУ

Воронежский государственный университет

Быкова М. И., Богомолова Т. Г., Некрасова Н. Н., Шашкин А. И.

Аннотация. Рассматривается зарождение и распространение волн сильного разрыва 
упруговязкопластической среды, порожденных ударом твердого клина со скоростью V0. 
Показано, что в точках сопряжения плоской и цилиндрической частей волн пластиче-
ского нагружения возникает разрыв касательной скорости, который растет во времени и 
ведет к разрыву касательных к волне перемещений. При этом для короткого по времени 
удара, точка разрыва градиента касательной скорости является головной точкой развива-
ющейся трещины, то есть генератором бегущей трещины.
Ключевые слова: удар, волна, остаточные деформации.

Введение

Под трещиной будем понимать пространственную поверхность S  ограниченной кривой L 
распространяющейся в пространстве со скоростью 1C  продольных (или 2C  поперечных) упру-
гих волн [1, 2, 6]. Передняя кромка L  аппроксимируется δ -окрестностью упруговязкопласти-
ческого поведения материала [1, 4, 5]. Критерием движения вершины трещины (передней 
кромки трещины L) является достижение в δ -окрестности вершины предельного напряжен-
ного состояния удовлетворяющего условию пластичности Мизеса для трещины продольного 
или поперечного сдвига, или достижения предельного значения напряжения отрыва для тре-
щины отрыва.

1. Постановка задачи

Рассматривается скользящий прямой удар абсолютно твердым клином по упруговязкопла-
стическому материалу (рис. 1).

При динамическом взаимодействии поверхности клина с окружающим его упруговязко-
пластическим материалом [1–3] возникают упругопластические продольные и сдвиговые вол-

ны, распространяющиеся со скоростями упругих волн 1
2C λ µ

ρ
+

=  и 2C µ
ρ

=  (здесь: ρ  – 

Рис. 1. Изображение элемента клина с углом раствора 2 ,α  имеющего мгновенную скорость 
по вертикали – 0V  и вдоль ребра клина – 0W
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плотность материала; ,λ µ  – упругие параметры Ламе). Боковая поверхность клина 
порождает плоские волны, а ребро клина порождает цилиндрические волны (рис. 2).

а) б)
Рис. 2. а) Изображение отошедших от клина продольной 1Σ  и сдвиговой 2Σ  волн; 

б) Аппроксимация угловой точки клина цилиндрической поверхностью 0Σ  малого радиуса δ  
и изображение цилиндрических волн 1Σ  и 2Σ

2. Кинематика течения материала за фронтами продольной и сдвиговой волн

В момент удара материал окружающей среды, прилегающий к угловой точке поверхности 
клина, получит скорость 

	 0 0 0 0
1 1 2 2nV V n V Vτ ττ τ= + +

	 cos ,  sin( );,  0n ϕ ϕ−=
	 1 sin ,  cos ,  ;( )0τ ϕ ϕ= 	 (1)

	 ( )2 0,  ;0,  1τ =

	 [ ]0 1 0 2sin ;  cos ;  ;  0,  1 .nV V V fV V fW fτ τϕ ϕ= = = ∈ 	 (2)
на боковой поверхности клина .ϕ α=

На волнах 1Σ  и 2Σ  сильного разрыва скоростей, деформаций и напряжений выполняются 
условия [2–3]

	 ( )[ ] [ ] [ ] [ ] ,ij k k ij i j j iC V n V n V nσ λ δ µ− = + + 	 (3)
где , , 1, 2,3;i j k =  ijσ  – компоненты тензора напряжений в точке пространства, занятой мате-
риалом; iV  – скорость материальной точки среды; ijδ  – символ Кронекера; квадратные скобки 
означают скачок функции на фронте волны.

На фронте продольной волны 1Σ
	 1;C C=  1 1

k n 0;kV n V   = ≠     1
k 1 0.kV  τ =  	 (4)

	 1 1 .i n iV V n   =   
На фронте сдвиговой волны 2Σ
	 2;C C=  2 2 0;k kV Vττ   = ≠     2 0.k kV n  =  	 (5)

	 2 2 .i iV Vτ τ   =   
Выражения (3) для [ ]ijσ  на фронтах продольной 1Σ  и сдвиговой 2Σ  волн позволяют опре-

делить напряженное состояние упруговязкопластического материала в начальный момент за-
рождения волн по значениям скоростей среды за 1Σ  и 2Σ

	 0
0 sin ;nV V ϕ  = −   [ ] 0 1 0 2cos .i i iV fV fWτ ϕτ τ= − − 	 (6)
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	 ( )0
1 0 0sin 2 sinI

ij ij ij i jC V V n nσ σ λ ϕδ µ ϕ− − = − − 	 (7)

	 ( )2 0 1 0 22 cos 2 .I II
ij ij i j i jC f V n f W nσ σ µ ϕτ µ τ− − = − − 	 (8)

3. Напряженное состояние материала за фронтами волн вблизи поверхности клина

Из (7–8) определяются значения напряжений за фронтами 1Σ  и 2Σ  в зонах I и II в началь-
ный момент удара в материале со статическим напряженным состоянием 0

ijσ

	 ( )0 0

1

2 sin ,I
ij ij ij i j

V n n
C

σ σ λδ µ ϕ= − + 	 (9)

	 0 0
1 2

2 2

2 cos .II I
ij ij i j i j

V Wf n n
C C

σ σ µ ϕτ τ
 

= − + 
 

	 (10)

Первые инварианты тензоров напряжений в зонах I и II совпадают

	 ( )0 0
1

1

3 2 .I I II
kk kk kk

VJ
C

σ σ σ λ µ= = = − + 	 (11)

Девиаторные компоненты тензоров напряжений I
ijσ ′  и II

ijσ ′  определяются из (9–11)

	 ( ) 0 0
1

1

11 3 2 .
3

I I I
ij ij ij ij ij i j

VJ n n
C

σ σ δ σ µ δ ′ ′= − = + − 
 

	 (12)

	 0 0
1 2

2 2

2 cos .II I
ij ij i j i j

V Wf n n
C C

σ σ µ ϕτ τ
 

′ ′= − + 
 

	 (13)

Второй инвариант девиатора тензоров напряжений в зонах I и II, выступающий как мера 
интенсивности касательных напряжений, вычисляется

	
2

0 0 20 0
2 2

1 1

162
3

I I I
ij ij ij i j

V VJ J n n
C C

σ σ µ σ µ
 

′ ′ ′= = − +  
 

	 (14)

	 0 0
2 2 1 2

2 2

4 cosII II II I I I
ij ij ij i j ij i j

V WJ J f n n
C C

σ σ µ ϕσ τ σ τ
 

′ ′ ′ ′= = − + + 
 

	 ( )2 2 2 2 2
0 02

2

14 cos .f V W
C

µ ϕ+ + 	 (15)

Из (14–15) следует зависимость интенсивности касательных напряжений от скорости уда-
ра 0 0,V W  статического напряженного состояния среды 0

ijσ  и направления ϕ  на цилиндриче-
ской волне.

Рассмотрим случай статического напряженного состояния задаваемого тензором 

	

0

0

0
3

0 0
0 0 ;
0 0

σ
σ σ

σ

 
 

=  
 
 

 

( )

0 0
3

0 0
3

0 0
3

0 0
1 0 0 ,
3

0 0 2

σ σ
σ σ σ

σ σ

 − ′ = − 
  − 

	 (16)

для которого вычислим его вклад в 2J

	 ( )( ) ( )0 0 0 2 2 0 0
3 3

1 1cos sin ,
3 3ij i jn nσ σ σ ϕ ϕ σ σ′ = − + = −

	 ( )( )0 0
1 3

1 cos sin sin cos 0,
3

I
ij i jnσ τ σ σ ϕ ϕ ϕ ϕ′ = − − = 	 (17)

	 2 0;I
ij i jnσ τ′ =  ( )20 0 0 0 0

2 3
2
3ij ijJ σ σ σ σ′ ′= = − .
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С учетом (16–17) получим выражения для I
2J  и II

2J

	 ( )
2

0 0 0 20 0
2 2 3

1 1

2 16 .
3 3

I V VJ J
C C

µ σ σ µ
 

= + − +  
 

	 (18)

	 ( )2 2 2 2 2
2 2 0 02

2

14 cos .II IJ J f V W
C

µ ϕ= + + 	 (19)

Из (18–19) следует независимость интенсивности I
2J  касательных напряжений за 1Σ  от 

направления ϕ  и рост II
2J  (Рис. 3) с увеличением отклонения ϕ  от направления 0V  скорости 

удара.
Модель упруговязкопластического поведения материала полагает линейную связь интен-

сивности касательных напряжений, превышающих предел пластичности ( )2 2 ,J K−  с ин-
тенсивностью девиатора тензора скоростей деформаций 2I

	 ( )2 , ,
1,
2ij ij ij i j j iI V Vε ε ε= = +

	 2 22 .J K Iη− = 	 (20)
Здесь K  – предел пластичности материала; η  – коэффициент вязкости.
Вязкопластическое деформирование материала начинается и проходит при выполнении 

неравенства [4] 
	 2

2 2 .J K≥ 	 (21)
В процессе распространения цилиндрических и плоских участков волн 1Σ  и 2Σ  их интен-

сивность затухает за счет расширения площади фронта цилиндрического участка и за счет 
вязкого трения на скоростях деформаций [3].

а) б)
Рис. 3. Изображение скачка касательной компоненты скорости [ ]Vτ :

а) в начальный момент времени 0;t =  в) в текущий 0,t ≠
где ,L Lδ  – длины трещин, порожденные ударом клина по направлению ϕ  и ортогонально 

боковой грани клина
 

На рис. 3. изображена величина интенсивности касательных напряжений 2J  и аналогич-
ное распределение интенсивности скорости сдвига 2I  в начальный момент времени 0t =  и 

0.t >

	 II
2ä 20

2

II tJ J e
C t

αδ
δ

−=
+

	 (22)

на цилиндрическом участке сдвиговой волны 2.Σ

	 2 20
IIII tJ J e α−=  – на участке плоской 2 ,Σ 	 (23)

где 4 / 3α µ η=  [3].
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4. Генерация и рост трещины за фронтом сдвига

Экстремальные значения интенсивности 2J  касательных напряжений, интенсивности 2I  
скорости сдвига и скачка [ ]Vτ  скорости касательных скоростей на 2Σ  по направлениям 1 0,ϕ =  

2 2
πϕ =  и 2ϕ α=  могут вызвать скачок [ ]uτ  (24)–(25) перемещений за некоторый промежуток 

времени t∆  на этих направлениях на тонком слое s∆  (рис. 4).

Различие величин ,
S S

V V
s s

τ τ

+ −∆ ∆

∂ ∂      ∂ ∂   
 – можно рассматривать как скачок скорости 

Vτ  на конечном, но малом слое s∆

	 [ ]2 .
S S

V V s V ss s
τ τ

τ
+ −∆ ∆

 ∂ ∂− ∆ ≈ ∆ ∂ ∂ 
	 (24)

Короткий по времени удар ограничивает область деформаций в среде бегущей областью 
толщиной ( )1 2 ,C t C t∆ − ∆  где поверхность 2 t∆Σ  является волной пластической разгрузки, име-
ющей разрыв перемещений 

	 [ ] [ ]s s
u V tτ τ∆ ∆

= ⋅∆ 	 (25)
на направлении экстремума [ ]Vτ  на 2.Σ

Сам передний фронт сдвиговой волны 2Σ  в точке М по направлению экстремума 
2

1V
Σ

 яв-
ляется передней точкой развивающейся трещины, бегущей со скоростью сдвиговых волн. 

Направление ϕ α=  является специфическим особенным, поскольку вдоль него, справа и 
слева, касательная к фронту скорость Vτ  убывает по разным законам (22), (23) вследствие раз-
ной геометрии волновых фронтов 2δΣ  и 2 ,Σ  тем самым [ ] 0

S
Vτ α∆

≠  и на фронте волны разгруз-
ки 2 t∆Σ  будет

	 [ ] [ ] 0.
S S

u V tτ τα α∆ ∆
= ⋅∆ ≠

Таким образом, модель упруговязкопластической среды допускает распространение голов-
ного возмущения со скоростью сдвиговых упругих волн, ведущего к развитию скачков пере-
мещений, имеющих место на трещинах разрыва деформаций.

Для случая прямого удара гладким клином по ненапряженному материалу ( 0,f =  0 0,W =  
0 0ijσ = ) значения величины интенсивности сдвиговых напряжений на 20Σ  определяется

	
2

0
20 2

1

16 .
3

VJ
Cµ

 
=  

 
	 (26)

Условие пластичности (21) и закон затухания интенсивности 2J  (22), (23) дают уравнение 
для максимальной длины трещины

	 2

22
/01

2
0

2 3 ,
16

L CCK e
V L

δα

δ

δ
µ

− 
≤ 

 
	 (27)

Рис. 4. Изображение касательной скорости Vτ  за фронтом 2Σ  
на малой s∆  окрестности направления ϕ
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	 2

2
/1

0

3 .
8

L CCK e
V

α

µ
− 

≤ 
 

	 (28)

	 ( )4 / 3 .α µ η=
Для малых 2/L Cδα  линейная аппроксимация экспоненты приводит уравнения (27) к виду 

	 ( )2
0 2

3 1 / ,
8

A L L Cδ δδ α≤ − 	 (29)

здесь 1

0

KCA
Vµ

=  – характерное безразмерное число явления.

Максимальная длина L  боковой трещины определяется из (28)

	 2 1

0

2 22 ln .
3

C KCL
Vα µ

 
≤   

 
	 (30)

Максимальная длина центральной трещины определяется решением квадратного неравен-
ства (29)

	
4

0
0

2

64
9

VL
KCδ
µ δ

 
≤  

 
	 (31)

	 1

0

4 ; .
3

KCA
V

µα
η µ

= =

В рамках линейной аппроксимации экспоненты в неравенстве (27) следует вывод, что уве-
личение скорости удара 0V  ведет к увеличению длины L  боковой трещины и увеличению дли-
ны Lδ  центральной трещины по законам (30), (31) (рис. 5).
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УДК 539.219.3

ИССЛЕДОВАНИЕ ДИФФУЗИИ ВОДОРОДА В МАТЕРИАЛЕ 
С РАЗЛИЧНЫМИ ТИПАМИ ЛОВУШЕК

Институт проблем машиноведения РАН
Санкт-Петербургский политехнический университет Петра Великого

Е. А. Варшавчик

Аннотация. В статье представлена модель, описывающая процесс диффузии атомов во-
дорода по кристаллической структуре твердого тела. Рассматривалась как бездефектная 
структура тела, так и структура, содержащая ловушки для водорода. Актуальность дан-
ного исследования обусловлена явлением водородной охрупчиваемости, которое может 
привести к преждевременному разрушению материала. Рассматривается гипотеза о по-
явлении поверхностного слоя водорода при предварительном наводораживании образ-
ца, которая играет важную роль в дальнейшем изучении процесса десорбции водорода. 
Исследуется влияние поверхностного слоя водорода на десорбционные кривые. Сравни-
ваются десорбционные кривые, полученные путем моделирования с экспериментальны-
ми. Полученные результаты позволяют лучше понять взаимодействие атомов водорода 
со структурой твердого тела.
Ключевые слова: диффузия водорода, водородные ловушки, десорбция водорода, урав-
нение диффузии, законы Фика, численное моделирование, метод конечных элементов.

Введение

В процессе сорбции водорода из окружающей среды возможны изменения кристалличе-
ской структуры твердых тел. Данный процесс может негативно влиять на прочностные свой-
ства материала и, возможно, привести к преждевременному разрушению материала. Данный 
эффект называют водородным охрупчиванием материала. Для изучения подобных эффектов 
часто используется метод термодесорбционных спектров (ТДС) [1]. Метод ТДС позволяет 
определять энергию связи водорода в кристаллической решетке твердых тел и определять де-
фекты кристаллической решетки [2, 3]. Данный метод основан на предварительном насыще-
нии образца водородом и дальнейшей десорбции водорода из образца при его нагревании. 
Поток десорбированного водорода регистрируется датчиками и строятся кривые экстракции. 
Предварительное насыщение образца водородом и, как следствие, распределение водорода по 
образцу имеет большое влияние на форму получаемых кривых экстракции. В лабораторных 
условиях используются различные методы предварительной зарядки образца водородом, на-
пример: в газообразном водороде [4], в растворах электролитов при приложении разности 
потенциалов [5] и в солевых растворах [6].

При изучении процесса десорбции водорода обычно предполагается, что после предвари-
тельного насыщения образца водородом концентрация водорода равномерно распределяется 
по образцу. Поэтому распределение водорода по образцу часто не исследуется в эксперимен-
тальных работах, а иногда даже не измеряется концентрация после зарядки [7–10]. Однако 
экспериментально было обнаружено, что во время лабораторного насыщения водород рас-
пределяется не равномерно, а образует поверхностный слой, за пределы которого почти не 
диффундирует. 

Почти все твердые тела содержат дефекты кристаллической решетки, которые могут пре-
пятствовать или способствовать процессу диффузии водорода. Такие дефекты будем называть 
водородными ловушками. Ориани был одним из первых ученых, описавших захват водорода в 
ловушках [11]. Описание процесса основано на первом и втором законах Фика. Чтобы учесть 
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эффект захвата водорода, Ориани ввел «феноменологический» коэффициент диффузии, кото-
рый в этой статье будет называться «эффективным коэффициентом диффузии». Далее, исхо-
дя из предположения о локальном равновесии между концентрацией атомов водорода в кри-
сталлической решетке образца и в ловушках, Ориани вывел уравнение для описания процесса 
диффузии водорода с учетом ловушек. В своей работе Ориани исследовал влияние ловушки 
одного вида на процесс диффузии. Фишер в своей статье [7] обобщил соотношения для лову-
шек различных видов.

В настоящей статье для описания процесса диффузии будем опираться на гипотезу Ориани 
о локальном равновесии и рассчитываем эффективный коэффициент диффузии для несколь-
ких ловушек, следуя уравнениям Фишера. Фишер в своей работе проводил моделирование при 
постоянной температуре образца. В данной работе будет учитываться процесс нагревания при 
помещении образца в предварительно нагретую камеру.

Цель данной статьи – вывести уравнения процесса диффузии с учетом водородных лову-
шек, показать влияние наличия пограничного слоя на кривые экстракции и обосновать гипо-
тезу о наличии пограничного слоя.

1. Аналитическое описание процесса диффузии в бездефектной структуре

Рассмотрим твердое тело с бездефектной кристаллической решеткой. Ниже приведен пер-
вый закон Фика для диффузии атомов водорода в бездефектной решетке:

	 ( ).L Lj D grad c= − 	 (1)
где LD  – коэффициент диффузии водорода в бездефектной структуре, Lc  – концентрация ато-
мов водорода в каждой точке, j  – поток водорода. 

Согласно закону Аррениуса коэффициент диффузии LD  можно представить следующим 
образом: 

	 0 exp ,L
L

UD D
kT

 = − 
 

	 (2)

где 0D  – константа диффузии, LU  – энергия связи атомов водорода с кристаллической решет-
кой, k  – коэффициент Больцмана, T  – абсолютная температура. 

Для однородной структуры тела, параметры 0D  и LU  будут постоянны для всего объема, 
поэтому коэффициент диффузии LD  зависит только от температуры в рассматриваемой точке 
тела. 

Согласно второму закону Фика:

	 1 .
L

cc
D t

∂
∆ = ⋅

∂
	 (3)

Уравнение (3) устанавливает связь между пространственными и временными изменения-
ми концентрации водорода. 

2. Аналитическое описание процесса диффузии в дефектной структуре

Практически любое твердое тело имеет дефекты кристаллической решетки – водородные 
ловушки, которые могут создавать препятствия для диффузии атомов водорода. Ловушки 
можно разделить по видам, соответствующие определенной энергии связи с атомами водоро-
да. Примером ловушек могут служить ядра дислокаций. Для ловушек такого типа диффузия 
водорода будет происходить по дислокационным линиям.

Будем рассматривать m  видов ловушек и считать рассматриваемую систему закрытой. 
Каждый вид ловушек можно считать новым каналом диффузии водорода с соответствующим 
коэффициентом диффузии. Как частный случай, коэффициент диффузии для некоторых ло-
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вушек может быть равен нулю. Это означает, что атомы водорода не проходят через подобные 
ловушки. Есть вероятность выскакивания водорода из данных ловушек, дальше возможно 
движение уже по кристаллической решетке тела и попадание в подобный или другой вид ло-
вушек в другой точке тела.

Перепишем первый закон Фика (1) с учетом влияния ловушек, каждый вид которых воз-
можно представить новым каналом диффузии:

	
1

( ) ( ),
m

L L Tk Tk
k

j D grad c D grad c
=

= − − ∑ 	 (4)

где j  – суммарный диффузионный поток атомов водорода, TkD  – коэффициент диффузии 
водорода по ловушкам вида ,k  Tkc  – концентрация водорода в ловушках сорта .k

Введем следующие параметры: LN  – возможное количество молей водорода в бездефект-
ной кристаллической решетке тела; TkN  ( 1,..., )k m=  – количество молей водорода в ловушках 
вида ;k  Ly  – количество водорода, распределенного по кристаллической решетке; Tky  – коли-
чество водорода, распределенного по ловушкам вида .k  Предположим, что при захвате моля 
атомов водорода полная энергия системы уменьшается на величину .kE∆  Тогда полную энер-
гию Гиббса системы можно записать как

	
[ ]

[ ]0

1

ln (1 ) ln(1 )
,

ln (1 ) ln(1 )

L L L L L

m
k

Tk Tk Tk Tk Tk Tk Tk
k

y y y y N
G G RT Ey y y y N y N

RT=

 + − − +
 = + ∆  + + − − −    

∑
	 (5)

где R  – универсальная газовая постоянная, T  – абсолютная температура.
Параметр kE∆  может быть записан как разность между энергией связи водорода в кри-

сталлической решетке и ловушках вида :k
	 .k k LE U U∆ = − 	 (6)
Согласно закону сохранения массы в закрытой системе:

	
1

const.
m

L L Tk Tk
k

N y N y
=

+ =∑ 	 (7)

Гипотезе Ориани о локальном равновесии между концентрацией атомов водорода в кри-
сталлической решетке тела и ловушках соответствует минимум функции (5) по переменным 

Ly  и Tky  с учетом соотношения (7). Воспользовавшись методом множителей Лагранжа, прихо-
дим к следующему соотношению:

	 (1 ) exp ,
(1 )

L Tk k
k

Tk L

y y E K
y y RT

− ∆ = − = −  
	 (8)

где kK  – константа равновесия.
Выразим Tky  из уравнения (8):

	 ( ), 1,..., .
(1 )
L

Tk
k L k

yy k m
K y K

= =
+ −

	 (9)

Введем переменные TkV  и LV  – объемы, соответствующие одному молю водорода в ловуш-
ках вида k  и в решетке соответственно.

Тогда концентрацию водорода в решетке можно записать как:

	 .L
L

L

yc
V

= 	 (10)

Концентрация водорода в ловушках вида k  с учетом (9) может быть представлена в виде:

	 1 .
(1 )

Tk L
Tk

Tk Tk k L k

y yc
V V K y K

= = ⋅
+ −

	 (11)

И воспользовавшись уравнением (10), получим:
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( )

1 .
(1 )

L
Tk L

Tk k L L k

Vc c
V K V c K

= ⋅
+ −

	 (12)

Тогда общую концентрацию водорода можно записать:

	
1 1 1

1 11 .
(1 ) (1 )

m m m
L L L

L Tk L
k k kL Tk k L k Tk k L L k

y y yc c c c
V V K y K V K V c K= = =

 
= + = + ⋅ = + ⋅ + − + − 

∑ ∑ ∑ 	 (13)

Параметры , , , ,L Tk L TkV V D D  ( 1,..., )k m=  считаются постоянными по всему объему образца.
Вернемся к уравнению (4) и запишем градиент:

	
1, , ,

( , ) ( ) ( ),
m

TkL L
L Tk

kx t x t L x t

dcdc dcj x t D D grad c Dgrad c
dc dc dc=

 
= − +  = −

 
 

∑  	 (14)

где

	
1 ,,

.
m

Tk L
L Tk

k x tL x t

dc dcD D D
dc dc=

 
=  + 

 
 

∑ 	 (15)

Параметр D  будем называть эффективным коэффициентом диффузии. Этот параметр от-
ражает суммарное влияние диффузии водорода по кристаллической решетке и ловушкам.

Производная Ldc
dc

 в правой части уравнения (15) следует из уравнения (13):

	
( )

1

2
1

1 .
(1 )

m
kL L

k Tk k L L k

Kdc V
dc V K V c K

−

=

 
= + ⋅ 

+ −  
∑ 	 (16)

Выражение для производной Tk

L

dc
dc

 следует из уравнения (12) как

	
( )2 .

(1 )
Tk kL

L Tk k L L k

dc KV
dc V K V c K

= ⋅
+ −

	 (17)

Тогда второй закон Фика, соответствующий уравнению (14), примет вид:

	 1 .cc
D t

∂
∆ = ⋅

∂

	 (18)

Таким образом, уравнения (15), (16), (17) позволяют найти зависимость ( ).LD c  Что бы най-
ти зависимость ( ),D c  необходимо решить нелинейное уравнение (13) и выразить Lc  через .c  
В результате получаем зависимость ( )D c  и, представляя уравнение (18) в виде разностной 
схемы, мы можем смоделировать процесс диффузии водорода методом конечных элементов с 
учетом определенных граничных условий.

3. Эксперимент

Для получение экспериментальных данных был поставлен следующий эксперимент. Обра-
зец предварительно насыщали газообразным водородом, затем помещали в заранее нагретую 
камеру. Далее, с помощью датчиков измеряли поток десорбированного водорода с поверхно-
сти образца. Таким образом, были получены экспериментальные кривые экстракции, показы-
вающие зависимость потока десорбированного водорода от времени. 

В качестве образцов рассматривались цилиндрические заготовки из титанового сплава 
ВТ16. Радиус рассматриваемых образцов составлял 1.1R =  мм, 0 ,r R≤ ≤  высота 11 мм. Экспе-
риментально было установлено, что после предварительного насыщения образца водородом 
содержание внутреннего водорода соответствует 23 ppm. Это содержание соответствует кон-
центрации водорода 3179.4 .Ìîëü

ì
 Температура камеры, в которую помещался образец, состав-

ляла 1023 К. Экспериментальная нормированная кривая экстракции представлена на рис. 1.
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4. Моделирование и обсуждение результатов

Было проведено качественное сравнение моделирования с экспериментальными кривыми 
экстракции. Параметры кристаллической решетки брались следующими:

	
2 3

9 5 6
0 3.1081 10 ; 0.1 ; 8.62 10 ; 1023 ; 4.9 10 .L LD U k T V− − −= ⋅ = = ⋅ = = ⋅

ì ýÂ ì
ýÂ Ê

ñ Ê Ìîëü
Тогда согласно (2):

	
2

910 .LD −=
ì
ñ

Рассматривалась ловушка с параметрами:

	
3

5 5
1 1 16 10 ; 25 ; 1.6 10 .TV E K− −= ⋅ ∆ = = ⋅

ì êÄæ
Ìîëü Ìîëü

Граничные условия: 30 : 179.4 ;t c= =
Ìîëü

ì
 0,t >  : 0.r R c= =

На рис. 2 показано распределение начальной концентрации водорода по радиальной ко-
ординате цилиндрического образца без учета (рис.2 (а)) и с учетом (рис.2 (б)) поверхностного 
слоя водорода.

(a) (b)
Рис. 2. Формы распределения начальной концентрации водорода по радиальной координате 

без учета (рис. 2 (а)) и с учетом (рис. 2 (б)) поверхностного слоя водорода

Рис. 1. Экспериментальная экстракционная кривая
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Вначале был исследован процесс, где коэффициент диффузии по единственной ловушке 
был равен нулю: 1 0.TD =

На рис. 3 показано, как наличие и размер исходного поверхностного слоя водорода влияет 
на качественное поведение смоделированной кривой экстракции.

По рис. 3 можно сделать вывод, что увеличение концентрации водорода в поверхностном 
слое приводит к качественной сходимости моделируемой кривой и экспериментальной кривой.

Затем коэффициент диффузии по рассматриваемой ловушке рассматривался равным 
2

13
1 10 .TD −=

ì
ñ

 На рис. 4 показано влияние поверхностного слоя водорода на качественное по-

ведение моделируемой кривой экстракции в случае ненулевого коэффициента диффузии по 
ловушке.

Рис. 3. Экстракционная кривая при нулевом коэффициенте диффузии по ловушкам

Рис. 4. Экстракционная кривая при ненулевом коэффициенте диффузии по ловушкам
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По рис. 4 можно сделать вывод, что при ненулевом коэффициенте диффузии водорода че-
рез рассматриваемую ловушку увеличение поверхностного слоя также приводит к качествен-
ной сходимости моделируемой кривой и экспериментальной кривой. 

Таким образом, наличие поверхностного слоя изменяет форму кривой экстракции и ка-
чественно приближает ее к экспериментальной. В предположении начального равномерного 
распределения водорода были получены кривые экстракции, которые даже на качественном 
уровне не соответствовали эксперименту. Учет ненулевого коэффициента диффузии водоро-
да через ловушки изменяет форму кривой экстракции, однако наличие пограничного слоя, как 
и прежде, приближает моделирование к эксперименту.

Заключение

В данной работе была рассмотрена гипотеза о наличии поверхностного слоя при насы-
щении образца газообразным водородом. Была представлена модель диффузии водорода для 
бездефектной структуры тела и структуры тела с ловушками. Был смоделирован процесс диф-
фузии и исследовано влияние поверхностного слоя водорода на кривые экстракции. Было по-
казано, что наличие поверхностного слоя качественно меняет форму кривой экстракции и 
приближает моделируемые кривые к экспериментальным. Коэффициент диффузии по ловуш-
кам исследовался при нулевых и ненулевых значениях. В обоих случаях наличие поверхност-
ного слоя приближало моделирование к эксперименту. Это исследование предстоит провести 
для ловушек других видов и перейти от качественного описания к количественному.
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УДК 539.219.3

ЗАДАЧА ДИФФУЗИИ ВОДОРОДА ВО ВРАЩАЮЩЕМСЯ ЦИЛИНДРИЧЕСКОМ 
УПРУГОМ ТЕЛЕ ПОД ДЕЙСТВИЕМ ДВУХ СЖИМАЮЩИХ СОСРЕДОТОЧЕННЫХ СИЛ

Институт проблем машиноведения РАН

А. Р. Галяутдинова, С. А. Смирнов

Аннотация. Исследуется распределение концентрации водорода во вращающемся ци-
линдрическом упругом теле, сжатом двумя сосредоточенными силами. Данная пробле-
ма актуальна для диагностики отказа подшипников вследствие влияния водорода на 
механические свойства конструкций. В рамках исследования определяется плоское на-
пряженное состояние нагруженного упругого цилиндрического тела с помощью теории 
функций комплексного переменного. Используется переход к вращающейся системе ко-
ординат для получения статической задачи диффузии водорода в теле, нагруженном из-
вестными напряжениями. Аналитическое решение задачи включает методы асимптоти-
ческого анализа для упрощения дифференциального уравнения в частных производных, 
разложение в ряд Фурье и метод Галеркина для нахождения коэффициентов разложения 
для нескольких гармоник.
Ключевые слова: диффузия водорода, водородная хрупкость, уравнение диффузии, на-
пряженное состояние, подшипники качения.

Введение

Водород является одним из факторов, негативно влияющих на работоспособность кон-
струкций. Совокупность отрицательных явлений, вызванных повышенным содержанием во-
дорода в металле, называют водородной хрупкостью. Изучению природы водородной хруп-
кости посвящены десятки тысяч научных работ [1]. На данный момент существует несколько 
основных подходов к описанию влияния водорода на механические свойства материалов: мо-
дель разрушения вследствие локальной пластичности HELP [2], модель хрупкого разрушения 
HEDE [3, 4], модель с учетом внутреннего давления водорода [5] и многоконтинуальная модель 
[6, 7], учитывающая влияние водорода с разной энергией связи на механические характери-
стики материала. Известно, что даже чрезвычайно низкие концентрации водорода приводят к 
ухудшению механических свойств материала. При непревышении предельных концентраций 
водорода выполняются законы диффузии, сформулированные Фиком [8]. Второй закон Фика 
описывает изменение концентрации в одном измерении во времени. Обобщая уравнения Фика 
на трехмерный случай, получаем уравнение диффузии материала в упругом теле. А уравнение 
диффузии водорода в поле упругих напряжений [1] позволяет описать распределение водоро-
да в металле за счет его диффузии под действием внешних нагрузок. Решение этого уравнения 
исследуется в нашей задаче о диффузии водорода в нагруженных вращающихся упругих телах.

Подшипники являются одним из важнейших элементов многих механизмов, совершающих 
вращательное движение. Подшипники качения используются в электродвигателях, редукто-
рах и транспортных средствах, а также в различных промышленных станках. Это подтвержда-
ет практическую значимость изучения причин выхода из строя подшипников качения. В на-
стоящий момент в литературе нет исследований, посвященных теоретическому описанию 
распределения водорода во вращающихся телах качения подшипников. 

Целью данной работы является исследование распределения концентрации водорода во 
вращающемся цилиндрическом упругом теле под действием механических нагрузок. Данное 
исследование включает в себя решение задачи о напряженном состоянии цилиндрического 
упругого тела, а также получение аналитического решения уравнения диффузии водорода во 
вращающемся теле при действии на него найденного поля напряжений.
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1. Определение напряженного состояния упругого тела

Объектом исследования в данной задаче является цилиндрическое упругое тело радиуса ,a  
подверженное сжатию двумя сосредоточенными силами, приложенными в диаметрально про-
тивоположных точках внешней окружности в радиальном направлении. 

Рассматривается плоская постановка задачи, поэтому тензор напряжений имеет следую-
щий вид: 

	 ( ).r rϕ ϕσ σ τ= + + +r r r re e e e e e e eϕ ϕ ϕ ϕτ 	 (1)
Для определения напряженного состояния упругого тела использовался аппарат теории 

функций комплексного переменного. Согласно теории, поле напряжений во всем теле может 
быть восстановлено по известному вектору напряжений на поверхности тела. Таким образом, 
на комплексной плоскости записывается заданный на поверхности тела вектор напряжений. 
Вводится функция напряжений Эри, используется формула Гурса, связывающая функцию Эри 
с комплексными потенциалами Мусхелишвили. На основании теоремы Римана, используя ин-
теграл Коши, в результате решения системы функциональных дифференциальных уравнений 
находятся выражения для определения комплексных потенциалов через вектор напряжений, 
заданный на поверхности. Далее по формулам Колосова [9], связывающим комплексные потен-
циалы с компонентами тензора напряжений, находится искомое поле напряжений. Подробное 
описание решения напряженного состояния с помощью аппарата теории функций комплексного 
переменного приведено в [10]. В результате, были определены компоненты тензора напряжений:
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	 (4)

На рис. 1–3. изображены контурные графики распределений компонент тензора напряже-
ний (2)–(4) в цилиндрическом упругом теле под действием двух сжимающих сосредоточенных 
сил. На рис. 4. показан контурный график распределения среднего нормального напряжения, 
которое записывается следующим образом:

	 ( )
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2
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11 .
2

1 2 ) 2
r

r
P
a r rcos s

a

a a
in

ϕσ σ σ
π

ϕ ϕ

−
= + = −

 
− + 

 

	 (5)

Графики были построены для произвольно выбранных значений геометрических размеров 
тела и внешней нагрузки, с целью визуального качественного представления полученных рас-
пределений компонент тензора напряжений.
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Рис. 1. Распределение компоненты rσ Рис. 2. Распределение компоненты ϕσ

Рис. 3. Распределение компоненты rϕτ Рис. 4. Распределение среднего нормального 
напряжения

Из данных графиков видно, что, как и следовало ожидать, наибольшие значения напряже-
ний достигаются вблизи точек воздействия сил, а по мере удаления от линии действия нагруз-
ки поля довольно быстро уменьшаются до равномерного распределения. Под действием со-
средоточенных сил в теле возникают сжимающие радиальные напряжения и растягивающие 
окружные. 

2. Решение уравнения диффузии водорода во вращающемся цилиндрическом упругом теле

Определив напряженное состояние тела, переходим к исследованию диффузии водорода 
во вращающемся цилиндрическом упругом теле под действием найденного поля напряжений. 
Согласно [1], диффузия водорода в поле упругих напряжений описывается следующим урав-
нением:

	 ,H HDV DVC D C C C
RT RT

σ σ= ∆ − ∇ ∇ − ∆⋅ 	 (6)

где C  – концентрация водорода, D  – коэффициент диффузии водорода, HV  – парциальный 
молярный объем водорода, σ  – среднее нормальное напряжение, R – газовая постоянная, T  – 
абсолютная температура. 
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Решение данного уравнения проводится в полярной системе координат, поэтому искомая 
функция концентрации водорода ( ), ,C r tϕ  является функцией трех независимых перемен-
ных: радиуса ,r  угла ϕ  и времени .t  Предположим, что цилиндрическое тело вращается с по-
стоянной скоростью .ω  Чтобы уменьшить количество независимых переменных, осуществля-
ется переход к вращающейся системе координат, в результате которого материальная 
производная принимает вид:

	 .dC C C r C CC
dt t r t t

ϕ ω
ϕ ϕ

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
= = + + =

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
 	 (7)

Подставив данное выражение в уравнение (6), получим уравнение диффузии водорода во 
вращающейся системе координат. В этом уравнении в качестве поля напряжений, действую-
щего на тело, используется гидростатическая составляющая найденного поля напряжений (5), 
в результате имеем следующее уравнение:
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4 1 0.

1 2 2 1 2 2
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r r r rcos cos sin
a a a aV P C C CC

RT a r a Dr r r rcos cos
a a a a

ϕ ϕ ϕ
ω

π ϕ ϕ
ϕ ϕ

    
− + −    ∂ ∂ ∂    ∆ + − − = ∂ ∂ ∂    − + − +        

  (8)

Полученное двумерное дифференциальное уравнение в частных производных оказалось 
очень сложным. Для получения его решения в аналитическом виде, воспользуемся упрощени-
ем методами асимптотического анализа. Для этого будем далее рассматривать концентрацию 
только вблизи линии действия силы, таким образом, мы предполагаем малость углов .ϕ  Полу-
чим следующее упрощенное уравнение в частных производных:
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aV VP C P CaC sin

RT a a r RT a a Dr r
a a

ωϕ
π π ϕ

  
 + ∂ ∂  ∆ + − + = ∂ ∂    − −        

	 (9)

Поскольку теперь уравнение не имеет коэффициентов, которые сложным образом зависят 
от переменной ,ϕ  искомую неизвестную функцию концентрации водорода можно предста-
вить в виде ряда Фурье: 

	 ( ) ( ) ( )( )
0

, sin cos .n n
n

C r A r n B r nϕ ϕ ϕ
∞

=

= +∑ 	 (10)

Для получения распределения концентрации водорода в теле остается найти коэффициен-
ты разложения ( )nA r  и ( ).nB r  Для их нахождения выражение (10) подставляется в уравнение 
(9), полученное выражение умножается на базисные функции sin nϕ  и cos nϕ  (где 0,1, 2n =   …), 
далее они интегрируются по переменной ϕ  в интервале [ ]0; 2 .π  В результате мы имеем беско-
нечную систему обыкновенных дифференциальных уравнений для нахождения бесконечного 
числа коэффициентов ( )nA r  и ( ).nB r  

Здесь 0A  можно принять равным нулю, запишем обыкновенные дифференциальные урав-
нения для нахождения нескольких первых коэффициентов разложения: 0 ( ),B r  1( ),A r  1( ).B r  
Данные дифференциальные уравнения имеют следующую структуру: 
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	 (11)
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	 1 0.A
D
ω

− = 	 (13)

Чтобы найти выражения для некоторого числа неизвестных коэффициентов в разложении 
в ряд, необходимо ограничить бесконечную систему конечным числом уравнений и искомых 
функций. Пусть 2B  равно нулю, тогда уравнение (11) может быть вычислено для нахождения 

0.B  С использованием пакета символьных вычислений Mathematica было получено: 

	 ( ) ( ) ( )
2 2

0 2 1 2 2 2 2

1 ,
2 22 2

a K K r KB r C C Ei exp Ei
r a r a− −

         = + − + −          
	 (14)

где 4 ,HV PK
RT aπ

=  ( )Ei x  – интегральная показательная функция.

Коэффициенты интегрирования 1C  и 2C  в выражении (14) находятся из граничных усло-
вий. Ввиду линейности решения можем предположить, что на внешней границе концентра-
ция водорода равна единице. Используя это граничное условие и условие ограниченности ре-
шения в нуле, был вычислен коэффициент разложения 0:B

	 0 ( ) 1.B r = 	 (15)
Далее рассматривается нахождение коэффициента разложения 1( ).B r  В силу симметрии 

задачи предполагается, что концентрация водорода на внешней границе задается по следую-
щему закону: 

	 ( ) ( ) ( )0 1, ,C a B a B a cosϕ ϕ= + 	 (16)
где 0 ( )B a  и 1( )B a  известны. Получим следующее упрощенное обыкновенное дифференциаль-
ное уравнение:

	

2

2

1 1 12 32 2 22 2

2 2

1
1 4 1 1 1 4 1 0.

2
1 1

H H

r
aV VP r PB B B

r RT a a r RT a ar r
a a

π π
′′ ′

    
   + 
    + + − − =         − −            

	 (17)

Данное уравнение имеет сложную структуру, поскольку коэффициенты сложным образом 
зависят от переменной .r  Найдем приближенное решение этого уравнения, используя метод 
Галеркина. Поскольку метод предполагает нулевое граничное условие, решение рассматрива-
ется в виде:

	 ( ) ( ) ( )1 1 1 ,B r B a C f r= + 	 (18)
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где базисная функция обращается в ноль на границе:

	 ( ) 1 .rf r
a

= − 	 (19)

Необходимо определить константу 1C . Выражение (18) подставляется в уравнение (17), да-
лее умножается на базисную функцию и интегрируется по переменной r  в интервале [ ]0; .a  

В результате константа 1C  имеет вид: 1 1
1 4( ) 1 .
2

HV PC B a
RT aπ

 = − + 
 

 Тогда коэффициент 1( )B r  равен: 

	 ( ) ( ) ( )1 1 1
1 4 1 41 .
2 2

H HV VP P rB r B a B a
RT a RT a aπ π

 = − + + 
 

	 (20)

В результате мы получаем следующее линейное приближенное решение распределения 
концентрации водорода:

	 ( ) ( ) ( ) ( )0 1 1
1 4 1 4, 1 .
2 2

H HV VP P rC r B a B a cos B a cos
RT a RT a a

ϕ ϕ ϕ
π π

 = − + + 
 

	 (21) 

Мы продемонстрировали метод получения аналитического решения уравнения диффузии 
водорода во вращающемся цилиндрическом упругом теле в найденном ранее поле напряже-
ний при рассмотрении области вблизи линии приложения сосредоточенных сил. Решение по-
лучено с помощью представления искомой функции в виде разложения в ряд Фурье. Для на-
хождения коэффициентов разложения мы имеем систему обыкновенных дифференциальных 
уравнений, решение которой можно получить с помощью численных или приближенных ана-
литических методов. Было получено выражение для распределения концентрации водорода в 
теле вблизи линии действия сил при рассмотрении граничной задачи первого рода с заданным 
распределением концентрации на внешней границе. Решение было получено в первом при-
ближении с использованием метода Галеркина для нахождения коэффициента разложения 
искомой функции в ряд Фурье. 

Заключение

В данной работе исследовалась диффузия водорода во вращающемся цилиндрическом 
упругом теле под действием двух сжимающих сосредоточенных сил. В ходе исследования была 
приведена процедура определения напряженного состояния тела с использованием аппарата 
теории функций комплексной переменной. Поле напряжений имеет области концентрации 
максимальных значений сжимающих напряжений, расположенные вблизи точек приложения 
сосредоточенных сил, по мере удаления от этих областей напряжения довольно быстро спада-
ют до равномерного распределения. 

Записанное уравнение диффузии водорода во вращающемся цилиндрическом упругом 
теле в найденном поле напряжений оказалось очень сложным и допускало решение в замкну-
той форме. Поэтому были применены методы асимптотического анализа. В результате, поиск 
концентрации напряжений производился вблизи линии действия внешних сил. Аналитиче-
ское решение уравнения диффузии было получено путем сведения уравнения к бесконечной 
системе обыкновенных дифференциальных уравнений при разложении искомой функции в 
ряд Фурье. С использованием численных и приближенных аналитических методов было полу-
чено решение обыкновенных дифференциальных уравнений для нахождения коэффициентов 
разложения для нескольких гармоник. 

Данная проблема требует дальнейших исследований с целью получения распределения 
водорода по всему поперечному сечению цилиндрического тела. Задача имеет практическое 
значение, поскольку объект исследования может быть интерпретирован в качестве модели 
многих конструктивных элементов, например, тел качения роликовых подшипников. Опреде-
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ление распределения концентрации водорода в телах качения под воздействием механических 
нагрузок важно для диагностики остаточного ресурса подшипников качения при их эксплу-
атации в средах с высоким содержанием водорода, ввиду отрицательного влияния процессов 
диффузии водорода на механические характеристики металлов. 
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ЛУЧЕВОЕ РЕШЕНИЕ ЗАДАЧИ О ДИНАМИЧЕСКОЙ РАЗГРУЗКЕ 
УПРУГОВЯЗКОПЛАСТИЧЕСКОГО МАТЕРИАЛА

Институт автоматики и процессов управления ДВО РАН

Е. А. Герасименко, Л. В. Ковтанюк

Аннотация. В настоящей работе с помощью теории движущихся поверхностей разрывов 
и лучевого метода исследуются особенности динамического ответа упруговязкопласти-
ческого материала на внезапное проскальзывание в окрестности граничной поверхно-
сти. Предварительные деформации задаются точным решением квазистатической задачи 
о деформировании цилиндрического кольцевого слоя при повороте внешнего цилиндра.
Ключевые слова: упругость, вязкость, пластичность, большие деформации, волна раз-
грузки, лучевой метод.

Настоящая работа является продолжением цикла исследований, посвященных изучению 
влияния мгновенного снижения нагружающих усилий на развитое вязкопластическое течение 
[1, 2]. Для описания свойств материала примем модель больших упругопластических дефор-
маций с учетом чувствительности к скорости деформаций на стадии пластического течения 
[3]. В качестве поверхности нагружения принимаем условие пластичности Треска с учетом 
вязкого сопротивления пластическому течению [3]. Также примем условие несжимаемости с 
целью исключить из рассмотрения объемные деформации. Еще одним упрощающим предпо-
ложением будет условие малости обратимых деформаций по сравнению с необратимыми. 

Исследуемый материал помещен в кольцевой зазор между жесткими, бесконечно длинны-
ми цилиндрами. В цилиндрической системе координат ( )r, ,zϕ  уравнение поверхности вну-
треннего цилиндра записывается в виде 0 ,r r=  а внешнего r R=  0( ).r R<  До начала деформи-
рования материал находится в состоянии покоя. Материал начинает деформироваться 
квазистатически за счет поворота внешнего цилиндра r R=  с контролируемым медленно на-
растающим напряжением сдвига, в то время как внутренний цилиндр остается неподвижным. 
В этом случае точки среды движутся по круговым траекториям, а все искомые функции в ци-
линдрической системе координат зависят от радиальной координаты r  и времени .t  Отлич-
ными от нуля компонентами векторов перемещения ,u  скорости v  и тензора деформаций 
Альманси d  будут:

	 ( )
2

1 cos , sin , , , , ,
2 2r rr r
f fu r u r v r f d d f r

rϕ ϕ ϕ
ψψ ψ ω − ∂

= − = = = = = =
∂

	 (1)

где ( )r,tψ ψ=  – центральный угол закручивания точек среды, ( )= r,tω ω  – угловая скорость.
В области обратимого деформирования компоненты напряжений определяются согласно 

зависимостям:

	 ( ) ( ) ( ) ( )
2

22 , , , , ,
2rr zz r

b f
p s r t s r t f fϕϕ ϕ

µ
σ σ µ σ µ σ µ

+
= = − + − = − = − + = 	 (2)

а в области пластического течения и разгрузки:
	 ( ) ( )2 22 2 2 , 2 2 2 ,rr rr r rr rp b e be e p b e be eϕϕ ϕ ϕϕ ϕϕ ϕσ µ µ µ σ µ µ µ= − − + + + + = − − + + + + 	 (3)

	 ( ) 22 2 2 , 2 , .rr rr
zz rr r r r

r r

e e
p b e e e e

e
ϕϕ ϕϕ

ϕϕ ϕ ϕ ϕ
ϕ ϕ

σ σ
σ µ µ σ µ

σ
− −

= − − + + − = =

Здесь µ  и b  – упругие модули среды, ( , )p r t  – функция добавочного гидростатического 
давления, e  – тензор обратимых деформаций. Полагаем, что до тех пор, пока напряжения 
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сдвига ниже заданного порогового значения 0| |rϕσ σ≤  ( 0 const,σ =  0 kσ > ) на граничных по-
верхностях выполняются условия жесткого сцепления:

	 ( ) ( ) ( )0 0, , 0, , , const.u r t v r t R t tρϕσ α α= = = = 	 (4)
Первоначально материал испытывает обратимую (упругую) деформацию, а необратимые 

(вязкопластические) деформации начинают расти, когда на поверхности 0r r=  выполнится 
условие пластичности 0 0( , ) ,r r t kϕσ =  2 2

0 0 / .t kr Rα=  С этого момента в слое 0:V r r R≤ ≤  при-
сутствуют две области: область вязкопластического течения ( )

0: ( )PV r r m t≤ ≤  и область обра-
тимого (упругого) деформирования ( ) : ( ) ;EV m t r R≤ ≤  ( )r m t=  – уравнение движущейся 
упругопластической границы.

Для определения параметров напряженно-деформированного состояния необходимо про-
интегрировать уравнения равновесия в областях ( )EV  и ( ) ,PV  а затем найти неизвестные функ-
ции интегрирования из (4) и условия непрерывности перемещения, скорости и напряжения 
на упругопластической границе ( ).r m t=  Таким образом, в области вязкопластического тече-
ния ( )PV  получим:

	 ( ) ( ) ( )
2 2 2

0( ) 2 2 20
2 2 2 2 2

0 0

1 1 1 1 1 4 ln , ,
2 2

P
k r rc t rR t kt c t R t

r r r r r R
ψ α α

µ η α

 −    = − + − + + =    
     

	 (5)

2 2 2 2 2 2
( ) 2 0

2 2 2 2 2 2 2
0 0

1 1 1 1 1 12 ln , , ,
2 2 2 2

P
r r

rR R t k r R tR t k p kt e
r r r r r r R rφ φ

α α αω α
µ η η α µ

       = − + − + = − + =      
       

а в области упругого деформирования ( )EV

	 ( )
( ) ( )

( )( )22 2
0( ) 2 2 0

22 2 2 2
0 0

1 1 1 1 1 4 ln ,
2 2

E
k m t rc t rR t kt

r r r m t Rm t
ψ α

µ η α

 −    = − + − + +          

	 (6)

	
( ) ( )

2
( ) 2 0

22 2 2
0 0

1 1 1 1 1 2 ln .
2

E rR R t k
r r r m tm t

αω α
µ η

     = − + − +          
	

Напряжения в обеих областях выражаются зависимостями

  ( ) ( ) ( ) ( )
2 2

0 0 0
02 4 4 4 4

0 0

1 1 1 3, , , , ,
4 4r rr zz rr rr rr rr

c t c t c t
r t

r r r r rϕ ϕϕσ σ σ σ σ σ σ σ
µ µ

   
= = = − + = + + =   

   
	 (7)

а положение упругопластической границы находим из условия равенства на ней нулю скоро-
сти пластических деформаций p

rϕε

	 ( )
2

2, .p
r

t R t km t R
k rϕ

α αε
η η

= = − 	 (8)

В формулах (5)–(8) p  – тензор обратимых деформаций, k  – предел текучести, η  – коэффи-
циент вязкости.

В момент 2 2
0 0 /st t r Rσ α= =  достижения напряжением трения | |rϕσ  на поверхности 0r = r  

предельного значения 0σ  происходит мгновенное изменение граничного условия жесткой 
спайки на условие трения материала о жесткую цилиндрическую поверхность. В качестве по-
следнего примем условие постоянства касательного напряжения на 0r

	 ( )0 , ; const, .r s s s sr t  t t kϕσ σ σ σ= ≥ = <ïðè 	 (9)
Скачок напряжения ниже предела текучести приводит к распространению по слою волны 

разгрузки 1,Σ  положение которой в пространстве описывается уравнением 

1 0( ) ( ) .
s

t

t
r r t r G dξ ξ= = + ∫  В [4] показано, что в упруговязкопластической среде существуют два 
типа волн: продольные и поперечные, скорости которых совпадают со скоростями соответ-
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ствующих волн в упругой среде. Там же [4] показано, что пластические деформации в упруго-
вязкопластической среде остаются непрерывными при переходе через поверхность разрыва. 
В силу принятого ранее предположения о малости обратимых деформаций в нашем случае 
скорость волны разгрузки 1Σ  постоянна /G = µ ρ  (ρ  – плотность среды). Динамическое 
поведение материала за ударной волной разгрузки подчиняется уравнениям движения:

	
2

22 , , , ,r r rrrrr r
r r r r t t

ϕ ϕ ϕϕσ σ σ σσ ψ ψρ ψ ρ ψ ψ ψ
∂ −∂ ∂ ∂

+ = + = − = =
∂ ∂ ∂ ∂

    	 (10)

первое из которых служит для нахождения решения за волной, а второе для вычисления доба-
вочного гидростатического давления ( , )p r t  по найденному решению.

Таким образом, с момента st t=  формирования ударной волны материал деформируемого 
слоя разделяется на три области, в которых напряжения и деформации определяются по-раз-
ному. В области разгрузки (1)

0 1: ( )V r r r t≤ ≤  необходимо проинтегрировать уравнения движе-
ния (10), в области продолжающегося вязкопластического течения ( )

1: ( ) ( )PV r t r m t≤ ≤  и обла-
сти обратимого деформирования ( ) : ( )EV m t r R≤ ≤  будем считать справедливым решение 
квазистатической задачи. 

В процессе разгрузки ( 0)p
ijε =  компоненты тензора необратимых деформаций ijp  изменя-

ются как при жестком перемещении тела [3]. Компонента тензора пластических деформаций 
rp ϕ  перестает изменяться со временем в тех точках области ( )PV  через которые прошел волно-

вой фронт и в области (1)V  является только функцией координаты ( ).rp rϕ  Таким образом, 
уравнение движения в области (1)V  принимает вид:

	 ( ) ( )2 2
1 1

, , 2 3 2 2

23 2 2 .rr r

R r k rk k
r G Gr Gr r R

α τ τψψ ψ
η α

 
+ −  = − − + 

 



	 (11)

где , / ,r rψ ψ= ∂ ∂  2 2
, / ,rr rψ ψ= ∂ ∂  1 0( ) ( )/sr t r r Gτ = + −  – время прихода волны 1Σ  в точку с ко-

ординатой .r  Граничными условиями для (11) будут условие трения (9) на граничной поверх-
ности 0r = r  и условие непрерывности перемещений на фронте волны разгрузки 1( )r = r t

	 [ ] ( )
1 ( )1

0.
r r t

ψ ψ ψ+ −

Σ =
= − = 	 (12)

Квадратными скобками обозначен скачок функции на поверхности разрывов, 
1( ( ), )r t tψ ψ+ +=  – значение функции ( , )r tψ  непосредственно перед поверхностью разрывов, а 
1( ( ), )r t tψ ψ− −=  – непосредственно за поверхностью разрывов. 

В нашем случае уравнение (11) не может быть проинтегрировано точно, его приближенное 
решение строим лучевым методом, заключающимся в представлении решения за движущейся 
поверхностью разрывов в виде ряда Тейлора по времени в окрестности момента прихода вол-
нового фронта в данную точку пространства [5]. Так для угловой скорости ( , )r tω  в области 

(1)V  запишем:
	 ( ) ( ) [ ]( ) [ ]( ) ( )

1 1 1 1
1 1, .

t t t t
r t t t

τ τ τ τ
ω ω ω τ ω ω ω ω τ− − + +

= = = =
= + − +  = − + − − +  

  	 (13)

Аналогично можно записать лучевые ряды для функций напряжения и угла закрутки, при-
чем эти величины также выражаются через скачки угловой скорости и ее производных 

1 1[ / ]n ntω− −∂ ∂  ( 1,2 )n = ,… . Далее будем опускать индекс «+» для величин перед поверхностью 
разрыва. Обычно асимптотические ряды типа (13) ограничивают несколькими первыми чле-
нами. В данной работе сохраним линейные по времени слагаемые для напряжений и скорости 
и квадратичные для перемещений. 

С целью вычисления разрыва функции ( , )r tω  на ударной волне и разрывов ее производных 
n-го порядка необходимо продифференцировать уравнение движения 1n −  раз по времени, за-
писать результат с каждой стороны от волновой поверхности и вычислить их разность с учетом 
геометрических и кинематических условий совместности [6]. Таким образом, рекуррентно по-
лучим систему линейных неоднородных дифференциальных уравнений первого порядка:
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22 2 2

1 1 1
1 12 2 3 7/2

1 1 1 1 1 1

33 2 3 2, .
2 2 8

AGG G R t G kG GRk
t r r t r r r r

δχ δζα αχ ζ
δ η δ η η

 
+ = − + = − − 

 
	 (14)

В которой 
1

1 [ ] ,χ ω
Σ

=  
1

1 [ ] ;ζ ω
Σ

=   / tδ δ  – дельта-производная по времени от функции, задан-
ной на движущейся поверхности [6]. После интегрирования в области ( )1V  получим:

	 ( ) ( )
2 2

1 1 1
1 13/2 3/2 5/2 2

1 1 1 1 1 1 1

32 4 4 21 , ,
3 2 8

A B AGk R Gt kG Rt t
r Gr r r r r r

α αχ ζ
η η η η

 
= − + − = + + + 

 
	 (15)

	 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )21
1 1 1 1 1

1 1

1, , ,
2

P P P

t t
r t r t t

τ τ
ψ ψ τ ω χ τ ω ζ τ

= =
= + − − + − − +



( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2 22

1 1 11 1
1 1 1 1 12 2 2

3, ,
2r

rR RR r G Gr t k t
r G r G r r rϕ

µ χ τα τ α τα µσ χ τ ζ τ τ
η

    = + + + + − − − +   
    



Неизвестные константы 1A  и 1B  определяются при сопоставлении найденного решения с 
граничным условием (9).

Верхний индекс «(1)» означает, что вычисленные величины относятся к области (1) .V  Ана-
логичным образом можно при необходимости вычислить и следующие члены лучевого ряда. 
Принципиальных сложностей при этом не возникает, лишь возрастает объем вычислений. 

Найденное решение справедливо до момента времени mt t=  когда волна разгрузки достиг-
нет упругопластической границы ( ).r m t=  Начиная с момента 1,t = t  область с накопленными 
необратимыми деформациями больше не увеличивается и ограничена поверхностями 0r = r  и 

* 1 / .r m R t kα= =  В результате отражения 1Σ  от упругопластической *r m=  начинают движение 
поверхности разрывов с противоположно направленными скоростями: 2 2 * 1: ( ) ( )r r t = m G t tΣ = − −  
и 3 3 * 1: ( ) ( )r r t = m G t tΣ = + −  к граничным поверхностям 0r = r  и r = R соответственно. В области 

( )2
2 *: ( )V r t r m≤ ≤  движение среды подчиняется уравнению (11), а в области ( )3

* 3: ( )V m r r t≤ ≤  
уравнение движения принимает вид:

	 , , 2

3 0.rr rr G
ψψ ψ+ − =


	 (16)

Краевыми условиями для (11) и (16) будут условие непрерывности перемещений на по-
верхностях 2 2: ( )r r tΣ =  и 3 3: ( ),r r tΣ =  а также условие совпадения перемещений и напряже-
ний на упругопластической границе .r m∗=  Последнее обеспечивает нам гладкость решения в 
области 2 3( ) ( )r t r r t≤ ≤  в каждый момент времени, следующий за mt

	 [ ] [ ] ( ) ( ) ( ) ( )2 3 2 3

2 3 * * * *
0, 0, ,  .r rm m m mϕ ϕψ ψ ψ ψ σ σ

Σ Σ
= = = = 	 (17)

Решение для искомой функции ( , )r tω  за волнами 2Σ  и 3Σ  представим лучевыми рядами 
аналогичными (13) 

	 ( ) ( )( ) ( )( ) ( )2 1 1
2 2 2

2 2

,t
τ τ

ω ω χ ω ζ τ= − + − − +
 	 (18)

	 ( ) ( )( ) ( )( ) ( )3
3 3 3

3 3

,E E t
τ τ

ω ω χ ω ζ τ= − + − − +
 	 (19)

	 [ ] [ ] ( ) ( )2 1 * 3 1 *, , 2,3, / , / .i i
i i

i t m r G t r m Gχ ω ζ ω τ τ
Σ Σ

= = = = + − = + −

Дифференциальные уравнения для коэффициентов лучевых рядов получаем, применив к 
уравнению движения алгоритм описанный выше. После интегрирования, подстановки ре-
зультата в лучевые ряды и сравнения с граничными условиями, оказалось, что 3Σ  является 
ударной волной, а на волне 2Σ  скорость и ускорение остаются непрерывными, т. е. 2 2 0,χ ζ= =  
разрыв возникает лишь в производной ускорения. В рамках же принятого линейного по вре-
мени представления для угловой скорости решение в области 0 *r r m≤ ≤  по-прежнему опреде-
ляется соотношениями (15), а в области (3)V  имеем:
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	 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )23
3 3 3 3 3

3 3

1, , ,
2

E E Er t r t t
τ τ

ψ ψ τ ω χ τ ω ζ τ= + − − + − − +
 	 (20)

	 ( ) ( ) ( )
2 2

3 3 3 3 3
32 2 3/2

15, ,
8r

R A A BRr t t
r r rG r G rϕ

α τ µ µ µασ τ
 

= + + + + − + 
 

 	

	 3 3 3
3 33/2 3/2 5/2

3 3 3

3, ,
8

A B GA
r r r

χ ζ= = + 	

Константы интегрирования определяются согласно условиям (17). Следующее изменение 
волновой картины произойдет в момент времени ( )2 1 * / ,t = t R m G+ −  когда волна 3Σ  отразит-
ся от внешнего цилиндра ,r = R  дав начало сходящейся ударной волне 4 4 2: ( ) ( ).r r t = R G t tΣ = − −  
Движение среды в области ( )4

4: ( )V r t r R≤ ≤  подчиняется уравнению движения (16), краевыми 
условиями для которого служат условие прилипания на r = R  и условие непрерывности пере-
мещений на фронте волны 4.Σ  Построение лучевого ряда за волной 4Σ  абсолютно аналогично 
вышеописанному алгоритму. Движение поверхностей слабого разрыва, возникающих при от-
ражении ударных волн от упругопластической границы и стенок инструмента можно отсле-
дить, если сохранить в лучевых рядах (13) и (18)–(19) квадратичные по времени слагаемые. На 
этом этапе аналитическое исследование считаем законченным, расчет дальнейшего деформи-
рования при необходимости целесообразно вести численно, используя аналитическое реше-
ние для аппроксимации решения в узлах прифронтовой области.
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Введение

Для циклического нагружения характерен квазистатический режим. Однако есть и важ-
ные исключения. Это, например, нагружение элементов конструкций сваебойных молотов, 
отбойных молотков, автоматических артиллерийских и стрелковых систем с газовым двигате-
лем. В силу динамичности нагружения требуемая долговечность – число циклов нагружения 
до разрушения – в этих случаях не превышает 105 циклов, что находится в диапазоне малоци-
кловой усталости[1].

Долговечность конструкции определяется формулой [1]
	 0 *,N N N= + 	

где 0N  – число циклов до образования макротрещины; *N  – число циклов, в течение которых 
трещина подрастает до критического размера. Опыт показывает [1], что при образовании тре-
щины в зоне высокой концентрации напряжений и при значительном пластическом деформи-
ровании, характером для малоцикловой усталости, величина *N  оказывается значительно 
больше, чем 0.N  При этом можно, в первом приближении, считать, что

	 0 *0N N N= ⇒ = 	
и при этом полагать, что длина образовавшейся макротрещины 0a  достаточно мала. Такая 
гипотеза была выдвинута и подтверждена экспериментально в работах [2, 3]. В дальнейшем 
исследовании [4] она вошла как составленная часть в метод расчета долговечности в малоци-
кловой области, основанный на формуле Париса [5], модифицированной в работе [6] с целью 
учесть возможность пластического деформирования. Этот метод был применен к усталостно-
му расчету полых цилиндров [4, 7]; при этом результаты расчетов удовлетворительно согласо-
вались с экспериментальными данными.

Метод работы [4] ориентирован на квазистатическое нагружение. В настоящем исследо-
вании предпринята попытка обобщить его на случай действия динамической циклической 
нагрузки.

1. Основные соотношения

Исходным соотношением метода работы [4] является уравнение Париса [5]

	 ,n
I

da C K
dN

= ∆ 	 (1)

где a  – длина трещины, IK∆  – приращение коэффициента интенсивности напряжений
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	 max min ,I I IK K K∆ = ∆ − ∆ 	 (2)
где max ,IK  minIK  – максимальное и минимальное значение IK  в цикле нагружения; ,C  n  – экс-
периментально определяемые характеристики материала. Интегрируя соотношение (1), мож-
но получить значение долговечности в виде

	 ( )
0

1 .
ca

n
I

a

N K da
C

−= ∆∫ 	 (3)

Здесь ca  – критическая длина трещины. При превышении этой величины начинается неу-
стойчивый рост трещины. Равенство (3) обобщается на упругопластические материалы введе-
нием в рассмотрение циклического J -интеграла [6]

	 ( )2

max min .J J J∆ = − 	 (4)

Если пластические деформации отсутствуют, то справедлива формула [5]

	 2 ,
1I
E JK

ν
=

−
	 (5)

где E  – модуль Юнга, ν  – коэффициент Пуассона. Очевидно, что в этом случае будет также 
справедливо соотношение

	 2 .
1I
E JK

ν
∆

∆ =
−

	 (6)

После подстановки выражения (6) в формулу (3) получим

	 ( )
0

1 ,
ca

m

a

N J da
D

−= ∆∫ 	 (7)

где новые константы ,D  m  связаны со старыми соотношениями

	 ,
2
nm =  2 .

1

mED C
ν

 =  − 
	 (8)

Выражение (7) значительно лучше, чем (3), согласуется с экспериментальными данными 
при больших скоростях роста трещины, когда влияние пластического деформирования суще-
ственно [8–10].

Если для материала известна вязкость разрушения ,I CK  то по формуле (5) находится I CJ  и 
далее, по рассчитанной зависимости ( ) ,a a J=  определяется критическая длина трещины .ca  
В предположении, что минимально возможная длина трещины соответствует пределу устало-
сти 1,σ −  Эль-Хаддад получил следующую формулу [2]

	
2

0
1

1 ,
1.12

thKa
π σ −

 
=  

 
	 (9)

где thK  – коэффициент интенсивности напряжений, соответствующий минимально возмож-
ной скорости роста трещины (10–7 мм/цикл). Эта величина – пороговый коэффициент интен-
сивности напряжений – также является характеристикой материала.

Чтобы выполнить интегрирование в формуле (7), необходимо знать зависимость ( ).J a∆  
Для ее получения нужно решить динамические задачи нелинейной механики разрушения при 
различных значениях длины трещины .a  Именно нелинейной, так как было бы ошибкой счи-
тать, что при динамическом нагружении можно пренебречь пластическими свойствами мате-
риала. Эксперименты показывают, что «по мере ослабления импульса ударной нагрузки в ве-
ществе влияние упругопластических свойств среды на динамику ее движения становится все 
более существенным» [11].
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2. Метод решения динамической задачи нелинейной механики разрушения

Для решения линейной задачи механики разрушения разработан метод, основанный на 
методе прямых в сочетании с методом конечных элементов [12, 13]. Исходным соотношением 
является вариационное уравнение принципа возможных перемещений применительно к де-
формируемому твердому телу при малых деформациях (в плоской постановке)

	 ,k
k km km k k

S L

v u dS p u dL
t

ρ δ σ δε δ∂ + = ∂ ∫ ∫ 	 (10)

где S  – площадь поперечного сечения тела, содержащего трещину, L  – граничный контур 
сечения, ρ – плотность материала, t – время, ,kv  1,2k =  – поле скоростей, ku  – поле перемеще-
ний, kmσ  – тензорное поле напряжений, kmε  – тензорное поле деформаций, kp  – распределенная 
поверхностная нагрузка (массовые силы отсутствуют), δ  – символ вариации. Решение уравне-
ния (10) разыскивается в классе функций, удовлетворяющим главным граничным условием.

Схема решения задачи методом прямых такова. Уравнение (10) преобразуется к конечно-
разностному уравнению по времени. Пусть t∆  – величина шага интегрирования по времени, 
n – номер шага интегрирования. Конечноразностное представление производной по времени 
на n-м шаге имеет вид

	
1

,
n ny y y

t t

−∂ −
=

∂ ∆
	 (11)

где 1,ny −  ny  – значения y  на границах временного интервала. Величины, не содержащие про-
изводных по времени, представляются в виде

	
1

.
2

n ny yy
−+

= 	 (12)

В результате уравнение (10) оказывается эквивалентным следующей системе

  ( )
( )

( )

1
1 1 1

2

1 1

4 4 ;

2 .

n
n n n n n nk
k k km km k k k k k km km

S L S

n n n n
k k k k

uu u dS p p u dL v u dS
t tt

v u u v
t

ρ ρδ σ δε δ δ σ δε
−

− − −

− −

     
 + = + + + −     ∆ ∆∆     


= − − ∆

∫ ∫ ∫
	(13)

Вначале из первого уравнения определяются перемещения ,n
ku  затем из второго – скорости 

.n
kv  На каждом шаге интегрирования первое уравнение системы (13) решается методом конеч-

ных элементов. Подробно метод решения и примеры расчетов описаны в работах [12, 13].
Для решения динамических упругопластических задач в рассматриваемый метод необхо-

димо включать возможность учета пластических деформаций. Это достигается за счет объе-
динения подходов работ [4] и [13].

3. Пример постановки задачи о малоцикловой усталости при динамическом нагружении

В работах [14, 15] рассмотрены различные подходы к расчету на усталость запирающего 
узла полуавтоматического охотничьего ружья.

Как следует из рис. 1, наиболее напряженный участок граничного контура – это область 
сопряжения. Здесь наиболее вероятно появление трещины. Так как прямолинейные участки 
контура сопрягаются по окружности, удобно ввести полярную систему координат с центром, 
совпадающим с центром сопрягающей окружности.

Уравнение контура AB в этой системе координат имеет вид ,r R=  из напряжений на кон-
туре, в силу его ненагруженности, отлично от нуля только окружное напряжение .θθσ  Есте-
ственно предположить, что трещина появляется в точке, где θθσ  достигает максимума. Пусть 
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это точка C (рис. 2). Пока длина трещины a  намного меньше ,R  трещина прямолинейна и 
направлена по нормали к контуру AB. Приемлемо предположение, что участок устойчивого 
роста трещины, в пределах которого выполняется условие ,I CJ J<  невелик. При этом можно 
считать, что рост трещины – это удлинение (то есть она остается прямолинейной) и что тре-
щина относится к классу трещин нормального разрыва. Последнее допущение идет в запас 
прочности.

Теперь, как легко видеть, задача об усталостной прочности запирающего узла оказывается 
включенной в класс задач, решаемых изложенным методом.

Заключение

Методы расчета на усталость, основанные на теориях прочности, то есть на представле-
нии о том, что разрушение определяется величиной напряжений, приводят к большим по-
грешностям в условиях высокой концентрации напряжений. Это особенно проявляется при 
динамическом нагружении. Поэтому изложенный метод, суть которого заключается в исполь-
зовании для моделирования усталостного разрушения представлений механики разрушения, 
способен, при условии преодоления технических трудностей, давать адекватные численные 
результаты.

Рис. 1. Расчетная схема запирающего узла. AB – участок сопряжения

Рис. 2. Участок граничного контура с образовавшейся трещиной. Точка C  – точка зарожде-
ния трещины, a  – длина трещины, r , θ  полярные координаты точки M
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УДК 539.2/.6

ЗАКОН РАМБЕРГА – ОСГУДА. ВЫВОД. СВОЙСТВА. ОБОБЩЕНИЕ

Тюменский индустриальный университет

Н. Я. Головина

Аннотация. Предложено обыкновенное дифференциальное уравнение третьего порядка 
с переменными коэффициентами, решением которого является закон Рамберга – Осгу-
да. Это дифференциальное уравнение является строгим математическим обоснованием 
эмпирического закона Рамберга – Осгуда. Сформулирован вариационный принцип, как 
требование стационарности некоторой неинтегрируемой, линейной по вариациям, вари-
ационной формы. Показано, что вариационный принцип, сформулированный для зако-
на Рамберга – Осгуда, обладает двумя недостатками. Чтобы избежать этих недостатков, 
вариационный принцип обобщен так, что функционал обратимой части содержит ква-
дратичную форму первой и второй производной деформации по напряжению, а канал 
диссипации – неинтегрируемую линейную форму по вариациям первой и второй произ-
водной деформации по напряжению с модулем, отличным от модулей обратимой части. 
Обобщенный вариационный принцип позволяет получить обобщение закона Рамберга – 
Осгуда в виде линейной комбинации линейного полинома и двух степенных функций.
Ключевые слова: кривые деформирования упругопластических материалов; закон Рам-
берга – Осгуда; вариационный принцип.

Введение

Исследование свойств упругопластических материалов можно условно разделить на два 
взаимно дополняющих направления: феноменологические модели и моделирование внутрен-
не структурированных материалов. Множество эмпирических моделей, сформулированных 
на протяжении трех веков, можно отнести к первому направлению [1–15, 17]. Развитие вто-
рого направления связано как с классическим подходом к определению свойств композици-
онных материалов, так и бурным развитием наномеханики и использованием градиентных 
моделей при моделировании сред с микроструктурой и проектировании свойств мелкодис-
персных композитов и керамик. Наиболее популярной эмпирической моделью является закон 
Рамберга – Осгуда [15]. Работа посвящена исследованию уравнения, из которого вытекает за-
кон Рамберга – Осгуда, и его обобщения.

1. Обыкновенное дифференциальное уравнение, 
решением которого является закон Рамберга – Осгуда

Теорема 1. Дифференциальное уравнение, решением которого является закон Рамберга – 
Осгуда, имеет вид: 

	 11 122 0.A Aε σε′′ ′′′− = 	 (1)
Доказательство. Используя степенную подстановку ,kε σ=  получим следующее характе-

ристическое уравнение:
	 [ ]11 12( 1) 2 ( 2) 0.k k A A k− − − = 	 (2)
Решением дифференциального уравнения (1) является:
	 1

0 1 2( ) .nA A Aε σ σ σ= + + 	 (3)

Здесь 11
1

12

2.
2
An
A

= +



1183

Определим четыре формальных параметра 0 1 2 1, , ,A A A n  из требования, что на концах ин-
тервала определения (0;0)  и ( ; )u uε σ заданы деформации и их первые производные по напря-
жению:

	
1

1

0

0 1 2

1 0
( 1)

1 2 1

(0) 0

( )
(0) 1

( ) 1

n
u u u u

n
u u u

A

A A A
A E

A A n E

ε

ε σ σ σ ε
ε

ε σ σ −

= =


= + + =
 ′ = =
 ′ = + =

	 (4)

Здесь 0 , uE E  – касательные модули в начальной и конечной точках кривой деформирования.
Решением системы (4) является:

	 1

0

1 0

2 0

0
1

0

0
1

( )
(1 1 )

( 1 )

n
u u u

u

u u

A
A E

A E
E En

E

ε σ σ

ε σ

−

=
 =

= −
 − =
 −

	 (5)

Подставляя 0 1 2 1, , ,A A A n  в (3), получим:

	
1

0 0

( ) .
n

u
u

uE E
σσ σε σ ε

σ
  

= + −  
  

	 (6)

Закон деформирования (6) определен на интервале с координатами начала (0;0)  и конца
( ; ),u uε σ  а также величинами касательных модулей в этих точках. Для любой точки на кривой 
деформирования (например, для точки с координатами 0,2 0,2( ; ),ε σ  справедливо соотношение:

	
11 1

0,2 0,2 0,2
0,2 0,2

0 0 0 0,2 0

1 1 .
nn n

u u
u u

u uE E E E
σ σ σσ σε ε ε ε

σ σ σ
        

= + − → − = −                 

Исключая из (6) величину
1

0

1 ,
n

u
u

uE
σε

σ
  

−  
  

 можно убедиться, что (6) в точности совпадет 

с законом Рамберга – Осгуда:

	
1

0,2
0,2

0 0 0,2

( ) .
n

E E
σσ σε σ ε

σ
  

= + −      
	 (7)

Таким образом, эмпирический закон Рамберга – Осгуда получает свое строгое математи-
ческое обоснование и может быть отнесен к феноменологическим моделям свойств упруго-
пластических материалов. Однако в нем заложены серьёзные противоречия, требующие его 
корректного анализа. Покажем это.

2. Свойства закона Рамберга – Осгуда

Теорема 2. Вариационный принцип, из которого следует Теорема 1, содержит неположи-
тельно определенный функционал обратимой части и не содержит физических параметров, 
отражающих диссипативные свойства процесса деформирования.

Доказательство. Умножим (1) на вариацию деформации и проинтегрируем по области 
определения:

	 ( )11 12
0

2 0.
u

A A d
σ

ε σε δε σ′′ ′′′− =∫
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Представим эту линейную вариационную форму в виде суммы вариации некоторого функ-
ционала (отражающего обратимые процессы деформирования) и канала диссипации (неинте-
грируемой линейной вариационной формы, отражающей диссипативный процесс) [16].

[ ] [ ]11 12 11 12 12
0 0

2 2 ( ) 2
u u

A A d A A A d
σ σ

ε σε δε σ ε σε ε δε σ′′ ′′′ ′′ ′′ ′ ′′− = − + =∫ ∫

[ ] [ ]11 12 12 11 12 120
0

( 2 ) 2 ( 2 ) 2
u

uA A A A A A d
σ

σ σ

σ
ε σε δε ε σε δε σ=

=
′ ′′ ′ ′′ ′= + − − + − =∫

	 [ ]11 12 12 0
( 2 ) 2 uA A A σ σ

σ
ε σε δε =

=
′ ′′= + − − 	 (8)

[ ]11 12 12 12
0

( 2 ) ( ) ( )
u

A A A A d
σ

ε δε σ ε δε ε δε σ ε δε ε δε σ′ ′ ′ ′′ ′′ ′ ′ ′′ ′′ ′− + − + − − =∫
[ ]11 12 12 0
( 2 ) 2 uA A A σ σ

σ
ε σε δε =

=
′ ′′= + − −

[ ]11 12 12 12
0 0

1 1( 2 ) 2 2 ( ) 0
2 2

u u

A A A d A d
σ σ

δ ε ε σε ε σ σ ε δε ε δε σ′ ′ ′ ′′ ′ ′′ ′′ ′− + − − − =∫ ∫
Обратим внимание на то, что на концах интервала определения деформации заданы

0
0,uσ σ

σ
δε =

=
=  поэтому внеинтегральный член равен нулю, и вариационное уравнение (8) транс-

формируется в вариационный принцип:

	 [ ]11 12 12 12
1 1( 2 ) 2 2 ( ) 0.
2 2

A A A d A dδ ε ε σε ε σ σ ε δε ε δε σ′ ′ ′ ′′ ′ ′′ ′′ ′+ − + − =∫ ∫ 	 (9)

Первое слагаемое в (9) является вариацией функционала

[ ]11 12 12
0

1 ( 2 ) 2 0
2

u

A A A d
σ

ε ε σε ε σ′ ′ ′ ′′+ − =∫ .

Не трудно заметить, что в этом функционале отсутствует квадратичное по вторым произ-
водным слагаемое при наличии слагаемого, билинейного по первой и второй производной. 
Следовательно, этот функционал неположительно определен.

Первое утверждение Теоремы 2 доказано.

Второе слагаемое в (9) 12
0

1 2 ( )
2

u

A d
σ

σ ε δε ε δε σ′ ′′ ′′ ′−∫  является неинтегрируемой, линейной от-

носительно вариаций ,δε ′′  ,δε ′  вариационной формой. Она определяет диссипативный про-
цесс деформирования. Однако, физический параметр 12A  отражает обратимые свойства среды, 
так как фигурирует в билинейном слагаемом функционала обратимого процесса деформиро-
вания. Следовательно, уравнение (1) и соответствующий ему вариационный принцип (9) не 
содержит индивидуальных для каждого материала физических параметров, характеризующих 
диссипацию.

Второе утверждение Теоремы 2 доказано.
Как следствие недостатков существующего закона Рамберга – Осгуда (7), вскрытых дока-

зательством Теоремы 2, требуется обобщение вариационного принципа (9), свободного от об-
наруженных недостатков. 

3. Обобщение вариационного принципа, 
экстремалью которого является закон Рамберга – Осгуда

Обобщением вариационного принципа (9) является требование стационарности неинте-
грируемой вариационной формы:
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	 2
11 12 12 22 12

0 0

1 1( 2 ) 2 2 ( ) 0.
2 2

u u

A A A A d B d
σ σ

δ ε ε σε ε σ ε ε σ σ ε δε ε δε σ′ ′ ′ ′′ ′′ ′′ ′ ′′ ′′ ′ + − + + − = ∫ ∫ 	 (10)

Вариационный принцип (10) является обобщением принципа (9), а принцип (9) является 
частным случаем (10) при 12 12;B A=  22 0.A =

Требование стационарности неинтегрируемой, линейной по вариациям своих аргументов, 
вариационной формы (10) приводит к следующей математической модели обобщения закона 
Рамберга – Осгуда:

2
11 12 12 22 12 22 22

0

( 3 3 2 ) (2 4 )
u

A A B A B A A d
σ

ε σε σ ε ε δε σ′′ ′′′ ′′ ′′ − + − − − + − + ∫
	 2

11 12 12 12 22 22 0
( 3 ) (2 2 ) uA A B B A A σ σ

σ
ε σε σ ε δε =

=
′ ′′ ′′′ + + − − + − +  	 (11)

2
12 12 22 0

( ) 0.uA B A σ σ

σ
σε σ ε δε =

=
′ ′′ ′ + − + + = 

Кинетическое уравнение, вытекающее из (11), является обобщением кинетического урав-
нения (1), а уравнение (1) является частным случаем (11) при 12 12;B A=  22 0.A =  Введем обо-
значения:

	 11 12 12 12

22 22

( 3 3 ) ; .A A B B
A A

η ξ+ −
= = 	 (12)

Тогда соответствующее требованию стационарности (11) кинетическое уравнение прини-
мает вид:

	 2( 2) (2 4) 0.η ε ξ σε σ ε′′ ′′′ ′′′′− − + − = 	 (13)
Используя степенную подстановку ,kε σ=  получим следующее характеристическое урав-

нение:
	 2( 1)[ (2 1) ( 4 )] 0.k k k kξ η ξ− + − − + = 	 (14)
Чтобы корни характеристического уравнения (14) были действительными, следует потре-

бовать, чтобы дискриминант квадратичного полинома в (14) не был отрицательным:

	 2 2(2 1) 4( 4 ) 4 12 (4 1) 0D ξ η ξ ξ ξ η= − + + = + + + ≥

	 2 212 4 (4 1) 0D η= − + ≥
	 8 4 0 2η η− ≥ → ≤

	 1,2

3 212 8 2 2 .
38 2
2

ηη
ξ

η

− − −− ± − = = 
− + −


	 (15)

Условие (15) выполняется при 2.η ≤  При этом параметр ξ  должен принадлежать множе-
ству min max( ; ) ( ; ),ξ ξ ξ∈ −∞ ∪ + ∞  где:

	
min

max

3 2
2 .
3 2
2

ξ η

ξ η

 = − − −

 = − + −


	 (16)

С учетом требований действительности, корни характеристического уравнения (14) сле-
дующие:
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0

1

2

2 1

2

3 2

0
1

(2 1) (2 1) 4( 4 ) .
2

(2 1) (2 1) 4( 4 )
2

k
k

k n

k n

ξ ξ η ξ

ξ ξ η ξ

=
 =
 − − − − + + = =

 − − + − + + = =


	 (17)

Также следует учесть требование несингулярности деформации и величины, обратной ка-
сательному модулю, в начальной точке кривой деформирования. С учетом этого требования 
должно выполняться условие:

	
2

2
(2 1) (2 1) 4( 4 )

>1.
2

k
ξ ξ η ξ− − − − + +

= 	 (18)

Таким образом, множество физических параметров, одновременно удовлетворяющих тре-
бованию действительности характеристических корней (14) и несингулярности деформации 
и величины, обратной касательному модулю, является следующим:

	
3<

.2
<2

ξ

η

 −



	 (19)

После определения корней (17) можно построить общее решение уравнения (13):
	 1 2

0 1 2 3( ) .n nA A A Aε σ σ σ σ= + + + 	 (20)
Четыре постоянные интегрирования 0 1 2 3, , ,A A A A  в (20) в соответствии с (11) должны удов-

летворять следующим требованиям: в начальной и конечной точках интервала определения 
должны быть заданы напряжение и касательный модуль:

	
1 2

1 2

0 1 2 30
1( 1) ( 1)

1 0 1 2 1 3 2

( )(0) 0
.

(0) 1 ( )

n n
u u u u u

n n
u u u u

A A A AA
E A E E A A n A n E

ε σ σ σ σ εε

σ σ σ
−− −

 = + + + == = 
 = =  = + + =   

	 (21)

Решая линейную алгебраическую систему уравнений (21) относительно амплитуд 0 ,A  1,A  
2 ,A  3,A  получим:

	
1

2

0

1
0

2
0 0

2
2 1

1
0 0

3
2 1

0
1

1 1

( )

1 1

( )

u
u u

u n
u

u
u u

u n
u

A

A
E

n
E E E

A
n n

n
E E E

A
n n

σε σ
σ

σε σ
σ

−

−

=

 =



    − − −    
    = −
    

− − + −    
    = −

.	 (22)

Подставляя (22) в (20), получим физически нелинейный закон деформирования, обобща-
ющий закон Рамберга – Осгуда (7):

	

1 2 2 1

2 1

0 0 2 1 1 0 2 1

1 1( )
( ) ( )

n n n n

u u u uu
u u

n n

E E n n E E n n

σ σ σ σ
σ σ σ σσσε σ ε σ

       
− −                 = + − + −   − −   
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1 2 2 1

2 1

0 0 2 1 0 2 1

( ) ( )1 1 1 ( ) ( )( ) 1
( ) ( )

n n n n

u

n n
E E n n E E n n

σ σσ σ σε σ
   − −

= + − + −   − −   

	
1 2 1 2

1( 1) ( 1) ( 1) ( 1)
1 2 1 2 1 2

0 0 2 1 0 2 1

1 1 1 1( ) 1 .
( ) ( )

n n n n

u

n n n n n ndE
d E E n n E E n n

σ σ σ σσσ
ε

−
− − − −    − − +

= = + − + −    − −    
	 (23)

Выражение для касательного модуля:
1 2 2 1

1( 1) ( 1) ( 1) ( 1)

1 2 2 1

0 0 2 1 0 2 1

[ ]
1 1 1 1( ) .

( ) ( )

n n n n

u u u uu

u u

n n n n
dE
d E E n n E E n n

σ σ σ σ
σ σ σ σεσσ

ε σ

−− − − −        
 − −                  = = + − + −    − −    
  

(24)

Из (24) следует:

	

1 2( 2) ( 2)

1 2 1 2
2

0 2 1

[( 1) ( 1) ]
1

( )

n n

u uu

u u

n n n n
dE E
d E n n

σ σ
σ σε

σ σ σ

− −    
 − − −        = − − +  − 


	

2 1( 2) ( 2)

2 2 1 1

0 2 1

( 1) ( 1)
1 1 .

( )

n n

u u

u u

n n n n

E E n n

σ σ
σ σ

σ

− −    
− − −        + −  −  


Выражение для кривизны:
1 2( 2) ( 2)

1 2 1 2

3

0 2 1

( 1) ( 1)
1( )

( )

n n

u uu

u u

n n n n
dE dE d dEC E E
d d d d E n n

σ σ
σ σεσσ

ε σ ε σ σ σ

− −       − − −   
        = = = = − − +  − 



	

2 1( 2) ( 2)

2 2 1 1

0 2 1

( 1) ( 1)
1 1 .

( )

n n

u u

u u

n n n n

E E n n

σ σ
σ σ

σ

− −    
− − −        + −  −  


	 (25)

Теорема 3. Кривая деформирования, соответствующая обобщенному закону Рамберга – 
Осгуда (23), может иметь положительную кривизну. При этом кривая деформирования делит-
ся на два участка: один – с отрицательной кривизной, а другой – с положительной.

Доказательство. Пусть точки ( ; )p pε σ  и ( ; )h hε σ  являются точками перегиба и лежат вну-
три области определения обобщенного закона 0 .uσ σ≤ ≤  Другими словами, предполагается, 
что область определения разбивается точками перегиба на три сегмента, и средний имеет про-
тивоположную кривизну, чем остальные сегменты. В соответствии с (20) и (25) имеют место 
соотношения:

	 1 2 1 2
2( 1) ( 1) ( 2) ( 2)

1 2 1 3 2 2 1 1 3 2 2( ) ( 1) ( 1)n n n nC A A n A n A n n A n nσ σ σ σ σ
−− − − −   = + + × − + −   
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1 2

1 2

( 2) ( 2)
2 1 1 3 2 2

( 2) ( 2)
2 1 1 3 2 2

( 1) ( 1) 0

( 1) ( 1) 0

n n
p p

n n
h h

A n n A n n

A n n A n n

σ σ

σ σ

− −

− −

 − + − =


− + − =
	 (26)

	 1 2 1 2( 2) ( 2) ( 2) ( 2) 0n n n n
p h h pσ σ σ σ− − − −− =

	 2 1 2 1( ) ( ) .n n n n
h pσ σ− −=

Отсюда следует, что существование двух точек перегиба эквивалентно требованию равен-
ства нулю определителя системы (26):

	 1 2 2 1( 2) ( 2) ( 2) ( 2).n n n n
p h p hσ σ σ σ− − − −∆ = − 	 (27)

Требование (27) можно преобразовать к следующему виду:

	
2 1( )

1.
n n

p

h

σ
σ

−
 

= 
 

	 (28)

Из (28) следует, что внутри области определения даже обобщенный закон Рамберга – Осгу-
да не допускает существования участка противоположной кривизны, так как и 2 1( ) 0,n n− ≠  и

.p hσ σ≠  Однако, (28) не противоречит существованию одной точки перегиба и предположе-
нию, что область определения разбивается на два участка противоположной кривизны. Про-
верим это, предположив, что существует одна точка перегиба, т. е. (25) имеет единственный 
корень:

	
2 1

1
( ) 2 1 1

1 0 1 0

1 1
1 2 2

1 0 1 0

1 1 1 ( 1)
.

1 1 1 ( 1)

n n n n n
E E E

n n n
E E E

ε
σσ

σ ε
σ

−

    
− − − −    

      =        − − − −    
    

	 (29)

Уравнение (29), как степенное относительно uσ σ , имеет единственное решение, а кривая 
деформирования имеет единственную точку перегиба. Будем обозначать эту точку координа-
тами ( ; ).p pε σ  При этом кривая деформирования делится этой точкой на два участка: один – с 
отрицательной кривизной, а другой – с положительной».

Теорема 3 доказана.
В целом, кривая деформирования является четырех параметрической, причем четыре фор-

мальных параметра 0 ,A  1,A  2 ,A  3A  с помощью (4) и (5) выражены через физические параме-
тры, имеющие ясный физический и геометрический смысл: через координаты начальной (0;0) 
и конечной ( ; )u uε σ  точек кривой деформирования и величины касательных модулей 0; uE E  
в этих точках, а также через оставшихся формальными параметры 1 2, .n n

Заключение

Изложенное здесь исследование закона Рамберга – Осгуда привело к следующим результа-
там и выводам. Предложено обыкновенное дифференциальное уравнение третьего порядка 
с переменными коэффициентами (1), решением которого является классический закон Рам-
берга – Осгуда (7). Это дифференциальное уравнение является строгим математическим обо-
снованием эмпирическому закону Рамберга – Осгуда. Сформулирован вариационный прин-
цип (9), уравнением Эйлера которого является предложенное уравнение. Этот вариационный 
принцип является требованием стационарности некоторой неинтегрируемой, линейной по 
вариациям, вариационной формы. При этом вариационная форма представлена в виде суммы 
вариации некоторого функционала, определяющего обратимые процессы деформирования, 
и неинтегрируемой формы (канала диссипации), определяющей диссипативные процессы де-
формирования. Показано, что сформулированный под закон Рамберга – Осгуда вариационный 
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принцип обладает двумя недостатками. Первый – функционал обратимой части не является 
положительно определенной квадратичной формой. Второй – канал диссипации необрати-
мой части содержит единственный физический параметр, одновременно входящий и в фор-
мулировку функционала обратимой части. Чтобы избежать этих недостатков, вариационный 
принцип обобщен (10) так, что функционал обратимой части содержит квадратичную форму 
первой и второй производной деформации по напряжению, а канал диссипации – неинтегри-
руемую линейную форму по вариациям первой и второй производной деформации по напря-
жению с модулем, отличным от модулей обратимой части. Уравнение Эйлера, вытекающее из 
требования стационарности этой обобщенной вариационной формы имеет четвертый диф-
ференциальный порядок (13). Соответственно, число постоянных интегрирования позволяет 
выполнить требования (21), чтобы деформация и касательный модуль в начальной и конечной 
точке кривой деформирования были заданными (определялись из эксперимента). В результа-
те получено решение, дающее непротиворечивое обобщение закона Рамберга – Осгуда (23) и 
позволяющее построить универсальную шести параметрическую кривую деформирования с 
отрицательной кривизной для любого упругопластического материала. Однако, доказана тео-
рема, что кривая деформирования в соответствии с обобщенным законом Рамберга – Осгуда 
может иметь не более одной точки перегиба, а потому не может быть использована для моде-
лирования свойств упругопластических материалов, у которых на кривой деформирования 
есть участок положительной кривизны [17].
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Д. В. Гоцев1,2, А. В. Ковалев1,2, Ю. В. Малыгина1

Аннотация. Представлено решение задачи об определении напряженно-деформирован-
ного состояния упрочняющейся упругопластической трубы из сжимаемого материала, 
находящейся под действием температурных эффектов. Рассматривается решение задачи 
при условии пластичности Мизеса. Будем считать, что предел текучести не зависит от 
температуры.
Ключевые слова: упругость, пластичность, температура, упрочнение, сжимаемость, ус-
ловие пластичности Мизеса, упругопластическая труба, напряжения, деформации, пере-
мещения, радиус упругопластической трубы.

Введение

Решения ряда задач механики и математического моделирования представлены в работах 
[1–20]. В работе [1] определено напряженно-деформированное состояние в упрочняющейся 
упруговязкопластической трубе с учетом температуры. При этом материал трубы считался 
несжимаемым. В работе [2] с помощью метода возмущений решается задача определения на-
пряженно-деформированного состояния в упругопластической трубе с учетом сжимаемости 
материала. Задача определения напряженно-деформированного состояния упругопластиче-
ской трубы с учетом температуры и сжимаемости материала представлена в работах [8–12]. 
В статье [13] определены уравнения для напряженного состояния упрочняющейся упругопла-
стической трубы при учете температуры и сжимаемости материала. В настоящей работе пред-
ставлены выражения напряжений, перемещений и радиуса упругопластической границы для 
упрочняющейся упругопластической трубы для случая плоской деформации.

Материал и методы исследования

Рассмотрим упрочняющуюся упругопластическую круглую толстостенную трубу, попе-
речное сечение которой ограничено окружностями радиусов a  и b  ( )a b<  из сжимаемого 
материала, находящуюся под действием равномерного внутреннего давления .p  Предел теку-
чести предполагается не зависящим от температуры. Температура трубы дается выражением 

ln( ),T P Q r= −  где ,P Q  – известные постоянные. Данное соотношение является известным 
решением уравнения теплопроводности и изменяется по логарифмическому закону [6, 7].

Согласно уравнениям, полученным в работе [13], можем записать соотношения для полей 
напряжений и перемещений в упругой и пластической областях трубы в форме.
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где , ,r zθσ σ σ  – компоненты тензора напряжений в цилиндрической системе координат, δ  – ма-
лый параметр, E – модуль упругости, c – коэффициент упрочнения, k  – предел текучести, µ  – 
коэффициент Пуассона, α  – коэффициент температуропроводности [15, 16], (0) ln( ),T P Q r= −  
u – компонента радиального перемещения, верхние индексы ,e p  – определяют соотношения, 
соответственно, в упругой и пластической областях.

Постоянные M  и D  определим из условия непрерывности напряжений и перемещений на 
упругопластической границе.
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Соотношение для определения радиуса упругопластической границы ( )sr  имеет вид

3
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где (0)
sr  определяется из уравнения 

( )
( )

2
2(0) 2

(0) 2 2
2 2

2 32 4 ln .
2 3 2 3 2 3 3

s
s

E c arE E br b b p
E c E c a k E c a cb

  + 
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Примем следующие значения постоянных [6]:
5

2 22,1 10 ; 0,000011; 1 ; 2 ; 100 115ln( ) ; 7000 ;MH MHE a b T r C kα= ⋅ = = = = − ° =ñì ñì
ì ì

3
2 23, 4 10 ; 7800 .MH MHc p= ⋅ =

ì ì
Разрешая уравнение для определения радиуса упругопластической границы, принимая во 

внимание представленные значения постоянных, получим, что радиус упругопластической 
границы будет равен 1,31 .sr = ñì

Заключение

Таким образом, в настоящей работе представлены выражения напряжений и перемеще-
ний, полученных в ходе решения задачи об определении напряженно-деформированного со-
стояния упрочняющейся упругопластической трубы с учетом температуры и сжимаемости 
материала. 

Сравнение результатов, полученных при решении данной задачи, с результатами работ 
[1, 4, 12], показывает удовлетворительное совпадение этих результатов.
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УДК 539.3

СТРУКТУРНЫЕ МОДЕЛИ НЕУПРУГОГО ДЕФОРМИРОВАНИЯ 
МОНОКРИСТАЛЛИЧЕСКИХ СПЛАВОВ НА НИКЕЛЕВОЙ ОСНОВЕ

Санкт-Петербургский политехнический университет Петра Великого

А. И. Грищенко

Аннотация. С развитием газотурбинных двигателей (ГТИ) и установок (ГТУ) возрас-
тают требование к их безопасности и экономичности, что, в свою очередь, приводит к 
необходимости разработки современных материалов. Наиболее нагруженной деталями 
двигателя являются турбинные лопатки, работающие при высоких центробежных на-
грузках и температурах (до 1100 °С). На данный момент практически безальтернативны-
ми материалами для изготовления лопаток первых ступеней являются монокристалли-
ческие сплавы. В настоящем исследовании разработаны структурные модели неупругого 
деформирования монокристаллических сплавов на никелевой основе, учитывающие их 
микроструктуру. Результаты моделирования с использованием предложенной двухуров-
невой микроструктурной модели материала демонстрируют хорошее соответствие с экс-
периментальными данными для монокристаллического жаропрочного сплава CMSX-4 и 
ЖС-32.
Ключевые слова: монокристалл, системы скольжения, ползучесть, пластичность, микро-
механические модели, микроструктура, структурные модели, гомогенизация.

Введение

Монокристаллические сплавы на никелевой основе представляют собой класс материалов, 
обладающих уникальными свойствами. Так, отсутствие межзереных границ приводит к сни-
жению термонапряжений по сравнению с поликристаллическими материалами, рост сопро-
тивление многоцикловой усталости и высокотемпературной ползучести, а также высокие по-
казатели длительной прочности. На микроскопическом уровне монокристаллические 
суперсплавы представляют собой композиционный материал, матрица которого состоит γ  
фазы (интерметаллидный сплав на никелевой основе), а квазипериодически расположенные 
дисперсные включения формируются на основе Ni3Al (γ ′  фаза) [1] (см. рис.1). Кубоидные 
включения γ ′  фазы имеют средние размеры ~500 нм, прослойки имеют поперечные размеры 
50–90 нм, объемная доля γ ′  фазы составляет порядка 70 % [1, 2].

При высокотемпературной ползучести происходит значительное изменение структур-
но-фазового состояния монокристаллических сплавов. Так изначально кубоидные частицы γ ′ 
фазы сращиваются между собой, образуя т.н. рафт-структуру, ориентированные либо вдоль, 

Рис. 1. Микроструктура монокристаллического сплава на никелевой основе [2]
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либо перпендикулярно направлению приложения нагрузки. В то же время происходит умень-
шение объемной доли γ ′  фазы [2]. Вышеперечисленные факторы приводят к изменению эф-
фективных упругих, а также вязких и пластических свойств материала. 

Модели, учитывающие изменение фазового состава, на данный момент находятся на ста-
дии разработки [1, 3–5]. Среди них стоит отдельно выделить модели, основанные на методе 
конечно-элементной (КЭ) гомогенизации [3]. Несмотря на удовлетворительное совпадения 
диаграмм деформирования и кривых ползучести, полученных путем моделирования с экспе-
риментальными данными, данный подход имеет ряд недостатков, связанных необходимостью 
проведение большого числа ресурсоемких численных экспериментов. В рамках настоящего 
исследования предпринята попытка моделирования неупругого поведения монокристалличе-
ских никелевых сплавов на основе реологических (структурных) моделей [6–8].

1. Микромеханические модели отдельных фаз

При формулировании определяющих уравнений каждого структурного элемента реологи-
ческих моделей ему сопоставлялась соответствующая фаза монокристаллического сплава на 
никелевой основе. Для каждой из фаз учитывались особенности кубической сингонии, различ-
ные механизмы упрочнения, наличие вязких свойств как ниже, так и выше предела текучести.

В рамках рассматриваемой микромеханической модели неупругого деформирования моно-
кристаллических сплавов на никелевой основе предполагается, что пластическое деформация 
происходит в результате скольжения в N  системах скольжения, характеризуемых нормалью к 
плоскости скольжения m  и направлением скольжения .s  Рассматриваемые монокристалличе-
ские сплавы имеют гранецентрированную кубическую решетку и имеют 12 октаэдрических си-
стем скольжения вида {111}<011> [1–3].

При конечных деформациях принимается концепция мультипликативного разложения 
градиента деформации F:

	 * ,p= ⋅F F F 	 (1)
где пластическая составляющая определяется уравнениями [1,9,10]

	
1

1
,

N
p p p α α α

α

γ
−

=

= ⋅ = ∑L F F s m

        ( ,...),fα αγ τ=        ,α α ατ = ⋅⋅ s mσ 	 (2)

а упругая при помощи равенств [1, 9, 10]

	 ( ) ( )* * * *1 1
2 2 ,

T

= − = ⋅ −E C 1 F F 1       * 4 *,= ⋅⋅S D E        
1* * * .

T

J
− −

= ⋅ ⋅S F Fσ 	 (3)

Множитель ,αγ  характеризующий интенсивность неупругой деформации в системе сколь-
жения ,α  рассчитывалась на основе уравнений:

• для вязко-упругой модели:

	 ( ) ( ),
mn

A signα α α αγ τ γ τ= 	 (4)
• для упруго-пластической модели:
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	 (5)

Внутренние переменные, характеризующие нелинейное изотропное и нелинейное кинема-
тическое упрочнение, определяются равенствами [10]:

	 , (1 ) ,R bQ h r r brα αβ β α α α
β

γ= = −∑  	 (6)
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	 ( ), .X Cx x sign X Dxα α α α α α ατ γ = = − −   	 (7)

В уравнениях (1)–(8) приняты следующие обозначения: σ – тензор напряжений Коши, 
eE  – тензор деформации Грина – Лагранжа, C  – тензор деформаций Коши – Грина, eS  – вто-

рой тензор Пиолы – Кирхгофа. 0 ,τ  ,b  ,Q  ,q  ,H  ,C  ,D  ,A  ,n  m  – константы материала (до-
пускающие зависимость от температуры, значения которых для рассматриваемых материалов 
приведены в табл. 1–3.

Таблица 1
Упругие характеристики элементов [11]

γ  фаза γ ′  фаза

[ ]001 ,E  ГПа 84.3 95.1

[ ][ ]001 010 ,ν  [–] 0.4 0.4

[ ][ ]001 010 ,G  ГПа 96.6 100.1

Таблица 2
Параметры вязко-упругой модели (4) [12]

γ  фаза γ ′  фаза

A, (MПa) n− 0.61∙10–51 1.99∙10–41

n, [–] 5.36 4.24
m, [–] 0 0

Таблица 3
Параметры упруго-пластических моделей (5)–(6) [2]

Тип упрочнения Параметр γ  фаза γ ′  фаза

Кинематическое
0 6τ , МПа 375 1130

,C  МПа 10522 3656

,D  [–] 10 10

Изотропное

0 6τ , МПа 375 1144

,H  [–] 1 1
,q  [–] 0.7 0.7
,b  [–] 10 10

,Q  МПа 178 60

2. Реологические модели

Простейшую оценку вязкоупругопластических свойств кривых деформирования моно-
кристаллических сплавов дает использование подходов Рейсса [13] (последовательное соеди-
нение элементов) и Фойгта [14] (параллельное соединение элементов) (рис. 2), опирающиеся 
на предположения о равенстве напряжений и деформаций в отельных структурных элементах 
соответственно. Каждый из реологических (структурных) элементов для γ  или γ ′  фазы явля-
ется упругопластическим или вязкоупругим в зависимости от рассматриваемой постановки.

При использовании подхода Рейсса (рис. 2а) тензор скоростей деформации может быть 
записан в следующем виде:
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	 ,c cγ γ γ γ′ ′= +  ε ε ε 	 (8)
а скорость неупругих деформаций определяется следующим образом [15]:

	
'

1 1
,

N N
p c c

γ γ

γ
α α α α

γγ γ
α α

γ γ′ ′
= =

= +∑ ∑P P ε 	 (9)

При использовании подхода Фойгта (рис. 2а) тензор суммарный тензор напряжений имеет 
следующее выражение:

	 ,c cγ γ γ γσ σ σ′ ′= +   	 (10)
В уравнения (8)–(10) ,cγ  cγ ′  – объемные доли γ  и γ ′  фазы соответственно 1( ),c cγ γ ′+ =  Nγ  

и Nγ ′  – число активных систем скольжения в структурных элементах, соответствующих γ  и 
γ ′  фазе соответственно.

Интегрирование (9) совместно (4) дает следующее выражение для вязкоупругих деформа-
ций в случае одноосного нагружения вдоль направления <001>:
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        = + +    
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	 (11)

где Re .us

E E
E

c E c E
γ γ

γ γ γ γ

′

′ ′

=
+

Аналогично, из (5), (6), (8) совместно с (2), в случае чисто кинематического упрочнения 
при нагружении вдоль направления <001> дает следующее выражение для упруго-пластиче-
ских деформаций:
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,	 (12)

а) б)
Рис. 2. Реологические (структурные) модели монокристаллических сплавов 

на никелевой основе: а) – модель Рейсса, б) – модель Фойгта
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В силу трансцендентности уравнений (1)–(7), в случае подхода Фойгта (параллельное со-
единение структурных элементов, рис. 2б) относительно σ, выражения для напряжений в от-
дельных структурных элементах не могут быть получены аналитически. Разрешение данных 
уравнений было выполнено численно, при помощи метода Ньютона. 

Кроме того, при условии ( )0 1D sign X
C

α α ατ τ τ− −   для чисто кинематического упрочне-

ния или 
( ) ( )07

1
1
b

QH q
sign Xα α ατ τ τ− −

+
  для чисто изотропного возможно приближен-

ное решение данных уравнений для упругопластического деформирования:
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	 (13)

где, для случая кинематического упрочнения: 
3
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3 4T

C E
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C Eγ

γ γ

γ γ

=
+
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' '

' '

3
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3 4T

C E
E

C Eγ

γ γ

γ γ

=
+

 для изотроп-

ного упрочнения 
( )

( )
3 1 7

,
3 1 7 4T

Q b H q E
E

Q b H q Eγ

γ γ γ γ γ

γ γ γ γ γ

+
=

+ +
 

( )
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' ' ' ' '

' ' ' ' '

3 1 7
,

3 1 7 4T

Q b H q E
E

Q b H q Eγ

γ γ γ γ γ

γ γ γ γ γ

+
=

+ +
 γσ  и 'γσ  – на-

пряжения в γ  и γ ′  фазе.

2. Верификация моделей

Верификация предложенных моделей осуществлялась путем сравнения результатов моде-
лирования с экспериментальными данными, взятыми из литературных источников. Ниже, в 
табл. 4 представлено сравнение значений напряжений для разных уровней пластических де-
формаций, полученных на основе предложенных подходов с экспериментальными данными 
для монокристаллического суперсплава CMSX-4 с объемной долей γ ′  фазы равной 70 % [16]. 
Результаты сравнения скоростей установившийся ползучести для разных значений объемной 
доли γ ′  фазы с данными для сплава ЖС32 [17] при одноосном растяжении ( xxσ  = 150 МПа) 
представлены в табл. 5.

Таблица 4
Сравнение напряжений при разных уровнях пластической деформации

,σ  МПа
,pε  % CMSX-4 [38] Рейс Фойгт

0,2 950 426 920
1 1005 627 955
2 1046 853 996
3 1081 1041 1059
4 1101 1148 1068
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Таблица 5
Сравнение скоростей установившийся ползучести для разных значений объемной доли γ ′ фазы

6 110 , cε −⋅
Объемная доля γ ′  фазы, % ЖС-32 [38] Рейс Фойгт

70 0.11 0.39 0.095
58 0.24 0.54 0.14

Заключение

Анализ полученных результатов позволяет заключить, что результаты, полученные на ос-
нове модели Фойгта демонстрируют хорошее совпадение с экспериментальными данными. 
Это делает возможным применение данной модели в качестве двухуровневой микроструктур-
ной модели монокристаллических сплавов на основе никеля. При пластических деформациях 
меньших 3 % модель Рейсса дает значительное отклонение от эксперимента, также значитель-
ное отличие данная модель дает и для скорости устранившийся ползучести. Таким образом 
при моделировании неупругого деформирования монокристаллических сплавов на никеле-
вой основе модель Рейсса использовать не рекомендуется.
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УДК 539.3

СВЯЗЬ УПРУГОПЛАСТИЧЕСКИХ ХАРАКТЕРИСТИК ОБРАЗЦОВ 
СЫПУЧИХ МАТЕРИАЛОВ С МИКРОХАРАКТЕРИСТИКАМИ, ЗАДАВАЕМЫМИ 

ПРИ ИСПОЛЬЗОВАНИИ МЕТОДА ДИСКРЕТНЫХ ЭЛЕМЕНТОВ

Институт горного дела им. Н. А. Чинакала СО РАН

Д. С. Журкина, С. В. Лавриков, А. Ф. Ревуженко

Аннотация. С использованием метода дискретных элементов предложен численный ал-
горитм генерации образцов сыпучих материалов, обладающих набором заранее заданных 
макросвойств. Проведена серия численных экспериментов по всестороннему сжатию, 
одометрическому сжатию и сдвигу в стесненных условиях. Рассмотрены упругие и пла-
стические свойства макрообразца сыпучего материала в зависимости от заданных ми-
кросвойств дискретных частиц.
Ключевые слова: сыпучий материал, численное моделирование, сдвиг, метод дискретных 
элементов, упругость, пластичность, континуальные свойства.

Введение

В последние десятилетия методы моделирования в механике горных пород развиваются 
за счет явного учета структурной неоднородности, блочного или зеренного строения породы, 
наличия систем трещин и т. д. [1–6]. Это приводит к необходимости учета геометрической и 
физической нелинейностей постановок краевых задач, учета анизотропии, локализации де-
формаций и разупрочнения. Поэтому традиционные континуальные математические модели 
и основанные на них численные методы решения задач (конечных разностей, граничных и 
конечных элементов) наталкиваются на значительные математические трудности.

С другой стороны, в настоящее время широко применяется для решения краевых задач 
подход, основанный на использовании метода дискретных элементов (МДЭ) [7–9]. В данном 
методе сплошная среда моделируется набором отдельных недеформируемых частиц, а ее свой-
ства определяются формой частиц, их начальной упаковкой и заданием потенциалов взаимо-
действия между частицами. Процесс деформирования сводится к интегрированию уравнений 
движения каждой частицы на основе сил, возникающих за счет областей несовместности (пе-
рекрытий) между частицами при их относительном движении. МДЭ имеет ряд преимуществ 
перед континуальными методами механики сплошной среды. Здесь в рамках единого подхода 
сравнительно просто моделируются конечные деформации, физическая нелинейность, лока-
лизация сдвигов и т. д.

Наряду с указанными достоинствами метод дискретных элементов имеет существенный 
недостаток. Он связан с интерпретацией результатов численного моделирования. Здесь оста-
ется открытым вопрос о том, какими именно макросвойствами обладает среда, если заданы 
только форма частиц, их начальная упаковка и потенциалы взаимодействия между ними. Ины-
ми словами, если при использовании континуальных моделей всегда есть гарантия, что любой 
макрообъем среды будет обладать набором свойств, заложенных в определяющих уравнениях 
для бесконечно малого микрообъема, то при использовании МДЭ такой гарантии нет.

В последнее время в литературе появились публикации, посвященные данной проблема-
тике [10–14]. В них с позиций континуальной механики обсуждаются отдельные задачи и во-
просы анализа результатов, полученных в рамках МДЭ. В работе [15], по-видимому, впервые 
поставлен общий вопрос о методике анализа моделей дискретных элементов и об установ-
лении связей между дискретно-элементной моделью среды и моделью, записанной на языке 
континуальной механики.



1204

В настоящей работе с использованием МДЭ решается задача о формировании макрообраз-
ца сыпучего материала, помещенного в заданную емкость, и определении его макросвойств 
при сжатии и сдвиге в стесненных условиях с позиций континуальной теории упругопласти-
ческого тела. 

1. Генерация упаковки частиц

Общий алгоритм генерации начальной упаковки равновеликих сферических частиц (об-
разца сыпучего материала) состоит в следующем. В заданную емкость случайным образом 
помещается необходимое число частиц очень маленького радиуса (во избежание получения 
несовместностей, т. е. частиц с взаимными перекрытиями). Далее радиусы частиц равномерно 
увеличиваются и одновременно включается алгоритм метода дискретных элементов. Если в 
процессе увеличения размеров между частицами появляются перекрытия, то возникают силы 
отталкивания и частицы приходят в относительное движение (переупаковываются). Рост раз-
меров частиц останавливается после достижения радиусами фиксированной величины, кото-
рая однозначно определяется заданным значением плотности упаковки. На последнем этапе 
уже сформированная упаковка выстаивается без деформирования в течение определенного 
времени для достижения стационарного состояния.

1.1. Случайная генерация частиц в емкости

Выберем емкость кубической формы, ограниченную 6-ю гранями с ориентацией нормалей 
вдоль осей декартовой системы .Oxyz  Длины ребер емкости обозначим 0 xL L= = .y zL L= =  Пусть 
упаковка должна иметь относительную плотность / ,pV Vη =  где x y zV L L L=  – объем емкости, 

34 / 3pV R Nπ=  – суммарный объем всех частиц, N – заданное число частиц, R  – их радиус. 
Если задать значения 0 ,L  η  и ,N  то необходимый радиус легко вычисляется 3 3 / (4 ).R V Nη π=  
Положим 0 1L = ì,  0.69,η =  100000.N =  Начальный радиус 0R R<<  положим равным 

0 6.0R = mm,  этого достаточно для случайного помещения в емкость 100 тыс. частиц без пере-
крытий. Рост радиусов будем осуществлять до значения 11.8R = mm,  которое обеспечивает 
заданную плотность упаковки. 

В алгоритме метода дискретных элементов выберем потенциал взаимодействия частиц на 
основе закона Гука – линейная зависимость нормальной силы отталкивания nF  от величины 
перекрытия 

	 ,n n n n nF k cδ δ= −  	 (1)
где nk  – линейная жесткость контакта, nc  – демпфирующий коэффициент, nδ  – величина нор-
мального перекрытия между частицами, а nδ  – относительная нормальная скорость взаимо-
действующих частиц. Жесткость контакта и демпфирующий коэффициент рассчитываются 
на основе комбинации свойств материала и кинематических ограничений 

1/5* 2
* *

* *

1516 ,
15 16

c
n

m Vk R E
R E

 
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 
 

2
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lnn n
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c m k
c

π  
= +  

   
 где *,m  *R  и *E  – соответственно 

обобщенные масса, радиус и модуль упругости взаимодействующих частиц, cV  – характерная 
скорость соударения в системе [16]. Безразмерный параметр 0 1rc≤ ≤  – коэффициент восста-
новления скорости, который определяется как отношение относительной скорости разлета 
частиц после их соударения к относительной скорости их подлета до соударения, взятые в 
проекции на ось, соединяющую центры частиц. Этот параметр характеризует вязкость соуда-
рения и представляет собой искусственный механизм диссипации энергии в алгоритме МДЭ.

Для расчета касательной составляющей силы на контакте между частицами используется 
модель Миндлина-Дересевича [17]
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где tδ  – величина проскальзывания между взаимодействующими частицами, tδ  – относитель-
ная касательная скорость частиц, sµ  – коэффициент трения, знак ±  выбирается в зависимо-
сти от направления взаимного проскальзывания между частицами.

Положим, что частицы и стенки емкости гладкие 0,sµ =  следовательно 0,tF =  параметр 
вязкости 0.7rc =  и сформируем начальный образец сыпучего материала на основе описанно-
го алгоритма. В результате получим упаковку, в которой на все стенки емкости со стороны 
частиц действуют определенные нормальные силы, величина которых, отнесенная к площади 
стенки, равна 0 8.093σ = MPa  (начальное поджатие). 

Далее, в полученном стационарном образце определим ненулевое значение коэффициента 
трения между частицами 0.4,sµ =  стенки емкости оставим гладкими. Очевидно, что это не 
окажет влияния на состояние образца – он, по-прежнему, будет находиться в стационарном 
равновесном состоянии. Заметим, что обратное неверно – обнуление коэффициента трения в 
сформированном с учетом трения образце может «развязать» внутренние напряжения и при-
вести к нарушению условий равновесия образца.

1.2. Обратимость упаковки при циклическом всестороннем сжатии

Рассмотрим вопрос об обратимости полученной упаковки частиц при циклическом все-
стороннем сжатии. Циклом деформирования назовем равномерное сжатие образца во всех 
направлениях путем сдвижения стенок вдоль своих нормалей к центру емкости и последую-
щий возврат стенок в исходное положение. Скорость движения стенок будем выбирать таким 
образом, чтобы обеспечить условия медленного нагружения, когда скорость нагружения срав-
нима со скоростью релаксационных процессов. Сжатие будем осуществлять до момента, пока 
относительная плотность не достигнет наперед заданной величины * 0.734,η =  при этом сред-
нее давление в образце с очевидностью возрастет 0( ) / 3 .x y zσ σ σ σ σ= + + >  Разгрузку будем 
осуществлять до момента восстановления исходного поджатия 0.σ σ=  Расчеты проводились 
в рамках МДЭ на основе модели Гука с указанными выше параметрами. 

Численные эксперименты показали, что после одного цикла нагружения в образце появля-
ются остаточные деформации объема x y zε ε ε ε= + +  (рис. 1). После второго цикла эти дефор-
мации становятся пренебрежительно малы и упаковка может быть классифицирована как об-
ратимая (при заданном поджатии). Ясно, что при этом конечная конфигурация образца 
занимает несколько меньший объем, чем сгенерированный в п. 1.1, длина ребра кубической 
емкости x yL L= = 0.9967zL= = m,  при этом относительная плотность несколько увеличивается 

0.697.η =

Рис. 1. Диаграмма ( ),σ ε  траектория ABC  – первый цикл, CDC  – второй цикл
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Таким образом, полученный в конце второго цикла всестороннего сжатия образец, облада-
ет набором свойств, приведенных в табл. 1.

Таблица 1
Параметры сгенерированного образца сыпучего материала

η N ,R mm 0 ,L m 0 ,σ MPa sµ
0.697 100 000 11.8 0.9967 8.093 0.4

2. Анализ упругопластических свойств образца сыпучего материала

Рассмотрим теперь упругие и пластические свойства сгенерированного образца сыпучего 
материала. 

2.1. Упругие свойства при всестороннем и одометрическом сжатиях

Проведем в рамках МДЭ численный эксперимент на одометрическое сжатие сгенериро-
ванного образца сыпучего материала. Программа нагружения состоит в сжатии образца дву-
мя противоположными стенками (пусть это будут стенки с нормалями вдоль Ox), при этом 
остальные стенки емкости не перемещаются. Таким образом, деформации образца будут 

,x constε =  0.y zε ε= =  В процессе деформирования будем измерять напряжения на каждую из 
стенок емкости ,xσ  ,yσ  .zσ  Численное моделирование показывает, что величина /y xλ σ σ= =

/z xσ σ=  в течение всего процесса деформирования с достаточной точностью остается посто-
янной, что позволяет с использованием закона Гука определить коэффициент Пуассона образ-
ца / (1 ).ν λ λ= +  В свою очередь, зависимость ( )x xσ ε  с достаточной точностью является ли-
нейной, что дает возможность рассчитать модуль упругости образца ( )( ) / .x y z xE σ ν σ σ ε= − +

В табл. 2 приведены упругие постоянные образца сыпучего материала, рассчитанные в 
процессе одометрического сжатия ,ν  1.E

Проверим полученные значения. Диаграмма циклического всестороннего сжатия образца 
(см. рис. 1) позволяет определить модуль объемного сжатия [ ]/ 3(1 2 ) .K E ν= −  Таким образом, 
выбирая в качестве независимых упругих констант, например, K  и ,ν  можно независимо рас-
считать модуль упругости образца 2E  (см. табл. 2), полученный на основе численного экспе-
римента по всестороннему сжатию. Видно, что оба модуля 1E  и 2E  отличаются не более, чем 
на 3.4 %, что свидетельствует о корреляции данных численных расчетов. 

Таблица 2
Упругие параметры сгенерированного образца сыпучего материала

ν 1,E MPa 2 ,E MPa
0.3 299 289

В качестве проверки расчетного значения коэффициента Пуассона проведем еще один чис-
ленный эксперимент по нагружению. Осуществим сжатие в направлении оси ,Ox  т. е. зададим 

1 0x c constε = = <  и одновременно будем разгружать образец в ортогональных направлениях 
y zε ε= = 2 0,c const= = >  отношение значений скоростей сжатия и разгрузки выберем равным 

/ / .y x z xε ε ε ε ν
• • • •

= = −
На рис. 2 приведен график зависимости всех трех нормальных компонент напряжений от 

величины объемной деформации .ε  Как и ожидалось, напряжение xσ  линейно растет в про-
цессе нагружения, в то время, как боковые напряжения ,yσ  zσ  остаются близкими к постоян-
ным. Этот факт подтверждает, что значение 0.3ν =  может быть принято в качестве коэффи-
циента Пуассона исследуемого образца. 
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2.2. Предел упругости и пластический сдвиг в стесненных условиях

Проведем численное моделирование сдвига образца в условиях подавления дилатансии, 
т.е. в условиях, когда объем образца при сдвиге не меняется. Поскольку стенки емкости глад-
кие, направления главных напряжений совпадают с направлениями осей .Oxyz  Ясно, что если 
осуществить неравнокомпонентное сжатие в системе ,Oxyz  то в осях, повернутых к исход-
ным, под углом / 4π±  материал внутри емкости будет подвергаться деформации сдвига. 

Зададим сжатие в направлении оси ,Ox  т. е. 1 0x c constε = = <  и одновременную разгрузку 
в одном из ортогональных направлений, например, в направлении ,Oz  т. е. 2 0.z c constε = = >  
В направлении Oy  деформирование не осуществляется 0.yε =  Скорости движения стенок 
емкости подберем таким образом, чтобы объем камеры, содержащей образец, в процессе де-
формирования все время оставался постоянным (с учетом изменения площадей стенок). Если 
через ,xv  ,yv  zv  обозначить соответственно скорости движения стенок к центру емкости, то 

описанные условия деформирования приводят к соотношениям 0,yv =  0

0

( ) .
2

x
z

x

L vv t
L v t

= −
−

 

Если скорость пары стенок вдоль Ox  принять постоянной ,xv const=  то для пары стенок с 
нормалью вдоль Oz  скорость zv  должна меняться по гиперболическому закону в зависимости 
от времени деформирования .t  При этом площадки максимального сдвига будут проходить 
через ось Oy  и образовывать углы / 4π±  с направлениями Ox  и .Oz  Максимальное касатель-
ное напряжение равно ( )max / 2,z xτ σ σ= −  максимальный сдвиг max .z xγ ε ε= −

На рис. 3 показанa диаграмма зависимости max maxτ γ  (кривая OABCDE – активное нагру-
жение, пунктирные кривые AF, BG, CH, DK, EL – участки разгрузки). Видно, что в процессе 
сдвига диаграмма проходит три стадии – стадию упрочнения, стадию разупрочнения и ста-
дию остаточной прочности, т.е. описывает классическую диаграмму упругопластического по-
ведения большинства геоматериалов. Для определения предела упругости в процессе нагру-
жения из различных достигнутых состояний производилась разгрузка. При разгрузке всем 
стенкам придавались те же самые абсолютные значения скоростей, но противоположные по 
знаку. Разгрузка из состояний, достигнутых в точках A или B на диаграмме, приводит к оста-
точной деформации, которая сравнительно мала (менее 1 %). Это соответствует остаточному 
углу сдвига около 0.6 градусов. При разгрузке из последующих состояний (точки C, D, E), оста-
точная деформация становится уже значительной и лежит в диапазоне значений 3 % – 7 %.

Таким образом, для рассмотренного класса сдвигового нагружения точку B на диаграмме 
(см. рис. 3) можно принять за предел упругости образца сыпучего материала, а вершину диа-
граммы (точка D) – за предел его прочности.

Рис. 2. График зависимости напряжений ,xσ  ,yσ  zσ  от объемной деформации ,ε  
стрелками показано направление нагружения
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Заключение

1. Разработан численный метод формирования образцов сыпучего материала и определе-
ния его упругопластических макросвойств в зависимости от заданных микропараметров мо-
дели дискретных элементов.

2. Получены функциональные зависимости компонент тензора напряжений и тензора де-
формаций при сжатии и при сдвиге в стесненных условиях образца сыпучей среды. Эти зави-
симости могут быть использованы для построения континуальных математических моделей, 
соответствующих заданным моделям дискретных элементов. 
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УДК 539.3

ВОЗМУЩЕНИЯ ТЕМПЕРАТУРНЫХ НАПРЯЖЕНИЙ 
НА СТОХАСТИЧЕСКОЙ ГРАНИЦЕ ВЯЗКОУПРУГОГО ТЕЛА

Воронежский государственный университет

О. И. Иванищева, Ю. Н. Прибытков

Аннотация. Формулируются зависимости возмущенного поля напряжений вблизи гра-
ницы тела, имеющей стохастический рельеф, от свойств материала и характера геоме-
трии этой границы. Рассмотрение проводится для вязкоупругой среды, заполняющей по-
луплоскость, находящуюся в температурном поле.
Ключевые слова: возмущение напряжений, стохастический рельеф, вязкоупругость, 
температурное поле.

Вариант подхода к решению связанной стохастической задачи термовязкоупругости рас-
смотрен в [1] на примере полуплоскости, граница которой описывается случайной однород-
ной функцией. В данной работе при использовании этого метода получены явные зависимо-
сти возмущенной части компонент поля напряжений от свойств среды и геометрии границы. 
Полученные выражения для дисперсии компонент напряжений позволяют оценивать величи-
ну возмущенного слоя напряженного состояния вблизи стохастической границы.

1. Краевая задача термовязкоупругости для полуплоскости ( ),x H y≤  свободной от нагру-
зок и находящейся под действием постоянного теплового потока имеет вид [1]

	 , 0,ij jσ =

	 ( )12 3 ,
3ij ij ij ijG l l T K lσ α δ η= ⋅ ⋅ + ⋅ − ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ + ⋅ 

	 ( ), ,
1 ,
2ij i j j iu uε = ⋅ + 	 (1)

	 , ,
3ij ij ij kk
ll lε δ ε= − ⋅ =

	 0, , 1, 2ij j sn i jσ ⋅ = =

	 ( ) ( )0 1( , , ) ( , ) ( , , , )T x y t T x t T x y t H= +

	
(0) 2 (0) 2 (0)

2 2

T T Ta
t x y

 ∂ ∂ ∂
= + ∂ ∂ ∂ 

 
(1) 2 (1) 2 (1)

2 2

T T Ta
t x y

 ∂ ∂ ∂
= + ∂ ∂ ∂ 

	
(0)

0 0x c
T q

x
λ =

∂
+ =

∂
 

(1) 2 (0)

0 02( ) 0x x
T TH y
x x

λ = =

∂ ∂
+ =

∂ ∂

	 (0)
0x

y
T T→∞

→∞
= 	 (2)

	
(1)

0x
T
x →∞

∂
=

∂
 (1) 0xT →∞ = 	 (3)

	
(0)

0x
y

T
x →∞

→∞

∂
=

∂
 (0)

0 0 ,tT T= =  (1)
0 0tT = =  (1) 0.x

y
T →∞

→∞
=

Здесь (1) ( , , , )T x y t H  – возмущенная составляющая температурного поля, обусловленная 
флуктуациями случайной функции ( ),H y  ( )(0) , )T x t  – детерминированная. Решение задачи 
(3) имеет вид [3]
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	 ( )1
2

0

exp( ( , , , , )) exp( ( , , , , ))( , , ) ( )
2

cq R x y a R x y aT x y H d d
a

τ ξ τ ξ ττ ξ ξ θ
λ π π τ τ θ

+∞

−∞

− + − −
= ⋅

−∫ ∫ 	 (4)

	
2 2( )( , , , , ) .

4 ( )
y xR x y a

a
ξξ τ

τ θ
+ +

=
⋅ −

Возмущения поля температур порождают флуктуации напряженного состояния, которые 
могут быть представлены в виде [1]

	
( ) ( ) ( ){ } ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )( )

1 1
1

1
1 1 1 1

, , , , 3 , ,

1 , 1 exp ,
2

xx x y t B T x y t K T x y t

y t x i y y x dy d

σ θ α

ϕ ω ω ω ω
π

+∞ +∞

−∞ −∞

′ = ⋅Φ − − ⋅ ⋅ +

+ + − −∫ ∫
	 (5)

	

( ) ( ){ }
( ) ( ) ( )( )

1
2

1
1 1 1 1

1 , exp ,
2

xy B T t

y t i x i y y x dy d

σ θ

ϕ ω ω ω ω
π

+∞ +∞

−∞ −∞

′ = ⋅Φ − +

+ ⋅ ⋅ − −∫ ∫
	 (6)

	

( ) ( ){ } ( )

( ) ( ) ( ) ( )( )

1 1
3

1
1 1 1 1

3

1 , 1 exp .
2

yy B T t K T

y t x i y y x dy d

σ θ α

ϕ ω ω ω ω
π

+∞ +∞

−∞ −∞

′ = ⋅Φ − − ⋅ ⋅ +

+ ⋅ − ⋅ − −∫ ∫
	 (7)

Здесь [1]

	

( )

( )

( )

2 3
2 2

1 2 2
0

2 3

2
0

2 3
2 2

3 2 2
0

3 1
1 exp 2 ,

2

3 1
1 exp 2 ,

2

3 1
1 exp 2 .

2

t

t

t

G k d
A x x t t

G d
A x y x y t

G k d
A y y t t

ν θ
η θ

ν θ
η θ

ν θ
η θ

 −   ∂ ∂ ∂
Φ = − + ∇ + − ∇      ∂ ∂ ∂ ∂   

 −   ∂ ∂
Φ = − +      ∂ ∂ ∂ ∂ ∂   

 −   ∂ ∂ ∂
Φ = − + ∇ + − ∇      ∂ ∂ ∂ ∂   

∫

∫

∫

	 (8)

Из (8) с учетом (4) можно получить 

	 ( ){ } ( )(1) ( ) ( , , , , ) ( , , , , ) ,i i iT t z H x y t a x y t a dθ ξ ξ ξ ξ
+∞

−∞
Φ − = ⋅ Ω + Ω − ⋅∫

	 2 3 22 ,z q aλ π=  ( ) ( )
( )

2 2

, , , , , ,
4

y x
R x y t a

a t
ξ

ξ θ
θ

+ +
= −

−
 ( )( )2 1 1 2
A

E
η ν ν+ −

=

	 ( ) ( )(1) , ( ) (0, , , , ) (0, , , , )i i iy t z B H y t a y t a dϕ ξ ξ ξ ξ
+∞

−∞
= ⋅ ⋅ Ω + Ω − ⋅∫

	 ( ) ( )
1

1
0 0

( , , , , ) (1 exp )exp( , , , , , ) (0, , , , , )
tt

i ix y t a p R x y t a Y y t a d d
θ

ξ ξ θ ξ θ θ θ
−

Ω = − ⋅∫ ∫

	 ( ) 13 1
.

2
p

A
ν θ−

=

Функции ( , , , , , )Yi x y t aξ θ  могут быть представлены в виде многочленов по степеням пере-
менной x

	 4 2
1 0 1 2( , , , , , ) ,Y x y t a A x A x Aξ θ = + +

( )
( )0 5 3

1
( , , , ) ,

16
A t a

t a
η

η θ
θ θ

−
=

−

( )( )
( )

( )( )
( )

2

1 5 43 2

2 6 7 4
( , , , , , ) ,

8
y t k G

A t y a
t a t a

η ξ η θ
η θ ξ

θ θ θ θ

− + − + − +
= +

− −
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	 ( )
( )

( ) ( )
( )

( )
( )

4
2

2 5 4 33 2

6 2
( , , , , , ) ,

16 8
y t k G t

A t y a y
t a t a t a
ξ η θ η θ

η θ ξ ξ
θ θ θ θ θ θ

+ − + − + −
= − + + +

− − −

	 3
2 0 1( , , , , , ) ,Y x y t a B x B xξ θ = +

	 ( )
( )0 5 3

( , , , , , ) ,
16

y
B y t a

t a
η ξ

ξ θ η
θ θ

+
=

−
	 (9)

	 ( )
( )

( ) ( )
( ) ( )

2

1 3 5 42 3 2

3( , , , , , , ) ,
2 16 4

G y y
B y t a G y

t a t a t a
ξ ξ

ξ θ η η ξ
θ θ θ θ θ θ

 + +
= + + − 

 − − − 
	 4 2

3 0 1 2( , , , , , ) ,Y x y t a C x C x Cξ θ = + +

	
( )0 5 3

1 ,
16

C
t aθ θ

= −
−

	 ( ) ( )
( )

( )
( ) ( )

2

1 5 4 33 2 2

2 6
,

16 8 4
y kC

t a t a t a
ξ η η

θ θ θ θ θ θ

+ ⋅ − +
= − + +

− − −

	 ( ) ( )
( )

( ) ( )
( )

( )
( )

( ) ( )
( )

4 2 2

2 5 4 3 33 2 2

1 6 5 3 2 3
.

16 8 2 4
y y y G k

C
t a t a t a t a

ξ η ξ η η ξ

θ θ θ θ θ θ θ θ

+ ⋅ − + ⋅ − − + ⋅ +
= − + + +

− − − −

Если ввести обозначения 1 2 3, , ,xx xy yyσ σ σ σ σ σ= = =  то

	 ( ) ( , , , , ) ,i iz H L x y t a dσ ξ ξ ξ
+∞

−∞

= ∫ 	 (10)

	
( )

( ) ( ) ( ) ( )1 1 1
0

( , , , ) , , ,

3 , , , , 0, , , , exp( ( )) .
2

i i

t

i i

L x y t BU x y t

Bj K x y t d U y t f x i y y x dy d

ξ ξ

α ξ θ θ ξ ω ω ω
π

+∞ +∞

−∞ −∞

= −

− ⋅ Θ + − −∫ ∫ ∫
Здесь 1j =  для 2,i ≠  и 0j =  для 2.i =

	 ( ), , , ( , , , , ) ( , , , , )i i iU x y t x y t a x y t aξ ξ ξ= Ω + Ω −

	 ( ) ( ) ( )1 2 3, 1 , , , , 1 .f x x f x i x f x xω ω ω ω ω ω= + + = −
Для оценки влияния вида рельефа на напряженное состояние вблизи границы тела можно 

рассмотреть дисперсию поля напряжений. Проведем рассмотрение в классе однородных слу-
чайных функций, воспользовавшись спектральными разложениями [2] для случайной функ-
ции ( ).H ξ

Для этого, используя (10), представим одноточечные моменты второго порядка iσ  в следу-
ющем виде

	 ( ) ( ) ( ) ( )( )2
1 2 1 2 1 2, , ( ) , , , , , , exp .

i i iD x y t z S L x y t L x y t i d d dσ λ ξ ξ λ ξ ξ λ ξ ξ
+∞ +∞ +∞

∗

−∞ −∞ −∞

= − −∫ ∫ ∫ 	 (11)

Здесь *  обозначает комплексное сопряжение, ( )S λ  – спектральная плотность случайной 
функции ( ).H y

 Влияние геометрии стохастической границы на дисперсию температурных напряжений 
определяется видом спектральной плотности ( )S λ  случайной функции ( ).H y  Исследуя зави-
симость 

i
Dσ  от переменной ,x  можно оценить влияние времени, внешних воздействий, 

свойств среды и статистических характеристик границы на толщину возмущенного слоя поля 
температурных напряжений.
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Заключение

Рассмотрена полуплоскость из вязкоупругого материала, находящаяся в температурном 
поле и ограниченная линией, которая описывается случайной функцией ( ).H y  Получены за-
висимости флуктуаций компонент тензора температурных напряжений от вида этой функции 
и характеристик материала среды.

В случае принадлежности случайной функции ( )H y  к классу однородных, сформулирова-
на зависимость дисперсии напряженного состояния от спектральной плотности функции, 
описывающей границу.
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УДК 539.3

ЗАДАЧА ТЕРМОВЯЗКОУПРУГОСТИ ДЛЯ ТЕЛА 
СО СТОХАСТИЧЕСКИМ РЕЛЬЕФОМ ПОВЕРХНОСТИ

Воронежский государственный университет

О. И. Иванищева, Ю. Н. Прибытков

Аннотация. Рассматривается стохастическая модель термовязкоупругости для полупло-
скости, граница которой описывается стационарной случайной функцией. Получены 
зависимости детерминированной и флуктуирующей составляющих компонент тензора 
температурных напряжений от упругих, вязких и теплофизических свойств материала 
среды и вида стохастической границы тела.
Ключевые слова: термовязкоупругость, стохастический рельеф, возмущенное напря-
женное состояние.

Введение

Математическая модель рельефа поверхности, рассмотренная в[1], использована для опи-
сания напряженного состояния пористых тел с упругой матрицей. В [2] решена краевая задача 
неустановившейся теплопроводности для тела со стохастической границей. В данной работе 
рассматриваются поверхностные температурные напряжения вблизи границы вязкоупругой 
полуплоскости со стохастическим рельефом. 

1. В системе координат ,xOy  где ось x  направлена вниз, рассматривается полуплоскость 
( )x H y≤  из вязкоупругого материала с начальной температурой 0 ,T  граница которой свобод-

на от нагрузок и нагревается постоянным тепловым потоком .cq
Система уравнений квазистатической термовязкоупругости для полуплоскости с границей 

( )x H y≤  при действии на нее теплового потока имеет вид [3]

	

( )

( )

,

, ,

0,

12 3 ,
3

1 ,
2

, ,
3
0, , 1, 2.

ij j

ij ij ij ij

ij i j j i

ij ij ij kk

ij j s

G l l T K l

u u

ll l

n i j

σ

σ α δ η

ε

ε δ ε

σ

=

= ⋅ ⋅ + ⋅ − ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ + ⋅

= ⋅ +

= − ⋅ =

⋅ = =



	 (1.1)

В (1.1) приняты следующие обозначения: G  – сдвиговый модуль, K  – объемный модуль ,
ijl  – девиатор тензора деформаций, l  – шаровая часть тензора деформаций, ijl  – тензор скоро-

сти деформаций, α  – коэффициент теплового линейного расширения, T  – перепад темпера-
туры, η  – вязкость.

Температурный поток cq  создает в полуплоскости с коэффициентом температуропрово-
дности a  температурное поле, определяемое краевой задачей нестационарной теплопрово-
дности [4]

	
2 2

2 2 ,T T Ta
t x y

 ∂ ∂ ∂
= + ∂ ∂ ∂ 

	 0,s c
T q
n

λ ∂
+ =

∂
	 (1.2)
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	 0 ,x
y

T T→∞
→∞

=  0,x
T
x →∞

∂
=

∂

	 0,x
T
y →∞

∂
=

∂
 0 0.tT T= =

В предположении случайного характера функции ( ),H y  температурное поле T  является 
случайной функцией координат и времени и может быть представлено в виде суммы детерми-
нированной ( )0 ( , )T x t  и флуктуирующей ( )1 ( , , , )T x y t H  составляющих.

В [1] показано, что в случае статистической однородности случайной функции ( )H y  с мате-
матическим ожиданием, равным нулю, эти составляющие являются решением краевых задач

	
(0) (0) (0)

2 2

2 2T T Ta
t x y

 ∂ ∂ ∂
 = +
 ∂ ∂ ∂ 

 
(1) 2 (1) 2 (1)

2 2

T T Ta
t x y

 ∂ ∂ ∂
= + ∂ ∂ ∂ 

	
(0)

0 0x c
T q

x
λ =

∂
+ =

∂
 

(1) 2 (0)

0 02( ) 0x x
T TH y
x x

λ = =

∂ ∂
+ =

∂ ∂
 

	 (0)
0x

y
T T→∞

→∞
= 	 (1.3)

	 (1) 0xT →∞ = 	 (1.4)

	
(0)

0 ,x
y

T
x →∞

→∞

∂
=

∂
 

(1)

0x
T
x →∞

∂
=

∂

	 (0)
0 0 .tT T= =  (1)

0 0tT = =  (1) 0.x
y

T →∞
→∞

=

2. Из уравнений равновесия для рассматриваемой модели Фойгта получается система урав-
нений для перемещений 

	
( )

( )( )

2
, , ,

1

1 2 2(1 ) ,

2 1 1 2 .
i i i ij jl u T Al

A E

ν ν α

η ν ν −

+ − ∇ = + −

= + −



	 (2.1)

В (2.1) ν  и E  – коэффициент Пуассона и модуль Юнга. В результате использования термо-
упругого потенциала

	 i
i

u
x

∂Ψ
=

∂
из (2.1) следует

	 ( )( ) ( )2 2
, ,

21 , 1 .
3i ii T Aν ν α− ∇ Ψ = + − ⋅∇ Ψ

Это уравнение удовлетворяется, если Ψ  принять в форме

	 2 21 2 .
1 3(1 )

ATν α
ν ν

+
∇ Ψ = − ∇ Ψ

− −
 	 (2.2)

Применив к (2.2) и уравнению теплопроводности преобразование Лапласа, находим

	 2 2 2
0

1 2 2 ,
1 3(1 ) 3(1 )L L

A AT sν α
ν ν ν

+
∇ Ψ = − ∇ Ψ ⋅ − ∇ Ψ

− − −

	 2 ,L LsT a T= ⋅∇ 	 (2.3)

	 2 2
0 0 .t=∇ Ψ = ∇ Ψ

Из (2.3) следует
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	 ( )

( ) ( )

1

21 1
3 1

L
L

T a

s As

ν α

ν
ν

+ ⋅ ⋅
Ψ =

 ⋅ ⋅
− − − 

и

	 ( ) ( )
( )

( )
1

3 1
2

1 1
0

1
, , ( ) 1 .

1

t
A

a
x y t T t d

ν
θν α

θ θ
ν

− + ⋅ ⋅
Ψ = ⋅ − − ⋅  −  

∫  	 (2.4)

Из (1.1) и (2.4) находим

	 ( )
2 2

2 22 3 ,ij ij ij
i j i j

G T K
x x x x

σ α δ η δ
 ∂ Ψ ∂ Ψ

= ⋅ ⋅ + ∇ Ψ − ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ + ⋅ − ∇ Ψ  ∂ ∂ ∂ ∂ 





или

	 ( )
2 2

2 2
2 22 3 ,xx G T K

x x
σ α η

 ∂ Ψ ∂ Ψ
= ⋅ ⋅ + ∇ Ψ − ⋅ ⋅ ⋅ + ⋅ − ∇ Ψ ∂ ∂ 





	
2 2

2xy G
x y x y

σ η∂ Ψ ∂ Ψ
= ⋅ ⋅ + ⋅

∂ ∂ ∂ ∂



	 ( )
2 2

2 2
2 22 3 .yy G T K

y y
σ α η

 ∂ Ψ ∂ Ψ
= ⋅ ⋅ + ∇ Ψ − ⋅ ⋅ ⋅ + ⋅ − ∇ Ψ ∂ ∂ 





Если ввести операторы

	 ( ) 2 3
2 2

1 2 2
0

3 1
1 exp 2 ,

2

t

G K d
A x x t t
ν θ

η θ
 −   ∂ ∂ ∂

Φ = − + ∇ + − ∇      ∂ ∂ ∂ ∂   
∫

	 ( ) 2 3

2
0

3 1
1 exp 2 ,

2

t

G d
A x y x y t
ν θ

η θ
 −   ∂ ∂

Φ = − +      ∂ ∂ ∂ ∂ ∂   
∫

	 ( ) 2 3
2 2

3 2 2
0

3 1
1 exp 2 ,

2

t

G K d
A y y t t
ν θ

η θ
 −   ∂ ∂ ∂

Φ = − + ∇ + − ∇      ∂ ∂ ∂ ∂   
∫ 	 (2.5)

то компоненты тензора напряжений можно представить в виде
	 ( ) ( ){ }1

1 3 ,xx B T t K Tσ θ α= ⋅Φ − − ⋅ ⋅

	 ( ) ( ){ }1
2 ,xy B T tσ θ= ⋅Φ −

	 ( ) ( ){ }1
3 3 ,yy B T t K Tσ θ α= ⋅Φ − − ⋅ ⋅

	 ( )
( )

1
,

1
a

B
α ν

ν
⋅ ⋅ +

=
−

	 ( ) ( ) ( ) ( )0 1 .T t T t T tθ θ θ− = − + − 	 (2.6)
Очевидно, что граничные условия в общем случае не выполнены. Обозначим 

	
( ){ }

( ){ }
0 1 0 0 1

0 2 0 2

3 ( , ),

( , )
xx x x x

xy x x

B T t K T y t

B T t y t

σ θ α ϕ

σ θ ϕ
= = =

= =

= ⋅Φ − − ⋅ ⋅ =

= ⋅Φ − =
	 (2.7)

и для решения этой проблемы рассмотрим однородную систему уравнений

	
( )

( )

2
,

2

0,

, 1, 2,
ij j

ij j in i

σ

σ ϕ

=

⋅ = − =
введя функцию напряжений
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	 ( ) ( ) ( )
2 2 2

2 2 2
2 2, , .xx yy xy
F F F

y x x y
σ σ σ∂ ∂ ∂

= = = −
∂ ∂ ∂ ∂

	 (2.8)

Из уравнений совместности в напряжениях следует уравнение для ( , , )F x y t

	
4 4 4

4 2 2 42 0.F F F
x x y y

∂ ∂ ∂
+ + =

∂ ∂ ∂ ∂
	 (2.9)

Воспользовавшись преобразованием Фурье

	 ( , , ) ( , , ) exp( ) ,F x y t F x t i y dω ω ω
+∞

−∞

= ∫ ô

из (2.9) получим 

	
4 2

2 4
4 22 0.

F F
F

x x
ω ω

∂ ∂
− + =

∂ ∂
ô ô

ô 	 (2.10)

Решение (2.10) имеет вид [3]
	 1 2 3 4( , , ) ( ) ( ) ( ) ( )F x t C ch x C sh x C x ch x C x sh xω ω ω ω ω= ⋅ + ⋅ + ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅

ô

или

	 1 2

3 4

( , , ) exp( ) exp( )

exp( ) exp( ).

F x t D x D x

D x x D x x

ω ω ω

ω ω

= ⋅ + ⋅ − +

+ ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ −
ô

Для определения коэффициентов jD  ( )1 4j = …  используем (2.7), записанные в простран-
стве Фурье

	 ( )( , ) ( , ) exp , 1,2
i i

y t t i y d iϕ ϕ ω ω ω
+∞

−∞

= ⋅ ⋅ =∫ 

	 ( ) 1

1

2

02 2

( , )
( , ), 0, ,x

tF y t F
y

ϕ ω
ϕ ω

ω=

∂
= − =

∂



ô

	
( )

2

2
2

0

0, ( , )( , ), .x

F tF y t
y x x i

ω ϕ ωϕ
ω=

∂∂
= =

∂ ∂ ∂
ô

Отсюда следует

	 1 12
2 42

( , ) ( , )( , ), .
t ttD D

i
ϕ ω ϕ ωϕ ω

ω ω ω
= = +
 



Тогда с учетом конечности решения получаем

	 1 12
2

( , ) ( , )( , )( , , ) exp( )
t ttF x y t x x i y d

i
ϕ ω ϕ ωϕ ω ω ω ω

ω ω ω

+∞

−∞

  
= + ⋅ + ⋅ − ⋅ + ⋅ ⋅     

∫
 



и компоненты другой составляющей тензора напряжений принимают вид

	 ( ) ( )12 2
2

( , )
( , ) exp( ) ,xx

t
x D t x i y d

ϕ ω
σ ω ω ω ω ω

ω

+∞

−∞

 
= + ⋅ ⋅ − ⋅ − ⋅ + ⋅ ⋅ 

 
∫


	 ( ) ( )( )1

2 ( , ) 1 ( , ) exp( ) ,xy i t i x D t x i y dσ ϕ ω ω ω ω ω ω ω
+∞

=
−∞

− + ⋅ − ⋅ ⋅ ⋅ − ⋅ + ⋅ ⋅∫ 

	 ( ) ( )( )1

2 2 ( , ) ( , ) exp( ) ,yy x D t t x i y dσ ω ω ω ϕ ω ω ω ω
+∞

−∞

= ⋅ ⋅ − ⋅ + ⋅ − ⋅ + ⋅ ⋅∫  	 (2.11)

	 12
( , )( , )( , ) .

ttD t
i

ϕ ωϕ ωω
ω ω

= +




С учетом (2.5.), (2.11) находим компоненты напряжений, удовлетворяющие граничным ус-
ловиям 
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	 ( ) ( )1 2 , 1, 2.ij ij ij iσ σ σ= + = 	 (2.12)

3. Температурное поле ( ) ( )0 1( , , ) ( , ) ( , , , ),T x y t T x t T x y t H= +  вызывающее напряженное со-
стояние, состоит из детерминированной ( )0 ( , )T x t  и случайной составляющих ( )1 ( , , , ),T x y t H  
что обусловлено стохастическим характером границы тела. Поэтому компоненты тензора на-
пряжений тоже состоят из детерминированной и случайной составляющих. Для ( )1

ijσ  имеем
	 ( ) ( ){ ( )} ( ) ( )( )1 0 1 0 1

1 3 ,xx B T T K T Tσ α= ⋅Φ + − +

	 ( ) ( ){ ( )}1 0 1
2 ,xy B T Tσ = ⋅Φ + 	 (3.1)

	 ( ) ( ){ ( )} ( ) ( )( )1 0 1 0 1
3 3 .yy B T T K T Tσ α= ⋅Φ + − ⋅ ⋅ +

Детерминированная составляющая 
0

ijσ  поля напряжений

	
0

ij ij ijσ σ σ ′= +
имеет вид

	 ( ) ( ) ( ) ( )0
1 0 2 0( ) ( ).ij ij ijT Tσ σ σ= + 	 (3.2)

Возмущения напряженного состояния определяются зависимостью

	 ( ) ( ) ( ) ( )1 1 2 1( ) ( ).ij ij ijT Tσ σ σ′ = + 	 (3.3)
С учетом (3.1), (2.5) и (2.11) находим детерминированные составляющие компонент поля 

напряжений 

	
( ){ }
( )1

0 0 0

1

2
2

3

( , )
( , ) exp( ) ,

xx B T t K T

t
x D t x i y d

σ θ α

ϕ ω
ω ω ω ω ω

ω

+∞

−∞

= ⋅Φ − − ⋅ ⋅ −

 
− + ⋅ ⋅ − ⋅ − ⋅ + ⋅ ⋅ 

 
∫


	
( ){ }

( )( )1

0 0

2

4( , ) 1 ( , ) exp( ) ,

xy B T t

i t i x D t x i y d

σ θ

ϕ ω ω ω ω ω ω ω
+∞

−∞

= ⋅Φ − −

− − + ⋅ − ⋅ ⋅ ⋅ − ⋅ + ⋅ ⋅∫ 

	
( ){ }

( )( )1

0 0 0

3 3

2 ( , ) ( , ) exp( ) .

yy B T t K T

x D t t x i y d

σ θ α

ω ω ω ϕ ω ω ω ω
+∞

−∞

= ⋅Φ − − ⋅ ⋅ −

− ⋅ ⋅ − ⋅ + ⋅ − ⋅ + ⋅ ⋅∫ 

Возмущенная составляющая напряженного состояния создается температурным полем 
( ) ( )1 , , ,T x y t H  и имеет вид

	 ( ) ( ){ } ( )1 1
1( , , , ) , , , 3 ( , , , ),xx x y t H B T x y t H K T x y t Hσ θ α′ = ⋅Φ − − ⋅ ⋅ 	 (3.4)

	 ( ) ( ) ( ){ }1
2, , , , , , ,

xy
x y t H B T x y t Hσ θ′ = ⋅Φ − 	 (3.5)

	 ( ) ( ) ( ){ } ( ) ( )1 1
3, , , , , , 3 , , , .

yy
x y t H B T x y t H K T x y t Hσ θ α′ = ⋅Φ − − ⋅ ⋅ 	 (3.6)

Операторы ,iΦ  1,2,3i =  описаны в (2.5) и характеризуют зависимость возмущений (3.4)–
(3.6) от упругих свойств материала, его вязкости и коэффициента теплового расширения. Ха-
рактер влияния возмущений границы полуплоскости на компоненты тензора температурных 
напряжений зависит от вида случайной функции ( )H y  и определяется явной зависимостью 

( )1 ( ),T H  которая является решением системы (1.4).
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Заключение

Для случая стохастического рельефа границы полуплоскости из вязкоупругого материала, 
находящейся в постоянном тепловом потоке, получены зависимости возмущенного напря-
женного состояния от стохастической геометрии границы, механических и теплофизических 
свойств материала. 
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УДК 539.3

МОДЕЛЬ МАТРИЧНОГО КОМПОЗИТА ПРИ ИЗМЕНЕНИИ 
АГРЕГАТНОГО СОСТОЯНИЯ ВКЛЮЧЕНИЙ

1Воронежский государственный университет
2Военный учебно-научный центр Военно-воздушных сил «Военно-воздушная академия 

имени профессора Н. Е. Жуковского и Ю. А. Гагарина»

О. И. Иванищева1, Ю. Н. Прибытков1, В. Г. Трофимов2

Аннотация. Рассматривается задача термовязкоупругости для матричного композита 
в условиях изменения агрегатного состояния включений. Формулируется зависимость 
напряженного состояния от вязкоупругих и теплофизических характеристик слоев с 
разным агрегатным состоянием включений. Используется подход, основанный на пред-
ставлении о макроскопических свойствах двухкомпонентной среды [3] и приемы оценки 
температурного поля при изменении агрегатного состояния тела [1, 2].
Ключевые слова: напряжения, вязкоупругость, макроскопические свойства, затвердева-
ние, температурное поле, двухкомпонентная среда, матричная структура, агрегатное со-
стояние, теплофизические характеристики.

Введение

Рассматривается задача о напряженном состоянии вязкоупругого матричного материала, 
для которого температура затвердевания включений выше температуры затвердевания ма-
трицы. Изменение агрегатного состояния материала включений приводит к формированию 
двух слоев полупространства с разными макроскопическими теплофизическими свойствами 
и вязкоупругими характеристиками. Это приводит к тому, что распределение поля напряже-
ний в этих слоях с изменением глубины и времени определяется разными физико-механиче-
скими параметрами и возникает необходимость формулировки двух связанных задач термо-
вязкоупругости, 

Для построения температурных полей в слоях, воспользуемся моделью [3]. Для этого рас-
смотрим вязкоупругую матрицу с вязкими включениями, в которых исключается теплопере-
дача конвекцией. Стохастическое распределение включений в материале таково, что нет их 
сгустков и разрежений. Тогда теплофизические характеристики материала можно считать ста-
тистически однородными и изотропными функциями координат. Будем рассматривать зоны 
с разным агрегатным состоянием включений в виде двухкомпонентных композиций с оди-
наковыми свойствами матриц и различными свойствами включений. Далее воспользуемся 
представлением об эффективных теплофизических и механических характеристиках, которые 
определяются концентрациями и свойствами компонент.

1. Постановка задачи

В начальный момент времени на границе полуплоскости из вязкоупругого композита ма-
тричной структуры устанавливается температура (0, ) ( ),T τ ϕ τ=  которая при всех изменениях 
всегда ниже температуры затвердевания T ç  материала вязких включений и не изменяет агре-
гатного состояния матрицы. В результате образуется слой, в котором включения приобретают 
упругие свойства. Этот слой имеет переменную толщину ( ).fξ τ=  Его нижняя граница всегда 
имеет температуру затвердевания T ç  включений и на ней происходит переход из одного агре-
гатного состояния в другое. 
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Соответствующая краевая задача теплопроводности может быть представлена в следую-
щем виде [1].

	 ( )
2

1 2

( , ) ( , ) , ( 0;0 )T x T xk x x
x

τ τ τ ξ
τ

+ +∗∂ ∂
= > < <

∂ ∂

	 ( )
2

2 2

( , ) ( , ) , ( 0; )T x T xk x x
x

τ τ τ ξ
τ

− −∗∂ ∂
= > < < ∞

∂ ∂
 	 ( ,0) ( )T x f x− = 	 (1)
	 (0, ) = ( )T τ ϕ τ+

	 ( , ) ( , )T T T constξ τ ξ τ+ −= = =çàòâ  ( , ) 0T
x

τ−∂ ∞
=

∂
 2

( , ) ( , ) .T T dp
x x d
ξ τ ξ τ ξλ λ ρ γ

τ

+ −∗ ∗
+ −∂ ∂

− =
∂ ∂

Здесь ( , ),T x τ+  ( , )T x τ−  – температурные поля в верхней и нижней области, ,i ik λ
∗ ∗

 ( 1, 2)i =  – 
макроскопические значения коэффициентов температуропроводности и теплопроводности.

Если положить
	 0( ) ,f x T const= =  00 ,T constϕ τ( ) = =

то
	 ( ) 000, ,T Tτ+ =

	 ( ) 0,0T x T− =

и можно воспользоваться решением Стефана. Тогда распределение температуры по слоям для 
среды с макрохарактеристиками 1,k

∗

 
*

2k  представится в следующем виде

	 ( )1 1
1 00 00

2 1

( ( , , )( , , ) ,
( ( , )

erf u x kT x k T T T
erf u k

ττ
β

∗
∗

+
∗= + −çàòâ 	  (2)

	 ( )1 2
2 0 00

2 2

( ( , , )( , , ) ,
( ( , ))

erf u x kT x k T T T
erf u k

ττ
β

∗
∗

−
∗= + −çàòâ 	 (3)

	 1( , , ) ,
2

xu x k
k

τ
τ

=  2 ( , ) ,
2

u k
k

ββ = . .ξβ
τ

= 	 (4)

Скорость распространения зоны затвердевания включений характеризуется величиной β  
и является решением уравнения 

Рис. 1. Две области матричного вязкоупругого полупространства 
в температурном поле, приводящем к изменению механических свойств включений. 

Нижняя – с вязкими, верхняя с затвердевшими включениями



1222

	 ( ) ( )

2 2

1 2 2
00 1 0 2

1 2 1 2 2 2

4 4
.

2
( ( , ) ( ( , )

exp exp
k k pT T T T

k erf u k k erf u k

β β

ρ γ πλ λ β
β β

∗ ∗
∗ ∗

∗ ∗ ∗ ∗

   
   − −
   
   − ⋅ − − ⋅ =

⋅ ⋅
çàì çàì 	 (5)

Здесь p  – концентрация включений, 2γ  – плотность среды.
2. Рассмотрим напряженное состояние полупространства, находящегося в температурном 

поле (2)–(5) с границей, свободной от нагрузок.
Задача квазистатической термовязкоупругости [2] для слоя с включениями, изменившими 

агрегатное состояние представится в виде
	 , 0,ij jσ + =

	 ( )1 1 1
12 3 ,
3ij ij ij ijG l l T K lσ α δ η+ ∗ + + ∗ + ∗ ∗ += ⋅ ⋅ + ⋅ − ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ + ⋅

	 ( ), ,
1 ,
2ij i j j iu uε + + += ⋅ + 	 (6)

	 , ,
3ij ij ij kk
ll lε δ ε+ + + += − ⋅ =

	 0, , 1, 2.ij j sn i jσ + ⋅ = =
Для нижнего слоя условия на верхней границе определяются значением напряжений и тем-

ператур

	
( ) ,ij x

x x

T

T T
ξ

ξ ξ

σ +
=

+ −
= ==

и напряженное состояние описывается системой уравнений 
	 , 0,i jσ − =

	 ( )2 2 2 2
12 3 ,
3ij ij ij ijG l l T K lσ α δ η− ∗ − ∗ − ∗ ∗ −= ⋅ ⋅ + ⋅ − ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ + ⋅

	 ( ), ,
1 ,
2 i jij j iu u− − −= ⋅ +

	 , ,
3ij ij ij kk
ll lε δ ε

−
− − − −= − ⋅ = 	 (7)

	 .ij x ij xξ ξσ σ− +
= ==

В (6), (7) приняты следующие обозначения: G  – сдвиговый модуль, K  – объемный модуль, 
ijl  – девиатор тензора деформаций, l  – шаровая часть тензора деформаций, ijl  – тензор скоро-

сти деформаций, α ∗ – коэффициент теплового линейного расширения, T  – температура, η∗ – 
вязкость. Обозначения макроскопических характеристик верхнего и нижнего слоев материа-
ла представлены в (8) 

	 , , , , 1, 2.k k k kG K kα η∗ ∗ ∗ ∗ = 	 (8)

3. Будем рассматривать величины (8) как макроскопические характеристики двухкомпо-
нентного композиционного материала. Пусть материал матрицы описывается модулями 

1 1 1, , ,G K η  а вязкие включения первоначально имеют характеристику 2.η  Тогда, если восполь-
зоваться корреляционным приближением для оценки макроскопических вязкоупругих 
свойств, то для нижнего слоя можно получить следующие выражения, использующие концен-
трации и характеристики фаз
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	 2 1 2

2
, (1 ) ,

5
D

p pηη η η η η
η

∗= − = − +

	 ( )2 2
1 2( ) 1 ( ) ,D p pη η η η η= − − + − 	 (9)

	 2 1 2 1, .G G K K∗ ∗= =
Если температурное поле таково, что включения верхнего слоя приобрели упругие свой-

ства с параметрами Ламэ 2 2, ,µ λ  то

	 1 1 1 1 1
2, , ,
3

G Kη η µ λ µ∗ ∗ ∗= = = + 

	 ( )
8 3

2 ,
15 2

µ λ
µ µ µ µ

µ µ λ
+

′ ′= −
+



	
( ) 14 15 8 3

,
2

λ λ µ λ µ µ µ µ λ
λ λ

µ λ

−′ ′ ′ ′ ′ ′− + +
= −

+


	 1 2(1 ) ,p pµ µ µ= − +

	 ( )2 2
1 2( ) 1 ( ) ,p pµ µ µ µ µ µ′ ′ = − − + −

	 ( )2 2
1 2 1 2(1 ) , ( ) 1 ( ) ,p p p pλ λ λ λ λ λ λ λ λ′ ′= − + = − − + − 	 (10)

	 ( )1 1 2 1( )( ) 1 ( )( ) .p pµ λ µ µ λ λ µ µ λ λ′ ′ = − − − + − −
Две связанные задачи термовязкоупругости (2)–(4), (6), (7) с характеристиками (9), (10) 

описывают распределение температур и напряжений в слоях вязкоупругой полуплоскости с 
разными механическими и теплофизическими свойствами включений и одинаковыми свой-
ствами матрицы.

Заключение

Сформулированы две краевые задачи для температурных напряжений вязкоупругой двух-
компонентной матричной композиции. Рассмотрен модельный вариант температурных полей 
вязкоупругой полуплоскости, который влияет на механические и теплофизические свойства 
включений, оставляя неизменной характеристики матрицы. Изменение температурного поля 
во времени приводит к формированию слоя с теплофизическими и вязкоупругими свойства-
ми, отличными от первоначальных, например, за счет затвердеваиия включений. Так как 
граничные условия на нижнем слое определяются значением температур и напряжений на 
нижней границе верхнего слоя, то обе задачи термовязкоупругости являются связанными. 
Представлен пример оценки макроскопических свойств слоев двухкомпонентного материала 
для случая статистически однородного распределения включений.
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УДК 539.3

ОБРАЗОВАНИЕ ЛОКАЛЬНЫХ НЕРОВНОСТЕЙ НА ПОВЕРХНОСТИ 
ПОЛУПЛОСКОСТИ УПРУГОГО-ПЛАСТИЧЕСКОГО ТЕЛА ПРИ СЖАТИИ

1Воронежский государственный университет 
2Военный учебно-научный центр Военно-воздушных сил «Военно-воздушная академия 

имени профессора Н. Е. Жуковского и Ю. А. Гагарина»

О. И. Иванищева1, В. Г. Трофимов2

Аннотация. В статической постановке при малых докритических деформациях исследу-
ется возможность образования локальных неровностей на свободной границе упруго-
пластической полуплоскости при сжатии.
Ключевые слова: локальная неустойчивость, упруго-пластическое тело, однородные до-
критические деформации, преобразование Фурье.

Введение

М. Био [1] впервые в рамках плоской деформации упругой полуплоскости при сжатии для 
несжимаемой среды получил неустойчивость всей свободной поверхности в форме синусои-
ды. В такой же постановке рассмотрена поверхностная неустойчивость нижней полуплоско-
сти при сжатии в монографии А. Н. Гузя [2].

Постановка

В рамках плоской деформации упруго-пластическая полуплоскость 2( 0)x ≤  со свободной 
границей 2 0x =  сжимается усилиями интенсивности p  вдоль оси 1.Ox  Докритические дефор-
мации являются малыми и однородными. Разгрузка не учитывается. Основные соотношения 
теории малых упруго-пластических деформаций [3, 4]

	

( )

( ), ,

2 3; ; ;
3 2

1 2; ; ;
3 3
1 1; ; ,
3 2 1 2

u
ij ij u ij ij u u

u

ij ij nn ij u ij ij nn nn

ij ij nn ij ij i j j i

s e s s e
e

s e e e K

Ee u u K

σ σ σ

σ σ δ σ ε

ε ε δ ε
γ

= = = Φ

= − = =

= − = + =
−

	 (1)

где ,ijε  ijσ  – компоненты тензоров деформаций и напряжений, ,ije  ijs  – компоненты девиато-
ров деформаций и напряжений; iu  – компоненты перемещений, E  – модуль упругости Юнга, 
γ  – коэффициент Пуассона, запятая в индексах означает дифференцирование. 

Исследуется устойчивость  свободной границы 2 0x =  как формы равновесия. Кроме ос-
новной формы равновесия рассмотрим близкие к ней возмущенные формы равновесия. Для 
этого представим величины в виде: 0 ,ij ij ijσ σ σ ′= +  где индекс «0σ » относится к основному (невоз-
мущенному) состоянию, индекс «σ ′» – к возмущениям. При статической постановке возникает 
задача о нахождении точки бифуркации равновесных форм. 

Линеаризируем соотношения (1), считая возмущения малыми величинами по сравнению с 
соответствующими величинами основного состояния 

	
0

0

0; ; ;
u u

u
u k u k c

u ue e

dE e E E
de e

σσ
=

Φ′ ′= = =
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	 ( ) 0
0

2 1 2 ;
3 3 3

u
ij c ij ij c nn k c ij

u

eE K E E E sσ ε δ ε
σ

′ ′ ′ ′= + − + − 
 

	 (2)

	 ( )
0

, , 0

1 2; ; .
2 3

ij
nn nn ij i j j i u ij

u

e
K u u e e

e
σ ε ε′ ′ ′ ′ ′ ′ ′= = + =

Полагая в основном состоянии напряжение 0
11 ,pσ = −  остальные напряжения 0 0,ijσ =  а де-

формации 0 0
22 33,ε ε=  из соотношений (2) получим для возмущений напряжений

	 ( )( )22 11 1
2 1 2 12 ;
3 3 3 3ij c ij ij c nn k c iE K E E Eσ ε δ ε ε ε δ    ′ ′ ′ ′ ′= + − + − − −        

	 (3)

Уравнения устойчивости

Уравнения равновесия, являющиеся линеаризированными уравнениями нелинейной тео-
рии упругости, имеют вид [2] 

	 ( )0
, ,( (1 )) 0, 1,2; 1,2ki in k n kn iu i kσ σ δ′ ′− − = = = 	 (4)

где ,kiσ ′  ku′  – возмущения напряжений и перемещений; 0
inσ  – компоненты напряжений невоз-

мущённого состояния; по повторяющимся индексам проводится суммирование, кроме индек-
са «k»; запятая в индексах означает дифференцирование , .k

k n
n

duu
dx

′ =  К уравнениям равновесия 

добавим граничные условия
	

2 222 0 21 00, 0.x xσ σ= =′ ′= = 	 (5)
Подставив в систему уравнений (4) возмущения напряжений (3), получим систему двух 

дифференциальных уравнений относительно возмущений перемещений 1,u′  2u′

	
( )

11 1,11 1,22 12 2,12

12 1,12 2,11 22 2,22

( ) 0

( ) 0,

a u Gu a G u

a G u G p u a u

′ ′ ′+ + + =

′ ′ ′+ + − + =
	 (6)

где 

	 11 12
1 4 1 2; ;
3 3 3 3k ka K E a K E   = + = −   

   

	 22
1 1 1, .
3 3 3k c ca K E E G E = + + = 

 
Граничные условия (5) также преобразуются к виду

	 12 1,1 22 2,2

1,2 2,1

0
0.

a u a u
u u

′ ′+ =

′ ′+ =
	 (7)

В дальнейшем слово «возмущения» будем опускать.

Решение с помощью преобразования Фурье [5]

Введем преобразование Фурье по координате 1x

	 ( ) ( ) 1
2 1 2 1

1, , .
2

i x
i ix u x x dxξν ξ

π

+∞

−∞

′= ∫ 

Применив преобразование Фурье к системе (6), получим систему обыкновенных диффе-
ренциальных уравнений 

	
( )

( ) ( )

2
11 1 1,22 12 2,2

2
12 1,2 2 22 2,22

0

0

a G i a G

i a G G p a

ξ ν ν ξ ν

ξ ν ξ ν ν

− + − + =

− + − − + =
	 (8)
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Граничные условия (7) в результате преобразования Фурье принимают вид 
	 22 2,2 12 1 1,2 20, 0a i a iν ξ ν ν ξν− = − = 	 (9)
Исключив из системы (8) изображение перемещения ( )2 2, ,xν ξ  получим обыкновенное 

дифференциальное уравнение четвертого порядка относительно ( )1 2, xν ξ
	 2 4

1,2222 1,22 12 0.r qν ξ ν ξ ν− + = 	 (10)

Здесь ( ) ( )2
11 22 12

22

,
2

a a G p G a G
r

a G
+ − − +

=  ( )11

22

.
a G p

q
a G

−
=

Общее решение уравнения (10) имеет вид 
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 2 1 1 2 2 2 2 3 1 2 4 2 2, exp exp exp exp ,x C k x C k x C k x C k xν ξ ξ ξ ξ ξ ξ ξ ξ ξ= + + − + −

где 2
1 ,k r r q= + −  2

2 ,k r r q= − −  ( )iC ξ  – произвольные функции.
Локальные неровности на границе полуплоскости характеризуются затуханием перемеще-

ний с удалением от границы вглубь, то есть при 2 .x → −∞  Этим свойством должны обладать и 
изображения перемещений. Поэтому полагаем ( ) ( )3 4 0,C Cξ ξ= =  а функции ( )1C ξ  и ( )2C ξ  
выберем следующим образом

	 ( ) ( )
( )

exp 0
,

exp 0
i

i
i

C c
C

C c
ξ ξ

ξ
ξ ξ

≥
=  − <

ïðè

ïðè

где 0c <  – некоторая постоянная; iC  – произвольные постоянные.
Окончательно, решение дифференциального уравнения (10), затухающее в глубину от ли-

нии 2 0x =  при 2 ,x → ∞  запишем в виде

	 ( )
( )( ) ( )( )

( )( ) ( )( )
1 1 2 2 2 2

1 2
1 1 2 2 2 2

exp exp 0
, .

exp exp 0

C k x c C k x c
x

C k x c C k x c

ξ ξ ξ
ν ξ

ξ ξ ξ

 + + + ≥
= 

− + + − + <

ïðè

ïðè
	 (11)

Изображение перемещения ( )2 2, xν ξ  получим из системы обыкновенных дифференци-
альных уравнений (8), используя выражение (11), 

( )
( )( ) ( )( )( )

( )( ) ( )( )( )
1 1 1 2 2 2 2 2

2 2

1 1 1 2 2 2 2 2

exp exp 0
, .

exp exp 0

i C k x c C k x c
x

i C k x c C k x c

η ξ η ξ ξ
ν ξ

η ξ η ξ ξ

 + + + ≥
=
− − + + − + <

ïðè

ïðè
	 (12)

Здесь 2
1 1 1 1 1( ),k a b kη = −  2

2 2 1 1 2( ),k a b kη = −  
2

11 22 12
1

12

( ) ,
( )( )

a a a Ga
G p a G

− +
=

− +
 22

1
12

.
( )( )

a Gb
G p a G

=
− +

Оригиналы перемещений вычислим по формулам [5]

	 ( ) ( ) ( )1 2 2 1
1, , exp .
2i iu x x x i x dν ξ ξ ξ
π

′ = ⋅ −∫
После вычислений получим

	 ( ) ( )
( )

( )
( )

1 1 2 2 2 2
1 1 2 2 22 2

1 2 1 2 2 1

2,
C k x c C k x c

u x x
k x c x k x c xπ

 + +′ = − + 
 + + + + 

	 ( )
( ) ( )

1 1 1 2 2 1
2 1 2 2 22 2

1 2 1 2 2 1

2, .C x C xu x x
k x c x k x c x

η η
π

 
′ = + 

 + + + + 
Из данных выражений следует, что перемещения убывают при 1x → ±∞  и 2 ,x → −∞  то есть 

перемещения имеют локальный характер. 
Граница полуплоскости 2 0x =  подверглась перемещению (рис. 1) 

	 ( ) ( )1 1 2 2 1
2 1 2 2

1

2,0 .
C C x

u x
x c

η η
π

+′ =
+
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Подставив решение (11), (12) в граничные условия (9) 
(при 2 0x =  и 0ξ ≥ ), получим независящую от ξ  однород-
ную систему линейных алгебраических уравнений относи-
тельно произвольных постоянных 1C  и 2C

( ) ( )
( ) ( )

1 22 1 1 12 2 22 2 2 12

1 1 1 2 2 2

0

0.

C a k a C a k a

C k C k

η η

η η

− + − =


+ + + =
 

Для существования нетривиальных решений системы 
определитель её приравниваем к нулю и получим характе-
ристическое уравнение для определения критической на-
грузки .pêð

   ( )( ) ( )( )22 1 1 12 2 2 22 2 2 12 1 1 0.a k a k a k a kη η η η− + − − + = 	 (13)
Аналогичные вычисления при 0ξ <  приводят к тому же характеристическому уравнению 

(13), которое преобразуется к виду

	 ( ) ( )( )( )( )2 2
1 2 1 1 1 2 1 2 22 1 2 12 22 1 2 12 0.k k a b k k k k a k k a a aη η− − + + + + + =

Приравнивая два сомножителя нулю и учитывая, что 

	
( )( )

2 2
1 2 1 2

2 2 2 2 2 2
1 2 1 2 1 1 1 1 2 1 1 2

, 2 ,k k q k k r

k k a a b k k b k kη η

= + =

= − + +

получим два уравнения
	 2 0,r q− =

	 ( )( ) ( )( ) ( )( )22 1 1 1 1 1 12 1 11 2 1 2 0.a q a a rb b qb q a a b r q+ − + − + + − + =

Из первого уравнения получим (для 0p > )

	 ( ) ( )( )2
1 12 11 22 11 22 12 12

1 2 2 .p a G a a a a a Ga
G

= + − + + 	 (14)

Из второго уравнения получим 

	
( )

( )

22 2
11 22 12 11 22

2 22
11 22 11 22 12

41 1 .
2

a a a G a ap
Ga a a a a

 −  = + −
 − 

	 (15)

Подставив в эти соотношения выражение коэффициентов ija  из формулы (6), получим: 

( )( ) ( )2 2
1

2 2 4 13 4 3 3 4
3 3 9 6k c k k c k k c

c

p K E E K E K E E K E K E E
E

    = + + + + + − + + +        
	 (16)

	
( )( )

( )( )
( )( )

( )

2 2

2 2

3 3 4 4 3 4 3 3
1 1 .

6 3 4 3 3 (3 3 4 )
k c k c c c k c

c c k c k c k c

K E E E E E K E K E E
p

E K E K E E K E E E E

 + + + + +
 = − + +
 + + + + + 

	 (17)

Меньший из этих корней дает критическое значение нагрузки .pêð

Однако, существует и другое решение системы (8). Если из неё исключить перемещение 
( )1 2, ,xν ξ  то получим обыкновенное дифференциальное уравнение четвертого порядка отно-

сительно ( )2 2, ,xν ξ  совпадающее по форме с (10),
	 2 4

2,2222 2,22 22 0.r qν ξ ν ξ ν− + =
После аналогичных рассуждений и вычислений получим 

	 ( )
( )( ) ( )( )

( )( ) ( )( )
1 1 2 2 2 2

2 2
1 1 2 2 2 2

exp exp 0
, ,

exp exp 0

C k x c C k x c
x

C k x c C k x c

ξ ξ ξ
ν ξ

ξ ξ ξ

 + + + ≥
= 

− + + − + <

ïðè

ïðè

Рис. 1
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	 ( )
( )( ) ( )( )( )

( )( ) ( )( )( )
1 1 1 2 2 2 2 2

1 2

1 1 1 2 2 2 2 2

exp exp 0
, ,

exp exp 0

i C k x c C k x c
x

i C k x c C k x c

γ ξ γ ξ ξ
ν ξ

γ ξ γ ξ ξ

 + + + ≥
=
− − + + − + <

ïðè

ïðè

где 2
1 1 2 2 1( ),k a b kγ = −  2

2 2 2 2 2( ),k a b kγ = −  12
2

11 12 11

( ) ,
( )

a GG G pa
a a G a

+−
= −

+
 22

2
11 12

.
( )
a Gb

a a G
=

+
Оригиналы перемещений имеют вид 

	 ( )
( ) ( )

1 1 1 2 2 1
1 1 2 2 22 2

1 2 1 2 2 1

2, C x C xu x x
k x c x k x c x

γ γ
π

 
′ = + 

 + + + + 

	 ( ) ( )
( )

( )
( )

1 1 2 2 2 2
2 1 2 2 22 2

1 2 1 2 2 1

2, .
C k x c C k x c

u x x
k x c x k x c xπ

 + +′ = − + 
 + + + + 
Граница полуплоскости 2 0x =  получит перемещение 

(рис. 2)

( ) ( )1 2
2 1 2 2

1

2,0 .
c C C

u x
x cπ

+′ =
+

Подставив решение ( )1 2, xν ξ  и ( )2 2, xν ξ  в граничные 
условия (9) при 2 0,x =  в результате аналогичной процеду-
ры получим характеристическое уравнение

( )( ) ( )( )22 1 12 1 2 2 22 2 12 2 1 11 1 0,a k a k a k a kγ γ γ γ+ − − + − =
которое преобразуется к виду 

	 ( ) ( ) ( )( ){ }2 2
1 2 22 1 2 12 2 2 1 2 1 2 22 12 1 2 0.k k a k k a a b k k k k a a γ γ− + − + + + + = 	 (18)

Первый множитель 1 2( )k k−  совпадает с множителем в уравнении (13), следовательно, вы-
ражение (14) для корня 1p  также является корнем  характеристического уравнения (18). Вто-
рой множитель в фигурных скобках преобразуется к виду 

	 ( ) ( )( ) ( )( )2
22 12 2 2 2 2 2 2 222 2 0.a q a a b r q q a b ra b q a+ − + + − + + =

Из последнего выражения получим физический корень 2 ,p  совпадающий с (15).
Таким образом, статический критерий устойчивости дает одну и ту же критическую на-

грузку для двух форм локальных неровностей границы полуплоскости. 
Вычисления критических нагрузок pêð  по формулам (16), (17) показали, что они не значи-

тельно зависят от коэффициента Пуассона. В таблице приведены меньшие значения ,p Eêð  
полученные по формулам (16) и (17) для коэффициента Пуассона 0,25.ν =  Здесь введены обо-
значения: 0 ,k kE E E=  0 .c cE E E=

0
kE

0
cE 0 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 

1,0 0,183 0,214 0,236 0,252 0,264 0,074 0,281 
0,8 0,149 0,179 0,198 0,212 0,221 0,216* 0,163* 
0,6 0,114 0,142 0,158 0,168 0,150* 0,088*  
0,4 0,078 0,102 0,113 0,081*    
0,2 0,040 0,057      

Здесь звездочкой отмечены критические нагрузки, полученные по формуле(16).

Из приведенных результатов следует, что в металлах при малых докритических деформа-
циях образование локальных неровностей на поверхности полуплоскости не будет, так как 
для них критические нагрузки не реальны. 

Рис. 2
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ПОСТРОЕНИЕ БАЗИСА СОСТОЯНИЙ ДЛЯ АНИЗОТРОПНОЙ СРЕДЫ 
В ЗАДАЧЕ ОТ ДЕЙСТВИЯ МАССОВЫХ СИЛ

Липецкий государственный технический университет

Д. А. Иванычев

Аннотация. В работе представлена методика построения базиса внутренних состояний 
в задаче по определению напряженно-деформированного состояния анизотропных тел 
вращения, обусловленных действием цикличных стационарных массовых сил. Пред-
ставлен способ формирования базиса внутренних состояний на основе общего решения, 
использующего вспомогательные двумерные состояния плоской деформации трансвер-
сально-изотропного бесконечного цилиндра. Искомое упругое состояние раскладывает-
ся ряд Фурье, коэффициенты которого представляют собой квадратуры.
Ключевые слова: метод граничных состояний, обратный метод, неосесимметричные за-
дачи, трансверсально-изотропные тела, краевые задачи.

Введение

Создание новых и развитие существующих методов расчета напряженно-деформированно-
го состояния (НДС) тел из сложных по структуре и реологии материалов по большей части опи-
рается на общее или фундаментальное решение той или иной задачи теории упругости. Фунда-
ментальный вклад в создание общих решений для анизотропной среды внесли Лехницкий С. Г., 
Александров А. Я., Соловьев Ю. И., Космодамианский А. С. и др. Однако эти решения были 
разработаны еще в прошлом столетии. Естественно, что современными учеными получены ре-
шения частных задач, которые могут быть применены для построения математических моде-
лей на основе различных методов механики. Особенно это касается аналитических или числен-
но-аналитических методов, которые позволяют получить решение в виде функции нескольких 
переменных (координаты, время, температуры и др.). Развитие именно аналитических методов 
в последнее время преобладает над численными методами, где результатом решения является 
таблица значений той или иной величины во всей (а порой не во всей) области тела.

Целью данной работы является развитие аналитического метода определения НДС, пред-
ложенной в работе [1], на класс трансверсально-изотропных тел вращения и находящихся под 
действием массовых сил, заданных по циклическому закону. Массовые силы носят неосесим-
метричный характер и зависят от трех координат в цилиндрической системе координат.

1. Постановка задачи

Рассматривается упругое равновесие трансверсаль-
но-изотропного тела, ограниченного одной или несколь-
кими коаксиальными поверхностями вращения (рис. 1) 
под действием неосесимметричных массовых сил 

{ }, , ,X R Q Z=  заданных по циклическому закону. Ось 
анизотропии трансверсально-изотропного тела совпа-
дает с геометрической осью вращения z.

Задача состоит в определении напряженно-дефор-
мированного состояния, возникающего в теле, под дей-
ствием массовых сил.

Рис. 1. Трансверсально-изотропное 
тело вращения
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2. Общее решение задачи

Общее решение данной задачи получено в работе [2]. С помощью метода интегральных 
наложений, установлена зависимость между пространственным упругим состоянием тран-
сверсально-изотропного тела и некоторыми вспомогательными двумерными состояниями 
бесконечных цилиндров. Суперпозиция таких двумерных состояний дает трехмерное напря-
женное состояние. В качестве плоских вспомогательных состояний используется плоская де-
формация { , , },pl pl pl pl

y zu u uη=u  возникающая в бесконечных цилиндрах, имеющих в каждой 
точке плоскость упругой симметрии, параллельную плоскости zy  (направление η). Ось η пер-
пендикулярна плоскости .zy

Переход к пространственному состоянию в цилиндрических координатах осуществляется 
по зависимостям:

	 [ cos( ) sin( )];
b

n n
n a

u u n u nθ θ
=

= +∑

	 [ sin( ) cos( )];
b

n n
n a

v v n v nθ θ
=

= − +∑ 	 (1)

	 [ cos( ) sin( )];
b

n n
n a

w w n w nθ θ
=

= +∑  0;a =  ,b = ∞

в которых

	
0 0

1 ( ( ) cos[( 1) ] ( ) cos[( 1) ] );
2

pl pl pl pl
n y yu u u n d u u n d

π π

η ηβ β β β
π

= + − + − +∫ ∫

	
0 0

1 ( ( ) cos[( 1) ] ( ) cos[( 1) ] );
2

pl pl pl pl
n y yv u u n d u u n d

π π

η ηβ β β β
π

= + − − − +∫ ∫ 	 (2)

	
0

1 cos( ) ;pl
n zw u n d

π

β β
π

= ∫  cos( ).y r β=

Деформации можно вычислить через соотношения Коши, напряжения через закон обоб-
щенный Гука, массовые силы из уравнений равновесия [2].

3. Формирование базиса внутренних состояний

Формирование решения задачи осуществляется средствами, схожими со средствами мето-
да граничных состояний (МГС) [3]. В качестве базиса в пространстве внутренних состояний 
Ξ  принимаются наборы:

	 { }1 2 3, , ,..., ,... ;kξ ξ ξ ξΞ =  ( ) ( ) ( ) ( ){ , , , }.k k k k
k i ij ij iu Xξ ε σ=

В работе [1] изложен метод определения напряженно-деформированного состояния 
изотропных тел от действия неконсервативных непрерывных объемных сил. Здесь использу-
ем тот же подход.

Для построения поля перемещений для тела от действия массовых сил для плоских вспо-
могательных состояний применяется фундаментальная система многочленов ,y zα β  которую 
можно поместить в любую позицию вектора перемещения ( , ),pl y zu  образуя некоторое допу-
стимое упругое состояние:

	
0 0

0 , , 0 .
0 0

pl
y

pl pl

pl
z

u y z
u y z

y zu

α β

α β
η

α β

        
         = ∈        
               

u
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Далее согласно (1) и (2) определяются компоненты вектора перемещения ( ), ,r zθu  про-
странственного состояния и определяются соответствующие тензоры деформаций, напряже-
ний и массовые силы.

Осуществляя перебор всевозможных вариантов в пределах ,nα β+ ≤   1, 2 ),( , 3n = …  мож-
но получить множество состояний и сформировать конечномерный базис внутренних состо-
яний, позволяющий разложить произвольный вектор непрерывных массовых сил в ряд Фурье 
по его элементам при увеличении числа n  до бесконечности.

4. Формирование решения

После построения базиса внутренних состояний, проводится его ортонормирование, ис-
пользуя рекурсивно-матричный алгоритм ортогонализации [4]. Алгоритм использует процесс 
ортогонализации Грама-Шмидта в котором перекрестные скалярные произведения вычисля-
ются по формуле (например, для 1-го и 2-го состояния):

	 ( )(1) (2) (1) (2), ;
V

dV= ⋅∫X X X X

Любой непрерывный вектор массовых сил может быть представлен в виде ряда Фурье раз-
ложенного по элементам ортонормированного базиса:

	 ( )

1
;k

k
k

c
∞

=

= ∑X X  ( )( ), ,k
kc = X X 	 (3)

где { }, ,R Q Z=X  заданные массовые силы.
Каждому базисному вектору ( )kX  соответствуют вектор перемещения и тензоры деформа-

ций и напряжений, в совокупности образующие внутреннее состояние от действия массовых 
сил

	 0
1

k k
k

cξ ξ
∞

=

= ∑
или в развернутом виде:

	 ( )

1
;k

i k i
k

u c u
∞

=

= ∑  ( )

1
;k

ij k ij
k

cε ε
∞

=

= ∑  ( )

1
;k

ij k ij
k

cσ σ
∞

=

= ∑  ( )

1
.k

i k i
k

X c X
∞

=

= ∑
Данные соотношения удовлетворяют всем соотношениям теории упругости.

5. Решение задач

В работе исследовалось упругое состояние трансверсально-изотропного кругового цилин-
дра из горной породы алевролита крупного темно-серого [5]. При практической реализации 
приема решения задач и его тестирования при различных видах функций заданных массовых 
сил, оказалось, что не для любого вида функций массовых сил существует решение. Возмож-
ность получения строгого или приближенного решения зависит от способа формирования 
базиса.

При построении базиса внутренних состояний, необходимо стремиться к наибольшей 
простоте вида функций, описывающих компоненты упруго поля. Поэтому рассмотрим снача-
ла базис, формируемый из левых частей выражений (2) и порогами суммирования 0;a =  1:b =

	 [ cos( )];
b

n
n a

u u nθ
=

= ∑  [ sin( )];
b

n
n a

v v nθ
=

= −∑  [ cos( )].
b

n
n a

w w nθ
=

= ∑ 	 (4)

В данном случае, задача будет разрешима, если заданные массовые силы ,R  ,Q  Z  содержат 
тригонометрические функции cos ,θ  sin ,θ  cosθ  соответственно, например: 
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	 (1 cos );m kR r z p θ= −  , ;m k N∈  .p Z∈ 	 (5)
В противном случае скалярные произведения и коэффициенты Фурье (3) будут равны 

нулю.
Если формировать базис из правых частей выражений (2) и порогами суммирования 0;a =  
1:b =

	 [ sin( )];
b

n
n a

u u nθ
=

= ∑  [ cos( )];
b

n
n a

v v nθ
=

= ∑  [ sin( )],
b

n
nà

w w nθ
=

= ∑ 	 (6)

то приближенное решение возможно получить, если массовые силы ,R  ,Q  Z  содержат триго-
нометрические функции sin ,θ  cos ,θ  sinθ  соответственно.

Если в выражениях (4) и (6) использовать пороги суммирования 1a =  и 1,b =  то массовые 
силы вида (5) восстановить будет невозможно, в этом случае приближенное решение задачи 
ищется для функции вида cosm kr z p θ  или sin .m kr z p θ

В случае, когда массовые силы имеют вид (cos sin ),m kr z θ θ+  то уже необходимо использо-
вать выражения (6) в полной мере с порогами суммирования 0;a =  1.b =  При этом возможно 
получение не только приближенных, но и строгих решений.

Заключение

Для решения задачи, когда все три компоненты заданного вектора массовых сил не равны 
нулю, требуется довольно большой «отрезок» базиса внутренних состояний. В этом случае 
целесообразно воспользоваться принципом независимости действия сил и решить три от-
дельных задачи, в каждой из которых заданы: { ,0,0},R=X  {0, ,0},Q=X  {0,0, },Z=X  а полу-
ченные упругие поля сложить.

Выбор способа конструирования базиса зависит от вида заданной функции компоненты 
массовых сил. Для решения задач требуется довольно большой базис внутренних состояний, 
однако при формировании рядов число ненулевых коэффициентов Фурье невелико.

Таким образом, в работе сформулирован метод решения задачи от действия массовых сил, 
заданных по циклическому закону. Компоненты упругого поля зависят от всех трех координат 
и носят неосесимметричный циклический характер.
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ОПРЕДЕЛЕНИЕ ПРОЧНОСТНЫХ СВОЙСТВ СЫПУЧЕГО МАТЕРИАЛА 
ПРИ МДЭ-МОДЕЛИРОВАНИИ ТРЕХОСНОГО СЖАТИЯ

Институт горного дела им. Н.А. Чинакала СО РАН

С. В. Клишин

Аннотация. Методом дискретных элементов (МДЭ) проведены численные эксперименты 
по нагружению образцов несвязного сыпучего материала в условиях трехосного сжатия. 
Образцы представляют собой плотные монодисперсные упаковки сферических частиц, 
ограниченные жесткими недеформируемыми стенками. Нагружение осуществляется пу-
тем одноосного сжатия с постоянным боковым давлением. Продемонстрировано влияние 
угла сухого контактного трения между частицами, составляющими сыпучий материал, 
на изменение одометрического модуля упругости и предела прочности среды на макро-
уровне. Построены диаграммы относительного изменения объема образцов в процессе 
нагружения.
Ключевые слова: сыпучий материал, численная модель, метод дискретных элементов, 
трехосное сжатие, предел прочности, диаграмма нагружения, дилатансия.

Введение

В настоящее время при решении задач механики горных пород и сыпучих сред становятся 
общепризнанными гипотезы, основанные на неоднородности внутреннего строения, а также 
физических и механических свойств таких материалов. Поскольку микросвойства и отклик на 
нагрузку у таких материалов являются неоднородными и нелинейными, применение метода 
дискретных элементов (МДЭ), в котором каждая частица, составляющая среду, моделируется 
индивидуально, имеет преимущество перед классическими континуальными постановками. 
Численные расчеты, основанные на МДЭ, непосредственно описывают микроструктуру ма-
териала и, таким образом, могут быть использованы для изучения такого явления как форми-
рование и эволюция зон локализаций сдвиговых деформаций, которые определяют свойства 
сыпучих материалов на макроуровне [1]. В настоящее время МДЭ становится все более попу-
лярным вследствие увеличения мощностей вычислительных систем, установлением связи с 
методом конечных элементов (особенно в методах вычислительной газо- и гидродинамики), 
возможности моделирования многомасштабных процессов, вихрей, зон выпуска в технологи-
ческих процессах гравитационного движения горной массы, тектонических движений земной 
коры, формирования геологических разломов и т.д. [2–4]. 

К недостаткам метода можно отнести большие вычислительные затраты, невозможность 
точного моделирования формы отдельной частицы, а также сложность экспериментальной 
проверки и калибровки контактных свойств дискретных элементов, поскольку инерционные 
и вязкие динамические эффекты контактного взаимодействия частиц не играют большой 
роли в квазистатических лабораторных тестах на определение деформационных и прочност-
ных свойств образцов сыпучих материалов и грунтов. Таким образом, здесь остается откры-
тым основной вопрос – какими именно макросвойствами обладает среда, если в рамках МДЭ 
заданы только форма частиц, их начальная упаковка и закон взаимодействия между ними.

В настоящее определению макросвойств сыпучих сред и грунтов посвящены обширные 
лабораторные и натурные исследования. В работах [5–8] рассмотрены методы интерпретации 
данных лабораторных испытаний грунтов с целью определения их макродеформационных и 
прочностных характеристик. Здесь приведены процедуры определения модулей деформации 
из компрессионных и одометрических испытаний, а также в условия среза и трехосного сжа-
тия в приборах различных конструкций. 
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В рамках МДЭ также проводятся исследования по определению макросвойств образцов, 
составленных из отдельных частиц. В работе [9] предложена численная модель горной поро-
ды, в которой материал представлен плотной упаковкой неоднородных по размеру сфер, со-
единенных деформируемыми связями в точках их контакта. Калибровка параметров таких 
контактов осуществляется путем проведения различных численных экспериментов по нагру-
жению и расчете откликов таких образцов на макроуровне. Численные эксперименты охваты-
вают большой круг нагружений – одноосные и трехосные испытания, нагружение типа бра-
зильская проба и т.д. [10–16].

Нагружение образцов несвязных сыпучих материалов, состоящих либо из частиц несфе-
рической формы, либо из кластеров сферических частиц, исследуется в работах [17–19]. Здесь 
сравниваются результаты экспериментальных испытаний и численной модели, проводится 
калибровка параметров.

Таким образом, подобные исследования обеспечивает эффективный инструмент для ис-
следования напряженно-деформированного состояния сыпучей среды на микро- и макро-
масштабных уровнях. Представленная работа посвящена решению задачи о деформировании 
образцов плотного несвязного сыпучего материала, и определении его макросвойств при тре-
хосном нагружении с позиций континуальной теории упругопластического тела.

1. Формулировка метода дискретных элементов

Согласно классической формулировке МДЭ, сыпучая среда представляется набором от-
дельных частиц, каждая из которых характеризуется своими размерами, физическими и кон-
тактными свойствами. В представленном исследовании частицы среды имеют сферическую 
форму с фиксированными радиусами. Взаимодействие дискретных элементов друг с другом 
и твердыми границами осуществляется при их контакте, а напряженно-деформированное со-
стояние всей системы зависит от положения каждой частицы, контактных сил, а также задан-
ных граничных смещений. Внешние силы (в том числе сила тяжести) отсутствуют.

В качестве контактной модели используется классическая вязкоупругая линейная модель, 
которая состоит из линейной упругой характеристики, соответствующей закону Гука, и из ли-
нейной вязкой характеристики [20]. В рамках этой модели выражение для нормальной силы 

,NF  действующей между частицами при их контакте, имеет следующий вид:
,NF k cδ δ= + 

где k  – линейная жесткость контакта (пружины, которая отталкивает частицы друг от друга), 
c  – демпфирующий коэффициент, δ  – нормальное перекрытие между частицами, а δ  его 
скорость.

Жесткость контакта и демпфирующий коэффициент рассчитываются на основе комбина-
ции физических свойств материала и кинематических ограничений. Это дает:

1
51 * 2

* *2
1

* *2

1516 ,
15 16

cm Vk R E
R E
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где ,m∗  R∗  и E∗  – соответственно эквивалентные масса, радиус и модуль упругости частиц; 
cV  – характерная скорость соударения в системе (далее принимаем, что 1.0cV =  м/c). Для демп-

фирующего коэффициента имеем:
*
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Здесь безразмерный параметр rc  – коэффициент восстановления скорости после соударе-
ния (0 1rc≤ ≤ ) [21, 22]. 

Модель касательного контакта также является линейной и базируется на теории Миндли-
на-Дересевича, основные положения которой подробно изложены в [23–25]. Значения пара-
метров частиц и их контактов, используемые в дальнейших численных расчетах, представле-
ны в табл. 1.

Таблица 1
Физические параметры частиц и контактов, используемые в численных расчетах

Параметр Размерность Значение
Модуль упругости частиц и границ Па 1010

Коэффициент Пуассона частиц и границ – 0.25
Плотность материала частиц и границ кг/м3 2 500
Коэффициент восстановления скорости после соударения 
между частицами

– 0.5

Коэффициент восстановления скорости после соударения 
между частицами и границами 

– 0.5

Угол внешнего контактного трения между частицами градус 0, 15, 30, 45, 60
Угол внешнего контактного трения между частицами 
и границами

градус 0

2. Подготовка образцов для нагружения

В пространстве Oxyz  задается контейнер для сыпучего материала – куб с длиной ребра 0 ,L  
ребра которого ориентированы вдоль координатных осей ,Ox  Oy  и Oz  (рис. 1а). Емкость за-
полнена набором из N  сферических частиц с заданным распределением их радиусов iR  

 1 , ),(   i N= …  и с заданной относительной плотностью упаковки ,η  где

.pV
V

η =

Здесь объем куба 3
0 ,V L=  pV  – суммарный объем всех частиц:

3

1

4 .
3

N

p i
i

V Rπ
=

= ∑
В представленном исследовании используются монодисперсные упаковки частиц, т. е. 

  const.iR =  Пусть ),(xL t  ),(yL t  ( )zL t  – длины ребер емкости вдоль соответствующих осей в про-
цессе ее деформирования, t  – время. В начальный момент времени (0) (0)x yLL = = 0(0) .zL L=  
Осевые деформации определяются следующим образом:

0
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Далее принимаем, что начальный линейный размер образца 0  1 .0L =  м. Объемная деформа-
ция ,x y zε ε ε ε= + +  а относительное изменение объема 

3
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r
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Соответствующие осевым деформациям напряжения будем определять так
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где

( )1 ,
2x x xF F F+ −= −  ( )1 ,

2y y yF F F+ −= −  ( )1 .
2z z zF F F+ −= −

Здесь ,xF +  ,xF −  ,yF +  ,yF −  ,zF +  zF −  – суммарные нормальные силы, действующие со стороны 
стенок емкости на материал, заключенный в ней (рис. 1б). На этом рисунке n, как обычно, 
внешняя нормаль к соответствующей границе. Поскольку далее мы будем иметь дело со сжи-
мающими напряжениями, то будем считать их положительными (направления стрелок на 
рис. 1б соответствуют значениям , ,xF +

 0zF − > ). Средняя сила ,aveF  действующая на матери-
ал, по определению полагается равной

( )1 .
3ave x y zF F F F= + +

При этом среднее напряжение 

( )1 .
3ave x y zσ σ σ σ= + +

Заполнение области сферическими частицами осуществляется на основе динамического 
алгоритма. Заданное количество абсолютно гладких частиц, диаметры которых значительно 
меньше, чем окончательные размеры, помещаются в исследуемую область на основе случайно-
го распределения координат центров каждой частицы без их контактов и перекрытий. Затем 
диаметры частиц постепенно увеличиваются до тех пор, пока не было достигнуто их размеще-
ние с заранее заданной относительной плотностью упаковки .η  На рис. 2 показано изменение 
среднего давления aveσ  и среднего координационного числа Nc  в процессе роста размеров 
частиц для значения относительной плотности упаковки 0.7.η =  Здесь первые 10 секунд про-
исходил рост размеров, затем – релаксация упаковки (1 секунда). Начальный радиус частиц 
составил 0.0085 м, конечный – 0.012 м, общее их количество  N =  96 706. 

                                 а                                     б
Рис. 1. Расчетная область – куб, содержащий упаковку сферических частиц (а); 

схема к определению напряжений на гранях образца (б)

                                                а                                                                           б
Рис. 2. Изменение среднего давления aveσ  (а) и среднего координационного числа Nc  (б) 

в процессе роста диаметров частиц при заполнении емкости
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По достижению частицами равновесного состояния требуется дополнительная обработка 
образца, поскольку созданная таким способом упаковка не является однородной [9, 10]. С це-
лью придания однородности рассмотрим ее обратимость по отношению к процедуре цикли-
ческого всестороннего сжатия. Одним циклом здесь является смещение всех граней с малой 
скоростью вдоль соответствующих координатных осей к центру образца и последующий их 
возврат в исходное положение. При этом весьма существенна величина объемной деформа-
ции ,ε  приложенная к образцу. 

На рис. 3а показаны значения среднего напряжения aveσ  после четырех циклов нагруже-
ния. Здесь графикам с символом () соответствуют значения сжимающих деформаций 

     –0.04,x y zε ε ε= = =  а графикам с символом () – значения      –0.08.x y zε ε ε= = =  На рис. 3б приве-
дены значения в момент наибольшего сжатия на каждом цикле деформирования.

Таким образом, представленный способ позволяет получить монодисперсные упаковки 
сферических частиц с заданной относительной плотностью. Полученные таким образом упа-
ковки образцы можно использовать для дальнейших исследований. В Институте горного дела 
СО РАН на основе МДЭ в трехмерной постановке разработано оригинальное программное 
обеспечение, позволяющее исследовать напряженно-деформированного состояния образцов 
сыпучих материалов при всестороннем, одометрическом и трехосном сжатиях с постоянным 
боковым давлением [26, 27].

3. Численный эксперимент по трехосному нагружению 
образца сыпучего материала

Проведем численное моделирование трехосного сжатия 
образца сыпучего материала. Образец, подготовленный на ос-
нове способа, предложенного выше, состоит из набора сфери-
ческих частиц одинакового радиуса   0.012R =  м. Общее их ко-
личество   96 706.N =  Относительная плотность упаковки 

0.7;η =  начальное поджатие  2.0aveσ =  МПа.
Условия нагружения следующие (рис. 4). Верхняя и ниж-

няя границы движутся по направлению друг к другу с посто-
янной малой скоростью   const.zu =  Данная скорость движе-
ния выбирается таким образом, чтобы обеспечить условия, 
когда скорость нагружения сравнима со скоростью релакса-
ционных процессов в материале. На боковых стенках поддер-

                                                      а                                                                            б
Рис. 3. Значения среднего давления aveσ  в начале цикла всестороннего сжатия (а); в момент 

наибольшего сжатия (б). Графикам () соответствуют значения      –0.04;x y zε ε ε= = =  
графикам () – значения      –0.08x y zε ε ε= = =

Рис. 4. Схема трехосного 
нагружения
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живается постоянное поджатие     2.0x yσ σ= =  МПа. Нагружение происходит до достижения 
значения вертикальной деформации образца   0.1.zε =

На рис. 5а представлены диаграммы деформирования образца сыпучего материала. На ди-
аграммах цифрам 0–4 соответствуют значения угла сухого трения между частицами 0°, 15°, 
30°, 45° и 60°. 

Видно, что полученные в результате такого нагружения диаграммы деформирования со-
стоят из участков прямой пропорциональной зависимости между напряжениями и дефор-
мациями, участков, где зависимость между напряжениями и деформациями становится не-
линейной, а также содержат ярко выраженный предел прочности, участок разупрочнения и 
остаточной прочности. Также видно, что с ростом угла трения между частицами наблюдается 
рост одометрического модуля упругости и предела прочности. 

Диаграммы относительного изменения объема образцов rV  при нагружении для соответ-
ствующих значений угла внешнего сухого трения между частицами представлены на рис. 5б. 
Из анализа этих диаграмм можно сделать вывод о том, что сыпучий материал внутри контей-
нера уплотняется при нагружении до достижения предела прочности, а затем образец раз-
рыхляется.

Заключение

Разработан численный метод для исследования напряженно-деформированного состоя-
ния образцов сыпучих материалов в условиях трехосного сжатия. При численном моделиро-
вании учитываются основные этапы подготовки и проведения экспериментов по определению 
механических свойств образцов – создание начальной упаковки, задание краевых и началь-
ных условий, осуществление нагружения. Метод позволяет определять упругопластические 
макросвойства сыпучей среды в зависимости от заданных микропараметров модели метода 
дискретных элементов.

Получены диаграммы нагружения и относительного изменения объема образца сыпучей 
среды в условиях трехосного сжатия. Эти данные могут быть использованы для построения 
континуальных математических моделей, соответствующих заданным моделям дискретных 
элементов.
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                                           а                                                                             б
Рис. 5. Диаграммы нагружения (а); относительное изменение объема (б) 

для значений угла внешнего сухого трения между частицами 0° (график с номером 0), 
15° (1), 30° (2), 45° (3) и 60° (4)
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УДК 519.63:539.3

МЕТОДЫ КРИВОЛИНЕЙНЫХ СЕТОК И КОНЕЧНЫХ РАЗНОСТЕЙ 
ПОВЫШЕННОЙ ТОЧНОСТИ В ЗАДАЧАХ КОЛЕБАНИЙ 

ТОНКОСТЕННЫХ КОНСТРУКЦИЙ

Воронежский государственный технический университет

В. А. Козлов, А. В. Козлов

Аннотация. В работе предложен метод криволинейных сеток (МКС) повышенной точ-
ности, который является обобщением метода конечных разностей (МКР) в случае дис-
кретного представления дифференциальных соотношений теории оболочек в векторной 
форме для криволинейной системы координат. В векторном виде получены уточнённые 
разностные соотношения ковариантной производной. Методом конечных разностей по-
вышенной точности решён ряд задач по определению собственных частот и форм сво-
бодных колебаний тонкостенных призматических конструкций с переменной толщиной 
стенок по размаху.
Ключевые слова: конечно-разностные методы расчета, тонкостенные коробчатые кон-
струкции, свободные колебания тонких замкнутых оболочек.

Как известно, задача интегрирования уравнений равновесия и движения оболочек некано-
нических форм достаточно сложна и трудоёмка. Это связано с высоким порядком дифферен-
циальных уравнений, а, следовательно, большой размерностью задачи, сложными коэффи-
циентами, наличием участков медленного и быстрого (в зонах краевого эффекта) изменения 
искомых функций. Поэтому при прочностном исследовании оболочек обычно прибегают к 
дискретным методам алгебраизации уравнений: метод конечных разностей, метод конечных 
элементов и т. д. Но при применении этих методов в задачах теории оболочек часто имеет 
место неудовлетворительная сходимость решений. Одной из причин этого является погреш-
ность аппроксимации ковариантной производной от функции перемещения элемента обо-
лочки, отвечающей за смещение этого элемента как твердого тела. Метод конечных сеток [1] 
полностью исключает эту погрешность, а, следовательно, улучшает сходимость решений. При 
численной реализации МКС аналитическое выражение ковариантной производной.

	 i j ji

uu r
α
∂

∇ =
∂



      3( 1, 2; 1,2,3; )i j r n= = =
  	 (1)

аппроксимируется в точке k  разностным аналогом

	 ( ) ( ) ( )1 1
1 ,

2i j k k jik k
u u u r

α + −∇ ≈ − ⋅
∆

   	 (2)

то есть частная производная в направлении криволинейной координаты iα  от вектора пере-
мещения u  точек оболочки заменяется конечным выражением

	 1 1 .
2

k k
i i

k

u uu
α α

+ −−∂  ≈ ∂ ∆ 

 

	 (3)

Здесь jr  – координатные векторы срединной поверхности оболочки.
По утверждению авторов [1] значение конечно-разностной производной (2) от постоянной 

составляющей вектор-функции ou  точно равно нулю. Исключение погрешности аппроксима-
ции ковариантных производных от функций жёстких смещений элементов оболочки приводит 
к существенному улучшению численных решений МКС по сравнению с решениями традицион-
ного МКР. На численном примере показано, что ошибка аппроксимации по методу МКС со 
сгущением криволинейной сетки убывает пропорционально квадрату её шага. Аналогичное по-
ведение ошибки аппроксимации по методу МКР наблюдается только на прямолинейных сетках. 
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Кроме того, в конечно-разностной аппроксимации ковариантной производной отсутствуют 
символы Кристоффеля, что значительно упрощает вычисления геометрических характеристик.

Но в работе [2] приводится доказательство идентичности схем МКС и МКР на примере 
дискретизации дифференциальных уравнений теории тонких упругих оболочек в криволи-
нейной системе координат. В то же время отмечается, что метод криволинейных сеток явля-
ется определённым обобщением метода конечных разностей, так как применяется к разре-
шающим дифференциальным уравнениям, представленным в векторном виде. Это позволяет 
при выводе промежуточных соотношений работать с векторными уравнениями, из которых 
с помощью проекций на координатные оси получают окончательные выражения в скаляр-
ном виде. Если рассматривать теорию оболочек, то промежуточные преобразования можно 
проводить в двух векторных уравнения равновесия сил и моментов, а не в шести скалярных 
уравнениях проекций на координатные оси.

Используя аппроксимацию (2), физические и геометрические соотношения можно запи-
сать с помощью разностных соотношений. При этом векторные уравнения равновесия эле-
мента оболочки в векторной форме в окончательном виде приводятся к системе алгебраиче-
ских уравнений в перемещениях. Применяя изложенную схему дискретизации континуальной 
задачи, авторы [1] в целях улучшения сходимости предлагают использовать помимо узловых 
точек разностной сетки промежуточные точки между ними, а также использовать осреднен-
ные значения геометрических характеристик и нагрузок в конечно-разностных ячейках, при-
мыкающих к узлу и ограниченных линиями разностной сетки. Следствием такого подхода к 
улучшению сходимости является громоздкость принимаемых обозначений для вводимых ве-
личин, многочисленные опечатки в конечных формулах и усложнение применения МКС при 
решении практических задач.

При использовании МКС повышенной точности можно отказаться от введения промежу-
точных точек и усреднения геометрических характеристик, сохраняя сходимость вычисли-
тельного процесса с одновременным упрощением вида разрешающих уравнений. Здесь вместо 
конечного выражения (3) первого приближения предлагается применять конечно-разностные 
соотношения более высокого порядка, которые являются более точными по сравнению с (3):

	 ( )2 1 1 2
1 8 8 .

12 k k k ki i
k

u u u u u
α α + + − −

∂  ≈ − + − + ∂ ∆ 



    	 (4)

При получении (4) используется разложение в ряды. Пусть
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∑


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где jd  – неизвестные коэффициенты. Каждый член суммы (5) разложим в ряд Тейлора
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и подставим в (5). Получим
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Из условия равенства с точностью до величин порядка 5( )iα∆  выражения в правой части (7) 
с ( / )i

ku α∂ ∂
  получим систему пяти линейных уравнений для пяти неизвестных jd
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Решение этой системы, определяющее вид выражения (4),
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	 2 1 0 1 2
1 8 8 1; ; 0; ; .

12 12 12 12i i i id d d d d
α α α α− −= = − = = = −

∆ ∆ ∆ ∆
	 (9)

Для граничных точек вместо уточненных аппроксимаций (4) можно использовать аппрок-
симации более низкого порядка, либо исключить из них узлы, выходящие за пределы обо-
лочки, сделав конечно-разностные соотношения односторонними. Применяя изложенный 
подход, можно получить для производной конечно-разностные разложения более высоких 
порядков точности.

Предложенный уточнённый вариант МКС является обобщением МКР повышенной точно-
сти, который был использован в решениях задач колебаний тонкостенных конструкций пере-
менной толщины с замкнутым контуром поперечного сечения при жёстком закреплении од-
ного из торцов [3–5] и показал достаточно высокую эффективность по сходимости. Решения 
строятся в рамках технической теории тонких оболочек на основе вариационного принципа 
Лагранжа [6].

В задаче о свободных колебаниях прямых призматических конструкций [3] система пяти 
разрешающих уравнений распадается на две, отдельно описывающие изгибные и крутильные 
колебания. При использовании МКР повышенной точности для производных применяются 
конечно-разностные выражения, аналогичные (4). Применение конечно-разностной аппрок-
симации приводит решение задачи определения собственных частот и форм колебаний тон-
костенной конструкции к нахождению собственных значений и векторов двух матриц, имею-
щих блочно-диагональную структуру. Размерность матрицы, описывающей изгибные 
колебания, составляет 3 3 ,N N×  а для отвечающей крутильным колебаниям – 2 2 ,N N×  где N  – 
количество промежутков, на которые разбивается интервал интегрирования. При численном 
решении этой задачи был применен метод двойной QR-итерации над матрицей Хессенберга, 
которая предварительно методом Хаусхолдера приводилась к верхней почти треугольной 
форме [7]. В ходе расчета на ПЭВМ количество промежутков интегрирования постепенно уве-
личивалось до значения, при котором вычислительный процесс становился устойчивым. Для 
системы уравнений, описывающей изгибные колебания, устойчивость счета получена при 

26,N =  а для системы уравнений, описывающих крутильные колебания – при 22.N =  Крите-
рием устойчивости является то, что выполненные при указанных значениях N  расчеты со-
впали с аналогичными результатами с точностью до четвертой значащей цифры для 25N =  
(изгибные колебания) и 21N =  (крутильные колебания). Вполне удовлетворительные резуль-
таты численных расчетов получены при небольших значениях ,N  которые определяют времен-
ные затраты вычислительного процесса на ПЭВМ. Таким образом, применение конечных раз-
ностей повышенной точности приводит к получению приемлемого результата по сравнению с 
методом обыкновенных конечных разностей [8] даже при использовании более крупного шага 
разбиения интервала интегрирования. Результаты конкретных численных расчетов собствен-
ных значений и форм колебаний табулированы и представлены графически в работе [3].

В работе [9] для прямой призматической оболочки представлены результаты расчета частот 
собственных колебаний при постоянной толщине стенок тонкостенной конструкции. Так как 
при получении этих величин депланация контура поперечного сечения от изгиба не учитыва-
лась, то для сравнения с этими значениями были выполнены решения без учёта изгибной депла-
национной функции. При одинаковых физических и геометрических характеристиках значения 
круговых частот совпали в предельном переходе к оболочкам постоянной толщины с аналогич-
ными величинами из [9], что свидетельствует о достоверности полученных результатов.

На рис. 1 представлена скошенная призматическая тонкостенная конструкция с симме-
тричным контуром поперечного сечения, один из которых жёстко защемлен, а другой сво-
бодный. Она предполагается одно- или многосвязной, подкреплённой продольным и попе-
речным набором регулярной структуры, причём, толщина собственно оболочки и площадь 
поперечного сечения продольного набора являются переменными.
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Дифференциальные уравнения, описывающие собственные колебания, для скошенных 
призматических оболочек образуют связанную систему, а не распадаются на две подсистемы, 
отвечающие изгибу и кручению, как для прямой оболочки. При использовании МКР повы-
шенной точности задача приводится к нахождению собственных значений и векторов блоч-
но-диагональной матрицы размерности 5 5 .N N×  Устойчивость счёта получена при относи-
тельно небольшой величине 28.N =

310×                                     Таблица

0 2 / 9χ π= 0 / 3χ π= 0 4 / 9χ π=
0.16711
0.67125
1.04383
1.44474
2.04166

0.16051
0.59933
0.86318
1.27776
1.99948

0.15646
0.59350
0.75942
1.26360
1.88819

В таблице представлены первые пять собственных значений ω  при различной величине 
угла 0χ  для скошенной призматической оболочки с линейным законом изменения толщины 
вдоль образующей

	 1 2
1( ) ,h hh h

l
ς ς−

= −

где 1h  – толщина оболочки в области жёсткой заделки, 2h  – на свободном торце (в расчётах: 
3

1  2 10h −= ⋅  м, 4
2 5 10h −= ⋅  м, 1.5l =  м, 2

1 9.8 10d −= ⋅  м, 1
2 3.7 10d −= ⋅  м); координата ς  не совпа-

дает с декартовой координатой ,z  ось Oς  направлена перпендикулярно плоскости заделки и 
образует с осью Oz  угол ( )0/ 2 – .π χ

Из приведённой таблицы видно, что увеличение угла скоса 0χ  ведёт к некоторому умень-
шению .ω  В предельном переходе к прямым цилиндрическим оболочкам 0( / )2χ π→  ω  при-
нимают значения, совпадающие с аналогичными величинами для прямой оболочки с такими 
же физическими и геометрическими характеристиками.

На рис. 2 показаны первая, вторая и третья формы продольных колебаний, соответствую-
щих обобщённым перемещениям контура поперечного сечения const:ζ =  2U  – поступатель-
ное движение вдоль оси ,Oy  4 ,U  6U  – вращательные движения относительно осей Ox  и Oz 
соответственно, 7U  – депланационное смещение, отвечающие кручению, для оболочки с тол-
щиной, изменяющейся вдоль длины по линейному закону, при 0 2 / 9.χ π=  Физические и гео-
метрические характеристики приняты те же, что и при получении таблицы. Колебания 2 ,U  

4 ,U  6 ,U  которые отвечают перемещениям оболочки как твёрдого тела, с ростом порядковых 
номеров собственных чисел затухают, а максимальные значения амплитуд смещены к свобод-
ному торцу оболочки, что физически соответствует работе рассматриваемой конструкции. 
Формы колебаний, отвечающих депланационным смещениям 7U  и 8 ,U  с ростом порядковых 
номеров соответствующих собственных значений затухают не столь быстро по сравнению с 
формами для перемещений оболочки как твёрдого тела. Для изгибной депланационной фор-

Рис. 1. Схема рассматриваемой конструкции
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мы колебаний 7U  максимальные значения амплитуд смещаются от свободного края к заделке. 
Аналогичный характер имеют кривые, описывающие крутильные депланационные формы ко-
лебаний 8.U

Методом конечных разностей повышенной точности также решена краевая задача по 
определению собственных частот и форм колебаний конической оболочки переменной тол-
щины, имеющей жестко защемление на одном скошенном опорном контуре поперечного сече-
ния при свободном другом. Результаты расчета частот колебаний в зависимости от геометри-
ческих параметров конструкции сведены в таблицы, формы продольных колебаний 
представлены графически [4]. Для случая скошенной конической оболочки устойчивость чис-
ленного счёта получена при 34.N =  При этом формы продольных колебаний по виду близки 
случаю скошенной цилиндрической тонкостенной конструкции (рис. 2). При этом для кониче-
ской оболочки максимальные значения амплитуд колебаний, отвечающих депланационным 
смещениям 7U  и 8 ,U  сдвигаются ближе к средней части конструкции. Для скошенной тонко-
стенной конической конструкции, подкрепленной продольным (стрингеры) и поперечным 
(нервюры) набором с малым шагом, исследовано влияние на собственные значения частот 
крутильных и изгибных колебаний различных геометрических параметров. Отличием от из-
вестных работ является то, что в расчетах учитывается переменная толщина собственно обо-
лочки и, в общем случае, продольного подкрепляющего набора по размаху.

Для конической оболочки со скошенными торцами, подкрепленной в продольном и по-
перечном направлениях, имеющей жесткое закрепление опорного контура, исследованы вы-
нужденные колебания [5]. При этом контур поперечного сечения может быть одно- или мно-
госвязным и, в общем случае, произвольного очертания, толщина предполагается переменной 
как по размаху, так и по хорде. Краевая задача по определению динамических напряжений 
в рассматриваемой конструкции под действием гармонической нагрузки решается численно 

Рис. 2. Первые три формы свободных колебаний, отвечающих обобщенным перемещениям
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методом ортогональной прогонки [10] системы линейных обыкновенных дифференциальных 
уравнений первого порядка.

В рассматриваемой области имеются современные работы зарубежных авторов, включаю-
щие теоретические [11], экспериментальные [12] и диссертационные [13] исследования. В за-
ключение следует отметить, что метод криволинейных сеток можно рассматривать как обоб-
щение метода конечных разностей, поэтому по аналогии с МКР его можно назвать методом 
векторных разностей (МВР).
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МНОГОУРОВНЕВАЯ КОНЕЧНО-ЭЛЕМЕНТНАЯ МОДЕЛЬ 
ДЛЯ ОПИСАНИЯ САМОЗАЛЕЧИВАНИЯ МИКРОТРЕЩИН В ЛИСТЕ 

ПРИ ПРОКАТКЕ С ВОЗДЕЙСТВИЕМ ИМПУЛЬСНЫМ 
ВЫСОКОЭНЕРГЕТИЧЕСКИМ ЭЛЕКТРОМАГНИТНЫМ ПОЛЕМ

Институт проблем механики им. А. Ю. Ишлинского РАН, Москва

К. В. Кукуджанов

Аннотация. Для описания процесса самозалечивание микротрещин в материале при 
электропластической прокатке разработана многоуровневая (многомасштабная) модель 
продольной прокатки тонких листов при воздействии механической нагрузки и импуль-
сного ВЭМП. Конечно-элементное моделирования показало, что при определенных усло-
виях микротрещины (микропоры) в очаге деформации могут частично самозалечивать-
ся, что согласуется с имеющимися экспериментальными данными.
Ключевые слова: самозалечивание, микротрещины, электропластическая прокатка, им-
пульсное электромагнитное воздействие, залечивание, микродефекты, высокоэнергети-
ческое поле.

Проблема построения многоуровневых и многомасштабных моделей, позволяющих опи-
сывать поведение материалов и/или проведение технологических процессов в широких диапа-
зонах изменения параметров физико-механических воздействий является одной из наиболее 
сложных проблем физики и механики деформируемого твердого тела. При этом стоят зада-
чи как поиска/разработки репрезентативных моделей для описания процессов на различных 
масштабных уровнях, так и получения зависимостей, связывающих однотипные параметры 
разномасштабных уровней (гипотезы связи соседних масштабных уровней). И то и другое 
требует понимания физических механизмов процессов, протекающих на разных масштабных 
уровнях, в частности, в нашем случае, как возможных механизмов самозалечивания дефектов 
на микроуровне, так и электротермомеханических процессов при прокатке с воздействием 
сильных электромагнитных полей на макроуровне. 

Сам по себе способ самозалечивания микродефектов в проводящих материалах при воз-
действии на них короткими импульсами высокоэнергетического электромагнитного поля (да-
лее – «ВЭМП») [1–6], представляет значительный интерес. Это обусловлено возможностью 
применять этот метод для залечивания дефектов структуры в любых материалах, проводящих 
электрический ток, в отличие от иных менее универсальных и более энерго- и трудо- затратных 
способов самовосстановления (самозалечивания) микродефектов металлов, сплавов, керамик 
и композитных материалов [7–14]. В рассматриваемом методе используется эффект локализа-
ции электромагнитного поля на неоднородностях в проводнике. Данный способ залечивания 
микротрещин широко используется в современных высокотехнологических процессах обра-
ботки материалов, например, при электропластическом деформировании металлов, сплавов и 
проводящих композитов. Между тем, вследствие сложности мультифизического моделирова-
ния протекающих процессов теоретически данный способ самозалечивания не изучался.

Экспериментально установлено, что рассматриваемого эффекта самозалечивания микро-
дефектов можно добиться при воздействии на зону деформации внешним интенсивным крат-
ковременным электромагнитным полем в течение интервала времени 10–5–10–3 с, таким чтобы 
величина рассеянной удельной электромагнитной энергии в материале находилась в диапазо-
не 108–1010 Дж/м3. Будем называть такое поле импульсным высокоэнергетическим электромаг-
нитным полем (далее – «ВЭМП»). 
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Электропластическая прокатка с импульсным ВЭМП востребована при изготовлении тон-
ких листов из труднодеформируемых металлов, когда традиционные способы прокатки при-
водят к образованию в листе множественных микротрещин, возникающих при захвате заго-
товки рабочими валками в зоне входа в очаг деформации. Сам очаг деформации расположен 
за зоной захвата листа (в которой происходит образование микротрещин) Экспериментально 
установлено, что микротрещины могут сливаться, образуя трещины, выходящие на поверх-
ности тонкого листа (на обе его плоскости). Что приводит в негодность лист. В то время как 
воздействие на прокатываемый лист импульсным ВЭМП приводит к частичному самозалечи-
ванию этих трещин [5, 6]. 

Настоящая работа направлена на разработку многомасштабной модели и исследование 
физического механизма самозалечивания микротрещин в процессе продольной электропла-
стической прокатки тонких металлических листов.

Решение нелинейной задачи прокатки само по себе представляет определенную сложность 
в виду интенсивного пластического течения металла в очаге деформации, находящимся меж-
ду рабочими валками. Разработка модели прокатки с воздействием импульсным ВЭМП с це-
лью изучения механизма самозалечивания микродефектов в очаге деформации дополнитель-
но усложняет проблему. 

Между тем построение модели можно упростить, если принять во внимание различия во 
временных и пространственных масштабах моделируемых процессов. Заметим, что длитель-
ность импульсов ВЭМП составляет порядка 100 мкс, тогда как время нахождение материала 
в очаге деформации составляет, по меньшей мере, 10 мс (для больших скоростей движения 
прокатываемого листа). При этом размеры микротрещин 0,1–10 мкм, тогда как размеры листа 
и очага деформации 1–10 мм. Поэтому процесс макродеформирования листа и процесс ми-
кродеформирования представительного элемента в очаге деформации при воздействии им-
пульсом ВЭМП можно рассматривать раздельно, как описано ниже. 

В виду вышеизложенного для описания процесса самозалечивание микротрещин в мате-
риале при электропластической прокатке была разработана многоуровневая(многомасштаб-
ная) модель продольной прокатки тонких листов при воздействии механической нагрузки и 
импульсного ВЭМП. При этом применены следующие модели микро- и макро- масштабных 
уровней и гипотеза связи этих уровней: 

Микромодельный анализ и изучение механизмов самозалечивания микротрещин в очаге 
деформации проводится на основе микромасштабной модели, учитывающей фазовые пере-
ходы (плавление-кристаллизацию и испарение) в металле, зависимость всех его физико-ме-
ханических свойств от температуры, анизотропию реологических свойств зерен, двойников, 
включений, а также различные граничные и контактные условия на их границах раздела, в 
частности протекание электрического тока между свободными поверхностями микротрещин 
и микропор посредством автоэлектронной эмиссии. Деформации предполагаются конечны-
ми. Данная модель была ранее разработана в [15–18] и модифицирована с учетом условий, 
реализуемых при электропластической прокатке.

Для связи макро- и микро-масштабных уровней и получения решения задачи на микроуровне 
дополнительно требуется определить только средние значения макроскопических полей напря-
жений, потенциала и температуры на границах представительного элемента в очаге деформации. 

Поэтому на макромасштабном уровне для получения средних макронапряжений в очаге 
деформации используется модифицированная модель прокатки Кармана [19], а для определе-
ния макроскопических полей потенциала и температуры в очаге деформации используются 
законы сохранения заряда и энергии. 

Получающиеся уравнения многомасштабной модели решаются методом конечных элемен-
тов с аппроксимацией производной по времени обратной разностью и перестройкой конеч-
но-элементной сетки на основе смешанного эйлера-лагранжева метода. 
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На основе предложенной многоуровневой(многомасштабной) модели решена задача о 
кратковременном воздействии ВЭМП на внутренние микротрещины (с закругленными вер-
шинами) в листе, которая воспроизводит имеющийся эксперимент по электропластической 
прокатке. 

Исследованы изменения во времени электромагнитного и температурного полей, напря-
жено-деформированного состояния, фазовых границ (областей плавления и испарения) в 
окрестности трещин. 

С помощью проведенного моделирования установлено, что при определенных условиях 
микротрещины в очаге деформации при электропластической прокатке могут частично са-
мозалечиваться. Реализуется следующий механизм самозалечивания: при воздействии им-
пульсом ВЭМП происходит сильная локализация поля, экстремальный нагрев и плавление 
металла в вершинах микротрещин в очаге деформации внутри образца. Это вызывает процесс 
самозалечивания, который протекает путем одновременного уменьшение длины микротре-
щины, выброса струи расплавленного металла из вершины внутрь трещины и смыкания ее 
берегов в вершине трещины. В результате берега микротрещины в ее вершине оказываются 
заваренными расплавленным металлом. При этом длина и объем микротрещин уменьшаются. 
Воздействие повторными импульсами ВЭМП может привести к дальнейшему залечиванию 
дефектов при прокатке. 

Сопоставления результатов моделирования с данными эксперимента подтверждает воз-
можности предложенной многомасштабной модели качественно описывать залечивание де-
фектов в листах из цветных металлов при прокатке с воздействием импульсного ВЭМП. 

Вышеописанный механизм самозалечивания микротрещин подтверждается имеющимися 
экспериментальными данными [6]. 
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ОПРЕДЕЛЕНИЕ ЗАКОНОВ НЕОДНОРОДНОСТИ ТЕРМОУПРУГОГО 
ЦИЛИНДРИЧЕСКОГО СЛОЯ С ЗАДАННЫМИ ЗВУКООТРАЖАЮЩИМИ СВОЙСТВАМИ

Тульский государственный университет

Н. В. Ларин

Аннотация. На основе решения прямой задачи дифракции плоской звуковой волны на 
непрерывно-слоистом термоупругом цилиндрическом слое, граничащем с теплопрово-
дными жидкостями, решена обратная задача об определении параболических законов 
неоднородности цилиндрического слоя, обеспечивающих наименьшее рассеяние звука в 
заданном диапазоне частот и в определенном секторе углов наблюдения. Представлены 
результаты расчетов.
Ключевые слова: рассеяние звука, звуковые волны, плоская волна, термоупругое тело, 
цилиндрический слой, законы неоднородности, обратная задача, теплопроводная жид-
кость, метод случайного поиска, метод покоординатного спуска.

Введение

Звукоотражающие свойства тел, в том числе цилиндрической формы, можно изменять с 
помощью различного вида покрытий. Например, с помощью перфорированного покрытия 
[1], покрытия с протяженной реакцией [2], однородного упругого покрытия [3].

В [4] для изменения звукорассеивающих свойств абсолютно жесткого цилиндра предложе-
но покрытие в виде неоднородного упругого цилиндрического слоя с непрерывно изменяю-
щимися по толщине плотностью и модулями упругости. В [5] такое покрытие рассматривается 
применительно к упругому цилиндру. В [6], на основе полученных в [5] результатов, предло-
жен подход для определения законов неоднородности покрытия цилиндра, обеспечивающих 
наименьшее рассеяние звука. Ниже этот подход используется при минимизации акустическо-
го поля, рассеянного непрерывно-слоистым термоупругим цилиндрическим слоем.

1. Постановка задачи

Рассмотрим неоднородный изотропный термоупругий цилиндрический слой бесконечной 
длины с внешним радиусом 1r  и внутренним 2r  (рис. 1). Цилиндрическая система координат ( ,r  

,ϕ  z) выбрана таким образом, что координатная ось z  совпадает с осью вращения цилиндри-
ческого тела. Плотность ρ  и объемная теплоемкость cε  материала тела ‒ непрерывные функ-
ции координаты ,r  а модули упругости ,λ  ,µ  температурный коэффициент линейного рас-
ширения Tα  и коэффициент теплопроводности Tλ  ‒ дифференцируемые функции :r  ( ),rρ ρ=  

( ),c c rε ε=  ( ),rλ λ=  ( ),rµ µ=  ( ),T T rα α=  ( ).T T rλ λ=
Полагаем, что окружающее цилиндрическое тело пространство ( 1)j =  и полость тела 

( 2)j =  заполнены невязкими теплопроводными однородными сжимаемыми жидкостями. 
Жидкости имеют плотность ,jρ  скорость звука ,jc  отношение удельных теплоемкостей при 
постоянных давлении и объеме ,jγ  температуропроводность ,T

jχ  коэффициент температур-
ного расширения ,T

jα  теплопроводность .T
jλ  Считаем, что в невозмущенном состоянии тело 

и жидкости имеют одинаковую постоянную температуру 0.T
Пусть из внешнего пространства на тело наклонно падает плоская звуковая волна (рис. 1), 

потенциал скоростей которой равен ( )11exp ,i iA i tωΨ = −  k r  где iA  ‒ амплитуда волны; 11k  ‒ 
волновой вектор; r  ‒ радиус-вектор; ω  ‒ круговая частота. Временной множитель exp( )i tω−  
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далее опускается. Полагаем, что вектор 11k  лежит в плоскости 0, ,ϕ π=  образуя угол θ  с осью 
.z  Потенциал падающей волны может быть представлен в виде [7]

	 ( ) ( ) ( )11 11
0

, , exp cos ,z r
i m m

m
r z ik z J k r mϕ η ϕ

∞

=

Ψ = ∑
где 11 11 sin ,rk k θ=  11 11 cos ,zk k θ=  ( )02 ,m

m i mA iη δ= −  11,
rk  11

zk  − проекции волнового вектора 11k  
на координатные оси r  и ;z  11k  ‒ волновое число звуковых волн в окружающей тело жидко-
сти; ( )mJ x  − цилиндрическая функция Бесселя порядка ;m  0mδ  ‒ символ Кронекера.

При падении звуковой волны на термоупругий слой, граничащий с теплопроводными 
жидкостями, в окружающей слой жидкости и в жидкости, заполняющей полость слоя, возни-
кают соответственно рассеянная и прошедшая звуковые волны. Кроме того, в этих жидкостях 
возбуждаются тепловые волны. Сам слой деформируется, его температура изменяется.

Определим законы неоднородности материала термоупругого слоя, для которых будем 
иметь наименьшее рассеяние звука в интервале волновых чисел 1 2ϖ ϖ ϖ≤ ≤  ( 11 1k rϖ = ) при 
фиксированном угле наблюдения ,ϕ ϕ∗=  а также в заданном угловом секторе наблюдения 

1 2ϕ ϕ ϕ≤ ≤  при фиксированном волновом размере слоя .ϖ ϖ ∗=

2. Решение задачи

С учетом условий излучения на бесконечности потенциалы скоростей рассеянной телом 
звуковой волны 11Ψ  и возбужденной во внешнем пространстве тепловой волны 12Ψ  записы-
ваются в виде [7]

	 ( ) ( ) ( )1 1 1
0

, , exp cos ,z r
s s sm m s

m
r z ik z V H k r mϕ ϕ

∞

=

Ψ = ∑  1,2,s = 	 (1)

где ( )mH x  − цилиндрическая функция Ганкеля первого рода порядка ;m  12 ,rk  12
zk  ‒ проекции 

волнового вектора тепловых волн во внешнем пространстве на оси r  и ,z  причем 
2 2 2

12 12 12( ) ( ) .r zk k k+ =  Здесь 12k  ‒ волновое число тепловых волн в окружающей жидкости.

Рис. 1. Схема задачи
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С учетом условий ограниченности потенциалы скоростей звуковой волны 21Ψ  и тепловой 
волны 22Ψ  в полости цилиндра записываются в виде [7] 

	 ( ) ( ) ( )2 2 2
0

, , exp cos ,z r
s s sm m s

m
r z ik z W J k r mϕ ϕ

∞

=

Ψ = ∑  1,2,s = 	 (2)

где 2 ,r
sk  2

z
sk  ( 1, 2)s =  ‒ проекции волнового вектора звуковых ( 1)s =  и тепловых ( 2)s =  волн в 

полости на оси r  и ,z  причем 2 2 2
2 2 2( ) ( ) .r z

s s sk k k+ =  Здесь 21,k  22k  ‒ волновые числа звуковых и 
тепловых волн в полости цилиндра. Cогласно закону Снеллиуса 11 12 21 22.z z z zk k k k= = =

Выражения для полей скоростей, давлений и температур снаружи и в полости цилиндри-
ческого слоя, записанные через потенциальные функции (1), (2) даны в [7]. 

Волновые поля в термоупругом цилиндре описываются уравнениями линейной связанной 
динамической задачи термоупругости неоднородного изотропного тела [7]. Так как неодно-
родность материала тела проявляется лишь в радиальном направлении, то согласно закону 
Снеллиуса зависимость от координаты z  компонентов вектора смещения ( , , ),ru r zϕ  ( , , ),u r zϕ ϕ  

( , , )zu r zϕ  и приращения температуры ( , , )T r zϕ  в теле имеет вид 11exp( ).zik z  Кроме того, эти 
функции являются периодическими по углу ϕ  с периодом 2 .π  Причем в рассматриваемом 
случае ( , , ),ru r zϕ  ( , , ),zu r zϕ  ( , , )T r zϕ  ‒ четные функции координаты ,ϕ  а ( , , )u r zϕ ϕ  ‒ нечет-
ная функция .ϕ  Поэтому эти функции представляются рядами Фурье [7]:

	 ( ) ( ) ( )11 1
0

, , exp cos ,z
r m

m
u r z ik z U r mϕ ϕ

∞

=

= ∑  ( ) ( ) ( )11 2
0

, , exp sin ,z
m

m
u r z ik z U r mϕ ϕ ϕ

∞

=

= ∑

	 ( ) ( ) ( )11 3
0

, , exp cos ,z
z m

m
u r z ik z U r mϕ ϕ

∞

=

= ∑  ( ) ( ) ( )11 4
0

, , exp cos .z
m

m
T r z ik z U r mϕ ϕ

∞

=

= ∑
Функции ( )mU rτ  ( 1, 2,3, 4)τ =  для каждого значения индекса 0,1,2,...m =  ‒ решение систе-

мы линейных обыкновенных дифференциальных уравнений второго порядка [7]:
	 0,m m m m m mA B C′′ ′+ + =U U U ,	   (3)

где 1 2 3 4( , , , ) ,T
m m m m mU U U U=U  штрихи обозначают дифференцирование по .r  Выражения для 

элементов матриц четвертого порядка ,mA  ,mB  mC  приведены в [7].
	Граничные условия на каждой из поверхностей контакта рассматриваемых тела и жидко-

стей заключаются в равенстве нормальных скоростей частиц термоупругой среды и жидкости, 
в отсутствии касательного напряжения, в равенстве нормального напряжения и акустическо-
го давления, в непрерывности акустической температуры и теплового потока [7]. Из гранич-
ных условий получены выражения для неизвестных коэффициентов в рядах (1), (2)

	 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 2 3
1 1 4 1 ,sm sm m sm m sm mV U r U rα α α η= + +  ( ) ( ) ( ) ( )1 2

1 2 4 2 ,sm sm m sm mW U r U rβ β= +  1,2s = 	 4)
и краевые условия для системы дифференциальных уравнений (3)

	 ( )
1

1 ,m m m m mr r
A E

=
′ + =U U D  ( )

2
2 0.m m m m r r

A E
=

′ + =U U 	 (5)

Выражения для коэффициентов (1) ,smα  (2) ,smα  (3) ,smα  (1) ,smβ  (2)
smβ  элементов матриц четвертого 

порядка 1 ,mE  2mE  и вектора mD  приведены в [7].
Из выражений (4) следует, что волновые поля в граничащих с термоупругим цилиндри-

ческим слоем жидкостях могут быть определены лишь после нахождения поля смещений и 
температурного поля в теле, для чего необходимо решить краевую задачу (3), (5).

Используя асимптотическую формулу для цилиндрической функции Ганкеля первого рода 
при больших значениях аргумента с помощью равенства (1) при 1s =  можно получить следу-
ющее выражение для интенсивности рассеянного акустического поля в дальней зоне: 

	 ( ) ( )
2

1
011 1

2, cos .m
mr

mi

i V m
A k r

ϖ ϕ ϕ
π

∞

=

Ι = −∑



1255

Будем считать, что физико-механические характеристики материала тела описываются 
многочленами второй степени относительно переменной r:

	 ( ) ( ) ,r rη ηη=  	 (6)
где

	 ( ) ( ) ( ) ( )0 1 2 2 ,r r rη η η η= + + 	 (7)
, , , , ,{ ,}T T cεη ρ λ µ α λ=  η  − характерная величина однородного материала тела.

Построим функционалы 1,Ι  2Ι  вида

	 [ ] ( )
2

1

1
2 1

1, , , , , , ,T T c d
ϖ

ε
ϖ

ρ λ µ α λ ϖ ϕ ω
ϖ ϖ ∗Ι = Ι

− ∫  [ ] ( )
2

1

2
2 1

1, , , , , , ,T T c d
ϕ

ε
ϕ

ρ λ µ α λ ϖ ϕ ϕ
ϕ ϕ ∗Ι = Ι

− ∫ 	 (8)

определенные на классе параболических функций (6) и выражающие осредненные интенсив-
ности рассеяния звука в заданных диапазоне частот и угловом секторе наблюдения соответ-
ственно.

Для каждого функционала найдем такие значения коэффициентов функций (7), при кото-
рых он достигает минимального значения.

Чтобы минимизировать функционалы (8) для функций (7), определенных на отрезке 2 1[ , ],r r  
введем ограничения 

	 ( )1 2 ,C r Cη ηη≤ ≤ 	 (9)
где 1 ,C η  2C η  − некоторые положительные константы.

Геометрически каждое из неравенств (9) задает в прямоугольной системе координат с осью 
абсцисс r  и осью ординат f  бесконечное множество кривых ( ),rη  лежащих в прямоугольной 
области 

	 (0) (1) (2)
2 1 1 2( , , ) = {( , ) : , },r f r r r C f Cη ηη η ηΩ ≤ ≤ ≤ ≤

показанной на рис. 2а.

В области (0) (1) (2)( , , )η η ηΩ  каждую параболу ( )rη  будем определять тремя точками 
0 2 0( , ),G r fη η  1 1( , ),G r fη η  2 1 2( , ),G r fη η  где 2 1( ) 2,r r r= +  1 2[ , ]qf C Cη η η∈  ( 0,1, 2).q =

Подставляя координаты точек 0 ,G η  1 ,G η  2G η  в выражение (7), получим систему из трех 
линейных уравнений с неизвестными (0) ,η  (1) ,η  (2) .η  Откуда находим 

Рис. 2. Область (0) (1) (2)
2 1 1 2( , , ) = {( , ) : , }r f r r r C f Cη ηη η ηΩ ≤ ≤ ≤ ≤  (a) 

и допустимые функции ( ),rρ  ( ),rλ  ( )rµ  (б)
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	 1 ,R η
−= fη  ( ) ( ) ( )( )0 1 2, , ,

T
η η η=η 	 (10)

где 0 1 2( , , ) ,Tf f fη η η η=f  

2
2 2

2

2
1 1

1
1 .
1

r r
R r r

r r

 
 

=  
 
 

Выбирая из отрезка 1 2[ , ]C Cη η  значения для ординат 0 ,f η  1 ,f η  2f η  и вычисляя с помощью 
соотношений (10) значения коэффициентов (0) ,η  (1) ,η  (2) ,η  получаем параболические (линей-
ные при (2) 0η = ) законы неоднородности материала оболочки. При этом не все параболиче-
ские законы подлежат рассмотрению. Если выполняется условие 

	
(1)

2 1(2) ,
2

r rη
η

≤ − ≤ 	 (11)

то это означает, что абсцисса вершины параболы принадлежит отрезку 2 1[ , ].r r  В этом случае 
параболу следует рассматривать только тогда, когда ордината ее вершины принадлежит отрез-
ку 1 2[ , ],C Cη η  то есть когда выполняется условие 

	 ( )
( )

( )

1 2
0

1 22 .
4

C Cη η
ηη
η

≤ − ≤ 	 (12)

Нахождение значений неизвестных коэффициентов (0) ,η  (1) ,η  (2)η  функций (7), удовлет-
воряющих условиям (9) и минимизирующих функцию восемнадцати переменных 

	 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )0 1 2 0 1 2, , ,..., , , min,m c c cε ε ερ ρ ρΙ →     1,2m = 	 (13)

осуществим с помощью следующего алгоритма.
Введем для ординаы qf η  ( 0,1, 2)q =  точки qG η  на отрезке 1 2[ , ]C Cη η  равномерную сетку

	 ( )
1 ,ql

q q qf C l hη

η η η η= +     0,1,2.q = 	 (14)
Здесь 0,1,...,q ql nη η=  − номер узла сетки, ( )2 1q qh C C nη η η η= −  − шаг q-й сетки, qn η  − количество 
равных частей, на которые разбит отрезок 1 2[ , ].C Cη η  Таким образом, построены двумерные 
сетки в каждой из шести областей ,Ω  соответствующих неравенствам (9). На этих сетках, ис-
пользуя соотношения (10) и условия (11), (12), рассчитываем наборы значений коэффициен-
тов (0) ,η  (1) ,η  (2) .η

Нахождение оптимального набора коэффициентов (0) ,η  (1) ,η  (2)η  осуществим с помощью 
процедуры поиска минимума функции (13). Вычислительная процедура построена на основе 
комбинации методов случайного поиска и покоординатного спуска и включает два этапа [6]. 
При этом в качестве восемнадцати искомых координат выступают не сами коэффициенты 

(0) ,η  (1) ,η  (2) ,η  а соответствующие им наборы величин 0 ,f η  1 ,f η  2 ,f η  присутствующие в выра-
жениях (10).

На первом этапе случайным образом выбирается начальная точка 
0 1 2 0 1 2( , , ,..., , , )c c cf f f f f f

ε ε ερ ρ ρ=f  – совокупность восемнадцати значений 0 ,f η  1 ,f η  2f η  из мно-
жества допустимых дискретных сочетаний на введенной многомерной сетке. 

На втором этапе в случайном порядке выбирается одна из координат и выполняется поиск 
минимума функции mΙ  ( 1, 2)m =  при изменении значений этой координаты в узлах введенной 
для нее сетки (14). При этом другие семнадцать координат сохраняют неизменные значения. 
Интегралы (8) вычисляются численно. Это повторяется до исчерпания непросмотренных ко-
ординат. По окончании второго этапа получаем значение локального минимума функции mΙ  и 
соответствующий набор координат ,f  по которому с помощью формулы (10) вычисляются 
искомые коэффициенты (0) ,η  (1) ,η  (2) .η

Локальный минимум функции F  и соответствующий ему набор материальных параме-
тров, будут зависеть как от выбора начальной точки, так и от порядка перебора координат при 
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покоординатном спуске. Поэтому процедура поиска локального минимума повторяется M  
раз. В качестве конечного решения выбирается набор коэффициентов ( ) ,kρ  ( ) ,kλ  ( ) ,kµ  обеспе-
чивающий наименьшее значение mΙ  среди локальных решений. Получаемое таким образом 
оптимальное решение является приближенным, точность которого зависит от выбора шага 
сетки qh  и числа .N

3. Результаты расчетов

Ниже приведены результаты численной реализации описанного выше алгоритма. Расчеты 
проводились для граничащего с водой цилиндрического слоя с внешним радиусом 1 1.1r =  м и 
внутренним 2 1r =  м, изготовленным из материала на основе поливинилбутираля. Рассматри-
вался случай, когда плоская звуковая волна с единичной амплитудой падает на цилиндриче-
ское тело в направлении оси абсцисс ( 2).θ π=  При расчетах полагали, что неоднородность 
термоупругого материала тела проявляется в изменении плотности ( )rρ  и модулей упругости 

( ),rλ  ( ).rµ  При этом для функций ( ),rρ  ( ),rλ  ( )rµ  вводились ограничения (9), в которых 
1 1 1 0.5,C C Cρ λ µ= = =  2 2 2 1.5.C C Cρ λ µ= = =

В каждой из трех областей (0) (1) (2)( , , ),ρ ρ ρΩ  (0) (1) (2)( , , ),λ λ λΩ  (0) (1) (2)( , , )µ µ µΩ  строилась 
двумерная сетка для одинаковых шагов ( 0.25,q q qh h hρ λ µ= = =  0,1,2q = ). Рассчитанные на этих 
сетках наборы коэффициентов ( ) ,qρ  ( ) ,qλ  ( )qµ  определяют в каждой из областей все допусти-
мые функции ( ),rρ  ( ),rλ  ( )rµ  для законов неоднородности материала цилиндра, показан-
ные на рис. 2б. Из этих законов в соответствии с изложенным выше алгоритмом при 63M =  
выбирались те, для которых значения 1,Ι  2Ι  минимальны.

Таблица
Оптимальные наборы коэффициентов

m (0)ρ (1)ρ (2)ρ (0)λ (1)λ (2)λ (0)µ (1)µ (2)µ mΙ

1 48 –97.5 50 1 0 0 1 0 0 0.161
2 –109 210 –100 –109.5 210 –100 –57 107.5 –50 0.120

В первой строке таблицы приведены значения оптимальных коэффициентов, обеспечива-
ющих наименьшее обратное ( )ϕ π∗ =  рассеяние звука цилиндрическим слоем в интервале 
5.5 7.5.ϖ≤ ≤  Можно видеть, что минимальному значению 1Ι  равному 0.161 соответствует тер-
моупругое тело, неоднородность которого проявляется в изменении плотности:

( ) ( )21070 48 97.5 50 ,r r rρ = ⋅ − +  ( ) 93.9 10 ,rλ = ⋅  ( ) 89.8 10 ,rµ = ⋅

( ) 42.3 10 ,T rα −= ⋅  ( ) 0.2,T rλ =  ( ) 61.2 10 .c rε = ⋅
(15)

Результаты расчетов, приведенные во второй строке таблицы, получены для случая фикси-
рованного волнового размера цилиндрического тела 5.ϖ ∗ =  При этом угол наблюдения изме-
нялся в секторе 0 .ϕ π≤ ≤  Из таблицы следует, что наименьшее рассеяние звука в данном угло-
вом секторе со значением 2 0.120Ι =  достигается при следующем законе неоднородности тела:

( ) ( )21070 109 210 100 ,r r rρ = ⋅ − + −  ( ) ( )9 23.9 10 109.5 210 100 ,r r rλ = ⋅ ⋅ − + −

( ) ( )8 29.8 10 57 107.5 50 ,r r rµ = ⋅ ⋅ − + −  ( ) 42.3 10 ,T rα −= ⋅  ( ) 0.2,T rλ =  ( ) 61.2 10 .c rε = ⋅
(16)

Для сравнения были рассчитаны значения 1 0.501,Ι =  2 0.483Ι =  для однородного термоу-
пругого цилиндрического слоя из поливинилбутираля. Найденные оптимальные законы не-
однородности (15), (16) уменьшают эти значения на 67 % и 75 % соответственно.
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Заключение

Решена обратная дифракционная задача об определении параболических законов неодно-
родности термоупругого цилиндрического слоя, обеспечивающих наименьшее рассеяние зву-
ка в заданном диапазоне частот и в определенном угловом секторе.
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УДК 539.3

ПОСТРОЕНИЕ СТРОГОГО РЕШЕНИЯ ЗАДАЧИ ТЕПЛОПРОВОДНОСТИ 
ДЛЯ АНАЛИЗА СОСТОЯНИЯ ТЕРМОУПРУГОЙ СРЕДЫ

Липецкий государственный технический университет

Л. В. Левина, В. Б. Пеньков

Аннотация. Рассматриваются краевые задачи для линейной термоупругой изотроп-
но-однородной среды. Состояние среды подчинено уравнениям Дюамеля-Неймана. В 
случае, когда характеристики напряженно-деформированного состояния (НДС) на по-
верхности тела не связаны в граничных условиях (ГУ) с температурными факторами, 
задача декомпозируется на последовательность неоднородных задач теплопроводности 
и теории упругости с известной коррекцией объемных сил в уравнениях равновесия. 
Особое внимание обращено на способ построения частного решения задачи теплопрово-
дности. Метод функций Грина представляет частные решения таких задач в сингулярной 
форме, что при произвольной геометрической конфигурации тела не позволяет выписы-
вать строгое аналитическое решение. Предложен подход, позволяющий при регулярном 
описании тепловых источников многочленом конечного порядка получать абсолютно 
строгое частное решение. След такого решения на границе позволяет скорректировать 
ГУ задачи теплопроводности и построить численно-аналитическое решение средствами 
метода граничных состояний (МГС). Построенное температурное поле вносит регуляр-
ную добавку в объемные силы второго шага – задачу теории упругости. Ее решение также 
эффективно строится применением МГС.
Ключевые слова: термоупругость, декомпозиция задачи термоупругости, строгое реше-
ние, частное решение уравнения Пуассона, метод граничных состояний, МГС, опорный 
базис.

Введение

Реальные процессы деформирования упругих тел сопровождаются изменением поля тем-
пературы из-за рассеяния механической энергии и наоборот: изменение температуры порож-
дает удлинением упругих волокон, вызывая дополнительные составляющие в тензорах дефор-
маций и напряжений  [1, 2]. В общем случае параметры упругости являются функциями 
температуры. Поэтому характеристики упругого состояния (перемещения, деформации, на-
пряжения) и температурное поле связаны между собой в определяющих соотношениях среды 
и составляют в целом нелинейную задачу определения термоупругого внутреннего состояния 

,T Eξ ξ ξ= ∪  { , },T T Tξ = ∇  ˆ ˆ{ , , }Eξ = u ε σ  тела V  при различных вариантах граничных условиях 
на его поверхности .V∂

При решении практических задач уровень температуры T  удобно отсчитывать не от абсо-
лютного нуля, а от некоторого значения 0 ,T  полагая, что диапазон изменения температуры в 
окрестности 0T  невелик. В этом случае удобно пренебречь слабым изменением параметров 
определяющих соотношений термоупругой среды, считая их постоянными. При таком подхо-
де возможна декомпозиция общей постановки на задачу теплопроводности о восстановлении 
состояния Tξ  и затем состояния Eξ  в соответствии с граничными условиями (ГУ). При этом 
предполагается также, что ГУ в каждой из этих задач между собой «не завязаны».

Понятие внутреннего состояния среды является определяющим в методе граничных со-
стояний (МГС), ориентирующемся на современные вычислительные средства, оперирующие 
компьютерными алгебрами и позволяющие выписывать решения в численно-аналитической 
и даже аналитической форме, содержащей все параметры задачи [3]. Поэтому целью статьи 
является построение метода, реализующего решение задачи теплопроводности упругого тела 



1260

при заданном регулярном распределении теплоисточников ( ),Q x  3
3{ }ix x R= ∈  по объему тела 

V  в строгой конечной форме, тождественно удовлетворяющей уравнению теплопроводности. 
«Регулярность» означает описание соответствующей функции многочленом конечного порядка. 

Далее, при решении задачи упругого равновесия полученное распределение температуры 
( )T x  также регулярное, корректирует неоднородную составляющую в определяющих уравне-

ниях линейной изотропной теории упругости однородного тела. Эффективные алгоритмы по-
строения частного решения этой задачи существуют [4, 5].

Отметим также, что для учета слабого изменения параметров термоупругой среды от тем-
пературы эффективна модификация МГС до уровня МГСВ [6, 7].

1. Соотношения линейной изотропной термоупругости в классической постановке

Линейное упругое состояние среды предполагает наличие малых деформаций (тензор ε̂ ), 
связанных с вектором перемещения u  соотношениями Коши:

	 ( )1ˆ ,
2

T = ∇ + ∇ u uε 	 (1.1)

где «набла» ∇  символизирует взятие градиента.
В предположении об изотропии материала, относительно малом изменении температуры 

и, как следствие, о постоянстве параметров упругости Ламе , ,λ µ  температуропроводности κ  
и температурного расширения α  тензор напряжений σ̂  выражается через тензор деформа-
ций ε̂  и температуру T  в соответствии с законом Дюамеля – Неймана [8]

	 ˆ ˆˆˆ 2 (3 2 ) ,Tλθ µ ε λ µ α= + − +E Eσ 	 (1.2)
где Ê  – единичный тензор, 1 ˆ( )Iθ = ε  – первый инвариант тензора деформаций.

Распределение температуры отвечает уравнению теплопроводности 

	 31 ( ), .T Q x x V R
κ

∆ = − ∈ ⊂ 	 (1.3)

Распределение тепловых источников ( )Q x  по области V  предполагаем имеющим регуляр-
ный характер, т. е. оно описывается полиномом от декартовых координат 1 2 3{ , , }x x x x=  и про-
должимо на границу V∂  тела.

Упругое равновесие деформируемой среды подчинено уравнению равновесия
	 ˆ 0,div + =Xσ 	 (1.4) 

где ( )x=X X  есть объемная сила также регулярного характера. 
Совокупность определяющих соотношений (1.1)–(1.4) составляет линейный оператор над 

элементами пространства Ξ внутренних состояний термоупругой равновесной среды. Под вну-
тренним состоянием удобно понимать избыточный набор характеристик ˆ ˆ{ , , , , }T Tξ = ∇ ∈Ξu ε σ  
согласованных в определяющих соотношениях. След внутреннего состояния ξ  на границе V∂  
тела V  понимаем как граничное состояние { , , , } ,dTT

d
γ = ∈Ξu p

n
 где p  – есть поверхностное 

усилие, отвечающее ˆ .σ
Изоморфизм состояний ξ γ↔  порождает изоморфизм соответствующих пространств со-

стояний .Ξ ↔ Γ  Эти пространства полные, всюду плотные. Введение скалярных произведений 
	 ( )1 2 1 2 2 1 2ˆˆ, ( ) ,

V

T T dVξ ξ ρ
Ξ

= ⋅⋅ + ∇ ⋅∇∫ σ ε 	 (1.5.1)

	 ( )
2

1 2 1 2 2 1, ( ) ,
V

dTT dS
d

γ γ ρ
Γ

= ⋅ +∫ p u
n

	 (1.5.2)

где 2ρ  – любое положительное число, характеризует оба пространства как гильбертовы. Ком-
мутативность обеих составляющих скалярного произведения и их равенство
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	 ( ) ( )1 2 1 2, ,ξ ξ γ γ
Ξ Γ

= 	 (1.6)

обеспечиваются принципом возможных перемещений и свойствами гармонических функ-
ций. Аппарат теории гильбертовых пространств применяется для определения однородной 
составляющей решения операторного уравнения после построения частного решения нели-
нейного уравнения при тривиальных граничных условиях и соответствующей компенсации 
граничных условий.

В общем случае постановки линейных краевых задач термоупругости составляющие гра-
ничного состояния γ  могут быть «завязаны» в ГУ между собой. Тогда декомпозиция краевой 
задачи на последовательность задач о теплопроводности (1.3) и затем о напряженно-деформи-
рованном состоянии (1.1), (1.2), (1.4) становится невозможной. Решение ξ  в целом складыва-
ется из двух составляющих 

	 ,ξ ξ ξ ∗= + 	 (1.7)
где ξ ∗  есть частное решение неоднородной краевой задачи, компенсирующее заданные воз-
действия ( )Q x . След γ ∗  состояния ξ ∗  на границе учитывается далее в качестве поправки в ГУ 
при построении решения однородной краевой задачи относительно .ξ 

Эффективным аппаратом решения второй задачи является метод граничных состояний 
(МГС), при использовании которого формируется счетный ортонормированный базис про-
странства Ξ  (а следовательно и Γ )

	 ( ) (1) (2) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ } ( , ,..., ,...) , ( , ) ( , ) ,i k i j i j
i jξ ξ ξ ξ ξ ξ γ γ δΞ Γ= ⊂ Ξ = =

где i jδ  – символ Кронекера. Решение ищется в виде ряда Фурье
	 ( ) ( ), ( , ) .j j

j j
j N

c cξ ξ γ γ Γ
∈

= =∑  	 (1.8)

В классических вариантах задач, когда ГУ являются элементами состояния 0 ,γ  коэффици-
енты Фурье вычисляются рутинно через интегралы в (1.5.2). В случае смешанных задач суще-
ствуют способы построения бесконечной системы уравнений (БСУ) относительно коэффици-
ентов Фурье, в которой содержимое матрицы коэффициентов определяется только элементами 
базисов ( ){ },iξ  ( ){ }iγ  и типом ГУ, а правые части еще несут информацию о ГУ.

Представим состояние ξ  в виде объединения внутреннего температурного состояния 
{ , }T T Tξ = ∇  и напряженно-деформированного состояния ˆ ˆ{ , , }:Eξ = u ε σ  .E Tξ ξ ξ= ∪

Соответственно разложим и изоморфные внутренним граничные состояния

	 ,E Tγ γ γ= ∪  { , },Eγ = u p , .T dTT
d

γ  =  
 n

Если составляющие Eγ  и Tγ  в ГУ не «завязаны», то общая краевая задача декомпозируется на 
последовательность задач 1° и 2°.

1°. Задача теплопроводности для уравнения Пуассона (1.3) при заданных температурных 
ГУ (вообще произвольного вида) ее решение T T Tξ ξ ξ ∗= +  складывается из частного решения 

Tξ ∗  уравнения Пуассона (безотносительно к характеру ГУ) и решения уравнения Лапласа с ГУ, 
скорректированных относительно изначально заданных на величину поправки от .Tξ ∗

Построение Tξ   средствами МГС кратко указано выше. Отличие состоит в том, что под 
скалярными произведениями здесь надо понимать свертки

	 ( ) ( )
( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ), , .
j

i j i j i i j

V V

dTT T dV T dS
d

ξ ξ γ γ
Ξ Γ

∂

≡ ∇ ⋅∇ = ≡∫ ∫ n
	 (1.9)

Сложности связаны с выписыванием частного решения Tξ ∗  в аналитической форме. Извест-
ный результат [9] выражает температуру в произвольной точке области V  в сингулярной фор-
ме через функции Грина. В общем случае это позволяет вычислить значение в сетке точек и 
использовать его для вычислений посредством компьютерных алгебр весьма неудобно. Ниже 
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будет показан подход, позволяющий выписывать строгое аналитическое решение в конечной 
форме для регулярного типа распределения теплоисточников ( )Q x  по области V  произволь-
ной формы.

2°. Задача термоупругого состояния при заданном распределении температуры ( )T x  по 
области V  тела. Уравнение Дюамеля – Неймана преобразуется в форму уравнения Ламе 

	
ˆˆ ˆ2 ,

ˆˆ ˆ (3 2 ) ( ) .T x

λθ µ

λ µ α

= +

= + +

s E

s E

ε

σ
	 (1.10 )

Соответствующим образом корректируется уравнение равновесия (1.4)

	
ˆ 0,

( ) ( ) (3 2 ) ( ).
div

x x T xλ µ α
+ =
= − + ∇

s F
F X

	 (1.11)

Набор соотношений (1.1), (1.10), (1.11) совпадает по форме с традиционными определяю-
щими соотношениями линейной изотропной теории упругости. Из него вытекают уравнения 
Ламе, общее решение которых позволяет строить решение краевых задач средствами МГС. 

Таким образом, важным этапом в решении задачи термоупругости является построение 
строгого решения уравнения Пуассона безотносительно к граничным условиям. 

2. Строгая форма частного решения уравнения теплопроводности 
при полиномиальных тепловых источниках 

Полином произвольного порядка k  есть линейная комбинация мономов порядка 
{0,1,... }.k K∈  Решение уравнения (1.3) безотносительно к условиям на границе равно сумме 

решений для однородных многочленов для каждого :k  

	
0

.
K

T T k
k

k
ξ χ ξ∗ ∗

=

= ∑ 	 (2.1)

В силу однородности оператора Лапласа решение, отвечающее порядку k  правой части 
уравнения является однородным многочленом порядка 2.k +  Перебирая конечный набор 
многочленов этого порядка, выписываем все им соответствующие правые части уравнения 
Пуассона. Линейно-зависимые однородные многочлены следует отбросить, формируя базис. 
Этому базису соответствует «опорный базис» решения, который эффективно строить, ис-
пользуя сортировочный алгоритм [5].

Соотношение между опорным базисом и базисом мономов порядка k  можно представить 
в матричной форме через невырожденную матрицу коэффициентов [ ]i jc . Ее обращение ста-
вит в соответствие каждому моному правой части линейную комбинацию мономов порядка 

2,k +  отвечающих за соответствующее решение уравнения Пуассона. Линейная комбинация с 
коэффициентами, описывающими однородный многочлен через мономы порядка k формиру-
ет решение, отвечающее однородному многочлену 1 2 3( , , )kP x x x  этого порядка в правой части. 

Частное решение, отвечающее правой части уравнения и форме (2.1) есть

	 1 2 3
0

( , , ).
K

k k
k

T P x x xκ∗

=

= ∑ 	 (2.2)

Далее выписываются состояния ,T Tξ γ∗ ∗  и готовится информация по корректировке ГУ в со-
ответствии с постановкой краевой задачи теплопроводности.

В качестве примера рассмотрим правую часть вида

	 3 3
1 2 3 1 2 3 1

1 ( , , ) 3 ( ) 2 ,Q x x x x x x x
κ

− = + +

составленную из мономов порядка 3: 3
1 ,x  2

1 2 ,x x 2
1 3 ,x x  1 2 3.x x x

Сортировочный алгоритм подготовил опорный базис [5]
	 5 4 4 5 4 4 5 4 4 3

2 2 3 2 3 3 1 3 1 3 1 1 2 1 2 1 2 3{ , , , , , , , , , }.iT x x x x x x x x x x x x x x x x x x∗ ∈
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Понятно, что этот список однозначно определяет соответствующие внутренние состояния: 
.i iT ξ∗ ∗→  10 элементов опорного базиса выражаются через 10 многочленов третьего порядка. 

Обращение матрицы, связывающей эти мономы с мономами третьего порядка выполнялось в 
вычислительной системе Mathematica. Линейная комбинация опорных частных решений дала 
для температуры выражение в строгой форме

	 3 2 3 2 3
1 2 1 3 1 2 3

1 1 .
2 2

T x x x x x x x∗ = + +

По цепочке ,T T γ∗ ∗ ∗∇ →  формируются выражения, отвечающие ГУ любого вида на гра-
нице тела, имеющего произвольную форму. Это позволяет внести коррекцию в ГУ, решить 
далее задачу теплопроводности относительно T   и выписать соответствующее внутреннее со-
стояние .Tξ

Заключение

1. В случае ГУ для задачи линейной изотропно-однородной термоупругости выполнена де-
композиция любой линейной краевой задачи для тела произвольной геометрической формы 
на последовательность задач теплопроводности и теории упругости со скорректированными 
объемными силами. Построение решения предписано средствами МГС в численно-аналити-
ческой форме.

2. При регулярном распределении теплоисточников по области, занятой телом, описыва-
емым полиномом произвольного конечного порядка предложен метод построения частного 
решения в строгой аналитической форме, опирающийся на базис опорных состояний. Метод 
не использует информации о конкретном содержании ГУ. 

3. Метод построения частного решения продемонстрирован на конкретном варианте рас-
пределения теплоисточников по области, занятой телом, описываемым многочленом третьего 
порядка. Решения тождественно удовлетворяют уравнению Пуассона. 

В будущем подход, основанный на формировании опорного базиса пространства состо-
яний можно применить для обеспечения выписывания частного решения различных задач 
механики с регулярными неоднородными составляющими в строгой аналитической форме. 
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УПРУГОПОДКРЕПЛЕННОЙ СЖАТОЙ ПОЛОСЫ
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Н. В. Минаева1, С. Ю. Гриднев2,3, В. С. Сафронов2, Ю. И. Скалько3, Е. Е. Александрова2

Аннотация. Проведен анализ непрерывной зависимости функции, описывающей по-
ведение реальной конструкции, от характеристик начальных несовершенств. Получено 
условие, накладываемое на параметр внешнего воздействия и коэффициент жесткости 
основания, при нарушении которого форма поперечного сечения полосы уже не будет 
близкой к прямоугольнику, т. е. полоса теряет устойчивость формы.
Ключевые слова: упругая полоса, упругое подкрепление, непрерывная зависимость, 
устойчивость.

Введение

Во многих работах как инженерного, так и теоретического характера, отмечается, что иде-
ализированная конструкция, проектируемая инженером, отличается от той, которая выпол-
нена по этому проекту [1–5]. Это отличие обусловлено многочисленными более или менее 
мелкими отклонениями, дефектами и несовершенствами. Инженеру необходима уверенность 
в том, что, несмотря на наличие этих отклонений, реальная конструкция будет работать при-
мерно также, как и соответствующая ей идеализированная конструкция. Равновесия идеа-
лизированной конструкции должно во время эксплуатации реальной конструкции обладать 
устойчивостью по отношению к возмущениям, отличающим ее от реальной. В [1] отмечается, 
что проведение исследования на основе идеализированной конструкции только тогда имеет 
смысл, когда во время эксплуатации реального объекта отличие поведения его от идеального 
непрерывно зависит от характеристик несовершенств, дефектов и т.п.

Известны работы по сформулированной проблеме, проведенные на основе различных 
критериев устойчивости, например [2, 3, 5]. Но в них, как правило, на определенном этапе 
исследований задавалась траектория нагружения и параметры нагрузок переставали быть не-
зависимыми. 

В данной работе проведен анализ непрерывной зависимости решения, описывающего со-
стояние сжатой упругоподкрепленной полосы, от функций, характеризующих отклонение 
формы поперечного сечения от прямолинейного.

Постановка задачи

Рассмотрим деформирование упругой полосы, нагруженной по боковым кромкам сжима-
ющими усилиями, при которых невозможна постановка точных граничных условий для нор-
мальных напряжений. Пусть они приводятся к главному вектору равному по модулю 2 .ph  
Подобные ситуации возникают, например, если нагрузкой является сосредоточенная сила или 
распределенная, приложенная по линии, идущей вдоль полосы. Полоса упруго подкреплена с 
коэффициентом жесткости .k  В качестве модели основания выбрана классическая модель од-
нопараметрического основания Винклера.

Пусть края полосы до деформирования характеризуются функциями
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	 ( ) [ ; ],y h f x x= ± ± ∈ −  	 (1)
а после деформирования 

	 ( ); ( ) ( 1, 2).i iy g x x q y i= = = 	 (2)
В случае плоской деформации напряженно-деформированное состояние полосы будет 

описываться решением следующей задачи [6]:

	

0; 0;

2 ; 2 ;

; .

yx

x y

x y y x
u v
x y

v u u v
x y x y

σσ τ τ

σ λθ µ σ λθ µ

τ µ θ

∂∂ ∂ ∂
+ = + =

∂ ∂ ∂ ∂
∂ ∂

= + = +
∂ ∂

 ∂ ∂ ∂ ∂
= + = + ∂ ∂ ∂ ∂ 

	 (3)

Граничные условия сформулируем в виде

	 0; ( ( ) ( )) ( 1,2).
i i

i iny g y g
k g x y x iP Pτ = =

= = − = 	 (4)

	

2 4

1 3

2 4 2 4

1 3 1 3

2 ;

0.

x x

x x

P dy P dy ph

P ydy P ydy vdy vdy

η η

η η

η η ξ ξ

η η ξ ξ

= = −

= = = =

∫ ∫

∫ ∫ ∫ ∫
	 (5)

где 
	 1 2 3 4( ); ( ); ( ); ( )h f h f h f h fξ ξ ξ ξ= − − = + = − − − = + −   

	 1 1 2 2

3 3 4 4

( ) ( , ); ( ) ( , );
( ) ( , ); ( ) ( , )

h f v h f v
h f v h f v

η ξ η ξ
η ξ η ξ

= − − + = + +
= − − − + − = + − + −

   

   

	 (6)

	 1 2( ); ( )y h f x y h f x= + = − −

При ( ) 0f x ≡  задача (3)–(6) допускает решение

	

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

0 00 0

2
0 0 00 0

2; ;

( 2 ) 2
; ; 0,

y y

x x y y y y

khv v y u u x

kh
kh

µ λε ε
λ

λ λ µ µ λ
σ σ ε σ σ ε τ τ

λ

+ +
= = = = −

− + + +
= = − = = − = =

	 (7)

где

	
( )

0
2

1 1 .
2 4 ( 2 ) 2y p

kh
λε

λ λ µ µ λ
= − + −

− + + +
	 (8)

При ( )f x h<<  форма сечения полосы в ненагруженном состоянии близка к прямоуголь-
ной. Если решение задачи (3)–(6) непрерывно зависит от ( )f x  при ( ) 0,f x ≡  то в процессе 
деформирования форма сечения будет оставаться близкой к прямоугольной. 

Исследование непрерывной зависимости

Выясним, при каких условиях решение задачи (3)-(6) непрерывно зависит от ( )f x  при 
( ) 0.f x ≡  Для этого, как следует из [7, 8], необходимо составить следующую задачу относитель-

но вспомогательных функций, обозначенных штрихом:
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0; 0;

2 ; 2 ;

; .

yx

x y

x y y x
u v
x y

v u u v
x y x y

σσ τ τ

σ λθ µ σ λθ µ

τ µ θ

′∂′ ′ ′∂ ∂ ∂
+ = + =

∂ ∂ ∂ ∂
′ ′∂ ∂′ ′ ′ ′= + = +

∂ ∂

′ ′ ′ ′ ∂ ∂ ∂ ∂′ ′= + = + ∂ ∂ ∂ ∂ 

	 (9)

	
( )

( )
0

0

0

0 0 00

0;

( ( , ) ( , )) ( 1, 2).

i i

i i

y g g

i i in n y g g

P P

k v h v h iP P

τ τ

ϕ ϕ ϕ ϕ

′= +

′= +

=′+

′ ′ ′= + + + =′+
	 (10)

	 ( ) ( )
0 0

2 2 4 4

0 0
1 1 3 3

0 0 2 ;x x x xP P dy P P dy ph
η η η η

η η η η

′ ′+ +

′ ′+ +

′ ′+ = + = −∫ ∫

	 ( ) ( )
0 0

2 2 4 4

0 0
1 1 3 3

0 0 0;x x x xP P ydy P P ydy
η η η η

η η η η

′ ′+ +

′ ′+ +

′ ′+ = + =∫ ∫ 	 (11)

	
0 0

2 4

0 0
1 3

0 0( ) ( ) 0.v v dy v v dy
ξ ξ

ξ ξ

′ ′+ = + =∫ ∫
где 

	 ( ) ( )0 0 0 0 0
1 2 0 01 ; 1 ; ; , , 1, 2

1 1y y i i
x x

x xg h g h u h iε ε ϕ ϕ
ε ε

 
′ ′= + = − + = = ± = + + 

	 1 2 1 20 0 0 0, ; , ; , ; , ;
1 1 1 1x x y y

x x y yg v h g v h q u q u
ε ε ε ε

      
′ ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′= = − = = −          + + + +       

 

	

0 0 0 0
1 2 3 4
0 0 0 0 0 0 0 0

1 2 3 4

; ; ;

( , ); ( , ); ( , ); ( , )

h h h h
h v h h v h h v h h v h

ξ ξ ξ ξ

η η η η

= − = = − =

= − + − = + = − + − − = + −    	 (12)

	 1 2 3 4

1 2

( , ); ( , ); ( , ); ( , )
( ); ( ).

v h v h v h v h
y h f x y h f x
η η η η′ ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′= − = = − − = −

= + = − −
   

Для того, чтобы решение исходной задачи непрерывно зависело от функции ( )f x  необхо-
димо, чтобы однородная задача, соответствующая линеаризованной (9)–(12), допускала толь-
ко тривиальное решение [8, 9]. Проводить исследования в общем случае достаточно сложно, 
поэтому далее рассмотрим случай, часто встречающийся на практике, когда 1.p

µ
<<  Тогда де-

формации также будут малы 
	 0 01; 1.y xε ε<< <<
Это позволяет линеаризованные граничные условия [10], соответствующие (10) и (11), за-

менить следующими приближенными (здесь уже учтено, что (7), (8) решение задачи (3)–(6) 
при ( ) 0f x ≡ )

	 y h= ±ïðè

	 ( ) ( )0 0( ) 0;x y y
v kv
x

τ σ σ σ
′∂′ ′ ′− + = + =

∂
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	 ( )0 ( ( , ) ( , )) ( , ) 0;
h

x x
h

x

v x h v x h x y dyσ σ
−

= ±

′ ′ ′− − + =∫

ïðè

	 (14)

	

( )0 ( ( , ) ( , )) ( , ) 0;

( , ) 0.

h

x x
h

h

h

h v x h v x h x y ydy

v x y ydy

σ σ
−

−

′ ′ ′+ − + =

′ =

∫

∫
Общее решение системы уравнений из (9) ищем в виде [2]
	 ( ) cos ; ( )sin ; .u g x v q x ayη α η α η′ ′= = = 	 (15)
В результате подстановки (15) в (9), получили систему для нахождения неизвестных функ-

ций ( ),g η  ( )q η

	

2

2

2

2

( 2 ) ( ) 0

( 2 ) ( ) 0

d g dqg
d d

d q dgq
d d

µ λ µ λ µ
η η

λ µ µ λ µ
η η

− + + + =

+ − − + =
	 (16)

Отсюда получаем
	 1 2 3 4( ) ,g C ch C sh C ch C shη η η η η η η= + + +
	 2 1 3 1 1 4 1 3( ) ( ) ( )q C a C ch C a C sh C ch C shη η η η η η η= − + − + + 	 (17)

	 1
3 .a λ µ

λ µ
+

=
+

Из (9) и (15) следует

	 ( 2 ) sin .x
dqa g x
d

σ λ λ µ α
η

 ′ = − + 
 

	 (18)

Тогда граничные условия (14) удовлетворяются при .a n π
=



 Для других неизвестных по-

лучаем

	
( 2 ) sin

cos .

y
dqa g x
d

dga q ax
d

σ λ µ λ α
η

τ µ
η

 ′ = + − 
 
 ′ = + 
 

	 (19)

В результате подстановки (15), (19) в граничные условия (13) получаем следующую систему 
уравнений

	 11 1 12 2 13 3 14 4 0C C C Cα α α α+ + + =

	 11 1 12 2 13 3 14 4

31 1 32 2 33 3 34 4

0
0

C C C C
C C C C

α α α α
α α α α
− + + − =

+ + + =
	 (20)

	 41 1 42 2 43 3 44 4 0C C C Cα α α α+ + + =

	 0 0 0 0
11 12(2 ) ; (2 ) ;x y x ysh chα µ σ σ β α µ σ σ β= − − = − −

	 0 0 0 0
13 1(1 (1 )) (1 ) ;x y x ya ch shα σ σ β β σ σ β= + + + + − −

	 0 0 0 0
14 1(1 ) (1 ( )) ;x y x ych a shα σ σ β σ σ β= − − + − +

	 31 322 ; 2 ;k kch sh sh ch
a a

α µ β β α µ β β= + = +
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	 33 1 1( 2 )(1 ) 2 ;k ka sh a ch
a a

α λ µ β β µβ β   = + − + + −   
   

	 (21)

	 34 1 1( 2 )(1 ) 2 ;k ka ch a sh
a a

α λ µ β β µβ β   = + − + + −   
   

	 41 422 ; 2 ;k kch sh sh ch
a a

α µ β β α µ β β= − = − +

	 43 1 1( 2 )(1 ) 2 ;k ka sh a ch
a a

α λ µ β β µβ β   = − + − + − +   
   

	 44 1 1( 2 )(1 ) 2k ka ch a sh
a a

α λ µ β β µβ β   = + − − + +   
   

	 .ahβ =
Из (20), (21) имеем соотношение, при выполнении которого задача (9), (13), (14) имеет не-

тривиальное решение:

	 13 33 12 42 11 1411 14

12 32 13 43 31 3441 44

0.
α α α α α αα α
α α α α α αα α

+ = 	 (22)

Заключение

Уравнение (22) представляет собой уравнение кривой, в точках которой нарушается непре-
рывная зависимость решения исходной задачи (3)–(6) от ( )f x  при ( ) 0.f x ≡  Таким образом, 
(22) определяет критические значения параметра внешнего воздействия p  и параметра 
жесткости основания .k  В частности, на плоскости этих параметров (22) определяет статиче-
ски особую кривую, при пересечении которой траекторией нагружения полоса теряет устой-
чивость (форма ее поперечного сечения уже не будет близка к прямоугольной).
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МАТЕМАТИЧЕСКОЕ МОДЕЛИРОВАНИЕ СЕЙСМОДИНАМИКИ 
ПРОТЯЖЕННОГО ТРУБОПРОВОДА В РАЗЖИЖАЕМОМ ГРУНТЕ
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2Ташкентский государственный транспортный университет

И. Мирзаев1, Ж. Ф. Шомуродов2

Аннотация. Рассматривается задача воздействия продольной сейсмической волны на 
подземный протяженный трубопровод с учетом разрушения структуры грунта и пере-
хода его в разжиженное состояние. Математически сформулирована постановка задачи 
при кусочно-линейной аппроксимации закона взаимодействия трубопровода с грунтом. 
Задачи решаются методом конечных разностей. При переходе в модели взаимодействия 
из одного состояния в другое производится итерационное уточнение решения задачи. 
Проведен анализ полученных результатов и показано влияние структурного разрушения 
и разжижения грунта на волновой процесс в трубопроводе.
Ключевые слова: волна, трубопровод, грунт, взаимодействие, разрушение, разжижение, 
конечно-разностная схема, итерация.

Введение

Исследование поведения подземных трубопроводов в разжижаемых грунтах при земле-
трясении привлекает внимание ученых, занимающихся вопросами подъема трубопроводов во 
время землетрясения. Обзор работ в этом направлении приведен в [1–3]. Большинство работ 
посвящено экспериментальному изучению всплытия трубы в лабораторных условиях, отдель-
ные статьи посвящены теоретическим исследованиям этого процесса. В работе [2] приведены 
условия перехода грунтов в разжиженное состояние.

Структурное разрушение грунта при сдвиговых деформациях наблюдались в проведен-
ных экспериментах [4, 5, 16–19]. При продольном взаимодействии трубопровода с грунтом 
наибольшую сдвиговую деформацию испытывает грунт, находящийся вблизи трубопровода, 
в этом слое грунта происходит структурное разрушение и переход в разжиженное состояние.

В линейных задачах сейсмодинамики подземных сооружений в системе уравнений движе-
ния входят члены без производных от перемещений и углов поворотов [6]. Построение конеч-
но-разностных схем для таких уравнений без паразитных осцилляций приведено в [7–9]. Про-
странственные задачи для сложных систем подземных трубопроводов рассмотрены в [10–13].

В нелинейных задачах сейсмодинамики подземных сооружений используют различные 
модели взаимодействия трубопровода с грунтом, в частности модель идеального упругопла-
стического тела [14]. 

В данной работе численно решаются две задачи сейсмодинамики подземного протяженно-
го трубопровода. В первой задаче трубопровод расположен в разжижаемом грунте, а во вто-
рой – по длине трубопровод расположен в трех различных по свойствам грунтах.

1. Постановка задачи

Модель взаимодействия трубопровода с разжижаемым грунтом, исходя из эксперимен-
тальных диаграмм, представим, как на рис. 1. На этом рисунке арабскими цифрами обозначе-
ны линейные участки модели взаимодействия. В соответствии с этим введем функцию состо-
яния ( , )S x t  для каждой точки деформируемого трубопровода. Функция ( , )S x t  для 
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фиксированного значения ix x=  является кусочно-постоянной функцией t  и может прини-
мать целочисленные значения от 1 до 4.

 
Уравнения движения трубопровода в скоростях и деформациях с учетом взаимодействия 

с грунтом имеют вид

	

2 ,

,

v Dc
t x F

v
t x

ε π τ
ρ

ε

∂ ∂
= +

∂ ∂
∂ ∂

=
∂ ∂

	 (1)

*
1( ),   ( , ) 1;gk u u S x tτ τ τ= − ≤ =ïðè è

*
2 ( ), ( , ) 2, ( , ) 1;s g sk u u U S x t S x tτ τ τ τ= + − − = > =ïðè è

2 ( ),  ( , ) 2 ;g
s g s r

u uk u u U S x t k
t t

τ τ τ
∂ ∂

= + − − = > − ∂ ∂ 
ïðè è

3 ( ), ( , ) 3, ( ) 0 ( , ) 2;s g s gk u u U S x t v v S x tτ τ τ= + − − = ⋅ − < =ïðè è 	 (2)

3 ( ),  ( , ) 3 ;s g s sk u u U S x tτ τ τ τ= + − − = ≤ïðè è

2 ( ), ( , ) 2, ( , ) 3;s g s sk u u U S x t S x tτ τ τ τ= + − − = > =ïðè è

( ), ( , ) 4, , 2;g g r
r r

u uu uk S x t k S x t
t t t t

τ τ τ τ
∂  ∂    ∂ ∂

= − = ≤ − ≤ =    ∂ ∂ ∂ ∂    
ïðè èëè è

, ( , ) 4g
r

u uk S x t
t t

τ
∂ ∂

= − = ∂ ∂ 
ïðè

c начальными условиями 

0| 0tu = =  и 0| 0,tv = =
а также с граничными условиями, свободными от напряжения, то есть при нулевых деформа-
циях 

0

0
x

u
x =

∂
=

∂
 и 0.

x L

u
x =

∂
=

∂

Рис. 1. Диаграмма зависимости ( , , , , )s s gx t U u uτ τ τ= −
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Здесь /c E ρ=  – скорость распространения волны в трубопроводе; , ,v uε  – деформация, 
скорость и перемещение частиц по оси трубопровода; ,g gv u  – скорость и перемещение частиц 
грунта по оси трубопровода; ,D F  – диаметр и площадь поперечного сечения трубопровода; 

1k  – коэффициент упругого взаимодействия поверхности трубопровода с грунтом; 2 0k <  – 
коэффициент взаимодействия в области разрушения; 3k  – коэффициент взаимодействия в 
области разгрузки; rk  – коэффициент вязкого взаимодействия; *, rτ τ  – абсолютное значение 
предела касательного напряжения, после которого начинается разрушение структуры грунта 
или наступает разжижение, соответственно; ,s sUτ  – значение бокового касательного напря-
жения и разность перемещений соответствующих точек грунта и трубопровода в момент s-го 
перехода из одного состояния в другое.

2. Метод решения

Разобьем трубопровод длиной l  на отрезки размером x∆  на m  частей .l m x= ⋅∆  Опреде-
лим / ,t x c∆ = ∆  являющийся предельным условием устойчивости Куранта. Дискретные значе-
ния деформации возьмем на концах отрезков ,x∆  а скорости частиц в середине отрезков .x∆  
По времени дискретные значения деформации возьмем в середине шага, а скорости частиц на 
каждом шаге по времени. Введем обозначение: / .q D Fπ ρ=

Представим уравнения (1) и (2) их конечно-разностными аппроксимациями первого по-
рядка точности по x∆  и t∆

1 1/2 1/2 1
21/2 1/2 1 1/2 1/2

1/2 1/2
1 1/2 1/2

;
2

,

j j j j j j
i i i i i i

j j j j
i i i i

v v c q
t x

v v
t x

ε ε τ τ

ε ε

+ + + +
+ + + + +

+ −
+ + −

− − +
= +

∆ ∆
− −

=
∆ ∆

( )1 1 1 1 * 1
1 2 1 1/2 1 2 1 2 1 2 1/2, 1;j j j j j j

i g i i i i ik u u t v Sτ τ τ+ + + + +
+ + + + + += − − ∆ ≤ =ïðè è

( )1 1 1 1 1 * 1
1 2 1/2, 2 1/2 1 2 1 2 1/2, 1/2 1 2 1/2, 2, 1;j j j j j j j

i i s g i i i i s i i ik u u t v U S Sτ τ τ τ+ + + + + +
+ + + + + + + + += + − − ∆ − = > =ïðè è

( )1 1 1 1 1 1 1
1 2 1/2, 2 1/2 1 2 1 2 1/2, 1/2 1 2 1/2 1 2, 2 ( );j j j j j j j j

i i s g i i i i s i i r g i ik u u t v U S k v vτ τ τ+ + + + + + +
+ + + + + + + + + += + − − ∆ − = ≥ −ïðè è

( )1 1 1 1 1 1 1 1
1 2 1/2, 3 1/2 1 2 1 2 1/2, 1/2 1 2 1/2 1 2 1/2, 3, ( ) 0 2;j j j j j j j j j

i i s g i i i i s i i g i i ik u u t v U S v v Sτ τ τ+ + + + + + + +
+ + + + + + + + + + += + − − ∆ − = ⋅ − < =ïðè è

( )1 1 1 1 1
1 2 1/2, 3 1/2 1 2 1 2 1/2, 1/2 1 2 1/2,, 3 ;j j j j j j

i i s g i i i i s i i i sk u u t v U Sτ τ τ τ+ + + + +
+ + + + + + + + += + − − ∆ − = ≤ïðè è

( )1 1 1 1 1 1
1 2 1/2, 2 1/2 1 2 1 2 1/2, 1/2 1 2 1/2, 1/2, 2, 3;j j j j j j j

i i s g i i i i s i i i s ik u u t v U S Sτ τ τ τ+ + + + + +
+ + + + + + + + + += + − − ∆ − = > =ïðè è

1 1 1 1 1 1 1 1 1
1 2 1/2 1 2 1/2 1 2 1/2 1 2 1 2 1/2( ), 4, ( ) 2;j j j j j j j j r j

i r g i i i i r g i i i ik v v S k v v Sτ τ τ τ+ + + + + + + + +
+ + + + + + + + +

 = − = ≤ − ≤ = ïðè èëè è

1 1 1 1
1 2 1/2 1 2 1/2( ), 4;j j j j

i r g i i ik v v Sτ + + + +
+ + + += − =ïðè

( )1 1
1/2 1/2 1/2 1/2 / 2;j j j j

i i i iu u t v v+ +
+ + + += + ∆ +

( )1 1
1/2 1/2 1/2 1/2 / 2,j j j j

g i g i g i g iu u t v v+ +
+ + + += + ∆ +

где нижний индекс соответствует координате, а верхний – времени. Из этих уравнений опре-
деляем последовательно: 1/2

1 ,j
iε +
+  1

1/2 ,j
iv +
+  1

1/2 ,j
iu +
+  1

1/2.j
g iu +

+  На каждом шаге по времени проверяем 
значения ,τ  ( )gv vτ ⋅ −  во всех точках, при выполнении соответствующих условий меняем .S

В тех точках, где происходит переход к следующему состоянию, производим итерационное 
уточнение решения методом Ньютона – Рафсона [15]

( ) ( ) ( )
( )

1/2,

1/2 1/2 1
( ) 1 1/2 1/2 1/2 1/2 1/2,( ) 1

1/2 2

2 2 2 2 2
,

2
i s

j j j j j j
k i i i g i gi i i sk j

i

c v q t k q t u u u U
v v

k q t
α

α

ε ε τ
+

+ + +
+ + + + + ++

+

− + + ∆ + ∆ + − −
∆ = − +

+ ∆
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( ) ( )( 1) ( )1 1 ( )
1/2 1/2 ,

k kj j k
i iv v v

++ +
+ += + ∆

где k  – номер итерации. Итерационный процесс продолжается до достижения необходимой 
точности вычисления по .v  Сохраним информацию о переходе в каждой точке дискретиза-
ции, где происходит переход из одного состояния в другое, сохраняем ,sτ τ=  .s gU u u= −

3. Обсуждение результатов

Вычисления производились при следующих исходных данных: 1000 ;L = ì  0.61 ;D = ì  
20.019 ;F = ì  500 ;gc = ì / ñ  5000 ;c = ì / ñ  7 3

1 10 ;k = Í / ì  6 3
2 5 10 ;k = − ⋅ Í / ì  7 3

3 1.5 10 ;k = ⋅ Í / ì  
4 310 ;rk = ⋅Í ñ / ì  * 7 ;τ = êÏà  0.0001 .t∆ = ñ

Проведем расчет действия гармонической волны скорости в виде 
0cos[ ( / ) / ] ( / ),g gm g gv v t x c t H t x cπ= − −  амплитудой 0.19 ,gmv = ì / ñ  0 0.165t = ñ  соответствует 

доминантному полупериоду сейсмограммы землетрясений.
На рис. 2–4 представлены результаты решения задачи, когда трубопровод расположен в 

разжижаемом грунте. На рис. 2 представлены нормированные графики деформации грунта 
/gn g gmε ε ε=  (здесь 0.00038gmε = ) и трубопровода / .n gmε ε ε=

a b

c d
Рис. 2. Нормированные деформации грунта /gn g gmε ε ε=  и трубопровода /n gmε ε ε= , 

в моменты времени: 0.05t =  с (a), 0.2t =  (b), 0.5t =  с (c), 0.8t =  с (d)
На рис. 3 представлены перемещения точек трубопровода и грунта, соответственно, ука-

заны в метрах.
На рис. 4 представлены нормированные графики бокового касательного напряжения 

*/nτ τ τ=  в различные моменты времени.
На рис. 5–7 представлены результаты решения задачи, когда трубопровод по длине распо-

ложен с 0 до 200 метров в грунте с разрушаемой структурой с переходом в сухое трение, с 200 
до 400 метров в разжижаемом грунте, а с 400 до 1000 метров в упругом грунте. В первом и 
третьем участках грунта волна распространяется со скоростью ,gc  а на участке с разжижае-
мым грунтом волна распространяется со скоростью 2 .gc  На рис. 5 представлены нормирован-
ные графики деформации грунта /gn g gmε ε ε=  и трубопровода /n gmε ε ε=  в различные момен-
ты времени. На графиках c  и d  видно влияние разжижения грунта.
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a b

c d
Рис. 3. Перемещения в моменты времени: 0.05t =  с (a), 0.2t =  с (b), 0.5t =  с (с) и 0.8t =  с (d)

a b

c d
Рис. 4. Изминение по длине бокового нормированного касательного напряжения */nτ τ τ=  

в моменты времени: 0.05t =  с (a), 0.2t =  с (b), 0.5t =  с (с) и 0.8t =  с (d)
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a b

c d
Рис. 5. Нормированные деформации грунта /gn g gmε ε ε=  и трубопровода /n gmε ε ε= , 

в моменты времени: 0.05t =  с (a), 0.2t =  с (b), 0.5t =  с (c), 0.8t =  с (d)

На рис. 6 представлены перемещения точек трубопровода и грунта.
На рис. 7 представлены нормированные графики бокового касательного напряжения 

*/nτ τ τ=  в различные моменты времени.

a b

c d
Рис. 6. Перемещения в моменты времени: 0.05t =  с (a), 0.2t =  с (b), 0.5t =  с (с) и 0.8t =  с (d)
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a b

c d
Рис. 7. Изминение по длине бокового нормированного касательного напряжения */nτ τ τ=  

в моменты времени: 0.05t =  с (a), 0.2t =  с (b), 0.5t =  с (с) и 0.8t =  с (d)

Заключение

Методом конечных разностей по явной схеме решена нестационарная задача о воздействии 
плоской продольной волны, распространяющейся в грунте, на подземный трубопровод конеч-
ной длины при взаимодействии его с грунтом по кусочно-линейной модели с учетом разрушения 
структуры грунта и его разжижения. Получены численные значения перемещений, скоростей, 
деформаций и боковых касательных напряжений при действии гармонической волны, распро-
страняющейся в грунте. Показан процесс формирования волны в трубопроводе. 
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УДК 539.3

О ПЕРЕОРИЕНТАЦИЯХ РЕПЕРНЫХ НАПРАВЛЕНИЙ 
В МИКРОПОЛЯРНЫХ КОНТИНУУМАХ

Институт проблем механики им. А.Ю. Ишлинского РАН, Москва

Е. В. Мурашкин, Ю. Н. Радаев

Аннотация. Ориентированные континуумы играют важную роль в микрополярной те-
ории упругости, корректное построение которой возможно только в рамках псевдотен-
зорного формализма и представления об ориентируемом многообразии. В полной мере 
это касается теории гемитропных упругих сред. В статье рассматривается проблемы со-
гласования ориентаций реперов (внутри и на границе) для микрополярного континуума, 
погруженного во внешнее плоское пространство. Опираясь на понятие элементарного 
тензорного объема (площади) M-ячейки, описывается алгоритм сравнения и согласова-
ния пространственных ориентаций M-ячеек. Рассматриваются процессы непрерывного 
переноса реперных направлений, ассоциированных с M-ячейкой. В результате можно ве-
сти речь об ориентации микрополярного континуума и ограничивающей его поверхно-
сти. Обсуждаются формулировки теоремы Стокса.
Ключевые слова: псевдотензор, фундаментальный ориентирующий псевдоскаляр, ми-
крополярный гемитропный континуум, M-ячейка, репер, согласование ориентаций, 
теорема Стокса.

Введение

Ориентируемое многообразие [1–3] естественным образом появляется в теории микро-
полярной упругости. В механике сплошных деформируемых сред обычно требуется чтобы 
континуум был погружен во внешнее «плоское» пространство. Особенно это актуально при 
моделировании процессов деформирования материалов с микроструктурой, микрополярных 
сред [4], процессах аддитивного производства 3D-материалов [5, 6]. При формулировке инте-
гральных теорем и законов механики континуума особое внимание надо уделят согласованию 
ориентаций реперных направлений элементарных ячеек внутри континуума и на его границе. 
Все базовые понятия, связанные с измерениями тензорного объема ячейки, требуют привле-
чения аппарата псевдотензорного исчисления и фундаментального понятия об ориентируе-
мых многообразиях [1–3, 7–9].

В ходе изложения вопросов связанных с многомерной геометрией будем следовать терми-
нологии и идеям [3]. Минимальные сведения о тензорных элементах объема и площади мож-
но найти в [1, см. приложение Дж. Л. Эриксена] и [3]. Вопросы применения алгебры псевдо-
тензоров к задачам механики растущих тел и микрополярной теории упругости обсуждались 
в работах [5–7, 10–13].

В представленной работе рассмотрим проблемы согласования ориентаций реперов (вну-
три и на границе) для микрополярного континуума, погруженного во внешнее плоское про-
странство. Последнее может иметь произвольную математическую размерность .N  Опираясь 
на понятие элементарного тензорного объема (площади) M -ячейки, описывается алгоритм 
сравнения и согласования пространственных ориентаций M -ячеек. Рассматриваются процес-
сы непрерывного переноса реперных направлений, ассоциированных с M -ячейкой. В резуль-
тате можно вести речь об ориентации микрополярного континуума и ограничивающей его 
поверхности. Обсуждаются формулировки теоремы Стокса.
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1. Тензорные элементы площади M-многообразия, 
погруженного в N-мерное пространство

В данной работе мы не будем воспроизводить определение и свойства псевдотензоров. 
Подробное изложение алгебры псевдотензоров можно найти в руководствах по тензорному 
анализу [2, 3, 9] и в статьях [5, 10]. В дальнейшем изложении сверху корневого символа от-
носительного тензора в квадратных скобках будем отмечать его вес. Нулевой вес, присущий 
абсолютным тензорам, не отражается нами в обозначениях.

В N-мерном «плоском» пространстве выберем криволинейную систему координат 
( = 1,2, , ).kx k N  Будем называть M-многообразием – многообразие (поверхность) матема-

тической размерности M  ( ),M N≤  погруженное в указанное внешнее пространство. Рассмо-
трим два репера с различными угловыми точками kx  и 

k
x  и концевыми точками k kx d x+

c
 и 

,
k k

x d x+
c

 изображенными на рис. 1. Тогда внешние координаты векторов первого и второго 
реперов будут kd x

c
 и 

k
d x
c

 соответственно. Очевидно, что всегда существует линейное преоб-
разование одного репера к другому, действующее по формуле [14] 

	 = .
k kdx P d x⋅

⋅
a
c

c a
	 (1)

где P ⋅
⋅
a
c  – матрица перехода от старого базиса (репера) к новому [14, 15].

Определим операцию непрерывного переноса репера из M  направлений вдоль пути Π 
точки kx  в точку 

k
x  (см. рис. 1). Пусть имеется кусочно гладкий путь Π  на M -многообразии 

соединяющий две точки kx  и .
k

x  Переместим непрерывно деформируя репер из начальной 
точки в конечную, так чтобы векторы репера оставались линейно независимыми. Подразуме-
вается, что в процессе переноса репер не вырождается, т.е. косое произведение векторов репе-
ра никогда не равно нулю вдоль пути .Π  Полученный репер можно сравнить с репером в ко-
нечной точке, если при этом ориентация репера не изменилась, т. е. детерменант матрицы 
перехода в (1) не меняет знак, то многообразие является ориентируемым или двусторонним. 
В противном случае оно не ориентируемое (одностороннее).

Опираясь на формулу (1), не трудно сформулировать критерий сравнения ориентаций ре-
перов kd x

b
 и .

k
d x
a

 Для этого должен, прежде всего, существовать непрерывный путь Π  пере-
носа одного M -репера в другой. Во-вторых, если det( ) > 0,P ⋅

⋅
a
c  то тогда считаем, что реперы 

имеют одинаковые ориентации или они коориентированы, а если det( ) < 0,P ⋅
⋅
a
c  то тогда реперы 

имеют противоположные ориентации.

Рис. 1. Реперные направления, ассоциированные с M-ячейками. Сравнение ориентаций 
осуществляется путем непрерывного переноса вдоль пути П одного репера к другому
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Ориентируемые многообразия имеют исключительное значение в микрополярных теори-
ях механики континуума [4]. Ясно, что ориентация репера в точке микрополярного тела зада-
ется нумерацией реперных направлений. При перестановке двух номеров реперных направле-
ний ориентация всего репера изменяется на противоположную, т. е. правоориентированный 
репер становится левоориентированным. В механике континуума ориентацию базисного репе-
ра удобно задавать фундаментальным ориентирующим скаляром e  [5, 10]. В трехмерном про-
странстве e  определяется смешанным произведением базисных векторов 

	
[ 1]

1 2 3 1 2 3
= = , , = ( ) .e e i i i i i i

+

  × ⋅ 	 (2)

Отметим, что фундаментальный ориентирующий псевдоскаляр позволяет легко преобра-
зовывать псевдотензоры произвольного веса W  в абсолютные тензоры. Введем тензор T  со-
гласно 

	
[ ]

= .
W

We−T T 	 (3)
Сравнивая веса, приходим к заключению о том, что T  является абсолютным тензором. 

В дальнейшем изложении у фундаментальных символов, таких как ε  и ,e  указание на их вес 
будем опускать.

Пусть, рассматриваемое дифференцируемое M -многообразие, можно задать его Гауссовой 
(intrinsic) параметризацией ( = 1,2, , )u Mα α   

	 1 2= ( , , , ).k k Mx x u u u 	 (4)
В формуле (4) kx  являются внешними координатами для M-многообразия, а uα  – вну-

тренними.
Разобьем M -многообразие на систему M -ячеек (M -cell). Каждая M -ячейка задается угло-

вым репером, который характеризуется угловой вершиной (c внешними координатами kx  и 
внутренними координатами uα) и концевыми точками репера, имеющими внутренние коор-
динаты 

	 , = 1,2, ,u d u Mα α α+ 

c
	 (5)

и внешние координаты 
	 , = 1,2, , ,k kx d x k N+ 

c
	 (6)

где индекс шрифта «фрактур» c  нумерует реперные направления ( = 1,2, , ).Mc  С внешней 
(пространственной) точки зрения направления рассматриваемого репера задаются абсолют-
ными контравариантными векторами 

	
1 2

, , , , = 1,2, , .k k k

M
d x d x d x k N  	 (7)

Тензорный элемент объема M-ячейки определим согласно формуле 
	 [ ]1 2 1 2

1 2
= ! .i i i i i iM M

M
d M d x d x d xτ 

 	 (8)

Здесь в квадратные скобки заключены индексы по которым выполняется антисимметри-
зация.

Учитывая следующую формулу для дифференциалов внешних координат вдоль реперных 
направлений M-ячейки 

	 = ( ) ,k kd x x d uα
α∂

b b
	 (9)

соотношение (8) можно записать в виде [3, c. 256–257] 

	 1 2 1 2 1 2
1 2

= d ( ).i i i i i iM M M
M

d x x x et d uα α α γ
α α ατ ε ∂ ∂ ∂ 



b
	 (10)

Последний множитель в (10) называется внутренним объемом M-ячейки. Пользуясь пред-
ставлением о внутреннем объеме M-ячейки, можно построить альтернативный алгоритм, 
ориентирующий M-многообразие (детали имеются в книге [3]).
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Если элементарные M-ячейки нарезаны с помощью координатных поверхностей = ,u cα α  
то для случая =M N  получим 

	
12[ 1]

1 2 1 2= ,
N

i i i i i iN Nd dτ τ ε
− 

  	 (11)

где 
12[ 1] N

dτ
− 

 – естественный элемент объема, представляющий собой псевдоскаляр веса 1,−  ко-
торый определяется, следующим образом 

	
12[ 1]

1 2 1 2= d ( ) = .
N

k N Nd et x du du du dx dx dxατ
−

∂


  	 (12)

3. Теорема Стокса и согласование ориентаций многообразия и его границы

Важную роль в механике континуума, особенно при формулировке законов сохранения, 
играют теоремы преобразования интегралов.

Запишем инвариантный интеграл на ориентируемом M -многообразии 

	 1 2
1 2

,i i iM
i i iM

A dτ∫




	 (13)

где 
1 2i i iM

A


 – абсолютный ковариантный тензор валентности .M  Интеграл (13) является абсо-
лютным инвариантом.

Рассмотрим граничное ( 1)M − -многообразие ∂  к M-многообразию, заданное своей Гаус-
совой параметризацией 

	   

1 2 1= ( , , , ),k k Mx x u u u −
 	 (14)

тогда ( 1)M − -ячейка на границе ∂  будет определяться репером 1 ,kx∂   2 ,kx∂  ...  1 ,k
M x−∂  где 

 = / .ii u∂ ∂ ∂  Зададим на границе ∂  векторное поле ,ks  направленное во вне по отношению к 
M -многообразию. Согласуем (arrange) параметризации (4) и (14), так чтобы ориентации си-
стем векторов 1 ,kx∂   2 ,kx∂  ...  1 ,k

M x−∂  ks  и 1 ,kx∂  2 ,kx∂  ... k
M x∂  были одинаковыми, т.е. при на-

личии возможности деформировать один репер в другой матрица перехода от одной системы 
векторов к другой имела бы положительный детерминант.

Для любого дифференцируемого ковариантного абсолютного тензорного поля 
1 2 1i i iM

A
−

 
можно сформулировать теорему Стокса [3, p. 269] 

	 1 2 1 2 1
1 2 1 1 2 1

= ,i i i i i iM M
i i i i i i iM M M

A d A dτ τ −
− −

∂

∂∫ ∫
 

 



	 (15)

где 1 2i i iMdτ   вычисляется с использованием внутренней параметризации 1,u  2 ,u  ..., ,Mu  а 
1 2 1i i iMdτ −  с использованием внутренней параметризации   

1 2 1, , , .Mu u u −


Подынтегральное выражение для 
1 2 1

,i i iM
A

−

 в силу того, что 

	 [ ]1 2 1 2=i i i i i iM Md dτ τ  	 (16)
можно преобразовать следующим образом 

	 1 2 1 2 1 2
[ ] [ ]1 2 1 1 2 1 1 2 1

= = .i i i i i i i i iM M M
i i i i i i i i i i i iM M M M M M

A d A d A dτ τ τ
− − −

∂ ∂ ∇  

  

	 (17)

В работах [1, 2], теорема Стокса записывается в виде [2, c. 103] 

	 2 31 2
1 2 3 2 3

= .i i ii i i MM
i i i i i i iM M

A d A dτ τ
∂

∂∫ ∫


 



	 (18)

В этом случае, следует согласовывать системы реперных направлений ,ks   2 ,kx∂   3 ,kx∂  ... 


k
M x∂  и 1 ,kx∂  2 ,kx∂  ... ,k

M x∂  где ks  – по-прежнему произвольное векторное поле, направлен-
ное во внешность M-многообразия.
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4. Теорема преобразования интегралов для 2-многообразия

Рассмотрим на примере 2-многообразия процедуру согласования ориентаций для форму-
лировки теоремы Стокса (15). В двумерном случае репер будет состоять из двух упорядочен-
ных векторов 1 и 2,  изображенных на рис. 2. Переместим, непрерывно деформируя репер, из 
внутренней точки многообразия в точку на его границе, так чтобы векторы репера в процессе 
переноса оставались линейно независимыми. Векторное поле ks  по построению направлено 
во вне и совпадает с вектором 2  (рис. 2). В результате возможны два случая: вектор 1,  опреде-
ляющий репер граничной 1-ячейки, может иметь два направления, соответствующие двум на-
правлениям обхода граничного контура 2-многообразия. В первом случае (как видно из 
рис. 2a) ориентации реперов 1,  2  и 1,  2  совпадают, поскольку один получается из другого 
поворотом. Как видно также из рис. 2a, что обход граничного контура должен производится 
по направлению хода часовой стрелки. Во втором случае, как видно из рис. 2б, реперы 1,  2  и 
1,  2  имеют противоположные ориентации, поскольку один получается из другого зеркальным 
отражением вектора 1 в 1.  В этом случае граничный контур обходится против хода часовой 
стрелки. При использовании формулы (15) необходимо выбирать согласование, представлен-
ное на рис. 2a, т. е. граничный контур должен обходится по ходу часовой стрелки.

При формулировке теоремы Стокса (18), как изображено на рис. 3, векторное поле ks  
совпадает с вектором 1,  а вектор, определяющий репер граничной 1-ячейки, обозначен че-
рез 2. Снова возможны два направления для вектора 2.  В первом случае (как видно из 
рис. 3a) ориентации реперов 1,  2  и 1,  2  противоположны, поскольку один получается из 
другого зеркальным отражением вектора 2  в 2.  Обход граничного контура в этом случае 
(как видно из рис. 3a) должен производится по направлению хода часовой стрелки. Во вто-
ром случае репер 1,  2  может быть получен из репера 1,  2  поворотом, поэтому их ориента-
ции совпадают. Обход граничного контура, как следует из рис. 3б, должен производится 
против направления хода часовой стрелки. Отметим, что, например, в комплексном анализе 
положительным направлением обхода замкнутого контура считается обход против направ-
ления хода часовой стрелки. Поэтому предпочтительной в этом случае является формули-
ровка теоремы Стокса в форме (18).

Заключение

В статье рассматривается проблемы согласования ориентаций реперов (внутри и на грани-
це) для микрополярного континуума, погруженного во внешнее плоское пространство.  

1. Опираясь на понятие элементарного тензорного объема (площади) M-ячейки, описыва-
ется алгоритм сравнения и согласования пространственных ориентаций M -ячеек. 

2. Рассматривается процесс непрерывного переноса реперных направлений, ассоцииро-
ванных с M -ячейкой. В результате можно вести речь об ориентации самого микрополярного 
континуума и его границы. 

3. Ориентированный континуум играет важную роль в микрополярной теории упругости, 
корректное построение которой возможно только в рамках псевдотензорного формализма 
и ориентируемого многообразия. В особенности это касается теории гемитропных упругих 
сред. 

4. Обсуждаются формулировки теоремы Стокса и процедуры согласования ориентаций, 
необходимые для корректной формулировки указанной теоремы преобразования интегралов. 
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УДК 539.3:534.26

ЧИСЛЕННЫЙ АНАЛИЗ ПРОХОЖДЕНИЯ ЦИЛИНДРИЧЕСКОЙ ЗВУКОВОЙ ВОЛНЫ 
ЧЕРЕЗ УПРУГУЮ ПЛАСТИНУ С НЕОДНОРОДНЫМ ПРИЛЕГАЮЩИМ СЛОЕМ

Тульский государственный университет

Т. Ш. Нгуен, Л. А. Толоконников

Аннотация. Получено аналитическое решение задачи об отражении и прохождении ци-
линдрической звуковой волны через однородную изотропную упругую пластину с неод-
нородным упругим слоем. Приведены результаты численных расчетов частотных харак-
теристик отраженного и прошедшего акустических полей.
Ключевые слова: звуковые волны, упругая однородная пластина, неоднородный упругий 
слой.

Введение

Отражение и прохождение звука через плоскую однородную изотропную упругую пласти-
ну исследовалось во многих работах (см., например, [1]). Задачи об отражении и преломлении 
плоской звуковой волны неоднородным упругим плоским слоем, граничащим с идеальными 
жидкостями, решены для изотропного слоя [2], для трансверсально-изотропного слоя [3, 4], 
для слоя с анизотропией общего вида [5]. В [6] изучалось прохождение звука через неоднород-
ный анизотропный плоский слой, граничащий с вязкими жидкостями. Прохождение плоской 
звуковой волны через непрерывно-неоднородный плоский слой, граничащий с невязкими те-
плопроводными жидкостями, рассматривалось в [6].

Задачи об отражении и прохождении плоской звуковой волны через однородный упругий 
плоский слой с неоднородным по толщине покрытием решены в [7, 8]. В [7] полагалось, что 
слой граничит с идеальными жидкостями, а в [8] – с вязкими. В [9] исследовано влияние не-
однородного покрытия однородной упругой пластины на отражение и прохождение плоской 
звуковой волны при расположении покрытия на разных поверхностях пластины.

В настоящей работе рассматривается задача о прохождении цилиндрической звуковой 
волны через однородную упругую пластину с прилегающим к ней неоднородным по толщине 
упругим слоем.

1. Постановка задачи

Рассмотрим бесконечный однородный изотропный упругий слой толщиной ,H  материал 
которой характеризуется плотностью 0ρ  и упругими постоянными 0λ  и 0.µ  К пластине при-
легает неоднородный по толщине изотропный упругий слой толщиной h  (рис. 1). Модули 
упругости и плотность материала слоя описываются непрерывными функциями координаты 
.z  Поверхности пластины и слоя граничат с идеальными жидкостями, которые имеют плотно-

сти 1,ρ  2ρ  и скорости звука 1,c  2c  соответственно. 
Пусть из полупространства z h< −  на тело падает монохроматическая симметричная ци-

линдрическая звуковая волна, потенциал скорости которой имеет вид
	 ( )0 0 1= ( ) exp ,A H k l i tωΨ − 	 (1)

где A  – амплитуда волны; 1 1/k cω=  – волновое число в полупространстве ;z h< −  ω  – круго-
вая частота; 0 ( )H x  – цилиндрическая функция Ганкеля первого рода нулевого порядка; l  – 
растояние от источника до точки наблюдении; положение линейного источника определяется 
координатами 0 0;x x= =  ;y−∞ < < ∞  0.z z= −
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В дальнейшем временной множитель ( )exp i tω−  будем опускать.
Определим отраженную и прошедшую через пластину со слоем волны, а также найдем 

поле внутри неоднородного слоя.

2. Аналитическое решение задачи

Рассматриваемая задача является двумерной. Все искомые величины не зависят от коорди-
наты y. Распространение упругих волн в неоднородном упругом слое описывается общими 
уравнениями движения сплошной среды [10]

	 2= ( ) ,xx xz
xz u

x z
σ σ ω ρ∂ ∂

+ −
∂ ∂

     2= ( ) ,xz zz
zz u

x z
σ σ ω ρ∂ ∂

+ −
∂ ∂

	 (2)

где xu  и zu  – компоненты вектора смещения u  частиц неоднородного слоя, ijσ  – компоненты 
тензора напряжений в неоднородном слое.

Распространение малых возмущений в однородной изотропной пластине описывается 
скалярным и векторным уравнениями Гельмгольца [11]

	 2 2= 0, = 0,lk kτ∆Ψ + Ψ ∆ +
 

Φ Φ 	 (3)
где Ψ  и 



Φ  – скалярный и векторный потенциалы смещения; lk  и kτ  – волновые числа про-
дольных и поперечных упругих волн. При этом вектор смещения частиц упругой пластины 

(0) = grad rotΨ +u


Φ  (div = 0).


Φ  Так как ( , ) ,yx z= Φ eΦ  где ye  – единичный вектор оси y, то 
векторное уравнение относительно Φ  сведется к одному скалярному уравнению Гельмгольца 
относительно функции ( , ).x zΦ

Потенциалы скорости отраженной от пластины 1Ψ  и прошедшей через нее 2Ψ  являются 
решениями уравнений Гельмгольца [11]

	 2 = 0, 1,2,j j jk j∆Ψ + Ψ = 	 (4)
где 2 2= /k cω  – волновое число в полупространстве .z H>

Скорость частиц жидкости jv  и акустическое давление jp  в верхнем и нижнем полупро-
странствах определяются по формулам

	 1 0 1grad ( ),= Ψ + Ψv    2 2grad ,= Ψv    1 1 0 1( ),p iρ ω= Ψ + Ψ    2 2 2.p iρ ω= Ψ

Граничные условия на поверхностях, соприкасающихся с жидкостями, заключаются в ра-
венстве нормальных скоростей частиц упругой среды и жидкости, равенстве на них нормаль-
ного напряжения и акустического давления, отсутствии касательных напряжений

	 :z h= −           1 1= , = , = 0,z z zz xzi u v pω σ σ− − 	 (5)

Рис. 1. Геометрия задачи
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	 z H=            (0) (0) (0)
2 2= , = , = 0.z z zz xzi u v pω σ σ− − 	 (6)

где (0)
xu  и (0)

zu  – компоненты вектора смещения частиц однородной пластины; (0)
ijσ  – компонен-

ты тензора напряжений в однородной пластине.
На внутренней поверхности покрытия при переходе через границу раздела упругих сред 

должны быть непрерывны составляющие вектора смещения частиц, а также нормальные и 
тангенциальные напряжения

	 = 0z             (0) (0) (0) (0)= , = , = , = .x x z z zz zz xz xzu u u u σ σ σ σ 	 (7)
Найдем решение задачи (1)–(7), воспользовавшись решением задачи о прохождения пло-

ских звуковых волн через пластину с непрерывно-неоднородным покрытием, полученным в 
[7]. Выражения для потенциала скорости падающей плоской волны, потенциалов скорости 
отраженной от пластины и прошедшей через нее волн, потенциалы смещения а однородной 
пластине и компоненты вектора смещения в неоднородном покрытии приведены в [7].

Используя интегральное представление функции 0 ( )H x  [12], запишем цилиндрическую 
волну (1) в виде

	 ( )0 0, ( ) ,x z dξ ξ
∞

−∞

Ψ = Ψ∫  	 (8)

где

	 1 00( )
0

1

1( ) ,i z zi x xA e e ηξξ
πη

+−Ψ =      2 2
1 1 .kη ξ= − 	 (9)

При | | kξ >  величина 1η  становится мнимой. Выбор знака корня 2 2
1k ξ−  из условия 

1Im 0η ≥  обеспечивает ограниченность поля падающей волны при | | .z → ∞  Таким образом,

	 2 2
1 1kη ξ= −    при   1 1,k kξ− < <     2 2

1 1i kη ξ= −    при   1| | .kξ >
Произведение экспонент в подынтегральном выражении (8) представляет собой плоскую 

волну, направление распространения которой задается горизонтальной ξ  и вертикальной 1η  
компонентами волнового вектора 1.k

При 0z z> −  формула (9) принимает вид (с учетом того, что 0 0x = )

	 1( )
0 ( ) ( ) ,i x zI e ξ ηξ ξ +Ψ =      1 0

1

1( ) .i zI A e ηξ
πη

= 	 (10)

Сравнивая формулу (10) с формулой для потенциала скорости падающей плоской волны 
из [7], замечаем, что подынтегральное выражение в (8), определяемое (9), аналогично по фор-
ме выражению плоской волны. При этом ξ  соответствует 1 ,xk  а ( )I ξ  – 1

0 .zik hA e  Следовательно, 
при рассеянии первичного поля возмущений, определяемого потенциалом 0 ,Ψ  потенциалы 
отраженной 1Ψ  и прошедшей 2Ψ  волн, потенциалы смещения ,Ψ  Φ  и компоненты вектора 
смещения ,xu  zu  в покрытии определяется формулами, приведенными в [7] и в которых сле-
дует сделать указанные выше замены.

В дальнейшем величины, зависящие от ξ  будем обозначать знаком «тильда».
В результате будем иметь
	 1 1 1= exp{ [ ( )]},A i x z hξ ηΨ − +    2 2 2= exp{ [ ( )]},A i x z Hξ ηΨ + − 	 (11)

	 1 2= exp[ ( )] exp[ ( )],l lB i x z B i x zξ η ξ ηΨ + + −   	 (12)

	 1 2= exp[ ( )] exp[ ( )],C i x z C i x zτ τξ η ξ ηΦ + + − 
 	 (13)

	 1( , ) exp( ),xu U z i xξ ξ= 

    2 ( , ) exp( ),zu U z i xξ ξ= 

 	 (14)
где выражения для коэффициентов в (11)–(14) приведены в [7].

Чтобы обеспечить ограниченность поля прошедшей волны при ,z → ∞  выбор знака корня 
2 2

2 2kη ξ= −  осуществим из условия 2Im 0,η ≥  то есть
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	 2 2
2 2kη ξ= −    при   2 2 ,k kξ− < <     2 2

2 2i kη ξ= −    при   2| | .kξ >

Величины 2 2 ,l lkη ξ= −  2 2kτ τη ξ= −  определяются по формулам

	 2 2
l lkη ξ= −    при   ,l lk kξ− < <     2 2

l li kη ξ= −    при   | | ;lkξ >

	 2 2kτ τη ξ= −    при   ,k kτ τξ− < <     2 2i kτ τη ξ= −    при   | | .kτξ >
При рассеянии цилиндрической волны пластиной с неоднородным слоем искомые потен-

циалы jΨ  ( 1, 2),j =  ,Ψ  Φ  и компоненты вектора смещения ,xu  zu  в неоднородном покрытии 
определяется путем интегрирования

	 ( ), ( )j jx z dξ ξ
∞

−∞

Ψ = Ψ∫     ( 1, 2),j = 	 (15)

	 ( ), ( ) ,x z dξ ξ
∞

−∞

Ψ = Ψ∫     ( ), ( ) ,x z dξ ξ
∞

−∞

Φ = Φ∫  	 (16)

	 ( ), ( ) ,x xu x z u dξ ξ
∞

−∞

= ∫     ( ), ( ) .z zu x z u dξ ξ
∞

−∞

= ∫  	 (17)

Несобственные интегралы (15)–(17) являются сходящимися. Они могут быть оценены 
только численно.

3. Численные исследования

На основе полученного аналитического решения задачи были проведены численные рас-
четы зависимостей 1

A
Ψ  и 2

A
Ψ  от волнового размера пластины 1k H  при расположении источ-

ника в точке с координатами 0( 0, ),x z z= = −  где 0 5 ;z H=  10 ;H  100 .H  Точки наблюдения в 
отраженном и в прошедшем акустических полях имели координаты ( )0,0, 50H−  и ( )0,0,50 .H  
Полагалось, что содержащие жидкости – вода; 

0,1H =  м; 3
0 2,7 10ρ = ⋅  кг/м3; 10

0 5,3 10λ = ⋅  Н/м2; 10
0 2,6 10µ = ⋅  Н/м2).

0,1h H= ⋅  м; ( );f zρ ρ=   ( );f zλ λ=   ( );f zµ µ=   где 31,07 10ρ = ⋅  кг/м3; 93,9 10λ = ⋅  Н/м2; 
89,8 10µ = ⋅  Н/м2; рассматривались следующие законы неоднородности:

	
2

1 1( ) 0,5 ,zf z a
h

  = +  
   

  
2

2 2( ) 0,5 ,z hf z a
h

 + = +  
   

  1 2( 6 5).a a= =

На рис. 2–3 приведены зависимости 1

A
Ψ  и 2

A
Ψ  от волнового размера пластины 1k H  при 

0 5z H= . Пунктирные линии соответствуют однородному покрытию, а сплошной и штриховой 
линиями обозначены зависимости для линейного и квадратичного законов неоднородности. 
Выявлено сильное отличие частотных характеристик для разных законов неоднородности ма-
териала покрывающего слоя.

На рис. 4 приведены частотные характеристики 1

A
Ψ  для закона неоднородности 1f  при 

разном удалении источника от пластины. Кривые 1, 2, 3 соответствуют случаям, когда 0 5 ;z H=  
10 ;H  100 .H  При изменении положения источника наблюдается существенное изменение ча-
стотной зависимости, что проявляется в изменении уровней и сдвиге резонансных частот.
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Рис. 2. Зависимостей 1

A
Ψ  от волнового размера пластины при 0 5z H=

Рис. 3. Зависимостей 1

A
Ψ  от волнового размера пластины при 0 5z H=

Рис. 4. Зависимостей 1

A
Ψ  от волнового размера пластин 

при разном удалении источника от пластины
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Заключение

Получено аналитическое решение задачи о прохождении цилиндрической звуковой волны 
через упругую однородную пластину с неоднородным упругим слоем. При этом использован 
подход, когда решение поставленной задачи получено, не прибегая к решению сложных диф-
ференциальных уравнений с соответствующими граничными условиями. Выявлены особен-
ности отражения и прохождения звука при разных законах неоднородности материала по-
крытия упругой пластины.
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УДК 539.3

ПОСТРОЕНИЕ ОПРЕДЕЛЯЮЩИХ СООТНОШЕНИЙ 
ВТОРОГО И ТРЕТЬЕГО ПОРЯДКОВ ДЛЯ ОРТОТРОПНОГО МАТЕРИАЛА

Тульский государственный университет

Ш. Т. Нгуен, Д. В. Христич

Аннотация. Получены варианты определяющих соотношений для нелинейно упругого 
ортотропного материала на основе конкретизации потенциала Гиббса для обратимых 
процессов изотермического деформирования таких материалов. Рассмотрены модели 
упругости второго и третьего порядков для ортотропного материала. Модели позволя-
ют описывать известные из экспериментов нелинейные зависимости деформаций от 
напряжений в процессах растяжения, сжатия и сдвига, а также разносопротивляемость 
анизотропных материалов. Указаны эксперименты, из которых могут быть определены 
параметры моделей.
Ключевые слова: нелинейные определяющие соотношения, анизотропные материалы, 
ортотропный материал, потенциал Гиббса, идентификация модели.

Введение

В настоящее время ортотропные материалы широко применяются в различных отраслях. 
Ортотропные материалы могут иметь естественное происхождение, например, древесина, или 
быть созданы искусственно, например, композиционные материалы при определённых схемах 
армирования. Поэтому при моделировании и расчёте деталей из таких материалов существует 
необходимость одновременного учёта анизотропии и нелинейности упругих свойств. Такой 
учёт должен производиться на этапе моделирования механического поведения материала. Це-
лью работы является построение нелинейных математических моделей упругого ортотропно-
го материала, разработка системы экспериментов для идентификации параметров моделей и 
определение параметров по экспериментальным данным.

1. Нелинейные определяющие соотношения для ортотропного материала

Для описания деформированного состояния используется тензор деформаций Коши – 
Грина .ε  Напряжённое состояние описывается тензором истинных напряжений .S  Ортотроп-
ные материалы имеют три линейных инварианта тензора деформаций [1]

	 0 11 22 33
1 ( ),
3

ε ε ε= + +ý    1 33 11 22
1 (2 ),
6

ε ε ε= − −ý    2 11 22
1 ( )
2

ε ε= −ý 	 (1)

и три квадратичных инварианта
	 2 2

(1) 12 ,s ε=      2 2
(2) 23,s ε=      2 2

(3) 31.s ε= 	 (2)
Инварианты тензора напряжений определяются аналогично:

	 0 11 22 33
1 ( ),
3

S S Sσ = + +    1 33 11 22
1 (2 ),
6

S S Sσ = − −    2 11 22
1 ( ),
2

S Sσ = − 	 (3)

	 2 2
(1) 12 ,t S=      2 2

(2) 23,t S=      2 2
(3) 31.t S= 	 (4)

Одним из возможных подходов к построению определяющих соотношений для нелинейно 
упругого анизотропного материала в обратимых процессах изотермического деформирова-
ния является задание потенциала Гиббса, из которого следуют зависимости между компонен-
тами тензоров деформаций и напряжений. Используя форму потенциала Гиббса, предложен-
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ную в работах [2, 3], запишем определяющие соотношения для ортотропного материала в виде 
связей между инвариантами деформаций и напряжений (1)–(4) в виде

	 ( ) ( )00 00 00 2 01 01 01 01 2 01 01 2
0 0 1 0 2 0 0 0 1 0 1 1 2 0 2 0 1 2 1 13 6 2 3 2c c c c c c c c cσ σ σ σ σ σ σ σ σ σ= + + + + + + + + +ý

	 ( )02 02 02 02 2 02 02 2
0 1 0 1 2 2 0 2 0 2 2 2 22 3 2 ,c c c c c cσ σ σ σ σ σ σ+ + + + + +

	 ( ) ( )01 01 01 01 2 01 01 2 11 11 11 2
1 0 1 1 1 0 2 1 2 0 1 2 0 0 0 1 1 2 1 12 3 2 3 6c c c c c c c c cσ σ σ σ σ σ σ σ σ σ= + + + + + + + + +ý 	 (5)

	 ( )12 12 12 12 2 12 12 2
0 1 1 1 2 2 1 2 1 2 2 2 22 3 2c c c c c cσ σ σ σ σ σ σ+ + + + + + ,

	 ( )02 02 02 02 2 02 02 2
2 0 1 2 1 0 2 2 2 0 2 2 0 02 3 2c c c c c cσ σ σ σ σ σ σ= + + + + + +ý

	 ( ) ( )12 12 12 12 2 12 12 2 22 22 22 2
0 1 2 1 1 2 2 2 1 2 2 1 1 0 1 2 2 2 22 3 2 3 6 ,c c c c c c c c cσ σ σ σ σ σ σ σ σ σ+ + + + + + + + +

(1) (1) (1) 2
(1) 0 1 (1) 2 (1) (1)

32 2 ,
2

s D D t D t t = + + 
 

   (2) (2) (2) 2
(2) 0 1 (2) 2 (2) (2)

32 2 ,
2

s D D t D t t = + + 
 

(3) (3) (3) 2
(3) 0 1 (3) 2 (3) (3)

32 2 ,
2

s D D t D t t = + + 
 

где 0 ,cαβ  1 ,cαβ  2 ,cαβ  (
0 ,D γ )  (

1 ,D γ )  (
2D γ )  – постоянные в выбранном базисе трёхмерного простран-

ства упругие параметры материала. Определяющие соотношения (5) являются моделью упру-
гости третьего порядка для ортотропного материала и содержат по 9 параметров первого, вто-
рого и третьего порядков.

Если параметры 1 0,cαβ =  2 0,cαβ =  (
1 0,D γ ) =  (

2 0,D γ ) =  то соотношения (5) совпадают с обоб-
щённым законом Гука для ортотропного материала. Если 2 0,cαβ =  (

2 0,D γ ) =  то определяющие 
соотношения являются квадратичной моделью упругости.

Разрешим соотношения (1)–(4) относительно компонент тензоров деформаций и напря-
жений и запишем определяющие соотношения (5) через компоненты тензоров деформаций и 
напряжений:

	 11 1111 11 1122 22 1133 33A S A S A Sε = + + +

	 2 2 2
1111 11 1122 22 1133 33 1112 11 22 1113 11 33 1123 22 33B S B S B S B S S B S S B S S+ + + + + + +

	 3 2 2 2 2
1111 11 1112 11 22 1113 11 33 1122 11 22 1133 11 33C S C S S C S S C S S C S S+ + + + + +

	 3 2 2 3
1123 11 22 33 1222 22 1223 22 33 1233 22 33 1333 33C S S S C S C S S C S S C S+ + + + + ,

	 22 2211 11 2222 22 2233 33A S A S A Sε = + + +

	 2 2 2
2211 11 2222 22 2233 33 2212 11 22 2213 11 33 2223 22 33B S B S B S B S S B S S B S S+ + + + + + + (6)

	 3 2 2 2 2
2111 11 2112 11 22 2113 11 33 2122 11 22 2133 11 33C S C S S C S S C S S C S S+ + + + + +

	 3 2 2 3
2123 11 22 33 2222 22 2223 22 33 2233 22 33 2333 33C S S S C S C S S C S S C S+ + + + + ,

	 33 3311 11 3322 22 3333 33A S A S A Sε = + + +

	 2 2 2
3311 11 3322 22 3333 33 3312 11 22 3313 11 33 3323 22 33B S B S B S B S S B S S B S S+ + + + + + +

	 3 2 2 2 2
3111 11 3112 11 22 3113 11 33 3122 11 22 3133 11 33C S C S S C S S C S S C S S+ + + + + +

	 3 2 2 3
3123 11 22 33 3222 22 3223 22 33 3233 22 33 3333 33,C S S S C S C S S C S S C S+ + + + +

	 (1) (1) (1) 2
12 0 1 12 2 12 12

32 2 ,
2

D D S D S Sε  = + + 
 

   (2) (2) (2) 2
23 0 1 23 2 23 23

32 2 ,
2

D D S D S Sε  = + + 
 

	 (3) (3) (3) 2
31 0 1 31 2 31 31

32 2 .
2

D D S D S Sε  = + + 
 

Компоненты тензора деформаций должны удовлетворять условиям существования потен-
циала Гиббса
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	 11 22

22 11

,
S S
ε ε∂ ∂

=
∂ ∂

   3311

33 11

,
S S

εε ∂∂
=

∂ ∂
   3322

33 22

.
S S

εε ∂∂
=

∂ ∂
	 (7)

Условия (7) приводят к соотношениям между параметрами модели:
	 1122 2211,A A=    1133 3311,A A=    2233 3322 ,A A=

	 2212 11222 ,B B=    1112 22112 ,B B=    1123 2213,B B= 	 (8)

	 3313 11332 ,B B=    1113 33112 ,B B=    1123 3312 ,B B=

	 3323 22332 ,B B=    2223 33222 ,B B=    2213 3312 ,B B=

	 1112 21113 ,C C=    1122 2112 ,C C=    2122 12223 ,C C=    1113 31113 ,C C=

	 1133 3113,C C=    3133 13333 ,C C=    2223 32223 ,C C=    2233 3223,C C=    3233 23333 ,C C=

	 1123 2113 31122 2 ,C C C= =    2123 1223 31222 2 ,C C C= =    3123 1233 21332 2 .C C C= =

С учётом равенств (8) определяющие соотношения (6) принимают вид
	 11 1111 11 1122 22 1133 33A S A S A Sε = + + +

	 2 2 2
1111 11 1122 22 1133 33 2211 11 22 3311 11 33 1123 22 332 2B S B S B S B S S B S S B S S+ + + + + + +

	 3 2 2 2 2
1111 11 2111 11 22 3111 11 33 1122 11 22 1133 11 333 3C S C S S C S S C S S C S S+ + + + + +

	 3 2 2 3
2113 11 22 33 1222 22 1223 22 33 1233 22 33 1333 332C S S S C S C S S C S S C S+ + + + + ,

	 22 1122 11 2222 22 2233 33A S A S A Sε = + + +

	 2 2 2
2211 11 2222 22 2233 33 1122 11 22 1123 11 33 3322 22 332 2B S B S B S B S S B S S B S S+ + + + + + + (9)

	 3 2 2 2 2
2111 11 1122 11 22 2113 11 33 1222 11 22 1233 11 333C S C S S C S S C S S C S S+ + + + + +

	 3 2 2 3
1223 11 22 33 2222 22 3222 22 33 2233 22 33 2333 332 3 ,C S S S C S C S S C S S C S+ + + + +

	 33 1133 11 2233 22 3333 33A S A S A Sε = + + +

	 2 2 2
3311 11 3322 22 3333 33 1123 11 22 1133 11 33 2233 22 332 2B S B S B S B S S B S S B S S+ + + + + + +

	 3 2 2 2 2
3111 11 2113 11 22 1133 11 33 1223 11 22 1333 11 333C S C S S C S S C S S C S S+ + + + + +

	 3 2 2 3
1233 11 22 33 3222 22 2233 22 33 2333 22 33 3333 332 3 ,C S S S C S C S S C S S C S+ + + + +

	 (1) (1) (1) 2
12 0 1 12 2 12 12

32 2 ,
2

D D S D S Sε  = + + 
 

   (2) (2) (2) 2
23 0 1 23 2 23 23

32 2 ,
2

D D S D S Sε  = + + 
 

	 (3) (3) (3) 2
31 0 1 31 2 31 31

32 2 .
2

D D S D S Sε  = + + 
 

Определяющие соотношения (9) содержат 6 констант ,ijklA  10 констант ,ijklB  15 констант 
.ijklC  Найдены линейные выражения этих констант через параметры 0 ,cαβ  1 ,cαβ  2cαβ  соответ-

ственно. 
В квадратичной части определяющих соотношений 10 коэффициентов ijklB  линейно выра-

жаются через 6 параметров 1 ,cαβ  поэтому линейно независимыми являются 6 констант .ijklB  
В качестве независимых параметров выбраны 1111,B  1122 ,B  2211,B  2222 ,B  3311,B  3333.B  Остальные 
4 из 10 параметров 1123,B  1133,B  2233,B  3322B  линейно выражены через них.

В кубической части соотношений (9) 15 коэффициентов ijklC  линейно выражаются через 6 
параметров 2 .cαβ  В качестве независимых параметров выбраны 1111,C  1222 ,C  2111,C  2222 ,C  3111,C  

3333.C  Остальные 9 из 15 параметров ijklC  линейно выражены через них.
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2. Экспериментальная идентификация параметров модели

Для идентификации коэффициентов модели (5) требуется найти значения 0 ,cαβ  1 ,cαβ  2 ,cαβ  
(
0 ,D γ )  (

1 ,D γ )  (
2 .D γ )  По данным, полученным в механических экспериментах с макрообразцами, 

удобно определять параметры ,ijklA  ,ijklB  ,ijklC  входящие в соотношения (9). Если параметры 
,ijklA  ,ijklB  ijklC  определены из экспериментов, то все упругие константы материала 0 ,cαβ  1 ,cαβ  2cαβ  

могут быть вычислены.
Для определения всех параметров нелинейной модели (квадратичной или кубической) 

требуется выполнить следующие эксперименты в главных осях анизотропии 1,a  2 ,a  3a  орто-
тропного материала: 1) растяжение и сжатие вдоль направления каждой оси 1,a  2 ,a  3;a  
2) сдвиги в плоскостях, образованных осями 1a  и 2 ,a  2a  и 3,a  3a  и 1.a

В работе [4] приведены эксперименты по одноосному растяжению, сжатию и сдвигу пла-
стин, у которых главные направления анизотропии совпадают с осями координат. При пло-
ском напряжённом состоянии 13 23 33( 0)S S S= = =  определяющие соотношения (9) записыва-
ются в следующем виде:

	 2 2
11 1111 11 1122 22 1111 11 1122 22 2211 11 222A S A S B S B S B S Sε = + + + + + +

	 3 2 2 3
1111 11 2111 11 22 1122 11 22 1222 223C S C S S C S S C S+ + + + ,

	 2 2
22 1122 11 2222 22 2211 11 2222 22 1122 11 222A S A S B S B S B S Sε = + + + + + 	 (10)

	 3 2 2 3
2111 11 1122 11 22 1222 11 22 2222 223 ,C S C S S C S S C S+ + + +

	 (1) (1) (1) 2
12 0 1 12 2 12 12

32 2 .
2

D D S D S Sε  = + + 
 

При использовании квадратичной модели для описания экспериментов найдены следую-
щие значения параметров:

	 11 1
1111 6, 48 10 ,A − −= ⋅ Ïà    12 1

1122 6,93 10 ,A − −= − ⋅ Ïà    11 1
2222 6, 48 10 ;A − −= ⋅ Ïà

	 14 2
1111 6,58 10 ,B − −= ⋅ Ïà    14 2

1122 2,32 10 ,B − −= ⋅ Ïà    14 2
2211 2,32 10 ,B − −= ⋅ Ïà

	 14 2
2222 6,58 10 ;B − −= ⋅ Ïà    (1) 11 1

0 5,36 10 ,D − −= ⋅ Ïà    (1) 12 2
1 1,36 10 .D − −= ⋅ Ïà

Значения параметров, определённые для кубической модели:
	 11 1

1111 5,84 10 ,A − −= ⋅ Ïà    12 1
1122 8,95 10 ,A − −= − ⋅ Ïà    11 1

2222 5,84 10 ;A − −= ⋅ Ïà
14 2

1111 5,76 10 ,B − −= ⋅ Ïà   14 2
1122 2,07 10 ,B − −= ⋅ Ïà   14 2

2211 2,07 10 ,B − −= ⋅ Ïà   14 2
2222 5,76 10 ;B − −= ⋅ Ïà

16 3
1111 2,17 10 ,C − −= ⋅ Ïà   15 3

1222 6,69 10 ,C − −= ⋅ Ïà   15 3
2111 6,69 10 ,C − −= ⋅ Ïà   16 3

2222 2,17 10 ;C − −= ⋅ Ïà

	 (1) 10 1
0 1,56.10 ,D − −= Ïà    (1) 12 2

1 1,74.10 ,D − −= − Ïà    (1) 14 3
2 2,33.10 .D − −= Ïà

В композиционном материале, для которого приведены экспериментальные данные, ар-
мирующие волокна располагаются в параллельных плоскостях в двух перпендикулярных на-
правлениях. Такая схема армирования объясняет равенства между значениями параметров 
модели.

Заключение

Рассмотрены два варианта определяющих соотношений для нелинейно упругого ани-
зотропного материала в виде квадратичной и кубической связи между компонентами дефор-
маций и напряжений. Выявлены линейные зависимости между коэффициентами модели. 
Указана система механических экспериментов, по результатам которых можно определить 
все параметры каждой модели. По известным из литературы экспериментальным данным вы-
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полнена идентификация части параметров каждой модели. Предложенные модели описывают 
наблюдаемые в экспериментах [8] нелинейные зависимости между напряжениями и деформа-
циями в процессах растяжения-сжатия и сдвига.
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УДК 539.3

ЧАСТНОЕ РЕШЕНИЕ ЗАДАЧИ О ТЕРМОУПРУГОМ РАВНОВЕСИИ ИЗОТРОПНОГО 
ТЕЛА ПРИ ПОЛИНОМИАЛЬНЫХ ПОЛЯХ ТЕМПЕРАТУРЫ И ОБЪЕМНЫХ СИЛ

Липецкий государственный технический университет

В. Б. Пеньков, Л. В. Левина, Е. А. Новиков

Аннотация. Термоупруго-статическая задача о восстановлении состояния линейного 
изотропно-однородного тела произвольной геометрической формы при несвязанности в 
граничных условиях (ГУ) механических характеристик с температурой декомпозируется 
на последовательность задач теплопроводности и восстановления напряженно-деформи-
рованного состояния (НДС) тела с формально возникающей температурной коррекцией 
объемных сил. Работа посвящена восстановлению упругого состояния после того, как 
температурное поле уже построено. Предполагается, что оно имеет регулярный полино-
миальный характер. Использование подхода, основанного на генерировании опорного 
базиса для мономных объемных сил, позволяет выписывать строгое аналитическое реше-
ние частной задачи при неоднородных уравнениях равновесия. Эффективность подхода 
продемонстрирована на конкретном примере.
Ключевые слова: термоупругость, опорный базис, метод граничных состояний, МГС, 
частное решение неоднородной краевой задачи.

Введение

Пусть известно температурное поле 1 2 3( , , )T x x x  в уравновешенном линейно-упругом од-
нородном изотропном теле, занимающем область 3V R∈  с границей .V∂  Упругое внутреннее 
состояние Eξ  определяется в соответствии с законом Дюамеля – Неймана:

	 ˆ ˆˆ ˆˆ (3 2 ) 2 ,Tλ µ α λθ µ= + + = +s E Eσ ε 	 (1)
и по форме совпадает с обобщенным законом Гука в формулировке Ламе.

Здесь ,λ µ – упругие постоянные Ламе, α  – коэффициент температурного расширения, θ  – 
первый инвариант тензора деформации ˆ,ε  связанного с перемещениями u  соотношением 
Коши, Ê  – единичный тензор.

После представления уравнений равновесия через тензор упругих составляющих напря-
жений ŝ  из уравнения равновесия получается  аналогичная по форме зависимость:

	 1 2 3ˆ (3 2 ) ( , , ).div T x x xλ µ α= − + + ∇ =s X F 	 (2)
Будем полагать правую часть соотношения (2) конечным многочленом порядка ,k  являющим-
ся линейной комбинацией векторов kP  из однородных многочленов порядков {0,1,... }:k k∈

	 1 2 3 1 2 3
1

( , , ) ( , , , ).
K

k k
k

x x x x x xκ
=

= ∑F P

Эти «приведенные» объемные силы регулярны в V  вплоть до границы .V∂
Решение системы уравнений, связывающих тензоры деформации, упругой составляющей 

напряжений ŝ  и уравнения равновесия (1) можно искать средствами МГС. Под внутренним 
состоянием тела понимается набор ˆ ˆ{ , , },Eξ = u sε  раскладываемый на сумму 0 ,E E Eξ ξ ξ∗= +  где 
символ «∗» помечено какое-нибудь частное решение, отвечающее неоднородной краевой зада-
че, а «0» соответствует однородной составляющей уравнений Ламе, являющихся следствием 
определяющих соотношений при ГУ, скорректированных с учетом «следа» на V∂  от .Eξ ∗

Весьма важным и заслуживающим особого внимания является отыскание состояния Eξ ∗  в 
конечной аналитической форме. Проблема состоит в том, что общие решения Папковича – 
Нейбера, а также Аржаных – Слободянского [1] неоднородной системы дифференциальных 
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уравнений Ламе выписаны в конечном виде только для потенциальных функций .F  Способ 
построения численно-аналитического решения найден [2]. Ниже демонстрируется подход, 
позволяющий выписывать строгое аналитическое решение Eξ ∗  при полиномиальном описа-
нии вектора правой части.

Кратко, идея в построении опорного базиса для выписывания строгого решения состоит в 
следующем. Любой моном 1 2 3 ,w x x xγ δ β=  2kγ δ β+ + = +  может быть помещен в любую пози-
цию одномономного вектора перемещений {{ ,0,0},w∈u  {0, ,0},w  {0,0, }}.w  По цепочке 

ˆ ŝε→ →u  выписывается соответствующее варианту внутреннее состояние * ˆ ˆ{ , , }.Eξ = u sε  На-
бор всех возможных вариантов составляет «кластер k». Сортировочный алгоритм [3] позволя-
ет рационально назначить базис мономов ,w  однозначно отвечающий базису мономов порядка 

,k  участвующих в 1 2 3( , , ).x x xF  Связь базисов осуществляется через невырожденную матрицу, 
обращение которой позволяет выписывать внутреннее состояние, отвечающее конкретному 
моному порядка ,k  помещенному в любую позицию вектора правых частей. Поскольку любой 
полиномиальный вектор F  можно представить в виде линейной комбинации векторов, в ка-
ждом из которых моном помещен в какую-либо позицию, и каждому из таких вариантов соот-
ветствует уже известное внутреннее состояние, то соответствующая линейная комбинация по-
зволяет выписать строгое решение для 1 2 3( , , ).x x xF  Это и есть частное решение, не учитывающее 
никаких ограничений как на граничные условия, так и на форму границы. 

Далее восстанавливается соответствующее *Eξ  граничное состояние * { , },Eγ = u p  где p  – 
поверхностное усилие, отвечающее тензору ˆ.s  Это состояние позволяет внести корректиров-
ку в ГУ, соответствующие исходной постановке краевой задачи. Решение краевой задачи отно-
сительно 0Eξ  эффективно проводится средствами МГС.

А именно, в соответствии с известными общими решениями однородной системы уравне-
ний Ламе генерируется базис jξ  пространства внутренних состояний ˆ ˆ{ , , }}ξ ξΞ = = u ε σ  и 
выполняется его ортогонализация на основе скалярных произведений 

	 ( ) ( )1 2 1 2 1 2 1 2ˆˆ, , .
V V

dV dSξ ξ γ γ
Ξ Γ

∂

≡ ⋅⋅ = ⋅ ≡∫ ∫ p uσ ε 	 (3)

Решение корректной краевой задачи представляется рядом Фурье
	 .j

j
j N

cξ ξ
∈

= ∑
В частном случае основных задач коэффициенты Фурье jc  вычисляются рутинно. В первой 
основной задаче, когда на границе заданы поверхностные усилия p  это 0( , )j

jc Γ= p u . В случае 
второй основной задачи (на границе удержаны перемещения 0u ) это 0( , ) .j

jc Γ= p u  В общем 
случае постановка сводится к бесконечной системе линейных алгебраических уравнений от-
носительно ,jc  в которой структура невырожденной матрицы коэффициентов и их значения 
определяются типом ГУ и набором базисных элементов, а вектор правых частей несет кон-
кретную информацию о значениях параметров ГУ. 

В рассматриваемом случае после определения коэффициентов Фурье выписывается состо-
яние 0 0 0 0ˆ ˆ{ , , },Eξ = u sε  а следом – реальное значение тензора напряжений 

	 0 ˆˆˆ (3 2 ) .Tλ µ α= − +s Eσ
Совокупность характеристик внутреннего состояния ˆ ˆ{ , , }ξ = u ε σ  и составляет решение зада-
чи теории упругости при заданном распределении температуры по области .V

Рассмотрим пример на предмет построения частного решения. Пусть распределение тем-
пературы по области ,V  занятой телом подчинено закону 

	 2 2
1 2

1 ( ).
2 (3 2 )

T x x
α λ µ

= − +
+

Тогда объемные силы имеют характер 
	 2 2

1 2 3{0,0, ( )(1 )}.x x x= + +X
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Эти выражения для вектора F  дают представление 
	 2 2

1 2 1 2 3{ , , ( )(1 )}.x x x x x= + +F
Полиномиальные приведенные объемные силы имеют максимальный порядок 3.K =  Для 
описания состояния рассматривались кластеры {0,1,2,3}k ∈  и для каждого из них строились 
опорные базисы порядков {3,9,18,30}  соответственно при помощи сортировочного алгорит-
ма. Вектор F декомпозирован на мономные слагаемые 

	
1

2 2 3 4 5 5
2 2 2 2
1 2 1 3 2 3

0 0 0 0 0
0 , , 0 , 0 , 0 , 0 .
0 0

x
x

x x x x x x

           
           = = = = = =           
           
           

1f f f f f f

Для каждого мономного базисного вектора получено внутреннее состояние (использована 
компьютерная алгебра системы Mathematica. Из-за необозримости выражений промежуточ-
ные выкладки не приводятся). Линейная комбинация состояний, отвечающих векторам ,if  
дала внутреннее состояние

3 5
1 1

3 5
2 2

3 3 4 4
1 2 1 2 3

1 1
18 90
1 1 ,

18 90
1 1( ) ( )

12 12

x x

x x

x x x x x

∗

 − + 
 
 = − + 
 
 − + − + 
 

u

2 4 3
1 1 1 3

2 4 3
2 2 2 3

3 3 4 4
1 3 2 3 1 2

1 1 10 (1 )
6 18 6

1 1 1ˆ 0 (1 ) ,
6 18 6

1 1 1(1 ) (1 ) ( )
6 6 12

x x x x

x x x x

x x x x x x

∗

 − + − + 
 
 = − + − + 
 
 − + − + − + 
 

ε

2 2 4 4 3
1 2 1 2 1 3

2 2 4 4 3
1 2 1 2 2 3

3 3 2 2 4 4
1 3 2 3 1 2 1 2

1 1 1 1 10 (1 )
2 6 12 36 3

1 1 1 1 1ˆ 0 (1 ) .
6 2 36 12 3

1 1 1 7(1 ) (1 ) ( ) ( )
3 3 6 36

x x x x x x

x x x x x x

x x x x x x x x

∗

 − − + − − + 
 
 = − − − + − + 
 
 − + − + − + − + 
 

σ

Тензор истинных напряжений ˆ ∗σ  отличается от ˆ∗s  тем, что в соответствии с определением 
(1) из диагональных элементов следует вычесть величину 

	 2 2
1 2

1(3 2 ) ( ).
2

T x xλ µ α+ = − +

Подстановки в определяющие соотношения показывает их тождественное равенство, что 
свидетельствует о строгости выписанного решения. 

Заключение

1. Задача восстановления НДС термоупругого линейного изотропно-однородного тела 
произвольной геометрической формы после декомпозиции и восстановления температурного 
поля сведена к задаче теории упругости с объемными силами, порожденными температурным 
полем.

2. В случае регулярного характера объемных сил, имеющих  полиномиальное представ-
ление, предложен способ явного выписывания строгого аналитического решения задачи о 
восстановлении поля напряжений, основанный на построении опорного базиса пространства 
внутренних состояний и строгое выписывание внутреннего состояния, соответствующего 
любому одномономному вектору объемных сил. Линейная комбинация состояний для одно-
мономных сил, отвечающая объемной силе (учитывающая и температурную поправку) дает 
строгую форму записи частного решения. Корректировка тензора напряжений вычитанием 
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уже известной диагональной поправки от температурных напряжений восстанавливает тен-
зор механических напряжений. Построение решения, отвечающего однородной составляю-
щей уравнений Ламе со скорректированными ГУ трудностей не составляет, поскольку при 
корректной постановке краевой задачи находится эффективно средствами МГС. Приведен 
конкретный пример.

Перспективным шагом развития изложенного подхода является расширение класса задач 
на неоднородные и нелинейные постановки с привлечением метода возмущений. 
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УДК 539.3

О СУЩЕСТВОВАНИИ ЗЕРКАЛЬНО ПОЛЯРИЗОВАННЫХ ВОЛНОВЫХ МОД 
В ГЕМИТРОПНЫХ СРЕДАХ

Институт проблем механики им. А. Ю. Ишлинского РАН, Москва

Ю. Н. Радаев, Е. В. Мурашкин

Аннотация. В статье обсуждаются вопросы распространения монохроматических волн в 
гемитропном микрополярном континууме. Приводятся уравнения динамики гемитроп-
ного микрополярного упругого тела. Рассмотрены преобразования указанных уравнений 
в случае и зеркального отражения относительно заданной плоскости. Показано наличие 
зеркальных волновых мод (наряду с прямыми) в распространяющейся плоской волне. 
Получены формулы преобразования прямых волновых мод перемещений и микровраще-
ний в зеркально отраженные моды.
Ключевые слова: псевдотензор, фундаментальный ориентирующий псевдоскаляр, опре-
деляющий псевдоскаляр, микрополярный гемитропный континуум, волна, волновая 
мода, прямая мода, зеркальная мода.

Введение

Волновые задачи механики микрополярных континуумов возникают при моделировании 
различных процессов: медицинской диагностики, таких как, ультразвуковое исследование, со-
нография, спектральная допплерография; неразрушающего контроля, передаче энергии и им-
пульса в волноводах. Теоретической основой для этих методов могут служить задачи о распро-
странении гармонических волн в сплошных средах [1–3]. Исследованиям решений волновых 
задач термомеханики микроплярных континуумов посвященая обширная литература [4–6]. 
В настоящей работе рассматривается задача о различных поляризациях монохроматической 
плоской волны перемещений и микровращений в гемитропном микрополярном континууме.

Исследование осуществляется на основе аппарата прседотензорного исчисления. Ранее, в 
работах авторов [7–9] обсуждались вопросы применения алгебры и анализа псевдотензоров 
к задачам механики растущих тел и микрополярной теории упругости. В терминах псевдотен-
зоров сформулированы уравнения динамики гемитропного микрополярного упругого тела. 
Рассмотрены преобразования уравнений динамики при зеркальном отражении относительно 
заданной плоскости. Показано наличие зеркальных волновых мод (наряду с прямыми) при 
распространении плоских монохроматических волн. Получены формулы преобразования ре-
шений прямых волновых мод перемещений и микровращений, в зеркальные моды. По пря-
мым волновым модам построены зеркальные моды.

1. Динамические уравнения гемитропного микрополярного тела.
Псевдотензорная формулировка

Динамические уравнения гемитропного микрополярного тела в подавляющем большин-
стве источников выводятся в терминах абсолютных тензоров [4, 5]. Однако, как показали не-
давние исследования [7–9], геометрически и физически корректная формулировка уравнений 
гемитропной микрополярной теории возможна только в терминах псевдотензоров. Здесь мы 
не будем подробно воспроизводить определение и свойства псевдотензоров. Изложение алге-
бры псевдотензоров с необходимой степенью полноты можно найти в руководствах по тен-
зорному анализу [10–13], а ее применение к механике континуума в работах [7–9]. Исключи-
тельное значение при этом имеет понятие фундаментального ориентирующего псевдоскаляра 
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e  [7–9], который в N-мерном пространстве можно определить как косое произведение [14, 
c. 63–65] абсолютных векторов ковариантного базиса 

	
1 2
, , , = .

N
i i i e  	 (1)

Несложно показать, что в метрическом пространстве справедливо соотношение 
	 2 = ,e g 	 (2)

где g  – детерминант метрического тензора.
В пространстве трех измерений справедливо 
	 = , , = ( ) ,ijk i j k i j k

e i i i i i i  × ⋅ 	 (3)

следовательно можно ввести псевдоскаляр 

	
[ 1]

123
1 2 3 1 2 3

= = , , = ( ) .e e i i i i i i
+

  × ⋅ 	 (4)

Заметим, что > 0e  для правоориентированных систем, < 0e  для левоориентированных 
систем, = 0e  не реализуется. Псевдотензоры легко преобразовывать в абсолютные тензоры 
при помощи фундаментального ориентирующиего псевдоскаляра e  (см. [7–9]). Для произ-
вольного псевдотензора веса W  имеем 

	
[ ]

= .
W

pqr s W pqr s
ij l ij lT e T− 

 

	 (5)
Уравнения динамики гемитропного микроплярного упругого континуума в криволиней-

ных координатах, вводя обозначения для дифференциальных операторов i  и 
[ 1]

,i

−

  записыва-
ются в форме 

[ 1] [ 2]
2

1( , , , ) = [(1 )i k k s i
k su G e c uφ

+ −

⋅∂ ∇ + ∇ ∇ +
[ 2] [ 2] [ 1]

2 1
1 1(1 2 (1 2 ) ) 2i k ikl

lk ke c u cν ν ε φ
− − +

−+ − + − ∇ ∇ + ∇ +
[ 1] [ 1] [ 1] [ 1]

2
4 5 ] = 0,i k k i i

k kL c L c uφ φ ρ
− + − +

⋅⋅′ ′+ ∇ ∇ + ∇ ∇ − ∂
[ 1] [ 1] [ 1] [ 1] [ 2] [ 1]

2
2( , , , ) = [(1 )k k s

i ik su G L L e cφ φ
− + − − + +

−
⋅∂ ∇ + ∇ ∇ + 	 (6)

1[ 2] [ 1] [ 1]
2

2 3 4(1 2 )
k

k
i k i ke c c L c uφ

−+ + −
− ′+ − + ∇ ∇ + ∇ ∇ +
[ 1] [ 1] [ 1]

1 1
5 6 ]k s l

k i islL c u L c ε φ
− − +

− −′ ′+ ∇ ∇ + ∇ −
[ 2] [ 1] [ 2] [ 1] [ 1]

2 2
12 (2 ) = 0 ,ks l

i iikl sG c e g uφ ε ρ φ
− + − + −

⋅⋅− − ∇ − ∂I

где G  – упругий модуль сдвига; ν  – коэффициент Пуассона; 
[ 1]
L
−

 – характеристическая ми-
кродлина; 

[ 2]

1,c
−

 
[ 2]

2 ,c
+

 3,c  4 ,c′  5 ,c′  6c′  – не имеющие физической размерности псевдоскаляры.
На основании данных выше определений контравариантный дифференциальный опера-

тор i  имеет нулевой вес, а ковариантный оператор 
[ 1]

i

−

  – ( 1).−  Для правоориентированной 
декартовой системы координат уравнения (6) запишутся в виде 

1 1( , , , ) = [(1 ) (1i k k k s s iu G c u c⋅∂ ∂ + ∂ ∂ + − + 

	 1
1 42 (1 2 ) ) 2i k k ikl k l i k ku c Lcν ν ε− ′+ − ∂ ∂ + ∂ + ∂ ∂ + 

	 2
5 ] = 0,k k i iLc uρ ⋅⋅′+ ∂ ∂ − ∂ 	 (7)

[ 1]
2

2 2( , , , ) = [(1 ) (1i k k k s s iu GL c c
−

⋅∂ ∂ + ∂ ∂ + − +  

	 1 1
3 4 52 ) i k k i k k k k ic L c u L c u− −′ ′+ ∂ ∂ + ∂ ∂ + ∂ ∂ +
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[ 1]

1 2
6 1] 2 (2 ) = 0 ,isl s l i ikl k l iL c Gc uε ε ρ

−
−

⋅⋅′+ ∂ − − ∂ − ∂I   	 (8)

где введено обозначение 
[ 1]

= .k kφ
+

  Вес специальный символа k
  мы не будем указывать, точно 

так же как это имеет место для кососимметричных ε -символов.

2. Зеркальные волновые моды

Рассмотрим преобразование зеркального отражения пространства относительно плоско-
сти 1 2x Ox  (

*k k
x x→ ), величины, относящиеся к новой системе координат, обозначим звездоч-

кой снизу. Тогда 
	 1 1 2 2 3 3* * *

= , = , = .x x x x x x− 	 (9)

Псевдоскаляры, использующиеся в уравнениях (6), преобразуются при переходе от право-
ориентированной системы координат к зеркально отраженной согласно формулам 

	
**

= , = .e e L L− − 	 (10)

 Определяющие псевдоскаляры четного веса 
[ 2]

1,c
−

 
[ 2]

2 ,c
+

 
[ 2]−

I  при зеркальном отражении не 
меняются. Абсолютные векторы и псевдовекторы нечетного веса преобразуются согласно 
формулам

	

1 1 1** * 11 1

2 2 2** * 22 2

3 3 3** * 33 3

= , = , = ,

= , = , = ,

= , = , = .
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 

 

	 (11)

Произведя замену в системе динамических уравнений (6) согласно (10) и (11), получим 
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   , , ).k k ku∂ 

	 (12)

Из условия существования решения системы связанных уравнений (7) и (8) для исходной 
правоориентированной декартовой системы координат, следует существование решения (в 
силу справедливости соотношений (12)) системы связанных уравнений (6) в зеркально отра-
женной координатной системе. Сказанное выше указывает на наличие прямых и зеркальных 
мод при распространении волн.

3. Плоская гармоническая связанная волна перемещений и микровращений

Рассмотрим, распространяющуюся плоскую гармоническую связанную волну перемеще-
ний и микровращений по гемитропному микрополярному упругому континууму: 

	
[ 1]

= , = , = ( , = 1,2,3)i i
nn n n m mu A e S e k x t n mω

+
Φ Φ Φ − 	 (13)

где mx  – декартовы координаты; mk  – компоненты волнового вектора; ω  – циклическая часто-

та (абсолютный скаляр); nA  и 
[ 1]

nS
+

 – вектор и псевдовектор пространственной поляризации 
волны, Φ  – фазовый показатель волны. Нетрудно видеть, что ω  и t  не зависят от выбора си-
стемы координат, тогда tω  есть абсолютный скаляр, но тогда и скалярное произведение m mk x  
есть абсолютный скаляр, и в силу того, что mx  являются координатами абсолютного вектора 
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(радиус-вектора), заключаем что волновой вектор mk  также является абсолютным вектором, 
а фазовый показатель гармонической экспоненты Φ  является абсолютным инвариантом.

Решение для случая преобразования зеркального отражения относительно плоскости 
1 2x Ox  (9), также можно получить преобразовав решения для прямой волновой моды (13) в 

соответствии с таблицей 2. В итоге для зеркальной волновой моды получим 

	

[ 1]

11 1 1 1 1** *
[ 1]

22 2 2 2 2** *
[ 1]

33 3 3 3 3** *

= , = , = ,

= , = , = ,

= , = , = .

i i

i i

i i

u A e S e k k

u A e S e k k

u A e S e k k

+
Φ Φ

+
Φ Φ

+
Φ Φ

− − −

− − −

− − −







	 (14)

Заключение

В статье обсуждаются вопросы распространения гармонических возмущений в геми-
тропном микрополярном континууме. Сформулированы уравнения динамики гемитропного 
микрополярного упругого тела. Рассмотрены преобразования уравнений динамики в форме 
зеркального отражения относительно заданной плоскости. Показано наличие зеркальных 
волновых мод (наряду с прямыми) при распространении плоских монохроматических волн. 
Получены формулы преобразования решений прямых волновых мод перемещений и ми-
кровращений, в зеркальные моды. По прямым волновым модам построены зеркальные моды.
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УДК 539.3:534.26

ДИФРАКЦИЯ ПЛОСКОЙ ЗВУКОВОЙ ВОЛНЫ НА УПРУГОМ ЭЛЛИПСОИДЕ 
С НЕОДНОРОДНЫМ АНИЗОТРОПНЫМ ПОКРЫТИЕМ

Тульский государственный университет

С. А. Скобельцын

Аннотация. Рассматривается задача дифракции плоской монохроматической звуковой 
волны на упругом трехосном эллипсоиде со слоисто неоднородным трансверсально-и-
зотропным внешним слоем фиксированной толщины. Поверхности изотропии образуют 
точки слоя равноотстоящие от поверхности эллипсоида. Решение получено с использова-
нием метода конечных элементов. Расчеты показали, что анизотропия и неоднородность 
материала слоя оказывает существенное влияние на рассеянное поле при ряде сочетаний 
частоты падающей волны и материальных параметров.
Ключевые слова: дифракция звуковых волн, неоднородный анизотропный эллипсоид, 
метод конечных элементов.

Введение

Рассеянное акустическое поле при дифракции звуковых волн на упругом теле существенно 
зависит от формы тела и свойств его материала. Решение задачи дифракции может быть ис-
пользовано для идентификации параметров упругого тела. Такие решения могут быть исполь-
зованы при разработке методов исследования в ультразвуковой диагностике, дефектоскопии 
и гидроакустике.

Известно немного эффективных решений для задачи рассеяния звуковых волн объекта-
ми в форме эллипсоида. В статье [1] предложено решение скалярного уравнения Гельмгольца 
на основе системы функций Ламе, которые возникают в результате применения метода раз-
деления переменных в ортогональной эллипсоидальной системе координат. Однако аппарат 
функций Ламе и алгоритмы их вычисления разработаны не так полно, как для многих других 
специальных функций, поэтому их применение для реальных расчетов до сих пор является 
проблематичным.

Много работ посвящено исследованию дифракции звука на эллипсоидах вращения – сфе-
роидах. Дифракция звуковых волн на упругих однородных сфероидах изучалась в работах 
[2–4]. В [5] рассматривался упругий неоднородный сфероидальный рассеиватель.

Большая часть задач о рассеянии звука трехосными эллипсоидальными объектами решена 
с помощью приближенных аналитических или численных методов. В данной работе представ-
лено решение задачи об отражении плоской звуковой волны упругим эллипсоидом с внешним 
анизотропным неоднородным слоем с использованием метода конечных элементов [6].

1. Постановка задачи

Рассматривается упругий объект ,T  основу которого составляет однородный упругий эл-
липсоид с полуосями ,a  ,b  ,c  а внешний слой толщины h  – неоднородный анизотропный 
материал с анизотропией, согласованной с формой эллипсоида. Пусть на тело T  из окружаю-
щей жидкости падает плоская гармоническая звуковая волна pΨ  с круговой частотой ω  
(см. рис. 1).

На рис. 1 использованы обозначения: 0Ω  – неограниченное пространство содержащей 
идеальной жидкости с плотностью 0ρ  и скоростью звука 0;c  внешняя часть T  – неоднород-
ный анизотропный слой Ω  толщины ,h  материал которого характеризуется плотностью ρ  и 
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модулями упругости ;ijλ  внутренняя часть препятствия 1Ω  – эллипсоид с полуосями ,a  ,b  ,c  
материал которого – однородный изотропный с плотностью 1ρ  и модулями упругости Ламе – 

1,λ  1;µ  pΨ  – потенциал смещения в падающей волне. Через sΨ  будем обозначать потенциал 
смещения в рассеянной волне. Векторы с подписями sΨ  на рис. условно представляют на-
правления распространения рассеянной волны в точках начала соответствующих векторов.

Будем обозначать поверхность всего упругого тела (внешнюю поверхность неоднородного 
слоя) ,Γ  поверхность эллипсоида (внутреннюю поверхность неоднородного слоя) 1.Γ

Введем декартову систему координат ,x  ,y  z  с началом ,O  расположенным в центре эл-
липсоида 1,Ω  и осями, направленными по полуосям 1.Ω  Тогда каноническое уравнение по-
верхности 1Γ  можно записать в виде

	
2 2 2

2 2 2 = 1.x y z
a b c

+ + 	

Далее также будет использоваться параметрическое уравнение поверхности эллипсоида
	 1 1 1 1 1= sin cos , = sin sin , = cos .x a y b z cθ ϕ θ ϕ θ 	 (1)
Каждой точке 1 1 1( , , )M x y z  поверхности 1Γ  будет соответствовать точка внешней поверх-

ности тела Γ  с координатами 
	 2 1 2 1 2 1= , = , = ,x y zx x hn y y hn z z hn+ + + 	 (2)

где , ,x y zn n n  – компоненты единичной внешней нормали n  к поверхности 1Γ  в точке .M  Зна-
чения ,xn  ,yn  zn  зависят от параметров ,a  ,b  c  и координат 1 1 1( , , )x y z  следующим образом

	 2 2 2 2 2 2
1 1 1= , = , = ,x y zn x b c e n y a c e n z a b e 	 (3)

где 2 4 4 2 4 4 2 4 4 1/2
1 1 1= ( ) .e x b c y a c z a b+ +

Введем параметр q  – расстояние от поверхности 1Γ  внутренних точек неоднородного 
упругого слоя .Ω  Тогда любую точку ( ,x′  ,y′  )z′  внутри этого слоя по аналогии с (2) можно 
представить в виде 

	 1 1 1= , = , = ,x y zx x qn y y qn z z qn′ ′ ′+ + + 	
где 1( ,x  1,y  1)z  – точка поверхности 1;Γ  0 .q h≤ ≤

Предположим, что механические свойства материала покрытия Ω  зависят только от рас-
стояния от поверхности эллипсоида 

	 = ( , , ) = ( ); = ( , , ) = ( ).ij ij ijx y z q x y z qρ ρ ρ λ λ λ′ ′ ′ ′ ′ ′ 	 (4)
Потенциал смещения в падающей волне представим в виде [7]
	 0= exp[ ( )],p i tωΨ ⋅ −k r 	 (5)

где i  – мнимая единица; t  – время; r  – радиус-вектор текущей точки; 0k  – волновой вектор 
падающей плоской звуковой волны (| |k = k = 0/ cω  – волновое число падающей волны). Без 
ограничения общности полагается, что амплитуда pΨ  равна единице.

Рис. 1. Геометрическая постановка задачи
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В результате дифракции звука на упругом цилиндре формируется рассеянное акустиче-
ское поле, которое будем характеризовать потенциалом смещений .sΨ  Потенциал sΨ  должен 
удовлетворять уравнению Гельмгольца

	 2 = 0,s sk∆Ψ + Ψ 	 (6)
где ∆  – оператор Лапласа. Кроме того, потенциал смещений sΨ  должен удовлетворять усло-
виям излучения на бесконечности

	 1 1= , = ,s
s sO r ik O r

r r r
∂Ψ    Ψ − Ψ → ∞    ∂    

ïðè 	 (7)

где =| | .r r
Движение частиц упругого тела T  будем описывать общими уравнениями движения 

сплошной среды [8]

	
2

2Div = ,
t

σ ρ ∂
∂

u 	 (8)

где Divσ  – первый инвариант ковариантной производной тензора напряжений ;σ  u  – век-
тор смещений частиц упругой среды.

Уравнения (8) имеют одинаковую форму для сред в Ω  и в 1,Ω  но в них отличаются выра-
жения связи компонентов тензора напряжений и компонентов вектора смещений через закон 
Гука. Будем обозначать тензор напряжений, вектор смещений и их компоненты в области 1Ω  
индексом 1 – 1σ  1( ),ijσ  1u  1( ).iu  В области Ω  для соответствующих величин не будем исполь-
зовать дополнительный индекс помимо индекса координаты – σ  ( ),ijσ  u  ( ).iu

Закон Гука в однородной изотропной части цилиндра 1Ω  определяется связью, в которой 
фигурируют только модули упругости 1,λ  1µ  [8].

Полагается, что внешний слой Ω  тела T  представляет собой трансверсально-изотропный 
упругий материал, в котором в каждой точке слоя ( ,x′  ,y′  )z′  ось упругой симметрии направ-
лена по нормали ,n  а поверхности вида = constq  являются поверхностями изотропии. Для 
упрощения представления закона Гука такого материала в каждой точке слоя введем локаль-
ную декартову систему координат 1,ζ  2 ,ζ  3,ζ  которая задается базисом 

	 1 2, , .nτ τ 	 (9)
В нем третий вектор n  определен выше (см. (3)). Первый вектор 1τ  с компонентами
	 1 1 1= cos cos ,x aτ τ ϕ θ  1 1 1= sin cos ,y bτ τ ϕ θ  1 1= sinz cτ τ θ−

2 2 2 1/2
1 1 1 1 1( = (( cos cos ) ( cos sin ) ( sin ) ) )a b cτ θ ϕ θ ϕ θ −+ +  направлен по касательной к эллипсу, 

полученному сечением поверхности Γ  плоскостью, содержащей точку ( ,x′  ,y′  )z′  и ось .Oz  
Такой эллипс на основе (1) описывается системой уравнений 

	 1 1 1 1 1= sin cos , = sin sin , = cos ,x a y b z cθ ϕ θ ϕ θ′ ′

где 10 ,θ π≤ ≤  а 1 = / ( / ).a b y xϕ ′ ′ ′  Вектор 1τ  направлен в сторону возрастания параметра 1.θ  
Второй вектор системы (9) определяется выражением 2 1= .n×τ τ

Тогда закон Гука в анизотропном внешнем слое Ω  в системе координат 1,ζ  2 ,ζ  3ζ  предста-
вим в форме [9]

	

11 12 1211 11

12 22 2322 22

12 23 2233 33

22 2323 23

5513 13

5512 12

0 0 0
0 0 0
0 0 0

= ,
0 0 0 0 0
0 0 0 0 2 0
0 0 0 0 0 2

λ λ λσ ε
λ λ λσ ε
λ λ λσ ε

λ λσ ε
λσ ε

λσ ε

    
    
    
    

⋅    
−    

    
        

    
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где ijσ  – физические компоненты тензора напряжений; ijε  – компоненты тензора малых де-
формаций.

Такой тип анизотропии относится к так называемой криволинейной анизотропии [10]. 
В этом случае тензор модулей упругости определяется 5 модулями: 11,λ  12 ,λ  22 ,λ  23,λ  55.λ

На внешней поверхности тела Γ  должны выполняться граничные условия равенства нор-
мальных смещений и напряжений и отсутствия касательных напряжений

	 20
3 33 0 0 13 23

3

= ; = ; = 0; = 0.u σ ρ ω σ σ
ζ

∂Ψ
Ψ

∂
	 (10)

Здесь 2 2
0 0 0= ( )p sρ ω ρ ωΨ Ψ + Ψ  – полное звуковое давление в жидкости; 3,u  ijσ  – компоненты 

вектора смещений u  и тензора напряжений σ  в неоднородном покрытии в системе коорди-
нат 1,ζ  2 ,ζ  3.ζ

На внутренней поверхности покрытия 1Γ  должны выполняться граничные условия непре-
рывности смещения и напряжения 

	 1 13 113 23 123 33 133= ; = ; = ; = .σ σ σ σ σ σu u 	 (11)
Заметим, основной целью при решении задачи о дифракции звука неоднородным ани-

зотропным цилиндром является нахождение потенциала смещения в рассеянной волне .sΨ  Но 
для его нахождения нужно определить поля смещений и напряжений в упругом препятствии. 
Таким образом, требуется найти решения уравнений (5) в 0 ,Ω  (7) в Ω и в 1.Ω  Решения должны 
удовлетворять граничным условиям (10), (11) и условиям излучения на бесконечности (7).

2. Решение задачи

Решение задачи дифракции выполняется с использованием метода конечных элементов 
(МКЭ) [6]. Используется подход, который предложен в работах [11, 12]. В соответствии с ним 
в задаче о рассеянии звуковых волн в неограниченном пространстве область упругих препят-
ствий и некоторая часть прилегающей жидкости заключается в шаровую область .D  Вне этой 
области потенциал смещения sΨ  в рассеянной волне ищется в виде разложения по сфериче-
ским гармоникам, удовлетворяющим уравнению Гельмгольца (6) и образующим полную си-
стему функций. Внутри области D  и потенциал смещения в жидкости – Ψ  и поля смещений 
u  в упругих препятствий ищутся методом конечных элементов. На первом этапе решения из 
одного граничного условия коэффициенты разложения sΨ  выражаются через узловые значе-
ния Ψ  на границе D  и подставляются в другое граничное условие. После этого получается 
внутренняя краевая задача для неизвестных полей в области .D  Она решается стандартными 
средствами МКЭ для ограниченных областей. После решения краевой задачи в области D на-
ходятся значения коэффициентов разложения sΨ  по цилиндрическим гармоникам. Потенци-
ал sΨ  используется для анализа рассеянного акустического поля вне области .D

В рассматриваемой задаче в качестве шара D  выберем шар с центром в точке O  радиусом 
= 1.5max{ , , } ,R a b c h+  который обеспечивает расстояние от внешней границы D  – 0Γ  до то-

чек цилиндра не меньше половины наибольшей полуоси эллипсоида. Тогда уравнение грани-
цы 0Γ  примет вид = .r R  Соответственно множество точек шара D  можно представить так 

2 2 2 2= {( , , ) : }.D x y z x y z R+ + ≤
Область жидкости, попавшую в ,D  обозначим 0.′Ω  Суммарный потенциал смещения (вме-

сте с составляющими падающей волны) в 0′Ω  обозначим .Ψ  Как и sΨ  потенциал Ψ  должен 
удовлетворять уравнению Гельмгольца вида (6)

	 2 = 0.k∆Ψ + Ψ 	 (12)
В связи с этим несколько изменяются условия (10) на внешней поверхности упругого тела 

Γ: в них вместо 0Ψ  надо использовать .Ψ
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На внешней границе D  должны выполняться условия непрерывности давления и нор-
мального смещения

	 0
0= : = , = .r R

r r
∂Ψ∂Ψ

Ψ Ψ
∂ ∂

	 (13)

В соответствии с методом МКЭ область D  разбивается на конечные элементы (см. [12]) и 
неизвестные функции в ней представляются в виде линейных комбинаций

	
=1

( ) = ( ),
K

k k
k

r f rΨ Ψ∑      
=1

( ) = ( ).
K

k k
k

u r U f r∑ 	 (14)

где K  – число узлов конечно-элементной сетки; k  – номер узла; ( , )kf x y  – координатная функ-
ция узла ;k  ,kΨ  kU  значения искомых функций в узле .k  Здесь u  рассматривается как общее 
обозначение для смещений ,u  1,u  введенных выше.

Во внешней части 0Ω  уравнение (6) решается методом разделения переменных. Получим ряд

	
=0 =

= ( ) (cos )exp( ),
n

m
s nm n n

n m n
A h kr P imθ ϕ

∞

−

Ψ ∑ ∑ 	 (15)

где nmA  – пока неизвестные коэффициенты; где ( )nh x  – сферическая функция Ханкеля 1-го 
рода порядка ,n  которая обеспечивает выполнение условий излучения на бесконечности (7) 
для ;sΨ  ( )m

nP x  – присоединенные функции полиномов Лежандра степени n  порядка .m  Про-
изведения (cos )exp( )m

nP imθ ϕ  называют сферическими гармониками и часто обозначают 
( , ).nmY θ ϕ
Разложим по сферическим функциям Бесселя в форме (15) и плоскую волну pΨ

	
=0 =

= ( ) (cos )exp( ),
n

m
p nm n n

n m n
j kr P imγ θ ϕ

∞

−

Ψ ∑ ∑ 	 (16)

где ( )nj x  – сферическая функция Бесселя первого рода порядка ;n  nmγ  – известные коэффи-
циенты в разложении падающей волны (5) по сферическим гармоникам и функциям Бесселя 
на поверхности = .r R

Подставляя (14)–(16) в первое уравнение (13) получим выражение коэффициентов nmA  че-
рез значения kΨ  на поверхности =r R

	 ( )
=1

( ) 1= , ,
( ) ( )

K
n

nm nm k k nm
kn n nm

j kRA f Y
h kR h kR N

γ− + Ψ∑ 	 (17)

где nmN  – квадрат нормы сферической гармоники ;nmY  ( ),k nmf Y  – скалярное произведение 
функции формы ( )kf r  и nmY  на поверхности 0.Γ

Используя (17) во втором граничном условии (13), получим уравнение, которое содержит 
только узловые значения .kΨ

Далее с учетом выражений (17) для коэффициентов nmA  во втором уравнении (13) и вместе 
с (10), (11) получим необходимые краевые условия для решения внутренней задачи МКЭ в 
области 0 1.′Ω ∪ Ω ∪ Ω

После решения МКЭ внутренней краевой задачи для уравнений (8) в областях 1,Ω  Ω  и 
(12) в 0′Ω  c граничными условиями (10), (11) и второго из (13) коэффициенты nmA  определим 
по (17) через узловые значения kΨ  на поверхности 0.Γ

Таким образом, задача дифракции оказывается полностью решенной и для анализа полей 
колебаний внутри D  используются ряды (14), а для анализа рассеянного акустического поля 
вне D  – ряд (15).

3. Численные исследования

Полученное решение использовано для анализа влияния неоднородности анизотропного 
покрытия упругого эллипсоида на рассеяние звука для частных значений параметров падаю-
щей волны, геометрических и материальных параметров сред.



1310

Переменные параметры неоднородного слоя (3) представлялись в виде
	 * *= ( ); = ( ),ij ijf q g qρ ρ λ λ⋅ ⋅ 	

где *,ρ  *
ijλ  – среднее значение соответствующей величины по толщине слоя.

Функции ( ),f q  ( )g q  принимала одну из трех линейных зависимостей 
	 0 1 2 1( ) = 1; ( ) = 1.5 / ; ( ) = 0.5 / ,f q f q q h f r q h− + 	

первая из которых представляет вариант неизменного значения параметра по толщине слоя; 
вторая представляет зависимость, в которой значение параметра линейно убывает с ростом 1r  
на отрезке [ , ]a b  от 1.5 до 0.5; третья – зависимость, в которой значение параметра линейно 
возрастает с ростом 1r  на отрезке [ , ]a b  от 1.5 до 0.5.

При расчетах использовались следующие геометрические соотношения и параметры пада-
ющей волны: / = 2;a b  / = 3;c b  = 5ka′  ( = ( ) / 3).a a b c′ + +  Ниже представлены результаты, 
когда волновой вектор падающей волны k  находится в плоскости = 0y  и направление рас-
пространения волны (4) задается углом 0θ  составляемым вектором k  с осью Oz  (на графиках 
представленных в этой работе 0 = 0θ ).

Плотность и скорость звука содержащей среды – 0 = 1000ρ  кГ/м3; 0 = 1485c  м/c. Плотность 
и модули упругости Ламе внутренней части эллипсоида – 1 = 2700ρ  кГ/м3; 10

1 = 5.3 10λ ⋅  Н/м2; 
10

1 = 2.6 10µ ⋅  Н/м2.  Для внешнего слоя рассеивателя рассматривались два типа анизотропного 
материала. У обоих материалов плотность совпадает с плотностью изотропной части цилин-
дра 1( = ),ρ ρ  а модули упругости задаются значениями:

1-й тип – 10
11 = 5.74 10λ ⋅  Н/м2;  10

12 = 3.28 10λ ⋅  Н/м2;  10
22 = 16.40 10λ ⋅  Н/м2;

                  10
23 = 5.3 10λ ⋅  Н/м2;  10

55 = 2.54 10λ ⋅  Н/м2;
2-й тип – 10

11 = 16.40 10λ ⋅  Н/м2;  9
12 = 8.19 10λ ⋅  Н/м2;  10

22 = 5.74 10λ ⋅  Н/м2;
                  10

23 = 5.3 10λ ⋅  Н/м2;  10
55 = 2.95 10λ ⋅  Н/м2.

В качестве исследуемой величины рассматривалась форм-функция ( )F θ  нормированной 
амплитуды потенциала смещения рассеянного поля sΨ  вдали от препятствия. Полярный график 
форм-функции ( )F θ  называют диаграммой направленности рассеянного поля по амплитуде.

На рис. 2–4 зависимости ( )F θ  представлены в виде полярных диаграмм, в которых ось 
= 0θ  соответствует направлению оси .Oz  Для интерпретации геометрических соотношений в 

упругом теле на рисунках пунктирной линией изображены две замкнутые вложенные линии. 
Они представляют сечения поверхностей Γ  и 1Γ  плоскостью = 0.y

На каждом из рисунков изображены две зависимости ( ),F θ  одна сплошной линией, дру-
гая – для сравнения – штриховой. Направление распространения падающей волны (4) показа-
но тремя стрелками с подписью « pΨ ».

На рис. 2 сплошной линией показана диаграмма направленности рассеянного поля в слу-
чае однородного слоя с анизотропией типа 1. Штриховая линия показывает диаграмму на-
правленности для случая однородного изотропного слоя.

Видно, что наличие анизотропии значительно изменяет картину распределения амплиту-
ды давления. Также существенно изменяется диаграмма направленности при введении ани-
зотропии типа 2.

Расчеты для вариантов влияния неоднородности показали, что неоднородность только 
одних модулей упругости не сильно сказывается на форм-функции рассеянного поля. А вот 
неоднородность плотности материала приводит к заметному изменению диаграмм.

На рис. 3, 4 показаны результаты расчетов для случая неоднородного анизотропного слоя 
с неоднородностью вида 1f  по плотности. Штриховой линией на каждой диаграмме показан 
случай однородного материала с тем же типом анизотропии.

Видно, что в ряде направлений неоднородность 1f  приводит к изменению величины ( )F θ  
в несколько раз.
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Рис. 2. Диаграмма направленности для однородного слоя с анизотропией типа 1

Рис. 3. Диаграмма для слоя с анизотропией типа 1 с неоднородностью 1f  

Рис. 4. Диаграмма для слоя с анизотропией типа 2 с неоднородностью 1f
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Заключение

Полученное решение позволяет оценить влияние на рассеяние звуковых волн типа ани-
зотропии и вида неоднородности материала внешнего слоя упругого эллипсоида.

Расчеты показали, что при рассмотренных параметрах падающей волны, геометрических 
и материальных параметров упругого цилиндра наиболее существенное влияние на рассеяние 
звука оказывает само введение анизотропии материала внешнего слоя. Выбором вида неодно-
родности можно также существенно изменить характер диаграммы направленности рассеян-
ного поля.
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УДК 539.219.3

ЧИСЛЕННОЕ РЕШЕНИЕ УРАВНЕНИЯ ДИФФУЗИИ ВОДОРОДА
ВО ВРАЩАЮЩИХСЯ ЦИЛИНДРИЧЕСКИХ УПРУГИХ ТЕЛАХ, 

ПОДВЕРЖЕННЫХ СЖАТИЮ СОСРЕДОТОЧЕННЫМИ СИЛАМИ

Институт проблем машиноведения РАН

С. А. Смирнов, А. Р. Галяутдинова

Аннотация. В статье рассматривается численное решение уравнения диффузии водоро-
да во вращающихся упругих цилиндрических телах, подверженных сжатию двумя сосре-
доточенными силами, приложенными в противоположных точках внешней окружности. 
Задача рассматривается в предположении о плоской деформации. Для построения чис-
ленного решения используется равномерная двухслойная разностная схема. Разностная 
задача решается итерационным методом установления. Рассматривается первая краевая 
задача. В результате решения задачи строятся поля распределения концентрации водоро-
да в цилиндрическом упругом образце при разных значениях угловой скорости.
Ключевые слова: дифференциальные уравнения, диффузия водорода, водородная хруп-
кость, подшипники качения, численное моделирование, метод сеток, разностный метод, 
разностная схема, итерационные методы, метод установления.

Введение

Одной из важных причин, приводящих к разрушению элементов конструкций, являет-
ся наличие в материале водорода. Негативное влияние водорода обусловлено тем, что водо-
род, взаимодействуя с материалом, приводит к снижению его прочностных и пластических 
свойств. Это явление называют водородной хрупкостью [1]. В настоящее время существуют 
различные модели, описывающие эффекты и механизмы водородной хрупкости [2, 3]. Извест-
но, что даже крайне незначительные концентрации водорода могут приводить к сильному 
ухудшению свойств материалов. По этой причине проблема изучения механизмов водород-
ной хрупкости в настоящее время остается актуальной.

В данной работе исследуется распределение водорода во вращающемся цилиндрическом 
упругом теле радиуса ,a  которое подвержено сжатию двумя сосредоточенными силами ,P  
приложенными в двух диаметрально противоположных точках внешней окружности. Задача 
была рассмотрена в предположении о плоском деформированном состоянии. Данная поста-
новка имеет важное практическое значение, так как задача в такой постановке может рассма-
триваться как модель распределения водорода во вращающихся подшипниках качения, кото-
рые являются ответственными элементами многих конструкций и механизмов, в которых 
происходит вращение.

Известно [1], что уравнение диффузии водорода в поле упругих напряжений может быть 
записано в следующем виде:

	 .H HDV DVC D C C C
RT RT

σ σ
τ

∂
= ∆ − ∇ ⋅∇ − ∆

∂
	 (1)

В уравнении (1) введены следующие обозначения: C  – концентрация водорода, D  – коэф-
фициент диффузии водорода, HV  – парциальный молярный объем водорода, R  – универсаль-
ная газовая постоянная, T  – абсолютная температура, σ  – среднее нормальное напряжение. 
Данное уравнение позволяет определить распределение концентрации водорода в упругом 
теле за счет диффузии водорода под действием приложенных к телу внешних нагрузок.

Напряженное состояние упругого цилиндрического тела, сжатого сосредоточенными си-
лами, было определено с использованием аппарата теории функций комплексной переменной, 
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напряжения были подставлены в уравнение (1). Далее была проведена процедура перехода во 
вращающуюся систему координат. Было принято, что цилиндрическое тело вращается с по-
стоянной угловой скоростью .ω  Это позволило перейти к решению статической задачи.

После подстановки поля механических напряжений в уравнение диффузии (1) и перехода 
во вращающуюся систему координат было получено следующее уравнение:

	

2 4 4

2 2 4 4

2 222 4 2 4

2 4 2 4

cos 2 2 cos 2 1 sin 2
1 0.

1 2 cos 2 1 2 cos 2

r r r r
a a a aC C CC

r a Dr r r r
a a a a

ϕ ϕ ϕ
ω

ϕ ϕ
ϕ ϕ

    
− + −    ∂ ∂ ∂    ∆ + − − = ∂ ∂ ∂    − + − +        



	 (2)

Получить аналитическое решение дифференциального уравнения в частных производных 
(2) оказалось весьма затруднительно, поэтому основной целью данной работы является чис-
ленное решение полученного уравнения диффузии водорода.

Для численного решения рассматриваемой задачи применяется метод сеток или, иначе, 
разностный метод [4]. Рассматривается первая краевая задача – на внешней поверхности ци-
линдрического образца задается постоянная концентрация водорода.

1. Постановка задачи

Для проведения численного решения уравнение (2) сначала необходимо было привести к 
безразмерному виду. Для этого сначала был введен безразмерный радиус / .r r a=  С учетом 
этого обозначения первая производная по радиусу r  может быть записана в следующем виде:

	 1 .C C r C
r r r a r

∂ ∂ ∂ ∂
= =

∂ ∂ ∂ ∂


 

	 (3)

Плоский лапласиан в полярной системе координат записывается следующим образом:

	 2

1 1 .C CC r
r r r r ϕ

∂ ∂ ∂ ∆ = + ∂ ∂ ∂ 
	 (4)

После введения безразмерного радиуса соотношение для безразмерного плоского лапласи-
ана принимает вид:

	 ( )2 2 2 2 2

1 1 1 1 1 1 1 , .C r C C CC ar r C r
ar r a r r a r a r r r r a

ϕ
ϕ ϕ

 ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂   ∆ = + = + = ∆    ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂    



  

    

	 (5)

После подстановки в исходное уравнение (2) преобразованных выражений (4), (5) и умно-
жения получившегося выражения на 2a  первая краевая задача для уравнения диффузии водо-
рода во вращающемся цилиндрическом упругом теле при действии двух сжимающих сосредо-
точенных сил было записано в безразмерном виде:

	

2 4 4

1 1 22 4 2 2 4 2

01 0

(cos 2 2 cos 2 ) (1 )sin 2( , ) 0
(1 2 cos 2 ) (1 2 cos 2 )

0 1, 0 2 ,
const, ,

r r

r r r C r CC r
r r r r r

r
C C C

ϕ ϕ ϕϕ γ γ γ
ϕ ϕ ϕ

ϕ π

= =

 − + ∂ − ∂
∆ + − + = − + ∂ − + ∂ 

≤ ≤ ≤ ≤
= = −

 

   



    



îãðàíè÷åíî

	 (6)

где дополнительно были введены безразмерные параметры 1
4 ,HV P

RT a
γ

π
=  2

2 .a
D
ωγ =

2. Построение разностной схемы

Распределение концентрации водорода в рассматриваемом цилиндрическом образце яв-
ным образом зависит как от координаты ,r  так и от угла ,ϕ  поэтому необходимо строить 
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двумерную разностную сетку. Для решения рассматриваемого уравнения была выбрана рав-
номерная сетка по координатам r  и ϕ

	 { }( , ), 0,1, , , 0,1, .r i jr r i j i N j Mϕω ϕ ϕ= = ∆ ⋅ = ∆ ⋅ = =  	 (7)
В формуле (7) шаги сетки r∆  и ϕ∆  приняты постоянными и такими, что выполняются 

условия 1,r N∆ ⋅ =  ( )1 2 .Mϕ π∆ ⋅ + =  Разностная сетка, которая была построена для решения 
рассматриваемого уравнения, представлена на рис. 1.

В данной работе использовался итерационный метод решения разностных задач – метод 
установления [5]. Данный метод заключается в рассмотрении стационарных задач, описываю-
щих равновесное состояние, как результат установления изменяющегося во времени процес-
са. Таким образом, была рассмотрена следующая вспомогательная задача диффузии:

	

2 4 4

1 12 4 2 2 4 2
2

01 0

0

(cos 2 2 cos 2 ) (1 )sin 2( , )
(1 2 cos 2 ) (1 2 cos 2 )

const, ,
( , ,0) ( , ).

r r

C r r r C r CC r
t r r r r r

C C C
C r r

ϕ ϕ ϕϕ γ γ γ
ϕ ϕ ϕ

ϕ ψ ϕ
= =

 ∂ − + ∂ − ∂
= ∆ + − + ∂ − + ∂ − + ∂ 

= = −
=

 

   



    

 

îãðàíè÷åíî 	 (8)

Начальное распределение концентрации 0 ( , )rψ ϕ  в задаче (8) может быть задано произ-
вольно. При численном решении задачи было принято, что начальное распределение концен-
трации водорода в цилиндрическом образце всюду равно нулю, за исключением внешней гра-
ницы, где задано постоянное значение концентрации.

Концентрация на границе постоянна и не зависит от времени, поэтому в пределе t → ∞ 
распределение концентрации ( , , )C r tϕ  стремится к равновесному распределению концентра-
ции ( , ),C r ϕ  которое описывается исходной задачей (6). Поэтому, следуя идее метода установ-
ления, вместо стационарной задачи (6) решается нестационарная задача (8) до того момента ,t  
когда решение задачи (8) перестанет меняться в пределах заданной точности. При численном 
решении задачи точность была принята 510 .ε −=

Частные производные, входящие в дифференциальное уравнение (8), были заменены сле-
дующими приближенными разностными отношениями [5]:

	

1
, ,

1, 1,
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2 2

2 2
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	 (9)

Здесь для построения разностной аппроксимации рассматриваемой задачи использова-
лась явная разностная схема и шеститочечный шаблон (рис. 2) – значение концентрации в 
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узле ( , )i j  на 1n + -м временном слое явным образом выражается через концентрацию в узле 
( , )i j  и его соседних узлах ( 1, ),i j+  ( 1, ),i j−  ( , 1),i j +  ( , 1)i j −  на n-м временном слое.

Рис. 1. Разностная сетка Рис. 2. Шаблон

Таким образом, уравнение диффузии (6) для рассматриваемой задачи может быть аппрок-
симировано в следующем виде:

	

1
, , 1 , 1 1 1 , 1 1,

2

2 4
, 1 , , 1 1, 1,
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   
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  

 

	 (10)

Чтобы применить для решения итерационный метод, необходимо выразить концентра-
цию водорода на 1n + -м временном слое через концентрацию на предыдущем n-м шаге по 
времени. Для этого уравнение (10) было переписано в виде:

	

1 , 1 1 1 , 1 1,1
, , 2

2 4
, 1 , , 1 1, 1,

12 2 2 4 2

1

( ) ( 2 ) ( )
2 2

2 (cos 2 2 cos 2 )
(1 2 cos 2 ) 2

(1

n n n
i i i j i i i i j i i i jn n

i j i j
i i

n n n n n
i j i j i j j j i j i j

i j

r r C r r r C r r CtC C
r r r

C C C r r r C Ct t
r r r r

t

ϕ ϕ
γ

ϕ ϕ

γ

+ + + − − −+

+ − + −

+ − + + + +∆
= + +

∆

− + − + −∆
+ + ∆ −

∆ − + ∆

−
−∆

      

  

  

   



4
, 1 , 1

22 4 2

)sin 2
, 0, , , 0, , , 0,1,

(1 2 cos 2 ) 2

n n
j i j i j

j

r C C
i N j M n

r r
ϕ

γ
ϕ ϕ

+ −  −
+ = = =  − + ∆ 

  

 

	 (11)

Задача рассматривается в полярных координатах, рассматриваемый образец – цилиндри-
ческий, координата ϕ  меняется от 0 до ,π  таким образом, последний узел по j  совпадает с 
нулевым узлом по j  для всех i  на каждом временном слое, то есть выполняется условие:

	 , ,0 , 0, , , 0,1,n n
i M iC C i N n= = =  	 (12)
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Рассматривается первая краевая задача, на внешней границе цилиндрической области за-
дается постоянное значение концентрации водорода 01

const.
r

C C
=

= =


 При разностной поста-
новке задачи это условие примет следующий вид:

	 , 0 const, 0, , , 0,1,n
N jC C j M n= = = =  	 (13)

При аналитическом решении в центре цилиндрической области обычно ставят условие 
ограниченности. При численном решении задачи поставить условие ограниченности не пред-
ставляется возможным. Поэтому, согласно [6], условие ограниченности в точке 0r =  заменим 
на условие равенства нулю производной .C r∂ ∂  Данное условие было заменено следующей 
разностной аппроксимацией:

	 1, 0,

0

0.
n n

j j

r

C CC
r t=

−∂
≈ =

∂ ∆




	 (14)

Из уравнения (14) сразу следует, что в центре цилиндрической области в случае разност-
ной аппроксимации необходимо задать условие:

	 1, 0, , 0, , , 0,1,n n
j jC C j M n= = =  	 (15)

Таким образом, итоговая явная разностная схема для уравнения диффузии водорода в ци-
линдрическом упругом теле под действием двух сосредоточенных нагрузок имеет вид:
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	 (16)

3. Численное решение

Для проведения численного моделирования были выбраны следующие значения входящих 
в рассматриваемое уравнение параметров [1]:

5 2 310 , 2 , 1000 H , 300 .HD V P T−= = = =ñì ñ ñì ìîëü ñì Ê
Было рассмотрено три различных случая: вращение отсутствует, т. е. 0,ω =  и два случая, 

когда тело вращается с постоянными угловыми скоростями 0.01ω = ðàä ñ  и 0.1 .ω = ðàä ñ
При численном решении были заданы размеры сетки 40,N =  120.M =
Концентрация водорода на внешней границе принята 0 1.C =
Временной шаг для метода установления выбран 810 .t −∆ = c  Это обусловлено тем, что при 

выбранных параметрах и достаточно мелкой сетке для сходимости явного метода необходимо 
использовать достаточно малый шаг по времени.

Программный код для численной реализации разностной задачи написан на языке про-
граммирования C++ с использованием среды разработки Microsoft Visual Studio [7].

В результате численного решения было получено распределение концентрации в исследуе-
мом образце для разных значений угловой скорости .ω  На рис. 3, рис. 4 и рис.  5 представлены 
изолинии концентрации водорода в рассматриваемом цилиндрическом образце при разных 
значениях угловой скорости.
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При изучении полученных изолиний концентрации водорода видно, что при малых угло-
вых скоростях поле концентрации сильно неравномерно вблизи области приложения сосре-
доточенных сил, т. е. в точках приложения к образцу сосредоточенных сил наблюдаются яв-
ные особенности. При увеличении скорости вращения исследуемого образца распределение 
концентрации становится более равномерным.

Рис. 3. Изолинии концентрации водорода 
при 0ω =

Рис. 4. Изолинии концентрации водорода 
при 0.01ω = ðàä ñ

Рис. 5. Изолинии концентрации водорода при 0.1ω = ðàä ñ

Заключение

В данной работе было проведено численное решение дифференциального уравнения диф-
фузии водорода во вращающемся цилиндрическом упругом теле, находящемся под действием 
двух диаметрально противоположных сжимающих сосредоточенных сил. Задача рассматри-
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валась в постановке о плоской деформации. Задача в данной постановке может быть пред-
ставлена как модель различных тел качения, например, подшипников, находящихся под дей-
ствием внешних механических нагрузок.

В качестве модельной задачи была рассмотрена первая краевая задача, на внешней границе 
цилиндрического тела была задана постоянная концентрация водорода. Численное решение 
было получено с помощью однородной разностной схемы. Задача решалась явным методом, 
для решения разностной схемы был применен итерационный метод установления. Было уста-
новлено, что при малых скоростях вращения образца поле концентрации водорода вблизи 
точек приложения сосредоточенных сил сильно неравномерно.

Данная задача требует дальнейших исследований, в ходе которых для более детального 
исследования распределения концентрации водорода в области вблизи точек приложения 
сосредоточенных сил необходимо использовать более мелкую разностную сетку. Для этого 
планируется скорректировать построенную разностную схему. Планируется построить не-
равномерную сетку, сгущающуюся вблизи точек приложения сил, и использовать неявные ме-
тоды решения разностных уравнений. Это обусловлено тем, что для обеспечения сходимости 
явного метода при уменьшении шага сетки требуется использовать гораздо более малый шаг 
по времени, что влечет за собой затрату значительных вычислительных ресурсов.
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УДК 539.3

УРАВНЕНИЯ, ОПРЕДЕЛЯЮЩИЕ ПРОЦЕСС ДЕФОРМИРОВАНИЯ
НЕЛИНЕЙНО-УПРУГИХ СРЕД ПРИ КОНЕЧНЫХ ВОЗМУЩЕНИЯХ

Военный учебно-научный центр Военно-воздушных сил
«Военно-воздушная академия им. проф. Н. Е. Жуковского и Ю. А. Гагарина»

А. И. Сумин, А. А. Богер, В. А. Сумин, С. В. Рябов

Аннотация. Рассматриваются уравнения, определяющие процесс потери устойчивости 
нелинейно-упругих сред по отношению к конечным возмущениям, которые применя-
ются в различных технологических задачах. Развитие теории упругой устойчивости при 
конечных возмущениях позволяет проследить связь этой теории с общей теорией устой-
чивости движения с одной стороны, и с теорией бифуркаций – с другой стороны, и од-
новременно оценить точность трехмерной линеаризованной теории устойчивости при 
малых и конечных деформациях. При этом построенные конечные последовательности 
точек бифуркации показывают, что в отличие от классических теорий устойчивости в 
«малом», определяющих единственную точку бифуркации, всегда существует иерархия 
устойчивых равновесных состояний.
Ключевые слова: лагранжева система, нелинейная-упругая среда, напряженное состоя-
ние, поверхностные силы, функция энергии деформации, тензор напряжений, алгебраи-
ческие инварианты, устойчивость, конечные возмущения, упругие потенциалы.

Согласно работам [1–6] приведем основные уравнения для нелинейно-упругих тел.
Введем объем ,V  ограниченный поверхностью ,S  который заполнен нелинейно-упругой 

средой. Обозначим ix  систему отсчета, относительно которой происходит движение различ-
ных точек континуума и iξ  лагранжеву систему координат, движущуюся вместе со средой. 
Если ,ijG  ijg  – ковариантные компоненты метрического тензора в деформированном и неде-
формированном состоянии соответственно, то компоненты тензора деформаций вводятся 
формулами:

	 2 .ij ij ijG gε = − 	 (1)
Пусть в результате деформации точки тела получили перемещение 1 2 3( , , , ).mu tξ ξ ξ  Тогда 

компоненты тензора деформаций Грина, выраженные через компоненты вектора перемеще-
ний, отнесенного к лагранжевой системе координат в теле до деформации, будут иметь вид

	 2 .k
ij j i i j i j ku u u uε = ∇ + ∇ + ∇ ∇ 	 (2)

Здесь символ ∇  обозначает ковариантное дифференцирование по iξ  с помощью метриче-
ских тензоров ,ijG  .ijg  При этом

	 , ;s
j i i j ji su u u∇ = − Γ  , ,i i i s

j j ssju u u∇ = − Γ 	 (3)
а символы Кристоффеля r

ikΓ  определяются по формулам

	 ( ), , ,
1 .
2

r rs
ik si k sk i ik sg g g gΓ = + − 	 (4)

Запятая означает частное дифференцирование по соответствующей координате. По повто-
ряющимся индексам предполагается суммирование. Для симметричного тензора деформаций 
Грина алгебраические инварианты определяются следующим образом

	 1 ;iiεΑ =    2 ;i j
j iε εΑ = ⋅    3 .i j k

j k jε ε εΑ = ⋅ ⋅ 	 (5)
Система инвариантов, ( 1, 2,3)i iΙ =  третий из которых есть изменение объема, связана с 

системой алгебраических инвариантов формулами

	 1 3 2 ;m
mεΙ = +    ( )2 3 4 2 ;m m n m n

m m n n mε ε ε ε εΙ = + + ⋅ − ⋅    
2

3 det 2 .s s
r r

V
V

δ ε
∗ 

Ι = = + 
 

	 (6)
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Если определять напряженное состояние при помощи симметричного тензора обобщен-
ных напряжений, вычисляемого на единицу площади в теле до деформации, то уравнения 
движения имеют вид

	 ( ) 0,
m

in m m m
i n nS u X uδ ρ

••
 ∇ + ∇ + − =  	 (7)

где mX  и ρ  – составляющие объемных сил и плотность, отнесенные к единице объема в теле 
до деформации. При этом ковариантное дифференцирование контрвариантных компонент 
тензора напряжений производится по формулам

	 .ij ij i mj j im
r r rm rmS S S S∇ = + Γ + Γ 	 (8)

Граничные условия в напряжениях на части поверхности 1S  и в перемещениях на части 
поверхности 2S  таковы

	 ( )
1

1 ;in m m m
n n S

S u N Pδ + ∇ = 	 (9)

	 ( )
2

1 2 3, , , ,m S
u f x x x t= 	 (10)

где mP  – составляющие поверхностных сил, действующих на тело после деформации, но отне-
сенные к единице поверхности тела до деформации; iN  – составляющие орта-нормали к по-
верхности тела до деформации.

В предположении существования функции энергии деформации ,W  отнесенной к единице 
объема в теле до деформации, компоненты тензора напряжений ijS  для сжимаемого и несжи-
маемого тела, соответственно, будут вычисляться по формулам

	 1 ;
2

ij

ij ji

S W
ε ε

 ∂ ∂
= +  ∂ ∂ 

	 (11)

	 1 ,
2

ij ij

ij ji

S W pG
ε ε

 ∂ ∂
= + +  ∂ ∂ 

	 (12)

где множитель Лагранжа p  является скалярной функцией координат .iξ  Величины ijG  опре-
деляются по формулам

	 ( ) det 2 ,
2

ij m m
r r

ij ij

G δ ε
δ ε

∂
= +

∂ +
	 (13)

или в развернутом виде

	
( )( ) ( )( )

( )( )
1 2 2 3 3 2 1 1 3 3

3 1 1 2 2

2 2 2 2

2 2 ,

ij
jnm i n n m m i n n m m

i n n m m

G δ δ ε δ ε δ δ ε δ ε

δ δ ε δ ε

=∈ + + − + + +
+ + + 

	 (14)

где jnm∈  – тензор Леви-Чевита.
Для несжимаемого тела имеем
	 1

3 1I G g −= ⋅ =  или det 2 det 1,ij ij ijG Gδ ε+ = = = 	 (15)
где 3I  – квадрат относительного изменения объема (6).

В случае если среда однородная и изотропная, функция энергии деформации W  будет 
функцией трех инвариантов деформации, т. е.

	 ( )1 2 3, , ,W W I I I= 	 (16)
или для системы алгебраических инвариантов

	 ( )1 2 3, , .W W A A A=
Для зависимости (16) связь (11) запишется в виде [7]

	 3
1 2 3

2 2 2 ;ij ij ik ijW W WS g B I G
I I I

∂ ∂ ∂
= + +

∂ ∂ ∂
	 (17)
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	 1 .ik ik ir sk
rsB I g g g G= ⋅ − ⋅ ⋅

Переходя с помощью соотношений (6) к системе алгебраических инвариантов, уравнения 
(17) для сжимаемых тел примут вид

	
1 2 3

2 3 .ij ij iik j i k ij
k k j

W W WS g g g
A A A

ε ε ε∂ ∂ ∂
= + +

∂ ∂ ∂
	 (18)

В случае несжимаемых тел они таковы:

	
1 2

2 .ij ij iik j ij
k

W WS g g pG
A A

ε∂ ∂
= + +

∂ ∂
	 (19)

Следует отметить, что если система координат в недеформированном состоянии декарто-
ва, прямоугольная, то исчезает разница между ковариантными и контрвариантными состав-
ляющими компонент тензоров напряжений, деформаций, и т. п.

Очевидно, что уравнения состояния (18) и (19) конкретизируются заданием формы упру-
гого потенциала. Здесь приведем, простейшие и в тоже время хорошо зарекомендовавшие себя 
на практике частные виды упругого потенциала, которыми будем пользоваться в дальнейшем.

Двухконстантный потенциал

	 2
1 2

1 ,
2

W A Aλ µ= + 	 (20)

где ,λ  µ  – постоянные Ламэ.
Потенциал типа Мурнагана

	 2 3
1 2 1 1 2 3

1 .
2 3 3

a cW A A A bA A Aλ µ= + + + + 	 (21)

Постоянные ,a  ,b  c  в (21) определяются ультразвуковым методом и приведены в [7].
Потенциал Трелоара
	 12 ,W EA= 	 (22)

где E  – модуль Юнга.
Потенциал Муни
	 ( )2

1 1 1 22 2 2 .W A A A Aλ µ= + + − 	 (23)
Потенциалы (20), (21) описывают поведение сжимаемого тела. Потенциалы (22) (23) опи-

сывают поведение несжимаемого тела.
Соотношения (1) (19) определяющие процесс деформирования нелинейно-упругих тел с 

различными видами упругих потенциалов (20) (23) в дальнейшем повергаются конечным воз-
мущениям. Линеаризация полученных соотношений не производится.

Предположим, что точки 0P  недеформированного тела 0B  перемещаются к точке P′  и об-
разуют в момент времени t  деформированное тело ,B′  которое может быть получено некото-
рым перемещением точки P  деформированного тела .B  Деформация тела 0B  к телу B′  пред-
полагается полностью определенной. Вектор перемещений 0P P′  может быть записан так

	 ( ) ( ) ( )0
1 2 3 1 2 3 1 2 3, , , , , , , , , ,u t u t u tξ ξ ξ ξ ξ ξ ξ ξ ξ′ = + 	 (24)

где 0u  вектор перемещений 0 .P P
Решение для возмущенного состояния будем искать в виде
	 0 ;ij ij ijS S S′ = +  0 .ij ij ijε ε ε′ = + 	 (25)
Здесь штрихом отмечены величины возмущенного состояния, нуликом – величины невоз-

мущенного состояния, возмущениям не приписан никакой индекс. Учитывая, что возмущен-
ное и невозмущенное состояния удовлетворяют уравнениям (1) (23), найдем величины возму-
щений через известные величины основного состояния.
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Ковариантные компоненты тензора деформаций Грина в возмущениях будут иметь вид
	 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )0 0 0 02 .on n

ij ij j i i i j j j n n iu u u u u u u uε ε+ = ∇ + + ∇ + + ∇ + ⋅∇ + 	 (26)
С учетом соотношений (2) для основного состояния получим уравнения в возмущениях
	 02 .on n n

ij j i i j j n i i j n i j nu u u u u u u uε = ∇ + ∇ + ∇ ⋅∇ + ∇ ⋅∇ + ∇ ⋅∇ 	 (27)
Выделим в (27) линейную и нелинейную части
	 0 02 (1) ;n n

ij j i i j i n j i j nu u u u u uε = ∇ + ∇ + ∇ ⋅∇ + ∇ ⋅∇    2 (2) .n
ij i j nu uε = ∇ ⋅∇ 	 (28)

Тогда с учетом (28) соотношения (26) перепишутся следующим образом
	 (1) (2).ij ij ijε ε ε= + 	 (29)
Так как все величины рассматриваются в системе координат для недеформированного 

тела, то возмущений метрического тензора в недеформированном состоянии не будет.
Возмущения алгебраических инвариантов с учетом (5) будут следующие
	 1 ;i

iA ε=    0 0
2 ;i j i j i j

j i j i j iA ε ε ε ε ε ε= ⋅ + ⋅ ⋅+ ⋅
	 0 0 0 0 0 0 0

3
i j k i j k i j k i j k

j k i j k i j k i j k iA ε ε ε ε ε ε ε ε ε ε ε ε= ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ +

	 0 0 .i j k i j k i j k
j k i j k i j k iε ε ε ε ε ε ε ε ε+ ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ 	 (30)

Для смешанных компонент тензора деформаций соотношения (28) (29) представимы в 
виде

	 ( )0 02 (1) ;i ij n n
j j i i j j n i i j ng u u u u u uε = ∇ + ∇ + ∇ ⋅∇ + ∇ ⋅∇

	 2 (2) ;i ij n
j j i ng u uε = ⋅∇ ⋅∇    (1) (2).i i i

j j jε ε ε= + 	 (31)
Подставляя (31) в (30), получим
	 1 (1) (2);i i

i iA ε ε= +

	 0
2 (1) (2) (1) (2) (1) (2) (1) (2) ;i j j j i i i i j j

j i i i j i j i i iA ε ε ε ε ε ε ε ε ε ε       = + + + + + ⋅ +       

	
0 0 0 0

3

0 0 0

(1) (2) (1) (2)

(1) (2) (1) (2) (1) (2)

i j k k j k i i
j k i i k i j j

i k i i i i j j k
j i k k j j k k i

A ε ε ε ε ε ε ε ε

ε ε ε ε ε ε ε ε ε

   = ⋅ + + ⋅ + +   
     + ⋅ + + + ⋅ + ⋅ +     

	 (32)

	
0 0(1) (2) (1) (2) (1) (2) (1) (2)

(1) (2) (1) (2) (1) (2) .

i i j k k i j j k k
j j k i i j k k i i

i i j j k k
j j k k i i

ε ε ε ε ε ε ε ε ε ε

ε ε ε ε ε ε

       + + ⋅ + + + ⋅ + +       
     + + ⋅ + ⋅ +     

Откуда следует, что чем больше сумма цифр в скобках, тем больше порядок слагаемого, 
входящего в возмущение инвариантов тензора деформаций Грина. С учетом вышесказанного 
соотношения (32) запишем в виде

	 1 1 1(1) (2);A A A= +
	 2 2 2 2 2(1) (2) (3) (4);A A A A A= + + + 	 (33)
	 3 3 3 3 3 3 3(1) (2) (3) (4) (5) (6),A A A A A A A= + + + + +

где
	 1 1(1) (1); (2) (2);i i

i iA Aε ε= =

	 0 0 0 0
2 2(1) (1) (1) ; (2) (2) (1) (1) (2);i j i j i j i j j i

j i j i j i j i i jA Aε ε ε ε ε ε ε ε ε ε= ⋅ + ⋅ = ⋅ + ⋅ + ⋅

	 2 2(3) (1) (2) (2) (1); (4) (2) (2);i j i j i j
j i j i j iA Aε ε ε ε ε ε= ⋅ + ⋅ = ⋅

	 0 0 0 0 0 0
3 (1) (1) (1) (1) ;i j k i j k i j k

j k i j k i j k iA ε ε ε ε ε ε ε ε ε= ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅

	
0 0 0 0 0 0

3

0 0 0

(2) (2) (2) (2)

(1) (1) (1) (1) (1) (1);

i j k i j k i j k
j k i j k i j k i

i j k i j k i j k
j k i j k i j k i

A ε ε ε ε ε ε ε ε ε

ε ε ε ε ε ε ε ε ε

= ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ +

+ ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅
	 (34)



1324

	
0 0 0

3

0 0 0

(3) (1) (2) (2) (1) (1) (2)

(2) (1) (1) (2) (2) (1) (1) (1) (1);

i j k i j k i j k
j k i j k i j k i

i j k i j k i j k i k k
j k i j k i j k i j j i

A ε ε ε ε ε ε ε ε ε

ε ε ε ε ε ε ε ε ε ε ε ε

= ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ +

+ ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅

	
0 0 0

3 (4) (2) (2) (2) (2) (2) (2)

(1) (2) (1) (1) (2) (1) (1) (2) (1);

i j k i j k i j k
j k i j k i j k i

i k k i k k i k k
j j i j j i j j i

A ε ε ε ε ε ε ε ε ε

ε ε ε ε ε ε ε ε ε

= ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ +

+ ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅

	 3 (5) (2) (2) (1) (2) (2) (1) (2) (1) (2);i k k i k k i k k
j j i j j i j j iA ε ε ε ε ε ε ε ε ε= ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅

	 3 (6) (2) (2) (2).i k k
j j iA ε ε ε= ⋅ ⋅

Для деформированного тела функция энергии деформации (17) будет такова
	 ( ) ( )1 2 3 1 1 2 2 3 3, , , , .W A A A W A A A A A A′ ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′= + + + 	 (35)
Напряжения ijS  в теле B′  будут определяться по формулам (18), если всем величинам (за 

исключением ijg ) приписать символ штрих.
Таким образом, возмущения компонент тензора напряжений для сжимаемого тела будут 

определяться по формулам:

	
1 2 3

2 3ij ij ik j i k ij
k k i

W W WS g g g
A A A

ε ε ε
′ ′ ′∂ ∂ ∂′= + ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ −

∂ ∂ ∂

	
0 0 0

0 0 0
0 0 0
1 2 3

2 3 (1) (2) (3) .ij ik j j k ij ij ij
k k j

W W Wg g S S S
A A A

ε ε ε
 ∂ ∂ ∂

− ⋅ + ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ ⋅ = + + + ⋅⋅⋅ ∂ ∂ ∂ 
	 (36)

Здесь цифрами в скобках показан порядок слагаемого в разложении возмущений компо-
нент тензора напряжений.

Для несжимаемого тела связь (36) будет следующей

	
1 2

2ij ij ik j ij
k

W WS g g p G
A A

ε
′ ′∂ ∂′ ′ ′= + ⋅ ⋅ + ⋅ −

∂ ∂

	
0 0

0 0 0
0 0
1 2

2 (1) (2) (3) .ij ik j ij ij ij ij
k

W Wg g p G S S S
A A

ε
 ∂ ∂

− ⋅ + ⋅ ⋅ + ⋅ = + + + ⋅⋅⋅ ∂ ∂ 
	 (37)

Приведенные связи (36) (37) конкретизируются заданием формы упругого потенциала.
Возмущение множителя Лагранжа p будем рассматривать как четвертое перемещение, так 

что
	 4 ;u p=    0

4 0.u p= 	 (38)
Возмущения компонент тензора ijG  следующие
	 (1) (2) (3) (4) .ij ij ij ij ijG G G G G= + + + 	 (39)

где

	

( ) ( )
( ) ( )
( ) ( )

0 0
1 2 2 3 1 3 2 3

0 0
2 1 1 3 2 3 3 1

0 0
3 1 1 2 3 2 2 3

(1) [2 2 (1) 2 2 (1)

2 2 (1) 2 2 (1)

2 2 (1) 2 2 (1)];

ij j i n n m i m m n
nm

i n n m i m m n

i n n m i m m n

G δ δ ε ε δ δ ε ε

δ δ ε ε δ δ ε ε

δ δ ε ε δ δ ε ε

=∈ + + + −

− + − + +

+ + − +

	

( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )

0 0
1 2 2 3 1 3 2 3

0 0
2 1 1 3 2 3 3 1

0 0
3 1 1 2 3 2 2 3 1 2 3

(2) [2 2 (2) 2 2 (2)

2 2 (2) 2 2 (2)

2 2 (2) 2 2 (2) 4 (1) (1)];

ij j i n n m i m m n
nm

i n n m i m m n

i n n m i m m n i n m

G δ δ ε ε δ δ ε ε

δ δ ε ε δ δ ε ε

δ δ ε ε δ δ ε ε δ ε ε

=∈ + + + −

− + − + +

+ + − + + ⋅ ⋅ ⋅

	 1 2 3 2 3(3) 4 [ (1) (2) (2) (1)];ij j i n m n m
mnG δ ε ε ε ε=∈ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ + ⋅

	 1 2 3(4) 4 (2) (2).ij j i n m
mnG δ ε ε=∈ ⋅ ⋅ ⋅
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Здесь j jr
mn rnmg∈ = ⋅∈  – антисимметричный единичный тензор третьего ранга.

Уравнения движения и граничные условия в возмущениях, с учетом соотношений (7), (9) 
для основного состояния, запишутся следующим образом

	 ( ) ( ) 0 0 0;
m

oin in m in m om m
i n i n nS S u S u X uδ ρ ρ

••
   ∇ + ∇ + ∇ + ∇ + − =    	 (40)

	 ( ) ( )0 0 .in in m in m om m
n n n iS S u S u N Pδ + ∇ + + ∇ =  	 (41)

Предполагается, что плотность и нормаль к поверхности в деформированном состоянии 
не возмущаются.

Таким образом, в зависимости от уравнений состояния могут быть записаны краевые зада-
чи соответственно для сжимаемых и несжимаемых нелинейно-упругих тел, относительно воз-
мущений перемещений. Каждая из задач будет представлять собой нелинейную систему диф-
ференциальных уравнений в частных производных относительно возмущений перемещений. 
Это следует из того, что возмущения всех неизвестных величин , , ,ij

ijE S ⋅ ⋅ ⋅  как показано выше, 
в итоге выражаются через возмущения перемещений. Решить эти задачи даже при выборе 
простейшей формы упругого потенциала прямыми методами не представляется возможным, 
поэтому приходится прибегать к приближенным методам.

В дальнейшем, приведенные выше уравнения будут использоваться для исследования 
устойчивости деформирования нелинейно-упругих тел, при конечных возмущениях для кон-
сервативных и неконсервативных нагрузок. Задача об устойчивости невозмущенного состо-
яния будет сведена к исследованию устойчивости нулевого решения системы обыкновенных 
дифференциальных уравнений с постоянными коэффициентами. Устойчивость нулевого ре-
шения исследуется методами Ляпунова. Построена функция, которая при определенных огра-
ничениях на величины начальных возмущений будет функцией Ляпунова для исходной систе-
мы дифференциальных уравнений.

Литература

1. Sumin, A. I. Nonlinear dynamics in problems of stability of complex media. / A. I. Sumin, 
A. A. Boger, V. A. Sumin // Journal of Physics: Conf. Series. – 2018. – Vol. 973. 012019. – 1–10 p.

2. Sumin, A. I. Stability of nonlinear elastic plate under uniaxial loading with respect to finite per-
turbations. / A. I. Sumin, A. A. Boger, V. A. Sumin, S. V. Ryabov // Journal of Physics: Conf. Series. – 
2019. – Vol. 1203. 012025. – 1–10 p.

3. Sumin, A. I. Torsion stability of a cylinder with circular and elliptical section under finite per-
turbations. / A. I. Sumin, A. A. Boger, V. A. Sumin, S. V. Ryabov // Journal of Physics: Conf. Series. – 
2020. – Vol. 1479. 012138. – 1–9 p.

4. Спорыхин, А. Н. О новых явлениях в теории устойчивости нелинейных сред при конеч-
ных возмущениях / А. Н. Спорыхин, А. И. Сумин // ДАН УССР, 1982. – Сер. А, 8. – C. 46–49.

5. Сумин, А. И. Возникновение стохастической неустойчивости в нелинейных колебаниях 
упругих тел // Вестник ЧПГУ им И. Я. Яковлева. Серия: Механика предельного состояния. – 
2010. – 2(8). – С. 501–505.

6. Sumin, A. I. Stability of a three-dimensional plate made of a nonlinear viscoelastic material un-
der superimposed finite deformations. / A. I. Sumin, A. A. Boger, V. A. Sumin, S. V. Ryabov // Journal 
of Physics: Conf. Series. – 2021. – Vol. 1902. 012025. – 1–9 p.

7. Гузь, А. Н. Устойчивость упругих тел при конечных деформациях / А. Н. Гузь. – Киев : 
Наукова Думка, 1973. – 270 с.



1326

УДК 539.3

ФАЗОВЫЕ СКОРОСТИ УПРУГИХ ВОЛН В КУБИЧЕСКИХ КРИСТАЛЛАХ ДВУХ ТИПОВ

Тульский государственный университет

Е. А. Тишина

Аннотация. Документ представляет собой статью-исследование в области распростра-
нения упругих волн в материалах. Проведен анализ угловых зависимостей фазовых ско-
ростей распространения упругих волн в кубических материалах на основе определения 
собственных значений тензора Кристоффеля для вектора волновой нормали, располо-
женного в кристаллографической плоскости (100). Получена картина угловых зависимо-
стей фазовых скоростей для кубических материалов.
Ключевые слова: кубическая симметрия, упругие волны, фазовые скорости, уравнение 
Кристоффеля, тензор Кристоффеля, анизотропия, анизотропные материалы, уравнение 
распространения волн, кубические кристаллы.

Введение

В работе рассматривается вопрос о распространении акустических волн в анизотропных 
материалах, обладающих кубической симметрией упругих свойств [1–3]. К таким материалам 
относят кристаллы металлов (медь, железо, алюминий и др.) и неметаллов (германий, крем-
ний, алмаз и др.), а также полупроводниковых соединений (InSb, GaAs, CaF2 и др.).

Известно [1, 2, 4], что группа симметрии кубических кристаллов включает три поворотные 
оси четвёртого порядка, четыре поворотные оси третьего порядка, шесть осей симметрии вто-
рого порядка. По своим упругим свойствам кубические материалы близки к изотропным ма-
териалам, но в отличие от них характеризуются тремя независимыми константами упругости 
второго порядка. В связи с этим различными являются и угловые зависимости скоростей рас-
пространения акустических волн от ориентации волнового вектора. В изотропном материале 
в любом направлении распространяются две волны – продольная и поперечная, имеющие 

скорости 2
L

Gv λ
ρ

+
=  и 2 ,T

Gv
ρ

=  где , Gλ  – упругие константы Ламе изотропного матери-

ала, ρ  – плотность. В кубическом материале в каждом направлении распространяются три 
волны: одна квазипродольная и две квазипоперечных, причем картина угловых зависимостей 
фазовых скоростей этих волн приобретает анизотропию.

В статье [5] предложена классификация кубических кристаллов в соответствии с их упру-
гими свойствами на кристаллы с положительной (I тип) и отрицательной (II тип) анизотро-
пией. Показано, что для разных типов кубических кристаллов угловые зависимости фазовых 
скоростей имеют принципиально разный вид. В настоящей статье получены аналитические 
выражения для скоростей распространения акустических волн в кубических кристаллах в 
случае волнового вектора, лежащего в плоскости грани куба (плоскости симметрии кубиче-
ского кристалла). Анализ этих выражений позволил получить обоснование предложенной в 
[5] классификации.

Фазовые скорости упругих волн в кубических кристаллах

Запишем уравнение распространения упругих (акустических) волн в кристалле, которое 
является следствием уравнений движения (при отсутствии массовых сил):
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2

2

d u
dt

σ ρ∇ ⋅ =




 	 (1)

и закона Гука, устанавливающего линейную связь между напряжениями и деформациями,
	 .Cσ ε= ⋅⋅ 





	 (2)
В соотношениях (1) и (2) ρ  – плотность материала, σ  – тензор напряжений, ( , )u x t   – поле 

вектора перемещений, ( )1
2

u uε = ∇ + ∇
 

 

  – линейный тензор деформаций, ijkl i j k lC C e e e e=
   





 – тен-
зор упругости четвёртого ранга, компоненты которого являются константами упругости ма-
териала и удовлетворяют условиям симметрии ijkl jiklC C= = .ijlk klijC C= =  Ортонормированнный 
базис ( )i i j ije e e δ⋅ =

    считаем направленным вдоль главных осей анизотропии материала. В 
этом случае число ненулевых компонент ijklC  минимально и зависит от типа кристалла.

Подставляя (2) в уравнение движения (1) и переходя к индексной форме записи соотноше-
ний, получим уравнения движения анизотропной среды в перемещениях:

	
2 2

2 .l i
ijkl

j k

u d uC
x x dt

ρ∂
=

∂ ∂
	 (3)

При рассмотрении динамических задач под ijklC  понимают адиабатические модули упруго-
сти кристалла.

Плоская монохроматическая волна описывается полем перемещений 

	 ( )( , ) ,i k x tu x t Ape ω⋅ −=




   	 (4)
где A  – амплитуда волны,

p  – вектор поляризации – единичный вектор, совпадающий по направлению с вектором 
перемещений ( || );p u 

2k n
L
π

=


  – волновой вектор, 

2 v
L
πω =  – циклическая частота,

L  – длина волны,
v  – фазовая скорость (скорость распространения волны).
Запишем формулу (6) в виде

	
2 ( )

( , ) ,
i n x vt

Lu x t Ape
π

⋅ −
=

 

   	 (5)
где n  – единичный вектор волновой нормали, причём 1 1 2 2 3 3,n x n x n x n x⋅ = + +

   2 2 2
1 2 3 1.n n n+ + =

Поле перемещений (5) удовлетворяет уравнению движения (3). После вычисления соот-
ветствующих частных производных получаем

	
2 22 2( ) ( )22 2 ,

i in x vt n x vt
L L

ijkl l j k i
i iC Ap n n e Ap v e

L L

π ππ πρ
⋅ − ⋅ −   =   

   

   

что после преобразований приводит к основному уравнению теории упругих волн в кристаллах:
	 2 .ijkl j k l iC n n p vρ ρ= 	 (6)
Уравнение (6) называют уравнением Кристоффеля. Учитывая симметрию тензора C





, вве-
дём тензор Кристоффеля 

	 ,il ijkl j kM C n n=                ( ) ,M n n C n= ⋅ ⋅
  

 

который зависит не только от материального тензора ,C




 но и от направления распростране-
ния волны .n  Запишем уравнение Кристоффеля в виде:

	 2
il l iM p v pρ=               или              2 .M p v pρ⋅ =

 



	 (7)
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Из уравнения (7) следует, что векторы поляризации p  упругих волн являются собствен-
ными векторами тензора Кристоффеля, а квадраты фазовых скоростей 2 ,v  умноженные на 
плотность ρ  – собственными значениями тензора .M

Будем рассматривать анизотропные материалы, упругие свойства которых имеют симме-
трию кубических кристаллов. Для таких материалов тензор упругих свойств C





 в главных осях 
анизотропии, совпадающих с рёбрами куба (рис. 1), имеет три ненулевых компоненты. Разло-
жение тензора C





 по базису имеет вид:

11 1 1 1 1 2 2 2 2 3 3 3 3 12 1 1 2 2 2 2 1 1 2 2 3 3 3 3 2 2 3 3 1 1 1 1 3 3

44 1 2 2 1 1 2 2 1 3 2 2 3 3 2 2 3

( ) ( )

(( )( ) ( )( ) (

C C e e e e e e e e e e e e C e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e

C e e e e e e e e e e e e e e e e

= + + + + + + + + +

+ + + + + + +

                                   





                

1 3 3 1 1 3 3 1)( )).e e e e e e e e+ +
      

	(8)

Рассмотрим плоскую волну, распространяющуюся вдоль вектора волновой нормали ,n  ле-
жащего в плоскости симметрии куба (100) и определяемого выражением

	 2 3cos sin .n e eϕ ϕ= +
   	 (9)

Ориентация вектора волновой нормали приведена на рис. 1.

На основании определения получим тензор Кристоффеля для кубического материала и 
вектора волновой нормали (9):

	
( ) ( )

( ) ( )

2 2 2 2
44 1 1 11 44 2 2 11 44 3 3

12 44 2 3 3 2

cos sin sin cos

1 sin 2 .
2

M C e e C C e e C C e e

C C e e e e

ϕ ϕ ϕ ϕ

ϕ

= + + + + +

+ + +

     



   

	 (10)

Решая характеристическое уравнение для тензора (10), определим его собственные значения

	 ( ) ( )( )2 211 44
1,2 11 44 11 12 44 11 12

3 44

1 2 sin 2 ,
2 2

.

C C C C C C C C C

C

λ ϕ

λ

+
= ± − + + − −

=
	 (11)

Соответствующие собственные векторы совпадают с векторами поляризации
	 1 2 3 2 2 3 3 1cos sin , sin cos , ,p e e p e e p eα α α α= + = − + =

        	 (12)

где 
( )

2 2
11 44 1

12 44

cos sintg .
0,5 sin 2

C C
C C
ϕ ϕ λα

ϕ
+ −

= −
+

Из соотношений (11) следует, что первое собственное значение 1 2λ λ>  и 1 3,λ λ>  поэтому 

оно определяет скорость распространения квазипродольной волны 1
1 .v λ

ρ
=  Отклонение 

вектора поляризации 1p  от вектора волновой нормали n  характеризуется разностью углов 

Рис. 1. Ориентация вектора волновой нормали
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.ϕ α−  Проведённые расчёты показали, что эта разность обращается в ноль при всех ,
4
kπϕ =  

0,1,2,3,k =  когда волна становится продольной. 
Волна, распространяющаяся с фазовой скоростью 2

2v λ
ρ

=  и с вектором поляризации 2p  

является квазипоперечной. Волна, распространяющаяся со скоростью 44
3

Cv
ρ

=  является по-

перечной. Её вектор поляризации направлен вдоль 1e  и всегда перпендикулярен вектору вол-
новой нормали.

На основании соотношений (11) проведён анализ зависимостей фазовых скоростей 1v  и 2v  
от угла ϕ  ориентации волнового вектора в кристаллографической плоскости (100). На осно-
вании изложенного выше наибольшие и наименьшие значения фазовых скоростей определя-
ются экстремумами собственных значений 1λ  и 2.λ  Дифференцируя (11) по углу ,ϕ  получим:

	 ( )( )
( ) ( )( )

1,2 11 12 44 11 12

2 2
11 44 11 12 44 11 12

2 sin 2 cos 2
.

2 sin 2

d C C C C C
d C C C C C C C

λ ϕ ϕ
ϕ ϕ

+ − −
= ±

− + + − −
	 (13)

Из (13) следует, что экстремумы собственных значений 1λ  и 2λ  наблюдаются при выполне-
нии условий

	 sin 2 0 , 0,1,2,3,
2
k kπϕ ϕ= ⇒ = =    и   cos 2 0 , 0,1,2,3.

4 2
k kπ πϕ ϕ= ⇒ = + =

При 
2
kπϕ =  собственные значения тензора Кристоффеля равны

	 1 11,Cλ =   2 3 44.Cλ λ= = 	 (14)

При 
4 2

kπ πϕ = +  из соотношений (11) получим

	 ( )1 11 12 44
1 2 ,
2

C C Cλ = + +   ( )2 11 12
1 ,
2

C Cλ = −   3 44.Ñλ = 	 (15)

Характер этих экстремальных значений определяется знаком выражения 44 12 112 .C C C∆ = + −  
Для кристаллов, у которых 0,∆ <  наибольшее значение 1 11,Cλ =  а наименьшее 

( )1 11 12 44
1 2 ;
2

C C Cλ = + +  второе собственное значение имеет наибольшее значение 

( )2 11 12
1
2

C Cλ = −  и наименьшее значение 2 44.Cλ =  В работе [5] такие кубические кристаллы 
названы кристаллами с отрицательной анизотропией. График угловых зависимостей фазовых 
скоростей для представителя этого типа кубических кристаллов – ниобия ( 11 245C =  ГПа, 

12 132C =  ГПа, 44 28,4C =  ГПа, 8579ρ =  кг/м3) – приведён на рис. 2а.
Для кристаллов, у которых 0,∆ >  наибольшее значение ( )1 11 12 44

1 2 ,
2

C C Cλ = + +  а наимень-
шее 1 11;Cλ =  второе собственное значение имеет наибольшее значение 2 44Cλ =  и наименьшее 

значение ( )2 11 12
1 .
2

C Cλ = −  Одним из представителей кубических кристаллов с положительной 

анизотропией [5] является никель ( 11 250C =  ГПа, 12 160C =  ГПа, 44 118C =  ГПа, 8920ρ =  кг/м3). 
График угловых зависимостей фазовых скоростей для никеля приведён на рис. 2б.

Анализ графиков, приведённых на рис. 2, показывает, что при 0∆ <  скорость распростра-

нения продольных волн принимает наибольшие значения при ,
2
kπϕ =  ( 0,1, 2,3),k =  а наи-

меньшие значения при ,
4 2

kπ πϕ = +  ( 0,1, 2,3).k =  Волна, распространяющаяся со скоростью 
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44
3 ,Cv

ρ
=  является поперечной, а фазовая скорость квазипоперечной волны больше 3v  и 

принимает свои наибольшие значения при ,
4 2

kπ πϕ = +  ( 0,1, 2,3).k =

Для кубических кристаллов с положительной анизотропией, когда 0,∆ >  фазовая скорость 
продольных волн принимает наибольшие значения при ,

4 2
kπ πϕ = +  ( 0,1, 2,3),k =  а наимень-

шие – при ,
2
kπϕ =  ( 0,1, 2,3).k =  Фазовая скорость квазипоперечной волны 2v  при всех ϕ  

меньше скорости распространения поперечной волны 3v  и имеет наименьшие значения при 

,
4 2

kπ πϕ = +  ( 0,1, 2,3).k =

Отметим, что для всех кубических кристаллов при ,
2
kπϕ =  ( 0,1, 2,3)k =  фазовые скорости 

двух поперечных волн совпадают: 2 3.v v=  Соответствующие направления, совпадающие с 
кристаллографическими осями [010] и [001], называют акустическими осями кристаллов [1].

На рис. 3 приведены графики изменения угла ,α  определяющего направление вектора по-
ляризации (12), в зависимости от угла 0 ,

2
πϕ≤ ≤  определяющего ориентацию вектора волно-

вой нормали. Для материалов с отрицательной анизотропией (ниобий) при 0
4
πϕ≤ ≤  угол 

,α ϕ≤  а при 
4 2
π πϕ≤ ≤  угол ,α ϕ≥  т. е. вектор поляризации вначале запаздывает от вектора 

волновой нормали, а затем опережает его. Наибольшие отклонения вектора поляризации от 
вектора волновой нормали наблюдается для ниобия при углах 25ϕ ≈ °  и 65 .ϕ ≈ °

Для кристаллов с положительной анизотропией картина зависимости ( )α ϕ  зеркально из-

меняется: при 0
4
πϕ≤ ≤  вектор поляризации 1p  опережает вектор ,n  а при 

4 2
π πϕ≤ ≤  – запаз-

дывает. Для никеля наибольшие отклонения вектора поляризации от вектора волновой нор-
мали наблюдается при углах 17ϕ ≈ °  и 73 .ϕ ≈ °

Рис.2. Угловые зависимости фазовых скоростей для кубических кристаллов 
с отрицательной (а) – (никель) и положительной (б) – (ниобий) анизотропией
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Заключение

Приведённый в статье анализ угловых зависимостей фазовых скоростей распространения 
упругих волн в кубических материалах проведён на основе определения собственных значе-
ний тензора Кристоффеля для вектора волновой нормали, расположенного в кристаллогра-
фической плоскости (100). В силу симметрии свойств, присущей кубическим материалам, этот 
анализ без изменений может быть распространён и на  случай векторов волновых нормалей, 
расположенных в плоскостях (010) и (001).

Картина угловых зависимостей фазовых скоростей для кубических материалов зависит 
только от знака величины 44 12 112 ,C C C∆ = + −  составленной из упругих постоянных. Для всех 
кубических материалов эти картины могут быть только двух типов, представленных на рис. 2.
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1332

УДК 539.374

ОСОБЕННОСТИ РАЗВИТИЯ ВЯЗКОПЛАСТИЧЕСКОГО ТЕЧЕНИЯ 
ВО ВРАЩАЮЩЕМСЯ КОЛЬЦЕ С ЖЁСТКИМ ПОКРЫТИЕМ БОКОВОЙ СТЕНКИ

Институт машиноведения и металлургии ХФИЦ ДВО РАН

С. В. Фирсов

Аннотация. Рассматривается упругопластическое деформирование вращающегося коль-
ца с жёстким покрытием на боковой стенке. Получены соотношения для определения 
перемещений и напряжений в материале кольца в зависимости от скорости вращения 
и накопленных пластических деформаций. Получена численная схема для нахождения 
решения случая упруговязкопластического деформирования материала вращающегося 
кольца. Найдено численное решение вращения кольца при различных угловых скоро-
стях. При определённой скорости наблюдается образование временно разрыва в области 
пластического течения областью упругого деформирования.
Ключевые слова: вращение кольца, малые деформации, упругость, пластическое течение, 
условие пластичности Мизеса, упруговязкопластичность, кольцо с жёстким покрытием.

Введение

Задача вращения дисков и колец является одной из классических задач механики сплош-
ных сред, решению которой посвящено множество работ [1–3]. В работах [4, 5] рассматрива-
ются довольно редкие случаи вращения кольца с жёстким включением и жёстким покрытием 
боковой стенки. Последний случай рассматривается и в данной работе.

1. Постановка задачи

Рассмотрим задачу вращения диска с полостью и жёстким покрытием на боковой поверх-
ности. Решение будет искаться в цилиндрических координатах ,, .r zϕ  Ненулевой останется 
только одна компонента вектора перемещений ( , ).ru u r t=  Внутренняя часть диска при 1r R<  
считается полой, боковая его поверхность 2r R=  имеет жёсткое покрытие, но ограничиваю-
щее перемещение материала диска в радиальном направлении. Соответствующие граничные 
условия примут вид

	 1 2( , ) 0, ( , ) 0.rr R t u R tσ = = 	 (1)
Так как деформации во вращающихся дисках обычно малы, для поиска решения будем 

использовать теорию малых деформаций. Ненулевые компоненты тензора деформаций Аль-
манси ijd  в таком случае запишутся

	 1
, , .,rr rr rr r zz zz zzd e p u d e p r u d e pϕϕ ϕϕ ϕϕ

−= + = = + = = + 	 (2)
Здесь ije  и ijp  – компоненты тензоров упругих и пластических деформаций. Ненулевые 

компоненты тензора напряжений ijσ  согласно закону Гука, с учётом (2) и условия 0,zzσ =  за-
даются в форме

	
( )( ) ( )( )

( ) ( )( )( )

1
,

1
,

2 2 ,
2

2 2 .
2

rr rr

rr

u p u p

u p u p

ξ ϕϕ

ϕϕ ξ ϕϕ

µσ λ µ λ ξ
λ µ

µσ λ λ µ ξ
λ µ

−

−

= + − +

+=

−
+

− + −
+

	 (3)

Используя данные зависимости для напряжений, уравнение равновесия можно привести 
к виду
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	 ( )
2

1 2
, , , ,

1 2 1 2 .
2 2 4rr r rr rr r r

ru r u r u p p p p
r ϕϕ ϕϕ

λ µ λ λ µ ω
λ µ λ µ λ µ µ

− − + +
+ − = − + + −

+ + +
	 (4)

Левую часть полученного дифференциального уравнения можно свернуть [6]

	 1 2
, ,

1 ( ) .rr r
d du r u r u ur
dr r dr

− −  + − =  
 

	 (5)

Проинтегрировав (4) с учётом (5), получим перемещения

	
( ) ( )

1 1

1 3 2
1 2 1 2

1
1 2

(1 2 1 3 2 1 2( , ) ( ) ( ) ( , ) ( , ) ,
2 4 32

( , ) ( , ) ( , ) , ( , ) ( , ) (

4

.

)

, )
r r

rr rrR R

u r t C t r C t r I r t I r t r
r

I r t x p x t p x t dx I r t x p x t p x

r t

t dxϕϕ ϕϕ

λ µ λ µ λ µ ρ ω
λ µ λ µ µ λ µ

−

−

+ + +
= + + + −

+ + +

= − = +∫ ∫
	 (6)

Подставив их в напряжения (3), имеем

	
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

2 2 2 2
1 2 1 22

2 2 2 2 2
1 2 1 22

3 2 7 6 3 22 ,
2 16 2

3 2 5 2 3 22 .
2 1

2
6 2

rr t

t

C C r r r I I
r

C C r r r I I pr
rϕϕ ϕϕ

λ µ λ µ µ λ µσ µ µ ρ ω
λ µ λ µ λ µ
λ µ λ µ µ λ µσ µ µ ρ ω
λ µ λ µ λ µ

−

−

+ + +
= − + −

+ + +

+ + +
= + +

+ +
− +

+

−

−
	 (7)

Подставив найденные перемещения (6) и напряжения (7) в граничные условия (1) найдём 
значение коэффициентов интегрирования

( )
( )

( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

4 4
1 2 2

1 32 2
1 2

2 7 6 2
( ) 2 ( ),

16 3 2 2
R R

C
R

tt I t
R

λ µ λ µ λ µ
ρω λ µ

µ λ µ λ µ λ µ
+ + + +

= − +
+ + + +

( )
( )

( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

2 2
1 2 2 2

2 1 32 2
1 2

2 3 2 7 6 1( ) 3 2 ( ),
32 3 2 2 2

R R
C t R I t

R R
t

λ µ λ µ λ µ
ρω λ µ

µ λ µ λ µ λ µ
+ + +

= − +
+ + + +

−
	 (8)

( ) ( )
( ) ( ) ( )( )

2
2 1 2 2 2

3 2 2
1 2

2 ( , ) 3 2 ( , )
( ) .

2 3 2 2
R I R t I R t

I t
R R

λ µ λ µ
λ µ λ µ λ µ
+ + +

=
+ + + +

Подставив их в (6), получим перемещения

	

( )( )

( )
( ) ( )

( )

1 2 1
1 2 1 3

22 2
2 22

1 2
2

4

1

1
2

1 2 1 3 2 1( , ) ( , ) ( , ) 2 (3 2 ) ( )
4 4 2

162 3 2 .
3 2 2 32

u r t rI r t r I r t r R r I t

RR r r R
r R

t
R

λ µ λ µ λ µ λ µ
λ µ λ µ

λ µ ρωλ µ λ µ
λ µ λ µ λ µ λ µ µ

− −+ +
= + − + + + +

+ +

 ++ +
  + + + + + 

−
+ + −

	 (9)

Из (7) и (8) найдём напряжения
( ) ( )

( )
( ) ( ) ( )

2 2 2
2 2 2 21 2 1

1 3 1 22 2

12 2
2 2

1 2

4

3 2 3 22
2 16 2

3 27 6 16 ,
2 3 2

6

2

1rr
r I I RR R R

r r

R
r

R

rr I

t
R

µ λ µ λ µ λ µσ
λ µ λ µ λ µ

λ µλ µ λ µ ρω
λ µ λ µ λ µ λ µ

+   − − + +
= − − − +  + + + 

++ +


−

+ +
++ + + + 

	

( ) ( )

( )
( ) ( )

( ) ( )
( ) ( )

( )4

2 2
1 2 2 2 4 4

1 3 12

6
12 2

1 2 2 2
1 2

4 2
1 2 2
2 2 2

1 2

3 2 5 22
2 2

16 3 23 2
2 3 2 2

7 6 23 2 .
3 2 2 1

2
16

6

r I I p
R R

r

R
R

R R

R R

r
r I

R

r

r
t

R

R

r

ϕϕ
ϕϕ

µ λ µ λ µ λ µσ
λ µ λ µ λ µ

λ µλ µ λ µ
λ µ λ µ λ µ λ µ

λ µ λ µ ρωλ µ
λ µ λ µ λ µ

+ − 
− + −



− −

 + + +
= − +  + + + 

++ +
−

+ + + +

+ ++
+

+

+
− + ++

	 (10)
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Полученные соотношения (9), (10) позволяют найти значения перемещений и напряжений 
в полом диске при заданной скорости вращения ( )tω  и известных накопленных пластических 
деформациях ,rrp  pϕϕ  и .zzp  При начале вращения диск деформируется упруго и пластиче-
ских деформаций в нём не наблюдается, соответственно соотношения (9) и (10) сведутся к

( )
( ) ( )

( )22 2
2 22

1 2 2
1 2

4
1162 3 2( , ) ,

3 2 2 32
RR ru r t r R

R R
t

r
λ µ ρωλ µ λ µ

λ µ λ µ λ µ λ µ µ
 ++ +

=   + + + + + 

−
+


−

( )
( ) ( ) ( )

2 2
2 2 21

1 22

1 2
2 2

1 2

4

3 2 7 6
16 2

3 2
16 ,

2 3 2 2

16rr
R R R r

r

R
R

t
R

r λ µ λ µ λ µσ
λ µ λ µ λ µ

λ µλ µ ρω
λ µ λ µ λ µ

− + + +
= − + + + +

+

− +

+ + +
+

+

	 (11)

( )
( ) ( )

( ) ( )
( ) ( )

( )

6
14 4 2 2

1 1 2 2 2
1 2

4 2
1 2 2
2 2 2

1 2

4

16 3 25 2 3 2
2 2 3 2 2

7 6 23 2 .
3 2 2 1

6

6

1r R
R

R R
R R

R R
r

R R r
t

ϕϕ

λ µλ µ λ µ λ µ λ µσ
λ µ λ µ λ µ λ µ λ µ λ µ

λ µ λ µ ρωλ µ
λ µ λ µ λ µ

++ + + +
− + − − +

+
−

= −
+ + + + + +

+ ++
+ + + +

Отметим, что уравнения (11) являются точным решением задачи упругого деформирова-
ния вращающегося полого диска с жёстким покрытием.

2. Задание механизма накопления пластических деформаций

При росте скорости вращения растут и напряжения. При достижении критических скоро-
стей напряжения выходят на поверхность нагружения (или мера напряжений достигает пре-
дела текучести) и в материале диска начинают накапливаться пластические деформации. Для 
их нахождения воспользуемся ассоциированным законом пластического течения. В качестве 
поверхности нагружения рассмотрим обобщённое условие пластичности Мизеса на случай 
вязкого сопротивления протеканию пластического течения. Математически это можно запи-
сать в виде

	
( )( ) 0

0

0

3, ( , ) ,
2

1 1 3 1, 1 , .
1 2 2

p p p p
ij ij ij ij ij ji ji

ij

p p
ij ij ij ij ij ij

f fε φ σ ε τ ηε τ ηε σ
τ

σφε τ φ τ τ ε τ
φη η σ η

∂
= = − − −

∂

  Σ −
= = − =  + Σ 

	 (12)

Здесь p
ijε  – скорость пластического течения, ijτ  – девиатор тензора напряжений, Σ  – октаэ-

дрическая мера напряжений, 0σ  – предел текучести, η  – коэффициент вязкого сопротивления 
пластическому течению. В нашем случае ненулевые компоненты тензора скоростей пластиче-
ского течения находятся согласно

	
( ) ( )0 0

2 2

1 12 , 2 ,
3 3

.

p prr
rr rr zz rr zz

rr rr

pp
t t

ϕϕ
ϕϕ ϕϕ ϕϕ

ϕϕ ϕϕ

σ σε σ σ σ ε σ σ σ
η η

σ σ σ σ

∂Σ − Σ −∂
= − − = − −

∂ Σ ∂ Σ

Σ = + −

= =
	 (13)

Задача решается в квазистатической постановке, следовательно, производную в (13) можно 
заменить конечной разностью. Расчётную область разобьём сеткой, значения функций в узлах 
сетки будем обозначать как ( , ).j j

i if f r t=  Разностные уравнения для (13) запишутся в виде

	 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )11 , .
j jj jj j p p

rr rr rri i i ii i
p p t p p tϕϕ ϕϕ ϕϕε ε

++ ∆ ∆= + = + 	
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Условием начала скорости пластического течение служит неравенство 0.σΣ ≥  С учётом 
(11) и (13) из данного неравенства можно найти значения скоростей вращения, при которых в 
диске начнётся пластическое течение. Полученная функция будет иметь две точки локального 
минимума на боковых поверхностях диска, в которых она примет соответствующие значения

	

( ) ( ) ( )
( )( )

( ) ( ) ( )
( ) ( )

2 2
1 22 0

1 22 2
2 1

2 2
1 22 0

2 2 2 2 22 2
2 1 1 2

8

18 .
3

3 2 2
,

2 3 2

3 2 2
7 6 26 4

R R

R R

R R
R R R

R

R
R

λ µ λ µ σλ µω
λ µ ρλ µ

λ µ λ µ σλ µω
λ µ λ µ ρλ λµ µ

+ + ++
+ +

+ + ++
+ + ++

=
−

=
−+

	 (14)

Приравняв полученные скорости, можем найти значения 1R , при которых пластическое 
течение начнётся одновременно на двух боковых поверхностях

	
( )( )

( )( ) ( )

2 2 2
22

1 2 2

2 3 2 4

2 3

3 6

4
.

2 7 6 3 6

R
R

λ µ λ µ λ λµ µ

λ µ λ µ λ µ λ λµ µ

+ + − +

+ ++ + + +

+
= 	

3. Результаты численных расчётов

Расчёт будем производить в безразмерных переменных

	 2 2 2
2*

2 2 0 0

, , , , .ij
ij

r t uu R
R t R

σ ρξ τ σ ψ ω
σ σ

= = = = =  	

Знак тильды далее будем опускать. Параметры задачи зададим

	 1
0 *

2 0 0 0

0.2, 8031.4, 2536.2, 1.R
R t

λ µ ηξ α β ζ
σ σ σ

= = = = = = = = 	

Параметр нагрузки ( )ψ τ  зададим линейно возрастающим ( ) 5 .maxψ τ ψ τ=  В момент време-
ни 0.2τ =  он достигнет своего максимального значения maxψ . После этого он прекратит изме-
няться вплоть до 1.τ =  Рассмотрим четыре случая максимальной нагрузки maxψ : 2,0; 2,3; 2,4 и 
2,5. На рис. 1 эти случаи обозначены как 2.0, 2.3, 2.4 и 2.5.
а) б)

в) г)

Рис. 1. Напряжения в диске. Распределение октаэдрической меры напряжений Σ  (а) 
и тангенсальной компоненты тензора напряжений ϕϕσ  (б) при 0.2τ = . Мера напряжений Σ  для 
случая 2.4maxψ =  в различные моменты времени (в). Движение границ пластических областей (г)
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Как видно на рисунке, пластическое течение начинается на свободной внутренней поверх-
ности кольца 1r R=  (или 0ξ ξ= ) когда параметр нагружения достигает значения 1,85072,ψ ≈  
что можно получить из (14). При дальнейшем росте скорости вращения пластическое течение 
начинается также и на зафиксированной боковой поверхности кольца 2r R=  (или 1ξ = ). Од-
нако, после разгона до максимальной скорости вращения, эволюция пластических областей не 
прекращается, что видно из рис. 1г). Это связано с вязким сопротивлением пластическому 
течению, которое включено в используемую модель пластического течения (13). Перераспре-
деление напряжений в материале диска продолжается, из-за чего происходит смещение упру-
гопластических границ и изменение размеров областей пластического течения.

Только в случае 2.0 упругопластическая граница не движется (рис. 1г), так как напряжения 
успели перераспределиться, и в области пластического течения октаэдрическая мера напря-
жений близка к пределу текучести (рис. 1а). Через некоторое время скорости пластического 
течения уменьшаются до нуля, и пластичность в данном случае прекращается (рис. 1г).

В случае 2.3maxψ =  напряжения в диске продолжают перераспределяться до момента 1,τ =  
соответственно продолжается постепенное смещение упругопластических границ (рис. 1г). 
При 2.5maxψ =  пластическое течение распространяется на всю область деформирования.

Наиболее интересным является случай 2.4,maxψ =  при котором, в ходе перераспределения 
напряжений, происходит их сход с поверхности нагружения (рис. 1в), в связи с чем область 
пластического течения разделяется на две областью упругого деформирования (рис. 1г). С те-
чением времени данный разрыв начинает уменьшаться и в итоге полностью пропадает. Это 
говорит о том, что при использовании классической модели идеального упруго-пластического 
тела образование данного разрыва может и не наблюдаться, так как он связан с постепенным 
перераспределением напряжений в материале, когда в классических моделях данное перерас-
пределение считается мгновенным.

Заключение

В работе поставлена задача упруговязкопластического деформирования материала вращаю-
щегося диска. Получена система уравнений, позволяющая найти перемещения и напряжения в 
материале диска на основе задаваемой скорости вращения и известных накопленных пластиче-
ских деформаций. Для задания механизма пластического деформирования использовалась тео-
рия пластического течения с обобщённым условием пластичности Мизеса, учитывающим вязкое 
сопротивление пластическому течению. Поставлен ряд численных экспериментов, в результате 
которых был обнаружен факт появления разрыва в области пластического течения в процессе 
перераспределения напряжений в материале, связанного с вязким сопротивлением течению.
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УДК 539.215+624.131

ПОЛЕ СКОРОСТЕЙ МИКРОВРАЩЕНИЙ ОСЕСИММЕТРИЧНОГО 
НАПРЯЖЕННО-ДЕФОРМИРОВАННОГО СОСТОЯНИЯ МИКРОПОЛЯРНЫХ 

СВЯЗНЫХ СЫПУЧИХ МАТЕРИАЛОВ

1Военный учебно-научный центр Военно-воздушных сил
«Военно-воздушная академия имени профессора Н. Е. Жуковского и Ю. А. Гагарина»

2Воронежский государственный университет

А. Л. Фролов1, О. А Фролова2

Аннотация. В работе рассматривается осесимметричная задача деформирования связ-
ной сыпучей среды. Построено общее решение для поля скоростей перемещений дефор-
мированного материала на заданном поле напряжений и получено уравнение дилатансии 
в напряжениях замыкающее систему уравнений в напряжениях. Показано, что разрывы 
скорости перемещений на непрерывном поле напряжений отсутствуют. Определено поле 
скоростей микровращений.
Ключевые слова: математическое моделирование, сыпучие материалы, напряженно-де-
формированное состояние, осесимметричное течение.

Рассмотрим осесимметричное деформированное состояние микрополярной связной сы-
пучей среды. В цилиндрической системе координат ,r  ,θ  z  уравнения равновесия в напряже-
ниях микрополярной сыпучей среды имеют вид [1]

	 ( ) [ ] ( ) [ ] ( ) [ ]0, 0.rz rz rzrz rz rzrr z

r z z r r z r r r
θ

σ σ σσ σ σσ σσ σ∂ ∂∂ ∂−∂ ∂
+ + + = + − + − =

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
	 (1)

где [ ] [ ] [ ], 0,ij ji iiσ σ σ= − =  [ ] ( ) 2ij jiijσ σ σ= −  – антисимметричная часть тензора напряжений, 

( ) ( ) 2ij jiijσ σ σ= +  – симметричная часть тензора напряжений.
Полагаем, что предельное напряженное состояние микрополярной сыпучей среды удовлет-

воряет условию пластичности Мизеса – Шлейхера в пространстве полных напряжений [2, 3]

	 ( )22
1 2 1 0,I Y I σα′Φ = − + = 	 (2)

где 2
2 1 2 ,ij ijI σ σ′ ′ ′= ⋅  штрих означает девиаторную часть тензора напряжений, Y  – сцепление, α  – 

коэффициент внутреннего трения.
Условие пластического микровращения соответствует достижению предельного момента 

пар сил, порожденных антисимметричными компонентами тензора напряжений при поворо-
те микрочастиц

	 2 2 2 2 2
2 1 2 0 2[ ] 1( ) 0,mI M I f Iσ σαΦ = − + − = 	  (3)

где f  – коэффициент трения качения, 1α  – коэффициент, определяющий вклад моментных 
напряжений в поворот микрочастиц, 0M  – предельный момент пластичности при микровра-
щении частиц.

Для случая малого влияния моментных напряжений на микровращение 1( 0),α ≈  второе 
условие пластичности принимает вид

	 2 2 2
2 2[ ] 1 0.I f Iσ σΦ = − = 	 (4)

Исключим антисимметричные компоненты тензора напряжений из первого условия пла-
стичности и уравнения равновесия, получим

	 ( )2 2 2
( ) ( ) 1 1

1 0,
2 ij ij Y I f Iσ σσ σ α′ ′Φ = − + ⋅ + =
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	 ( ), ( ), 1 ,
0,

2
r

r r rz z z

f
I

r
θ

σ
σ σσ σ −

+ + + = 	 (5)

	 ( )
( ) ( ), 1 1, ,

0.
2 2

rz
z zrz r r

f f
I I

r rσ σ

σ
σ σ+ + − − =

Система (5) представляет собой систему трех уравнений в частных производных для четы-
рех компонент тензора напряжений ( ), , ,r z rzθσ σ σ σ  и является незамкнутой.

Обозначим через , ,r zU U Uθ  компоненты скорости перемещения вдоль осей , , .r zθ  В слу-
чаи осесимметричного состояния

	 ( , ), 0, ( , ).r r z zU U r z U U U r zθ= = =
Симметричная часть тензора скоростей деформации определяется по формулам Коши

	 1, , , , 0.
2

r r z r z
r z rz r z

U U U U U
r r z z rθ θ θε ε ε ε ε ε∂ ∂ ∂ ∂ = = = = + = = ∂ ∂ ∂ ∂ 

	 (6)

Замыкание системы уравнений в напряжениях проведем путем использования ассоцииро-
ванного закона течения: ( ) ( ) ,ij ijε λ ∂ ∂ σ= Φ  где λ  – неопределенный множитель Лагранжа.

Компоненты тензора скорости деформирования могу быть выражены через напряжения 
[4], из (6)

	 2 2
1

12 ,
3

r
r r

r

U f I Y
r σε λ λ σ α α

σ
∂ ∂Φ   = = = − + − −  ∂ ∂   

	

2 2
1

2 2
1

12 ,
3

12 ,
3

r

z
z z

z

U f I Y
r

U f I Y
z

θ θ σ
θ

σ

ε λ λ σ α α
σ

ε λ λ σ α α
σ

∂Φ   = = = − + − −  ∂   
∂ ∂Φ   = = = − + − −  ∂ ∂   

	 (7)

	 ( ) ( )
( )

1 4 ,
2

r z
rz rz

rz

U U
z r

ε λ λσ
σ

∂ ∂ ∂Φ = + = = ∂ ∂ ∂ 

где 2 21 .3 fβ α= + −
Система уравнений (7) является переопределенной для компонент скорости и множителя 

.λ  Условие единственности решения системы (7) и является недостающим уравнением для 
замыкания системы в напряжениях.

Дифференциальные уравнения для поля скоростей ( ), ,r zU U  из (7) имеет вид

	
1 2 3

1 1 1, , ,r r z r r z rU U U U U U U
r D r z D r z r D r

∂ ∂ ∂ ∂
= = + =

∂ ∂ ∂ ∂
	 (8)

где 1
1

1

,
r

I YD
I Y

θ σ

σ

σ β α
σ β α

− −
=

− −
 1

2
1

,
z

I YD
I Y

θ σ

σ

σ β α
σ β α

− −
=

− −
 1

3
( )

.
4 rz

I YD θ σσ β α
σ

− −
=

Первое и второе уравнения системы являются уравнениями в частных производных пер-
вого порядка для компонент скорости перемещений , ,r zU U  а третье уравнение является урав-
нением совместности скоростей перемещений. Оно является одной из форм уравнения дила-
тансии, связывающее объемную и сдвиговую деформации.

В предположении, что поле напряжений на плоскости ( , )r z  известно, первое уравнение 
системы (8) может быть проинтегрировано, в результате получим выражение для радиальной 
компоненты скорости

	 ( )( ) ( )
0

0
1

, exp ,
,

r

r r
r

dU U r z z
D z

ξ
ξ ξ

 
=  

  
∫ 	 (9)
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где 0( ( ), )rU r z z  – значение радиальной компоненты скорости на некоторой границе 0 ( ).r r z=
Значение радиальной компоненты скорости в области деформации позволяет проинтегри-

ровать второе уравнение системы (8) с учетом (9)

	 ( )( ) ( )( )
( ) ( )

0 0

0
0

2 1

,1, exp ,
, ,

z r
r

z z
z r

U r dU U r z r d
r D r D

η η ξ η
η ξ η ξ

 
= +  

  
∫ ∫ 	 (10)

где 0( , ( ))zU r z r  – значение осевой компоненты скорости на некоторой границе 0 ( ).z z r=
После исключения скоростей перемещений из уравнения дилатансии получим

	
( )

( ) ( ) ( )

0

0 0 0

3, 2, 2 1,
22 2 2 2

1 2 3 2 3 1

2 2

1,1, 1,
2 2 3

1 1 1

1 1
,

2 0.
, , ,

r
z r z

r

r r r
zz zz

r r r

D D r D D d
D D r D r D r D r D z

D dD d D d

D z D z D z

ξ

ξ ξ

ξξ ξ

ξ ξ ξ ξ ξ ξ

+
+ − − +

  

     + − + =
            

∫

∫ ∫ ∫
	 (11)

Уравнение (11) является уравнением дилатансии в напряжениях и замыкает систему урав-
нений в напряжениях.

Рассмотрим разрывы поля скоростей перемещений на непрерывном поле напряжений. 
Обозначим через ∑  линию разрыва скоростей. Выделим полосу шириной h  вблизи ,∑  n  – 
нормаль к линии разрыва, изменение скорости вдоль линии ∑ будем считать конечным (рис. 1).

В локальной системе координат ( ),n τ  уравнения (8) представим в виде

	
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )
1 2

3

1 1, ,

1 .

r r
r r r r z z z z

r
r z r r z r z z

U UU n U U n U
n D r n D r

UU n U U n U
n n D r

τ τ
τ τ

τ τ
τ τ

∂ ∂ ∂ ∂
+ = + =

∂ ∂ ∂ ∂
∂ ∂ ∂ ∂

+ + + =
∂ ∂ ∂ ∂

	 (12)

Интегрируя первое уравнение (12) вдоль нормали n  в тонком переходном слое, при 0,h →  
получим

	 ( )
1

.r r
r r r r

U UU U n h h
D r

τ
τ

+ −  ∂ − + =   ∂   
	 (13)

Так как 0,h →  то уравнение (13) примет вид
	 [ ] 0,r rU n = 	 (14)

где [ ]r r rU U U+ −= −  – скачок радиальной компоненты скорости.
Аналогично из двух оставшихся уравнений системы (12)
	 [ ] 0,z zU n =   [ ] [ ] 0.r z z rU n U n+ = 	 (15)

Рис.1. Схематическое изображение линии разрыва Y
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В силу того, что второе уравнение (15) является уравнением совместности для уравнения 
(14) и первого уравнения (15), разрывы скоростей на непрерывном поле напряжений отсут-
ствуют.

Ассоциированный закон течения для кососимметричных компонент напряжений и дефор-
маций, состоящий в ортогональности кососимметричного тензора скоростей микровращений 

[ ]ijε  к поверхности текучести 2 ( , ) 0mσΦ =  в пространстве 2[ ] 1( , ),I Iσ σ  устанавливает соотношение
	 [ ] [ ]2 , ( , 1, 2,3),ij ij i jε µσ= = 	 (16)

где µ  – неопределенный множитель Лагранжа.
Для случая 1 0α ≠  имеет место аналогичное соотношение для градиентов кососимметрич-

ных компонент скоростей деформации
	 [ ], 1 [ ]2 , ( , , , 1, 2,3).ikl kl j ijm i j k lε ε µα= = 	 (17)

Здесь [ ] ( )ij ijk k kε ε ω ϕ= −  , где 1 ,
2k ijk i juω ε=   – угловая скорость вращения элемента вместе с 

полем скоростей перемещений, kϕ  – угловая скорость собственного микровращения элемен-
та, [ ]ijm  – тензор моментных напряжений, ijkε  – альтернирующий тензор ( 1ijkε =  при , ,i j k 
составляющих четную перестановку из 1, 2, 3, 1ijkε = −  при , ,i j k  составляющих нечетную 
перестановку из 1, 2, 3, 0ijkε =  в остальных случаях).

Так как ненулевыми компонентами напряжений являются , , , , ,rr zz rz zrθθσ σ σ σ σ  то ненуле-
выми компонентами пары сил будут , , .z zm m mθθ θ θ

В силу выше сказанного из (17) имеем
	 [12],3 1 [33]2 ,mε µα=  [13],3 1 [23]2 ,mε µα=  [12],2 1 [32]2 .mε µα= 	 (18)

Так как ijε  не зависит от ,θ  в силу (6),то из первого уравнения (18) следует что 33 0,m =  из 
второго уравнения (18) следует что 23 0.m =  Из третьего уравнения (18), в силу того что 

[ ] ( ),ij ijk k kε ε ω ϕ= −   с учетом (16), после исключения µ  получаем

	 ( )3 3 32
1

[12]

ln
.

d m
z

ω ϕ
α

σ
−

=
∂



	 (19)

Уравнение (19) является уравнением для определения угловой скорости собственного ми-
кровращения элемента 3,ϕ  1 2 0.ϕ ϕ= = 

Для случая малого 1α  уравнение (19) имеет решение
	 3 3 const,ϕ ω= +

откуда следует, что превышения угловой скорости микровращения 3ϕ  и угловой скорости 
3ω  – одинаковы, т. е.

	 3 3.ϕ ω∆ = ∆
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УДК 539.3

ЭКСПЕРИМЕНТЫ ПО ОПРЕДЕЛЕНИЮ ОРИЕНТАЦИИ 
ГЛАВНЫХ ОСЕЙ АНИЗОТРОПИИ ОРТОТРОПНОГО МАТЕРИАЛА

Тульский государственный университет

Д. В. Христич, Д. А. Сухоруков, М. Ю. Соколова

Аннотация. Выполнены эксперименты по одноосному сжатию образцов ортотропного 
материала в рамках разработанной программы по идентификации типа начальной упру-
гой анизотропии. Измеренные в опытах деформации образцов позволяют вычислить 
компоненты тензора деформации, возникающих в материале при всестороннем сжатии. 
Найдены главные оси этого тензора деформаций, которые являются главными осями 
анизотропии материала. Результаты обработки экспериментальных данных показывают, 
что найденные направления главных осей анизотропии соответствуют их положению в 
материале, из которого вырезаны образцы.
Ключевые слова: анизотропные материалы, упругие свойства, идентификация, програм-
ма экспериментов, эксперименты.

Введение

Многие современные материалы обладают анизотропией механических, в том числе упру-
гих, свойств, которая обусловлена их структурой на макроуровне или строением кристалли-
ческой решетки. Для классификации материалов по типу начальной упругой анизотропии в 
работах [1, 4] были разработаны программы механических экспериментов с макрообразцами, 
включающие опыты на одноосное сжатие, двухосное растяжение-сжатие и сдвиг. В статьях 
[2, 3] было выполнено компьютерное моделирование экспериментов по идентификации типа 
анизотропных упругих материалов. Оценка погрешности измерений показывает, что предло-
женные эксперименты позволяют достаточно точно определить тип анизотропного материала.

Целью работы является применение предложенной программы экспериментов для опреде-
ления положения главных осей анизотропии материала в пространстве. Для этого использу-
ются три опыта по одноосному сжатию образца, заменяющие в силу линейности закона Гука, 
опыт по всестороннему сжатию. Эти опыты реализованы на образцах кубической формы с 
ребром 40a =  мм, вырезанных из древесины под произвольным углом к ее волокнам. Древе-
сина обладает цилиндрической ортотропией, но на большом удалении от центра ствола мож-
но пренебречь криволинейностью и считать дерево ортотропным материалом.

1. Измерение деформаций образца в эксперименте

Одноосное сжатие образцов в каждом эксперименте выполняется вдоль оси 3eË  лабора-
торной системы координат. Деформации образцов в каждом опыте измеряются в локальных 
системах координат, связанных с образцами, с базисом 1,e  2 ,e  3.e  Базисы лабораторной и 
локальных систем координат для каждого эксперимента изображены на рис. 1.

Деформации в экспериментах измеряются тензодатчиками 1,d  2 ,d  3,d  4 ,d  5 ,d  6 ,d  поло-
жение которых на образцах показано на рис. 1. В каждом опыте производятся измерения в 
шести направлениях. Для снятия показаний одновременно с шести тензодатчиков использу-
ется тензометр – устройство-концентратор, состоящее из нескольких тензодатчиков и позво-
ляющее снимать показания одновременно в нескольких направлениях. Такой тензометр был 
разработан на основе программируемой платформы Arduino. В эксперименте применялись 
тензорезисторы BF350-3AA.
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Рис. 1. Системы координат и положение тензодатчиков на образце в каждом эксперименте

Представим показания деформаций с каждого тензодатчика в виде вектора
	 ( ) ( )( ) ,i ii ε=d l

где ( )il  – единичный вектор, задающий ориентацию каждого тензодатчика относительно ло-
кального базиса. Тогда

	 ( ) ( ) ( ) ,i i iε = ⋅ ⋅l lε    1,2,...,6,i =
где ε  – тензор деформаций образца.

Положение датчиков в первой схеме нагружения определяется векторами

	
( ) ( )

( )

(1) 3 (2) 1 3 (3) 2 3

(4) 1 (5) 1 2 (6) 2

1 1, , ,
2 2

1, , .
2

= = + = +

= = + =

l e l e e l e e

l e l e e l e

Обозначим тензор деформаций, возникающих в образце при нагружении 1 1,
I σ= −S e e

	 ,I I
ij i jε= e eε

тогда измеренные деформации связаны с компонентами тензора деформаций Iε  выражениями

	

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

(1) 3 3 33 (2) 1 3 1 3 11 13 33

(3) 2 3 2 3 22 23 33 (4) 1 1 11

(5) 1 2 1 2 11 12 22 (6) 2 2 22

1 1, ,
2 2

1 1 , ,
2 2
1 1 , .
2 2

I I I I I I I I

I I I I I I I I

I I I I I I I I

ε ε ε ε ε ε

ε ε ε ε ε ε

ε ε ε ε ε ε

= ⋅ ⋅ = = + ⋅ ⋅ + = + +

= + ⋅ ⋅ + = + + = ⋅ ⋅ =

= + ⋅ ⋅ + = + + = ⋅ ⋅ =

e e e e e e

e e e e e e

e e e e e e

ε ε

ε ε

ε ε

	 (1)

Из формул (1) выразим компоненты тензора деформации I
ijε  через измеряемые тензодат-

чиками деформации ( )
I
iε :

	
( ) ( ) ( )

11 (4) 22 (6) 33 (1)

12 (5) (4) (6) 13 (2) (4) (1) 23 (3) (6) (4)

, , ,

1 1 1, , .
2 2 2

I I I I I I

I I I I I I I I I I I I

ε ε ε ε ε ε

ε ε ε ε ε ε ε ε ε ε ε ε

= = =

= − + = − + = − +
	 (2)

Эти соотношения определяют тензор деформации Iε  для первой схемы нагружения (рис. 1).
Аналогично деформации определяются для второй ( IIε ) и третьей ( IIIε ) схем. Для второй 

схемы нагружения ( 2 2
II σ= −S e e ):

	
( ) ( )

( )

(1) 1 (2) 1 2 (3) 1 3

(4) 2 (5) 1 2 (6) 3

1 1, , ,
2 2
1, , ;
2

e

= = + = +

= = + =

l e l e e l e e

l e l e e l 
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( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

(1) 1 1 11 (2) 1 2 1 2 11 12 22

(3) 1 3 1 3 11 13 33 (4) 2 2 22

(5) 2 3 2 3 22 23 33 (6) 3 3 3

1 1, ,
2 2

1 1 , ,
2 2
1 1 ,
2 2

II II II II II II II II

II II II II II II II II

II II II II II II II

ε ε ε ε ε ε

ε ε ε ε ε ε

ε ε ε ε ε ε

= ⋅ ⋅ = = + ⋅ ⋅ + = + +

= + ⋅ ⋅ + = + + = ⋅ ⋅ =

= + ⋅ ⋅ + = + + = ⋅ ⋅ =

e e e e e e

e e e e e e

e e e e e e

ε ε

ε ε

ε ε 3 .II

	 (3)

Из формул (3) выразим компоненты тензора деформации II
ijε  через измеряемые тензодат-

чиками деформации ( )
II
iε :

	
( ) ( ) ( )

11 (1) 22 (4) 33 (6)

12 (2) (1) (4) 13 (3) (3) (6) 23 (5) (4) (6)

, ,

1 1 1, , .
2 2 2

II II II II II II

II II II II II II II II II II II II

ε ε ε ε ε ε

ε ε ε ε ε ε ε ε ε ε ε ε

= = =

= − + = − + = − +
	 (4)

Для третьей схемы нагружения ( 3 3
III σ= −S e e ):

	
( ) ( )

( )

(1) 2 (2) 2 3 (3) 1 2

(4) 3 (5) 1 3 (6) 1

1 1, , ,
2 2

1, , ;
2

= = + = +

= = + =

l e l e e l e e

l e l e e l e

	

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

(1) 2 2 22 (2) 2 3 2 3 22 23 33

(3) 1 2 1 2 11 12 22 (4) 3 3 33

(5) 1 3 1 3 11 13 33

1 1, ,
2 2

1 1 , ,
2 2
1 1
2 2

III III III III III III III III

III III III III III III II III

III III III III III

ε ε ε ε ε ε

ε ε ε ε ε ε

ε ε ε ε

= ⋅ ⋅ = = + ⋅ ⋅ + = + +

= + ⋅ ⋅ + = + + = ⋅ ⋅ =

= + ⋅ ⋅ + = + +

e e e e e e

e e e e e e

e e e e

ε ε

ε ε

ε (6) 1 1 11, .III II IIIε ε= ⋅ ⋅ =e eε

Компоненты тензора деформаций для третьей схемы нагружения примут вид:

	
( ) ( ) ( )

11 (6) 22 (1) 33 (4)

12 (3) (6) (1) 13 (5) (6) (4) 23 (2) (1) (4)

, , ,

1 1 1, , .
2 2 2

III III III III III III

III III III III III III III III III III III III

ε ε ε ε ε ε

ε ε ε ε ε ε ε ε ε ε ε ε

= = =

= − + = − + = − +
	 (5)

В силу линейности связи между напряжениями и деформациями и в соответствии с 
принципом суперпозиции тензор деформаций, соответствующий всестороннему сжатию 

I II III= + + =S S S S ( )1 1 2 2 3 3 ,σ= − + +e e e e e e  можно представить в виде:

	 , .I II III I II III
ij ij ij ijε ε ε ε= + + = + +ε ε ε ε 	 (6)

Выражения его компонент через измеренные показания тензодатчиков в соответствии с 
формулами (2), (4), (5) имеют вид:

	
( )

11 (4) (1) (6) 22 (6) (4) (1) 33 (1) (6) (4)

12 (5) (2) (3) (4) (6) (1) (4) (6) (1)

13 (2) (3) (5) (4) (1) (1) (6) (6

, , ,

1 ,
2
1
2

I II III I II III I II III

I II III I I II II III III

I II III I I II II

ε ε ε ε ε ε ε ε ε ε ε ε

ε ε ε ε ε ε ε ε ε ε

ε ε ε ε ε ε ε ε ε

= + + = + + = + +

= + + − + + + + +

= + + − + + + +( )

( )

) (4)

23 (3) (5) (2) (6) (4) (4) (6) (1) (4)

,

1 .
2

III III

I II III I I II II III III

ε

ε ε ε ε ε ε ε ε ε ε

+

= + + − + + + + +

	 (7)
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2. Определение главных значений и главных осей 
тензора деформаций по данным опытов

Матрица компонент тензора деформаций (6), вычисленных на основе показаний тензодат-
чиков по формулам (7), имеет вид

	 ( )
4 5 5

5 4 5

5 5 3

7,1495 10 3,5313 10 3,3736 10
3,5313 10 1,6708 10 1,6301 10
3,3736 10 1,6301 10 1,2156 10

ijε

− − −

− − −

− − −

 − ⋅ − ⋅ − ⋅
 

= − ⋅ − ⋅ − ⋅ 
 − ⋅ − ⋅ − ⋅ 

.

Решая характеристическое уравнение 3 2
1 2 3( ) ( ) ( ) 0,I I Iε ε ε− + − =ε ε ε  где 1( ),I ε  2 ( ),I ε  3 ( )I ε  – 

алгебраические инварианты тензора ,ε  найдем главные значения тензора деформаций (6):
	 3 4 4

1 2 31, 2182 10 , 7,1481 10 , 1,6462 10 .ε ε ε− − −= − ⋅ = − ⋅ = − ⋅ 	 (8)
Главные векторы тензора ,ε  соответствующие собственным значениям (8), в лаборатор-

ном базисе имеют компоненты

	
{ }
{ }
{ }

1

2

3

0,068; 0,018; 0,998 ,

0,996; 0,062; 0,069 ,

0,063; 0,998; 0,013 .

=

= − −

= − −

a

a

a

	 (9)

Ортонормированные векторы (9) определяют направления главных осей анизотропии в 
исследуемом образце. Найденные главные оси анизотропии 1,a  2 ,a  3a  с точностью до 5°  со-
впадают с направлениями векторов 3 ,eË  1 ,eË  2eË  лабораторной системы координат соответ-
ственно. 

Заключение

Образцы для экспериментов, результаты которых использованы в работе, вырезаны так, 
что одно ребро куба направлено параллельно оси ствола дерева (вдоль волокон древесины), 
второе – перпендикулярно оси ствола (поперек волокон и годовых колец), третье – по каса-
тельной к годовым кольцам. Таким образом, ориентация главных осей анизотропии в образце 
исследуемого ортотропного материала, определенная по результатам экспериментов, соответ-
ствует направлениям, в которых были вырезаны образцы, с большой точностью.

Литература

1. Соколова, М. Ю. Программа экспериментов по определению типа начальной упругой 
анизотропии материала / М. Ю. Соколова, Д. В. Христич // Прикладная механика и техниче-
ская физика. – 2015. – Т. 56. – № 5. – С. 205–213.

2. Христич, Д. В. Численное моделирование экспериментов по определению типа началь-
ной анизотропии упругих материалов / Д. В. Христич, Ю. В. Астапов // Вычислительная меха-
ника сплошных сред. – 2015. – Т. 8. – № 4. – С. 386–396.

3. Христич, Д. В. Численная симуляция экспериментов по определению типа начальной 
анизотропии упругого материала / Д. В. Христич, Д. А. Сухоруков, М. Ю. Соколова // Уче-
ные записки Казанского университета. Серия Физико-математические науки. – 2021. – Т. 163, 
кн. 2. – С. 214–225.

4. Khristich, D. Determining the type of initial anisotropy of elastic material from a series of ex-
periments / D. Khristich, S. T. Nguyen, D. Sukhorukov // IOP Conference Series: Journal of Physics: 
Conference Series. – 2020. – Vol. 1479. – 012139.



1345

УДК 624.014.27:628.145.5

НАПРЯЖЕННО-ДЕФОРМИРОВАННОЕ СОСТОЯНИЕ ГОФРИРОВАННЫХ 
ВОДОПРОПУСКНЫХ ТРУБ НА ОДНОСТОРОННЕМ УПРУГОМ ОСНОВАНИИ 

НА ОСНОВЕ ПОЛУБЕЗМОМЕНТНОЙ ТЕОРИИ ОБОЛОЧЕК

Воронежский государственный технический университет

А. В. Черников, В. А. Козлов

Аннотация. Предлагается подход к определению напряженно-деформированного состо-
яния металлических гофрированных водопропускных труб (МГТ). Труба рассматрива-
ется как тонкостенная конструктивно ортотропная оболочка на одностороннем упругом 
основании винклеровского типа. На основе полубезмоментной теории оболочек В.З. 
Власова представлен вывод разрешающих уравнений для перемещений и основных вну-
тренних усилий. Приводится пример расчета водопропускной трубы по предложенной 
методике и выносятся численные результаты расчета.
Ключевые слова: металлическая гофрированная труба (МГТ), металлические гофриро-
ванные конструкции (МГК), водопропускная труба, полубезмоментная теория оболо-
чек, упругое основание, односторонние связи, напряженно-деформированное состояние 
(НДС), ортотропная оболочка, коэффициент постели, упругий отпор грунта.

Введение

Металлические гофрированные трубы (МГТ) – это легкие, экономичные, быстрые в монта-
же и не требующие устройства специального основания сооружения. Они неизменно остают-
ся наиболее выгодным типом конструкции в дорожном строительстве. Экономия достигается 
за счет эффективного использования конструкции МГТ совместно с окружающим грунтом 
[7]. Но для проектирования таких комбинированных систем требуется точная и адекватная 
методика расчета. МГТ представляет собой тонкую гибкую конструктивно ортотропную обо-
лочку с малой поперечной жесткостью. Статическое равновесие же обеспечивается за счет 
упругого отпора грунта засыпки. В работе предлагается и апробируется методика оценки НДС 
на основе полубезмоментной теории оболочек с учетом одностороннего упругого основания.

1. Основные расчетные положения

Возможность и целесообразность применения полубезмоментной теории к расчету гофри-
рованных водопропускных труб были рассмотрены в работе [11, 12]. Главной особенностью 
данной теории является то, что моментное состояние учитывается только в плоскости попе-
речного сечения оболочки. Запишем основные принятые гипотезы:

1) нормаль, проведенная к срединной поверхности оболочки до её деформации, остаётся 
перпендикулярной к ней после деформации (гипотеза Кирхгофа – Лява);

2) оболочка считается тонкой: / 0,05;Rδ ≤
3) длина оболочки как минимум в несколько раз превосходит радиус срединной поверхно-

сти: ;L R>>
4) характер изменения всех характерных функций (перемещений, напряжений, усилий) 

в продольном направлении полагается существенно более плавным, чем в окружном направ-
лении: 2 2 2 2/ /f fα β∂ ∂ << ∂ ∂  [9];

5) модель упругого основания типа Фусса – Винклера.
Компоненты внутренних усилий полубезмоментной теории для элементарного элемента 

оболочки приведены на рис. 1. Для компонентов перемещений приняты следующие обозначе-
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ния: u  – продольное перемещение; v  – окружное перемещение; w  – радиальное перемещение. 
Принята цилиндрическая система координат, приведенная к безразмерной через коэффици-
ент пропорциональности, равный радиусу R  срединной поверхности оболочки: 1 / ,s Rα =  

2 / .s Rβ =

2. Вывод основных разрешающих уравнений

Запишем основное разрешающее уравнение полубезмоментной теории. В различных вари-
антах оно было получено в монографиях [1, 2, 4, 6].

	 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
4 8 6 4

4 8 6

3

2 4

, , , ,
2 , ,D R F

R Eh Eh
α β α β α β α β

α β
α β β β

∂ Φ ∂ Φ ∂ Φ ∂ Φ
+ ⋅ +

∂ ∂ ∂


+ = 

 ∂
	 (1)

где R  – радиус срединной поверхности оболочки; h  – толщина стенки оболочки; E  – модуль 
упругости; D  – цилиндрическая жесткость; h  – приведенная толщина стенки в окружном 
направлении для ортотропной оболочки, эквивалентной гладкой; Jãîôð  – момент инерции 
гофрированной полосы единичной длины; b  – единичная длина полосы,

	
( )

3

2
;

12 1
EhD

µ
=

−
 3

12
,

J
h

b
⋅

= ãîôð

( ),F α β  – функция нагрузки, разложенная на продольную, окружную и радиальную составля-
ющие ( )1 , ,f α β  ( )2 , ,f α β  ( )3 ,f α β  соответственно

	 ( ) ( ) ( ) ( )2
1 2 3

2

, , ,
, .F

f f fα β α β α β
α β

α β β
∂ ∂ ∂

= − + +
∂ ∂ ∂

	 (2)

Уравнение (1) служит для определения основной функции ( ), ,α βΦ  через которую пере-
мещения и основные внутренние усилия выражаются по представленным зависимостям:

	 ( ),1 ;u
R

α β
α

∂Φ
= ⋅

∂
 ( ),1 ;v

R
α β
β

∂Φ
= − ⋅

∂
 ( )2

2

,1 ;w
R

α β
β

∂ Φ
= ⋅

∂

	 ( )2

1 2 2

,
;EhN

R
α β

α
∂ Φ

= ⋅
∂

 ( ) ( ) ( ) ( )2 4 2

2 3 4 2 4 2

, , ,
, ;DN R f

R
α β α β α β

α β
β β β

 ∂ Φ ∂ Φ ∂ Φ
= ⋅ − ⋅ ⋅ + 

∂ ∂ ∂ 
	 (3)

	 ( ) ( )4 2

2 3 4 2

, ,
.DM

R
α β α β

β β
 ∂ Φ ∂ Φ

= − ⋅ + 
∂ ∂ 

Рис. 1. Компоненты внутренних усилий
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Для учета взаимодействия оболочки с упругим основанием грунта засыпки введем допол-
нительные слагаемые к функции нагрузки (2) и перепишем её в следующем виде:

	 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 2
1 2 2 3 3

2 2

, , , , ,
,

f f f
F

f fα β α β α β α β α β
α β

α β β β β
′ ′ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ 

= − + + + +  ∂ ∂ ∂ ∂ ∂   
	 (4)

здесь ( )2 , ,f α β′  ( )3 ,f α β′  – касательный и нормальный компоненты упругого отпора, при этом  
интенсивность дополнительного давления (упругого отпора) связывается с перемещениями 
внешней поверхности оболочки следующими линейными зависимостями:

	 ( )2 , ;tf k vα β′ = − ⋅  ( )3 , ,nf k wα β′ = − ⋅ 	 (5)
где ,tk  nk  – коэффициенты сопротивления грунта тангенциальному и радиальному переме-
щениям соответственно (коэффициенты постели), nk  определяется по известной формуле 
Б. Г. Галеркина [3], tk  – в соответствии с рекомендациями Л. М. Емельянова [5]:

	
( )

;
1n

E
k

R µ
=

⋅ +
ãð

ãð

 0 tan ,t nk k ϕ≤ ≤ ⋅

где ,Eãð  ,µãð  ϕ  – модуль деформации, коэффициент поперечной деформации (Пуассона) и 
угол трения грунта соответственно.

Теперь, с учетом (4), правая часть уравнения (1) зависит от перемещений v  и .w  Для рас-
крытия этой связи воспользуемся соответствующими выражениями (3). Подставляя их в (5), а 
затем (5) в (4) после всех преобразований будем иметь следующее уравнение для основной 
функции:

	 ( ) ( ) ( ) ( )4 8 6 4

624 8 4

, , , ,
2D

R Eh
α β α β α β α β

α β β β
∂ Φ ∂ Φ ∂ Φ ∂ Φ

+ ⋅
 

+ − 


+
∂ ∂ ∂ ∂

	 ( ) ( ) ( )
2 4

2

2 3

4

, ,
, .t n

R Rk k F
Eh Eh

α β α β
α β

β β
∂ Φ ∂ Φ

−
∂ ∂


− ⋅ ⋅ = 

 
	 (6)

Для решения основного уравнения (6) применяется вариационный метод Л.В. Канторови-
ча и В. З. Власова [10]. При этом двумерная задача приводится к одномерной, путем замены 
функции двух переменных на произведение двух функций по каждой переменной. Одна функ-
ция задается, вторая подлежит определению. Интегрирование производится в рядах. Задан-
ной принимаем функцию от угловой координаты ( ).β  Вспомогательная функция ( ),α βΦ  и 
функция i-го компонента нагрузки ( ),if α β  раскладываются в тригонометрический ряд с 
учетом симметрии:

	 ( ) ( ) ( )
2

, cos ;n
n

nα β α β
∞

=

Φ = Φ ⋅∑ 	 (7)

	 ( ) ( ) ( )1,3
2

, cos ;in
n

f f nα β α β
∞

=

= ⋅∑  ( ) ( ) ( )2
2

, sin .in
n

f f nα β α β
∞

=

= ⋅∑ 	 (8)

Ряд начинается со второго члена. Поскольку при 0n =  полубезмоментная теория неприме-
нима, а при 1n =  более корректное решение дает безмоментная теория [1].

Подставляя разложения (7) и (8) в уравнение (6), дифференцируя по переменной β  задан-
ной функции и сокращая общие множители содержащие переменную ,β  получим обыкно-
венное дифференциальное уравнение для функции ( )n αΦ  соответствующее n-му члену раз-
ложения основной функции ( ), :α βΦ

	 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
4 2 324 2 2 4

4 21 ,n
t n n n

d D R Rn n k n k n F
d R Eh Eh Eh

α
α α

α
Φ  

+ − + ⋅ + ⋅ Φ = 
 

	 (9)
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где ( )nF α  – функция, соответствующая n -му члену разложения функции ( ), :F α β

	 ( ) ( ) ( ) ( )1 2
2 3 ;n

n n n

df
F n f n f

d
α

α α α
α

= − + ⋅ − ⋅

( )inf α  – коэффициент для n-го члена разложения нагрузки, определяемый по ф. Эйлера [4]

	 ( )1 cos .in if q n d
π

π

β β
π −

= ⋅ ⋅∫ 	 (10)

Уравнение (9) приводится к известному виду, для задачи балки на упругом основании:

	 ( ) ( ) ( )
4 3

4
4 4 ,n

n n n

d Rj F
d Eh

α
α α

α
Φ

+ ⋅ ⋅Φ = 	 (11)

где nj  – приведенный коэффициент перед ( ) ,n αΦ  второе слагаемое в подкоренном выраже-
нии которого соответствует упругому взаимодействию с грунтом засыпки:

	
( )3 2 44 2 2 2

4
2 2

( 1) .
48(1 ) 4

t n
n

k n k nn n h Rj
R h Ehµ

⋅ + ⋅−
= ⋅ + ⋅

−
Общее решение неоднородного дифференциального уравнения (11) с использованием 

функций А. Н. Крылова [8] имеет следующий вид:
	 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )0

1 1 2 2 3 3 4 4 .n n n n n nC K j C K j C K j C K jα α α α αΦ = Φ + ⋅ + ⋅ + ⋅ + ⋅ 	 (12)
Функции А. Н. Крылова имеют ряд особенностей полезных для дальнейших преобразова-

ний. Во-первых, связаны между собой простыми дифференциальными зависимостями; 
во-вторых, при нулевом аргументе функции 2 ,K  3,K  4K  принимают нулевое значение, функ-
ция 1K  – значение 1. Сами функции и их производные приведены в табл. 1.

Таблица 1
Функции А. Н. Крылова Производные

( ) ( ) ( )1 ch cosn n nK j j jα α α= ⋅ ( ) ( )1 44n n n
d K j j K j

d
α α

α
= − ⋅ ⋅

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )2
1 ch sin sh cos
2n n n n nK j j j j jα α α α α= ⋅ ⋅ + ⋅ ( ) ( )2 1n n n

d K j j K j
d

α α
α

= ⋅

( ) ( ) ( )3
1 sh sin
2n n nK j j jα α α= ⋅ ⋅ ( ) ( )3 2n n n

d K j j K j
d

α α
α

= ⋅

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )4
1 ch sin sh cos
4n n n n nK j j j j jα α α α α= ⋅ ⋅ − ⋅ ( ) ( )4 3n n n

d K j j K j
d

α α
α

= ⋅

Если положить, в соответствии с 4-й гипотезой, характер изменения функции нагрузки в 
продольном направлении достаточно плавным, тогда, пренебрегая четвертой производной от 

( ) ,n αΦ  можно записать частное решение в виде:

	 ( ) 3
0

4 .
4

n
n

n

F R
J Eh
α

Φ = ⋅
⋅

	 (13)

3. Граничные условия, определение постоянных интегрирования, 
вывод разрешающих уравнений

Для определения постоянных интегрирования 1,C  2 ,C  3,C  4C  принимаем граничные усло-
вия на торцах оболочки в смешанной форме – статические и кинематические. 
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	 ( ) 0;n n
nv
R

α= ⋅Φ =  ( )2

1 2 2 0.n
n

dEhN
R d

α
α

Φ
= ⋅ =

Сокращая постоянные коэффициенты, окончательно будем иметь:

	 ( ) 0;n αΦ =  ( )2

2 0.nd
d

α
α

Φ
= 	 (14)

Подставляя (12) и её производные в (14), получим следующую систему уравнений:

	

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )( ) ( ) ( )

3

1 1 1 2 2 1 3 3 1 4 4 14

1 3 1 2 4 1 3 1 1 4 2 1

3

1 1 2 2 2 2 3 3 2 4 4 24

1 3 2 2 4 2 3 1 2 4 2 2

0;
4

4 0;

0;
4

4 0.

n
n n n n

n

n n n n

n
n n n n

n

n n n n

F R C K j C K j C K j C K j
J Eh

C K j C K j C K j C K j

F R C K j C K j C K j C K j
J Eh

C K j C K j C K j C K j

α α α α

α α α α

α α α α

α α α α

⋅ + ⋅ + ⋅ + ⋅ + ⋅ =
⋅

− ⋅ ⋅ + ⋅ + ⋅ + ⋅ =

⋅ + ⋅ + ⋅ + ⋅ + ⋅ =
⋅

− ⋅ ⋅ + ⋅ + ⋅ + ⋅ =











	 (15)

где 1α  и 2α  – координаты торцов оболочки в безразмерной системе координат, принимая на-
чало отсчета на одном из торцов получим 1 0 / 0Rα = =  и 2 / .L Rα =

Воспользовавшись свойством функций А. Н. Крылова для функций с нулевым аргументом 
получим из первых 2-х уравнений системы (15) значения постоянных 1,C  3:C

	
3

1 4 ;
4

n

n

F RC
J Eh

= − ⋅
⋅

 3 0.C = 	 (16)

Вводя полученные постоянные в последние два уравнения системы (15) получим значения 
постоянных 2 ,C  4:C

	
3

2 24 ,
4

n

n

F RC
J Eh

ξ= ⋅ ⋅
⋅

 
3

4 44 ,
4

n

n

F RC
J Eh

ξ= − ⋅ ⋅
⋅

	 (17)

где 2ξ  и 4ξ  – коэффициенты, полученные в ходе преобразований:

	 ( )
( )

( ) ( )
( ) ( )

( )
( ) ( )

( )
( )

( ) ( )
( ) ( )

2 3
1

3 4 2
2 2

24 4
4

4

1
sh sin

,
4 ch cos

4

K K
K

K K K
KK K

K
K

λ λ
λ

λ λ λ λ λ
ξ

λλ λ λ λ
λ

λ

 
− +  − = − ⋅ = ⋅ +

+  ⋅ 

	

	

( ) ( )
( ) ( )

( )
( ) ( )

( ) ( )
( ) ( )

2 3
1

4
4 2

2
4

4

1
sh sin

2 .
ch cos

4

K K
K

K
K

K
K

λ λ
λ

λ λ λ
ξ

λ λ λ
λ

λ

 
− +  + = = ⋅  +

+  ⋅ 

где 2n n
Lj j
R

λ α= =  – аргумент функций А. Н. Крылова в 3-м и 4-м уравнении системы (15).

Подставляя частное решение (13) и значения постоянных интегрирования (16), (17) в об-
щее решение (12) после всех преобразований будем иметь следующее выражение для n -го 
члена разложения основной функции:

	 ( ) ( ) ( ) ( )( )
3

1 2 2 4 44 1 .
4

n
n n n n

n

F R K j K j K j
J Eh

α α ξ α ξ αΦ = ⋅ ⋅ − + ⋅ − ⋅
⋅

	 (18)

Окончательно запишем выражение (7) для основной функции с учетом (18):

	 ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )
3

1 2 2 4 44
2

, 1 cos .
4

n
n n n

n n

F R K j K j K j n
J Eh

α β α ξ α ξ α β
∞

=

Φ = ⋅ ⋅ − + ⋅ − ⋅ ⋅
⋅∑ 	 (19)
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Используя для основной функции выражение (19) получим выражения для перемещений и 
основных внутренних усилий из (3), учитывая симметрию. При этом бесконечный тригономе-
трический ряд ограничим количеством членов разложения ,N  обеспечивающим требуемую 
точность расчета.

	 ( ) ( ) ( )( ) ( )
2

4 2 1 4 33
2

4 cos ,
4

N
n

n n n
n n

F Ru K j K j K j n
J Eh

α ξ α ξ α β
=

= ⋅ ⋅ ⋅ + ⋅ − ⋅ ⋅
⋅∑ 	 (20)

	 ( ) ( ) ( )( ) ( )
2

1 2 2 4 44
2

1 cos ,
4

N
n

n n n
n n

F Rv n K j K j K j n
J Eh

α ξ α ξ α β
=

= − ⋅ ⋅ ⋅ − + ⋅ − ⋅ ⋅
⋅∑ 	 (21)

	 ( ) ( ) ( )( ) ( )
2

2
1 2 2 4 44

2
1 cos ,

4

N
n

n n n
n n

F Rw n K j K j K j n
J Eh

α ξ α ξ α β
=

= − ⋅ ⋅ ⋅ − + ⋅ − ⋅ ⋅
⋅∑ 	 (22)

	 ( ) ( ) ( ) ( )4
1 3 2 4 22

2
cos ,

4

N

n n n n
n n

RN F K j K j K j n
J

ξα ξ α α β
=

 = ⋅ ⋅ − ⋅ − ⋅ ⋅ 
 

∑ 	 (23)

( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )( )

34 2

2 3 1 2 2 4 442
2

1 1 1
412 1

N
n

n n n n
n n

n n F hN R f K j K j K j
R j h

α α ξ α ξ α
µ=

 −
 = ⋅ − ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ − + ⋅ − ⋅ ×
 ⋅− 

∑

	 ( )cos ,nβ× 	 (24)

	
( )
( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )

32 2

2 1 2 2 4 442
2

1
1 cos

412 1

N
n

n n n
n n

n n F hM K j K j K j n
j h

α ξ α ξ α β
µ=

−
= − ⋅ ⋅ ⋅ − + ⋅ − ⋅ ⋅

⋅−
∑ .	 (25)

4. Схема загружения

Принятая расчетная схема загружения гибких гофрированных водопропускных труб при-
ведена на рис. 2. Она состоит из компонентов активной нагрузки q  и реактивного сопротив-
ления грунта .q′

Активная нагрузка принимается равномерно распределен-
ной по поперечнику трубы и представлена собственным весом 
грунта и нагрузкой от подвижного транспорта (которую тоже 
можно представить распределённой, учитывая способность 
грунта распределять давление). Для дальнейших расчетов ак-
тивная нагрузка раскладывается на радиальную (нормальную) 
и окружную (тангенциальную) составляющие по следующим 
формулам

	 ( ) ( )2cos ;nq qβ β= ⋅  ( ) ( )1 sin 2 ,
2tq qβ β= ⋅ ⋅ 	 (26)

которые подставляется в качестве iq  в формулу (10) для даль-
нейшего расчета. 

Реактивное сопротивление грунта (упругий отпор) связано 
с перемещением поверхности оболочки в массиве грунта, яв-
ляющимся упругой средой. Влияние упругого отпора было 

учтено ранее при выводе разрешающих уравнений. Особенностью работы гибких труб явля-
ется формирование безотпорной зоны с центральным углом 2 ,β ′  где радиальные перемеще-
ния направлены к центру оболочки. В таком случае упругое основание начинает работать на 
растяжение, что противоречит физическому смыслу работы грунта. Поэтому для учета од-
ностороннего характера работы упругого основания вводится следующее условие для выра-
жений интенсивности упругого отпора грунта: 

Рис. 2. Схема загружения
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	 ( )2 , ;tf k vα β′ = − ⋅  ( )3 , nf k wα β′ = − ⋅  при 0;w >

	 ( )2 , 0;f α β′ =  ( )3 , 0f α β′ =  при 0.w ≤

5. Пример расчета

В качестве примера произведен расчет МГТ, исходные данные приведены в табл. 2. Резуль-
таты расчета НДС для среднего сечения водопропускной трубы приведены на рис. 3, 4 и в 
табл. 3. На рис. 5 приведены сводные эпюры для w  и 2M  в зависимости от сечения трубы.

Таблица 2
R h L Jãîôð

E µ H γ ãð Eãð µãð
ϕ

м м м м4/м кПа – м кН/м3 кПа – град.

0,75 0,002 20,0 73,2 10−× 82,1 10× 0,3 6,0 18,0 38,0 10× 0,4 30,0
где H  и γ ãð  – высота насыпи и удельный вес грунта засыпки соответственно.

Рис. 3. Эпюры осевых ( ),u  окружных ( )v  и радиальных ( )w  перемещений

Рис. 4. Эпюры основных внутренних усилий 1( ,N  2 ,N  2 )M

Рис. 5. Сводные эпюры для радиальных перемещений ( )w  и изгибающего момента 2( )M
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Таблица 3
Компонент 

НДС
0β =  

(замок)
β π=  

(лоток)
/ 2β π=  

(гор.)
Компонент 

НДС
0β =  

(замок)
β π=

(лоток)
/ 2β π=  

(гор.)
u  (мм) –0.039 –0.00117 0.00118

1N  (кН/м) 5.679 0.878 –0.878

v  (мм) –6.921 –1.164 1.343
2N  (кН/м) 14.491 –13.334 16.559

w  (мм) –14.177 –2.150 2.662
2M (кН∙м)/м –6.272 –0.523 0.973

Заключение

На основе полубезмоментной теории оболочек для металлических гофрированных водо-
пропускных труб были получены разрешающие уравнения для перемещений и основных вну-
тренних усилий в рядах. МГТ рассматривались как конструктивно ортотропные тонкостенные 
оболочки на одностороннем упругом основании типа Фусса-Винклера. Рассмотрен пример 
расчета МГТ и вынесены качественные и количественные результаты расчета. Полученный 
расчетный аппарат является достаточно универсальным и полным комплексом для оценки 
НДС и при этом не содержит в себе значительных ограничений и серьезных допущений, что 
позволяет в дальнейшем рассмотреть на его примере многие прикладные задачи, связанные с 
проектированием новых и мониторингом существующих МГТ.
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ИССЛЕДОВАНИЕ ПОГРЕШНОСТИ 
ДВУМЕРНОЙ БЫСТРОЙ ТРИГОНОМЕТРИЧЕСКОЙ ИНТЕРПОЛЯЦИИ
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А. Д. Чернышов1, В. В. Горяйнов2, С. Ф. Кузнецов1, Е. Н. Ковалева1

Аннотация. Рассмотрена быстрая тригонометрическая интерполяции функций двух пе-
ременных. Записаны компактные формулы определения коэффициентов Фурье быстрых 
разложений. Исследована абсолютную погрешность D аппроксимации функции и ее част-
ных производных до четвертого порядка при разном количестве членов ряда Фурье N. 
Вычислительные эксперименты показали, что с увеличением N точность аппроксимации 
функции и ее частных производных возрастает. С увеличением на один член ряда Фурье 
с двух до трех и с трех до четырех максимальное значение абсолютной погрешности Dmax 
уменьшается на порядок. При аппроксимации частных производных Dmax возрастает на 
порядок с увеличением порядка частной производной на единицу.
Ключевые слова: быстрые разложения, граничная функция, тригонометрическая интер-
поляция, погрешность, дифференцирование.

Введение

Большое количество работ по тригонометрической интерполяции содержит теоретиче-
ские исследования по приближению различных функций. Так, например, в работе [1] исследу-
ется тригонометрическая интерполяция функций Бесселя ( )nJ x  на дискретных множествах 
точек, расположенных равномерно в интервале [0, ]B  при заданном 0.B >  В [2] приводятся 
оценки для приближения периодических функций суммами Фурье и интерполяционными 
многочленами в пространствах Гёльдера. В [3] уточняются оценки, сделанные Гайером для 
ошибки, совершаемой при замене периодической функции f  на интерполяционный тригоно-
метрический полином. В [4] рассмотрены нечетные, 2π -периодические, непрерывные функ-
ции, представленные рядами Фурье. Поднимается вопрос о сходимости в метрике L  тригоно-
метрических интерполяционных синус-полиномов функций с монотонными и квазимонотон-
ными коэффициентами Фурье. В [5] предлагается метод граничного диффеоморфизма на-
чальной области на каноническую область и исследуется случай тригонометрической интер-
поляции на неоднородной сетке в начальной области. В [6] приводятся точечные оценки три-
гонометрической интерполяции. Статья [7] посвящена вопросу сходимости частных сумм 
двумерных тригонометрических интерполяционных полиномов. Установлена сходимость по 
Прингсхейму для функций двух переменных с ограниченной гармонической вариацией. В [8] 
представлены алгоритмы приближения периодических функций многих переменных триго-
нометрическими полиномами. Рассматриваются функции из периодических пространств Со-
болева смешанной гладкости. Основываясь на свойстве убывания коэффициентов Фурье 
функций, доказываются оценки погрешности.

Тригонометрическую интерполяцию чаще всего используют для улучшения качества об-
работки изображений [9] и восстановления периодических дискретных сигналов конечной 
длительности [10, 11]. Для решения инженерных задач интегро-дифференциального типа 
применение классической тригонометрической интерполяции на конечном отрезке проблема-
тично из-за невозможности ее дифференцирования в общем случае и большой ошибки меж-
ду интерполяционными точками. Устранение подобных недостатков можно осуществить при 
использовании быстрой тригонометрической интерполяции. Для одномерных случаев этой 
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интерполяции получены компактные формулы вычисления коэффициентов Фурье [12] и ис-
следована ее погрешность [13–17]. В данной работе будет описан двумерный вариант быстрой 
тригонометрической интерполяции и исследована ее погрешность для приближения функции 
двух переменных и ее частных производных.

1. Описание двумерной быстрой тригонометрической интерполяции

Функцию двух переменных ( ; )U x y  представим быстрым разложением по координате x 
[18], т. е. в виде суммы граничной функции и ряда Фурье по синусам

	 ( ) ( ) ( ) [ ] [ ]
1

6
1

; ; sin , 0; , 0; .
N

m
m

xU x y M x y u y m x a y b
a

π
=

= + ∈ ∈∑ 	 (1)

Здесь 1N  – число учитываемых членов в ряде Фурье по координате ,x  6 ( ; )M x y  – гранич-
ная функция шестого порядка
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решение которой находится по формуле [19]
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Далее, функции ( ),iA y  1..8i =  и коэффициенты Фурье ( ),mu y  11... ,m N=  определенные по 
формуле (3), представляем быстрым разложением по координате y
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В (4) обозначено через 2N  – число учитываемых членов в ряде Фурье по координате ,y  
( )

6 ( )A iM y  и ( )
6 ( )u mM y  – граничные функции шестого порядка
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Решение систем (5) и (6) соответственно находим по формулам [19]
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Найденные коэффициенты из (7) и (8) подставляем в разложения (4), которые, в свою оче-
редь, подставляем в (1). Таким образом, получаем быстрое разложение функцию двух пере-
менных ( ; ),U x y  где коэффициенты Фурье определены с помощью быстрой тригонометриче-
ской интерполяции. Следует отметить, что наносимые сетки на отрезках [0; ]a  и [0; ],b  
являются равномерными. 

2. Анализ полученных результатов и их обсуждение

В качестве исследуемой функции возьмем 
	 ( ) ( );  sin 1.2 ,U x y x yπ= 	 (9)

график которой представлен на рис. 1.
В вычислительных экспериментах примем 1a b= =  и 1 2 .N N N= =  Абсолютную погреш-

ность ∆  аппроксимации функции и ее частных производных будем определять при разном 
количестве членов ряда Фурье – 2,N =  3,N =  4,N =  5.N =  Для 3N =  графики абсолютных 
погрешностей функции (9) и ее частных производных изображены на рис. 2 – рис. 5.
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а) б)
Рис. 2. Абсолютная погрешность аппроксимации: 

а) функции U ; б) частной производной первого порядка U
x

∂
∂

а) б)
Рис. 3. Абсолютная погрешность аппроксимации частных производных 

второго порядка: а) 
2

2

U
x

∂
∂

; б) 
2U
x y

∂
∂ ∂

Рис. 1. График исследуемой функции
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а) б)
Рис. 4. Абсолютная погрешность аппроксимации частных производных 

третьего порядка: а) 
3

3

U
x

∂
∂

; б) 
3

2

U
x y
∂

∂ ∂

а) б)

в)
Рис. 5. Абсолютная погрешность аппроксимации частных производных 

четвертого поряка:      а) 
4

4

U
x

∂
∂

; б) 
4

3

U
x y
∂

∂ ∂
; в) 

4

2 2

U
x y
∂

∂ ∂



1358

На рис. 2 – рис. 5 точками на графиках показано месторасположение значения максималь-
ной абсолютной погрешности max .∆  Эксперименты показали, что 

	

2 2 3 3

max max max max max max2 2 3 3

3 3 4 4 4 4

max max max max max max2 2 4 4 3

, , ,

, ,

U U U U U U
x y x y x y

U U U U U U
x y x y x y x y x y

        ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∆ = ∆ ∆ = ∆ ∆ = ∆         ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂           
         ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂

∆ = ∆ ∆ = ∆ ∆ = ∆         ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂         
3 .

 
 
 

	 (10)

Поэтому на рис. 2 – рис. 5 приведены графики абсолютной погрешности не всех возмож-
ных частных производных, а только одной из двух, входящих в равенства (10). Численные 
значения максимальной абсолютной погрешности max∆  для функции и ее частных произво-
дных, полученные при 2,N =  3,N =  4,N =  5,N =  показаны в таблице. 

Таблица
Максимальная абсолютная погрешность max∆  аппроксимации функции (9) 

и ее частных производных
Исследуемая функция 

и ее частные производные
Количество членов ряда Фурье

2N = 3N = 4N = 5N =

( )max U∆ 41.10 10−⋅ 50.86 10−⋅ 61.27 10−⋅ 72.75 10−⋅

max max
U U
x y

 ∂ ∂ ∆ = ∆   ∂ ∂   
31.07 10−⋅ 41.12 10−⋅ 52.09 10−⋅ 65.42 10−⋅

2 2

max max2 2

U U
x y

   ∂ ∂
∆ = ∆   ∂ ∂   

21.48 10−⋅ 31.40 10−⋅ 43.24 10−⋅ 41.01 10−⋅

2

max
U

x y
 ∂

∆  ∂ ∂ 
22.80 10−⋅ 33.00 10−⋅ 45.55 10−⋅ 41.44 10−⋅

3 3

max max3 3

U U
x y

   ∂ ∂
∆ = ∆   ∂ ∂   

11.02 10−⋅ 21.95 10−⋅ 35.72 10−⋅ 32.16 10−⋅

3 3

max max2 2

U U
x y x y

   ∂ ∂
∆ = ∆   ∂ ∂ ∂ ∂   

11.70 10−⋅ 22.48 10−⋅ 35.69 10−⋅ 31.74 10−⋅

4 4

max max4 4

U U
x y

   ∂ ∂
∆ = ∆   ∂ ∂   

19.62 10−⋅ 12.49 10−⋅ 29.19 10−⋅ 24.17 10−⋅

4 4

max max3 3

U U
x y x y

   ∂ ∂
∆ = ∆   ∂ ∂ ∂ ∂   

1.20 12.41 10−⋅ 26.93 10−⋅ 22.56 10−⋅

4

max 2 2

U
x y

 ∂
∆  ∂ ∂ 

1.32 11.81 10−⋅ 24.61 10−⋅ 21.58 10−⋅

Как видно из графика (рис. 2а) max ( )U∆  достигается в двух точках 0.88,x ≈  1y =  и 1,x =  

0.88.y ≈  Для частных производных нечетного порядка ,U
x

∂
∂

 ,U
y

∂
∂

 
3

3 ,U
x

∂
∂

 
3

3

U
y

∂
∂

 и для смешан-

ной частной производной второго порядка 
2U
x y

∂
∂ ∂

 максимальная абсолютная погрешность max∆  

достигается в одной точке 1,x =  1y =  (см. рис. 2б, 3б, 4а). У частных производных по перемен-

ной x  четного порядка 
2

2 ,U
x

∂
∂

 
4

4

U
x

∂
∂

 и у смешанных частных производных 
3

2

U
x y
∂

∂ ∂
 и 

4

3

U
x y
∂

∂ ∂
 мак-
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симальная абсолютная погрешность max∆  находится на границе 1y =  (см. рис. 3а, 4б, 5а, и 5б). 

Если рассматривать частные производные по переменной у четного порядка 
2

2 ,U
y

∂
∂

 
4

4

U
y

∂
∂

 и сме-

шанные частные производные 
3

2

U
x y
∂

∂ ∂
 и 

4

3 ,U
x y
∂

∂ ∂
 то их максимальная абсолютная погрешность 

max∆  будет находиться на границе 1.x =  При вычислении абсолютной погрешности смешан-

ной частной производной четвертого порядка 
4

2 2

U
x y
∂

∂ ∂
 выяснилось, что месторасположение 

максимального значения max∆  зависит от .N  При 2N =  и 3N =  max∆  достигается в двух точ-
ках – по одной на каждой из границ 1x =  и 1y =  (рис. 5в), а при увеличении количества чле-
нов в рядах Фурье до четырех и пяти максимальное значение абсолютной погрешности max∆  
будет находиться только в одной точке – близкой к (1;1).

Анализируя данные табл. можно сделать вывод, что с увеличением N точность аппрокси-
мации функции и ее частных производных возрастает. Причем с увеличением на один член 
ряда Фурье с двух до трех и с трех до четырех max∆  уменьшается на порядок. При аппроксима-
ции частных производных max∆  возрастает на порядок с увеличением порядка частной произ-
водной на единицу.

Следует отметить, что используемые в быстрых разложениях (1), (5), (6) граничные функ-
ции шестого порядка позволяют проводить аппроксимацию частных производных до седьмо-
го порядка включительно. Аппроксимация частной производной восьмого порядка будет 
принимать значения частной производной (с определенной точностью) только внутри проме-
жутков (0; ),x a∈  (0; ),y b∈  а на границах ( 0,x =  ,x a=  0,y =  )y b=  будет расходиться. Поэ-
тому, если при решении краевой задачи возникает необходимость в аппроксимации произ-
водной восьмого порядка, то следует в быстрых разложениях (1), (5), (6) использовать 
граничные функции более высокого порядка, например восьмого 8.M  Для решения задач ме-
ханики деформируемого твердого тела наибольший интерес представляют исследования max∆  
для частных производных второго и четвертого порядков, т. к. эти частные производные чаще 
всего встречаются в описании напряженно деформированных состояний тел и пластин 
[20, 21]. Из табл. видно, что среди частных производных второго порядка наибольшая погреш-
ность max∆  возникает у смешанной частной производной 

2

,U
x y

∂
∂ ∂

 а среди частных производных 

четвертого порядка ‒ у 
4

4

U
x

∂
∂

 и 
4

4 .U
y

∂
∂

 Следовательно, при использовании двумерной быстрой 

тригонометрической интерполяции для решения краевых задач механики именно эти част-
ные производные будут вносить наибольший вклад в погрешность решения краевой задачи.

Заключение

Вычислительные эксперименты по исследованию абсолютной погрешности ∆  аппрокси-
мации функции двух переменных и ее частных производных до четвертого порядка включи-
тельно при разном количестве членов ряда Фурье N  показали, что с увеличением N  точность 
аппроксимации функции и ее частных производных возрастает. При использовании в бы-
стром разложении граничной функции шестого порядка и увеличении на один член ряда Фу-
рье с двух до трех и с трех до четырех максимальное значение абсолютной погрешности max∆  
уменьшается на порядок. При аппроксимации частных производных max∆  возрастает на поря-
док с увеличением порядка частной производной на единицу. Причем, среди частных произ-
водных второго порядка наибольшую погрешность max∆  имеет смешанная частная произво-
дная, а среди всех частных производных четвертого порядка наибольшая max∆  наблюдается у 
частных производных по x  и по .y  Таким образом, именно эти частные производные будут 
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вносить наибольший вклад в погрешность решения краевой задачи при использовании дву-
мерной быстрой тригонометрической интерполяции. 

Отметим, что быстрая тригонометрическая интерполяция с успехом применялась для ре-
шения различных краевых задач [22–25] и задачи Коши [26].
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УДК 536.21+517.95

ЭФФЕКТ ТЕМПЕРАТУРНОГО РЕЗОНАНСА В ОБОБЩЕННОМ СМЫСЛЕ 
И ВОЗМОЖНОСТЬ САМОВОЗГОРАНИЯ МАССЫ ПИЩЕВЫХ ПРОДУКТОВ,

ПОЛУЧЕННЫЕ МЕТОДОМ БЫСТРЫХ РАЗЛОЖЕНИЙ

1Воронежский государственный университет инженерных технологий
2Воронежский государственный технический университет

А. Д. Чернышов1, М. И. Попов1, С. Ф. Кузнецов1, О. Ю. Никифорова1, В. В. Горяйнов2

Аннотация. Получен критерий, при выполнении которого возможно существование 
температурного резонанса в обобщенном смысле внутри массы пищевых продуктов, 
имеющих прямоугольное сечение, когда температура может иметь большую амплитуду 
колебаний, и возникнуть начало процесса самовозгорания или сильного охлаждения. 
Метод быстрых разложений остается справедливым также и при задании быстрыми ос-
цилляциями как температуры на границе тела, так и внутреннего источника, что также 
представляет научный и прикладной интерес.
Ключевые слова: точные решения, их свойства, теплопроводность, внутренний источ-
ник, условия совместности, температурный резонанс, линейные граничные условия.

Введение

Прямоугольная область Ω


 – одна из простейших двумерных областей, для которых удоб-
но рассматривать различные свойства материалов. Приближенные решения для подобных 
форм тела обычно получают различными сеточными методами. Из последних работ можно 
отметить [1], в которой предложен сеточный метод с использованием специального тригоно-
метрического базиса, полнота тригонометрического базиса не обсуждается. В [2] предложен 
сеточный метод коллокаций и наименьших квадратов для невязки, применимый при решении 
многомерных нелинейных задач эллиптического типа. Метод показал свою эффективность и 
высокую точность (до 910− ). Решение неоднородной задачи с полиномиальной правой частью 
Пуассона приводится в [3], где исследована разрешимость третьей краевой задачи. В [4] полу-
чены точные решения при помощи группового анализа для упругой модели, записанной в пе-
ременных Эйлера при конечных деформациях. Анализ пластических деформаций во вращаю-
щемся цилиндре в условиях ползучести рассмотрен в [5]. При помощи быстрых разложений 
получены точные решения, используемые в различных физических процессах [6–8].

В настоящей статье использован один из вариантов метода быстрых разложений (БР) [9]. 
Метод опубликован и апробирован в работах [10–12] и других. Отличительными особенно-
стями метода являются:

– строгое математическое обоснование;
– получаемое приближенное решение пригодно не в отдельных элементах сетки, а сразу во 

всей области;
– решение имеет аналитический вид;
– высокая точность при рассмотрении криволинейных областей, порядка 2510−  и выше при 

необходимости (даже в нелинейных интегро-дифференциальных системах);
– применим для решения нелинейных многомерных задач, в том числе и с неизвестной 

границей раздела фаз типа задач Стефана.
Пусть ( ) ([0, ])pf x L aα∈  – классы функций Соболева – Лиувилля [13]. Для определения бы-

строго разложения ( )f x  на отрезке [0, ]a  используем понятия граничной функции 
2

1
( ) ( ),

q

q i i
i

M x A P x
+

=

= ∑  быстрых полиномов ( )iP x  и ряда Фурье для разности ( ) ( )qf x M x− =
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1
( ) ( )m m

m
x f R xψ

∞

=

= = ∑  по некоторым базисным функциям ( ).mR x  Здесь q  – порядок граничной 

функции ( ),qM x  равный порядку старшей производной, используемой в определении специ-
альной конструкции ( ).qM x  От граничных условий для данной ( )f x  на концах отрезка [0, ]a  
зависят: выбор быстрых полиномов ( ),iP x  конструкция граничной функции ( )qM x  и выбор 
базисных функций ( ),mR x  используемых в ряде Фурье ( ).xψ

Определение (быстрого разложения). Быстрым разложением ( )f x  на отрезке [0, ]a  будем 
называть сумму ( )qM x  и ( ):xψ

	 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2

1 1
, , .

q

q q i i m m
i m

f x M x x M x A P x x f R xψ ψ
+ ∞

= =

= + = =∑ ∑ 	 (1.1)

Коэффициенты ,i mA f  называются коэффициентами быстрого разложения.
Основное назначение граничной функции ( )qM x  и быстрых полиномов ( )iP x  – повысить 

скорость сходимости ряда Фурье ( )xψ  за счет быстрого уменьшения коэффициентов mf  с 
ростом номера .m  Покажем это на следующем примере.

Для определенности быстрое разложение (1.1) при 2q =  запишем в виде
	 ( ) ( ) ( )2 ,f x M x xψ= +

	 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2 3 3

2 0 1 0 ,
2 6 3 6 6

x x x x ax x axM x f f a f f a
a a a a

     ′′ ′′= − + + − − + −    
     

	 ( )
1

sin .m
m

xx f m
a

ψ π
∞

=

= ∑
Отсюда вычислим коэффициенты Фурье mf  для разности ( ) ( ):qf x M x−

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2 3 3

0

2 0 1 0 sin
2 6 3 6 6

a

m
x x x x ax x ax xf f x f f a f f a m dx

a a a a a a
π

      ′′ ′′= − − − − − − − − =     
      

∫

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2 3 3

0

2 0 1 0 cos
2 6 3 6 6

a x x x x ax x ax xf x f f a f f a d m
m a a a a a

π
π

      ′′ ′′= − − − − − − − − − =     
      

∫

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2 3 3

0

2 0 1 0 cos
2 6 3 6 6

a
x x x x ax x ax xf x f f a f f a m

m a a a a a
π

π
      ′′ ′′= − − − − − − − − − +     

      

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2 2

0

02 0 cos
2 3 2 6

a f f a x a x a xf x f x f a m dx
m a a a a

π
π

 −    
′ ′′ ′′+ + − − − − − =    

    
∫

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2 2

2 2
0

02 0 sin
2 3 2 6

a f f aa x a x a xf x f x f a d m
m a a a a

π
π

 −    
′ ′′ ′′= + − − − − − =    

    
∫

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2 2

2 2

0

02 0 sin
2 3 2 6

a
f f aa x a x a xf x f x f a m

m a a a a
π

π
 −    

′ ′′ ′′= + − − − − − −    
    

( ) ( ) ( )2 2
0

2 0 1 sin
aa x x xf x f f a m dx

m a a a
π

π
  ′′ ′′ ′′− − − − =    

∫

( ) ( ) ( )
2

3 3
0

2 0 1 cos
aa x x xf x f f a d m

m a a a
π

π
  ′′ ′′ ′′= − − − =    

∫

( ) ( ) ( )
2

3 3
0

2 0 1 cos
a

a x x xf x f f a m
m a a a

π
π

  ′′ ′′ ′′= − − − −    
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( ) ( ) ( )2

3 3
0

02 cos
a f f aa xf x m dx

m a a
π

π
′′ ′′− 

′′′− + = 
 

∫

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
3 3

4
4 4 4 4

0 0

02 2sin sin .
a af f aa x a xf x d m f x m dx

m a a m a
π π

π π
′′ ′′− 

′′′= − + = 
 

∫ ∫
Так как предполагается ( ) [0, ],f x x a′′′ < ∞ ∀ ∈  то отсюда видно, что mf  быстро убывают с 

ростом номера ,m  откуда следует быстрая сходимость ряда Фурье. При использовании гра-
ничной функции ( )qM x  q-го порядка коэффициенты Фурье mf  будут иметь закон убывания 

( )2~ ,q
mf m− +  т. е. с ростом q  скорость убывания ряда Фурье ( )xψ  существенно увеличивается.

Для условий Дирихле на концах отрезка [0, ],a  когда используется ряд по синусам, а также 
для условий Неймана при использовании ряда по косинусам, в [9] приведены рекуррентные 
интегральные выражения быстрых полиномов и соответственный вид граничных функций. 
Название ( )qM x  граничной функцией обосновано тем, что коэффициенты iA  в определении 

( )qM x  в (1.1) находятся из значений ( )f x  и её производных до q-го порядка включительно на 
границах отрезка [0, ].a

При использовании быстрых разложений естественно возникает вопрос о единственно-
сти. В этой связи докажем теорему о единственности.

Теорема. Пусть 4
1 2 2( ( ), ( )) ( [0, ])f x f x L x a∈ ∈  и коэффициенты быстрого разложения 1( )f x  и 

2 ( )f x  равны между собой соответственно (1) (2) ,i iA A=  (1) (2) .m mf f=  Тогда при всех [0, ]x a∈  вы-
полняется равенство 1 2( ) ( ).f x f x=

Доказательство. Из равенства (1) (2)
i iA A=  имеем (1) (2)( ) ( ).q qM x M x=  При выполнении усло-

вия (1) (2)
m mf f=  получаем (1) (2)( ) ( )x xψ ψ=  [0, ],x a∀ ∈  откуда следует доказательство теоремы.

Получение точных решений – одна из ветвей применимости метода БР. Точные аналити-
ческие решения для ограниченной области являются важными, так как позволяют увидеть 
некоторые закономерности, которые другими методами обнаружить не удавалось, например, 
температурный резонанс.

В данной работе для построения точных решений используется один из простейших вари-
антов пространства быстрых разложений 2 ( )Ch Ω



 [9] для граничных условий 1-го рода.

1. Постановка задачи и построение точного решения

Запишем уравнение теплопроводности для прямоугольника [ ]:a bΩ ×


	
( ) ( )

( ) ( ){ } ( )

2 2 2 2
0

4
2

, , 0,

0 , 0 , , , , ,

U x U y K U x y F x y

x a y b U x y F x y L

∂ ∂ + ∂ ∂ + + =

≤ ≤ ≤ ≤ ∈ Ω


	 (1.2)

где 4
2L  – классы функций Соболева – Лиувилля [13]. В некоторых работах уравнение (1.2) на-

зывают уравнением Эйлера – Лагранжа, в других предпочитают называть уравнением Гель-
мгольца. Здесь внутренний источник в форме 0 ( , )K U x y  зависит от температуры, поэтому его 
можно назвать индуцированным. Его присутствие может объясняться биологическими, или 
физическими, или иными свойствами материала. Вторая часть источника ( , )F x y  – активная, 
обусловленная наличием выделяющих или поглощающих тепло источников. Она зависит от 
координат прямоугольника ,Ω



 причем в точках ,Ω


 где ( , ) 0,F x y >  происходит тепловыде-
ление, если ( , ) 0F x y <  – теплопоглощение. Такие источники возможны в электропроводящих 
материалах, в которых при подаче электроэнергии выделяется тепло.

Граничные условия 1-го рода на каждой стороне Ω


 представим БР с граничной функцией 
порядка 2 как по переменной ,x  так и по переменной y  [14]:

	 ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

2

1

4

1 1,2 1, 1,2 1,0
1 1

4

2 2,2 2, 2,2 2,0
1 1

sin , ,

sin , ,

N

n q qx
n q

N

m p py
m p

yU f y M y f n M y g P y
b

xU f x M x f m M x g P x
a

π

π

=
= =

=
= =

= = + =

= = + =

∑ ∑

∑ ∑
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( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

2

1

4

1 1,2 1, 1,2 1,0
1 1

4

2 2,2 2, 2,2 2,0
1 1

sin , ,

sin , ,

N

n q qx
n q

N

m p py
m p

yU f y M y f n M y g P y
b

xU f x M x f m M x g P x
a

π

π

=
= =

=
= =

= = + =

= = + =

∑ ∑

∑ ∑
	 (1.3)

	
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

2

1

4

3 3,2 3, 3,2 3,
1 1

4
3

4 4,2 4, 4,2 4, 1 4 2
1 1

sin , ,

sin , , .

N

n q qx a
n q

N

m p py b
m p

yU f y M y f n M y g P y
b

xU f x M x f m M x g P x f f L
a

π

π

=
= =

=
= =

= = + =

= = + = ÷ ∈ Γ

∑ ∑

∑ ∑
Здесь количества слагаемых в тригонометрических суммах 1 2,N N  могут выбираться про-

извольными, но конечными. Данные суммы можно трактовать как частичные суммы рядов 
Фурье, но также и как просто конечные тригонометрические суммы с заданными коэффици-
ентами. В (1.3) быстрые полиномы ( )pP x  определяются интегралами :

	
( ) ( ) ( )

( ) ( )( ) ( )( )
1 2

2 2
0 0

1 , ,

, 3, 4,...
x a

p p p

P x x a P x x a

xP x P t dt dt P t dt dt p
a− −

= − =

= − =∫ ∫ ∫ ∫
	 (1.4)

В (1.3) использован один из простейших вариантов – второй порядок БР с быстрыми поли-
номами 1 4( ) ( ).P x P x÷  В (1.4) 1( ) ,P x  2 ( )P x  являются начальными полиномами, остальные ( )pP x  
определяются по приведенным в (1.4) интегральным формулам, применимым для любого по-
рядка граничной функции. Внутренний интеграл в (1.4) неопределенный, где произвольная 
постоянная погашается вторым интегралом, поэтому ( )pP x  обладают свойствами

	 ( ) ( ) ( ) ( )20 0, , 3, 4,...p p p pP P a P x P x p−′′= = = = 	 (1.5)
То есть все ( ),pP x  кроме начальных 1( )P x  и 2 ( ),P x  на концах отрезка [0, ]a  обращаются в ноль, 
вторая производная ( )pP x′′  переводит ( )pP x  в полином 2 ( )pP x−  с индексом на два порядка ниже.

При задании 1( ),f y  3 ( )f y  в (1.3) аналогично использованы быстрые полиномы ( )qP y  и 
граничные функции 1,2 ( ),M y  3,2 ( ).M y  Все свойства полиномов ( ),qP y  подобно ( ),pP x  сохра-
няются, но при этом обозначение индекса p  заменяется на ,q  координата x  на y  и размер a 
заменяется на .b  Данные свойства полиномов ( )pP x  и ( )qP y  являются особенно важными и 
их удобно использовать при построении точных или приближенных решений.

За базисные функции в БР граничных условий (1.3) по переменной x  берутся ( ),pP x  
sin .m x aπ  Здесь функции ( )pP x  не являются ортогональными, но в этом и нет никакой необ-
ходимости. Из полиномов ( )pP x  строятся граничные функции ,2 ,rM  2,4,r =  благодаря кото-
рым скорость сходимости рядов Фурье ,

1
sinr m

m

xf m
a

π
∞

=
∑  по сравнению с классическим рядом 

Фурье возрастает весьма существенно. Это зависит от величины порядка q  используемой гра-
ничной функции. С ростом этого порядка скорость сходимости прогрессирует быстро [15, 16]. 
В БР в частичной сумме рядов Фурье для аппроксимации заданной функции достаточно учи-
тывать совсем небольшое количество слагаемых. В некоторых случаях можно ограничиться 
только одним первым слагаемым, но полностью ряд Фурье ( )xψ  исключать нельзя.

Подобно (1.3) зададим внутренний источник ( , )F x y  быстрым разложением [9] по двум 
переменным с граничной функцией порядка 2 по x  и по :y

	 ( ) ( ) ( ) ( )
14

1 1
, sin ,

N

p p m
p m

xF x y E y P x F y m
a

π
= =

= +∑ ∑

	 ( ) ( )
24

, ,
1 1

sin , 1 4;
N

p p q q p n
q n

yE y G P y E n p
b

π
= =

= + = ÷∑ ∑

	 ( ) ( )
24

, , 1
1 1

sin , 1 ;
N

m m q q m n
q n

yF y H P y F n m N
b

π
= =

= + = ÷∑ ∑ 	 (1.6)
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	 ( ) ( ) ( )
24 4

, ,
1 1 1

, sin
N

p q q p n p
p q n

yF x y G P y E n P x
b

π
= = =

 
= + + 

 
∑ ∑ ∑

	 ( )
1 24

, ,
1 1 1

sin sin .
N N

m q q m n
m q n

y xH P y F n m
b a

π π
= = =

 
+ + 

 
∑ ∑ ∑

В дальнейшем будем считать, что граничные условия в (1.3) и внутренний источник, за-
писанный в последнем равенстве (1.6), имеют именно данный конечный вид, для которого и 
будем строить точное решение. Зависимости (1.3) и (1.6) записаны вполне удобно и допускают 
возможность аппроксимировать широкий класс гладких функций прикладного характера.

Математическая постановка задачи состоит в следующем: пусть заданы правые части гра-
ничных условий (1.3), заданы параметры 0, ,a b K  и активный источник ( , )F x y  из (1.6) – это 
входные данные задачи:

	 , , , 1 2 , , , ,0 , , , , , , , , , ., , p q p n q m p q p n m q m na b g f f N N G E H FK 	 (1.7)
Величины , , , 1 2, , , ,p q p n q mg f f N N  заданы в граничных условиях (1.3), , ,p qG  , ,p nE  , ,m qH  ,m nF  
определяют внутренний активный источник. 

Для области прямоугольника Ω


 требуется найти точное решение дифференциального 
уравнения (1.2) с граничными условиями (1.3) из класса 4

2.L
Под точным будем понимать такое решение задачи (1.2), (1.3), (1.6), которое выражается в 

конечном виде через элементарные функции, точно удовлетворяет граничным условиям (1.3) 
и уравнению теплопроводности (1.2) с заданным внутренним источником (1.6). Суммы в (1.3) 
и (1.6) полагаются конечными и могут иметь любое конечное число слагаемых 1 2( , )N N  с из-
вестными коэффициентами.

На функции 1 4 ,f f÷  на внутренний источник ( , )F x y  и на температуру ( , )U x y  наложим 
условия гладкости

	 ( ) ( ){ } [ ]( ) ( ) ( ){ } [ ]( )4 4
1 3 2 2 4 2, 0, , , 0, .f y f y L y b f x f x L x a∈ ∈ ∈ ∈ 	 (1.8)

Условия гладкости в (1.2) и (1.8) ограничивают выбор допустимых значений коэффициентов в 
граничных условиях (1.3) и в задании внутреннего источника ( ),F x y  зависимостью (1.6), ко-
торые называются условиями согласований. Так из (1.3), выполняя условия непрерывности 

( , )U x y  в углах ,Ω


 двигаясь по одной, затем по другой стороне в направлении к углу, найдем:
	 ( ) ( ) ( ) ( )1,1 2,1 1,2 4,1 3,2 4,2 2,2 3,10,0 , 0, , , , ,0 .U g g U b g g U a b g g U a g g= = = = = = = = 	 (1.9)
Условия (1.9) состоят из 4 уравнений. Если заданные правые части в граничных условиях 

(1.3) не будут удовлетворять условиям (1.9), то решение задачи ( , )U x y  будет разрывным в 
углах прямоугольника ,Ω



 что физически противоречиво, если только материал не имеет тре-
щин в углах, так как материал предполагается сплошным. Условия (1.9) накладывают ограни-
чения на возможный вид задания граничных условий (1.3) для обеспечения непрерывности 

( , )U x y  в углах прямоугольника. Кроме (1.9) можно получить условия согласований при помо-
щи вычисления вторых производных от граничных условий в углах Ω



 и подстановки их в 
уравнение теплопроводности (1.2):

	 1,3 2,3 0 1,1 1,1 3,3 2,4 0 2,2 2,1

3,4 4,4 0 3,2 2,2 1,4 4,3 0 4,1 1,2

0, 0,

0, 0.

g g K g G g g K g G

g g K g G g g K g G

+ + + = + + + =

+ + + = + + + =
	 (1.10)

Если условия (1.10) не выполнять, то в углах прямоугольника будет нарушаться закон сохране-
ния тепловой энергии, при помощи которого выводилось уравнение (1.2), и вторые произво-
дные от ( , )U x y  будут разрывными. Таким образом, для обеспечения гладкости решения ( , )U x y  
в углах прямоугольника необходимо заранее выполнять условия согласований (1.9) и (1.10). 

Независимыми остаются 1 2(4 2 2 )N N+ +  коэффициента, которые можно считать произ-
вольными постоянными
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	 ( ) ( )2,3 2,4 4,3 4,4 2, 4, 1 1, 3, 2, , , , , , 1 , , , 1 .n n m mg g g g f f n N f f m N= ÷ = ÷ 	 (1.11)
Остальные 12 коэффициентов ,p qg  находятся из 12 уравнений (1.9), (1.10). Свободными неза-
висимыми остаются только следующие 4 коэффициента, которые можно считать произволь-
ными постоянными

	 2,3 2,4 4,3 4,4, , , .g g g g 	 (1.12)
Будем строить точное решение ( , )U x y  методом БР по x  и по y  в виде

	
( ) ( ) ( )

( )

2

1 2

4 4

, ,
1 1 1

4

, ,
1 1 1

, sin

sin sin .

N

p q q p n p
p q n

N N

m q q m n
m q n

yU x y B P y A n P x
b

y xD P y U n m
b a

π

π π

= = =

= = =

 
= + + 

 
 

+ + 
 

∑ ∑ ∑

∑ ∑ ∑
	 (1.13)

Представление точного решения ( , )U x y  выражением (1.13) сводит задачу о построении 
точного решения к нахождению 1 2(4 )(4 )N N+ +  неизвестных постоянных, определяющих 
правую часть (1.13):

	 ( ) ( ) ( ) ( ), , , , 1 2, , , , , 1 4 , , 1 , .p q p n m q m nB A D U p q m n N N= ÷ = ÷ 	 (1.14)
Постоянные (1.14) выразим через входные данные (1.7). Для этого достаточно выполнить 
уравнение (1.2) и граничные условия (1.3). Теперь подставим ( , )U x y  из (1.13) в (1.3), учитывая 
при этом свойства полиномов (1.4) и (1.5):

	 ( ) ( )
2 24 4

1, 1, 1, 1,0
1 1 1 1

sin sin ,
N N

q q n q q nx
q n q n

y yU B P y A n g P y f n
b b

π π
=

= = = =

= + = +∑ ∑ ∑ ∑

	
( ) ( )

( ) ( )

1 1

2 2

4 4

,1 ,1 2, 2,0
1 1 1 1

4 4

2, 2, 3, 3,
1 1 1 1

sin sin ,

sin sin ,

N N

p p m p p my
p m p m

N N

q q n q q nx a
q n q n

x xU B P x D m g P x f m
a a

y yU B P y A n g P y f n
b b

π π

π π

=
= = = =

=
= = = =

= + = +

= + = +

∑ ∑ ∑ ∑

∑ ∑ ∑ ∑
	 (1.15)

	 ( ) ( )
1 14 4

,2 ,2 4, 4,
1 1 1 1

sin sin .
N N

p p m p p my b
p m p m

x xU B P x D m g P x f m
a a

π π
=

= = = =

= + = +∑ ∑ ∑ ∑
Приравнивая коэффициенты слева и справа в (1.15) перед линейно независимыми функция-
ми, получим

	
( )

( ) ( )
1, 1, 2, 3, ,1 2, ,2 4,

1, 1, 2, 3, ,1 2, ,2 4, 1 2

, , , , , 1 4,

, , , , , 1 , .
q q q q p p p p

n n n n m m m m

B g B g B g B g p q

A f A f D f D f m n N N

= = = = = ÷

= = = = = ÷
	 (1.16)

Таким образом в (1.16) найдено 12 коэффициентов , ,p qB  а также 22N  коэффициентов 1, ,nA  
2,nA  и 12N  коэффициентов ,1 ,mD  ,2.mD  Остались неизвестными 

	 ( ) ( )3,3 3,4 4,3 4,4 3, 4, ,3 ,4 1 2, , , , , , , ; , , .n n m mB B B B A A D D m n N N= 	 (1.17)
Для нахождения указанных в (1.17) коэффициентов подставим ( , )U x y  из (1.13) в диффе-

ренциальное уравнение (1.2). При подстановке следует использовать дифференциальные 
свойства (1.5) быстрых полиномов ( ),pP x  ( ).qP y  После приравнивания коэффициентов слева 
и справа перед линейно независимыми ( ),pP x  ( ),qP y  sin ,m x aπ  sin n y bπ  имеем систему:

( ) ( )2, , 2 0 , ,1) 0, , 1, 2 ;p q p q p q p qB B K B G p q+ ++ + + = =

2, 0 , ,2) 0, 1,2; 3,4;p q p q p qB K B G p q+ + + = = =

, 2 0 , ,3) 0, 3,4; 1,2;p q p q p qB K B G p q+ + + = = =

( ) ( )0 , ,4) 0 , , 3, 4 ,p q p qK B G p q+ = =
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( ) ( )
2 2

2 2
0 , , 1 22 25) 0, , 1 , ;m n m nm n K U F m n N N

a b
π π 

− + − + = = ÷ 
 

	 (1.18)

2
2

, 2 , 0 , 126) 0, 1,2, 1 ;m q m q m qD H m K D q m N
a
π

+

 
+ − − = = = ÷ 

 
2

2
, 0 , 127) 0, 3,4 , 1 ;m q m qH m K D q m N

a
π 

− − = = = ÷ 
 

2
2

2, 0 , , 228) 0, 1,2, 1 ;p n p n p nA n K A E p n N
b
π

+

 
− − + = = = ÷ 

 
2

2
, 0 , 229) 0, 3,4, 1 .p n p nE n K A p n N

b
π 

− − = = = ÷ 
 

Перепишем уравнения 1) – 4) из (1.18) более подробно:
3,1 1,3 0 1,1 1,1 3,2 1,4 0 1,2 1,2

4,1 2,3 0 2,1 2,1 4,2 2,4 0 2,2 2,2

1) 0 ; 0;
0 ; 0;

B B K B G B B K B G
B B K B G B B K B G

+ + + = + + + =

+ + + = + + + =

3,3 0 1,3 1,3 3,4 0 1,4 1,4

4,3 0 2,3 2,3 4,4 0 2,4 2,4

2) 0; 0;
0; 0;

B K B G B K B G
B K B G B K B G

+ + = + + =

+ + = + + =
	 (1.19)

3,3 0 3,1 3,1 3,4 0 3,2 3,2

4,3 0 4,1 4,1 4,4 0 4,2 4,2

3) 0; 0;
0; 0;

B K B G B K B G
B K B G B K B G

+ + = + + =

+ + = + + =

0 3,3 3,3 0 3,4 3,4

0 4,3 4,3 0 4,4 4,4

4) 0; 0;
0; 0.

K B G K B G
K B G K B G

+ = + =

+ = + =
Если взять ,p qB  из верхней строчки (1.16), то можно заметить, что четыре уравнения из (1.19) 
под номером 1) точно совпадают с условиями согласований (1.10). Их считаем выполненными. 
Из четырех уравнений (1.19) под номером 2), используя верхнюю строчку из (1.16), найдем 

3,3 ,B  3,4 ,B  4,3 ,B  4,4:B

	 3,3 0 1,3 1,3 3,4 0 1,4 1,4

4,3 0 3,3 2,3 4,4 0 3,4 2,4

; ;
; .

B K g G B K g G
B K g G B K g G

= − − = − −

= − − = − −
	 (1.20)

Таким образом в первой строчке (1.16) и в (1.20) найдены все коэффициенты , ( , ) 1 4.p qB p q = ÷
Из четырех уравнений под номером 3) из (1.19) с помощью (1.20) найдем 

	
( ) ( )
( ) ( )

1,3 0 2,3 1,3 3,1 1,4 0 4,3 1,4 3,2

2,3 0 2,4 3,3 4,1 2,4 0 4,4 3,4 4,2

; ;

; .

G K g g G G K g g G

G K g g G G K g g G

= − + = − +

= − + = − +
	 (1.21)

Четыре уравнения из (1.19) под номером 4) при использовании (1.20) также упрощаются 
относительно 3,3 ,G  3,4 ,G  4,3 ,G  4,4:G

	
( ) ( )
( ) ( )

3,3 0 0 1,3 1,3 3,4 0 0 1,4 1,4

4,3 0 0 3,3 2,3 4,4 0 0 3,4 2,4

; ;

; .

G K K g G G K K g G

G K K g G G K K g G

= + = +

= + = +
	 (1.22)

При помощи (1.21) уравнения (1.22) принимают удобную форму

	
( ) ( )
( ) ( )

3,3 0 0 2,3 3,1 3,4 0 0 4,3 3,2

4,3 0 0 2,4 4,1 4,4 0 0 4,4 4,2

; ;

; .

G K K g G G K K g G

G K K g G G K K g G

= + = +

= + = +
	 (1.23)

В (1.21) и (1.23) представлены коэффициенты 
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	 1,3 1,4 2,3 2,4 3,3 3,4 4,3 4,4, , , , , , , ,G G G G G G G G 	 (1.24)
выраженные через 3,1,G  3,2 ,G  4,1,G  4,2.G  Остались независимыми следующие коэффициенты

( )1,1 1,2 2,1 2,2 3,1 3,2 4,1 4,2 , , , 1 2, , , , , , , , , , , 1 4, 1 , 1p n m q m nG G G G G G G G E H F p q m N n N= ÷ = ÷ = ÷ (1.25)
Для нахождения точного решения (1.13) остается выполнить в (1.18) уравнения 5) – 9). Из 
уравнения 5) в (1.18) определяем , :m nU

	 ( ) ( )
12 2

2 2
, , 0 1 22 2 , , 1 , .m n m nU F m n K m n N N

a b
π π

−
 

= + − = ÷ 
 

	 (1.26)

Четыре равенства 6) и 7) из (1.18) запишем более подробно

	

2 2
2 2

,3 ,1 0 ,1 ,4 ,2 0 ,22 2

2 2
2 2

,3 0 ,3 ,4 0 ,4 12 2

0 , 0 ,

0 , 0 , 1 .

m m m m m m

m m m m

D H m K D D H m K D
a a

H m K D H m K D m N
a a

π π

π π

   
+ − − = + − − =   

   
   

− − = − − = = ÷   
   

	 (1.27)

Из (1.27) исключим ,1,mD  ,2mD  при помощи второй строчки (1.16), после чего определим ,3 ,mD  
,4 ,mD  ,3 ,mH  ,4:mH

	
2 2

2 2
,3 0 2, ,1 ,4 0 4, ,22 2, ,m m m m m mD m K f H D m K f H

a a
π π   

= − − = − −   
   

	
2 2

2 2
,3 0 0 2, ,12 2 ,m m mH m K m K f H

a a
π π    

= − − −    
    

	 (1.28)

	
2 2

2 2
,4 0 0 4, ,2 12 2 , 1 .m m mH m K m K f H m N

a a
π π    

= − − − = ÷    
    

Для нахождения ,p nA  запишем уравнения 8) и 9) из (1.18) более подробно

	

2 2
2 2

3, 0 1, 1, 4, 0 2, 2,2 2

2 2
2 2

3, 0 3, 4, 0 4, 22 2

0 , 0 ;

0 , 0, 1 .

n n n n n n

n n n n

A n K A E A n K A E
b b

E n K A E n K A n N
b b

π π

π π

   
− − + = − − + =   

   
   

− − = − − = = ÷   
   

	 (1.29)

Исключая из (1.29) 1, 2,,n nA A  при помощи второй строчки (1.16), получим

	
2 2

2 2
3, 0 1, 1, 4, 0 3, 2,2 2, ;n n n n n nA n K f E A n K f E

b b
π π   

= − − = − −   
   

	
2 2

2 2
3, 0 0 1, 1,2 2 ,n n nE n K n K f E

b b
π π    

= − − −    
    

	 (1.30)

	
2 2

2 2
4, 0 0 3, 2, 22 2 , 1 .n n nE n K n K f E n N

b b
π π    

= − − − = ÷    
    

Таким образом, построено точное решение (1.13), коэффициенты которого определяются 
следующим образом:

– постоянные ,p qB  найдем из верхней строчки (1.16) и из (1.20), 
– ,p nA  вычисляем из нижней строчки (1.16) и из (1.30), 
– ,m qD  возьмем из нижней строчки (1.16) и из (1.28), 
– коэффициенты ,m nU  определяем по формуле (1.26). 
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В данном построении остаются произвольными постоянными любые 1 2(4 2 2 )N N+ +  ко-
эффициента, записанные в (1.11), определяющие граничные условия. Их можно брать произ-
вольными. Свободными являются также еще 1 2(4 2 2 )N N+ +  коэффициента, указанные в 
(1.25), определяющие возможную зависимость активного внутреннего источника ( ),F x y  по 
формуле (1.6). Количество всех произвольных постоянных равно 1 28 4( ).N N+ +  Наличие в 
них коэффициентов из тригонометрических сумм позволяют аппроксимировать широкий 
класс прикладных задач.

2. Анализ полученного решения

Введем в рассмотрение вектор 0( , , , , )R a b K m n=  с компонентами из входных данных зада-
чи. Предложенное точное решение содержит особый случай, когда существуют такие критиче-
ские значения входных параметров 

	 ( )0 0, , , , ,R a a b b K K m m n n∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗= = = = = = 	 (2.1)
при которых выполняется равенство

	
2 2

2 2
02 2 0.m n K

a b
π π∗ ∗ ∗

∗ ∗+ − = 	 (2.2)

В этом случае точное решение системы 5) из (1.18) относительно ,m nU  не существует. Однако, 
если компоненты вектора R  близки к критическим и выполняется равенство

	
2 2

2 2
02 2 0,m n K

a b
π π δ+ − = ≠ 	 (2.3)

где δ  мало, то решение существует и при этом соответственный коэффициент ,m nU  становит-
ся большим, температура будет большой (отрицательной, или положительной). Поэтому усло-
вие (2.3) можно трактовать, как условие температурного резонанса, т.е. возможного самовоз-
горания или сильного охлаждения.

На рисунке изображены профили температуры в прямоугольнике с критическими условиями
	 2 3 3

0 1,11, 1, 10 , 1, 10 ;m n a b K Fπ δ− −= = = = = − = = 	 (2.4)

	 2 3 3
0 2,22, 1, 8 10 , 1, 10 .m n a b K Fπ δ− −= = = = = − = = 	 (2.5)

При условиях (2.4) критическое состояние в каждой точке прямоугольника не изменяет-
ся – или всюду сильный разогрев, или всюду сильное охлаждение. Экстремальная температу-
ра достигается в центре прямоугольника.

При условиях (2.5) одна четвертинка прямоугольника находится в состоянии сильного ра-
зогрева, другая соседняя четвертинка в состоянии сильного охлаждения. При разделении ква-
драта ( )a bΩ =



 на четыре равные части в сильном разогреве (сильном охлаждении) находят-
ся две четвертинки, лежащие крест – накрест. Максимальная температура достигается в 
центрах каждой четвертинки.

Представляет интерес частный случай, когда температура на границе тела зависит от коор-
динат ,x y  по линейному закону, т. е. 

	 ,3 ,4 , 0 , 1 4.p p p ng g f p= = = = ÷
Тогда из (1.14) будем иметь
	 ( )1, 1, 2, 3, ,1 2, ,2 4,, , , , , 1, 2q q q q p p p pB g B g B g B g p q= = = = =
	 1,3 1,4 2,3 2,4 3,1 4,1 3,2 4,2 0 ,B B B B B B B B= = = = = = = =

	 ( ) ( )1, 2, ,1 ,2 1 20, , 1 , .n n m mA A D D m n N N= = = = = ÷
Функциональный вид внутреннего источника также упростим, полагая
	 ( ) ( ) ( ), 1, 2, ,1 ,2 1 20 , 1 , , , 1 4.p q n n m mG E E H H m n N N p q= = = = = ∀ = ÷ = ÷
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Тогда из (1.28) и (1.29) получим

	 3, 4, 3, 4, 2

,3 ,4 ,3 ,4 1

0 , 1 ,

0, 1 .
n n n n

m m m m

A A E E n N

D D H H m N

= = = = = ÷

= = = = = ÷
Здесь внутренний источник задается зависимостью

	 ( )
1 2

,
1 1

, sin sin .
N N

m n
m n

y xF x y F n m
b a

π π
= =

= ∑∑
Точное решение из (1.13) примет вполне удобный вид

( ) ( ) ( )
1 2

12 22 2
2 2

, , 02 2
1 1 1 1

, sin sin .
N N

p q q p m n
p q m n

y xU x y B P y P x F m n K n m
a b b a
π π π π

−

= = = =

 
= + + − 

 
∑∑ ∑∑ 	 (2.6)

В случае, когда активный источник отсутствует ( , ) 0,F x y =  решение (2.6) упрощается и 
температура внутри прямоугольника Ω



 в каждом сечении, параллельном его сторонам, бу-
дет линейно зависеть от x  или :y

	 ( ) ( ) ( )
2 2

,
1 1

, .p q q p
p q

U x y B P y P x
= =

= ∑∑ 	 (2.7)

В случае использования точного решения в виде (2.6) возможен тепловой резонанс, опре-
деляемый условием (2.1), если же ( , ) 0F x y =  и решение имеет вид (2.7), тепловой резонанс 
невозможен.

Заключение

1. Предложенная модель позволяет найти семейство точных решений в прямоугольной об-
ласти ,Ω



 когда величины (1.11), определяющие возможный вид граничных условий в (1.3) и 
коэффициенты (1.25), определяющие возможный вид источника ( , ),F x y  могут быть заданы в 
соответствии с данной прикладной задачей.

а) б)
Рис. Профили температуры в прямоугольнике с критическими условиями: а) (2.4), б) (2.5)
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2. Из рассмотрений предложенной линейной модели получаем, что эффект самовозгора-
ния или охлаждения возможен только в случае, когда в данном материале одновременно суще-
ствуют тепловые источники двух типов: индуцированный тепловой источник 0 ( , )K U x y  и ак-
тивный тепловой источник ( , ).F x y

3. Самовозгорание или сильное охлаждение возможно, если входные данные задачи удов-
летворяют условию (2.3), где δ  мало.
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УДК 539.3

НЕСТАЦИОНАРНАЯ ЗАДАЧА ТЕРМОЭЛЕКТРОУПРУГОСТИ 
ДЛЯ КРУГЛОЙ ПЛАСТИНЫ

Самарский государственный технический университет

Д. А. Шляхин, Е. В. Савинова

Аннотация. Построено новое замкнутое решение связанной нестационарной задачи 
термоэлектроупругости для круглой жестко закрепленной пьезокерамической пластины. 
Рассматривается случай действия на ее лицевых поверхностях нагрузки в виде функции 
изменения температуры (граничные условия теплопроводности 1-го рода) при подклю-
чении электродированных поверхностей к измерительному прибору.

Исследуется задача, в которой скорость изменения температурной нагрузки не оказы-
вает влияние на инерционные характеристики упругой системы, что позволяет включить в 
исходные линейные расчетные соотношения уравнения равновесия, электростатики и те-
плопроводности. В расчетах используется гиперболическая LS-теории теплопроводности.

Решение задачи осуществляется с помощью обобщенного метода биортогонального 
конечного интегрального преобразования, основанного на многокомпонентном соот-
ношении собственных вектор-функций двух однородных краевых задач.  Построенные 
расчетные соотношения дают возможность определить напряженно-деформированное 
состояние, температурное и электрическое поля, индуцируемые в пьезокерамическом 
элементе при произвольном температурном внешнем воздействии. 
Разработанный алгоритм расчета может найти свое применение при проектировании не-
резонансных пьезоэлектрических датчиков температуры.
Ключевые слова: круглая пьезокерамическая пластина, связанная задача термоэлектро-
упругости, нестационарное температурное воздействие, конечные интегральные преоб-
разования.

Введение

В настоящее время при разработке датчиков температуры используются пьезокерамиче-
ские материалы. Их работа основана на зависимости электрического поля, индуцируемого в 
пьезокерамическом элементе, от величины внешнего температурного воздействия [1, 2]. Для 
расширения функциональных возможностей измерительных приборов данного типа возни-
кает необходимость углубленного анализа нестационарных процессов, позволяющего понять 
эффект взаимодействия механических, температурных и электрических полей. 

Математическая формулировка начально-краевых задач термоэлектроупругости включа-
ет систему несамосопряженных дифференциальных уравнений, исследование которых в по-
следнее время, как правило, проводится при использовании численных методов [3, 4]. Однако 
достаточно слабые эффекты взаимодействия полей различной физической природы удается 
проанализировать только с помощью замкнутых аналитических решений. Замкнутые решения 
динамических задач термоэлектроупругости представлены в немногих работах [5–7]. Статья [5] 
посвящена анализу напряженно-деформированного состояния длинного полого цилиндра, в 
рамках LS-теории теплопроводности [9], при тепловом ударе без учета влияние электрическо-
го потенциала на термоупругие поля. В [6, 7] рассматриваются связанные задачи классической 
CTE-теории для однородного и неоднородного пьезокерамических неограниченных слоев. 

Целью настоящей работы является решение связанной нестационарной задачи термо-
электроупругости для круглой пьезокерамической пластины при действии на ее поверхно-
стях температурной нагрузки (граничные условия 1-го рода). Используется гиперболическая 
LS-теория теплопроводности [9]. 
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1. Постановка задачи

Пусть круглая пьезокерамическая пластина в цилиндрической системе координат ( , , )r zθ∗  
область :Ω  {0 ,r b∗≤ ≤  0 2 ,θ π≤ ≤  0 }.z h∗

∗≤ ≤  Рассмотрим случай действия на ее лицевых по-
верхностях нестационарной нагрузки в виде функции изменения температуры 1 *( ),tω∗

2 *( )tω∗  
соответственно при 0,z h∗

∗ =  (граничное условие 1-го рода).
В общем случае система дифференциальных уравнений термоэлектроупругости и краевые 

условия рассматриваемой задачи в безразмерной форме записываются следующим образом:

	
2 2 2

1 22 0,U WU a a
r z r z r z r

ϕ∂ ∂ ∂ ∂ ∂Θ
∇ + + + − =

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
	 (1)

	
2 2

3 4 5 62 2 0,W W Ua a a a
r z z z z

ϕ∂ ∂ ∂ ∂ ∂Θ
∇ + + ∇ + − =

∂ ∂ ∂ ∂ ∂

	
2 2

7 8 9 10 112 2 0,U Wa a a a a
r z z z z
ϕ ϕ∂ ∂ ∂ ∂ ∂Θ

−∇ − + ∇ + + ∇Θ + =
∂ ∂ ∂ ∂ ∂

	
2 2

12 13 142 2 0;Wa a U a
r z t t z z

ϕ ∂Θ ∂ Θ ∂ ∂  ∂ ∂  ∇ + − + Θ + ∇ + − =    ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂   


	 0,1r =         { }| 0
, , , ,

r
U W ϕ

=
Θ < ∞     

| 1
0,

rr =

∂Θ
=

∂
    { }| 1

, 0,
r

U W
=

= 	 (2)

	 15 10 0;W Ua a
r r z
ϕ∂ ∂ ∂ − + + + Θ = ∂ ∂ ∂ 

	 0,z h=             16 17 18 0,U U Wa a a
r r z z

ϕ∂ ∂ ∂ + + + − Θ = ∂ ∂ ∂ 
	 (3)

	 19 0,W U a
r z r

ϕ∂ ∂ ∂ + + = ∂ ∂ ∂ 
       0,

r
ϕ∂

=
∂

      { }1 2, ;ω ωΘ =

	 0t =            { }, , , 0,U W ϕ Θ =        { }| 0
, , , 0;

t
U W

t
ϕ

=

∂
Θ =

∂
	 (4)

где	 { } { }, , , , , , , , / ,U W r z h U W r z h b∗ ∗ ∗
∗ ∗=    *31 15

11

,e e
C b

ϕ ϕ+
=    2 ,t t

kb ∗

Λ
=

	 { } ( ) ( ){ }11
1 2 1 0 2 0

11

, , , , ,T T
C
γω ω ω ω∗ ∗ ∗Θ = Θ − −    55

1
11

,Ca
C

=    13 55
2

11

,C Ca
C
+

=   33
3

55

,Ca
C

=

	 13 55
4

55

,C Ca
C
+

=   ( )15 33
5

1 20

,
e e

a
a a

+
=    33

6
1 11

,a
a
γ
γ

=     33
7

11

,a ε
ε

=    
2
20

8
11 11

,aa
C ε

=

	 15 33
9 8

20

,e ea a
a
+

=   20
10 11

11 11

,aa g
ε γ

=   33
11 10

11

,ga a
g

=   12 2 ,rela
kb

β Λ
=    11 33

13 0
11

,a T
C k
γ γ

=

	 33 11
14 0

20

,ga T
a k

γ
=    20

15 15
11 11

,aa e
C ε

=   33
16

13

,Ca
C

=     11 33
17

13 20

,C ea
C a

=   11 33
18

13 11

,Ca
C

γ
γ

=

	 11 15
19

55 20

,C ea
C a

=     20 15 31.a e e= +

2. Построение общего решения

Начально-краевую задачу (1)–(4) решаем методом интегральных преобразований, исполь-
зуя последовательно преобразование Ханкеля с конечными пределами по переменной r  и 
биортогональное конечное преобразование (КИП) [12] по координате .z
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Первоначально расчетные соотношения приводятся к стандартной форме путем замены 
последнего условия (2) на условие наличия касательных напряжений 1( , ):P z t

	 11 15
55 1

31 15

,rz
C eW UC P

r z e e r
ϕσ ∂ ∂ ∂ = + + = ∂ ∂ + ∂ 

	 (5)

и использования новой функции ( , , ),w r z t  связанной с ( , , )W r z t  соотношением:

	 ( ) ( ) ( ) ( )
2

1 1
55

, , , , , ,
2
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= + + 	 (6)
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где 1 1( , ), ( )P z t W t  – неизвестные функции, определяемые в процессе решения задачи из усло-
вия отсутствия вертикальных перемещений цилиндрической поверхности пластины при 1.r =

Подстановка (6) в (1)–(4), (5) позволяет получить новую краевую задачу относительно 
функций ,U  ,w  ,ϕ  ,N  в которой дифференциальные уравнения (1) и первое граничное усло-
вие (3), становятся неоднородными с правыми частями 1 4... , :R R B
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а начальные условия относительно функций ,w N  записываются следующим образом: 
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В результате граничные условия на цилиндрической поверхности принимают вид:

	 1r =                  0,U =     
| 1 | 1 | 1

0.
r r r

w N
r r r

ϕ
= = =

∂ ∂ ∂
= = =

∂ ∂ ∂
	 (7)

К краевой задаче относительно , , ,U w Nϕ  применяем преобразование Ханкеля с конечны-
ми пределами по переменной r , используя следующие трансформанты:

	 ( ) ( ) ( )
1

1
0

, , , , ,H nu n z t U r z t rJ j r dr= ∫ 	 (8)
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и формулы обращения:
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J j

∞

=

= ∑ 	 (9)
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	 ( ) ( ) ( ){ } ( ) ( ) ( ){ }
( )

( )02
0 0

, , , , , , , ,
, , , , , , , , , 2 H H H

n
n n

w n z t n z t N n z t
w r z t r z t N r z t J j r

J j

φ
ϕ

∞

=

= ∑
где nj  – положительные нули функции 1( )nJ j  0( 0, ; 0).n j= ∞ =

В результате получаем начально-краевую задачу относительно трансформант Ханкеля, ко-
торую решаем, используя структурный алгоритм биортогонального конечного интегрального 
преобразования (КИП) [12]. Для этого вводим на сегменте [0, ]h  КИП с неизвестными компо-
нентами собственных вектор-функций ядер преобразований ( ) ( )1 4, ... , ,in inK z K zλ λ  

( ) ( )1 4, ... , :in inN z N zµ µ

	 13 14 4( , , ) ( , ) ,
h

H H
in H n H in

o

WG n t L a j U a K z dz
z z

φλ λ ∂ ∂  = + + −  ∂ ∂  
∫ 	 (10)

	 { } ( ) ( ) ( ) ( ){ }1 2 3 4
2

1

, , , , , , ,
, , ( , , ) ,in in n i in

H H H H in
i i

N z N z N z N z
U W L G n t

K

µ µ µ µ
φ λ

∞

=

= ∑

	 2
4 4

0

( , ) ( , ) ,
h

i in inK K r N r dzλ λ= ∫
где ,in inλ µ  – собственные значения соответствующих однородных линейных краевых задач 
относительно сопряженных ( , )k inK zλ  и инвариантных ( , )k inN zµ  компонент вектор-функций 
ядер КИП ( 1, 2,3, 4).k =

В результате использования алгоритма КИП [12] получаем задачу для трансформанты 
( , , ):inG n tλ

	
2

2
12 2 ,in in

in in H
d G dGa G R
dt dt

λ+ + = 	 (11)

	 0t =     | 0 0 ,i tG G= =     0

| 0
;i

t

dG dG
dt dt=

= 	 (12)

а также две системы дифференциальных уравнений и граничные условия относительно неиз-
вестных компонент преобразований ( ) ( )1 4, ... , :in inK z K zλ λ

	
2

2 231 2
1 1 4 8 13 42 0,n n n in n

dKd K dKj K a a j a j a j K
dz dz dz

λ− + + + − = 	 (13)

	
22

2 232 1 4
2 3 2 9 132 2 0,n n in

d Kd K dK dKj K a a j a a
dz dz dz dz

λ− + − + − =

	
2 2

2 23 1 2 4
3 7 5 142 2 0,n n in

d K dK d K dKj K a j a a
dz dz dz dz

λ− − + + =

	 ( )
2

2 2 34 2
4 1 6 10 3 112 0;n in n H n

dKd K dKj K j L K a a j K a
dz dz dz

λ− + + + − − + =

	 0,z h=      ( ) 32
1 1 4 17 0,n

dKdKj K a a a
dz dz

+ + + =     1
2 0,n

dK j K
dz

− =      3 4 0;K K= = 	 (14)

и ( ) ( )1 4, ... , :in inN z N zµ µ

	
2

2 31 2
1 1 2 42 0,n n n n

dNd N dNj N a a j j j N
dz dz dz

− + − − + = 	 (15)

	
22

2 32 1 4
2 3 4 5 62 2 0,n n

d Nd N dN dNj N a a j a a
dz dz dz dz

− + + + − =

	
2 2

2 3 1 2 4
3 7 8 9 10 4 112 2 0,n n n

d N dN d N dNj N a a j a a j N a
dz dz dz dz

− + + − + =
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2

2 2 34 2
4 4 13 1 142 0;n in n

dNd N dNj N N a j N a
dz dz dz

µ   − + − + + − =    

	 0,z h=       32
1 16 17 0,n

dNdNj N a a
dz dz

+ + =     1
2 0,n

dN j N
dz

− =        3 4 0;N N= = 	 (16)

где	 ( )1 1 2 2 3 3 4 4
0

,
h

H H H H HR F K F K F K F K dz= − + + +∫

	 0 | 0 1 | 0 2 | 0 3 | 0 4
0

,
h

H t H t H t H tG U K W K K L K dzφ= = = = = + + + ∫

	
1

0
1 2 3 4

| 0 | 0 | 0 | 0
.H H H H

t t t tR

dG U W LK K K K rdr
dt t t t t

φ
= = = =

∂ ∂ ∂ ∂ 
= + + + ∂ ∂ ∂ ∂ ∫

Окончательные выражения функций ( , , ),U r z t  ( , , ),W r z t  ( , , ),r z tϕ  ( , , )r z tΘ  получим, при-
меняя к трансформанте нагрузки последовательно формулы обращения (10), (9). В результате 
с учетом (7) имеем:

	 ( ) ( ) ( ) 21
1 12

1 10

( ), , 2 , , , , ( , ) ,
( )

n
in in in

n nn

J j rU r z t H n z t G n t N z K
J j

λ µ
∞ ∞

−

= =

 = +  
∑ ∑ 	 (17)

	 ( ) ( ) ( ) ( )
2

20
1 1 2 22

0 155 0

( ), , , ( ) 2 , , , , ( , ) ,
2 ( )

n
in in in

n in

J j rrW r z t P z t W t H n z t G n t N z K
Ñ J j

λ µ
∞ ∞

−

= =

 = + + +  
∑ ∑

	 ( ) ( ) 20
32

0 10

( ), , 2 , , ( , ) ,
( )

n
in in in

n in

J j rr z t G n t N z K
J j

ϕ λ µ
∞ ∞

−

= =

= ∑ ∑

	 ( ) ( ) ( ) ( ) 215 0
1 3 42

0 155 0

( ), , , 2 , , , , ( , ) .
2 ( )

n
in in in

n in

a J j rr z t P z t H n z t G n t N z K
Ñ J j

λ µ
∞ ∞

−

= =

 Θ = − + +  
∑ ∑

Решение дифференциального уравнения (11), систем уравнений (13)–(15) с учетом крае-
вых условий (12), (14), (16), позволяет получить выражение для трансформанта нагрузки и 
компонент ядер преобразования. Окончательное выражение получаем: 

	 ( ) ( ) 21
1 0 2 2

0 1
( ) 2 ( ) , , , , ( , ) .n in in in

n i
W t J j H n h t G n t N h Kλ µ

∞ ∞
−−

= =

 = − +  
∑ ∑ 	 (18)

Функции 1H  – 3H  позволяют привести неоднородные граничные условия по аксиальной 
координате к однородным. 

На следующем этапе решения к цилиндрической поверхности пластины прикладываются 
касательные напряжения 1( , )P z t  1 2( 0).ω ω= =  Принимая во внимание условие уравновешен-
ности пластины:

	 ( )1
0

, 0
h

P z t dz =∫ 	 (19)

и отсутствие касательных напряжений на ее лицевых поверхностях, представляем 1( , )N z t  в 
виде следующей зависимости:

	 ( ) ( )1 0 1
2, sin .P z t S W t z
h
π

= 	 (20)

Здесь параметр 0S  определяется при суммировании двух результатов расчета из условия ин-
тегрального равенства нулю перемещений на цилиндрической поверхности пластины.
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Заключение

В представленной работе при использовании гиперболической теории термоэлектроупру-
гости построено новое замкнутое решение осесимметричной задачи для пьезокерамической 
жестко закрепленной пластины. Полученные расчетные соотношения позволяют учесть свя-
занность температурных, электрических и упругих полей.

Использование приближенного выражения для функции касательных напряжений не ока-
зывает существенного влияния на напряженно-деформированное состояние и температурное 
поле пластины.

Представленный алгоритм расчета позволяет также исследовать начально-краевые задачи 
термоэлектроупругости для многослойной пластины в случае действия силовой нагрузки и 
кинематического воздействия на ее лицевых поверхностях, а также учитывать воздействие 
внутренних источников тепла, расположенных в области соединения слоев.
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УДК 539.3

ИССЛЕДОВАНИЕ НАПРЯЖЕННОГО СОСТОЯНИЯ И РАЗРУШЕНИЯ 
В ДВУМЕРНОМ ОБРАЗЦЕ ПРИ ЛАЗЕРНОЙ ОБРАБОТКЕ

Московский государственный университет имени М. В. Ломоносова

М. В. Юмашев, Т. А. Картвелишвили, Е. С. Зизганова

Аннотация. В данной работе представлено задачи нестационарного нагрева по поверх-
ности материала. В рамках этого построено новое приближенное решение двумерного 
уравнения теплопроводности на основе идеи о тепловом фронте. С использованием ре-
зультатов температурного распределения проведено исследование проведено исследова-
ние поля напряжений, вызванных быстрым локальным нагревом поверхности материала 
в рамках двумерной модели, с целью определения наиболее вероятных участков возник-
новения трещин. Наконец, исследовано напряженно-деформированное состояния вбли-
зи трещин с учетом построенных моделей, а также численно смоделирован процесс упру-
гой деформации и разрушения тела.
Ключевые слова: температурный фронт, двумерное уравнение теплопроводности, поле 
напряжений, трещина, упругая деформация, задача Фламана, тепловой фронт, прибли-
женное решение, быстрый локальный нагрев, разрушение.

Введение

Неравномерный нагрев всегда приводит к появлению напряжений в сплошном теле. С уве-
личением температуры элементы тела расширяются. Такое расширение в сплошном теле обыч-
но не может происходить свободно, и вследствие нагрева возникают напряжения, способные 
вызвать растрескивание образца и существенное ухудшение его прочностных характеристик 
[2–6]. Таким образом, в качестве превентивных мир крайне актуальным является вопроса 
оценки возможности разрушения конструкций при лазерном нагреве в условиях локального 
очага повышенной температуры.

В данной задаче мы будем рассматривать приближенный метод нахождения температур-
ных полей, вызывающих те самые напряжения, основываясь на идее теплого фронта [1], ис-
следуя далее напряженно-деформированное состояния вблизи трещин с учетом построенных 
моделей, а также численно моделируя процесс упругой деформации и разрушения тела.

1. Задача нахождения температурных полей

Рассматривается полубесконечная пластина из упругохрупкого материала, толщиной ко-
торой можно пренебречь, находящаяся в ненапряженном состоянии. На ее левой границе за-
дан тепловой поток .Q  Для решения задачи введены безразмерные величины, отнесенные к 
характерным размерам h  и .L  Здесь и далее все соотношения будут записываться в безраз-
мерной форме. Тогда для определения температурного поля в теле как функции координат и 
времени необходимо найти решение уравнения теплопроводности в следующем виде:

	
2 2

2 2 .T T T
t x y

∂ ∂ ∂
= +

∂ ∂ ∂
	 (1)

Граничные и начальные условия запишутся так:

	 0
0

( , , ) ( , )

( , , ) 0
x

x

T x y t q y t
x

T x y t
=

→∞

∂
= − ∂

 =

	 (2)

	 ( , ,0) 0.T x y = 	 (3)
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Зададим температуру следующим образом:

	
( )( 1),

0,

c x ctk e x ct
T c

x ct

− − − ≤= 
 >

	 (4)

Из уравнения равновесия энергетического баланса в интегральной форме получим

	
0 0

( ) ( , ) .
t ct

q t dt T x t dx=∫ ∫ 	 (5)

Откуда после взятия интегралов 

	
2 2 21 1 .c t c te kt e c t− − = − − 	 (7)

Тогда 

	
( )( 1),
0,

c x ctc e x ct
T

x ct

− − − ≤
= 

>
	 (8)

В нашем случае дифференциальное уравнение теплопроводности удовлетворяется тожде-
ственно. Отсюда получаем, что мы можем выбирать c  произвольным образом. В безразмерной 
форме граничное условие на нагреваемой поверхности теперь выглядит следующим образом:

	
22

0
0

.c t

x

Tq c e
x =

∂
= − =

∂
	 (9)

Пусть 2 2 ( ).c c y=  Следовательно, поток можем представить так:
	

22 ( )
0 0
( , ) ( ) .c y t

x
q y t c y e

=
= 	 (10)

Сделаем предположение о функции

	
2

1( ) .
1

c y
y

=
+

	 (11)

Перепишем температуру так:

	

2 2

1

1 1

2 2

2

1 1 ,
1 1

0,
1

tx
y y te x

y yT
tx

y

 
 − −
 + + 

  
  − ≤  + +  =   

 ≥
 +

	 (12)

2. Поиск распределения напряжений

Исследуется нагрев лазерным лучом тонкой пластины из упругохрупкого материала. Тол-
щина пластины приблизительно равна диаметру лазерного пятна, а два других линейных раз-
мера образца считаются много большими его толщины. 

Учитывая геометрию пластины и интенсивность кратковременного лазерного воздей-
ствия, целесообразно поставить задачу о нахождении поля напряжений в полуплоскости. Яв-
лением теплообмена с окружающей средой пренебрегается на всей границе. Также вся граница 
области считается свободной от напряжений. Таким образом, требуется решить следующую 
краевую задачу: для каждого фиксированного момента времени рассчитать поле напряжений.

Пластина в каждый фиксированный момент времени находится в плосконапряженном со-
стоянии, а ее граница считается свободной от напряжений. В отсутствие массовых сил уравне-
ния равновесия в напряжениях и граничные условия дают следующую краевую задачу:
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0

0

0

xyxx

yx yy

xx xy

x y

x y

σσ

σ σ

σ σ
Γ Γ

∂∂
+ = ∂ ∂

∂ ∂ + = ∂ ∂
 = =


	 (13)

2.1. Чисто упругая задача

Задача о сосредоточенной силе, приложенной перпендикулярно к поверхности упругой 
изотропной полуплоскости, известна как задача Фламана.  Напряжения в полуплоскости 0y ≤  
определяются следующими выражениями:

	

( )

( )

( )

2

22 2

3

22 2

2

22 2

2

2

2

xx y

yy y

xy y

x yF
x y

yF
x y

xyF
x y

σ
π

σ
π

σ
π


 = −
 +

 = −

+

 = +

	 (14)

Смещения, связанные с этими напряжениями, даются формулами:

	

2 2

1
2 2 22

2 2 2

(1 2 )
2 2

2(1 ) ln
2

y
x

y
y

F y xyu arctg
G x x y

F x y yu
G L x y

πν
π

ν
π

   = − + +    +  
  

 +  = − − +   +    

	 (15)

	

1 2 , 0, 0;
4

1 2 , 0, 0
4

x y

x y

u F x y
G

u F x y
G

ν

ν

− = − < =
 − = + > =


И наконец, принимая y равным нулю, получаем:

	 ( )1 ln ln , 0.y yu F x L y
G
ν

π
−

= − − = 	 (16)

Это уравнение показывает, что смещение yu  стремится к +∞  в точке приложения линей-
ной силы 0yF >  и к −∞  на большом удалении от этой точки. Бесконечные смещения обуслов-
лены характером нагрузки на границе. Когда мы принимали условия плоской деформации для 
плоскости , ,x y  подразумевалось, что линия действия силы неограниченна в направлении оси 
.z  Следовательно, суммарная приложенная сила бесконечно велика, и потому ей отвечают не-

ограниченные смещения.
Решение задачи Фламана с помощью принципа суперпозиции может быть обобщено для 

упругой полуплоскости 0y ≤  при более сложном распределении напряжений на ее границе. 
Простейшим случаем является одновременное действие нескольких линий сосредоточенных 
сил, величины которых могут быть разными. Тогда просто сдвигаем решение так, чтобы оно 
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соответствовало точке приложения нагрузки, и суммируем любое число таких трансформи-
рованных решений. 

	

1 2
1 2 2 1

1 2 2

2 2
2 2 2 2

2 2 2

2(1 )(ln ( ) ln )
2 ( )

2(1 )(ln ( ) ln ) .
2 ( )

y
y

y

F yu x y L
G x y

F yx y L
G x y

ν ξ ξ
π ξ

ν ξ ξ
π ξ

 
= − − − + − − + + − + 

 
+ − − − + − − + − + 

	 (17)

В случае непрерывного распределения нагрузки на границе полуплоскости решение может 
быть найдено путем интегрирования. Предположим, что напряжения x xyt σ=  и y yyt σ=  зада-
ны следующим образом:

	
1 2( ), , 0;

0,
0, , 0.

y
yy

xy

p x b x b y

x y

σ

σ

≤ ≤ =
= 


= − ∞ ≤ ≤ ∞ =

èíà÷å

Функция ( )yp x  может иметь вид, показанный для примера на рис. 1.

Результирующая сила (на единицу длины) yF  в пределах малого участка dξ  границы око-
ло точки x ξ=  представляется произведением напряжения в этой точке ( )yp ξ  на площадь 

,dξ  в пределах которой оно действует, т. е.
	 ( ) ( ) .y yF p dξ ξ ξ=
Если рассмотреть большое число, например ,N  таких точек iξ  ( 1,..., )i N=  вдоль границы, 

то можно просуммировать влияние дискретных сил. Далее переходя к пределу при 0,idξ →  
заменим суммирование интегрированием вдоль отрезка 1 2.b x b≤ ≤  В результате получим:

	
2

1

2
2 2

2 2

1 2(1 )(ln ( ) ln ) ( ) .
2 ( )

b

y y
b

yu x y L p d
G x y

ν ξ ξ ξ ξ
π ξ

 
= − − − + − − + − + 

∫ 	 (18)

2.2. Термоупругая задача

Из [2]:

	

2 2

2 2

2 2

2 2

2

2 ,

2 ,

2

xx

yy

xy

G
t y

G
t x

G
x y

σ ρ

σ ρ

σ

 ∂ Ψ ∂ Ψ
= − ∂ ∂

 ∂ Ψ ∂ Ψ = − ∂ ∂
 ∂ Ψ

= ∂ ∂

	 (19)

Рис. 1. Распределенная нагрузка
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	 0 1
0

(1 ) .
t

a Tdt tµ αΨ = + + Ψ + Ψ∫ 	 (20)

3. Решение термоупругой и чисто упругой задач

Вычислим напряжения в соответствии данными выше для температурного поля следую-
щего вида:

	

2 2

1

1 1

2

2

2

1 1
1 ,

1
0,

1

tx
y ye

tyT x
ytx

y

 
 − −
 + + 

  
  −  +  = ≤  

+
 ≥
 +

	 (21)

В нашей задаче распределение температуры считается квазистатическим, поэтому мы пре-
небрегаем членами с .ρ  Сперва найдём потенциал по формуле:

	

2 2 2

1

1 1 12 2
0 1 2

0 1 2

(1 ) 1 1 , ;
1

,
1

t xx
y y y ta y e y e t t x

y

tt x
y

µ α

  − − −
 + + + 

  
  + + − + − + Ψ + Ψ ≤   +  Ψ =   

 Ψ + Ψ >
 +

	 (22)

В нашей задаче положим 0 1,Ψ Ψ  равными нулю. Введём обозначения:

	
2 2 2 2 2 2

5 32 3 2 2
2 22 2

4 2 2 4 1( , , ) :
(1 ) (1 )(1 ) (1 )

x y y t y t t xy t xF x y t
y yy y

+ + −
= − + +

+ +
+ +

	 (23)

	
2 2

5 32 2
2 22 2

1( , , ) :
(1 )(1 ) (1 )

x y xH x y t
yy y

= + +
+

+ +
	 (24)

	 3 2 2
2 2

2( , , ) : ;
(1 )(1 )

xy xytP x y t
yy

= −
+

+
 

2 2 2

5 3
2 22 2

4 2 2 1( , ) : .
(1 ) (1 )

y t y t tS y t
y y

+ −
= +

+ +
	 (25)

Тогда

	

2 2 2

1
2

1 1 1
3 2

2 2

2

(1 2 )( , , ) ( , , ) ,
1(1 )

0,
1

t xx
y y y

xx

t y te F x y t e H x y t x
yy

tx
y

σ

 
 − − −
 + + + 


−− + − ≤ ++= 


>

+

	 (26)

	

2 2 2

1

1 1 1

2 2 2

2

1 ,
1 1 1

0,
1

t xx
y y y

yy

t te e x
y y y

tx
y

σ

 
 − − −
 + + + 


− + ≤ + + += 


>
+

	 (27)
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2 2 2

1

1 1 1
3 2

2 2

2

( , , ) ,
1(1 )

0,
1

t xx
y y y

xy

xy te P x y t e x
yy

tx
y

σ

 
 − − −
 + + + 


− + ≤ ++= 


>
+

	 (28)

Подставим граничные условия:

	
2

2
1

30
2 2

1 (1 2 )( , )
(1 )

t
y

xx x

t ye S y t
y

σ +
=

 
− − = − +  + 

	 (29)

	
0

0.xy x
σ

=
= 	 (30)

Граничные условия для такого решения полностью удовлетворяться не будут, однако, воз-
никшие возмущения на границе можно устранить, накладывая решение дополнительной чи-
сто упругой задачи с обратными граничными условиями.

Далее решим отдельно в каждый момент времени задачу упругости с заданными напряже-
ниями на крае пластины, решение которой при сложении с решением предыдущей задачи даст 
в результате распределение усилий, удовлетворяющее условиям свободной границы.

В нашем случае мы имеем систему координат, повёрнутую на 
2
π  относительно уже рассмо-

тренной нами. Таким образом:

	

1
2 2 22

2 2 2

2 2

2(1 ) ln
2

(1 2 )
2 2

y
x

y
y

F x y yu
G L x y

F y xyu arctg
G x x y

ν
π

πν
π

  
 +  = − − +   +   

 
    = − − + +   +   

	 (31)

	

3

2 2 2

2

2 2 2

2

2 2 2

2
( )

2
( )

2
( )

yxx

yyy

yxy

yF
x y

x yF
x y

xyF
x y

σ
π

σ
π

σ
π


= − +

 = − +


=
+

	 (32)

В задаче распределение нагрузки непрерывно.

	

2
2

1
3

2 2

1 (1 2 )( ) ( , ) , 0 1, 0
(1 )

0, ( 0)
0, , 0.

t
y

x
xx

xy

t yp y e S y t y x
y

x
y x

σ

σ

+
 − −

= − ≤ ≤ ==  +


=
= − ∞ ≤ ≤ ∞ =

èíà÷å
	 (33)

Далее, вычисляем интегралы для напряжений. В качестве функций влияния берём те, кото-
рые соответствуют напряжениям.

	
1 3

2 2 2
0

2 ( ) ( )
( ( ) )xx x

y p d
x y

ξσ ξ ξ
π ξ

−
= −

+ −∫
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1 2

2 2 2
0

2 ( ) ( )
( ( ) )yy x

x y p d
x y

ξσ ξ ξ
π ξ

−
= −

+ −∫ 	 (34)

	
1 2

2 2 2
0

2 ( ) ( )
( ( ) )xy x

x y p d
x y

ξσ ξ ξ
π ξ

−
=

+ −∫
Полученные интегралы удается вычислить только численно с использование языка про-

граммирования C++ (код не приводится в статье в силу ограниченного количества страниц).

3.1. Анализ полученных результатов

Мы получили локализованную область возможного разрушения для полубесконечной 
пластины.

Рис. 2. Распределения S_xx Рис. 3. Распределения S_yy Рис. 4. Распределение S_xy

Заключение

В статье приводится решение плоской задачи локального нагрева. Получены зависящие 
от времени температурные напряжения и обнаружены зоны локализации растягивающих на-
пряжений, которые могут привести к локальному разрушению материала. Показано, что зона 
возможного разрушения находится по оси симметрии лазерного луча и на глубине порядка 10 
размеров лазерного пучка. Данное исследование может быть полезным в качестве развития 
превентивных мер по предотвращению разрушения материала при его обработке лазером. 
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УДК 539.3

ВЛИЯНИЕ ДЕФОРМИРУЕМОСТИ ПОДЛОЖКИ 
НА ФОРМУ ЗАЛИПШЕГО КАНТИЛЕВЕРА

Институт проблем механики им. А.Ю. Ишлинского РАН
Московский физико-технический институт (национальный исследовательский университет)

А. А. Яковенко

Аннотация. Эффективным способом измерения дисперсионных сил является экспери-
мент с залипшим кантилевером, который также позволяет измерять энергию адгезии. 
При этом определяется отклонение изогнутого кантилевера от классической формы. Для 
правильного анализа экспериментальных данных необходимо четко отделять вклад в 
форму кантилевера от дисперсионных сил и вклад, вносимый сторонними эффектами. 
С этой целью в данной работе определена поправка в классическую форму кантилевера, а 
также в энергию адгезии, вызванная учетом податливости материала подложки.
Ключевые слова: кантилевер, балка, дисперсионные силы, податливость, шероховатость, 
упругость, модель Винклера, изгиб, потенциальная энергия, адгезия.

Введение

Залипший кантилевер, у которого один конец фиксирован на некоторой высоте, а дру-
гой конец прилип к подложке, используется в экспериментах по измерению дисперсионных 
сил [1]. Для этого определяется форма залипшего кантилевера и величина ее отклонения от 
классической формы. Несмотря на то, что вклад дисперсионных сил в изгиб кантилевера не-
большой, он наблюдаем. Более того, такой эксперимент позволяет также измерить и энергию 
адгезии.

Классическая форма кантилевера находится, исходя из условия отсутствия внешней на-
грузки и при заданных значениях величины прогиба и его производной на фиксированном на 
заданной высоте конце кантилевера и в точке его отрыва от подложки. При этом залипший 
участок не рассматривается. При обработке результатов экспериментов считается, что вклад в 
изменение формы кантилевера от классической вносится только за счет действия на свобод-
ную часть кантилевера дисперсионных сил. Однако к отклонению кантилевера от классиче-
ской формы приводят и другие эффекты, связанные с механическими свойствами кантилеве-
ра и подложки. Некоторые неидеальности кантилевера рассматривались в работе [2]. К ним 
относится ненулевой угол у заделанного конца и крутильная податливость этого конца. Также 
незалипший кантилевер может иметь неравномерную толщину и ненулевую кривизну за счет 
достаточно малых остаточных напряжений [3]. В данной работе будет подробно рассмотрен 
еще один фактор, влияющий на изгиб кантилевера, а именно податливость подложки, обу-
словленная наличием на ее поверхности деформируемого шероховатого слоя. 

 
1. Постановка задачи об изгибе залипшего кантилевера

Рассматривается задача об изгибе залипшего к подложке кантилевера в поле дисперсион-
ных сил. Кантилевер представляет собой упругую балку длиной ,L  шириной w  и толщиной .t  
Левый конец кантилевера закреплен на высоте H  от подложки, а правый сцеплен с подлож-
кой (рис. 1). Поверхность подложки имеет шероховатый слой некоторой толщины 0.h  Начало 
координатной оси Ox  помещено в правый конец кантилевера. В этом случае точка отрыва 
кантилевера от подложки имеет координату .sx L s= −
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1.1. Факторы, изменяющие классическую форму кантилевера

Для нахождения формы изогнутого кантилевера, исходя из теории изгиба балок Эйлера – 
Бернулли [4], можно вывести следующее дифференциальное уравнение для функции изгиба 

( )u x

	
4

4

( ) ( ) ,d u xD b x
dx

= 	  (1)

где b  – изгибающее напряжение, 3  12D Et=  – жесткость балки при изгибе, E  – модуль упру-
гости кантилевера, а штрих означает производную по x. Податливость подложки, обусловлен-
ная наличием шероховатого поверхностного слоя, можно описать с помощью модели Винкле-
ра [5]. Определяющее соотношение для этой модели имеет вид [6]

	 ( ) ( ),zx A xδ σ= − 	  (2)
где δ  – перемещение границы подложки, zσ  – граничное напряжение, 0A >  – коэффициент 
податливости, который определяется деформационными свойствами шероховатости подлож-
ки. Для изгибающего кантилевер напряжения имеем равенство .zb σ=  На залипшем участке 
b  определяется механической реакцией подложки, а на свободном – действием внешних дис-
персионных сил, которые определяются величиной зазора v  между поверхностями кантиле-
вера и подложки. Примем следующую зависимость [3]

	 ( )( )0 0 0( ) ( ) ,b x h h v x
α

= Π + 	  (3)
где (3, 4),α ∈  а 0Π  характеризует расклинивающее давление при 0.v =  Для величины зазора 
,v  исходя из геометрии, можно записать следующее соотношение 

	 ( ) ( ) ( ),v x H u x xδ= − + 	  (4)
которое больше нуля на свободной части кантилевера и равно нулю на залипшей части. Объе-
диняя уравнения (1)–(4), окончательно придем к следующему дифференциальному уравнению 

	
( )

( )
4

4

( )

( )

, 0( )  
,

s

s

x xd u xD
d

H u x A

x x xx Lb u

 < <= 
< <

−
	  (5)

где ( )b X  – это решение уравнения ( )( )0 0 0( ) ( ) .b X h h H X Ab X
α

= Π + − −  Уравнение (5) реша-
ется вместе со следующими граничными условиями

	 (0) 0 ,u′′ =  (0) 0,u′′′ =  ( ) 0,u L =  ( ) 0.u L′ = 	  (6)
Таким образом, форма залипшего кантилевера будет зависеть от податливости подложки 

(коэффициент A) и величины дисперсионных сил ( )xΠ  (параметр 0Π ). Классическая форма 
залипшего кантилевера, когда 0A =  и 0 0,Π =  определяется следующей функцией изгиба

Рис. 1. Схема изгиба залипшего кантилевера
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	 ( ) ( ) ( )( )3 2 2
0 3( ) 2   3 2  6 2 3  .Hu x x L s x L L s x L L s

s
= − − + − − − 	  (7)

Именно вклад в отклонение кантилевера от классической формы факторов A  и 0Π  иссле-
дуется в данной работе.

1.2. Учет податливости шероховатой подложки

В отсутствии дисперсионных сил, когда 0Π  в выражении (3) равно нулю, краевая задача 
(5)–(6) имеет аналитическое решение. На сцепленном участке функция прогиба ( )u x  имеет 
следующий вид 

	 ( )1 2 1 2 2( ) cos sin 2 cos sin ,
kx kx
L Lkx kx kx kxu x H e A A e A A A

L L L L
−          = + + + − +                    

	 (8)

где 1A  и 2A  – это некоторые константы, а 4 34 3 .k L Et A=  На свободном же участке форма кан-
тилевера определяется следующей функцией 

	 ( )
3 2

3 4 3 4 3 4( ) 3 2 2 ,x x xu x A A A A A A
L L L

   = + − + + +   
   

	  (9)

где 3A  и 4A  – это также некоторые константы. Неизвестные константы 1,A  2 ,A  3A  и 4A  нахо-
дятся, исходя из равенства функции ( )u x  и ее первых трех производных, определяемых выра-
жениями (8) и (9). 

Для случая 0Π  на сцепленном участке форма кантилевера также определяется выражени-
ем (8), а на свободном участке – исходя из численного решения краевой задачи, например, 
методом пристрелки, постепенно увеличивая значение 0.Π

1.3. Численные результаты

Для анализа влияния податливости подложки и наличия дисперсионных сил на изгиб кан-
тилевера на рис. 2 представлено отклонение результатов, полученных по схеме, представлен-
ной в п. 1.2, от классической формы 0 ,u  определяемой выражением (7). При этом варьировал-
ся параметр ,k  который характеризует податливость подложки. При численных расчетах 
считалось, что 0100 ,H h=  3.5α =  и 0.7 .s L=

Как следует из результатов, деформируемость подложки ведет к тому, что свободная часть 
кантилевера становится дальше от подложки, чем в случае классической формы. Наличие же 
дисперсионных сил наоборот, приближает кантилевер к подложке. Поэтому на рис. 2 (б), где 
учтены оба фактора, для некоторых значений коэффициента податливости разница 0( )u u−  
отрицательна, а для некоторых – положительна. 

Рис. 2. Отклонение формы кантилевера от классической с учетом податливости подложки 
(красная линия – 150k = , синяя линия – 300k = , черная линия – k → ∞) при 0 0Π =  (а), 0 constΠ =  (б)
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2. Определение энергии адгезии

Учет податливости материала подложки, как показано в п. 1, вносит изменение в форму 
залипшего кантилевера. При этом в самой подложке накапливается энергия упругой дефор-
мации, что необходимо учитывать при определении потенциальной энергии кантилевера, ко-
торая также используется для определения энергии адгезии. 

2.1. Полная энергия системы кантилевер – подложка

Полная энергия системы ,E  состоящей из залипшего к податливой подложке кантилевера, 
представляется следующим образом 

	 1 2 ,df sfE U U U U= + + + 	  (10)
где 1U  – потенциальная упругая энергия изогнутого кантилевера, 2U  – потенциальная упру-
гая энергия деформированной подложки, dfU  – энергия внешних дисперсионных сил, а sfU  – 
энергия близкодействующих сил различной природы (силы Ван-дер-Ваальса, капиллярность 
и т. п.). Внешние силы характеризуются также соответствующими энергиями адгезии dfΓ  и 

,sfΓ  сумма которых в свою очередь составляет полную энергию адгезии .Γ  Энергии внешних 
сил связаны с соответствующими энергиями адгезии следующим образом 

	 , .df s df df sf s sfU wx U U wx+= − Γ + = − Γ 	  (11)
Исходя из (10)–(11), для полной энергии системы получим
	 1 2 .s df df s sf sE U U wx U wx U wx+ += + − Γ + − Γ = − Γ 	  (12)
Минимизация полной энергии (12) дает следующее выражения для полной энергии адгезии

	 1 .dU
w ds

+

Γ = − 	  (13)

Потенциальная упругая энергия изогнутого кантилевера 1U  определяется его формой и 
выражается следующим уравнением 

	
23 2

1 2
0

.
24

LwEt d uU dx
dx

 
=  

 
∫ 	  (14)

Потенциальная упругая энергия деформированной подложки 2U  будет 

	 ( )2
2

0

.
2

LwU x dx
A

δ= ∫ 	  (15)

Для потенциала внешних дисперсионных сил dfU  с учетом (3) можно записать

	 0
0

00 ( )

.
L

df
v x

hU w dv dx
v h

α∞  
 = − Π   +  

∫ ∫ 	  (16)

Окончательно, для U +  с учетом (14)–(16) можно записать

	 ( ) ( )
3 3

10 0
2 2 0 2 3

2 .
2 1 24

s s

L

x x x

hw HwEt d uU b u Ab H h u Ab dx
dx

α
α

α
−+

=

 Π
= + − + − − + − 

∫ 	  (17)

Энергия адгезии определяется, исходя их формулы (13). Для нахождения производной по 
s  воспользуемся следующей приближенной формулой

	 ( ) ( ) ( ) ( )( )1 1 3 4 2 .
2

dU s
U s U s h U s h

w ds wh

+
+ + +Γ = − ≈ − − + + − + 	  (18)
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2.2. Численные результаты

Значения потенциальной энергии и энергии адгезии были подсчитаны для значений 
0100 ,H h=  3.5,α =  150k =  и 4

0 04.94 10 .h A−Π = ⋅  На рис. 3 представлены значения поправок, 
вносимых учетом податливости подложки в потенциальную энергию и энергию адгезии, а 
именно величин ( )0 0100U U U Uδ + + += −  и ( )0 0100 ,δ + + +

Γ = Γ − Γ Γ  для разных параметров .s L  
Здесь 0U +  и 0

+Γ  – это значения, полученные без учета деформируемости подложки.
Как следует из численных результатов, с увеличением длины свободной части кантилевера 

учет деформируемости подложки вносит меньшую поправку в значение потенциальной энер-
гии и энергии адгезии.

Заключение

В работе рассмотрена задача об изгибе залипшего кантилевера с учетом деформируемо-
сти подложки, а также при действии дисперсионных сил. Произведено сравнение полученной 
формы кантилевера с классической для разных значений коэффициента податливости и раз-
ных величин дисперсионных сил. Показано, что эффект вносимый действием внешних сил и 
деформируемостью материала подложки противоположен. 

Исследовано также влияние деформируемости подложки на значение потенциальной энер-
гии системы кантилевер – подложка и на энергию адгезии. Получены результаты для разных 
размеров свободной части кантилевера. Показано, что чем больше длина свободной части, тем 
меньше поправка, вносимая учетом податливости материала подложки.  
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МАТЕМАТИЧЕСКАЯ МОДЕЛЬ ТЕПЛОВОГО ПРОБОЯ 
ПОЛУПРОВОДНИКОВЫХ МАТЕРИАЛОВ
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Н. В. Андреева1, Ю. П. Вирченко1,2

Аннотация. Сконструирована более простая, по сравнению с предыдущими работами 
одного из авторов, математическая модель теплового пробоя пленки полупроводниково-
го материала, являющаяся составной частью функционального элемента электрической 
цепи. Модель основана на нелинейном уравнении теплопроводности с самосогласован-
ным источником тепла, которым является протекающий через пленку электрический ток. 
Нелинейность уравнения обуславливает переход от плавного нагрева пленки к, который 
характеризуется супербыстрым нагревом малых ее участков в виде каналов, расположен-
ных перпендикулярно пленке. Этот переход интерпретируется как тепловой пробой ма-
териала, который состоит в проплавлении сквозь пленку каналов малого диаметра, что 
приводит к деградации электрических свойств материала.
Ключевые слова: полупроводниковый материал, пленка, электропроводность, теплопро-
водность, тепловой пробой, фундаментальная длина, обострение режима, время пробоя, 
тепловой канал, бифуркация, нелинейное уравнение теплопроводности.

Введение

В работах [1, 2] была предложена математическая модель для описания возникновения и 
развития т.н. вторичного теплового пробоя, проявляющегося в полупроводниковых плен-
ках. Был рассмотрен случай, когда пробой происходит вследствие воздействия на пленку 
интенсивной электромагнитной волны, возбуждающей в ней вихревые электрические токи. 
Подобная, но более сложная в математическом отношении модель была предложена в [3–5] 
(см. также [6]) для описания пробоя, когда эффект проявляется в ситуации, когда слой полу-
проводникового материала является функциональным элементом работающей электрической 
цепи. Эти модели не допускают прозрачного в математическом отношении изучения, который 
позволил бы выявить в достаточной степени все физические особенности явления теплово-
го пробоя. По этой причине, в цитируемых работах, применялась не очень обоснованная ап-
проксимация. Использовалось пренебрежение значениями величинами теплопроводности и 
электропроводности материала в состоянии равновесия, то есть в температурной рабочей точ-
ке. Это позволило применить метод эталонных функций для анализа нелинейного уравнения 
теплопроводности и оценить количественно основные измеряемые характеристики явления 
пробоя, а именно, время пробоя и диаметры проплавленных каналов. Тем не менее, даже при 
использованной аппроксимации, задача решается относительно просто только в случае, когда 
температурные зависимости электропроводности и теплопроводности описываются посред-
ством простых алгебраических функций, что неудовлетворительно с точки зрения сравнения 
полученных результатов с экспериментальными данными. Более того, простые эталонные 
функции удается найти только для нефизической одномерной модели. Вследствие возникаю-
щих математических сложностей, совершенно не очевидно, что происходит в физически ре-
альной задаче, когда приходится учитывать конечность толщины пленки.

В связи с описанной ситуацией, возникает естественный вопрос о теоретическом анализе, 
альтернативном тому, который предлагался в [1–5]. Настоящая работа направлена на решение 
этой задачи. Мы предлагаем подход к изучению явления теплового пробоя, основанный на 
представлении, он зарождается на имеющихся в пленке стационарных температурных откло-
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нениях от средней температуры ~ 5K. В этом случае в месте наличия таких отклонений появ-
ляются каналы, в которых температура существенно выше и, следовательно, в них становится 
существенно выше электропроводность материала. Вследствие специфической связи между 
температурными зависимостями электропроводности и теплопроводности в полупроводни-
ковых материалах, обмен теплом между каналами затруднен. Таким образом, поле температу-
ры, в момент развития теплового пробоя должно быть почти постоянным вне каждого из ка-
налов, внутри каждого из них оно медленно меняется и очень резко изменяется на границах 
каналов. Размер каналов, согласно анализу в [1–5], определяется универсальной величиной, 
которая была названа фундаментальной длиной. Ее значение для каждого данного материала 
не зависит от условий протекания процесса. Наличие каналов позволяет применить каче-
ственные рассуждения, аналогичные тем, которые использовались в элементарной теории 
электрического пробоя диэлектриков (см., например, [7]). Тогда зарождение пробоя реализу-
ется в форме бифуркации решений нелинейного уравнения теплопроводности, когда изменя-
ются параметры, определяющие тепловое состояние пленки. Посредством таких общефизиче-
ских рассуждений определяется фундаментальная длина, не находя явным образом решений 
нелинейного уравнения теплопроводности, которые соответствуют т.н. режиму с обострени-
ем. При известном значении фундаментальной длины, находится зависимость изменения тем-
пературы в канале. Мы исследуем материал с квадратичной зависимостью электропроводно-
сти и с линейной зависимостью теплопроводности от температуры. Именно этот случай был 
изучен в работах [1–5]). На основе полученного решения, вычисляется время пробоя ,∞t  кото-
рое идентифицируется с величиной ухода решения на бесконечность вследствие наличия ре-
жима с обострением. Таким образом, наш метод анализа не зависит от размерности системы.

2. Математическая модель 

Рассмотрим полупроводниковую пленку с двумя электродами, подсоединенными к ее пло-
скостям. Положим [1, 3], что в малых областях пленки имеются стационарные отклонения 
температуры, незначительным образом превышающие температуру 0T  окружающего тепло-
вого фона в пленке. Так как температурная зависимость электропроводности имеет монотон-
но возрастающий участок, продолжающийся вплоть до температуры плавления материала 
(или вплоть до точки эвтектики в том случае, материал пленки обладает примесной проводи-
мостью), то области с более высокой температурой имеют меньшее удельное электросопро-
тивление по сравнению с окружающего эту область материала пленки. Очень тонкими экспе-
риментами было установлено [8], что электрический ток имеет тенденцию концентрироваться 
в таких областях пленки с повышенной температурой. В рамках анализа, проведенного в [1, 2], 
этот факт обосновывается в случае, когда электропроводность полупроводникового материа-
ла возрастает быстрее чем теплопроводность. Поэтому, схематически, поле температуры в 
пленке состоит из температурного фона с температурой 0T  и тепловых каналов, расположен-
ных перпендикулярно плоскостям пленки. Между тепловым фоном и каждым из каналов су-
ществует тонкая граница с характерной величиной .l  Наша модель строится с учетом наличия 
таких тепловых каналов, подобно тому, как это делалось при описании теплового пробоя диэ-
лектриков [7]. Однако, зарождение пробоя в диэлектриках носит статический характер, в про-
тивоположность тому, что имеет место в полупроводниках, ввиду отсутствия в диэлектриках 
электрического тока, благодаря которому происходит разогрев каналов.

Плотность каналов мала, и поэтому каждый из них допустимо рассматривать независимо 
от других. Далее, мы рассмотрим только один канал. Он представляется, для простоты, в виде 
кругового цилиндра с .D  Положим, что количество тепла, выходящего из канала в единицу 
времени равно 
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1    ,σ ε σ= =
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d

	 (1)

E – электрическое напряжение, приложенное к плоскостям пленки, ( )σ T  – зависящая от темпе-
ратуры T  электропроводность материала, S – площадь поперечного сечения канала, ε = E

d
 – на-

пряженность электрического поля в канале, =V Sd  – объем канала, d  – толщина пленки.
Изменение температуры в пленке связано с протекающим в канале электрическим током. 

Мы не интересуемся аксиально симметричными решениями, неизменяющимися вдоль оси ,z  
направленной перпендикулярно к пленке. Тогда уравнение переноса тепла в терминах поляр-
ных координат с началом на оси канала записывается в следующем виде 

	 ( ) ( )1    . ρ ∂ ∂ ∂ = + ∂ ∂ ∂ 

Q TT Tc T
t r r V

 	 (2)

Здесь,  ρ  – массовая плотность материала,  c  –  удельная теплоемкость, ( )T  – коэффициент 
теплопроводности материала, V  – объем цилиндрического канала.

Рассмотрим такие решения ( , )=T T r t  уравнения, которые почти постоянны как внутри, 
так и вне канала, то есть 0( , ) ≈T r t T  – решение вне канала и ( , ) ( )≈T r t T t  – внутри него. При 
этом, само решение, при изменении ,r  существенно изменяется только вблизи границы кана-
ла,   .

2
≈

Dr  С целью анализа таких решений, проинтегрируем (2) по объему канала

	 ( ) ( )1         ,ρ ∂ ∂ ∂ = + ∂ ∂ ∂ ∫
Q TT TcV T dv

t r r V


где использовано приближенное постоянство решения ( , ).T r t  Пренебрежем потоком тепла 
через торцы канала. Преобразуем объемный интеграл в интеграл по боковой поверхности и 
учтем, что плотность потока не изменяется вдоль образующей цилиндра

	 ( ) ( )( ) ( )   ,     . π∂ ∂ ∂   = ∇ =   ∂ ∂ ∂   ∫


s

T TT dv T T ds d D T
r r r∮  

Наконец, изменим величину радиальной производной на границе канала на ее приближен-
ное значение 

	 ( ) 0 
 ,

−∂  = ∂ s

T t TT
r l

где ,l  по порядку величины, равно «толщине» границы канала. Вводя, вместо коэффициента 
теплопроводности ( ),T  приведенную величину ( )( ) ,β =

TT
l

  c физической размерностью 
[ ] ,
sm
  мы получим эволюционное уравнение для изменения во времени температуры ( )T t  в 

канале 

	 ( ) ( )1 2       ,ρ ∂
= = −

∂
dQ Tc V Q T Q T
dt t

	 (3)

где 2 ( ) Q T  – количество теплоты выходящего через боковую поверхность из канала. Оно опре-
деляется формулой 

	 ( ) ( )( )( )2 0       .β π= −Q T T T T D d

3. Фундаментальная длина

Найдем диаметр D  канала на основе рассуждений, сходных с использованными теории 
Вагнера [7] пробоя пленки диэлектрика.
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Решения уравнения (2) представляют т.н. режим с обострением, то есть они возрастают 
неограниченно за конечное время. Численные эксперименты показывают [9], что локализо-
ванное возмущение теплового фона развивается во времени по следующему сценарию. Снача-
ла, возрастает диаметр D  возмущения температуры. Величина ,D  достигнув определенного 
значения, далее почти не растет. Напротив, амплитуда быстро расти начинает отклонения. 
Тогда что существует критическое значение ,D  которое разделяет описанные этапы эволю-
ции. Быстрый рост не реализуется при малом D.

Заметим, что неравенство 1 2( ) ( )>Q T Q T   соответствует малым значениям D  независимо 

от температуры, так как 
2

 
4

π
=

DS  в трехмерном случае. Если это неравенство имеет место, то 

внутри канала производится больше тепла по сравнению с выходящим наружу теплом. Но это 
тепло используется не на увеличение температуры в канале, а на разогрев ближних участков 
пленки, окружающих канал. Это приводит к росту ,D  который продолжается до тех пор пока 
не возникнет равновесие 

	 1 2( ) ( ).=Q T Q T 	 (4)
Предположим, что температура T  такова, что реализуется обратное неравенство 

1 2( ) ( ).<Q T Q T  В этом случае график 2 ( )Q T  пересекает график 1( )Q T  и поэтому, вследствие 
выпуклости функции ( ),σ T  имеется два решения уравнения (4). Меньшее решение устойчи-
во, так как малое увеличение T  приведет к уменьшению притока тепла 1( ).Q T  Дальнейшее 
нагревание становится невозможным в этой точке. Только такое решение описывает устойчи-
вое функционирование полупроводниковой пленки в точке 0T , когда не возникает тепловой 
пробой. Наоборот, второе решение неустойчиво, так как электропроводность возрастает при 
малом увеличении T  и приток тепла увеличивается, что ведет к дальнейшему увеличению .T  
Следовательно, тепловой пробой зарождается в пограничном случае, когда графики 1( )Q T  и 

2 ( )Q T  касаются, то есть реализуется двойной корень уравнения (4). Это соответствует перехо-
ду от указанного выше режима расширения области на пленке, занимаемой термическим воз-
мущением, к режиму быстрого роста температуры внутри канала без существенного увеличе-
ния .D  При этом, рост температуры приводит к тепловому пробою, который, как раз, 
описывается этим неустойчивым решением. На основе описанных рассуждений, мы находим 
критические значения температуры T  и D  из уравнения (4) и контактного условия

	 ( ) ( )1 2 .=
dQ T dQ T

dT dT
	 (5)

Далее, для простоты, положим величину ( )  β β=T  постоянной. Такое приближение позво-
лит нам сделать сравнение с результатами работы [2]. Более того, будем считать, что зависи-
мость электропроводности от температуры имеет вид 2

0( )  (  .)σ σ= + − mT v T T  Это согласуется с 
моделью, рассмотренной в [2]. Тогда уравнение (1) принимает вид 

	 ( ) ( )( )
2

2
1 0     .σ= + − m

EQ T S v T T
d

Заметим, что величины 0 ,T  d  и E  являются внешними параметрами по отношению к рас-
сматриваемой системе, а ,ν  ,β  ,mT  0σ  являются характеристиками материала. Проанализиру-
ем совместное решение системы уравнений (4) и (5). Введем обозначения 

	 0
0 1 2

    ,    ,      . 
4   4   4   
π σ π π βα α α
ρ ρ ρ

= = =
v

c V c V c V

Так как ( ) ( ) ( )1 21
12  /ρ α− = − m

dQc V ED T T d
dT

 и ( ) 1 2
2 ,ρ α− =

dQc V Dd
dT

  то  уравнение (5) дает 
условие 

	 ( )
2

1 2

1

  2 .α
α

−   − =   
  

m
dT T D
E

	 (6)
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Из уравнения (4) находим 
	 2 2 2

0 1 2( ( ) ) ( ),α α α+ − = − + ∆m mE D T T d T T
где 0   .∆= −mT T  Подстановка выражения (6) дает квадратное уравнение относительно величи-
ны ,D

	
2

2 2 42 2

0 0 1

1     0.
4

α αε ε
α α α

− −− ∆ − =D D

Его положительное решение является критическим значением диаметра D  канала 

	 2 20 02
2 2

0 1 0

1 2       .
2

α σα β
ε α α ε σ

   
= ∆ + + = ∆ + +  ∆ ∆ 

   
D

v
	 (7)

В частности, если 2 0  ,σ
∆ 

v
 что соответствует ( )0 0 0   ,σ σ σ− T  то 2

0  2  / .ε β σ−≈D v  В про-

тивоположном предельном случае мы имеем 2

0

 4  .βε
σ

−≈ ∆D  Для температуры   cT  канала, при 

которой происходит пробой мы получаем выражение 

	

1/2
0 00

2 0 0 0

    ;     
0    . 

          ;    
2

σ σσ

σ σ σ

  ∆  < − = =
∆ + + ∆∆

∆





c m
v vvT T

v v v

	 (8)

4. Анализ решения динамического уравнения 

Для нахождения времени пробоя, проанализируем динамическое уравнение (3). Рассмо-
трим отклонение температуры от критического значения ,mT  .θ = − mT T  В этом случае уравне-
ние (3) представляется в следующем виде 

	 ( ) ( )2 2 2
0 1 2         . θ α α θ ε α θ= + − Θ+

d d D dD
dt

	 (9)

Заметим, что отношение 0 0

1

  α σ
α ν

=  имеет размерность квадрата температуры. Поэтому, 

естественно ввести температуру 
1/2

0 ,σ
ν

 
 


Θ


=  которая является характеристикой материала. 

Величина 2
2 2

1

2 ,
2
α β
α ε ε

=
D vD

 имеющая размерность температуры, равна разности , −c mT T  при-

нимая во внимание уравнение (7), (8), то есть зависит от свойств материала. В связи с этим, 
естественно ввести температуру  . = −Θc c mT T

Введем временную характеристику ( ) 1
2  ,τ α −= dD  так как 2  α d D  имеет размерность обрат-

ного времени. В терминах введенных параметров уравнение (9) представляется в виде 

	 ( ) ( ) ( )1 2 2 2         .θτ θ θ−= Θ Θ + − ∆+c
d
dt

Оно уравнение интегрируется разделением переменных 

	
( )

( )

( )2 2
0

2 .
2  

θ

θ

θ
θ θ τ

Θ =
− Θ + ∆ +Θ∫

l

c
c

d t 	 (10)

Пусть 2 2   2   θ± =Θ ± + ∆ΘΘ −Θc c c  – неподвижные точки уравнения (9). Они точки являются 
решениями квадратного уравнения 

	 ( )2 22 2 0.θ θ− Θ + − ΘΘ ∆ =c c 	 (11)
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Проанализируем возможные эволюционные режимы, описываемые решениями уравне-
ния (10). Если θ±  комплексные, то уравнение (10) имеет вид 

	
( )

( )

( )
( ) 1

2 2
0

2 
 

,
θ

θ

θ τ
θ

−= Θ
−Θ +∫

t

c
c

d t
a

где  ,   0.
2

θ θ+ −−
= >ia a  Интеграл в левой части расходится при ( ) .θ →∞t  Поэтому решение 

( ) θ t  достигает сколь угодно больших значений и температура беспредельно увеличивается, 
что согласуется с качественным выводом о поведении решения в случае 1 2( ) ( ),>Q T Q T  сде-
ланном в разд. 3. Случай комплексных значений θ±  реализуется, если 2 2 2 .> Θ +Θ ΘΘc c  При 
этом получаем явный вид решения 

	 ( ) ( ) ( )1 0  
  tg 2 arctg ,

θ
θ τ − −Θ 

=Θ+ Θ +     
t a at

a

( )22   / 4.θ θ+ −= −a  С физической точки зрения важно, что величина ( )θ t  в этой формуле стре-
мится к бесконечности в течение конечного времени  ,∞t  то есть имеет место обострение ре-
жима. Условие ( )  θ ∞ =∞t  приводит к уравнению

	 ( ) ( ) 10  
2  .

2
θ πτ −

∞

−Θ
+ Θ =at

a
Пусть теперь корни θ±  вещественны. В этом случае формула (10) принимает вид

	
( )

( )

( ) ( ) ( ) ( )
( )

( )
( )

1

*0

0
2 ,          ln   ,

0

θ

θ

θ θ θ θθ τ
θ θ θ θ θ θ θ θ τ

− + −

+ − − +

− −
= Θ =

− − − −∫
t td tt

t

где ( )( ) 11
*  2 ,τ θ θ τ −−

+ −= − Θc  .θ θ+ −>  Следовательно, решение имеет вид 

	 ( ) *

*

exp
 ,

exp

θ θ
τ

θ

τ

− +

 
− 

 =
 

− 
 

t b
t

t b
	 (12)

когда ( )  θ θ+ −>t  и поэтому 

	 ( )0  
1

θ θθ − +−
=

−
b
b

при 0. =t  Для непрерывности по t  необходимо чтобы 1.<b  Дополнительно, требование вы-
полнимости неравенства ( )0θ θ+>  приводит к условию 0.>b  Таким образом, решение ( )θ t  
существует при 0 1< <b  и оно непрерывно при всех .t  Кроме того, оно стремится к θ−  при 
 .→∞t  В случае 1,>b  знаменатель в формуле (12) отрицателен. Поэтому, ввиду неограничен-

ного возрастания экспоненты 
*

exp
τ
 
 
 

t  при возрастании ,t  знаменатель обращается в нуль в 

течение конечного времени ,∞t  которое определяется уравнением 

	
*

exp  ,
τ
∞ 

= 
 

t b

есть * ln .τ∞ =t b  Таким образом, результаты анализа решения полностью совпадают с каче-
ственным анализом основного равнения (3).
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Заключение

Согласно концепции в разд. 3, время пробоя определяется решением уравнения (10) в точ-
ке бифуркации, вследствие касания графиков 1( )Q T  и 2 ( ).Q T  Тогда уравнение (11) имеет 
двойное решение и температура пробоя cT  определяется на основе равенства  ,θ =Θc  то есть 

 ,= +Θc m cT T  что согласуется с анализом разд. 3. При этом, благодаря (10) и определению ,Θc  
реализуется равенство 2 2  2   ,Θ + Θ ∆= Θc c  необходимое для существования двойного решения. 
Для вычисления времени пробоя рассмотрим решение ( )θ t  уравнения (10), соответствующее 
этому кратному решению. В этом случае мы имеем 

	
( )

2
(0)

,
( ) 2

θ

θ

θ
θ τ

=
−Θ Θ∫

t

c c

d t      
1

1( ) ( (0) ) .
2

θ θ
τ

−

− 
= Θ + −Θ − Θ 

c c
c

tt

Тогда время пробоя ,∞t  которое мы идентифицируем его со временем обострения режима 
и определяем условием ( )  ,θ ∞ =∞t  дается выражением 

	
( ) ( )
2 2  . 
0  0  

τ τ
θ∞

Θ Θ
= =

−Θ −
c c

c c

t
T T

	 (13)

Главное отличие формулы (13) от соответствующего результата работы [2] состоит в том, 
что, в нашем случае, условием возникновения пробойного режима является выполнимость 
неравенства , > cT T  а в [2] таким условием было превышение температуры (0)T  над темпера-
турой .mT  Из уравнения (8) следует, что полученное условие возникновения теплового пробоя 
состоит в выполнении следующего неравенства 

	 ( ) 0
2

0

/0  .
 /  
σ

σ
> +

∆ ∆+ +
m

vT T
v

Из него следует, что сдвиг температуры равен 1/2
0( / )σ v  при 0 ,≈ mT T    0, ∆≈  согласно (8). 

Различие оценки величины ,∞t  связано с пренебрежением величиной 0σ  [2]. Это возможно на 
этапе развития теплового пробоя. Однако, пренебрежение величиной 0σ  незаконно на ста-
дии зарождения теплового пробоя. Она определяет условие его появления. По этой причине, 
время ∞t  в [2] должно отличаться от величины, рассчитанной по формуле (13), так как  ∞t  
представляет, полное время, за которое решение уходит на бесконечность. Наш анализ пока-
зывает, что вклад стадии зарождения пробоя является существенным в этой сумме. Наконец, 
заметим, что, используя определение времени τ  и уравнения (7) и (8), выражение (13) прини-
мает следующий вид 

	
( )( )2 , 
0   
ρ

ε θ∞ = − −m c

ct
v T T

Отсюда видно, что определенное таким образом время пробоя, больше, чем то, которое 
дано в работе [2]. Вводя отклонение температуры 0  (0)  δ = −T T T  находим, что отклонение тем-
пературы, при возникновении пробоя, должно быть больше, чем 

	 0
2

0

/min  ;  0 .
 /
σ

σ

  ∆ + ∆≥ 
∆ + +  ∆ 

v
v

Так как функция возрастает при  0,∆≥  то минимум достигается при    0∆=  и ( )1/2
0 ./σv  По-

этому независящее от  ∆  необходимое условие для возникновения пробоя имеет вид 
( )1/2

0  / . δ σ>T v  При этом время пробоя увеличивается 

	
( )( )1/22

0

  .
 /

ρ

ε δ σ
∞ =

−

ct
v T v
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Наконец, заметим, что, согласно проведенному анализу, пробой менее вероятен при умень-
шении ,ε  так как ,D  определенная (7), увеличивается, и для быстрого роста отклонения тем-
пературы, нужно больше времени для достижения D  критического значения.
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К ТЕОРИИ СТАЦИОНАРНОГО ТЕЧЕНИЯ ЖИДКОСТЕЙ 
ПО ТРУБАМ ПРОИЗВОЛЬНОГО СЕЧЕНИЯ

Московский авиационный институт (национальный исследовательский университет)

Зо Аунг, С. О. Гладков

Аннотация. Предложено аналитическое описание гидродинамического течения жид-
кости по трубе произвольного сечения под действием постоянного градиента давления. 
Исходя из общих принципов гидродинамики вязких жидкостей найдено распределение 
скорости по сечению трубы. Рассмотрен частный случай общей формулы. Приведено об-
щее выражение для вычисления расхода жидкости по трубе произвольного сечения.
Ключевые слова: динамическая вязкость, градиент давления, уравнение Навье – Стокса, 
уравнение непрерывности, сечение трубы.

Введение

Как показал обзор литературы, касающейся исследования течения жидкостей по трубам 
произвольного сечения (см., например, [1–17]), мы нигде не обнаружили описания общего 
подхода для решения подобного рода задач. Настоящее сообщение посвящено анализу этого 
случая.

Предположим, что сечение горизонтально расположенной трубы имеет кусочно-гладкую 
форму, как показано на рис. 1. Ось z  декартовой системы координат выбрана перпендикуляр-
ной к плоскости рисунка, по которой направим приложенный к обеим концам трубы постоян-
ный градиент давления. 

Пусть при 0y ≥  верхняя часть контура описывается зависимостью 1 1 1( ),y y x=  а нижняя 
часть контура при 0y ≤  – зависимостью 2 2 2( ).y y x=

Для вычисления распределения скорости потока по сечению воспользуемся основными 
принципами гидродинамической теории вязких жидкостей, и воспользуемся с этой целью 
уравнением Навье – Стокса, которое в случае несжимаемых жидкостей имеет вид: (см. [18])

Рис. 1. Схематическое изображение произвольного сечения горизонтально лежащей трубы
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	 ( ) ,P
t

ρ η∂ + ⋅∇ = −∇ + ∆ ∂ 
v v v v 	 (1)

где ρ  – плотность жидкости, P  – давление, η  – динамическая вязкость.
Поскольку речь идет о стационарной задаче, то скорость потока согласно рис. 1 следует 

искать в единственно возможном виде 
	 ( )( )0,0, v , .z x y=v 	 (2)
Тогда в уравнении (1) в силу (2) автоматически исчезает субстанциональная производная, 

и его можно переписать в значительно более простой форме, а именно, как 

	 1v const.z
P
zη

∂
∆ = =

∂
	 (3)

Для решения в форме (2) уравнение непрерывности 0div =v  выполняется также автома-
тически. 

Граничная задача для уравнения (3) формулируется очевидным образом в виде условий 
«залипания» жидкости на контуре трубы C

	 ( ) ( )1 1 2 2
v v 0.z zy y x y y x= =

= = 	 (4)

Таким образом, согласно двухмерному уравнению Пуассона (3) для постоянной правой ча-
сти конечное в нуле решение может иметь только квадратичный по независимым аргументам 
,x y  вид. Это первое условие. Второе условие связано с выполнением равенств (4). 

Поэтому, как показано на рис. 1, удобно ввести два независимых вектора 1 1δ = −r r r  и 
2 2 ,δ = −r r r  где 1 1 1 1( , ( )),x y x=r  2 2 2 2( , ( )),x y x=r  а радиус – вектор r  это текущий вектор в огра-

ниченной области D  сечения контура, включая все точки на контуре .C
На языке этих двух векторов мы можем представить решение поставленной задачи в виде 

их скалярного произведения. Действительно, поскольку [ ]1 2 ,G δ δ= ×v r r  где G  – некоторая 
константа, то 1 2v sin ,z G δ δ β= r r  где угол β  определен на рис. 1. С другой стороны этот угол 

можно определить из уравнения ( )1 2

1 2

cos .
δ δ

β
δ δ

⋅
=

r r
r r

Поэтому решение задачи можно представить в общем виде как
	 ( )1 2v .z Gtgβ δ δ= ⋅r r 	 (5)

Или в раскрытой форме 
	 ( )( ) ( )( ) ( )( )1 2 1 1 2 2v .z Gtg x x x x y x y y x yβ  = − − + − −  	 (6)
Подставив функцию (6) в уравнение (3) немедленно получаем, что 

	 1
4

PGtg
z

β
η
∂

=
∂

и, следовательно, интересующее нас решение (6) можно представить, как 

	 ( )( ) ( )( ) ( )( )1 2 1 1 2 2
1v .

4z
P x x x x y x y y x y
zη

∂  = − − + − − ∂
	 (7)

Таким образом, расход жидкости, текущей по трубе произвольного сечения, можно теперь 
вычислить по формуле 

	 ( ) ( )
( )2

1 2
1 ( )

v , v , .
y xa

z z x x x
D a y x

Q x y dxdy dx x y dy
= =

−

= =∫∫ ∫ ∫ 	 (8)

Подставляя сюда общее решение (7), в котором согласно (8) первое слагаемое просто исче-
зает, после элементарного интегрирования приходим к следующему выражению 

	 ( ) ( )( )3
2 1

1 .
24

a

a

PQ y x y x dx
zη −

∂
= − −

∂ ∫ 	 (9)
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Посмотрим, как «работают» формулы (7) и (9) на конкретных примерах. В качестве перво-
го примера возьмем сечение в виде окружности. 

Уравнение ее контура будет 
	 2 2 2.x y a+ =

Но поскольку 2 1,x x= −  то, следовательно,

	 2 2
1,2 1 .y a x= ± − 	 (10)

Подставляя (10) в (7), находим 

	 ( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )2 2 2
1 1 1 1 1 1

1 1v , .
4 4z

P Px y x x x x y x y y x y x y a
z zη η

∂ ∂ = − + + − − − = + − ∂ ∂
	 (11)

То есть, как и должно быть, мы приходим к решению Пуазейля. 
Согласно же (10) расход жидкости будет тогда 

	 ( )
3 4

2 2 21 .
3 8

a

a

P a PQ a x dx
z z

π
η η−

∂ ∂
= − − = −

∂ ∂∫ 	 (12)

Предположим теперь, что форма трубы представляет собой две сопряженные параболы. То 
есть 2 1,x x= −  а уравнения их зеркально-отраженных контуров есть 

	
2
1

1,2 .
2
xy h
b

 
= ± − 

 
	 (13)

Тогда в соответствии с (7) имеем 

	 ( ) ( )( )
22

2 2 2 2 2 2 21
1 1 1 1

1 1v , ,
4 4 2z

xP Px y x x y y x x h x y
z z bη η

  ∂ ∂  = − + − = − + − − −  ∂ ∂   
	 (14)

где, напомним, 1 1( )y x  это множество точек контура. 
Расход жидкости вычислим согласно (9). Подставляя (13) в формулу (9) и полагая 1 ,x x=  

получаем 

	

32 2 2 4 6
3

2 3
0

2 2 5 7
3

2 3

1 2 3 3
3 2 3 2 4 8

2 3 .
3 2 20 56

a a

a

P x P h x hx xQ h dx h dx
z b z b b b

P h a ha aah
z b b b

η η

η

−

   ∂ ∂
= − − = − − + − =   ∂ ∂   

 ∂
= − − + − ∂  

∫ ∫

Но поскольку 2 ,a bh=  то отсюда немедленно следует 

	
332 2 .

105
h bh PQ

zη
∂

= −
∂

	 (15)

Таким образом, благодаря предложенному выше алгоритму, можно легко находить распре-
деление скоростей по любого вида сечению, и вычислять важный в чисто практическом отно-
шении расход жидкости в единицу времени. 

Совершенно понятно, что предложенный алгоритм имеет общий характер и применим к 
любым замкнутым контурам, характеризующим сечение трубы.

Заключение

В заключение этого сообщения отметим:  
1. Продемонстрирован несложный алгоритм решения задачи о нахождении распределения 

скоростей продольного потока по плоскости перпендикулярного к нему сечения в виде функ-
ции от независимых координат , .x y
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2. Благодаря найденному распределению приведена общая формула вычисления расхода 
жидкости в единицу времени (некоторые близкой тематики задачи рассмотрены также в ра-
ботах [19–24]). 
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ВЛИЯНИЕ КОМБИНАЦИИ БАЗИСА И ФУНКЦИОНАЛА НА РЕЗУЛЬТАТЫ 
ОПТИМИЗАЦИОННЫХ DFT-РАСЧЕТОВ АТОМНОЙ СТРУКТУРЫ 

НА ПРИМЕРЕ КРЕМНИЙ-ГАФНИЕВЫХ КЛАСТЕРОВ

1Воронежский государственный технический университет
2Воронежский государственный университет

Н. А. Борщ1, Н. С. Переславцева1, С. И. Курганский2

Аннотация. В работе анализируется влияние функционала и базиса на результаты расче-
тов по оптимизации пространственной структуры кремний-гафниевых кластеров в рам-
ках теории функционала плотности (DFT). В качестве объекта тестовых расчетов выбра-
ны анионные кластеры HfSi15

−  и HfSi16
− . Сравниваются комбинации наиболее популярных 

функционалов B3LYP, B3PW91 и PBE в комбинации с тремя базисными наборами каждый 
– 6-311+g(d), aug-cc-pvdz и SDD. Критерием оценки адекватности метода расчета служит 
сравнение рассчитанных электронных спектров различных изомеров кластера с экспери-
ментальным фотоэлектронным спектром.
Ключевые слова: теория функционала плотности, оптимизационные расчеты, кремние-
вые кластеры, фотоэлектронная спектроскопия.

Введение

Дизайн новых материалов является одной из самых актуальных тем многих современных 
исследований [1–5]. Потребность в новых функциональных материалах назрела с переходом 
от микро- к нанотехнологиям и с их развитием только растет. Используемые в современных 
устройствах материалы должны иметь уникальные свойства, которые можно легко варьи-
ровать, и, конечно же, быть экономичными. Кремний является основным материалом элек-
троники и естественно, что одним из направлений поиска новых материалов является синтез 
новых наноструктур на его основе. Эффективные эксперименты по синтезу кремниевых нано-
форм невозможны без фундаментальных знаний об их свойствах, таких как пространственная 
структура и электронный спектр. Наиболее доступным и информативным способом получить 
эти знания является компьютерный эксперимент. 

В последние два десятилетия огромное количество работ посвящено компьютерному моде-
лированию атомной структуры и электронных свойств нольмерных кремниевых наноформ – 
кремниевых и кремний-металлических кластеров [6–12]. Анализируя эти работы можно вы-
делить главную проблему – выбор метода расчета, который гарантированно или хотя бы с 
высокой вероятностью позволял получить адекватные модели пространственной структуры 
таких кластеров. Очевидно, что наиболее убедительным критерием оценки адекватности того 
или иного метода является сопоставление результатов его применения с экспериментальны-
ми данными. В случае кремниевых и кремний-металлических кластеров такими эксперимен-
тальными данными могут служить результаты фотоэлектронной спектроскопии анионных 
кластеров [13–16]. Как было установлено [17–24], профиль плотности электронных состоя-
ний кластера, который по сути и отражает фотоэлектронный спектр, зависит, и чаще всего 
радикально, от его пространственной структуры. Поэтому эффективным способом оценки 
метода оптимизационного расчета является сравнение рассчитанных электронных спектров 
наиболее стабильного изомера (или изомеров) кластера с его фотоэлектронным спектром. 
В случае, если рассчитанный спектр изомеров, являющихся основными по результатам данно-
го расчета, совпадает с экспериментальным, можно утверждать, что данный метод позволяет 
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получить адекватные результаты в компьютерном эксперименте по установлению реальных 
структур кластеров с таким или подобным атомным составом.

В данной работе представлены результаты расчета атомной структуры и электронного 
спектра различных изомеров кластеров HfSi15

−  и HfSi16
−  в рамках теории функционала плотно-

сти с использованием трех функционалов, наиболее часто используемых для оптимизацион-
ных расчетов кремний-металлических кластеров – B3LYP [25, 26], B3PW91 [27] и PBE [28, 29] 
в комбинации с тремя базисными наборами каждый – базисные наборы 6-311+g(d) [30], aug-
cc-pvdz [31] и SDD [32, 33] использовались для атомов кремния, и базисный набор Jorge-DZP 
[34, 35] для атома гафния. Рассматривается влияние выбора метода оптимизационных расче-
тов на их результаты. Приводится сравнение рассчитанных электронных спектров наиболее 
стабильных изомеров кластеров с экспериментальными фотоэлектронными спектрами [36], 
что позволяет определить адекватность каждого метода.

1. Метод расчета

В результате расчета электронного спектра получались собственные значения энергии ка-
ждой молекулярной орбитали, т. е. энергетический спектр, в котором каждую молекулярную 
орбиталь можно представить в виде уровня. Теоретические электронные спектры получались 
после того, как каждый энергетический уровень заменялся гауссовым распределением с полу-
шириной 0.15 эВ и интенсивности всех распределений при каждом значении энергии склады-
вались. 

Средняя энергия связи bE  вычислялась по формуле
( ) ( ) ( )Si Hf HfSi

,
1

n
b

nE E E
E

n

− −+ −
=

+
где (Si)E  и (Hf )E −  – полные энергии свободного атома германия и аниона гафния, соответ-
ственно, (HfSi )nE − – полная энергия кластера, n  – число атомов кремния в кластере.

Для каждого изомера оптимизировались структуры в трех мультиплетных состояниях – 
дублетном (2 1 2),S + =  квартетном (2 1 4)S + =  и секстетном (2 1 6).S + =  Спин-дублетное со-
стояние оказалось основным для всех рассматриваемых структур.

2. Результаты и их обсуждение

На рис. 1 приведены структуры стабильных изомеров кластера HfSi15
−  и сравнение рассчи-

танных плотностей электронных состояний каждого изомера с экспериментальным фотоэ-
лектронным спектром [16]. В табл. 1 приведены разности средних энергий связи между основ-
ным и всеми другими изомерами.

Для кластера HfSi15
−  получены шесть наиболее стабильных изомеров. Три из них можно 

назвать дельтаэдрическими, поскольку они имеют преимущественно треугольные грани – 
изомеры 15-DELTA1, 15-DELTA2 и 15-DELTA3. Два изомера можно назвать призматическими 
(15-PR1 и 15-PR2), так как они построены добавлением дополнительных атомов кремния 
кремния к шестиугольной призме с атомом гафния внутри. И, наконец, изомер 15-FULL имеет 
фуллереноподобную структуру.

Согласно расчетам с использованием B3PW91- и PBE-функционалов в комбинации с ба-
зисом 6-311+g(d) или aug-cc-pvdz, наибольшая средняя энергия связи соответствует изомеру 
15-DELTA1, но средняя энергия связи в изомере 15-DELTA2 лишь немногим меньше, чем в 
изомере 15-DELTA1, поэтому его также можно считать основным. Призматические изомеры 
15-PR1 и 15-PR2 и фуллереноподобный 15-FULL являются наименее стабильными в этих рас-
четах. В B3LYP/6-311+g(d)-расчете самыми стабильными являются трехсвязные структуры – 
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призматические изомеры 15-PR1 и 15-PR2 и фуллереноподобный 15-FULL, а по результатам 
B3LYP/aug-cc-pvdz-расчета – только призматические изомеры 15-PR1 и 15-PR2. Изомер 15-PR1 
имеет заметно большую среднюю энергию связи, чем остальные изомеры, и по результатам 
B3LYP/6-311+g(d)- и B3LYP/aug-cc-pvdz-расчетов может считаться детектируемым в экспери-
менте с наибольшей вероятностью.

Использование базиса SDD в комбинации с любым из рассматриваемых функционалов 
приводит к результатам, в которых основными изомерами являются изомеры с трехсвязными 
структурами – призматические и/или фуллереноподобный. В B3LYP/SDD-расчете наиболь-
шее значение средней энергии связи соответствует призматическому изомеру 15-PR1. Изоме-
ры 15-PR2 и 15-FULL являются вторыми по стабильности, но с существенным энергетическим 

Рис. 1. Атомные структуры стабильных изомеров кластеров HfSi15
−  и HfSi16

− , сопоставление 
их рассчитанных электронных спектров с экспериментальными [16]
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отрывом от основного, поэтому их наблюдение в эксперименте, согласно результатам этого 
расчета, маловероятно. В B3PW91/SDD- и PBE/SDD-расчетах все три трехсвязные структуры 
могут считаться основными изомерами, поскольку имеют близкие значения средних энергий 
связи. Дельтаэдрические изомеры по результатам всех трех расчетов в базисе SDD являют-
ся наименее стабильными с радикально большим энергетическим отрывом от трехсвязных 
структур.

Сопоставление рассчитанных электронных спектров с экспериментальным [16] показы-
вает, что наилучшее совпадение профиля плотности электронных состояний и фотоэлек-
тронного спектра у изомера 15-DELTA1, т.е. изомера, основного по результатам B3PW91- и 
PBE-расчетов с базисами 6-311+g(d) и aug-cc-pvdz. Поскольку в этих расчетах энергии связи в 
нескольких изомерах имеют близкие значения, то следует также рассматривать и суммарные 
рассчитанные спектры энергетически близких структур. Поэтому на рис. 1 также представле-
ны суммарный спектр двух изомеров – 15-DELTA1 и 15-DELTA2. Как видно из рисунка, про-
филь суммарного электронного спектра этих изомеров с высокой точностью повторяет про-
филь экспериментального спектра. Рассчитанный спектр изомера 15-PR1, который является 
самым стабильным по результатам B3LYP/6-311+g(d)-расчета, значительно хуже согласуется 
с экспериментальным. На рис. 1 показан также суммарный спектр призматических изомеров, 
поскольку они оба оказались основными в B3LYP/aug-cc-pvdz-расчете. Как видно из рисунка, 
этот суммарный спектр не согласуется с экспериментальным. Можно заключить, что призма-
тические структуры, ни обе, ни одна из них, не являются структурами, детектированными в 
эксперименте [16]. Это значит, что расчеты с использованием B3LYP-функционала в комбина-
ции с любым из базисов 6-311+g(d) или aug-cc-pvdz дают ошибочные результаты по соотноше-
нию энергий связи в изомерах призматического и дельтаэдрического типов.

Рассчитанные электронные спектры изомеров по результатам расчетов с использованием 
базиса SDD могут иметь некоторые отличия по сравнению со спектрами, полученными с рас-
четах с использованием базисов 6-311+g(d) или aug-cc-pvdz, поэтому представлены на рис. 1 
отдельно. Как видно из рисунка, профиль рассчитанной плотности электронных состояний 
в изомере 15-PR1, основном по результатам B3LYP/SDD-расчета, не согласуется с экспери-
ментальным. Суммарный спектр изомеров 15-PR1, 15-PR2 и 15-FULL, наиболее стабильных в 
B3PW91/SDD- и PBE/SDD-расчетах также имеет существенные расхождения с фотоэлектрон-
ным спектром. Спектры структур 15-DELTA1 и 15-DELTA2, как и в расчетах с использованием 
6-311+g(d)- и aug-cc-pvdz- базисов, показывают хорошее согласие с экспериментальным.

Для кластера HfSi16– получены три стабильных изомера. Изомер 16-FULL имеет фуллере-
ноподобную структуру в виде многогранника с четырех- и пятиугольными гранями. Изоме-
ры 16-FK1 и 16-FK2 имеют дельтаэдрическую структуру в виде искаженных многогранников 
Франка-Каспера.

В оптимизационных B3LYP- и B3PW91- расчетах с использованием любого из трех рас-
сматриваемых базисов основным изомером является фуллереноподобный, причем с большим 
энергетическим отрывом от дельтаэдрических. Оптимизация начальных структур многогран-
ников Франка-Каспера с использованием базиса SDD привела к их трансформации в фулле-
реноподобную структуру 16-FULL. Аналогично оптимизационные B3LYP-расчеты с исполь-
зованием как базиса 6-311+g(d), так и aug-cc-pvdz привели к трансформации этих структур в 
фуллереноподобную. При оптимизации с использованием PBE-функционала в комбинации с 
базисом 6-311+g(d) или aug-cc-pvdz наибольшая средняя энергия связи соответствует фулле-
реноподобному изомеру, но средние энергии связи в дельтаэдрических незначительно мень-
ше, поэтому согласно результатам этих расчетов можно заключить, что возможно экспери-
ментальное наблюдение всех трех структур.

Сопоставление рассчитанных электронных спектров с экспериментальным [16] показы-
вает полное соответствие профиля плотности электронных состояний в фуллереноподобном 
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изомере 16-FULL профилю фотоэлектронного спектра. Рассчитанный спектр изомера 16-FK1 
также неплохо согласуется с экспериментальным, но есть существенные расхождения в рас-
стоянии между главным максимумом и особенностью у края полосы заполненных состояний. 
Рассчитанный спектр изомера 16-FK2 плохо согласуется с экспериментальным, как по форме 
самого спектра, так и по энергетическому расстоянию между этими особенностями. Посколь-
ку результаты PBE-расчетов позволяют допустить одновременное наблюдение в эксперименте 
всех трех изомеров, то на рис. 1 показан также их суммарный спектр. Как видно из рисунка, 
суммарный спектр показывает плохое согласие с экспериментальным, прежде всего из-за суще-
ственных расхождений в интенсивности основного и второго по интенсивности максимумов. 

Заключение

Наилучшее согласие рассчитанных и экспериментальных данных наблюдается по резуль-
татам расчета с использованием B3PW91-функционала в комбинации с базисами 6-311+g(d) 
или aug-cc-pvdz. Оптимизация пространственной структуры с применением B3LYP-функци-
онала в комбинации с любым из этих базисов дает ошибочные результаты с завышением от-
носительной энергии связи трехсвязных призматических или фуллереноподобных структур 
по сравнению с дельтаэдрическими. Использование PBE-функционала для оптимизационных 
расчетов, напротив, может приводить к завышению средних энергий связи в дельтаэдриче-
ских структурах. При использовании базиса SDD в комбинации с любым из функционалов 
B3LYP, B3PW91 или PBE оптимизационные расчеты приводят к ошибочным результатам с ра-
дикально большим завышением энергий связи в трехсвязных структурах, призматических и 
фуллереноподобной, по сравнению с дельтаэдрическими. 

Расчеты проводились в программе Gaussian09 [36], для визуализации структур использо-
вана программа GausView [36]. Для представленных расчетов были использованы вычисли-
тельные ресурсы Суперкомпьютерного центра Воронежского государственного университета.

Таблица 1
Разности средних энергий связи между основным и остальными изомерами (эВ/атом)

Изомер

B3
LY

P/
6-

31
1+

g(
d)

B3
PW

91
/6

-3
11

+g
(d

)

PB
E/

6-
31

1+
g(

d)

B3
LY

P/
au

g-
cc

-p
vd

z

B3
PW

91
/a

ug
-c

c-
pv

dz

PB
E/

au
g-

cc
-p

vd
z

B3
LY

P/
SD

D

B3
PW

91
/S

D
D

PB
E/

SD
D

15-DELTA1 0.0263 0.0000 0.0000 0.0155 0.0000 0.0000 0.0857 0.0625 0.0424
15-DELTA2 0.0301 0.0039 0.0034 0.0184 0.0019 0.0016 0.0552 0.0533 0.0352
15-DELTA3 0.0272 0.0095 0.0135 0.0183 0.0104 0.0128 0.0794 0.0310 0.0151
15-PR1 0.0000 0.0199 0.0448 0.0000 0.0298 0.0500 0.0000 0.0000 0.0028
15-PR2 0.0113 0.0111 0.0185 0.0044 0.0132 0.0194 0.0206 0.0040 0.0000
15-FULL 0.0202 0.0296 0.0117 0.0212 0.0389 0.0530 0.0194 0.0092 0.0092
16-FULL 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000
16-FK1 – 0.0458 0.0039 – 0.0341 0.0053 – – –
16-FK2 – 0.0406 0.0021 – 0.0358 0.0052 – – –
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MeSn20

−  (Me = Sc, Y, La): КОМПЬЮТЕРНЫЙ DFT-ЭКСПЕРИМЕНТ

Аннотация. В работе анализируется возможность существования стабильных «супера-
томов» MeSn20

−  стабилизированных атомами скандия, иттрия или лантана. Представлены 
оптимизированные структуры нескольких стабильных изомеров кластеров. Рассматри-
вается влияние сорта инкапсулированного атома металла на стабильность замкнутой 
структуры из атомов олова. Для исследований используется компьютерное моделирова-
ние в рамках теории функционала плотности.
Ключевые слова: наноструктуры, атомные кластеры, суператомы, теория функционала 
плотности.

Введение

Новые материалы на основе доступного сырья являются одной из основных потребностей 
развивающихся отраслей электроники. Это должны быть принципиально новые материалы 
пониженной размерности и с легко варьируемыми свойствами. Одним из способов констру-
ирования таких материалов является формирование их из атомных кластеров повышенной 
стабильности – так называемых «магических» кластеров или кластеров-суператомов [1–5]. 
Многие такие кластеры образованы из элементов IVа группы – кремния, германия или олова 
[6–10]. Это высокостабильные кластеры с симметричной эндоэдральной структурой в виде 
правильного или близкого к правильному многогранника с атомом металла внутри [6–10].

Повышенная стабильность суператомов объясняется в рамках модели, где предполагается, 
что электроны в кластере занимают новые, кластерные, орбитали [11]. Для того, чтобы кла-
стер имел повышенную стабильность необходимо, чтобы он в нем сформировалась закрытая 
кластерная «валентная» оболочка, аналогичная валентным оболочкам атомов инертных газов 
или благородных металлов. Кластеры MeSn20

−  (Me = Sc, Y, La) являются кандидатами на роль 
таких суператомов, поскольку в них формируется закрытая кластерная оболочка, аналогично 
некоторым изоэлектронным им кластерам на основе кремния [12, 13]. Это позволит использо-
вать кластеры MeSn20

−  (Me = Sc, Y) как строительные единицы для формирования более круп-
ных наноструктур – одномерных наноцепочек, двумерных кластерных пленок или же нано-
кристаллов по типу клатратных [14–16].

В данной работе представлены результаты компьютерного моделирования атомной структу-
ры кластеров MeSn20

−  (Me = Sc, Y, La). Целью работы является установить возможность существо-
вания для таких кластеров изомеров с эндоэдральными высокосимметричными структурами.

1. Метод расчета

Расчеты проводились методом функционала плотности  с использованием функционала 
B3PW91 [17] и полноэлектронного базиса Jorge-DZP [18, 19] с использованием пакета про-
грамм Gaussian 09 [20]. Средняя энергия связи bE  вычислялась по формуле

( ) ( ) ( )20Sn Me MeSn
,

21b

nE E E
E

−−+ −
=
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где (Sn)E  и E(Me )− – полные энергии свободного атома олова и аниона металла, соответ-
ственно, 20(MeSn )E −  – полная энергия кластера. 

Для каждого изомера оптимизировались структуры в трех мультиплетных состояниях – 
синглетном 2 1 1( ),S + =  триплетном (2 )1 3S + =  и квинтетном 2 1 5( ).S + =  Основным состоя-
нием для всех кластеров является спин-синглетное.

2. Результаты и их обсуждение

На рис. 1 показаны наиболее стабильные изомеры кластеров MeSn20
−  (Me = Sc, Y, La), в 

табл. 1 приведены разницы в средних энергиях связи основного и побочных изомеров. Изоме-
ры FULL и DELTA имеют эндоэдральную структуру, то есть представляют собой замкнутые 
многогранники с атомом металла внутри. Изомер FULL получился в процессе оптимизации 
кластера в форме правильного додэкаэдра с атомом металла в центре. В процессе оптимиза-
ции додэкаэдр исказился. Изомер DELTA имеет форму дельтаэдрического многогранника, то 
есть многогранника с треугольными гранями, центрированного атомом металла. Остальные 
изомеры имеют структуры, которые можно назвать квазиэндоэдральными, поскольку в осно-
ве своей структуры они имеют замкнутый многогранник, в котором инкапсулирован атом 
металла, а несколько дополнительных атомов олова не формируют связи Me-Sn. Изомер PR 
имеет в основе структуры шестиугольную призму с дополнительными атомами олова. Изомер 
FK получен добавлением дополнительных атомов олова к искаженному многограннику, по-
добному многограннику Франка-Каспера. 

Основными изомерами кластеров ScSn20
−  и YSn20

−  являются квазиэндоэдральные изомеры 
FK и PR. Они имеют близкие значения средних энергий связи, поэтому можно допустить, что 
равновероятно могут быть детектированы в эксперименте. Основной изомер кластера LaSn20

−  – 
эндоэдральный изомер с дельтаэдрической структурой FK. Средняя энергия связи в нем зна-
чительно больше, чем в остальных изомерах, что позволяет заключить, что именно такой изо-
мер может быть получен экспериментально.

В табл. 1 показаны заряды атомов металла и заполнение их валентных оболочек в класте-
рах по результатам NPA-анализа (natural population analysis). Как видно из таблицы, во всех 
структурах атомы металла имеют значительный отрицательный заряд, то есть являются ак-
цепторами электронов по отношению к атомам олова. Величина этого заряда значительно за-
висит от особенностей атомной структуры кластера. В эндоструктурах FK и FULL заряд атома 
металла заметно меньше, чем в квазиэндоэдральных изомерах. Это можно объяснить тем, что 
в эндоэдральных структурах межатомные расстояния в среднем существенно больше, чем в 
квазиэндоэдральных, что, естественно, ослабляет взаимодействие между атомами олова и ато-
мом металла. 

Кроме того, и в квазиэндодральных структурах существует зависимость величины заря-
да атома металла от особенностей атомной структуры замкнутой решетки, окружающей этот 
атом. Так, заряд атома металла в изомере FK заметно больше, чем в изомере PR. Можно отме-
тить, что чем больше число ближайших соседей у атомов олова в замкнутой структуре, тем 
проще обмен зарядами между атомами олова и атомом металла и, соответственно, больше 
заряд этого атома. Существует также очевидная связь между стабильностью структуры и за-
рядом атома металла в ней – чем он больше, тем более стабильна структура.

NPA-анализ заполнения валентной оболочки атома металла показывает, что в кластерах 
происходит опустошение валентной s-оболочки и частичное заполнение p- и d-оболочек. При-
чем, чем стабильнее изомер, тем более заполнена d-оболочка атома металла в нем. В наиболее 
стабильных структурах состояние d-оболочки близко к полузаполненному, которое является 
энергетически самым стабильным после полностью заполненного. Более важным фактором яв-
ляется заполненность p-оболочки – в основных изомерах она заметно выше, чем в побочных.
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Заключение

Возможность существования стабильных эндокластеров MeSn20
−  определяется, прежде все-

го, атомным радиусом атома металла. Атом лантана, инкапсулированный в замкнутой структу-
ре из атомов олова, стабилизирует ее и формируется высокостабильный и высокосимметрич-
ный кластер LaSn20

−  в виде многогранника с треугольными гранями. Такие кластеры могут 
использоваться для конструирования одномерных наноструктур в виде цепочки из атомов 
лантана, окруженной оболочкой из олова. Фуллереноподобный многогранник с инкапсулиро-
ванным атомом лантана менее стабилен, его существование не исключено, но маловероятно. 
Однако можно допустить возможность использования таких кластеров для формирования на-
ноклеточных клатратных кристаллов, поскольку в кристалле возможна их дополнительная ста-
билизация. Атомы скандия и иттрия также стабилизируют эндоэдральные структуры олова из 
двадцати атомов и существование как дельтаэдрического, так и фуллереноподобного кластеров 

Рис. 1. Атомные структуры стабильных изомеров кластеров MeSn20
−  (Me = Sc, Y, La). 

Серым цветом показаны атомы олова, черным – атомы металлов. 
Связи Sn-Me не показаны для упрощения рисунка

Таблица 1
NPA-заряд атома металла (в единицах элементарного заряда), заполнение валентной
оболочки атома металла, разница в средних энергиях связи между основным изомером 

и побочными (эВ/атом) в различных изомерах кластеров MeSn20
−  (Me = Sc, Y, La)

Изомер
NPA-заряд 

атома 
металла

Заполнение валентной оболочки атома металла

Разница 
в средних 
энергиях 

связи
Sc DELTA –2.70461 4s(0.43)3d(3.58)4p(1.07)5s(0.10)4d(0.44)5p(0.08) 0.0624

FULL –2.05751  4s(0.45)3d(3.31)4p(0.88)5s(0.05)4d(0.30)5p(0.07) 0.1533
FK –3.15800 4s(0.37)3d(3.65)4p(1.76)5s(0.05)4d(0.30)5p(0.02) 0.0000
PR –2.79271 4s(0.39)3d(3.40)4p(1.63)5s(0.04)4d(0.32)5p(0.02)6p(0.01) 0.0010

Y DELTA –2.83502 5s(0.69)4d(3.84)5p(1.14)6s(0.01)5d(0.11)6p(0.04) 0.0243
FULL –1.99060 5s(0.58)4d(3.06)5p(1.19)6s(0.01)5d(0.14)6p(0.02)6d(0.01) 0.0483
FK –3.95855 5s(0.62)4d(4.41)5p(1.80)6s(0.01)5d(0.10)6p(0.01)6d(0.01) 0.0000
PR –3.53336 5s(0.62)4d(4.16)5p(1.65)6s(0.01)5d(0.10)6p(0.01)6d(0.01) 0.0037

La DELTA –4.44273 6s(0.63)4f(0.03)5d(4.76)6p(1.89)6s(0.02)6d(0.13)7p(0.02) 0.0000
FULL –3.30139 6s(0.52)4f(0.01)5d(4.08)6p(1.53)6s(0.03)6d(0.15)7p(0.02) 0.0357
FK –4.46441 6s(0.58)4f(0.03)5d(4.87)6p(1.86)7s(0.01)6d(0.14)7p(0.02) 0.0209
PR –4.01965 6s(0.55)5d(4.66)6p(1.67)6s(0.01)6d(0.13)7p(0.02)7d(0.01) 0.0282
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возможно, однако маловероятно. Наиболее стабильные изомеры кластеров ScSn20
−  и YSn20

−  име-
ют квазиэндоэральную структуру, в которой атом металла окружен замкнутой решеткой из 
пятнадцати атомов олова. Таким образом, использование эндокластеров ScSn20

−  и YSn20
−  для 

конструирования более крупных нанообъектов может потребовать их дополнительной стаби-
лизации.

Для представленных расчетов были использованы вычислительные ресурсы Суперком-
пьютерного центра Воронежского государственного университета.
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О ФОРМЕ ТЕЛ, ПРИВОДЯЩИХ К НАИМЕНЬШЕМУ СОПРОТИВЛЕНИЮ 
В ВЯЗКОМ КОНТИНУУМЕ

Московский авиационный институт (национальный исследовательский университет)

С. О. Гладков, Н. С. Нагибин

Аннотация. Предложено аналитическое решение задачи, определяющее форму тел, спо-
собствующую наименьшему сопротивлению в неидеальном континууме. Для ответа на 
этот вопрос решается вариационная задача на экстремум функционала { ( )},zF r ϕ  где zF  – 
сила сопротивления, а экстремаль ( )r ϕ  является искомой функцией, задающей уравне-
ние внешнего контура тела в полярной системе координат.
Ключевые слова: функционал, двухмерное уравнение Навье – Стокса, полярные коор-
динаты.

Хорошо известный факт, что наименьшее сопротивление испытывают тела, имеющие вид 
капли (см., к примеру, [1]–[9]), многократно был подтвержден многочисленными эксперимен-
тами и эмпирическими расчетами. Однако, стоит заметить, что строгого теоретического рас-
чета, касающегося выяснения функциональной зависимости двухмерного контура тела ( )y x  
нам не удалось обнаружить ни в одной из множества просмотренных нами оригинальных ста-
тей по намеченной теме исследования. 

Исходя из чисто физических рассуждений и интуитивно понятного факта того, что наи-
меньшее сопротивление испытывают тела каплевидной формы ввиду их безупречного обтека-
ния, в идеальном случае, как правило, исходят из условия потенциальности течения (подроб-
ности см. например, в [1]), то есть, в пренебрежении взаимодействием молекул. 

Мы подойдем к решению сформулированной задачи о выяснении вида контура, способ-
ствующего наилучшему обтеканию в духе решений Стокса и Осеена (применимых соответ-
ственно к шару и цилиндру) то есть, исходя из уравнения Навье – Стокса, учитывающего не 
идеальность среды, а именно ее вязкость.

Здесь приходит мысль о примере чисто биологического свойства. Действительно, если вспом-
нить, что форма рыб сильно напоминает разрез капли, то задачу следует сформулировать уже 
несколько иначе. В самом деле, в этом случае мы должны задаться вопросом о том, какова должна 
быть форма рыбы, чтобы для ее эффективного плавания обеспечить наименьшее гидродинами-
ческое сопротивление? Поскольку же скорость рыб относительно не велика, то на их поверхно-
сти будет «работать» и условие «залипания», как в задаче Стокса, а потому полагать динамиче-
скую вязкость ,η  равной нулю, в отличие от потенциального течения, мы не имеем права.

Будем искать решение уравнения Навье – Стокса и уравнения непрерывности в двухмер-
ном базисе, считая тело плоским и узким с некоторой малой толщиной ,h  по направлению 
которой мы выберем ось z  (см. рис. 1). Скорость стационарного потока u  примем в качестве 
оси x  (рис. 1).

Начало системы координат выберем в центре тяжести тела (см. рис.1), а решение задачи 
будем вести в полярных координатах ,r  ,ϕ  которые при обратном преобразовании позволят 
получить интересующую нас зависимость ( ).y x

Для решения поставленной задачи воспользуемся стационарным уравнением Навье – 
Стокса [1]

	 ( ) ,Pρ η⋅∇ = −∇ + ∆v v v 	 (1)
где ρ  – плотность жидкости, P  – давление, и уравнением непрерывности, считая жидкость 
несжимаемой [1]
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	 0.div =v 	 (2)
Решение уравнения (2) представим в форме, предложенной Стоксом, а именно
	 ( ) ,rotrot ψ= +v u u 	 (3)

где в отличие от решения Стокса искомую функцию ψ  благодаря линейности решаемого урав-
нения мы будем искать в виде суммы двух функций 

	 ( ) ( ) ( )1 2, , ,x y r x yψ ψ ψ ψ= = + 	 (4)
где 1( )rψ  – описывает чисто радиальную зависимость, учет которой позволяет перейти от 
общего случая к предельному случаю центрально – симметричного тела, а 2 ( , )x yψ  – это до-
полнительная зависимость, которую мы найдем. Она автоматически исчезает при переходе к 
центрально – симметричной задаче. 

Интересуясь также как и в задаче Стокса, только поверхностным ламинарным слоем, левой 
частью уравнения (1) можно пренебречь и представить его в виде значительно более простого 
уравнения:

	 .P η∇ = ∆v 	 (5)
Заметим, что некоторые приложения уравнения (5) так или иначе были использованы, на-

пример, и в работах [10]–[15].
В результате решения мы приходим к таким функциям 
	 ( ) ( )2 1 2, cos sin ln ,x y C C r rψ ϕ ϕ= + 	 (6)

	 ( )1 3 4ln ,r C r Cψ = − + 	 (7)
где 1,C  2 ,C  3,C  4C  – константы интегрирования. 

В полярном базисе ,re  ϕe  компоненты скорости можно представить в виде 1 2 ,= +v v v  где 

	
( )3

1 2 12

3 2
2

2v cos 1 cos sin ,

v sin 1 .

r
C uu C C C
r r r
C uCu
r rϕ

ϕ ϕ ϕ

ϕ

  = − − − + +    


  = − − +   

	 (8)

а составляющие

	
( )

3
1 2

3
1 2

2 1 2 1

2
2

v cos ,

v sin ,

2v cos 1 cos sin ,

v sin .

r

r

C u
r

C u
r

uu C C C
r r
Cu
r

ϕ

ϕ

ϕ

ϕ

ϕ ϕ ϕ

ϕ

 = −

 =
   = − + +   
   = − −   

	 (9)

В векторной форме их можно записать, как

	

( )

( ) ( )

3
1 2 2

2
2 1 2 1 2 1

2
,

21 cos sin cos sin cos ln .

C
r r

C C u C C C r
r

ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ

 ⋅ 
= −  

  
  = − + + ∇ + +   

r u r
v u

v u
	 (10)

Легко проверить, что решения (9), (10) автоматически удовлетворяют уравнению непре-
рывности (2). 

Поскольку 
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	 ( )( )0 1 2 ,P P divη ψ ψ= + ∆ +u
где 0P  – давление на бесконечности, то для него получаем  

	 ( )0 1 22

2 cos 2 sin 2 .uP P C C
r
η ϕ ϕ= − + 	 (11)

Заметим здесь, что решение (11) автоматически удовлетворяет уравнению Лапласа 0.P∆ =
Чтобы вычислить силу сопротивления мы можем воспользоваться общей формулой
	 ,i j

x ij
L

F h k dlσ= ∫ 	 (12)

где L  – периметр тела, а проекции элемента длины в произвольном базисе определяются как 
, ,i i k
kdl e dx=  где ,

i
ke  – матрица ортонормированных преобразований, а k  – единичный вектор, 

направленный вдоль оси .x
Исходя из определения тензора вязких напряжений (см. [1]):
	 ( ), ,v v ,ik i k k i ikPσ η δ= + − 	 (13)

где ,vi k  означает ковариантную производную, после ряда громоздких преобразований мы 
приходим к искомому функционалу

	
{ } ( )( ) ( ) ( )

( )( ) ( )

2

0
2

0

sin cos sin cos 2 2 sin 2 2

cos sin cos , , ,

x rr rF r h r r r r

r r d hu r r d

π

ϕ

π

ϕϕ

σ α ϕ α α σ α ϕ α ϕ

σ α ϕ α ϕ ϕ η ϕ ϕ

 ′ ′= − + + − + − +   


′ ′+ − + = Φ


∫

∫
	 (14)

где подынтегральная функция  

   

( ) ( )( )

( ) ( ) ( )

( ) ( )( )

3
1 22

3
1 2 22

3
1 22

cos4, , cos 2 sin 2 sin cos sin

3 sin1 2 sin 2 cos 2 sin cos 2 2 sin 2 2

2 1cos 1 cos 2 sin 2 cos sin cos .

Cr r C C r r
r r

CC C r C r r
r r

C C C r r
r r r

ϕϕ ϕ ϕ α ϕ α α

ϕϕ ϕ ϕ α ϕ α ϕ

ϕ ϕ ϕ α ϕ α α

 ′ ′Φ = + + − + + 
 

  ′+ − + − − − + − +    
   ′+ − − + + − +    

	 (15)

Выражение (14) и представляет собой тот искомый функционал, который позволяет нам 
определить форму тела, приводящую к наименьшему сопротивлению. Используя уравнение 
Эйлера

	 0,r r
d

dϕ ′Φ −Φ = 	 (16)

где 

	 , ,r rr r′
∂Φ ∂Φ

Φ = Φ =
′∂ ∂

мы приходим к уравнению, из которого и определится искомая зависимость ( ).r ϕ
В заключение отметим.
1. Сформулирован аналитический подход для решения задачи о наименьшем сопротивле-

нии хорошо обтекаемых тел. 
2. Получены основные уравнения, из которых находится искомая зависимость ( ).r ϕ
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УДК 533.6.011

ОСОБЕННОСТИ В АЭРОДИНАМИЧЕСКИХ ХАРАКТЕРИСТИКАХ 
И СТРУКТУРАХ ОБТЕКАНИЯ ЛЕТАТЕЛЬНОГО АППАРАТА 

С ПЕРФОРИРОВАННЫМИ СТАБИЛИЗИРУЮЩИМИ УСТРОЙСТВАМИ

Московский государственный технический университет им. Н. Э. Баумана

В. Т. Калугин, М. Д. Калугина, А. Ю. Луценко, Д. К. Назарова, Д. М. Слободянюк

Аннотация. Работа посвящена математическому моделированию обтекания летатель-
ного аппарата большого удлинения со стабилизаторами дозвуковым потоком воздуха в 
широком диапазоне углов атаки от 0º до 90º. Стабилизаторы представляли собой тонкие 
плоские пластины со сквозной перфорацией. Особое внимание уделено исследованию 
интерференции, возникающей между корпусом летательного аппарата и стабилизиру-
ющими устройствами. В качестве средства для проведения численного эксперимента 
выбран коммерческий вычислительный пакет FlowVision, позволяющий с высокой точ-
ностью проводить численное моделирование обтекания аппаратов различной формы и 
компоновки.
Ключевые слова: дозвуковое обтекание, аэродинамические коэффициенты, структура 
обтекания, система аварийного спасения, стабилизатор, перфорация поверхности, сте-
пень перфорации, математическое моделирование, FlowVision, аэродинамическая интер-
ференция.

Введение

При обтекании летательных аппаратов (ЛА) воздушным потоком вблизи их поверхности 
возникают сложные структуры течения. Нередко полет сопровождается отрывом потока и об-
разованием вихревых течений, вследствие которых аэродинамические характеристики (АДХ) 
ЛА значительно ухудшаются, снижается нормальная (подъемная) сила, изменяются момент-
ные характеристики, возрастает продольная сила (лобовое сопротивление). Для обеспечения 
устойчивого движения ЛА на малых высотах применяются различные способы управления 
обтеканием, такие как, например, установка турбулизаторов, отсос газа из отрывной области, 
перфорация поверхности [1].

В случае осуществления пилотируемого полета необходимо обеспечить максимальную 
безопасность экипажа. В связи с этим на ракете-носителе устанавливается система аварий-
ного спасения (САС), позволяющая увести возвращаемый аппарат с места аварии. В качестве 
стабилизаторов САС наиболее широкое применение нашли решетчатые рули [2], позволяю-
щие за счет своей проницаемости избежать срыва потока и раскачки летательного аппарата. 
В качестве альтернативного варианта могут быть рассмотрены стабилизирующие поверхно-
сти в виде перфорированных пластин, обладающие меньшим весом, большей компактностью 
и эффективностью.

1. Математическое моделирование обтекания ЛА 
со стабилизаторами дозвуковым потоком воздуха

1.1. Постановка задачи

Используя данные работы [2], в пакете SolidWorks создана 3D модель САС отечественных 
пилотируемых кораблей со сплошными и перфорированными стабилизаторами (рис. 1). 

Стабилизаторы имели единичное удлинение 1,l
b

λ = =  где l  – длина стабилизатора; b  – 
ширина стабилизатора.
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Исследовались стабилизаторы с различной степенью перфорации, которая рассчитыва-
лась по формуле: 100%,S n

S
σ ⋅
= ⋅îòâ  где Sîòâ – площадь одного отверстия на стабилизаторе; n – 

количество отверстий; S  – площадь стабилизатора.

Степень перфорации σ  стабилизаторов варьировалась путем изменения диаметров от-
верстий перфорации ,d  при этом количество отверстий n  оставалось неизменным и равня-
лось 64n =  для каждого рассмотренного варианта. Основные геометрические параметры 
САС со стабилизаторами представлены в табл. 1.

Таблица 1
Основные геометрические параметры САС со стабилизаторами

,Lõàð  мм 340
,Dìèä  мм 93

,l  мм 43
,d  мм 0 2 3 4
,σ  % 0 10,9 24,5 43,5

1.2. Математическое моделирование процесса обтекания летательного аппарата

Математическое моделирование проводилось с использованием программного комплекса 
FlowVision, в основу которого заложена система уравнений сохранения, решаемых методом 
контрольного объема. Рассмотрено обтекание САС несжимаемым потоком воздуха со скоро-
стью 25V =  м/с при изменении угла атаки в диапазоне 0..90α = °  с шагом 10 .α∆ = °  Расчеты 
проведены на структурированной прямоугольной адаптивной сетке с локальным измельчени-
ем. Расчетная область представляла собой куб со стороной 9 ,Lõàð  общее количество ячеек со-
ставило порядка 2,5 млн. При моделировании использовалась SST-модель турбулентности.

По полученным при моделировании силам и моментам вычислены коэффициенты про-
дольной силы ,xc  нормальной силы ,yc  момента тангажа zm  относительно носка САС в свя-

занной системе координат: ,x
Xc

q S
=

⋅ õàð

 ,y
Yc

q S
=

⋅ õàð

 ,z
z

Mm
q S L

=
⋅ ⋅õàð õàð

 где 
2

2
Vq ρ ⋅

=  – ско-

ростной напор набегающего потока; ρ  – плотность набегающего потока; Sõàð  – характерная 
площадь, за которую принята площадь сечения донного среза корпуса САС; Lõàð  – длина ап-
парата.

1.3. Результаты моделирования

По результатам численного моделирования проведен анализ трансформации структур те-
чения при изменении угла атаки. Структуры обтекания САС со сплошными и перфорирован-
ными стабилизаторами представлены на рис. 2.

Рис. 1. 3D модель системы аварийного спасения
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а) б) в)

г) д) е)
Рис. 2. Структуры течения возле САС со сплошными (а-в) и перфорированными 

с 43,5 %σ =  (г-е) стабилизаторами: а), г) 0 ;α = °  б), д) 30 ;α = °  в), e) 60α = °

При обтекании ЛА со сплошными стабилизаторами за донным срезом аппарата формиру-
ется обширная отрывная область. Перед стабилизаторами также наблюдается образование 
областей срыва пограничного слоя, нарастающего на поверхности корпуса ЛА. При увеличе-
нии угла атаки симметрия структуры течения нарушается, но отрывные области перед и за 
стабилизаторами сохраняются до углов атаки 50 –  60 .α = ° °

Перфорация стабилизаторов изменяет структуру обтекания САС. В застойную донную об-
ласть через отверстия перфорации проникает набегающий поток, что увеличивает донное 
давление ЛА. Также ликвидируется область отрыва перед стабилизаторами за счет их прони-
цаемости. При увеличении угла атаки происходит более интенсивный выход струй из отвер-
стий на верхнем стабилизаторе, наиболее явная при 4d =  мм ( 43,5 %).σ =  С увеличением 
степени перфорации в донной области за стабилизаторами поток разгоняется за счет увеличе-
ния интенсивности и скорости проникающих струек воздуха. При 60α = °  за сплошными ста-
билизаторами видна зона повышенной скорости, а при наличии перфорации наблюдается об-
ширная низкоскоростная область.

С учетом анализа трансформации структур обтекания САС при изменении угла атаки и 
степени перфорации стабилизаторов рассмотрены его аэродинамические характеристики. 
Графические зависимости коэффициентов продольной, нормальной силы и момента тангажа 
САС от угла атаки представлены на рис. 3.

Из рис. 3 видно, что при углах атаки до 25° аэродинамические коэффициенты yc  и zm  САС 
со всеми типами стабилизаторов практически одинаковы. При 25α > °  значение коэффици-
ентов нормальной силы и момента тангажа САС с увеличением степени перфорации и, соот-
ветственно, d  отверстий стабилизаторов увеличивается, но характер зависимостей не изме-
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няется. Максимальные значения yc  ЛА имеет при 65 ,α = °  при дальнейшем увеличении угла 
атаки его нормальная сила снижается за счет возникновения обширного срывного течения. 
Увеличение σ  приводит к снижению коэффициента продольной силы на всех углах атаки. 
В диапазоне углов 75 90α° > > °  коэффициент xc  САС с максимально перфорированными 
щитками имеет значения близкие к нулю. Максимальную нормальную силу и минимальную 
продольную силу во всем исследованном диапазоне углов атаки имеет ЛА с наибольшей сте-
пенью перфорации стабилизаторов.

Рис. 3. Зависимости коэффициентов продольной силы ,xc  нормальной силы ,yc  момента тан-
гажа zm  САС от угла атаки α  при различных d  отверстий стабилизаторов

(            – сплошные стабилизаторы;  – 2d =  мм;  – 3d =  мм;  – 4d =  мм)
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2. Интерференция между корпусом САС и стабилизаторами

При обтекании летательных аппаратов, компоновка которых включает корпус, крылья, 
стабилизаторы, возникает взаимное влияние элементов конструкции, приводящее к измене-
нию общей структуры течения. Такое явление называют аэродинамической интерференцией 
[3]. Аналогичное влияние наблюдается и при рассмотрении процессов разделения ЛА, сброса 
отработавших конструктивных элементов [4]. Из рис. 2 видно, что перфорация и ее степень 
оказывают существенное влияние на структуру обтекания САС. При раскрытых стабилизи-
рующих перфорированных щитках сумма аэродинамических сил и моментов изолированных 
корпуса и стабилизаторов САС не равна полной силе и моменту комбинации этих элементов.

Для оценки влияния степени перфорации стабилизаторов на АДХ САС запишем аэроди-
намические коэффициенты в скоростной системе координат компоновки «корпус САС – ста-
билизаторы» в следующем виде:

	 ( ) ( ) ( ) ;xa CAC cm xa CAC Xa xa cmc c K c− = + 	 (1)
	 ( ) ( ) ( ) ;ya CAC cm ya CAC Ya ya cmc c K c− = + 	 (2)
	 ( ) ( ) ( ) ,z CAC cm z CAC Mz z cmm m K m− = + 	 (3)

где ( ) ,xa CAC cmc −  ( ) ,ya CAC cmc −  ( )z CAC cmm −  – аэродинамические коэффициенты компоновки САС с 
раскрытыми стабилизаторами, ( ) ,xa CACc  ( ) ,ya CACc  ( )z CACm  – аэродинамические коэффициенты 
изолированной модели САС, ( ) ,xa cmc  ( ) ,ya cmc  ( )z cmm  – аэродинамические коэффициенты четы-
рех изолированных стабилизаторов, ,XaK  ,YaK  MzK  – коэффициенты аэродинамической ин-
терференции.

Из 1–3 можно выразить коэффициенты аэродинамической интерференции:

	 ( ) ( )

( )

;xa CAC cm xa CAC
Xa

xa cm

c c
K

c
− −

= 	 (4)

	 ( ) ( )

( )

;ya CAC cm ya CAC
Ya

ya cm

c c
K

c
− −

= 	 (5)

	 ( ) ( )

( )

,z CAC cm z CAC
Mz

z cm

m m
K

m
− −

= 	 (6)

Зависимости коэффициентов аэродинамической интерференции от угла атаки показаны 
на рис. 4.

Найденные коэффициенты интерференции позволяют оценить вклад стабилизаторов в 
АДХ системы относительно изолированной модели САС. Если K  равен единице при конкрет-
ном угле атаки и степени перфорации, то аэродинамической интерференцией в этом случае 
можно пренебречь и соответствующий аэродинамический коэффициент системы «корпус 
САС – стабилизаторы» равен сумме коэффициентов изолированных корпуса САС и стабили-
заторов. Если K  больше единицы, то в результате аэродинамической интерференции стаби-
лизаторы вносят больший вклад в соответствующий аэродинамический коэффициент систе-
мы относительно своего изолированного состояния. При K  меньше единицы эффект 
противоположный, и стабилизаторы вносят меньший относительно своего изолированного 
состояния вклад в АДХ системы. Из графиков видно, что коэффициенты аэродинамической 
интерференции зависят как от степени перфорации σ  стабилизаторов, так и существенно 
меняются при возрастании угла атаки. Коэффициенты XaK  и MzK  уменьшаются с ростом угла 
атаки, YaK  увеличивается. Причем коэффициенты XaK  и YaK  принимают единичные значения 
при различных углах атаки, а коэффициент MzK  больше единицы на всем рассмотренном ди-
апазоне .α  При 20α ≈ °  коэффициент XaK  близок к единице при наличии перфорации с диа-
метром отверстий 3 и 4 мм. Это означает, что в данном случае коэффициент xac  компоновки 
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может быть определен как сумма соответствующих коэффициентов изолированного корпуса 
и стабилизаторов. При уменьшении диаметра отверстий на стабилизаторах угол атаки, при 
котором 1,XaK =  возрастает. Аналогичное влияние оказывает степень перфорации на :YaK  
с уменьшением d  угол атаки, для которого ( ) ( ) ( )ya CAC cm ya CAC ya cmc c c− = +  возрастает. На углах ата-
ки 0 ..30α = ° °  наличие перфорации и увеличение диаметра отверстий приводит к уменьше-
нию коэффициента .XaK  Чем больше диаметр отверстий, тем больше коэффициенты аэроди-
намической интерференции YaK  и MzK  во всем рассмотренном диапазоне углов атаки. Таким 
образом, стабилизаторы с наибольшей рассмотренной степенью перфорации оказывают ми-
нимальное влияние или снижают лобовое сопротивление ЛА и, в то же время, максимально 
увеличивают подъемную силу и момент тангажа ЛА в компоновке при 12 .α > °

Рассмотрим явление аэродинамической интерференции на примере различия распределе-
ния полей избыточного давления по поверхности изолированных моделей и системы «корпус 
САС – стабилизаторы» при 35α = °  (рис. 5). Коэффициенты аэродинамической интерферен-
ции в таком случае отличаются от единицы.

а) б) в)
Рис. 5. Поля распределения избыточного давления при обтекании изолированного корпуса 

САС (а), стабилизаторов (б) и компоновки корпуса и стабилизаторов (в) при 35α = °

Как видно из рис. 5, в, давление на поверхности стабилизаторов существенно повышается 
при наличии корпуса в отличие от случая обтекания изолированных щитков (рис. 5, б). На 
поверхности САС, в свою очередь, перед стабилизаторами при их наличии наблюдаются ло-
кальные зоны повышенного давления по сравнению со случаем обтекания изолированного 
корпуса (рис. 5, а).

Рис. 4. Зависимости коэффициентов аэродинамической интерференции по углу атаки α
(  – сплошные стабилизаторы;  – 2d =  мм;  – 3d =  мм;  – 4d =  мм)
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Заключение

Таким образом, проведено численное моделирование обтекания САС со сплошными и 
перфорированными стабилизаторами. Показана эффективность применения перфорации 
для управления обтеканием ЛА. Степень перфорации стабилизаторов оказывает существен-
ное влияние на структуру обтекания САС. При использовании проницаемых стабилизаторов 
в застойную донную область за ЛА через отверстия перфорации проникает набегающий по-
ток, что увеличивает донное давление и снижает донное сопротивление, перед стабилизатора-
ми ликвидируется область отрыва. Увеличение степени перфорации приводит к возрастанию 
донного давления за счет увеличения массообмена.

Изменение структуры обтекания всегда приводит к перераспределению давления по по-
верхности ЛА, что отражается на его АДХ. При увеличении степени перфорации стабили-
заторов коэффициент продольной силы САС снижается, а коэффициенты нормальной силы 
и момента тангажа возрастают за счет ликвидации отрыва перед стабилизаторами во всем 
рассмотренном диапазоне углов атаки от 0° до 90°.

Для полной оценки влияния степени перфорации стабилизаторов на АДХ САС определе-
ны коэффициенты аэродинамической интерференции, возникающей между САС и стабили-
заторами, в диапазоне углов атаки от 0° до 40°. В большинстве рассмотренных случаев АДХ 
системы аварийного спасения не равны сумме АДХ изолированных корпуса САС и стабилиза-
торов. Наиболее эффективными для управления аэродинамическими характеристиками САС 
являются стабилизаторы с наибольшей рассмотренной степенью перфорации. При их при-
менении возможно снизить лобовое сопротивление и, в то же время, максимально увеличить 
подъемную силу и момент тангажа САС в более широком по сравнению с другими вариантами 
стабилизаторов диапазоне углов атаки.
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УДК 532.517.3

АНАЛИЗ ВОЗМОЖНОСТИ ВОЗНИКНОВЕНИЯ ЛАМИНАРНО-ТУРБУЛЕНТНОГО 
ПЕРЕХОДА ДЛЯ ТЕЧЕНИЯ В ОКРЕСТНОСТИ НЕОГРАНИЧЕННОГО ЦИЛИНДРА 

В ПОЛЕ ГРАВИТАЦИОННЫХ СИЛ

Военный учебно-научный центр Военно-воздушных сил
«Военно-воздушная академия имени профессора Н. Е. Жуковского и Ю. А. Гагарина»

В. Н. Колодежнов

Аннотация. Ранее с привлечением известных экспериментальных данных были обосно-
ваны эмпирические условия, накладываемые на соответствующие безразмерные ком-
плексы. При выполнении этих условий в некоторой точке области течения сама эта точка 
и ее малая окрестность начинают выступать в качестве инициатора ламинарно-турбу-
лентного перехода. На основе такого подхода был проведен анализ прогнозирования пе-
рехода к турбулентности для одномерного осесимметричного течения в неограниченном 
пространстве в окрестности цилиндра бесконечной длины. Предполагается, что течение 
реализуется за счет источника гравитационного притяжения, распределенного с посто-
янной плотностью вдоль оси цилиндра. Получен диапазон значений для критического 
числа Рейнольдса.
Ключевые слова: радиальное, осесимметричное течение, ламинарно-турбулентный пе-
реход, критическое число Рейнольдса, гравитационное взаимодействие.

Введение

Прогнозирование начальной стадии ламинарно-турбулентного перехода базируется в на-
стоящее время на гидродинамической теории устойчивости и предполагает наложение на из-
начально ламинарное течение периодического фона возмущений скорости и давления. При 
таком подходе предсказание начала перехода сводится к анализу условий, при выполнении ко-
торых амплитуды таких возмущений или кинетическая энергия возмущений будут в дальней-
шем неограниченно возрастать с течением времени [1–5]. При этом вопросы, непосредствен-
но касающиеся  происхождения пульсационного фона, как правило,  не рассматриваются.

Давая характеристику перехода к турбулентности, отметим, что на начальной стадии  этот 
процесс всегда сопровождается формированием или «генерированием» составляющих скорости, 
которые сориентированы в направлениях, поперечных к ранее существовавшим линиям тока 
основного ламинарного течения. Еще одна особенность возникновения турбулентного режима 
течения заключается в следующем. Как показывают  известные экспериментальные данные, тур-
булентность возникает «скачкообразно» при превышении каким либо параметром, характеризу-
ющим степень «интенсивности» течения, некоторого критического или порогового уровня. 

Следует заметить, что указанные выше особенности начальной стадии перехода  имеют ме-
сто и при формировании так называемых вторичных течений. В дополнение к этому добавим, 
что рассмотрение краевых задач об установившемся течении, например, в прямолинейных ка-
налах различного поперечного сечения для жидкостей, реология которых предполагает учет 
поперечной вязкости, приводит к решениям, демонстрирующим наличие вторичных течений 
[6]. Такие течения  характеризуются поперечными составляющими скорости по отношению 
к линиям тока, которые могли бы быть получены при решении тех же краевых задач, но без 
учета поперечной вязкости.

Принимая во внимание эти результаты, в [7, 8] была сформулирована гипотеза о порого-
вом «подключении» фактора поперечной вязкости, на основе которой был предложен подход 
к описанию инициирования ламинарно-турбулентного перехода.
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На основе этой гипотезы была предложена соответствующая реологическая модель, в ко-
торой было заложено существование порогового значения модуля второго инварианта тензо-
ра скоростей деформаций. В рамках этой модели предполагается, что при превышении моду-
лем второго инварианта порогового значения в некоторой точке X  области течения 
происходит «подключение» фактора поперечной вязкости и, соответственно, начинается про-
цесс «генерирования» поперечных составляющих скорости по отношению к линиям тока ос-
новного ламинарного течения. При этом допускалась и возможность неограниченного воз-
растания этих составляющих. Такую ситуацию предлагалось интерпретировать, как начало 
процесса ламинарно-турбулентного перехода. С другой стороны, если модуль второго инва-
рианта не превышает заложенного в реологической модели порогового уровня, поперечная 
вязкость не проявляет себя и поведение жидкости описывается классической ньютоновской 
моделью. В этом случае предполагается, что «генерирование» поперечных составляющих ско-
рости не происходит. 

В рамках такого подхода по результатам обработки известных экспериментальных данных 
[9–21] было предложено следующее эмпирическое условие

	 1
2 2 0

3 2

( ) ( ) ,
( )G

kK X K X k
K X k

> = +
−

	 (1)

Это условие определяет в области течения некоторую зону G, внутри  которой оказывается 
возможным «генерирование» поперечных составляющих скорости. В данном случае предпо-
лагается, что эти (ранее отсутствовавшие) составляющие скорости являются поперечными по 
отношению к линиям тока исходного, сложившегося к рассматриваемому моменту времени 
течения.

Еще одно эмпирическое условие – условие неограниченного возрастания «генерируемых» 
поперечных составляющих скорости – также было получено на основе обработки известных 
экспериментальных результатов [10, 13, 22–35] и сформулировано следующим образом

	 { } 2

1 1 0 3max ( ) ( ) ( ) .TX G
K X K X q K X

∈
 > = ⋅   	 (2)

В (1), (2) безразмерные комплексы 1,K  2 ,K  3,K  зависящие от координат рассматриваемой 
пространственной точки ,X  определяются исключительно через инвариантные величины по-
средством следующих соотношений
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UE grad P ρ ⋅

= + 
 

          { }22 ,D grad Iµ= ⋅ ⋅

Здесь приняты следующие обозначения: P  – давление; U  – модуль вектора скорости жид-
кости; ,ρ  µ  – плотность и динамическая вязкость жидкости, соответственно; 2I  – второй 
инвариант тензора скоростей деформаций; ,E  D  – модули векторов ,E  ,D  соответственно. 
При этом нижний индекс s  в последних соотношениях указывает на то, что соответствующие 
функции были вычислены в рассматриваемой точке .X

Числовые значения безразмерных коэффициентов 0 ,k  1,k  2 ,k  0 ,q  с помощью которых 
определяются эмпирические функции 2 ( )GK X  и 1 ( ),TK X  были получены на основе обработ-
ки соответствующих экспериментальных данных и приводятся в [8].

Одновременное выполнение условий (1), (2) в некоторой точке X  области течения предпо-
лагает, что сама эта точка X  и ее малая окрестность начинают выступать  в качестве инициа-
тора ламинарно-турбулентного перехода.

Такой полуэмпирический подход, который базируется на анализе выполнения условий (1), 
(2) с учетом (3), был использован при анализе некоторых течений на предмет формирования 



1433

начальной стадии ламинарно-турбулентного перехода. В частности был проведен анализ те-
чения Куэтта [36] и Пуазейля [37], в том числе при наличии периодического фона возмущения 
поля скорости, а также некоторых других схем течения [38].

В данной статье, на основе предложенного в [7, 8] подхода, проводится анализ возможного 
выполнения условий (1), (2) и возникновения ламинарно-турбулентного перехода для одно-
мерного, осесимметричного течения в неограниченном пространстве, которое реализуется за 
счет сил гравитационного притяжения.

1. Постановка задачи и пространственное распределение значений 
основных безразмерных комплексов

Рассмотрим  постановку модельной задачи о гипотетическом течении жидкости, которая 
заполняет все пространство, за исключением цилиндрической области неограниченной дли-
ны и радиуса 0.R  Предположим, что на жидкость со стороны этой цилиндрической области 
действуют гравитационные силы, подчиняющиеся закону всемирного тяготения и выступаю-
щие в качестве основной причины течения. При этом дополнительно будем полагать, что 
источник гравитационного поля располагается на оси цилиндрической области и равномерно 
распределен вдоль нее.

Введем в рассмотрение цилиндрическую систему координат, связав ось Oz  с осью симме-
трии цилиндрической области. 

Предположим, что к некоторому, условно принимаемому в качестве начального, моменту 
времени в пространстве сформировалось установившееся, одномерное, радиальное, осесим-
метричное течение. В такой постановке предполагается, что частицы жидкости будут двигать-
ся  прямолинейно в направлении к оси симметрии так, что  граница цилиндрической области 
будет играть роль некой поверхности стока. При этом гидродинамические процессы внутри 
цилиндрической области радиуса 0R  не рассматриваются.

Заметим, что допущение об установившемся процессе течения можно интерпретировать в 
смысле реализации варианта квазистационарного течения. 

Естественно, что здесь не обсуждается вопрос о принципиальной возможности реализа-
ции этого варианта модельного течения с технической точки зрения. 

Особенность такой начальной схемы течения заключается в том, что распределение скоро-
сти, по сути, определяется из условия неразрывности (с учетом соответствующих допущений 
относительно геометрии поля скоростей) и не зависит от динамической вязкости. Тогда ком-
поненты скорости в начальный момент времени в цилиндрической системе координат будут 
описываться следующими соотношениями

	 0 0 ;r
R Vu

r
⋅

= −       0;uϕ ≡         0,zu ≡ 	 (4)

где r  – радиальная координата; 0V  – предполагаемое (в рамках рассматриваемой постановки 
задачи) известным значение модуля радиальной составляющей скорости на цилиндрической 
поверхности  стока радиуса 0.R

С учетом допущений заявленной схемы течения, будем полагать, что на частицы жидкости 
со стороны центральной цилиндрической области действуют силы гравитационного притя-
жения, объемная плотность которых в проекции на радиальную ось определяется следующим 
образом

	
( )

3
2 20 2

2( ) 2 ,r
dz MF r M r

rr z

γ ργ ρ
∞ ⋅ ⋅ ⋅

= − ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ = −
+

∫ 	 (5)

где γ  – гравитационная постоянная; M  – плотность равномерного распределения массы 
вдоль оси ,Oz  которая принимается в расчете на единицу длины образующей цилиндра.
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В рамках сделанных выше допущений из соответствующего уравнения Навье – Стокса с 
учетом (4) и (5) находим градиент давления в проекции на радиальную ось 

	
2 2

0 0
3

2 .V RdP M
dr r r

ργ ρ ⋅ ⋅⋅ ⋅ ⋅
= − + 	 (6)

Поскольку выше предполагалось, что процесс течения на начальной стадии можно рассма-
тривать в квазистационарной постановке, здесь и далее будем считать M  в (5), (6) постоянной 
величиной, не смотря на то, что жидкость непрерывно  поступает в центральную цилиндри-
ческую область.

Принимая во внимание (4), (6), из (3) приходим, в итоге, к следующим выражениям, опре-
деляющим для начального момента времени распределения основных безразмерных комплек-
сов в зависимости от радиальной координаты 
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Здесь

	 0 0Re ;R Vρ
µ

⋅ ⋅
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;grav
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V
γ ⋅

=      
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,rr
R

′ =

где gravK  – безразмерный комплекс, характеризующий рассматриваемое течение с учетом па-
раметров источника гравитационного поля.

Отметим, что все полученные в рамках рассматриваемой схемы течения распределения ос-
новных безразмерных комплексов (7)–(9) описываются простыми степенными функциями.

Проведем теперь с учетом (7)–(9) анализ возможных вариантов развития гидродинамиче-
ского процесса в рассматриваемой пространственной области из стартового состояния (4) с 
позиции выполнения условий (1), (2).

2. Анализ условий возникновения ламинарно-турбулентного перехода

Рассмотрим, прежде всего, условие (1) «генерирования» поперечных составляющих скоро-
сти, которое в рассматриваемом случае принимает вид 

	 1
2 2 0

3 2

( ) ( ) .
( ')G

kK r K r k
K r k

′ ′> = +
−

	 (10)

Заведомо предполагаемое в (1) требование выполнения неравенства 3 2( )K r k′ >  с учетом 
(9) приводит к следующему ограничению 

	
2

Re ,
2PG

grav

r R
k K

′ ′< =
⋅ ⋅

определяющему окрестность радиуса 0/ ,PG PGR R R′ =  внутри которой (т. е. при 1 PGr R′ ′< < ) в 
принципе возможно «генерирование» поперечных составляющих скорости. Естественно, что 
такая окрестность (за пределами границы центральной цилиндрической области) может су-
ществовать лишь в случае, когда 

	 2Re 2 .gravk K> ⋅ ⋅ 	 (11)
В противном случае, когда условие (11) не выполняется, «генерирование» поперечных со-

ставляющих скорости (по отношению к существующим в начальный момент времени линиям 
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тока) предполагается невозможным и, соответственно, постановка вопроса о начале перехода 
ламинарной формы течения в турбулентную становится не актуальной. В такой ситуации во 
всем пространстве, окружающем цилиндр, может осуществляться только ламинарное ради-
альное течение (с прямолинейными линиями тока).

Пример графической интерпретации выполнения условия (10) представлен на рис. 1.

Анализируя взаиморасположение графиков функций 2 ( )K r′  и 2 ( ),GK r′  можно видеть, что 
в пространстве существует область в форме цилиндрического слоя  

	 1 ,G PGr R R′ ′ ′< < <
внутри которого для рассматриваемого числового примера выполняется условие (10) «генери-
рования» поперечных составляющих скорости по отношению к изначально радиальным и 
прямолинейным линиям тока. Радиус GR′  внешней границы такого сферического слоя опреде-
ляется из решения уравнения

	 2 2( ) ( ).G G GK R K R′ ′= 	 (12)
Случаю, когда в дополнение к «генерированию» поперечных составляющих скорости име-

ет место и их неограниченное возрастание (последнее обстоятельство предполагается интер-
претировать, как начало перехода ламинарной формы течения в турбулентную), соответству-
ет выполнение условия (2) 

	 ( )2
1 1 0 3( ) ( ) ( ) .TK r K r q K r′ ′ ′> = ⋅ 	 (13)

Представленный на рис. 2 пример взаиморасположения графиков функций 1 ( )K r′  и 1 ( )TK r′  
указывает на то, что в пространстве существует зона ,Tr R′ ′>  внутри которой выполняется 
условие (13). Радиус TR′  внутренней границы этой зоны является корнем уравнения 

	 1 1( ) ( );T T TK R K R′ ′=
и с учетом (7), (9) определяется следующим образом

	

1
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0
3

Re .
2T

grav

qR
K

 ⋅′ =   ⋅ 
	 (14)

Рис. 1. Графическая интерпретация выполнения условия (10) при 3Re 10 ;=  510 ;gravK −=  
1 – 2 ( );K r′  2 – 2 ( );GK r′  3 – 318.805;Gr R′ = =′  4 –  771.448PGr R′ =′=
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В зависимости от конкретных числовых значений Re  и gravK  с точки зрения выполнения 
условий (10), (13) возможны два варианта взаиморасположения зоны G  «генерирования» по-
перечных составляющих скорости и зоны ,T  в которой «генерируемые» составляющие скоро-
сти могут неограниченно возрастать.

Первый вариант взаиморасположения зон G  и T  имеет место в том случае, когда для со-
ответствующих значений Re  и gravK  выполняется условие

	 (Re, ) (Re, ).G grav T gravR K R K′ ′< 	 (15)
В такой ситуации в цилиндрическом слое 1 Gr R′ ′< <  после начального момента времени 

будет выполняться условие (10) «генерирования» поперечных составляющих скорости (по от-
ношению к радиальным составляющим). При этом, в силу (15), течение будет оставаться ла-
минарным без перехода к турбулентности.

Это означает, что, имея в некоторый, условно говоря, начальный момент времени только 
радиальные составляющие скорости, сплошная среда, «приобретая» далее с течением време-
ни поперечные составляющие скорости, в дальнейшем, возможно, и может демонстрировать  
более сложную структуру течения. Однако такое вновь формирующееся течение будет раз-
виваться в рамках ламинарного режима. Вместе с тем,  в данном случае при выполнении ус-
ловия (15) нельзя исключать и вариант тривиального затухания «генерируемых» поперечных 
составляющих скорости.

Второй вариант взаиморасположения зон G  и T  будет возникать в том случае, когда при 
определенных значениях Re  и gravK  выполняется условие

	 (Re, ) (Re, ).G grav T gravR K R K′ ′> 	 (16)
В такой ситуации в цилиндрическом пространственном слое T GR r R′ ′ ′< <  после начального 

момента времени «генерируемые» поперечные составляющие скорости будут неограниченно 
возрастать, переводя начальную ламинарную форму течения в турбулентную. При этом мак-
симальное значение первого безразмерного комплекса 1,K  соответствующее инициированию 
начала перехода, будет достигаться в первую очередь на внешней границе этого слоя. Иначе 
говоря, при выполнении условия (16) имеем результат

	 1max 1( ).GK K R′=
Пример графической интерпретации возможного выполнения условий (15) или (16) по 

мере изменения числа Рейнольдса представлен на рис. 3.
Анализируя взаиморасположение графиков функций (Re)GR′  и (Re),TR′  можно видеть, что 

для рассмотренного примера существует диапазон 

Рис. 2. Графическая интерпретация выполнения условия (13) при 3Re 10 ;=  610 ;gravK −=  
1 – 1( );K r′  2 – 1 ( );TK r′  3 – 888.763Tr R′ =′=
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	 min maxRe Re Re ;< < 	 (17)
изменения числа Рейнольдса, внутри которого одновременно выполняются не только условие 
(10) «генерирования», но также и условие (13) неограниченного возрастания этих «генерируе-
мых» поперечных составляющих скорости.

Полученный результат (17) инициирования ламинарно-турбулентного перехода несколь-
ко отличается от хорошо известных данных по определению критического числа Рейнольдса 
для целого ряда других, хорошо известных схем течения. Как правило, критическое число Рей-
нольдса определяет некую нижнюю границу для значений такого безразмерного комплекса, 
при превышении которой возникает переход ламинарной формы течения в турбулентную. 
Для рассмотренной же схемы течения числа Рейнольдса, обеспечивающие начало перехода, 
образуют интервал (17). 

Вместе с тем заметим, что нейтральная кривая устойчивости, например, для течения Пуа-
зейля в канале имеет в плоскости «число Рейнольдса – волновое число» вид петли [1–3]. При 
этом определенным значениям волнового числа подобно тому, как это было получено выше, 
соответствует определенный диапазон значений числа Рейнольдса, внутри которого распола-
гается зона неустойчивости.

Принимая во внимание (7)–(9) и (14), после некоторых преобразований приходим из (12) 
к следующему результату

	
3

2

min 0
4Re 4 ;

2
b b a cq

a

 − − − ⋅ ⋅
= ⋅ ⋅  ⋅ 

       
3

2

max 0
4Re 4 ;

2
b b a cq

a

 − + − ⋅ ⋅
= ⋅ ⋅  ⋅ 

	 (18)

	 0 04 ;a q k= ⋅ ⋅       0 1 0 24 ( ) 1;b q k k k= ⋅ ⋅ − ⋅ −        2.c k=
Из рассмотрения соотношений (18) следует, что minRe  и maxRe  не зависят от гравитацион-

ного параметра gravK  задачи и с учетом значений эмпирических коэффициентов [8] принима-
ют значения

	 minRe 51.134;=       maxRe 2309.= 	 (19)
В свою очередь этот результат с учетом (14) означает, что  соответствующие значения minR′  

и maxR′  определяются только конкретной величиной гравитационного параметра .gravK

Ширина (по радиальной координате) цилиндрического пространственного слоя, внутри 
которого одновременно выполняются условия (10), (13) инициирования ламинарно-турбу-
лентного перехода, определяется выражением вида

	 (Re, ) (Re, ) (Re, ).grav G grav T gravR K R K R K′ ′ ′∆ = −

Рис. 3. Зависимость GR′  и TR′  от числа Рейнольдса для 310 ;gravK −=  1 – (Re);GR′  2 – (Re);TR′  
3 – min 5Re R 4;e 1.13= =  4 – maxRe R 9e 230 .= =  min(Re ) 17.123;GR′ =  max(Re ) 32.31TR′ =
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В качестве примера на рис. 4 представлена зависимость ширины этой зоны инициирова-
ния перехода от значения числа Рейнольдса из диапазона (17), построенная на основе числен-
ного решения уравнения (12) с учетом соотношения (14) для некоторых характерных значе-
ний гравитационного параметра .gravK

Если предположить, что рассматриваемый  гидродинамический процесс сформировался 
из состояния покоя, то значение minRe  можно считать нижней границей для числа Рейнольдса, 
при превышении которой начинается развитие ламинарно-турбулентного перехода. 

В завершении этого раздела, прежде всего,  отметим, что  прогнозирование начала перехо-
да фактически базировалось с учетом (10), (13) лишь на основе анализа стартового состояния 
полей скорости и давления. При этом рассмотрение процесса дальнейшего развития течения 
во времени из исходного стартового состояния, естественно, не проводилось. Однако, можно 
предположить, что в дальнейшем, по крайней мере, при выполнении только условия (10), речь 
может идти, вероятно, о формировании зоны «вторичного» вращательного течения.

Найденные значения minRe  и maxRe ,  определяющие диапазон возможного начала перехода, 
носят расчетный характер и вытекают из анализа эмпирических оценок (1), (2), которые ранее 
были получены на основе обработки результатов исследований для схем течения, существен-
но отличающихся от рассмотренной в данной работе. При этом, к сожалению, в силу недо-
ступности или же отсутствия результатов соответствующих исследований для течения такого 
рода не представляется возможным провести сравнение критических значений (19) для числа 
Рейнольдса с экспериментальными данными.

Заключение

Используя эмпирические оценки, предложенные в [7, 8], был проведен анализ условий на-
чала ламинарно-турбулентного перехода для задачи о гипотетическом течении жидкости, за-
полняющей все пространство, в окрестности неограниченного цилиндра, который выступает 
в качестве линейного источника сил гравитационного притяжения.

По результатам анализа начального («стартового») состояния полей скорости и градиента 
давления определено минимальное (критическое) значение числа Рейнольдса, выше уровня 
которого прогнозируется начало перехода. 

Рис. 4. Зависимость ширины кольцевой зоны возможного инициирования 
ламинарно-турбулентного перехода от min maxRe [Re ;Re ]∈  для следующих значений 

гравитационного параметра 3 4 5 6(1) (210 ;  10 ;  1) (3)0 ;  1 (4)0gravK − − − −=
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УДК 532.517

ТОЧНОЕ РЕШЕНИЕ ЗАДАЧИ О ПЛОСКОМ ОСЕСИММЕТРИЧНОМ СПИРАЛЬНОM 
ТЕЧЕНИИ В КОЛЬЦЕ ДЛЯ ЖИДКОСТИ, РЕОЛОГИЧЕСКАЯ МОДЕЛЬ КОТОРОЙ 

УЧИТЫВАЕТ ФАКТОР ПОПЕРЕЧНОЙ ВЯЗКОСТИ

Военный учебно-научный центр Военно-воздушных сил
«Военно-воздушная академия имени профессора Н. Е. Жуковского и Ю. А. Гагарина»

В. Н. Колодежнов

Аннотация. Рассмотрена задача о плоском, осесимметричном, установившемся течении 
в кольцевой области для жидкости, реологическая модель которой учитывает фактор по-
перечной вязкости. Жидкость подводится в рассматриваемую область через ее внешнюю 
границу по нормали к ней. Сток сформировавшегося спирального течения происходит че-
рез внутреннюю границу. За основу для построения точного решения с учетом предложен-
ных граничных условий для азимутальной составляющей скорости было принято извест-
ное общее решение задачи вихревого течения в неограниченном пространстве. Проведен 
анализ полученных выражений для распределения компонент скорости и давления.
Ключевые слова: плоское спиральное течение, поперечная вязкость, линии тока, распре-
деление давления.

Введение

Спиральные течения представляют прямой интерес для моделирования гидродинамиче-
ских процессов формирования воронок при истечении вращающейся жидкости через слив-
ные отверстия [1–3]. В различных водоемах и атмосфере Земли постоянно наблюдаются тече-
ния спирального типа в форме воронок, смерчей и торнадо [4–6].

Динамика вращающейся жидкости и связанные с этим направлением вопросы техниче-
ских приложений рассмотрены в монографиях [7–10]. Среди задач динамики вязкой жидко-
сти хорошо известен класс решений [11, 12], для которых как радиальная, так  и азимутальная 
компоненты скорости зависят всего лишь от радиальной координаты.

В [13] рассмотрена задача о вихревом осесимметричном  течении вязкой жидкости в нео-
граниченном пространстве, которая как раз и относится именно к этому классу. Полученное в 
этой работе общее решение для азимутальной составляющей скорости содержит две неопре-
деленные константы интегрирования. При этом, авторы [13] ограничились лишь рассмотре-
нием частного случая этого общего решения. В рамках такого частного случая априори пред-
полагалось, что одну константу интегрирования допустимо принимать равной нулю. Что же 
касается второй неопределенной константы интегрирования, то было предложено определять 
ее значение на основе задаваемой циркуляции потока.

Полученное в [13] общее решение с двумя константами интегрирования для неограничен-
ного пространства  было в работе [14] принято в качестве отправной точки при рассмотрении 
задачи о плоском течении в ограниченной осесимметричной области, в частности, в форме 
кольца. Постановка этой задачи предполагала подвод жидкости через внешнюю границу коль-
ца по нормали к ней и, соответственно, сток сформировавшегося вихревого потока жидкости 
через внутреннюю границу. Однако здесь сразу же возникает проблема, связанная с обосно-
ванным выбором двух граничных условий для определения, соответственно, двух констант 
интегрирования. Существо проблемы заключается в том, что постановка, по крайней мере, 
одного из двух необходимых граничных условий  для азимутальной составляющей скорости 
представляется не совсем очевидной. 



1442

В этой связи в работе [14] были предложены варианты постановки двух граничных ус-
ловий для азимутальной составляющей скорости. Это позволило получить точное решение 
задачи о вихревом стоке в ограниченной области при подводе жидкости с постоянным значе-
нием динамической вязкости через внешнюю поверхность по нормали к ней. 

В данной работе рассматривается аналогичная задача о плоском спиральном течении вну-
три ограниченной области в форме кольца, но для случая, когда реологическая модель жидко-
сти является более сложной и учитывает фактор поперечной вязкости, представляющей со-
бой заданную функцию 2( )Iη  второго инварианта 2I  тензора скоростей деформаций.

Сведения о конкретном виде такой функции носят достаточно ограниченный характер. 
Например, в [15] со ссылкой на экспериментальные результаты из работы [16] эта зависи-
мость постулируется в форме кусочно-непрерывной функции на двух диапазонах изменения 

2 ,I  включая участок постоянного значения поперечной вязкости и смежный с ним участок 
степенной зависимости.

Известны предложения [17], которые предполагают пороговый характер «подключения» 
фактора поперечной вязкости при превышении модулем второго инварианта тензора скоро-
стей деформаций некоторого критического уровня 2 2 .I I η>  В случае же, когда в соответству-
ющих зонах области течения выполняется обратное условие 2 2 ,I I η<  предполагается, что по-
перечная вязкость не проявляет себя и жидкость подчиняется традиционной реологической 
модели ньютоновской жидкости. Здесь же в [17] была отмечена связь между формированием 
вторичных течений, сопровождающихся генерированием поперечных (по отношению к лини-
ям тока исходного основного течения) составляющих скорости, и учетом фактора поперечной 
вязкости. Эта связь ранее была продемонстрирована на примерах решения ряда краевых задач 
о течении жидкостей с соответствующими реологическими моделями в прямолинейных кана-
лах поперечного сечения различной формы [15]. Некоторые специальные вопросы гидроди-
намики и конвективного теплопереноса для жидкостей, реологическая модель которых учи-
тывает поперечную вязкость, рассмотрены в [18–20].

1. Постановка задачи и ее точное решение

Плоское, установившееся, осесимметричное течение несжимаемой жидкости описывается 
в цилиндрической системе координат следующими уравнениями динамики 

	
2

;rrr rr
r

uuu
r r r r

ϕ ϕϕτ ττρ
  −∂ ∂
⋅ ⋅ − = +  ∂ ∂ 

	 (1)

	
2

;r r r
r

u u u
u

r r r r
ϕ ϕ ϕ ϕτ τ

ρ
∂ ⋅ ∂ ⋅ 

⋅ ⋅ + = + ∂ ∂ 
	 (2)

и условием неразрывности потока

	 ( )1 0,rr u
r r
∂ ⋅
⋅ =

∂
	 (3)

где ρ  – плотность жидкости; ,ru  uϕ  – радиальная и азимутальная составляющие скорости 
потока, соответственно; ,rrτ  ,ϕϕτ  rϕτ  – компоненты тензора напряжений.

Предположим, что поведение жидкости допустимо описывать в рамках следующего част-
ного случая обобщенной реологической модели Рейнера – Ривлина [15, 21, 22] 

	
3

2
1

2 4 ( ) ;ij ij ij ik kj
k

P Iτ δ µ ε η ε ε
=

= − ⋅ + ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ ⋅∑    , 1, 2, .3;i j = 	 (4)

где ,ijτ  ijε  – компоненты тензоров напряжений и скоростей деформаций; P  – давление; ijδ  – 
символ Кронекера; µ  – динамическая вязкость; 2( )Iη  – поперечная вязкость, представленная 
в виде известной функции от второго инварианта 2I  тензора скоростей деформаций. 
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Применительно к рассматриваемому течению тождественно отличные от нуля компонен-
ты тензоров скоростей деформаций и напряжений принимают вид

	 ( ) ;r
rr

du r
dr

ε =        ( ) ;ru r
rϕϕε =       

( )
;

2r

u rr d
dr r

ϕ
ϕε

 
= ⋅  

 
	 (5)

	 ( )2 2
2( ) 2 4 ( ) ;rr rr rr rP r I ϕτ µ ε η ε ε= − + ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ +

	 ( )2 2
2( ) 2 4 ( ) ;rP r Iϕϕ ϕϕ ϕ ϕϕτ µ ε η ε ε= − + ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ + 	 (6)

	 2 .r rϕ ϕτ µ ε= ⋅ ⋅
При этом второй инвариант тензора скоростей деформаций предлагается принимать в 

форме 
	 2

2 ( ) .rr rI r ϕϕ ϕε ε ε= ⋅ − 	 (7)
Рассмотрим задачу о плоском установившемся осесимметричном ламинарном течении в 

кольце 1 2R r R≤ ≤  для несжимаемой жидкости, которая подчиняется реологической модели 
(4). Предположим, что жидкость поступает в кольцевую область по нормали к ее внешней 
границе радиуса 2 ,R  на которой поддерживается постоянное давление 2.P  При этом сток жид-
кости происходит через внутреннюю границу радиуса 1.R

Принимая во внимание (5)–(7), уравнения (1)–(3) после некоторых преобразований в без-
размерной форме записи могут быть представлены следующим образом

	 ( ){ }
2

2 24
2

1 4 ( ) ( ) ;
2

r
r

uu P du I r I r
r r r R dr

ϕ η
′′ ′∂ ∂′ ′ ′ ′ ′ ′⋅ − = − ⋅ − ⋅ ⋅

′ ′ ′ ′ ′∂ ∂
	 (9)

	
2

2 2

1 1 ;
Re

r
r

u u u u u u
u

r r r r r r
ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ′ ′ ′ ′ ′ ′ ∂ ⋅ ∂ ∂

′ ⋅ + = ⋅ + ⋅ −  ′ ′ ′ ′ ′ ′∂ ∂ ∂ 
	 (10)

	 ( )1 0.rr u
r r

′ ′∂ ⋅
⋅ =
′ ′∂

	 (11)

Здесь

	
1

;rr
R

′ =     
1

( ) ;r
r

uu r
V

′ ′ =      
1

( ) ;
u

u r
V
ϕ

ϕ′ ′ =      2
1

2 ;PP
Vρ
⋅′ =
⋅

	 1 1 2 2Re ;
2

V R V R Qρ ρ ρ
µ µ π µ

⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅
= = =

⋅ ⋅
           ( ) ( )2

2 2
1

( )
( ) ;

I r
I r

R
η

η
ρ

′ ′ ′ =
⋅

	 2
2

2

( )( ) ;
rad

I rI r
I

′ ′ =         
2

2
2

2

,rad
VI
R

 
=  
 

где 1,V  2V  – известные значения модуля радиальной составляющей скорости на внутренней и 
внешней границах области течения, соответственно; Q  – объемный расход жидкости в расче-
те на единицу длины вдоль оси Oz  цилиндрической системы координат; 2radI  – принимаемое 
в качестве масштабного, значение модуля второго инварианта 2I  тензора скоростей деформа-
ций на внешней границе области течения, которое  определяется с учетом (5), (7) для случая 
чисто радиального течения ( 0).uϕ ≡

В уравнениях (8)–(10) и далее безразмерные величины отмечены верхним штрихом.
Решение рассматриваемой задачи на основе системы уравнений (8)–(10) предполагает по-

становку четырех граничных условий. Первые два граничных условия для радиальной состав-
ляющей скорости и давления имеют вид

	 2 ,r R′ ′=         2 ,ru V′ ′= −       2.P P′ ′= 	 (11)
В тривиальном случае постановки задачи о чисто радиальном течении, когда азимутальная 

составляющая скорости отсутствует ( 0),uϕ ≡  соотношения (11) представляют собой оконча-
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тельный вид граничных условий такой задачи. В рассматриваемой же задаче о спиральном 
течении возникает необходимость постановки в дополнение к (11) еще двух граничных усло-
вий для азимутальной составляющей скорости, которые будут предложены ниже.

Заметим, что система (8)–(10) допускает определение искомых функций ,ru′  ,uϕ′  P′  на ос-
нове последовательного решения по отдельности уравнений этой системы в обратном поряд-
ке (10), (9), (8). 

Для радиальной составляющей скорости на первом  же шаге решения системы (8) – (10) с 
учетом граничного условия (11) и очевидного для рассматриваемой задачи соотношения 

1 1 2 2V R V R⋅ = ⋅  сразу получаем

	 1 .ru
r

′ = −
′

	 (12)

Подставляя теперь (12) в (9), приходим к дифференциальному уравнению относительно 
азимутальной составляющей скорости, которое было получено ранее в [13] для задачи о тече-
нии в неограниченном пространстве и в принятых выше обозначениях может быть записано 
следующим образом

	
2

2 2

1(Re 1) (Re 1) 0.
d u du u
dr r dr r

ϕ ϕ ϕ′ ′ ′
+ + ⋅ ⋅ + − ⋅ =

′ ′ ′ ′
	 (13)

Полученное в [13] общее решение (13) в безразмерной форме записи может быть представ-
лено следующим образом

	 1 2
Re 1( ) ,C Cu r

r rϕ −
′ = +

′ ′
	 (14)

где 1,C  2C  – неопределенные константы интегрирования.
Однако отметим следующее обстоятельство. При использовании общего решения (14) в 

работе [13] ограничивались рассмотрением лишь одного частного случая, когда полагали 
2 0.C =  Первая же константа интегрирования 1C  определялась через задаваемую циркуляцию 

K  и, учитывая принятую здесь безразмерную форму записи (14), принималась равной 
( )1 1 1/ 2 .C K R Vπ= ⋅ ⋅ ⋅  В этой связи для более полного и точного использования общего реше-

ния в форме (14) в рамках рассматриваемой задачи возникает необходимость постановки, в 
дополнение к (11), еще двух граничных условий.

В [14] были предложены варианты постановки двух таких недостающих граничных усло-
вий для определения констант интегрирования в (14) в ходе решения подобной задачи, но 
для случая течения традиционной ньютоновской жидкости с постоянным значением динами-
ческой вязкости. Поскольку, характерной особенностью постановки рассматриваемой задачи 
является то, что вид общего решения (14) для азимутальной составляющей скорости не зави-
сит от учета фактора поперечной вязкости, далее могут быть использованы некоторые резуль-
таты из [14]. В частности, граничные условия предлагается принять в форме

	 2;r R′ ′=         0;uϕ′ =        22
2

2 1.b

du
I

dr R
ϕ′ ′= ± ⋅ −
′ ′

	 (15)

Здесь

	 2
2

2

,b
b

rad

II
I

′ =

где 2bI  – задаваемое значение модуля второго инварианта 2I  тензора скоростей деформаций 
на внешней границе области течения.

С учетом (15) выражение (14) для азимутальной составляющей скорости принимает вид 

	
Re 2

2 2

1

2 1 1( ) 1 .
Re 2

bIu Ru r
V r r
ϕ

ϕ

−′⋅ −  ′ ′ ′ = = ± ⋅ ⋅ −  ′ ′−    
	 (16)
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Заметим, что при обосновании выражения (16) в [14] был предложен также и альтернатив-
ный вариант постановки второго граничного условия в (15).

Подставляя теперь (12) и (16) в (8), после интегрирования с учетом (11) приходим к выра-
жению для распределения давления в кольцевой зоне спирального течения

	
Re 2 2 Re 4

2 2 2 2
2 1 2 32 2

4 ( 1) 4 ( 1) 4( ) 1 ( ) ( ) ( )
(Re 2) (Re 2) Re (Re 1)

b bI I R RP r P f r f r f r
− ⋅ −′ ′⋅ − ⋅ −  ′ ′ ⋅′ ′ ′ ′ ′ ′= − + ⋅ + ⋅ ⋅ − ⋅ −  − − −  

	 ( ) ( ){ }2 2 2 2 2 24
2

8 ( ) ( ) ( ) ( )I r I r I R I R
R

η η′ ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′− ⋅ ⋅ − ⋅
′

.	 (17)

Здесь для краткости приняты обозначения

	 1 2 2
2

1 1( ) ;f r
r R

 
′ = − ′ ′ 

     2 Re Re
2

1 1( ) ;f r
r R

 
′ = − ′ ′ 

     3 2 Re 2 2 Re 2
2

1 1( ) ;f r
r R⋅ − ⋅ −

 
′ = − ′ ′ 

	
24 2 Re

22 2 2 2
2 2

2

4 ( 1)( ) Re( ) .
(Re 2) 2

b

rad

II r R R RI r
I r r r

  ′⋅ −′ ′ ′      ′ ′ = = − + ⋅ − ⋅       ′ ′ ′−         
В случае, когда фактором поперечной вязкости допустимо пренебречь ( )2( ( ) 0),I rη′ ′ ′ ≡  со-

отношение (17) приводит к уже известному результату [14]. Если в дополнение к этому допу-
щению полагать 2 1,bI ′ =  то сразу же приходим также к известному, но более тривиальному 
распределению давления 

	 2 1( ) ( );radP r P f r′ ′ ′ ′= −
для случая чисто радиального течения ( 0).uϕ ≡

Найденные выражения (12), (16), (17) для распределений компонент скорости и давления 
представляют собой точное решение задачи о плоском осесимметричном установившемся 
спиральном течении в кольцевой зоне с граничными условиями (11), (15).

2. Анализ поля скоростей и распределения давления

 Характерной особенностью полученного решения, как это следует из (12), (16), является 
то, что распределения компонент скорости не зависят от поперечной вязкости. В этой связи 
лишь кратко приведем основные результаты анализа для поля скоростей, полученные в работе 
[14].

Прежде всего, отметим, что ситуации, когда Re 1→  или Re 2,→  не приводят к особым 
случаям для (16) и (17). Это обусловлено тем, что здесь выполняются условия теоремы о не-
прерывной зависимости решения дифференциального уравнения от параметра, роль которо-
го играет число Рейнольдса. При этом возникающие неопределенности раскрываются по пра-
вилу Лопиталя.

Линии тока рассматриваемого спирального течения в полярной системе координат описы-
ваются следующим уравнением [14]

	
Re 2 Re 2

2 2 2
0 2

2 1
( ) 1 ln ,

(Re 2)
bI R Rr

r r
ϕ ϕ

− − ′⋅ −  ′ ′    ′ = ± ⋅ − −     ′ ′−        
	 (18)

где 0ϕ  – угол, определяющий положение начальной точки на внешней границе области тече-
ния для построения соответствующей линии тока, проходящей через эту точку.

Говоря о семействе линий тока, отметим интересное обстоятельство, которое заключается 
в следующем [14]. Для поля скоростей рассматриваемого установившегося спирального тече-
ния каждая линия тока, описываемая уравнением (18), предполагает наличие точки перегиба, 
радиальная координата infr R′ ′=  которой находится из решения следующего уравнения
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22

2
inf

2 0.d d dr r
r Rdr dr dr

ϕ ϕ ϕ    ′ ′⋅ + + ⋅ ⋅ =    ′ ′′ ′ ′ =     
	 (19)

Для сравнения укажем, что большинство известных спиральных кривых (спирали Архи-
меда, Ферма, гиперболическая, логарифмическая и другие) не имеют точки перегиба. Что же 
касается аналогов спиральных кривых с точкой перегиба то их не так много. В качестве при-
мера можно привести так называемую спираль Римского жезла (спираль Lituus), у которой 
каждая из двух ее ветвей также имеет точку перегиба.

В качестве примера на рис. 1 представлен вид семейства линий тока рассматриваемого спи-
рального течения, построенных с учетом (18) для следующих значений исходных параметров 

2 5;R′ =  Re 7.5;=  2 1.001.bI ′ =  Радиус положения точек перегиба, вычисленный для этого набо-
ра значений параметров на основе решения уравнения (19), принимает значение inf 1.933.R′ =

Как показывают численные эксперименты с моделью течения, после прохождения на ли-
нии тока точки перегиба, азимутальная составляющая скорости начинает существенно воз-
растать. При этом на выходе из области течения ( 1)r′ =  эта составляющая скорости, домини-
руя уже над радиальной составляющей скорости, может превышать ее на порядок и более [14].

Заметим, что именно такой характер соотношения между составляющими скорости, по 
крайней мере, на качественном уровне, имеет место для реальных природных вихревых тече-
ний в атмосфере типа смерчей и торнадо. Для сравнения укажем, что известное решение из 
[13] вида (14) при 2 0C =  предсказывает всюду в области течения одну и ту же величину соот-
ношения между азимутальной и радиальной составляющими скорости

	
( )

const.
( )r

u r K
u r Q
ϕ′ ′

= ≡
′ ′

Характер влияния числа Рейнольдса на количество полных оборотов 0(1) / (2 )N ϕ ϕ π= − ⋅  
линии тока вокруг оси симметрии на участке от внешней 2( )r R′ ′=  до внутренней ( 1)r′ =  гра-
ниц области течения в форме кольца  иллюстрируют зависимости, представленные на рис. 2.

Рис. 1. Семейство линий тока рассматриваемого 
спирального течения для следующих значений 

исходных параметров: 
2 1.001;bI ′ =  inf 1.933;R′ =  2 5;R′ =  Re 7.5=

Рис. 2. Зависимость количества оборотов 
линии тока в области течения 

относительно оси симметрии от числа 
Рейнольдса для 2 3R′ =  (1); 4,5  (2); 10  (3) 

при 2, 1.0001bI ′ =
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Переходя к анализу распределения давления, определяемого соотношением (17), прежде 
всего, отметим, что здесь уже поперечная вязкость вносит свои коррективы. 

На рис. 3 приводятся примеры распределения давления в малой окрестности выхода ( 1)r′ =  
из рассматриваемой области течения, построенные на основе (17), в отношении к соответ-
ствующим распределениям давления для случая чисто радиального течения 2( 1)bI ′ =

	 ( )( ) ,
( )p

rad

P rr
P r

γ
′ ′

′ ′ =
′ ′

	 (20)

При этом рассматривался наиболее простой частный случай, когда зависимость попереч-
ной вязкости от второго инварианта тензора скоростей деформаций допустимо принимать в 
виде 

	 2 0( ( )) const 0.I rη η′ ′ ′ ′≡ = < 	 (21)
Комментируя знак выбранных с учетом (21) безразмерных значений 0η′  для построения 

зависимостей (20), специально отметим, что согласно приведенным в [15] результатам, полу-
ченным на основе обработки экспериментальных данных из работы [16], поперечная вязкость 
принимает отрицательные значения.

Анализ зависимостей, изображенных на рис. 3, указывает на то, что для случая спирально-
го течения давление в малой окрестности выхода из области течения принимает более низкие 
значения по сравнению со случаем чисто радиального течения. При этом можно видеть, что, 
возрастание фактора поперечной вязкости лишь усиливает это различие (рис. 3a). Такая же 
тенденция в изменении распределения давления для спирального течения имеет место и по 
мере возрастания значений параметра 2R′  (рис. 3b).

a) b)
Рис. 3. Характер изменения соотношения между распределениями давления для спирального 
и чисто радиального течений в окрестности выхода из области течения (на внутренней 

границе) для различных значений (а) параметра 0 0.0004η = −′  (1); 0.0002−  (2); 0  (3); 
при 2 5;R′ =  Re 10;=  2, 1.00001;bI ′ =  2 20000P′ =  и для различных значений (b) параметра 

2 3.0R′ =  (1); 3.5  (2); 4.0  (3); при Re 6;=  2, 1.01;bI ′ =  0 0;η′ =  2 50P′ =

Принимая во внимание такой результат (1) (1)radP P′ ′<  для рассматриваемого спирального 
течения, можно предположить, что возникновение природного эффекта торнадо, возможно, 
являются следствием, в том числе, и снижения (по тем или иным причинам, которые в данном 
случае не обсуждаются) давления на границе «стока» (на условных границах центрального 
«ствола» торнадо) ниже уровня, соответствующего случаю чисто радиальной схемы течения.
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Заключение

Принимая за основу общее решение для азимутальной составляющей скорости течения 
в неограниченном пространстве, полученное ранее в работе [13], получено точное решение 
задачи о плоском осесимметричном установившемся спиральном течении в кольцевой обла-
сти конечных размеров для жидкости, реологическая модель которой учитывает фактор по-
перечной вязкости. Проведен анализ полученного поля скоростей и распределения давления. 
Отмечено, что поле скоростей в рамках рассматриваемой постановки задачи не зависит от 
фактора поперечной вязкости. При этом семейство линий тока допускает наличие точки пере-
гиба. Показано, что увеличение модуля поперечной вязкости приводит к снижению значений 
давления в окрестности границы стока.

Отдельные положения, которые следуют из анализа полученного точного решения в дву-
мерной постановке, могут быть использованы в качестве первого приближения при модели-
ровании более сложных трехмерных пространственных течений типа торнадо или закручива-
ния потока в окрестности сливного отверстия. 
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УДК 532.59

ДВА ТИПА ВОЛН В ДВУХСЛОЙНОЙ СТРАТИФИЦИРОВАННОЙ ЖИДКОСТИ

Калининградский государственный технический университет

А. И. Руденко

Аннотация. В рамках линейной теории малых потенциальных колебаний изучены стро-
ение и характеристики поверхностной и внутренней волн в устойчиво стратифициро-
ванной двуслойной жидкости. Установлено существование двух типов волн: быстрой и 
медленной. Быстрая волна мало отличается от поверхностной волны в однородной жид-
кости. Получены и проанализированы дисперсионные соотношения. Рассмотрено при-
ближение Буссинеска.
Ключевые слова: свободная поверхность, граница раздела слоев, однородные слои, вну-
тренняя волна, двуслойная жидкость, дисперсионное соотношение, приближение Бусси-
неска, быстрая и медленная волны.

Введение

В работе в рамках линейной теории малых потенциальных колебаний изучены строение и 
характеристики поверхностной и внутренней волн в устойчиво стратифицированной двуслой-
ной жидкости. Жидкость считается идеальной несжимаемой. Получены и проанализированы 
дисперсионные соотношения. Рассмотрено приближение Буссинеска. Установлено существо-
вание двух типов плоских гармонических волн: быстрой и медленной. Быстрая волна мало 
отличается от поверхностной волны в однородной жидкости. В случае выполнения приближе-
ния Буссинеска быстрые волны несущественно отличаются от волн в однородной жидкости, а 
скорость медленных волн пропорциональна корню квадрата из отношения ,ρ

ρ
∆  то есть очень 

мала. Оба типа волн возникают при внешних воздействиях на двуслойную жидкость. Такого 
рода воздействия подробно изучены в содержательной статье [1].

Наш способ решения задачи о поверхностной волне в однородной жидкости отличается от 
традиционного способа, который изложен, в частности, в монографии [2], поэтому представ-
ляет определенный интерес.

Необходимо отметить, что некоторые походы в реализации данной задачи рассмотрены в 
таких работах, например [3–8]. 

1. Постановка задачи о строении и характеристиках плоской гармонической 
поверхностной волны на поверхности однородной жидкости

Символы ,t  x  и y  обозначают время, горизонтальную и вертикальную координаты, при 
этом считается, что ось ординат направлена вертикально верх, а уровень невозмущенной 
верхней поверхности жидкости совпадает с горизонтальной осью, то есть с линией 0.y =  Сим-
волы ,ρ  ,v  u  и p  обозначают плотность, горизонтальную и вертикальную составляющие 
скорости частиц жидкости и гидродинамическое давление. Поскольку жидкость однородная, 
то const.ρ =  Символ η  обозначает профиль волны (форму свободной поверхности). 

Получить решение двух систем линейных уравнений идеальной несжимаемой однородной 
жидкости в предположении, что эти движения являются потенциальными

	 , , , ,

, , , ,

0, 0,

0, 0, 1, 2.
n n t n x n n t n y n

n x n y n y n x

u p v p g
u v u v n
ρ ρ ρ+ = + + =

+ = − = =
	 (1)
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которое удовлетворяет кинематическим и динамическим условиям на свободной поверхно-
сти и на границе раздела, а также условию непротекания на дне. Условие непротекания на дне 
прежнее и имеет вид:

	 2 0v =   при .y h= − 	 (2)
Кинематическое условие на свободной поверхности выражает прежнее требование, чтобы 

частица жидкости, которая находилась на свободной поверхности до начала движения, долж-
на оставаться там и в процессе движения.

Математическая форма этого требования после линеаризации имеет вид:
	 1 0t vη − =   при  0.y = 	 (3)
Это требование ведет к двум математическим формам, которые после линеаризации при-

обретают вид:
	 1, 1 0t vη − =   при  .y d= − 	 (4)

	 1, 2 0t vη − =   при  .y d= − 	 (5)
Динамическое условие на свободной поверхности выражает требование, что атмосферным 

давлением пренебрегается. Линеаризация динамического условия на свободной поверхности 
приводит к соотношению

	 /
1 1,(0) (0) ( ) 0.yp p xη+ = 	 (6)

Для краткости значения величин 1p  и /
1, yp  при 0y =  обозначим символами 1(0)p  и /

1, (0).yp
Динамическое условие на границе раздела исходит из требования непрерывности давления.
Линеаризация динамического условия на границе раздела рассматриваемой двуслойной 

жидкости приводит к соотношению
	 / /

1 1, 1 2 2, 1( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ).y yp d p d x p d p d xη η− + − = − + − 	 (7)
Здесь для краткости значения величин 1,p  /

1, ,yp  2 ,p  /
2, yp  при y d= −  обозначены символа-

ми 1( ),p d−  /
1, ( ),yp d−  2 ( ),p d−  /

2, ( ).yp d−  Условия (6) и (7) обладают неопределенностью, причи-
ной которой является неизвестность значений величин 1( ),p d−  /

1, ( ),yp d−  2 ( ),p d−  /
2, ( ).yp d−  

Она будет устранена позже, когда будут получены явные выражения давления в верхнем и 
нижнем слоях. Переходим к процедуре решения поставленной задачи. Начнем с рассмотрения 
состояния гидростатики.

В случае гидростатики скорость частиц жидкости равна нулю, 0,nu =  0,nv =  1,2,n =  поэ-
тому система уравнений (1) сильно упрощается и переходит в уравнения гидростатики

	 /
, 0, 1, 2.n y np g nρ+ = = 	 (8)

Когда жидкость находится в покое, динамическое условие на свободной поверхности име-
ет вид

	 1 0p =   при  0.y = 	 (9)
В этом же случае динамическое условие на границе раздела таково:
	 1 2p p=   при  .y d= − 	 (10)
Интегрируя уравнения (8) с учетом условий (9) и (10), получаем следующее распределение 

по слоям гидростатического давления:
	 1 1 , 0,p g y d yρ= − − ≤ ≤ 	 (11)

	 2 2 1 2( ) , .p g y g d h y dρ ρ ρ= − + − − ≤ ≤ − 	 (12)
Теперь можно приступить к решению задачи о строении и характеристиках плоских гар-

монических поверхностной и внутренней волн в двуслойной жидкости.
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2. Решение задачи о строении и характеристиках плоских гармонических поверхностной 
и внутренней волн в двуслойной жидкости

Исходные выражения характеристик плоских гармонических поверхностной и внутрен-
ней волн в двуслойной жидкости.

	

1 1 0

0

1 1 10

2 2 1 2 20

, , ( ) ,

( ) , 1, 2,

( ) , 0,

( ) ( ) , .

i i i
n n

i
n n

i

i

ae a e u u y e
v v y e n
p g y p y e d y
p g y g d p y e h y d

θ θ θ

θ

θ

θ

η η

ρ

ρ ρ ρ

= = =

= =

= − + − ≤ ≤

= − + − + − ≤ ≤ −

	 (13)

В выражениях (13) величина a есть амплитуда профиля волны на свободной поверхности, 
величина 1a  есть амплитуда профиля волны на границе раздела, величины ,θ  k  и ω  сохраня-
ют прежний смысл фазы волны, волнового числа и циклической частоты. 

Система уравнений и граничных условий для функций 0 ( ),nu y  0 ( ),nv y  0 ( ),np y  1,2,n =  и ам-
плитуд профиля волны на свободной поверхности и на границе раздела.

После подстановки последних четырех выражений из выражений (13) (выражений состав-
ляющих скорости частиц жидкости ,nu  ,nv  ,np  1,2,n = ) в систему уравнений (1) и несложных 
упрощений получаем пару систем, каждая из которых содержит по четыре обыкновенных 
дифференциальных уравнений. Они таковы:

	
/

0 0 0 0
/ /

0 0 0 0

( ) ( ) 0, ( ) ( ) 0,

( ) ( ) 0, ( ) ( ) 0, 1, 2.
n n n n n n

n n n n

u y kp y i v y p y
iku y v y u y ikv y n
ωρ ωρ− = + =

− + = + = =
	 (14)

Подобная подстановка выражений (13) в линеаризованные формы кинематических и ди-
намических граничных условий на свободной поверхности и на границе раздела (3)–(7) и в 
условие непротекания на дне (2) после отбрасывания в динамических условиях пренебрежимо 
малых квадратичных слагаемых и несложных упрощений дают для функций 0 ( ),nv y  0 ( ),np y  

1,2,n =  шесть граничных условий
	 10 (0) ,v i aω= 	 (15)
	 10 1( ) ,v d i aω− = 	 (16)
	 20 1( ) ,v d i aω− = 	 (17)
	 20 ( ) 0,v h− = 	 (18)
	 10 1(0) 0,p g aρ− = 	 (19)
	 10 20 2 1 1( ) ( ) ( ) 0.p d p d g aρ ρ− − − + − = 	 (20)
Получим решение системы обыкновенных дифференциальных уравнений (14), которые 

удовлетворяют граничным условиям (15)–(20) последовательно для случаев 1n =  и 2.n =
В случае 1n =  система обыкновенных дифференциальных уравнений (14) принимает сле-

дующий вид:

	
/

1 10 10 1 10 10
/ /

10 10 10 10

( ) ( ) 0, ( ) ( ) 0,

( ) ( ) 0, ( ) ( ) 0.

u y kp y i v y p y
iku y v y u y ikv y

ωρ ωρ− = + =

− + = + =
	 (21)

Ставится цель получить решение системы уравнений (21), которое удовлетворяет гранич-
ным условиям (15), (16) и (19).

Естественно выполнение процедуры получения решения поставленной задачи следует на-
чать с выполнения процедуры нахождения выражения функции 10 ( ).v y

Для этого нужно в первую очередь из последних двух уравнений системы обыкновенных 
дифференциальных уравнений (21) путем исключения функции 10 ( )u y  получить обыкновен-
ное дифференциальное уравнение для функции 10 ( ).v y
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Выполнив эту несложную процедуру, получаем обыкновенное линейное дифференциаль-
ное уравнение

	 / / 2
10 10 0.v k v− = 	 (22)

Решение дифференциального уравнения (22), удовлетворяющего условиям (15) и (16), 
имеет вид

	 10 1
( )( ) ( ( ) ) ( ) , 0.
( )

sh kyv y i ch kd a a a ch ky d y
sh kd

ω
 

= − + − ≤ ≤ 
 

	 (23)

Теперь перейдем к выполнению процедур определения выражений функций 10 ( )u y  и 
10 ( ).p y

Выражение функции 10 ( )u y  находится из третьего уравнения системы дифференциальных 
уравнений (21) путем дифференцирования выражения (23) функции 10 ( ).v y

Результатом становится следующее выражение функции 10 ( ):u y

	 10 1
( )( ) ( ) ( ( ) ) , 0.
( )

ch kyu y a sh ky ch kd a a d y
sh kd

ω
 

= + − − ≤ ≤ 
 

	 (24)

Далее выполняется процедура определения выражения функции 10 ( ).p y
Используя первое уравнение системы уравнений (21), выражение (24) функции 10 ( )u y  

определяем выражение функции 10 ( ).p y  Оно таково: 

	 10 1 1
( )( ) ( ) ( ( ) ) , 0.
( )

ch kyp y c a sh ky ch kd a a d y
sh kd

ρ ω
 

= + − − ≤ ≤ 
 

	 (25)

Полагая 0y =  в выражении (25) функции 10 ( ),p y  используя условие (19), получаем после 
выполнения несложных упрощений следующее соотношение для амплитуд колебаний верх-
ней границы и границы раздела рассматриваемой двуслойной жидкости: 

	 2 2
1 ( ( ) ( )) .c ka c k ch kd gsh kd a= − 	 (26)

Отметим, что амплитуда колебания границы раздела пропорциональна амплитуде колеба-
ния свободной поверхности.

Для полноты результатов приведем выражения составляющих скорости частиц жидкости 
и гидродинамического давления в верхнем слое рассматриваемой двуслойной жидкости. Они 
являются следствием исходных выражений (13) этих величин и выражений (24), (23) и (25) 
функций 10 ( ),u y  10 ( )v y  и 10 ( ).p y

Выражения составляющих скорости частиц жидкости и гидродинамического давления в 
верхнем слое двуслойной жидкости.

	 1 1
( )( ) ( ( ) ( ( ) ) ) ,
( )

ich kyu y a sh ky ch kd a a e
sh kd

θω= + −

	 1 1
( )( ) (( ( ) ) ( )) ,
( )

ish kyv y i ch kd a a a ch ky e
sh kd

θω= − +

	 1 1 1 1
( )( ) ( ( ) ( ( ) ) ) , 0.
( )

ich kyp y g y c a sh ky ch kd a a e d y
sh kd

θρ ρ ω= − + + − − ≤ ≤

В случае 2n =  система обыкновенных дифференциальных уравнений (14) принимает сле-
дующий вид:

	
/

2 20 20 2 20 20
/ /

20 20 20 20

( ) ( ) 0, ( ) ( ) 0,

( ) ( ) 0, ( ) ( ) 0.

u y kp y i v y p y
iku y v y u y ikv y

ωρ ωρ− = + =

− + = + =
	 (27)

Ставится цель получить решение системы уравнений (27), которое удовлетворяет гранич-
ным условиям (17), (18) и (20).
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Снова естественно выполнение процедуры получения решения системы уравнений (27), 
которое удовлетворяет граничным условиям (17), (18) и (20), следует начать с выполнения 
процедуры нахождения выражения функции 20 ( ).v y

Дифференциальное уравнение для функции 20 ( )v y  получается стандартным способом. 
Оно имеет вид

	 / / 2
20 20 0.v k v− = 	 (28)

Решение дифференциального уравнения (28), которое удовлетворяет условию непротека-
ния на дне (18), таково:

	 20 ( ) ( ( )), .v y Ash k y h h y d= + − ≤ ≤ − 	 (29)
Значение коэффициента A  определяется подстановкой выражения (29) в граничное усло-

вие (17). Эта подстановка дает равенство

	 1
1 .

( ( ))
A i a

sh k h d
ω=

−
Это означает, что решение дифференциального уравнения (28), которое удовлетворяет 

граничным условиям (17) и (18), имеет следующий вид:

	 20 1
( ( ))( ) , .
( ( ))

sh k y hv y i a h y d
sh k h d

ω +
= − ≤ ≤ −

−
	 (30)

Переходим к выполнению процедур определения выражений функций 20 ( )u y  и 20 ( ).p y
Выражение функции 20 ( )u y  находится из третьего уравнения системы дифференциальных 

уравнений (27) путем дифференцирования выражения (30). Результатом становится следую-
щее выражение функции 20 ( ):v y

	 20 1
( ( ))( ) , .
( ( ))

ch k y hu y a h y d
sh k h d

ω +
= − ≤ ≤ −

−
	 (31)

Далее выполняется процедура определения выражения функции 20 ( ).p y
Используя первое уравнение системы уравнений (27), выражение (31) функции 20 ( )u y  и 

учитывая соотношение (0.11), определяем выражение функции 20 ( ).p y  Оно таково:

	 2
20 2 1

( ( ))( ) , .
( ( ))

ch k y hp y c k a h y d
sh k h d

ρ +
= − ≤ ≤ −

−
	 (32)

Использование соотношения (26), которое связывает амплитуды колебаний верхней гра-
ницы и границы раздела рассматриваемой двуслойной жидкости, превращает выражение (32) 
функции 20 ( )p y  в следующее выражение: 

	 2
20 2

( ( ))( ) ( ( ) ( )) , .
( ( ))

ch k y hp y c k ch kd g sh kd a h y d
sh k h d

ρ +
= − − ≤ ≤ −

−
	 (33)

Теперь можно приступить к завершающей части процедуры решения задачи о строении 
и характеристиках плоских гармонических поверхностной и внутренних волн в двуслойной 
жидкости.

Ее содержанием является упрощение условия (20). Из равенства (20) видно, что необходи-
мо получить значения величин 10 ( )p d−  и 20 ( ).p d−  Полагая y d= −  в выражениях (25) и (33), 
получаем для упомянутых величин следующие значения:

	 2
10 1 1( ) ( ( ) ( )( ( ) )),p d c k a sh kd cth kd ch kd a aρ− = − − −

	 2
20 2( ) ( ( ))( ( ) ( )) .p d cth k h d c k ch kd g sh kd aρ− = − −

Подставляя эти значения в равенство (20), используя соотношение (26) и выполняя необ-
ходимые упрощения, получаем уравнение

2 2 2 2
1 2 2 2 1( ( ) ( ( )) ( ) ( ( ))( ) ( ) ( ) ( ) ( ( )) 0.sh kd sh k h d ch kd ch k h d kc g sh kh c k g sh kd sh k h dρ ρ ρ ρ ρ− + − − + − − =

2 2 2 2
1 2 2 2 1( ( ) ( ( )) ( ) ( ( ))( ) ( ) ( ) ( ) ( ( )) 0.sh kd sh k h d ch kd ch k h d kc g sh kh c k g sh kd sh k h dρ ρ ρ ρ ρ− + − − + − − =
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Его решение дает дисперсионные соотношения для плоских гармонических волн в двуслой-
ной жидкости.

	 2

1 2

( ) , 1,
2 ( ( ) ( ( )) ( ) ( ( ))

sh kh Dc g
k sh kd sh k h d ch kd ch k h d

ρ ε ε
ρ ρ

+
= = ±

− + −
	 (34)

где
2
2 2 1 1 2( )( ( ) 4( ) ( ( ))( ( ) ( ( )) ( ) ( ( ))).D sh kd sh kh sh k h d sh kd sh k h d ch kd ch k h dρ ρ ρ ρ ρ= − − − − + −

Факт получения двух дисперсионных соотношений означает, что в двуслойной жидкости 
существуют два типа волн.

Волну, для которых 1,ε = +  назовем быстрой, а волну, для которых 1,ε = −  назовем медлен-
ными. Обоснование этих названий будет получено при рассмотрении приближения Буссине-
ска. При внешнем воздействии на двуслойную жидкость возбуждаются оба типа плоских гар-
монических волн. 

Для полноты результатов приведем выражения составляющих скорости частиц жидкости 
и гидродинамического давления в нижнем слое рассматриваемой двуслойной жидкости. Они 
являются следствием исходных выражений (13) этих величин и выражений (31), (30) и (33) 
функций 20 ( ),u y  20 ( )v y  и 20 ( ).p y

Выражения составляющих скорости частиц жидкости и гидродинамического давления в 
нижнем слое двуслойной жидкости.

	 2 1
( ( )) ,
( ( ))

ich k y hu a e
sh k h d

θω +
=

−

	 2 1
( ( )) ,
( ( ))

ish k y hv i a e
sh k h d

θω +
=

−

	 2
2 2 1 2 2

( ( ))( ) ( ( ) ( )) , .
( ( ))

ch k y hp g y g d c k ch kd g sh kd a h y d
sh k h d

ρ ρ ρ ρ +
= − + − + − − ≤ ≤ −

−
Для завершения решения задачи о волнах в двуслойной жидкости рассмотрим приближе-

ние Буссинеска. 
В теории колебаний стратифицированной жидкости часто используется приближение Бус-

синеска, имеющее вид
	 2 1 1.ρ ρ ρ ρ∆ = −  	 (35)
Это приближение позволяет изучить подробней быстрые и медленные волны. Немного 

упростим обозначения, полагая 1 .ρ ρ=  В случае быстрой волны 1.ε =
Пренебрегая малыми слагаемыми, получаем

	 ( ) .th khc g
k

=

Таким образом, быстрая волна в двуслойной жидкости мало отличается от поверхностной 
волны в однородной жидкости.

Это означает, в частности, что для быстрой волны в двуслойной жидкости выражения про-
филя свободной поверхности, профиля границы раздела, составляющих скорости частиц 
жидкости и гидродинамического давления в обоих слоях рассматриваемой двуслойной жид-
кости справедливы выражения для тех же характеристик в однородной жидкости. В частно-
сти, отношение амплитуд колебаний границы раздела и свободной поверхности равно 

( ( ))
( )

sh k h d
sh kh

−  в случае жидкости глубины h  и kde−  в случае жидкости бесконечной глубины.

Значительно интересней случай 1.ε = −  В этом случае дисперсионное соотношение сильно 
упрощается и принимает следующий вид:
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	 ( ( )) .sh k h dc g
k

ρ
ρ
− ∆

=

Поскольку отношение ρ
ρ
∆  очень мало, скорость второй волны очень мала. Это и стало 

причиной наименования быстрой и медленной волн. 

Выводы

Установлено, что в двуслойной жидкости существуют два типа волн: быстрая и медленная.
Основными результатами изучения случая 1n =  верхнего слоя являются: выражения со-

ставляющих скорости частиц жидкости и гидродинамического давления в верхнем слое рас-
сматриваемой двуслойной жидкости, а также соотношения, которое связывает амплитуды ко-
лебаний свободной поверхности и границы раздела рассматриваемой двуслойной жидкости. 

Основными результатами изучения случая 2n =  нижнего слоя являются: выражения со-
ставляющих скорости частиц жидкости и гидродинамического давления в нижнем слое рас-
сматриваемой двуслойной жидкости, а также дисперсионные соотношения в рассматривае-
мой двуслойной жидкости.

В случае выполнения приближения Буссинеска быстрая волна несущественно отличаются 
от поверхностной волны в однородной жидкости, а скорость медленной волны пропорцио-
нальна корню квадрата из отношения ,ρ

ρ
∆  то есть очень мала.
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УДК 532.5.032

СТРАТИФИКАЦИЯ И РАССЛОЕНИЕ ПРИ ЛАМИНАРНОЙ КОНВЕКЦИИ

Институт проблем механики им. А. Ю. Ишлинского РАН, Москва

А. И. Федюшкин

Аннотация. При определенных параметрах в ламинарных стационарных конвективных 
процессах тепломассопереноса проявляются нелинейные свойства течений, которые 
могут кардинально менять структуру течений и изменять характеристики тепломассо-
переноса. Показано, что в следствие этого могут проявляться нелинейные особенности 
ламинарных стационарных течений в появлении следующих эффектов: максимума ма-
кросегрегации в зависимости от числа Рэлея, стационарных противотоков; уменьшении 
толщин пограничных слоев; формировании слоистых структур; возникновении метаста-
бильной неустойчивости свободных границ и др.
Ключевые слова: численное моделирование, конвекция, температурное и концентраци-
онное расслоение, метастабильная неустойчивость.

Для ряда процессов с конвективным перемешиванием жидкостей важным аспектом явля-
ется возникновение температурного или концентрационного расслоения в объёме жидкости 
(рис. 1, 2). На рис. 1 показаны вертикальные температурные и концентрационные расслоения 
жидкости на стационарных режимах при боковом подогреве и вертикальном градиенте кон-
центрации для разных чисел Шмидта. Такие расслоения жидкости могут иметь место в раз-
ных физических процессах и с точки зрения разных приложений имеют, как позитивное, так 
и негативное значения. Такие процессы тепломассообмена могут иметь место, как в земных 
условиях, так и в условиях микрогравитации [1], например, это задачи хранения жидкого ра-
кетного топлива в баках; процессы получения однородных материалов из расплавов и раство-
ров; очистка воздуха в помещениях от загрязнений, задымлений, а также от мелкодисперсных 
жидких включений, инфицированных вирусами, в частности, COVID-19.

Конвективные течения могут приводить к температурному и концентрационному рассло-
ениям жидкости. Зависимость температурной и концентрационной возникающей в следствие 
конвекции изменяется нелинейно в зависимости от интенсивности конвекции [2–4]. В данной 
работе приводятся результаты численного моделирования конвективных течений и обсужда-
ются нелинейные особенности тепломассопереноса, приводящие к температурному и концен-
трационному расслоению. Представленные в данной работе результаты получены на основе 
численных решений полных уравнений Навье – Стокса для несжимаемой жидкости в прибли-
жении Буссинеска. Одним из примеров проявления нелинейности ламинарных течений явля-
ется немонотонная закономерность зависимости температурного или концентрационного 
расслоения от интенсивности перемешивания жидкости или газа, то есть существование мак-
симума неоднородности в зависимости от интенсивности движения жидкости (от безразмер-
ных параметров, характеризующих интенсивность перемешивания для той или иной задачи) 
[2, 3]. Сравнение результатов моделирования концентрационного расслоения с эксперимен-
тальными данными [4] на стационарном режиме при одинаковых безразмерных параметрах 
представлено на рис. 2, 3 (тепловое число Рэлея 5Ra 1.5 10 ,= ⋅  концентрационное число Рэлея 

5
cRa 1.2 10 ,= ⋅  число Прандтля Pr 0.75,=  число Шмидта Sc 0.65= ).
На рис. 2 показаны изолинии функции тока, изотермы, линии равных концентраций и ин-

терферограммы поля плотности [4]. На рис. 3 показаны зависимости производной от концен-
трации по вертикальной координате / ,C y∂ ∂  вычисленной в центре квадратной области, от чис-
ла Рэлея при тепловой, концентрационной и термо-концентрационной конвекции, для трёх 
случаев: (а) – тепловая конвекция, линия 1 – расчёт, 2 – эксперимент [4], cRa 0,=  Pr Sc 0.75;= =  
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Рис. 1. Термо-концентрационная конвекция при боковом подогреве и вертикальном градиенте 
концентрации при числах Грасгофа 6Gr 10 ,=  6

cGr 4 10 ,= ⋅  Прандтля Pr 10=  для разных чисел 
Шмидта: (a) – Sc 1,=  (б) – Sc 10,=  (в) – Sc 100;=  слева – изолинии концентрации ( ),C  

температуры ( )T  и функции тока ( ),Ψ  справа – профили температуры и концентрации 
в среднем вертикальном сечении

Рис. 2. Термо-концентрационная конвекция в квадратной области при боковом подогреве 
и горизонтальном градиенте концентрации. Изолинии функции тока, изотермы, линии 

равных концентраций и интерферограммы поля плотности [4]. 
( 5Ra 1.5 10 ,= ⋅  5

cRa 1.2 10 ,= ⋅  Pr 0.75,=  Sc 0.65= )
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(б) – концентрационная конвекция, разные значки – экспериментальные данные для разных 
газовых смесей [4], сплошная линия – расчёт при Ra 0,=  Sc 1;=  (в) – термо-концентрацион-
ная конвекция, точки – эксперимент [4], сплошная линия – расчёт при 5

cRa 1.2 10 ,= ⋅  Pr 0.75,=  
Sc 0.65.=

Данный эффект максимума концентрационного расслоения проявился в космическом 
эксперименте МА-150 «Универсальная печь», выполненного по программе «Союз-Аполлон», 
при кристаллизации германия, в котором радиальная неоднородность легирующей примеси 
в образце, полученном в космосе была в несколько раз больше, чем в аналогичном образце, 
полученном в земном эксперименте [5]. 

Ранее проведенные эксперименты на Земле и в космосе по программе EURECA (1992, 
1993 гг.) по кристаллизации фосфатов кальция из растворов показали, что размер кристаллов 
гидроксиапатита, выращенных в условиях невесомости, в десять – сто раз больше, чем у их 
земных аналогов [6]. Результаты численного моделирования кристаллизации фосфатов каль-
ция в термостате показали возможные конвективные механизмы переноса компонент реак-
ции на Земле и в условиях микрогравитации [7]. 

При горизонтальной кристаллизации полупроводниковых материалов в ампуле или в 
лодочке также важно распределение примеси поперёк слитка. В данной работе для задачи о 
конвекции в горизонтальном слое при подогреве сбоку для разных чисел Рэлея и Прандт-
ля показано перераспределение начальной горизонтальной температурной неоднородности 
в распределение температуры с образованием температурного расслоения по вертикали слоя 
с устойчивой стратификацией, а также показано образование стационарных противотоков, 
направленных навстречу основному течению [8–11].

Для улучшения температурной и концентрационной однородности в жидкости необходи-
мо управлять конвективным тепломассообменом. Одним из способов управления конвектив-
ным тепломассообменом может быть применение вибрационного воздействия на жидкость. 
В данной работе приводятся результаты моделирования конвективного тепломассопереноса 
при вибрационном воздействии на жидкость для разных гравитационных условий. Показано 
влияние управляемых вибраций на тепломассоперенос, направление конвективного течения 

                 а)                                                        б)                                                              в)
Рис. 3. Зависимости производной от концентрации по вертикальной координате /C y∂ ∂  
в центре квадратной области от числа Рэлея при тепловой – (а), концентрационной – (б) 

и термо-концентрационной конвекции – (в)
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и на толщины пограничных слоев в расплаве при выращивании монокристаллов [11–15]. Дан-
ные изменения структуры течения может влиять на тепломассообмен в более сложных про-
цессах, например, при кипении, что было показано в работе [16].

Конвективное течение и распределение температуры (концентрации) имеют  в общем слу-
чае нелинейное взаимовлияние, которое при определённых параметрах может проявляться 
по-разному и с разной степенью. Например, в условиях невесомости в двухслойной системе 
«газ-жидкость» распределение температуры может влиять не только на структуру термока-
пиллярного конвективного течения, но и перераспределять расположение жидкой и газовой 
фаз. В работах [17, 18] численно решена задача о метастабильном неустойчивом положении 
границы раздела двухслойной системы «вода-воздух» при подогреве сбоку при наличии тер-
мокапиллярной конвекции и влиянии силы тяжести на положение границы раздела. При бо-
ковом нагреве двухслойной системы «воздух-вода» в объеме со свободными стенками, грани-
ца раздела за счет термокапиллярной конвекции может поворачиваться на 90о и принимать 
устойчивое положение (энергетически выгодное) вдоль изотерм, которые стремятся быть 
коллинеарными нагреваемой стенке. Гравитационная конвекция (даже при наличии термо-ка-
пиллярной конвекции) обладает стабилизирующим фактором для горизонтального положе-
ния свободной границы.

Заключение

Анализ результатов рассмотренных задач, говорит о том, что нелинейные особенности 
ламинарных течений жидкостей могут оказывать существенное влияние на температурное и 
концентрационное расслоение даже при медленных течениях жидкости и величина рассло-
ения может иметь немонотонный характер в зависимости от интенсивности конвективного 
течения.
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УДК 532.65

ГИДРОДИНАМИКА РАСТЕКАНИЯ И РАЗБРЫЗГИВАНИЯ КАПЛИ 
ПРИ УДАРЕ О ТВЕРДУЮ МИШЕНЬ

Институт проблем механики им. А.Ю. Ишлинского РАН, Москва

А. И. Федюшкин, А. Н. Рожков

Аннотация. В работе представлены результаты численного моделирования и экспери-
ментального исследования процесса растекания и разбрызгивания жидкой капли при па-
дении на твёрдую поверхность. Рассмотрены случаи для разных свойств капель и разных 
скоростей падения капель. Найден экспериментально и подтверждён результатами чис-
ленного моделирования критерий разбрызгивания капель при падении капель на твёр-
дую поверхность.
Ключевые слова: COVID’19, капля, растекание, фрагментация, разбрызгивание, реоло-
гия, эксперимент, численное моделирование.

В связи с защитой людей от инфекционных заболеваний, передающихся воздушно-капель-
ным путём, в том числе от вируса COVID’19, стоит задача исследования проникновения ка-
пель жидкости через защитные маски. Вирус живет в питательной жидкой среде малого объё-
ма, поэтому данная работа посвящена исследованию деформации и фрагментации капель 
жидкости при их столкновении с масками и фильтрами, защищающими человека от инфекци-
онных капель в воздухе. Данная работа посвящена исследованию деформации и фрагмента-
ции капель жидкости при их столкновении с масками и фильтрами, защищающими человека 
от зараженных капель воздуха. Дыхание, кашель и чихание вызывают выброс капель слюны и 
бронхиальной слизи, которые могут фрагментироваться. Многие вирусы, в том числе 
COVID-19, (размеры которых порядка 100–120 нм) живут только в жидкой среде. Минималь-
ные размеры капель, с носителями вирусов соизмеримы с размерами пор масок (порядка 0.1–
10 мкм), поэтому актуально исследовать гидродинамику и фрагментацию капель при прохож-
дении через защитные маски, фильтры и одежду. В данной работе численно и 
экспериментально локальное столкновение капли с маской или фильтром моделируется уда-
ром капли о небольшое препятствие. Исследования позволяют проследить фрагментацию ро-
товой и бронхиальной жидкостей и их превращение в количество мельчайших капель, рас-
пространяющих инфекцию в воздухе. Безразмерным определяющим параметром задачи 
растекания и фрагментации капли является число Вебера. Экспериментально и численно най-
ден диапазон чисел Вебера в котором находится критическое число Вебера *,iWe  при превыше-
нии которого капля при ударе о твёрдую мишень не просто растекается, а фрагментируется на 
более мелкие (разбрызгивается). В реальности, зараженные капли попадающие на маски и 
фильтры имеют числа Вебера близкие к *

iWe  [1–5].
Характер растекания капли определяется соотношением и взаимодействием сил инерции, 

вязкости и поверхностного натяжения, а также углом смачивания поверхности (в расчётах 
угол смачивания был равен 90°). Задача характеризуется безразмерными числами Рейнольдса 

/i iRe v dρ µ=  и числом Вебера 2 / ,i i iWe v dρ σ=  где ρ  – плотность, iv  – скорость падения капли, 
id  – диаметр капли, µ  – вязкость, и σ  – коэффициент поверхностного натяжения. Математи-

ческая модель основана на решении 2D и 3D уравнений Навье – Стокса методом контрольных 
объемов для двухфазных жидкостных систем «воздух-жидкость» с использованием VOF ме-
тода. Подробнее математическая модель и метод решения описаны в работах [6, 7]. Схема мо-
дели движения капли показана на рис.1а. При численном моделировании для капель воды 
свойства задавались следующие: 1000ρ =  кг/м3 – плотность, 3µ = −10  кг/м сек, и 0.072σ =  Н/м2. 
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На рис. 1б представлены экспериментальные данные (слева) и результаты 3D моделирова-
нии (справа) растекания капли воды ( 3.87iv =  м/сек, 2.67id =  мм, 4td =  мм), показывающие 
формирование ламеллы с краевой струей и вторичными каплями в момент времени 1t =  мс.

Для пероральных и бронхиальных капель на водной основе типичного диаметра 100id =  мкм 
и скорости удара порядка 10iv =  м/с число Вебера удара порядка 2 / 139.i i iWe v dρ σ= =  Поэто-
му столкновение контролируется инерцией и капиллярностью, в то время как влияние всех 
других факторов незначительно и не учитывается.

При моделировании и в лабораторных экспериментах сходство обеспечивалось каплями 
воды диаметром 2,8 мм и скоростями удара 1,88–3,57 м/с, что соответствует числам Вебера 

137 267.iWe = −  При столкновении образуется круглая жидкая ламелла с торообразным вали-
ком на краю (краевой струёй) (рис. 1–4). Ламелла сначала расширяется, а затем стягивается 
обратно к мишени, образуя в краевой струе радиально направленные жидкие «пальцы». При 
низких скоростях удара «пальцы» сохраняют непрерывность, в то время как при достаточно 
высокой скорости «пальцы» фрагментируются на вторичные капли [1–3]. Образование капель 
(разбрызгивание) происходит, как при расширении ламеллы, так и при её сжатии, и вторич-
ные капли могут двигаться в противоположных направлениях. На рис. 2–4 представлены чис-
ленные и экспериментальные результаты для разных чисел Вебера. Эксперименты показали 
[1–2], а численное моделирование подтвердило [3–5], что критическое число Вебера, соответ-
ствующее переходу к разбрызгиванию, лежит в интервале (137, 206). 

Заключение

Результаты исследований показали, что распространение инфекции может происходить 
из-за распада капель при ударе о твердые препятствия в реальных природных условиях (in-
situ). Капли биологических жидкостей сталкиваются с материалом масок и фильтров пример-
но с одинаковыми числами Вебера iWe ≈100.  Таким образом, исследуемые процессы фрагмен-
тации капель в лабораторном эксперименте, и происходящие в реальности, имеют одни и те 
же механизмы. Переход к разбрызгиванию капли жидкости на вторичные капли происходит 
при числах Вебера *,i iWe We>  где * (137,206).iWe ⊂  Данные исследования указывают на суще-
ствование критического числа Вебера *,iWe  при превышении которого *

i iWe We>  будет проис-
ходить фрагментация ротовой и бронхиальной жидкостей и их превращение в большое коли-
чество мельчайших капель, распространяющих инфекцию в воздухе.

                     а)                                                                                                б)
Рис. 1. а) схема движения капли, б) растекание капли воды ( 3.87iv =  м/сек, 1id =  мм) 

(слева – эксперимент, справа – 3D моделирование (изолинии модуля скорости))
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Рис. 2. Картины растекания капли после удара о твердую мишень ( 2.8id =  мм, 1.88iv =  м/с, 
137iWe = ) для разных моментов времени (слева – расчёт, справа – эксперимент [2])

Рис. 3. Картины разбрызгивания капли после удара о твердую мишень ( 2.8id =  мм, 2.3iv =  м/с, 
206iWe = ) для разных моментов времени (слева – расчёт, справа – эксперимент [2])
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Аннотация. В работе представлены результаты численного моделирования и экспери-
ментального исследования поперечного обтекания тонкой нити жидкой каплей, движу-
щейся в воздушной среде. Рассмотрены случаи для разных свойств капель и разных ско-
ростей капель. Показано существование разных режимов обтекания каплей нити: отскок, 
удержание, прохождение с разделением на части, с их последующим слиянием (коалес-
ценцией) и без слияния.
Ключевые слова: COVID’19, капля, обтекание, отскок, удержание, реология, экспери-
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Введение

В связи с защитой людей от инфекционных заболеваний, передающихся воздушно-ка-
пельным путём, в том числе от вируса COVID’19, стоит задача исследования проникновения 
капель жидкости через защитные маски. Вирус живет в питательной жидкой среде малого 
объёма, поэтому данная работа посвящена изучению обтекания и задержания жидкой капли 
отдельной тонкой нитью. Экспериментально данная задача изучается в работе [1], где в стол-
кновении с нитью участвуют капли не только ньютоновских жидкостей, как в работе [2], но 
и капли упруговязких жидкостей водных растворов полиакриламида, реология которых со-
ответствует реальным ротовым и бронхиальным жидкостям [3]. Гидродинамика растекания 
капель данных жидкостей при ударе о твёрдую поверхность изучалась в работе [4]. Данная 
работа является продолжением исследований гидродинамики капель при их коалесценции и 
ударах о твердую поверхность [1, 4–10].

Постановка задачи

Рассмотрены ньютоновские и упруговязкие жидкости, реология которых соответствует 
реальным ротовым и бронхиальным жидкостям [1]. В экспериментах капля жидкости форми-
ровалась на конце капилляра, функцию которого выполняла инъекционная игла диаметром 

0.8cd =  мм. Жидкость медленно наполняла каплю при помощи инфузионного насоса и при 
достижении определенного веса капля отрывалась от капилляра [2]. Далее она сталкивалась с 
поперечно расположенным цилиндрическим препятствием. Препятствием служила другая 
игла диаметром 0.4td =  или 0.8 мм. Для повышения контрастности и удаления из поля съём-
ки посторонних объектов игла была согнута примерно под прямым углом, так что на кадрах 
видны только капля и торец иглы (рис. 1). В опытах расстояние от среза верхней иглы до боко-
вой поверхности нижней составляло 0 5,h ≈  10  и 20  мм. Процесс столкновения регистриро-
вался при помощи видеокамеры. Обработка видеокадров позволила определить диаметр 

3id ≈  мм и оценить скорость 0.2 0.5iv ≈ −  м/с капли перед контактом с препятствием, а также 
проследить все фазы столкновения, некоторые из которых представлены на рис. 1.

В численной модели рассмотрена задача о поперечном центральном соударении капли 
воды (диаметром 0.5id =  мм) о твердую нить цилиндрической формы (диаметром 0.1td =  
мм). В данной модели сила тяжести из рассмотрения исключена. Расчётная область имеет 
форму прямоугольника со сторонами 2 мм и 5 мм. В центре расчётной области находится ци-
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линдрическая нить (рис. 2). В начальный момент капля находится на расстоянии своего ради-
уса от поверхности нити и имеет скорость vi. Рассмотрен диапазон начальных скоростей кап-
ли iv  от 0.1 до 10 м/сек. Капля находится в спутном воздушном потоке, движущимся со 
скоростью 0.1м/сек в направлении горизонтальной оси x. Сила тяжести отсутствует. Задава-
лись следующие граничные условия: на входе расчётной области ( 2.5x = −  мм) постоянная 
скорость, на выходе ( 2.5x =  мм) – давление, на горизонтальных стенках ( 0.5y = ±  мм) – усло-
вия симметрии потока. На поверхности раздела «газ – жидкость» ставится условие равновесия 
поверхностных сил и давления. Угол смачивания на нити задавался 90°.

Математическая модель основана на численном решении системы двумерных нестацио-
нарных уравнений Навье – Стокса для двухфазной системы «газ – жидкость». Для описания 
двухфазной системы «газ – жидкость» использовалась система уравнений с одним уравнением 
для переноса импульса в предположении модели «смеси» с усреднёнными скоростями, плот-
ностью и вязкостью с учётом функции объёмного фазового содержания той или иной фазы, 
которая находилась из решения уравнения переноса, записанного для неё. Детальнее мате-
матическая модель описана в работах авторов [5, 6]. Для решения уравнений Навье – Стокса 
использовался метод контрольных объёмов. 

Результаты

Результаты моделирования обтекания нити ( 0.1td =  мм) каплей воды ( 0.5id =  мм) показа-
ли, что при скоростях капли до 1 м/сек нить способна отталкивать и задерживать проникно-
вение капли [9, 10]. Например, при скорости капли в 1 м/сек капля практически вся проходит 
нить, но силы натяжения удерживают её, и она, прилипая к нити, совершает колебательные 
движения около нити, а при определенных условиях может совершать прецессионное враще-
ние вокруг нити. Формы и положения капли в разные моменты времени показаны на рис. 3 
( 0.1iv =  м/сек) и на рис. 4 ( 10iv =  м/сек). При обтекании нити каплей со скоростями более 

Рис. 1. Пример отскока и отрыва капли от препятствия. 
Числа под кадрами – номер видеозаписи и номера кадров в видеозаписи (эксперимент [1])

Рис. 2. Схема расчётной области и начальное расположение капли
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1 м/сек капля не задерживается нитью, причем, например, как показано на рис. 4, где капля 
разрывается нитью на две части, которые потом коалесцируются в одну каплю, которая про-
должает движение за нитью. 

Заключение

Результаты моделирования показали наличие разных режимов обтекания жидкой каплей 
тонкой нити: отскок, удержание, прохождение с разделением на части, с их последующим сли-
янием (коалесценцией) и без слияния. Результаты математического моделирования хорошо 
согласуются с экспериментальными данными полученными в работе [1]. При скоростях капли 
до 1 м/сек нить ( 0.1td =  мм) способна задерживать проникновение капли воды ( 0.5id =  мм), 
то есть капля удерживается около нити за счёт сил поверхностного натяжения.
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За последний год произошло много изменений в образовательной сфере. Эти изменения 
связаны со сложившейся эпидемиологической ситуацией, которая послужила толчком для 
внедрения современных информационных технологий в процесс обучения, а также широко-
го использования различных интернет-сервисов.  Кроме того, изменения в образовательной 
сфере связаны с интенсивным развитием цифровой экономики. Таким образом, вырос спрос 
на специалистов, владеющих навыками работы с цифровыми ресурсами. 

На неизбежность и необходимость применения цифровых технологий при преподавании 
общеобразовательных дисциплин в вузе указывают много исследований, проводимых за по-
следнее время. Так, в исследовании [1] авторами указывается на необходимость адаптации 
содержательной части и учебно-методических материалов учебных дисциплин к условиям 
цифровой трансформации образования.  В работе [2] рассмотрены теоретические вопросы 
цифровизации образования, в частности, в преподавании математических дисциплин, ис-
пользование онлайн-ресурсов для научно-исследовательской и самостоятельной работы сту-
дентов с учетом научно-педагогического опыта. 

Цифровизация образования, эффективное применение цифровых технологий и продук-
тов способствует более качественной подготовке новых кадров экономики, обладающих циф-
ровыми компетенциями, говорится и в работе [3]. Автор отмечает актуальность проблемы 
выбора цифровых продуктов, положительно влияющих на результативность математической 
подготовки, рассматривает ряд коммерческих и бесплатных программных продуктов для про-
ведения математических расчетов, таких, как пакет программ MATLAB, системы компьютер-
ной алгебры Mathcad, Mathematica и Maple, пакеты для численных расчетов Scilab и Octave, 
систему компьютерной алгебры Maxima и другие.

Включению цифровых технологий в практику преподавания математических дисциплин 
посвящены работы [4–6], в которых рассмотрены методические аспекты применения цифро-
вых технологий, таких как база знаний и набор вычислительных алгоритмов WolframAlpha, 
электронная платформа Сoсalc.

Преподавание теории вероятностей и математической статистики как отдельной дисци-
плины или в рамках курса математики, обычно, рассчитано на проведение занятий в стандарт-
ной аудитории, оснащенной доской, возможно, проектором. Однако, с внедрением цифровых 
технологий и цифровых продуктов, возникает необходимость включения в рабочую програм-
му дисциплины лабораторных работ, проводимых в компьютерных классах и позволяющих 
отработать основные приемы и методы решения статистических задач в специализированных 
программных пакетах. 
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Такой подход позволит формировать у обучающихся более глубокое понимание предме-
та, подготовить их к решению прикладных задач, связанных с использованием информаци-
онно-коммуникационных и сквозных технологий в профильных дисциплинах, в профессио-
нальной деятельности, и, таким образом, устранить разрыв между требованиями индустрии 
и результатами образования.

С целью формирования цифровых компетенции у не IT специалистов был разработан кейс 
заданий для проведения лабораторной работы в рамках дисциплины «Теория вероятностей и 
математическая статистика» для обучающихся по направлению подготовки 12.03.02 Оптотех-
ника.  Набор заданий направлен на формирование компетенции: умеет применять естествен-
нонаучные и общеинженерные знания, методы математического анализа и моделирования в 
инженерной деятельности, связанной с проектированием и конструированием, технологиями 
производства оптотехники, оптических и оптико-электронных приборов и комплексов. Сту-
дентам предлагается изучить возможности общеизвестных и общедоступных программ Excel, 
Maxima и STATISTICA.

В рабочую программу дисциплины были внесены темы: «Понятие больших данных, управ-
ление большими данными и анализ», «Точечные и интервальные оценки», «Возможности про-
граммных продуктов MS Excel, системы компьютерной алгебры Maxima и пакета STATISTICA  
для анализа данных, визуализации, прогнозирования».

Цель лабораторной работы: изучение возможностей программ Excel, Maxima и STATISTICA 
для решения задач математической статистики и построения диаграмм, освоение облачных 
сервисов для хранения данных.

Задачами лабораторной работы являются:
– приобретение навыков и умения правильно обращаться с математическим аппаратом;
– применение статистических методов;
– приобретение навыков работы с цифровыми технологиями.
Примером задания для лабораторных работ по дисциплине «Теория вероятностей и мате-

матическая статистика» является нахождение по выборке относительной частоты, выбороч-
ного среднего, дисперсии и среднеквадратического отклонения, построение полигона и гисто-
граммы частот с помощью MS Excel, пакета STATISTICA и системы компьютерной алгебры 
Maxima.

Полученные результаты и отчет по лабораторной работе студенты выкладывают в группо-
вую папку на облачный ресурс с общим доступом к нему студентов и преподавателя.

Таким образом, студенты подкрепляют полученные теоретические знания работой со 
специализированными программами, сравнивают расчеты, проведенные «вручную», которые 
занимают достаточно много времени, с машинными расчётами, визуализируют полученные 
расчеты с помощью графиков и диаграмм, что способствует увлеченности студентов дисци-
плиной и повышению успеваемости.

Данные лабораторные работы были проведены за счет уменьшения практических заня-
тий по дисциплине. Конечно, с современной тенденцией к снижению часов на изучение об-
щеобразовательных дисциплин, замена части практических занятий, которых и так немного, 
лабораторными, может привести к обратному эффекту: студенты будут недополучать часть 
теоретического материала. Поэтому, мы считаем, что на инженерных специальностях наряду 
с практическими занятиями по математическим дисциплинам, в частности по теории вероят-
ностей и математической статистике, в учебные планы необходимо добавлять лабораторные 
работы. Увеличение часов контактной работы за счет включения в программу лабораторных 
работ позволит сформировать у обучающихся необходимые компетенции и заинтересован-
ность предметом.



1473

Литература

1. Власов, Д. А. Электронные образовательные ресурсы в контексте подготовки кадров 
для цифровой экономики / Д. А. Власов // Вызовы цифровой экономики: итоги и новые трен-
ды: Сборник статей II Всероссийской научно-практической конференции, Брянск, 07 июня 
2019 года. – Брянск : Федеральное государственное бюджетное образовательное учреждение 
высшего образования «Брянский государственный инженерно-технологический универси-
тет», 2019. – С. 119–123.

2. Ламонина, Л. В. К вопросу о применении информационных и цифровых технологий в 
преподавании математических и информатических дисциплин / Л. В. Ламонина, О. Б. Смир-
нова // Инновационные технологии в АПК, как фактор развития науки в современных услови-
ях: Сборник международной научно-исследовательской конференции, посвященной 70-летию 
создания факультета ТС в АПК (МЕХ ФАК), Омск, 26 ноября 2020 года. – Омск : Омский госу-
дарственный аграрный университет имени П. А. Столыпина, 2020. – С. 694–697.

3. Шнарева, Г. В. Цифровизация математического образования / Г. В. Шнарева // Тенденции 
развития интернет и цифровой экономики : труды IV Всероссийской c международным уча-
стием научно-практической конференции, Симферополь – Алушта, 03–05 июня 2021 года. – 
Симферополь, 2021. – С. 216–217.

4. Муханов, С. А. Использование сервиса Wolfram|Alpha при моделировании вероятност-
ных экспериментов / С. А. Муханов, А. А. Муханова // Современное педагогическое образова-
ние. – 2019. – № 2. – С. 67–69.

5. Муханов, С. А. Использование информационных технологий для индивидуализации 
обучения математике на примере темы «Дифференциальные уравнения» / С. А. Муханов, 
А. А. Муханова, А. И. Нижников // Вестник Московского городского педагогического универ-
ситета. Серия: Информатика и информатизация образования. – 2018. – № 1(43). – С. 72–77.

6. Кожухова, В. Н. Опыт и методические аспекты создания курса на электронной платфор-
ме СoСalc / В. Н. Кожухова, А. А. Коробецкая, В. К. Семенычев // Проблемы развития предпри-
ятий: теория и практика. – 2018. – № 3. – С. 29–34.



1474

УДК 373

СЕТЕВОЙ ОБРАЗОВАТЕЛЬНЫЙ ПРОЕКТ 
КАК СРЕДСТВО МОТИВАЦИИ К ИЗУЧЕНИЮ ПРОГРАММИРОВАНИЯ

1Воронежский государственный университет
2Департамент образования, науки и молодежной политики Воронежской области

3Воронежский центр непрерывного повышения педагогического мастерства

О. Д. Горбенко1, И. И. Каширская1, Г. П. Иванова2, Л. А. Бачурина3, Н. В. Ярчикова3

Аннотация. В статье рассматриваются вопросы мотивации школьников к изучению про-
граммирования, определены аспекты успешной подготовки в рамках преподавания кур-
са информатики и во внеурочной деятельности. Представлены направления реализации 
сетевых образовательных проектов, направленных на развитие у школьников интереса 
к программированию, на формирование компетенций, необходимых для жизни в совре-
менном обществе и для успешного выбора профессии. В статье представлены некоторые 
выводы, полученные в результате проведенного эксперимента.
Ключевые слова: сетевой проект по обучению школьников программированию, моти-
вация, использование элементов геймификации для мотивации и поддержки интереса.

Введение

Развитие общества, обусловленное цифровыми реалиями и подходами, требует специали-
стов, обладающих новыми компетенциями, прежде всего компетенциями в сфере информа-
ционных технологий. Среди них особый, наиболее востребованный класс ИТ-специалистов – 
программисты, потребность в которых постоянно растет не только в России, но и во всем мире.

Как привлечь внимание школьников к профессии программиста? Формирование каких 
компетенций заложить уже в период обучения в школе для того, чтобы в будущем наше обще-
ство удовлетворило потребность в столь необходимых кадрах?

Получить ответ на этот вопрос авторы статьи пытались на протяжении ряда лет, органи-
зуя, проводя и анализируя результаты реализации региональных сетевых образовательных 
проектов, направленных на обучение школьников программированию.

1. Некоторые аспекты успешной подготовки школьников

На протяжении ряда лет в Воронежской области регулярно проводился образовательный 
проект «Код-клуб», задачей которого было привлечь школьников, проявляющих интерес к про-
граммированию, к освоению его основ, получению навыков разработки собственных программ. 

В ходе реализации проекта, организуя занятия и одновременно анализируя их результаты, 
моделируя различные подходы к организации и проведению обучения, авторами выделено 
три аспекта успешной подготовки школьников:

– мотивация,
– учет специфики потребностей и стиля жизни современных подростков,
– предоставляемые возможности.
Мотивация. Начальная мотивация к изучению программирования у школьников доста-

точно высока. Здесь сказывается и устоявшееся мнение о том, что программист – высокоопла-
чиваемая профессия, и желание создать собственное «нечто», которое в виртуальном мире 
создать гораздо проще, чем в реальном, и возможность принадлежности к некой избранной 
группе «почти суперагентов» и даже поддержка большинства родителей, благосклонно отно-
сящихся к этому занятию.
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В ходе обучения мотивация постепенно падает. Связано это с достаточно высоким уровнем 
сложности изучаемого материала, зачастую невозможностью в короткий период получить ви-
димый результат, высокими требованиями к математической подготовке, часто отсутствием 
возможности получить помощь со стороны педагога.

На практике на конечном этапе обучения остается около 7–10 % от числа тех, кто начал 
обучение. Конечно, это лучше, чем «нулевой вариант», но явно не тот результат, который мы 
хотели бы получить. В результате проведенного анализа был сделан вывод, что необходимо 
поддерживать мотивацию на протяжении всего курса (проекта, этапа и т. п.) обучения про-
граммированию.

Учет специфики потребностей и стиля жизни современных подростков. Здесь необходимо 
обратить внимание на те аспекты, которые помогли бы в решении задачи обучения програм-
мированию. Опытным путем были определены следующие аспекты:

– необходимость разбиения курса на короткие этапы (от трех дней до недели) и определе-
ния количества этапов от пяти до девяти, причем каждый из этапов фиксирует нечто новое;

– удобная общая продолжительность проекта обучения – два–три месяца; при необходи-
мости продолжить объявляется новый проект;

– умеренное использование элементов геймификации и сторителлинга существенно повы-
шает вовлеченность школьников в проект;

– обучение с использованием интернет, что очень удобно, особенно с учетом ограничений, 
связанных с пандемией.

Предоставляемые возможности:
– возможность изучать языки, которые являются современными и достаточно востребо-

ванными в данный период;
– возможность получать консультационную поддержку в любой период;
– возможность принадлежности к группе;
– возможность «эмоционального благополучия», доброжелательность;
– вариативность, возможность выбирать форму материала при обучении.
Описанные аспекты легли в основу разработки и реализации проекта «Дракономания». 

2. Особенности реализации сетевого проекта по программированию

Сетевой образовательный проект по обучению программированию на языке Python про-
веден в Воронежской области в 2021 году в формате молодежного фестиваля школьных ко-
манд учащихся седьмых-десятых классов. В проекте приняли участие более 500 учащихся.

Организаторами проекта выступили сотрудники лаборатория развития профессиональ-
ного мастерства педагогов ВЦПМ, факультета ПММ Воронежского государственного универ-
ситета, ИТ-куба, созданного на базе Воронежского авиационного техникума имени В.П. Чка-
лова и группа компаний «Информсвязь». 

Для реализации проекта был создан сайт проекта http://fest.36edu.ru. В качестве элементов 
геймификации используется история, интерес к которой, по опросам, преобладает у учащихся 
8–9 классов, – это драконы, борьба добра и зла, поиск сокровищ. На рис. 1 представлен вид 
главной страницы проекта. Участникам предложено выполнять миссии проекта, переход к 
которым осуществляется с объектов, размещенных на игровой карте. 

На выбор изучаемого языка программирования повлияли следующие факторы: использо-
вание языка в настоящее время для реальных разработок; включение в перечень языков, реко-
мендуемых для изучения в соответствии с новыми ФГОС общего образования; популярность 
среди школьников; сложность обучения; возможность использовать в дальнейшем для управ-
ления техническими устройствами, имеющимися в наличии в образовательных учреждениях. 
С учетом всех условий для обучения был выбран язык программирования Python.
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Участниками проекта выступили разноуровневые команды учащихся под руководством 
учителя-наставника. Учитель оказывает помощь только в случае возникновения сложностей. 
Управляет работой команды капитан из числа учеников.

Проект представлен в виде совокупности двух событий – обучения с элементами сорев-
нования путем прохождения миссий и хакатона, где полученные знания применяются в ходе 
решения творческих задач.

Процесс обучения – прохождение миссий – предполагает изучение материала, представ-
ленного в различных формах (видео, текст, программы с комментариями), по выбору и каж-
дый раз выполнение небольшого задания. В процессе прохождения миссий школьники могут 
задавать уточняющие вопросы сопровождающим проект преподавателям ВГУ. Это дает воз-
можность школьникам, чьи учителя недостаточно хорошо владеют данным языком програм-
мирования, чувствовать себя уверенно в освоении Python, и, зачастую, приводит к варианту 
совместного совершенствования и команды, и наставника, который изучает или совершен-
ствует навыки программирования вместе с детьми.

Каждая миссия представляет собой отдельный эпизод, число миссий конечно и обозримо, 
что дает возможность участникам рассчитывать силы и время, представлять уровень своего 
продвижения в проекте. 

Наличие других участников, открытая таблица продвижения дают ощущение сопричаст-
ности к сообществу, желание продвигаться, не бросать начатое, является неким вызовом, ко-
торый хорошо мотивирует школьников – «другие могут, значит и я могу».

3. Подбор учебного материала

В ходе выполнения миссий участникам предложена последовательность учебных задач, на-
правленных на освоение следующих возможностей:

1. Установка среды программирования, запуск программы, ввод и вывод данных.
2. Знакомство с языком программирования: понятие транслятора, комментарии, выраже-

ния, оператор присваивания. Подключение модуля для работы с окнами. Понятие холста. Со-

Рис. 1. Интерфейс главной страницы проекта
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здание окна с заданным заголовком, заданного цвета и заданных размеров. Создание диалого-
вого окна. Размещение текста с названием команды в окне.

3. Создание логотипа команды в виде рисунка с прозрачным фоном. Размещение рисунка 
в окне.

4. Рисование горизонтальных и вертикальных линий.
5. Создание рисунка дракона и его размещение в заданной клетке.
6. Передвижение графического объекта по клеткам.
7. Создание рисунка сокровища. Создание матрицы из текстового файла. Размещение со-

кровищ в заданных клетках на основе информации, содержащейся в матрице.
8. Обход игрового поля и сбор сокровищ. Разные варианты обхода игрового поля.
9. Создание рисунков хороших и плохих сокровищ. Размещение сокровищ на игровом 

поле. Сбор хороших сокровищ.
При подборе содержательного материла для миссий организаторы пользуются простыми, 

хорошо известными принципами: задача должна быть посильной, но требовать усилий для 
решения, заставлять думать, задания миссий связаны между собой, происходит некоторое 
«наращивание», постепенное увеличение сложности. Идеально, чтобы результат каждой мис-
сии был представлен в виде задачи, решение которой дает хорошо визуализируемый объект, 
это помогает на первых порах приучить школьников к мысли, что решение нужно тестиро-
вать, искать и исправлять ошибки. 

Завершается обучение хакатоном, в котором участники имеют возможность помериться 
силами в программировании в ходе решения творческих задач, что является еще одним сти-
мулом: «на людей посмотреть и себя показать».

Заключение

Региональный проект по обучению программированию при хорошей поддержке различ-
ных сообществ и представителей общества дает, на наш взгляд, хорошие возможности для 
формирования различных компетенций, которые, несомненно, пригодятся будущим про-
граммистам в реальной жизни: умение коммуницировать, решать проблемы, работать в груп-
пе, позиционировать и представлять свою работу, искать и находить свой способ обучения и 
совершенствования своих компетенций, делать выбор, быть мобильным.

Общение с учеными, представителями бизнеса, реально работающими в разных отраслях 
ИТ-технологий специалистами, попытка понять, как устроен окружающий мир и каковы пер-
спективы цифровых технологий в нем – еще один способ подвигнуть современных школь-
ников к выбору профессий, связанных с ИТ-сферой, что позволяет сделать представленный 
сетевой проект. 

Усилия работодателей, ученых и методистов позволили большому числу школьников «при-
мериться» к профессии программиста, а обучение, которое прошли совместно с учениками их 
педагоги способствует повышению уровня компетентности в области программирования и 
самих учителей.
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ОСОБЕННОСТИ ОРГАНИЗАЦИИ КУРСОВОЙ РАБОТЫ 
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Аннотация. Рассматриваются вопросы организации и методической поддержки нового 
блока учебного плана по направлению обучения 02.03.02 – Фундаментальная информа-
тика и информационные технологии. Обсуждаются цели курсовой работы, требования к 
выполнению курсовой работы, оформлению ее результатов. Приводится пример отчета 
по курсовой работе.
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Введение

Планирование учебного процесса для студентов-первокурсников, обучающихся по направ-
лению 02.03.02 – Фундаментальная информатика и информационные технологии в последние 
годы было усовершенствовано – в дисциплину «Информатика и программирование» был вне-
сен новый блок – курсовая работа. Перед преподавателями, ведущими этот курс, возникла 
проблема определить цели и содержательное наполнение курсовой работы в условиях, когда 
студент получает самые первые фундаментальные знания и навыки, которые в дальнейшем 
потребуются при изучении специальных дисциплин и выполнении учебных и производствен-
ных практик. В качестве главной перед курсовой работой была поставлена цель закрепить 
и продемонстрировать знания в области базовых структур данных и структур управления и 
навыки в разработке программ на языке программирования с использованием функций. 

 1. Основные требования к курсовой работе

Дисциплина «Информатика и программирование», входящая в учебный план подготовки 
бакалавров по направлению 02.03.02 Фундаментальная информатика и информационные тех-
нологии, относится к базовым дисциплинам учебного плана. С 2019 года помимо лекционных, 
аудиторных практических и лабораторных практических занятий по этой дисциплине в учеб-
ном процессе студентов-первокурсников появился новый блок – курсовая работа. 

Традиционно выполнение студентами курсовой работы предполагает целый ряд этапов и 
видов работы: осмысление полученного задания, обзор опубликованных в научно-техниче-
ских изданиях материалов и результатов, относящихся к проблеме в поставленном задании, 
согласованный с руководителем работы и обоснованный выбор метода решения, построение 
математической или информационной модели изучаемого процесса, разработка алгоритма, 
выбор среды и языка программирования и пр. Наличие этих компонентов в курсовой работе 
было основанием для того, чтобы курсовые работы попадали в учебный план большинства 
образовательных направлений, начиная с третьего курса, когда у студентов уже есть, хоть и 
небольшой, но кругозор, опыт выбора направления работы и все то, что можно условно от-
нести к элементам анализа и исследования. В этой связи появление в учебном плане блока 
курсовой работы на первом курсе требовало от преподавателей, разработчиков рабочей про-
граммы, корректировки подходов к целям и задачам этой части учебного процесса. 
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В качестве одной из целей этого блока было выбрано формирование культуры выбора ал-
горитма при обработке фундаментальных структур данных – статических и динамических мас-
сивов. Содержательно курс информатики и программирования насыщен большим объемом 
информации, значительная доля которой требует простого запоминания: это, прежде всего, син-
таксические плавила языка программирования, правила работы в среде программирования и пр. 
Много времени занимает тренинг в этой части курса в ущерб времени, необходимого для фор-
мирования культуры алгоритмизации и программирования, навыков владения базовыми, при-
знанными оптимальными, алгоритмами обработки простых структур данных (однопроходные 
алгоритмы, алгоритмы поиска в наборе данных и т.п.), этапами решения задачи, идеями струк-
турного программирования. Школьный курс информатики для большинства ее выпускников как 
правило ограничивается именно объемом, связанным с правилами использования конструкций 
языка программирования и владением примитивными алгоритмами обработки данных. Поэто-
му руководители курсовой работы первокурсников включили в задание ряд вопросов, направ-
ленных на закрепление навыков культурной алгоритмизации и программирования.

Вторая цель – закрепление знаний и навыков организации ввода-вывода данных при реше-
нии задач обработки простых структур данных. Выбор этого направления в курсовой работе 
также определяется тем, что, во-первых, в школьном курсе информатики этот раздел охвачен 
недостаточно, во-вторых, он достаточно глубоко рассмотрен в университетском курсе и тре-
бует закрепления и проверки сформированных умений и навыков. 

В этой связи в текущем учетном году в задание на курсовую работу внесены небольшие усо-
вершенствования, усиливающие направленность курсовой работы на отмеченные выше цели.

Курсовая работа по информатике и программированию состоит в программной реализа-
ции индивидуального практического задания с использованием таких языковых средств, как 
статические и динамические массивы данных, указатели, функция. 

Основной результат курсовой работы – три программы (или три части одной программы): 
– в первой для решения поставленной задачи используется традиционный подход к объяв-

лению и созданию статических массивов данных; 
– во второй применяются языковые инструменты объявления и создания динамических 

массивов данных (с использованием адресной арифметики);
– в третьей части для реализации одного из многошаговых действий (в любой из предыду-

щих частей) следует определить и применить собственную функцию.
Завершается выполнение курсовой работы представлением отчета, оформленного в со-

ответствии с установленными кафедрой требованиями. Отчет должен включать следующие 
шесть частей.

1. Постановка задачи.  
2. Описание данных и алгоритма решения задачи. 
Здесь необходимо указать имена (и типы, к которым они отнесены) всех простых и струк-

турированных данных, а также дать описание алгоритма решения задачи, для чего мож-
но использовать известные средства описания алгоритмов. Такими средствами могут быть 
блок-схемы и язык псевдокода.

3. Описание структуры программы.
Отдельные части программы на языке программирования строятся на основе разработан-

ного и описанного в предыдущей части алгоритма с указанием, какой части алгоритма соот-
ветствует та или иная часть программы. Разработка структуры программы осуществляется на 
основе идеи последовательного уточнения действий.

4. Результаты тестирования. 
Вначале приводятся результаты выполнения разработанной программы для нескольких 

случаев входных данных, когда достоверность результата очевидна. Затем приводятся резуль-
таты выполнения программы для более сложных случаев ввода исходных данных.



1480

5. Список использованных источников. 
6. Приложение.
В этой части отчета по курсовой работе размещаются блок-схема и полный текст програм-

мы с комментариями, а также выходные данные программы.
В помощь студентам и преподавателям авторами были разработаны «Методические указа-

ния к выполнению курсовой работы по информатике и программированию», которые содер-
жат 55 вариантов индивидуальных заданий [1].

Разработанный в настоящее время банк заданий для курсовой работы первокурсников, 
обучающихся по направлению 02.03.02, содержит около 100 различных задач [2]. 

2. Варианты задания по курсовой работе

Ниже приведены примеры вариантов заданий для выполнения в качестве курсовой работы.
Контрольно-измерительный материал №804
С клавиатуры вводится информация об итогах последней экзаменационной сессии. Эта 

информация включает в себя: 1) целое число n – количество студентов; 2) n объединенных в 
структуру данных:

<имя ><фамилия>  <оценка>  <оценка> <оценка>  <оценка> <оценка>
где <имя>, <фамилия> – символьные строки, содержащие не более 20 символов, оценка за 
экзамен – десятичная цифра из диапазона ‘2’..’5’.

Требуется сформировать массив структур, в котором каждый элемент массива содержит 
фамилию студента и его средний балл, а элементы располагаются в обратном лексикографи-
ческом (алфавитном) порядке фамилий, и вывести массив на экран. Вывести также фамилии 
и оценки студентов, имеющих наибольшее количество отличных оценок.

Технические требования.
В основной памяти исходные данные также следует хранить в виде массива структур.
Не допускается использование дополнительных массивов.
Для реализации одного из действий определить и применить функцию.

Контрольно-измерительный материал №805
С клавиатуры вводится информация об итогах последней экзаменационной сессии. Эта 

информация включает в себя: 1) целое число n – количество студентов; 2) n объединенных в 
структуру данных:

<имя ><фамилия>  <оценка>  <оценка> <оценка>  <оценка> <оценка>
где <имя>, <фамилия> – символьные строки, содержащие не более 20 символов, оценка за 
экзамен – десятичная цифра из диапазона ‘2’..’5’. 

Требуется сформировать массив структур, в котором каждый элемент массива содержит 
фамилию студента и его средний балл, причем элементы располагаются в порядке, обратном 
порядку следования при вводе, и вывести этот массив на экран. Вывести также фамилии и 
оценки студентов, имеющих наибольшее количество неудовлетворительных оценок.

Технические требования.
В основной памяти исходные данные также следует хранить в виде массива структур.
Не допускается использование дополнительных массивов.
Для реализации одного из действий определить и применить функцию.

Контрольно-измерительный материал №806
С клавиатуры вводится информация об итогах последней экзаменационной сессии. Эта 

информация включает в себя: 1) целое число n – количество студентов; 2) n объединенных в 
структуру данных:
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<имя ><фамилия>  <оценка>  <оценка> <оценка>  <оценка> <оценка>
где <имя>, <фамилия> – символьные строки, содержащие не более 20 символов, оценка за 
экзамен – десятичная цифра из диапазона ‘2’..’5’.

Требуется сформировать массив структур, в котором каждый элемент массива содержит 
фамилию студента и его средний балл, причем вначале размещаются данные о студентах-от-
личниках, затем об остальных студентах, при этом в каждой части сохраняется взаимный по-
рядок следования данных, определенный вводом, и вывести этот массив на экран. Вывести 
также фамилии и оценки студентов, имеющих наибольшее количество отличных оценок.

Технические требования.  
В основной памяти исходные данные также следует хранить в виде массива структур.
Не допускается использование дополнительных массивов.
Для реализации одного из действий определить и применить функцию.

Контрольно-измерительный материал №900
Сформировать прямоугольную матрицу, каждая строка которой – зарплата сотрудника 

предприятия за каждый месяц прошлого года, и одномерный массив фамилий этих сотруд-
ников. Требуется удалить из матрицы строки сотрудников, средняя зарплата которых за год 
меньше, чем среднегодовая зарплата всех сотрудников предприятия. Из массива фамилий уда-
лить фамилии таких сотрудников.

Контрольно-измерительный материал №901
Сформировать квадратную целочисленную матрицу А из m строк. Сформировать также 

массив В из m целых чисел. Требуется найти скалярное произведение вектора В и любой из 
строк матрицы А, элементы которой упорядочены по возрастанию, и удалить эту строку из 
матрицы А.

При разработке программ использование собственных функций обязательно. При обра-
ботке массивов необходимо применять адресную арифметику.

3. Оформление отчета

Приведем в качестве примера фрагмент отчета по курсовой работе.
Постановка задачи
С клавиатуры вводится информация об итогах экзаменационной сессии. Эта информация 

включает в себя:
1) целое число n – количество студентов;
2) n объединенных в структуру данных:

<имя> <фамилия> <оценка> <оценка> <оценка> <оценка> <оценка>,
где <имя>, <фамилия> – символьные строки, содержащие не более 20 символов, оценка за 
экзамен – десятичная цифра из диапазона 2..5.

Требуется сформировать массив структур, в котором каждый элемент массива содержит 
фамилию студента и его средний балл, причем элементы располагаются в порядке, обратном 
порядку следования при вводе, и вывести этот массив на экран. Вывести также фамилии и 
оценки студентов, имеющих наибольшее количество неудовлетворительных оценок.

Технические требования:
• В основной памяти исходные данные также следует хранить в виде массива структур.
• Не допускается использование дополнительных массивов.
• Для реализации одного из действий определить и применить функцию.
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Описание данных и алгоритма решения задачи
n – целочисленная переменная, содержащая информацию о количестве студентов;
student – структурный тип;
name – переменная типа string, предназначенная для имени студента;
surname – строковая переменная типа string, предназначенная для фамилии
marks[5] – целочисленный массив из пяти элементов, предназначенный для хранения пяти 

оценок студента;
students[n] – массив из n элементов структурного типа student (в первой программе стати-

ческий, во второй – динамический)
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isError – логическая переменная, отвечающая за хранение информации о наличии или от-
сутствии ошибок при вводе и за осуществление выхода из цикла при вводе;

average_student – структурный тип;
average_mark – вещественная переменная, содержащая среднюю оценку студента
average_students[n] – массив из n элементов структурного типа average_student (в первой 

программе статический, во второй – динамический)
max_neud – целочисленная переменная, которой присваивается результат выполнения 

функции max_neud_marks (students, n), в результате чего она приобретает значение макси-
мального числа неудовлетворительных оценок среди всех студентов

Описание структуры программы
1. Глобальное объявление структурного типа и прототипов функций
2. Основная функция
a. Установка кодировки
b. Объявление и ввод данных
c. Объявление второго структурного типа
d. Заполнение массива второго структурного типа и его вывод на экран
e. Нахождение всех студентов, удовлетворяющих условию, и их вывод на экран
f. Удаление динамических данных в случае их использования
3. Определение функции для заполнения массива структур
4. Определение функции для нахождения максимального количества неудовлетворитель-

ных оценок среди всех студентов
5. Определение перегрузки функции для нахождения количества неудовлетворительных 

оценок у i-го студента
 
Опыт организации курсовой работы первокурсников на факультете прикладной матема-

тики, информатики и механики в соответствии с рассмотренными подходами и требования-
ми показал хорошую эффективность. Выполнение заданий сопровождалось ростом активно-
сти студентов в освоении ставших классическими приемов программирования, организации 
данных и разработке и использовании функций при проектировании программной системы.
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УДК 514.853

ОБ ИСПОЛЬЗОВАНИИ ДИНАМИЧЕСКОЙ ВИЗУАЛИЗАЦИИ 
УЧЕБНОГО МАТЕРИАЛА В ПРЕПОДАВАНИИ АНАЛИТИЧЕСКОЙ ГЕОМЕТРИИ 

И АЛГЕБРЫ В УСЛОВИЯХ СМЕШАННОГО ОБУЧЕНИЯ

Балтийский федеральный университет имени Иммануила Канта

Г. В. Квитко, С. А. Дёмин, И. С. Маклахова, Е. П. Ставицкая Е.П.

Аннотация. Рассматриваются проблемы, возникающие при преподавании аналитиче-
ской геометрии и линейной алгебры в условиях смешанного обучения, возникающие при 
реализации образовательных программ ряда направлений в Балтийском федеральном 
университете им. И. Канта. Предлагаются рекомендации по решению этих проблем, пред-
полагающие использование элементов динамической визуализации.
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электронные ресурсы, аналитическая геометрия, динамическая визуализация.

В настоящее время уже накоплен определенный опыт по преподаванию в смешанном фор-
мате дисциплин, связанных с аналитической геометрией и линейной алгеброй. В Балтийском 
федеральном университете такие дисциплины преподаются ряду информационных направ-
лений – «Информационная безопасность», «Инфокоммуникационные технологии и систе-
мы связи» и «Информационный системы и технологии». Особенностью является достаточно 
большое количество бюджетных мест на этих направлениях, их популярность и возможность 
выбора набора дисциплин, сдаваемых в форме ЕГЭ. Следствием является большое количество 
студентов в потоке, поэтому лекционные занятия проводятся либо в аудиториях большой 
вместимости (типа «максимум»), либо дистанционно. Еще одна специфическая черта – необ-
ходимость изложить весь материал, согласно учебному плану, за один семестр.

При всех различных уровнях подготовки студентов–первокурсников по элементарной ма-
тематике есть одна особенность – слабое знание школьной геометрии, неразвитое простран-
ственное мышление и неумение «видеть» чертёж. Вследствие чего объяснять «на пальцах», 
используя чертежи, выполненные от руки, совершенно неэффективно.

Частично проблему решает демонстрация качественных чертежей, выполненных с приме-
нением графических редакторов.

Значительно больший эффект производит применение динамической визуализации в виде 
демонстрации анимационных видеороликов. Такой подход помогает рассматривать понятие, 
алгоритм или процесс постепенно, обращая внимание на детали и нюансы.

Приведем три примера применения таких видео-анимаций. В статье невозможно де-
монстрировать видеоматериалы, поэтому приведем кадры анимаций, а сами видео мате-
риалы доступны на видео хостинге YouTube по ссылке: https://www.youtube.com/channel/
UCICd1ydh1XxiW_wyCjbp81A/videos.

Первое видео описывает построение прямоугольной декартовой системы координат в про-
странстве (рис. 1).

Второй пример – визуализация геометрического смысла смешанного произведения векто-
ров (рис. 2).

Третий пример – решение задачи о нахождении точки пространства, симметричной дан-
ной относительно плоскости (рис. 3).

Созданы учебные анимированные видео ролики в программе Adobe Animate с последую-
щим применением Adobe Media Encoder. До недавнего времени достаточно было применять 
одну лишь программу Adobe Animate и демонстрировать анимации с расширением .swf, но с 
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Рис. 1. Построение прямоугольной декартовой системы координат

Рис. 2. Геометрический смысл смешанного произведения векторов
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12 января текущего года производителем прекращена поддержка соответствующего плеера и 
регулярно приходят сообщения с просьбой удалить этот софт.

Следует обратить внимание, что видео имеет высокое разрешение, что существенно улуч-
шает восприятие. Анимационные ролики сопровождаются звуковыми комментариями. В ре-
зультате студенты значительно лучше усваивают такой материал, видя развитие процесса в 
динамике.  размещенные видео ролики в разделе «учебные материалы» команды в MS Teams 
можно смотреть неоднократно. Поданная таким образом информация существенно лучше 
воспринимается и фиксируется в памяти студентов, что неоднократно отмечалось представи-
телями «целевой аудитории».

Подводя итоги, отметим, что применение динамической визуализации при изучении ана-
литической геометрии дает ощутимый положительный эффект, студенты значительно лучше 
воспринимают и запоминают учебный материал и оперативно применяют свои знания при 
решении задач.
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Рис. 3. Нахождение симметричной точки
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Аннотация. В работе рассмотрены особенности дисциплины «Компьютерное моделиро-
вание» для студентов направления 44.03.05 Педагогическое образование (с двумя про-
филями подготовки) математика и информатика. Делается вывод о значимости данной 
дисциплины для будущих учителей математики и информатики. Обсуждается значение 
проектной деятельности в рамках данной дисциплины.
Ключевые слова: педагогическое образование, компьютерное моделирование, метод 
проектов, профессиональный стандарт.

Перед педагогическими ВУЗами в настоящее время стоит непростая задача: подготовить 
высококлассного специалиста, обладающего прочными знаниями в предметной области и в 
области методики преподавания основных содержательных линий школьного образования, 
способного работать в быстро меняющемся профессиональном и информационном про-
странстве. Инновационные тренды в современном образовании ориентированы, во многом, 
на удовлетворение обширным требованиям работодателей. Недавно актуальные стандарты 
подготовки бакалавров ФГОС ВО (3+) сменились стандартами ФГОС ВО (3++), разработан-
ными как раз с учетом профессиональных стандартов. Для укрупненной группы направления 
подготовки 44.00.00 Педагогическое образование таким профессиональным стандартом явля-
ется стандарт Педагога [1].

В качестве одной из трудовых функций современного учителя математики, согласно про-
фессиональному стандарту, выделяют формирование у обучающихся «способности к пости-
жению основ математических моделей реального объекта или процесса, готовности к приме-
нению моделирования для построения объектов и процессов, определения или предсказания 
их свойств». Для этого, профстандарт определяет необходимые требования: владение «ос-
новными математическими компьютерными инструментами: визуализации данных, зависи-
мостей, отношений, процессов, геометрических объектов; вычислений – численных и сим-
вольных; обработки данных (статистики); экспериментальных лабораторий (вероятность, 
информатика)».

В связи с этим при формировании учебных планов для направления 44.03.05 Педагогиче-
ское образование (с двумя профилями подготовки) математика и информатика обязательно 
включение дисциплины «Компьютерное моделирование».

Южный федеральный университет, и в частности Институт математики, механики и ком-
пьютерных наук им. И. И. Воровича имеет многолетний плодотворный опыт подготовки учите-
лей математики и информатики. В настоящее время реализация направления 44.03.05 Педаго-
гическое образование (с двумя профилями подготовки) математика и информатика проводится 
в соответствии с собственным образовательным стандартом (ОС ВО ЮФУ), утвержденным 
приказом Южного федерального университета № 58-ОД от 17 марта 2020г. Данный образова-
тельный стандарт опирается на ФГОС ВО по направлению подготовки 44.03.05 Педагогическое 
образование с двумя профилями подготовки и профессиональный стандарт Педагога. 

В рамках основной профессиональной образовательной программы определены универ-
сальные компетенции выпускника и индикаторы их достижения. Одной из категорий универ-
сальных компетенцией является «разработка и реализация проектов» (УК-2)
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УК-2 Способен определять круг задач в рамках поставленной цели и выбирать оптималь-
ные способы их решения, исходя из действующих правовых норм, имеющихся ресурсов и 
ограничений

В качестве индикаторов достижения данной универсальной компетенции выпускника вы-
ступают:

• УК-2.1 Проводит анализ поставленной цели и определяет совокупность задач, обеспечи-
вающих ее достижение

• УК-2.2 Выбирает оптимальные способы, модели и принципы для принятия экономиче-
ски обоснованных решений в условиях имеющихся ресурсов и ограничений

Исторически сложилось, что дисциплина «Компьютерное моделирование» традиционно 
входила во все учебные планы подготовки как учителей информатики, так и учителей ма-
тематики, начиная от планов специалитета 050100 и заканчивая действующими [2]. Данная 
дисциплина практически всегда реализовывалась сотрудниками кафедры информатики, пре-
терпевая значительные изменения в содержании. Многолетний опыт преподавания компью-
терного моделирования показал, что «программированная составляющая» данного курса не 
оправдала себя. Реализация различных математических моделей с помощью языков програм-
мирования (Delphi и Pascal), упор на которые делали преподаватели в 2002–2005 годах, была 
трудна для студентов и не очень информативна с точки зрения наглядности. В дальнейшем 
было решено отказаться от данного подхода и кардинально переработать рабочую программу 
дисциплины. В итоге, в настоящее время это двух семестровый курс, рассчитанный на 7 за-
четных единиц, изучаемый в шестом и седьмом учебных семестрах. Главная цель освоения 
данной дисциплины:  формирование представления о моделировании как методе научного 
познания, об использовании компьютера как эффективного и универсального инструмента 
исследовательской и познавательной деятельности; подготовка к владению методами матема-
тического и алгоритмического моделирования при анализе проблем естествознания; к владе-
нию методами математического моделирования при анализе глобальных проблем на основе 
глубоких знаний фундаментальных математических дисциплин и компьютерных наук. В ка-
честве основных задач выделяют: формирование у студентов убеждения о вычислительном 
эксперименте как методологии современного научного исследования; обучение построению 
математических моделей в различных областях знаний, изучение методики организации и 
проведения исследований методом вычислительного эксперимента на ЭВМ.

Дисциплина реализуется в рамках лекционных, лабораторных занятий. Значительную 
часть трудоемкости курса составляют часы, отведенные для самостоятельной работы студен-
та. Основные темы, изучаемые на лекциях, разбиты на пять модулей: моделирование как метод 
познания, моделирование физических процессов, численное моделирование, компьютерное 
моделирование процессов в сплошной среде, компьютерное моделирование в экологии и гло-
бальные модели развития человечества. На лабораторных занятиях студентам предлагается 
построить и изучить компьютерные модели физических процессов, таких как движение тела 
под углом к горизонту, колебания пружинного маятника, падение тела с учетом сопротивле-
ния среды, движения заряженной частицы в магнитном поле и др. В качестве инструментов 
для моделирования выбраны программы Ms Excel (для простых задач) и MatLAB (для более 
сложных).  Такая дифференциация оправдана тем, что на первых порах при построении про-
стых моделей основное внимание уделяется правильности постановки задачи, а в качестве 
инструмента может быть использован уже знакомый офисный  пакет.

В Южном федеральном университете формированию и развитию проектной компетенции 
студентов уделяется достаточно много внимания. Начиная с первого курса, студенты знако-
мятся с проектной деятельностью и выполняют первые несложные задания. По мере взрос-
ления степень сложности проектов возрастает. Проекты, реализуемые на втором и третьем 
курсе, уже являются небольшими исследовательскими работами. Но особую специфику при-
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обретают проекты, реализуемые в рамках отдельных дисциплин. «Компьютерное моделиро-
вание», опирающееся на методологию межпредметных связей, может выступать благодатной 
площадкой для реализации таких проектов.

Проектная деятельность по «Компьютерному моделированию» направлена на системати-
зацию и углубление тех знаний, которые получены студентами на аудиторных занятиях. В на-
чале каждого семестра предлагается тематика проектных заданий, обговариваются сроки и 
методика их выполнения. В конце семестра проводится публичная защита проектов. Несколь-
ко лет подряд в качестве первого проектного задания студентам предлагалось найти площадь 
кленового листа. В качестве объектов можно было самим выбрать листья деревьев, которые 
растут на территории кампуса. Данный проект очень понравился студентам тем, что выбор 
метода решения оставался за ними. Одним из проектных заданий второго семестра также 
традиционно в течении нескольких лет предлагается реализация игры «Жизнь» Дж. Конвея 
(в любой среде программирования).

Можно с уверенностью утверждать о значимой роли дисциплины «Компьютерное моде-
лирование» при подготовке будущих учителей математики и информатики. Междисципли-
нарная направленность данной дисциплины позволяет видеть практическое применение тех 
знаний, которые были ими получены при изучении дифференциальных уравнений, математи-
ческой физики, численных методов и теории вероятности. Развитие проектной компетенции 
в рамках данной дисциплины является фундаментом решения в будущем практико-оринти-
рованных задач. 
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Аннотация. В статье рассмотрен подход к формированию коммуникационного про-
странства образовательной среды вуза с применением информационных технологий, 
интеграции электронной среды обучения, социальных сетей и мессенджеров и образова-
тельных чат-ботов.
Ключевые слова: чат-боты, LMS Moodle, API, EdTech.

Введение

В эпоху цифровизации основная тенденция в образовании – это симбиоз технологий об-
учения и информационно-коммуникационных технологий, позволяющий вывести образова-
ние на уровень EdTech – высокотехнологичной платформы формирования знаний, навыков и 
умений в рамках определенных компетенций [1].

Все крупные университеты мира тратят огромные ресурсы на внедрение новых информа-
ционных технологий не только в учебный процесс, но и в процесс создания единого коммуни-
кационного пространства, в котором студенты и преподаватели могут общаться в любое вре-
мя, потреблять и поставлять информацию в любой форме: текстовую, графику, мультимедиа-, 
аудио- и видеоинформацию, виртуальную, дополненную реальность.

Расширение коммуникационного пространства осуществляется не только за счет цифро-
визации образовательной среды, но и разнообразия форм взаимодействия субъектов обра-
зовательного процесса. Несмотря на накопленный опыт, основными проблемами остаются, с 
одной стороны, выбор платформ и каналов для такого взаимодействия и их синхронизация, 
регламент работы в процессе обучения и методическое обеспечение этого процесса, с другой.

Современное образование, унаследовавшее традиционные формы обучения в виде лекций, 
практических работ, семинаров переходит на смешанные формы обучения, привлекая новые 
технологии и разрабатывая методики и дизайн обучения с учетом тех возможностей, которые 
предоставляет сфере образования эпоха цифровизации.

Смешанные форматы обучения предполагают проведение традиционных форм занятий на 
информационных платформах с использованием коммуникационных технологий для пере-
дачи информации в режиме удаленного доступа. Для реализации смешанных форматов обу-
чения вузам необходима цифровая инфраструктура, которая обеспечивает все необходимые 
информационные процессы: сбор, обработку, представление и передачу информации.

1. Образовательные технологии: решения и видение

Наибольшей цифровой трансформации подлежат такие категории, как образовательный 
контент, технологии его доставки через цифровую инфраструктуру участникам образователь-
ного процесса и технологии оценки знаний и умений, приобретенных в процессе обучения. 

К образовательному контенту относятся учебные дидактические материалы, которые со-
ставляют основу учебных курсов и поставляются в виде лекций, теоретического материала 
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для практических занятий и самостоятельного обучения. В традиционной форме мы имеем 
дело с учебниками в бумажном виде, но с каждым годом число людей, читающих учебники в 
бумажном виде на уровне высшего образования, уменьшается. Это происходит по следующим 
причинам: доступность оцифрованных материалов гораздо выше, чем бумажных носителей. 
За учебником не надо идти, один экземпляр можно много раз тиражировать, доступ к оциф-
рованным материалам легче организовать. Аудио- и видеоучебники решают проблему траты 
времени на прочтение. Скорость потребления информации возрастает, так как есть возмож-
ность увеличивать скорость подачи информации. Интенсивность потребления информации 
возрастает, так как можно потреблять аудиоинформацию во время вождения автомобиля, 
выполнения домашних дел, фитнеса и т.д., если содержание хорошо воспринимается на слух.

Но, возникает проблема, связанная с тем, что обучающийся остается один на один с той 
информацией, которую он прослушивает или просматривает, читает с экрана, поскольку в 
этот момент отсутствует обратная связь с преподавателем, в материале отсутствуют акценты 
на важных дидактических моментах, которые необходимо осмыслить, повторить, провести 
анализ, сделать выводы.

Для решения задачи обучения по теоретическим материалам из учебника существуют ре-
сурсы EdTech, направленные на развитие интерактивных технологий. Учебники, пособия и 
методические рекомендации становятся интерактивными. Видео- и аудиоматериалы встрое-
ны в электронные учебники, в разделах предусмотрены технологии обратной связи, которые 
требуют от студента выполнения задания и проверки своих знаний в процессе усвоения ма-
териала. Такие технологии способствуют повышению мотивации к обучению, концентрации 
внимания, вовлеченности в процесс обучения.

В России вопросы цифровизации учебных материалов решаются достаточно успешно, су-
ществует большое количество электронных библиотек, предлагающих учебный материал как 
на безвозмездной, так и на платной основе, но, в основном, обучающиеся вузов имеют доступ 
к электронным библиотекам по подписке. Все вузы имеют собственные электронные библио-
теки и расширяют контент за счет организации корпоративного доступа к внешним ресурсам. 
Достаточно назвать такие библиотеки и образовательные платформы, имеющие собственный 
библиотечный фонд, как ЭБС Лань, Юрайт, IPRBooks.

В мире, в развитых странах, задачи цифровизации учебного материала решаются гораз-
до медленнее. Это связано с тем, что рынок учебных материалов контролируется крупными 
печатными издательскими холдингами, которым не выгодна цифровизация. Поэтому доля 
оцифрованных учебных материалов в многих странах ниже, по данным исследований [2].

Помимо создания электронных учебников, в учебный процесс широко внедряются авто-
матизированные онлайн-курсы. До 2019 года, когда обучение традиционно осуществлялось 
на базе образовательных учреждений, электронные онлайн-курсы использовались в рамках 
дополнительного образования для внешней аудитории, но в эпоху пандемии все чаще разра-
батываются онлайн-курсы для студентов вузов очной и заочной формы обучения. Внутри-
вузовские онлайн-курсы, как правило, дублируют очные дисциплины и позволяют получить 
качественный материал в условиях дистанционного обучения без посещения академических 
аудиторий. Для организации таких курсов преподаватели записывают свои лекции в видео-
формате, лекции и практики также могут проводиться в режиме групповых занятий в режиме 
видеоконференций. Смешанная форма организации обучения в режиме видеоконференций, 
запись лекций и пояснений для самостоятельной работы расширяют временные рамки, позво-
ляют студентам, пропустившим занятия онлайн, освоить материал в записи.

В связи с развитием онлайн обучения возникают новые технологии подачи учебного ма-
териала. Для автоматизированных онлайн курсов спецификой является подача материа-
ла небольшими порциями (микрообучение): каждая дидактическая единица направлена на 
формирование определенной компетенции или на решение конкретной задачи. Технологии 
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микрообучения, как правило, не привязаны к астрономическому времени. В рамках смешан-
ного обучения такой формат удобен для организации самостоятельной работы студентов.

Третья тенденция – рост качества цифровых обучающих программ. Вместо офлайн-ресур-
сов, переведенных в цифровой формат, появляются решения, изначально предназначенные 
для онлайн – с разделением на небольшие фрагменты (микрообучение), каждый из которых 
ориентирован на конкретную образовательную задачу, с образовательной аналитикой, с воз-
можностью персонализировать путь студента через курс. Но эта тенденция только зарожда-
ется: в большинстве случаев опыт онлайн-обучения в университете пока не является ни удоб-
ным, ни бесшовным. Онлайн-ресурсы по каждой программе собираются во время обучения, 
так как готовых решений нет. Формат накладывается на формат, и студентам сложно освоить 
такие программы, а преподавателям – проанализировать результаты.

Разработка онлайн-курсов сложна для преподавателей, задача которых – синтез учебного 
материала. Организация его подачи – это задача других специалистов, профессии которых 
становятся профессиями будущего в образовании – это специалисты по педагогическому ди-
зайну и специалисты по педагогической аналитике.

Педагогический дизайнер – это роль, направленная на формирование контента в форме 
удобной для восприятия, в последовательности, продиктованной требованиями к структуре 
материала, разбитого на порции с организацией технологий контроля обучения и оценивания.

Аналитики в этой сфере – это люди, которые считывают цифровые следы, которые остав-
ляют обучающиеся в процессе усвоения знаний, анализируют результаты и представляют ин-
формацию в удобном для интерпретации виде. Аналитика обучения дает информацию о том, 
сколько человек освоило курс, на какой стадии обучения находятся обучающиеся, какие ре-
зультаты оценивания были получены, если основание считать обучение успешным и т.д.

Инструментами педагогических дизайнеров сейчас являются, как правило, образователь-
ные платформы, такие как LMS Moodle, а в будущем это конструкторы курсов, интерактивные 
лаборатории (VR/AR laboratories), которые позволят создать цифровых двойников как препо-
давателей, так и обучающих инфраструктур, например, виртуальных физических или хими-
ческих лабораторий, а также сервисы на облачных платформах – Online Program Management. 
Эти платформы обладают богатейшими возможностями для оформления учебного материала 
и его подачи в любой форме по желанию заказчика. Заказчиками являются университеты, пре-
подаватели, которые предоставляют свой контент внешним сервисам, на выходе они получают 
готовый курс со всеми элементами интерактивности, которые считаются необходимыми. 

Переход к сервисным решениям в образовании на базе Iaas (учебная инфраструктура как 
решение), SaaS (учебный сервис как решение), Paas (учебная платформа как решение) пол-
ностью соответствует парадигме четвертой промышленной революции (Цифровизация 4.0), 
которая есть модель организации деятельности, при которой владение информацией и доступ 
к данным в цифровом виде позволяют повышать эффективность производства [3].

К инфраструктуре образовательных решений относятся как традиционные формы обуче-
ния – традиционные лекции, семинары, практикумы, лабораторные работы, так и технологи-
ческие и инструментальные решения IT-сферы: компьютерные сети, включая Интернет, пер-
сональные компьютеры, гаджеты, оргтехника, устройства ввода и считывания информации, 
включая очки для виртуальной реальности, тактильные платформы, киберскелеты и другие 
устройства взаимодействия.

Самыми востребованными программными решениями в настоящее время являются плат-
формы электронного обучения LMS (Learning Management System), которые позволяют разме-
стить контент, представить его в структурированном виде в различных видах, организовать 
обучение в дистанционном формате, проверить выполнение заданий, выставить оценки и по-
лучить статистику на основе цифрового следа.
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Ограничения таких платформ, прежде всего, в ограничениях архитектурных решений, 
которые можно расширить только за счет интеграции с внешними сервисами, что требует 
специальных знаний в области IT, навыков программирования. Learning Management System 
не позволяет создавать автоматизированные курсы, создавать интерактивные учебники, пер-
сонифицировать обучение и оценивание студентов, требуют от преподавателя (тьютора) по-
стоянного сопровождения.

Главной тенденцией развития электронного образования становится переход от облачных 
решений к одной обучающей экосистеме. При этом лицом вуза станет именно профиль соб-
ственной экосистемы. А конкурентными будут вузы, имеющие уникальную экосистему с воз-
можностями, отличными от других.

2. Социальные коммуникации в образовании

Переход к дистанционным формам обучения накладывает ограничение на традиционные 
формы коммуникации: диалог, обсуждение и т.д. Эти ограничения являются главными пре-
пятствиями на пути вовлеченности, мотивации и рефлексии в процессе обучения. Необходи-
мо искать новые способы организации коммуникации между субъектами образовательного 
процесса в условиях недостаточной интерактивности и сотрудничества.

Поколение эпохи цифровизации общается с помощью гаджетов: смартфонов и планшетов 
через социальные сети, мессенжеры, предпочитая такую форму общения традиционной ком-
муникации. Потребление информации из социальных сетей занимает большую часть времени 
обучающихся. Задача педагогов – использовать такие приемы и методы подачи материла, ко-
торые будут конкурировать с блогами, инстаграм-страницами и т. д. На помощь необходимо 
привлечь психологов для изучения феномена цифрового общения. Образовательные техноло-
гии необходимо переориентировать на разработку учебных курсов в виде чат-ботов, коротких 
видеоформатов, онлайн-взаимодействия в малых группах, особенно востребованных подрас-
тающим поколением, которое скоро придет в вузы.

 Ведение занятий в чатах, сбор информации от участников взаимодействия, встраивание 
форм обратной связи и интерактивного выполнения заданий в материал - все эти технологии 
расширяют форматы коммуникации. Совместное ведение образовательных блогов, выполне-
ние практических заданий в режиме реального времени с трансляцией процесса выполнения, 
работа в интерактивных группах, объединенных на социальных платформах, позволяют рас-
ширить коммуникационное пространство, донести информацию, получить обратную связь и 
осуществить текущий контроль освоения знаний.

Коммуникационные технологии, например такие, как чат-боты, набирают популярность. В 
настоящее время существуют десятки платформ, облегчающих разработку ботов. С помощью 
таких платформ и готовых шаблонов можно создать простого бота, который не будет исполь-
зовать нейронные сети без интеграции с внешними сервисами.

Программирование используется для создания более сложных ботов. Есть готовые библи-
отеки, которые упрощают работу разработчика при написании чат-бота «с нуля». Примерами 
таких языков могут быть PHP, JavaScript, Java, Python. Для решения простейших распростра-
ненных задач существуют сервисы, которые позволяют создать чат-бота без навыков програм-
мирования. Наиболее популярные сервисы для создания чат-ботов описаны ниже [6].

«Aimy Logic» – виртуальный помощник Amazon Alexa и Google Assistant. Он предназначен 
для развития сетевых возможностей – ботов для поддержания обмена информацией между 
сервисом и пользователем. Данный сервис позволяет создать автоматизированного бота по 
заданным сценариям работы в различных ситуациях с помощью блочного программирова-
ния. Клиенту не нужно погружаться в техническую и программную сторону бота, вместо это-
го предлагаются заранее разработанные варианты взаимодействия.
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Сервис для создания ботов «Bot kits», который позволяет частично автоматизировать 
процесс общения с клиентами в сообществе, мессенджере и на сайте. Поддерживает работу с 
ВКонтакте, Одноклассниками, Facebook, Telegram, Viber, Skype, сайтами. Этот сервис работает 
с использованием неограниченного количества блок-схем, описывающих работу бота. Сервис 
Bot kits позволяет собирать статистику по работе с клиентами, отправлять изображения, а 
также аудио и видео, делать рассылки, отслеживать запросы, отвечать на часто задаваемые 
вопросы, подключать платежи для пользователей через бота, обрабатывать голосовые сооб-
щения, а если бот не сможет ответить на запрос пользователя, он переключит его на менед-
жера. Доступ осуществляется через https, имеет многофакторную аутентификацию, а также 
резервное копирование в нескольких местах. Преимущество в том, что данный сервис имеет 
круглосуточную поддержку. Недостатки заключаются в том, что с использованием данного 
сервиса невозможно планировать публикации, а также публиковать контент на нескольких 
каналах/группах, и отсутствует возможность отслеживания упоминания бренда.

Сервис «Робочар» предназначен для создания чат-ботов для социальной сети. Бот, создан-
ный на этом сервисе, сможет отвечать на сообщения, отправлять файлы и проводить квесты, 
а также отправлять сообщения. Пользователю предлагается выбор различных сценариев вза-
имодействия клиента и сервиса. Исходя из сделанного выбора, можно построить логику дей-
ствий бота. Для упрощения взаимодействия и использования сервиса интерфейс для настрой-
ки функций представлен в виде блока.

Сервис «Botmother» позволяет создавать ботов с основными базовыми функциями, такими 
как ответы пользователей, статистика, рассылка, прием платежей, а также может отправлять 
карту с геолокацией. Поддерживает работу со следующими платформами: Telegram, Facebook, 
Viber, ВКонтакте, Одноклассники, Whatsapp.

Сервис «Chatgun» – конструктор для создания чат-ботов для групп социальной сети ВКон-
такте. По этой причине функционал бота ограничен возможностями, предоставляемыми 
самим сервисом социальной сети. Бот может отправлять различные медиафайлы и взаимо-
действовать с пользователем в зависимости от настроек сценария, это позволяет детально на-
строить ветвление возможных способов коммуникации с собеседником.

Англоязычный сервис создания ботов ChatbotsBuilder предоставляет широкий список 
готовых шаблонов, которые можно использовать одним нажатием кнопки, отвечать на ком-
ментарии. Позволяет устанавливать часы работы бота, полную поддержку всех стандартных 
элементов мессенджера, имеет интеграцию с популярными маркетинговыми инструмента-
ми, например, «быстрые ответы», «карусели», «запросы местоположения», может принимать 
оплату через PayPal, составлять статистику на основе пользовательских данных.

Несмотря на большое количество чат-сервисов, среди них нет сервисов, направленных на 
интеграцию с образовательными платформами.

3. Пример интеграции чат-бота с LMS Moodle

Поскольку все вузы используют виртуальные образовательные экосистемы для организа-
ции общего пространства обучения, актуальной становится задача расширения данного ком-
муникационного пространства до взаимодействия с обучающимися на уровне личного про-
странства посредством социальных сетей.

Социальная сеть ВКонтакте предоставляет пользователям инструмент организации об-
щих бесед – групповых чатов для обмена сообщениями и файлами группы людей. Этот ин-
струмент используется преподавателями и студентами для организации учебного взаимодей-
ствия по различным дисциплинам. Групповые чаты позволяют быстро и эффективно решать 
организационные вопросы и отправлять различные учебные материалы сразу целой учебной 
группе: видеолекции, подкасты, презентации, фотографии, файлы, учебники, ссылки. Студен-
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ты используют возможность создания групповых бесед в сети ВКонтакте для общения друг 
с другом в учебных целях и формирования студенческого онлайн-сообщества для оказания 
поддержки друг другу в учебных вопросах.

При этом активно используются системы дистанционного образования, и возникает не-
обходимость интеграции сообществ в социальных сетях с учебными курсами, например, в 
Moodle. Такая интеграция позволяет получать информацию о соответствующих материа-
лах, размещенных в LMS, и заданиях, которые преподаватели хотят донести до обучающих-
ся. Приведем пример интеграции на основе технологий автоматизации коммуникационного 
броска чат-бота для социальной сети ВКонтакте, которая позволит студентам курсов в ЛМС 
«Moodle» получать информацию об изучаемых курсах и видеть содержание этих курсов, а 
также позволит администратору курса отправлять сообщения студентам. Сервис называется 
«VK@Moodle».

Интеграция двух информационных платформ позволяет добиться таких преимуществ, как:
1. Расширение коммуникационного пространства.
2. Повышение вовлеченности студентов в учебный процесс.
3. Делегирование роли тьютора программному обеспечению в виде чат-бота.
Для интеграции LMS с внешней службой необходимо использовать API и его функции.
Moodle имеет определенный набор правил для разработки неработающих сервисов с ис-

пользованием APIfunctions [7]. На рисунке 1 показана схема последовательностей в качестве 
демонстрации запроса API LMS от нашего сервиса. LMS возвращает маркер RESTrequest для 
авторизованных пользователей. Запросы к элементам moodle rate также выполняются с помо-
щью RESTqueries.

Сервис находится в каталоге блоков корневого каталога системы Moodle. 
Создайте роль с необходимыми возможностями с помощью функции web servicefunction, 

например: «Installwebservice / user: rest for this role». Назначьте роль пользователю в контексте 
системы. Сreate токен для сервиса/пользователя, как показано на рис. 1.

Для взаимодействия с клиентами Moodle и ботом необходимо обеспечить создание классов, 
позволяющих получить доступ к элементам обучающих курсов по ID. В случае разработки бота 
это группа студентов, обучающие курсы (REST-request, какие курсы доступны учебной группе) 
и запрос на разбор содержания учебного курса. Архитектура сервиса показана на рис. 2.

Сервис сочетает в себе чат-бота с курсовыми заданиями на электронной платформе через 
API социальной сети и LMS API. Преподаватель обязан систематизировать учебный материал, 
чтобы к нему можно было получить доступ с помощью чат-бота. Доступ к элементам курса 
позволит студентам самостоятельно изучать нужную тему, переходя по ссылкам в чат-боте.

Для создания чат-бота в ВКонтакте мы используем VKBottle. VKBottle - это многофункци-
ональный модуль для работы с VK API и создания ботов. Общая структура образовательного 
бота показана на рис. 3.

Использование сервиса для расширения образовательного пространства с помощью 
чат-бота играет важную роль в организации самостоятельной работы студентов. Если ауди-
торные занятия проводятся под руководством преподавателей, то самостоятельная работа 
требует организации. Использование чат-ботов в качестве руководства по материалам для са-
мостоятельной работы дает студентам траекторию работы с учебными материалами, мотива-
цию и возможность общаться в отсутствие преподавателя.

Заключение

Существуют различные способы объединения коммуникационных сред на уровне инфор-
мационных систем, вопросы интеграции на уровне API интерфейсов востребованы и решае-
мы. Такая интеграция позволяет добиться таких преимуществ, как:
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1. Расширение коммуникационного пространства.
2. Повышение вовлеченности студентов в учебный процесс.
3. Делегирование роли тьютора программному обеспечению в виде чат-бота.
Проектирование сервиса взаимодействия на уровне сервиса ВКонтакте через чат-бот и 

сервис Moodle, осуществляемое на уровне стандарта UML, разработана логическая и физиче-
ская база данных, в которой хранится информация о взаимодействии.

Рис. 1. Диаграмма эквенса S

Рис. 2. Сервисная структура «VK@Moodle»
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Бот был разработан, и сервис взаимодействия был настроен на Python, использовались 
стандартные методы взаимодействия API на уровне внешних сервисов.
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УДК 519.171.1

К ИСТОРИИ ТЕОРИИ ГРАФОВ. ПЕРВЫЕ ОТКРЫТИЯ
ТЕОРИИ ГРАФОВ И ИХ РАЗВИТИЕ

Балтийский федеральный университет им. И. Канта

С. В. Мациевский, Г. В. Квитко

Аннотация. Как известно, теория графов возникала неоднократно, возникая как новая 
ветвь науки несколько раз. Приведены первые шесть случаев возникновения теории гра-
фов и произведено их сравнение. Причем второй раз теория графов возникла в другой 
научной области более чем через что лет после своего рождения из головоломки: задаче 
о кёнигсбергских мостах.

Выявлено, что в трех случаях из шести были использованы деревья как самые про-
стейшие объекты теории графов, причем деревья возникали при исследованиях в науч-
ных областях. В остальных трех случаях возникли более сложные объекты теории графов, 
причем исследования проводились в области занимательной математики. Все направле-
ния получили теоретическое и многочисленное прикладное развитие.
Ключевые слова: теория графов, задача о кёнигсбергских мостах, дерево, эйлеров цикл, 
икосиан, гамильтонов путь, задача о четырех красках, приложение теории графов.

Введение

Считается, что изображение графа (саму диаграмму) в виде графа-дерева начали исполь-
зовать издавна, когда понятие графа еще не возникло, рисуя генеалогическое дерево. Но это 
было ненаучное использование диаграммы дерева [1, с. 288].

Ключ к пониманию теории графов и ее комбинаторной сущности, ее повсеместному рас-
пространению передаются словами Джеймса Сильвестра [2, с. 13]:

«Теория отростков (англ. ramification) – одна из теорий чистого обобщения, для нее не су-
щественны ни размеры, ни положение объекта; в ней используются геометрические линии, но 
они относятся к делу не больше, чем такие же линии в генеалогических таблицах помогают 
объяснять законы воспроизведения.»

Теория графов как раздел прикладной математики, изучающей графы – множество точек 
(вершин, узлов), которые соединяются множеством линий (ребер, дуг) [3, 238] – «открыва-
лась» как научная дисциплина несколько раз. Каждое такое открытие закономерно с течение 
времени превращалось в отдельное направление теории графов, имеющее достаточно обшир-
ный список областей применения. Рассмотрен период первых и наиболее эффективных задач 
теории графов в период 1736–1852 годов.

Данная статья написана в русле отдельных попыток сообщения некоторых основных 
сведений по истории теории графов [2, 13–20] и даже написания очень кратких хронологий 
[4, 151–152].

За неимением места приведенная терминология, названные задачи и прикладные направ-
ления вынесены за рамки статьи.

Задача о кёнигсбергских мостах

Гениальный швейцарский, прусский и российский математик Леонард Эйлер в своей ста-
тье «Решение одной задачи, связанной с геометрией положения» (на латинском языке XVIII 
века: Solutio problematis ad geometriam situs pertinentis), датированной 1736 годом, первым 
применил идеи теории графов при доказательстве некоторых утверждений. Статья издана Пе-
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тербургской академией наук в 1741 г. и содержит не только решение знаменитой головолом-
ки – «задачи о кёнигсбергских мостах», но и ее обобщение. При этом Эйлер не использовал 
ни сам термин «граф», ни какие-либо термины теории графов, ни изображения графов [5]. 
Леонард Эйлер считается отцом теории графов (как и топологии), открывшим понятие графа, 
а 1736 год назначен датой рождения теории графов [6, с. 11].

Эйлеровы графы

Первая статья по теории графов, написанная Леонардом Эйлером, положила начало на-
правлению «Эйлеровы графы», по которому имеется большой объем литературы (см., напри-
мер, монографию [6]). Кроме того, эйлеровы графы представляют собой одно из семейств гра-
фов. В многочисленных приложениях используется математическое моделирование графами, 
имеющими эйлеров цикл [7]:

– теория кодирования;
– работа на улицах;
– маршрутизация;
– организация конференций;
– идентификация РНК;
– реконструкция строк.

Электрические цепи

Только более чем через 100 лет в 1847 году немецкий физик Густав Кирхгоф явился родона-
чальником теории деревьев, решая системы уравнений для нахождения силы тока в электри-
ческих цепях. Кирхгоф доказал, что для решения системы уравнений достаточно рассмотреть 
независимые циклы изучаемого графа электрической цепи, которые заданы остовным дере-
вом [2, с. 14–15; 8].

Корневые деревья

Дерево – простейший и важный вид графов. В отдельное направление теории графов де-
ревья не выделены. Зато деревья представляют собой одно из семейств графов. Деревья ис-
пользуются в многочисленных областях знания и имеют особый статус по причине простоты 
строения; при решении какой-нибудь задачи о графах ее сначала могут исследовать на дере-
вьях [2, с. 48]. В многочисленных приложениях используется математическое моделирование 
на корневых деревьях [7]:

– каталоги;
– двоичные деревья поиска;
– большие компьютерные программы;
– хранение информации по категориям;
– синтаксический анализ предложения;
– поиск в глубину;
– поиск в ширину;
– обход дерева выражений;
– построение префиксного кода.

Химические изомеры

Прошло еще 10 лет, и в 1857 году английский математик Артур Кэли, занимаясь практиче-
скими задачами органической химии, в своей первой статье на эту тему [9] переоткрыл важ-
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ный класс графов – деревья. Кэли занимался исследованиями в области химии, перечисляя 
изомеры предельных (насыщенных) углеводородов CnH2n+2, имеющих фиксированное число n 
атомов углерода [2, с. 15].

Икосиан

Почти в следующем 1859 году ирландский математик сэр Уильям Гамильтон придумал го-
ловоломку «Икосиан», или «Вокруг света», в которой использовался додекаэдр, все 20 вершин 
которого обозначали города. От играющего в нее требовалось обойти «вокруг света», то есть 
пройти по некоторым ребрам додекаэдра так, чтобы пройти через каждую вершину ровно 
один раз [2, с. 16].

Комбинаторная оптимизация

В отдельное направление теории графов гамильтоновы графы не выделены, они представ-
ляют собой просто одно из свойств графов. Гамильтоновы пути и циклы используются в при-
ложениях, составляющих некоторую часть задач комбинаторной оптимизации [7]:

– задача о кратчайший путь;
– задача о минимальной остовное дерево;
– задача Штейнера о минимальное дерево, содержащее все вершины;
– задача коммивояжера.

Деревья

Через 10 лет в 1869 году, независимо от Кэли, французский математик Камиль Жордан 
занимался исследованиями деревьев как объекта чистой математики. При этом Жордан ис-
пользовал термины теории графов «вершина» (фр. sommet) и «ребро» (фр. arête), но вместо 
термина «граф» было «соединение ребер» (фр. assemblage d’arêtes) или просто «соединение» 
(фр. assemblage). Рисунки Жордан не использовал [10]. При этом Жордан не подозревал о зна-
чении своего открытия для органической химии [2, с. 16].

Задача о четырех красках

«Задача (или уже теорема) о четырех красках» – самое известное в мире утверждение из те-
ории графов (а может быть, и во всей математике), долгий период не поддающееся доказатель-
ству (а может, так и не доказанное). Эту легендарную простейшую головоломку в течение пяти 
минут может объяснить любой математик любому прохожему, после чего они оба, прекрасно 
понимая проблему, решить ее не смогут! Теорема о четырёх красках имеет легендарную исто-
рию, интересную и иногда непонятную [2, с. 17; 4, с. 97–98]:

– имеются неподтвержденные сообщения, что Августу Мёбиусу эта проблема была извест-
на в 1840 году;

– точно известно, что Фрэнсис Гатри, южноафриканский математик и ботаник, 23 октября 
1852 года сообщил шотландскому математику и логику Августу де Моргану о данной пробле-
ме, после чего велись обсуждения в узких кругах математиков и дилетантов;

– историческая публикация 1879 года с объяснением проблемы [11];
– в 1976 году американские математики осуществили первое компьютерное доказательство 

теоремы о четырех красках.
«Задача о четырех красках» решается с помощью математического моделирования графом, 

вершины которого «раскрашиваются» в различные цвета.
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В течение свыше сотни лет (1852–1976) рост и развитие теории графов задавалось в основ-
ном проблемой четырех красок. Наконец, первое ее решение (компьютерное) в 1976 году – по-
воротный момент истории теории графов, теория графов стала дальше развиваться как осно-
ва современной прикладной математики [12, с. vii].

Раскраска графов

Раскраска графов – метод моделирования для решения различных проблем во многих при-
кладных областях [7]:

– распределение радиочастот;
– хранение химических веществ;
– составление расписаний;
– распределение регистров в микропроцессорах;
– политическая картография;
– окраска соединительных проводов;
– минимизация расписаний;
– распараллеливание численных методов;
– вычисление производных;
– прочие применения.

Выводы

Вышеприведенные шесть «открытий» теории графов укладываются в следующие законо-
мерности.

После первой статьи Эйлера по теории графов (1736) до второй статьи (1847) прошло более 
100 лет, причем вторая статья по электрическим цепям использовала простейший вид гра-
фов – деревья. Это говорит о невостребованности теории графов на первоначальном этапе ее 
развития: Эйлер опередил свое время более чем на 100 лет.

В половине (3 случая из 6) «открытий» были использованы только простейшие виды гра-
фов – деревья. Причем деревья возникали при исследованиях в научных областях: электриче-
ские цепи, химические изомеры и чистая математика. Начинать с простейшего закономерно 
для возникновения нового научного направления.

В трех остальных случаях возникли более сложные, чем деревья, структуры теории графов. 
Причем эти направления теории графов появились в результате решения логических голово-
ломок, игр, здесь теория графов возникала из занимательной математики.

Следует также отметить, что все возникшие направления теории графов получили не толь-
ко теоретическое развитие, но и многочисленное прикладное применение.
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УДК 378

ВИЗУАЛИЗАЦИЯ УЧЕБНОЙ ИНФОРМАЦИИ КАК СРЕДСТВО АКТИВИЗАЦИИ 
УЧЕБНО-ПОЗНАВАТЕЛЬНОЙ ДЕЯТЕЛЬНОСТИ СТУДЕНТОВ

Академия ФСО России, Орёл

Н. Н. Морозова, Л. К. Проскурякова

Аннотация. В статье актуализирована необходимость визуализации информации при 
изучении математических дисциплин в техническом вузе. Обосновано значение визуали-
зации с целью активизации учебно-познавательной деятельности обучающихся. Изложе-
ны используемые авторами отдельные методические приемы повышения наглядности и 
доступности при изучении теоретического материала, его систематизации и обобщения, 
выполнении практических заданий. Продемонстрирована возможность различных спо-
собов визуализации учебного материала для улучшения качества его усвоения.
Ключевые слова: визуализация, наглядность, доступность, учебно-познавательная дея-
тельность, математическая подготовка, символическая запись, схематизация, структури-
рование информации, блок-схема, мини-конспект.

«Современные темпы развития науки и техники таковы, что в силу быстрого изменения 
конкретных условий работы делается невыгодным готовить узких специалистов. Сейчас все 
больше растет потребность в специалистах, которые могут быстро ориентироваться при из-
менении ситуации, способных правильно оценивать происходящие изменения, приводящие 
иной раз к качественно совершенно новым явлениям» [8]. Одним из реальных показателей 
готовности выпускника технического вуза к предстоящей профессиональной деятельности 
является уровень его математической подготовки. Однако констатируется, что «…школьная 
математическая подготовка студентов слабая. К напряженной работе интеллекта они не приу-
чены» [2]. Данный факт ставит перед необходимостью поиска способов, приемов активизации 
учебно-познавательной деятельности студентов. В этой связи мы разделяем мнение М. Е. Сте-
панова о том, что чрезвычайно важным моментом в процессе преподавания математики явля-
ется достижение максимальной наглядности [9].

В психологии различают «три вида мышления: 1) наглядно-действенное, 2) наглядно-об-
разное и 3) теоретическое (отвлеченное, понятийное) … В сложных мыслительных действиях 
взрослого имеются элементы всех трех видов мышления, но какой-то из них обычно преобла-
дает» [11]. Очевидно, что «значение визуальных, в том числе графических, образов особенно 
велико для людей с преобладающим наглядно-образным типом мышления» [3].

Ж. Адамар в своей работе «Исследование психологии процесса изобретения в области ма-
тематики» приводит фрагмент адресованного ему А. Эйнштейном письма. Эйнштейн писал 
о себе: «Слова, написанные или произнесенные, не играют, видимо, ни малейшей роли в ме-
ханизме моего мышления. Психическими элементами мышления являются некоторые, более 
или менее ясные, знаки или образы, которые могут быть «по желанию» воспроизведены и 
скомбинированы» [1]. В этой же работе Ж. Адамар пишет: «Аристотель считал, что мы не мо-
жем думать без образов» [1].

По мнению Дж. Брунера, обычно мы запоминаем яркие факты, схемы, рисунки, формулы, 
которые выражают основное содержание материала, т. е. являются его опорными пунктами [4]. 

Специфика математических дисциплин обусловливает тот факт, что использование визуа-
лизированной информации при их преподавании углубляет понимание студентами учебного 
материала, облегчает его восприятие, улучшает запоминание, стимулирует интерес, мотива-
цию и, как следствие, способствует повышению качества математической подготовки. «Мате-
матика – наука для глаз, а не для ушей» считал К. Ф. Гаусс (цитируется по [7]).
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В учебном процессе по математике в техническом вузе визуализация информации дости-
гается за счет использования формул, графиков, структурно-логических схем, блок-схем, чер-
тежей, таблиц и т. п. При этом наглядное, лаконичное, выразительное представление учебной 
информации должно сочетаться с соблюдением необходимой научной строгости, последова-
тельности, оптимальности, системности, унификации, акцентирования на основных смысло-
вых моментах, использования устойчивых привычных ассоциаций. Важнейшим требованием 
также является обеспечение для обучающихся психолого-физиологической комфортности и 
положительной эмоциональности при восприятии и последующем использовании ими ин-
формации [3, 6]. 

Проанализируем некоторые используемые нами приемы визуализации учебной информации.
При решении текстовых задач, как правило, целесообразно по результатам анализа условия 

представлять их схематическую запись, более удобную для последующего использования и в 
то же время достаточно наглядную. Для такой записи задач характерно: широкое использова-
ние разного рода обозначений, символов, рисунков; четкая фиксация всех значимых условий 
и требований задачи; исключение из рассмотрения имеющихся в тексте задачи подробностей, 
несущественных для решения [10].

В аналитической геометрии достаточно большие затруднения у обучающихся вызывает 
решение задачи следующего содержания: «Составьте каноническое уравнение гиперболы, 

имеющей вершины в фокусах эллипса 
2 2

1,
225 289
x y

+ =  а фокусы – в его вершинах.» Для облег-
чения ориентации в работе с уравнениями эллипса и гиперболы обучающимся дается реко-
мендация записать параметры этих кривых с пометками, отражающими вид кривых; возмож-
но, также сделать небольшой графический набросок, иллюстрирующий их заданное взаимное 
расположение. Анализ условия задачи позволяет констатировать, что полуоси эллипса связа-
ны соотношением: 15 17,a b= < =ýë ýë  следовательно, фокусы эллипса, а значит, и вершины 
гиперболы лежат на оси ,Oy  т. е. Oy  – действительная ось гиперболы, а значит, ее канониче-

ское уравнение имеет вид 
2 2

2 2 1.y x
b a

− =
ãèï ãèï

 Далее, согласно условию, символьно фиксируются со-

отношения между параметрами рассматриваемых кривых: ,b c=ãèï ýë  .c b=ãèï ýë  Остается, ис-
пользуя известные формулы для квадратов полуфокусных расстояний эллипса и гиперболы: 

2 2 2c b a= −ýë ýë ýë  ( ),b a>ýë ýë  2 2 2 ,c a b= +ãèï ãèï ãèï  найти квадраты полуосей искомой гиперболы и соста-
вить ее каноническое уравнение.

Краткая запись формулировки данной задачи может быть символически представлена сле-
дующим образом.

Дано: 
2 2

1;
225 289
x x

+ =  ,b c=ãèï ýë  .c b=ãèï ýë  Составить: 
2 2

2 2 1.y x
b a

− =
ãèï ãèï

Очевидно, без предлагаемого предварительного анализа задачи такая ее исчерпывающая 
символическая запись, которая фактически дает план решения, была бы невозможна.

Нередко анализ условия задачи полезно сопровождать рисунком. Например, в задаче из 

теории функций комплексного переменного: «Вычислите интеграл 2

sin
4 ,

1

z
dz

z

π

Γ −∫  где : 1 1zΓ − = ». 

Подынтегральная функция 2

sin
4

1

z

z

π

−
 не определена в точках 1.z = ±  Изображение контура ин-

тегрирования ,Γ  представляющего собой окружность с радиусом, равным 1, и центром в точ-
ке 0 1,z =  позволяет сразу увидеть, что одна из точек 1z = ±  есть центр этой окружности, а 
другая – лежит вне окружности (рис. 1).
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Такой визуализированный анализ приводит к выводу о необходимости записи подынте-
гральной функции в виде произведения двух сомножителей:

	
( )( )

sin sin 14 4 ,
1 1 1 1

z z

z z z z

π π

= ⋅
+ − + −

первый из которых является функцией, аналитической в круге 1 1.z − ≤  Дальнейшее решение 
сводится к применению интегральной формулы Коши:

	

1

sin sin 24 42 .
1 1 1 2

z

z zdz i i
z z z

π π

π π
Γ

=

 
 

⋅ = = + − + 
 

∫

При решении геометрических или практико-ориентированных задач схематическое вы-
полнение рисунка или чертежа той фигуры, которая рассматривается в задаче, полезно выпол-
нять с использованием обозначений, указанных в условии задачи или специально введенных, 
исходя из обеспечения удобства их последующего использования.

Так, для обеспечения рационального решения задач на составление уравнения плоскости, 
проходящей через заданную точку перпендикулярно двум заданным плоскостям (рис. 2 а), 
или плоскости, проходящей через заданную точку 0M  и, например, ось Ox  (рис. 2 б), целесо-
образно рекомендовать обучающимся схематически, согласно условию задачи, выполнить ри-
сунок и, взяв на искомой плоскости α  произвольно точку M  с текущими (переменными) 
координатами рассмотреть три соответствующих компланарных вектора, для одного из кото-
рых произвольно взятая точка служит концом. Далее им остается, применяя метод составле-
ния уравнения плоскости, который базируется на использовании условия компланарности 
векторов, составить требуемое уравнение.

Для облегчения понимания и усвоения обучающимися сложного понятия математического 
анализа «предел функции в точке» его введение осуществляется поэтапно и соответствующим 
образом визуализируется. Вначале с использованием компьютерного проектора обучающим-

Рис. 1

                                               а)                                                                       б)
Рис. 2. Векторный метод составления уравнения плоскости
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ся пошагово с подробными комментариями демонстрируется (без фиксации в конспектах) 
графическая интерпретация понятия предела (рис. 3) в той последовательности, в которой это 
понятие словесно формулируется. 

Затем уже для записи в конспектах определение предела функции формулируется в раз-
вернутой текстовой форме и дублируется компактной, а потому более наглядной, записью с 
использованием логических символов: 

	
0

0

0

( ) ( ) ( )

lim ( ) ( 0) ( 0) : ( : 0 ) ( ) .
x x

x X U x f x U a

f x a x X x x f x a

εδε

ε εε δ δ ε
→

∀ ∈ ∈

 
 

= ⇔ ∀ > ∃ > ∀ ∈ < − < ⇒ − < 
  
 





 

	 (1)

После чего студентам повторно предлагается графическая интерпретация понятия преде-
ла, но рисунок в этом случае заносится в конспекты и, как и в первом случае, его демонстрация 
осуществляется в динамике и сопровождается озвучиванием соответствующих фрагментов 
определения.

Во всех случаях определение предела дается не только на языке «ε δ− », но и на более на-
глядном и понятном для обучающихся языке «окрестностей».

По аналогичной схеме вводятся понятия предела функции при x →∞  и бесконечно боль-
шой функции; понятие бесконечно малой функции рассматривается как частный случай 
функции, имеющей конечный предел.

Осуществляемый нами наглядный сопоставительный анализ понятий конечного предела 
функции (1) и непрерывности функции в точке (2), представляемых в символьной форме, по-
зволяет обучающимся без труда выявить общее и существенно особенное в этих понятиях, 
принципиально разводя их и глубже осознавая.

	 ( ) ( )
( )

0

0 0

0 0 0

( ) ( ) ( )

lim ( ) ( 0) ( 0) : ( : ) ( ) .
x x

x X U x f x U f x

f x f x x X x x f x f x

εδε

ε εε δ δ ε
→

∀ ∈ ∈

 
 

= ⇔ ∀ > ∃ > ∀ ∈ − < ⇒ − < 
  
 





	 (2)

В целях обеспечения формирования у обучающихся умения четко аргументировать все 
этапы доказательства теорем и в ходе ответа убедительно демонстрировать это умение мы 
рекомендуем при записи доказательства выполняемые математические выкладки дополнять 
необходимыми объяснениями, фиксируя их в кратком, символизированном виде непосред-
ственно под знаками равенства, следования, тождественности, способствуя тем самым лучше-

Рис. 3. Графическая интерпретация определения 
0

lim ( )
x x

f x a
→

=
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му восприятию и пониманию этих объяснений, поскольку «восприятие объектов облегчается, 
если они расположены в определенной системе, требующей минимальных усилий со стороны 
органов чувств. Восприятие объектов, расположенных хаотически, осуществляется неохотно» 
[5, с. 59].

Совершенствованию владения обучающимися универсальными приемами решения спо-
собствует представление этих приемов в обобщенной символьной форме. Так, в целях унифи-
кации приема раскрытия неопределенности вида [1 ]∞  целесообразно, проанализировав со-
вместно с обучающимися структуру формулы второго замечательного предела, предложить, 
например, следующую наглядную краткую и, вместе с тем, исчерпывающую форму записи ре-
ализации этого приема:

[ ] ( ) ( )
( )

( )1 1
( ) ( ) 0

0

0 0 0

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )

( )
lim lim

lim ( ) 1 lim 1 ( ) lim 1 ( ) ,
x xx x

x x

x x x x
x x

x

x x x x x x
f x x x e

α α

α φ α φ
α φ

φ α α
→

→∞

→ → →

   
 = = + = + =           

где ( )xα  – б. м. ф. при 0.x x→

Рис. 4. Классификация точек разрыва функции ( )f x
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Одним из эффективных в плане усвоения учебной информации является ее представление 
в виде блок-схем или таблиц. На рис. 4 представлена блок-схема, отражающая классификацию 
точек разрыва функции. Ее использование позволяет лучше усвоить характерные особенно-
сти точек разрыва различного вида и облегчает выполнение исследования функций на непре-
рывность и разрыв.

Визуализация учебной информации находит эффективное применение при подведении 
итогов учебных занятий. Например, процесс раскрытия основных видов неопределенностей с 
использованием правила Лопиталя можно обобщить, наглядно представив в следующем схе-
матизированном виде (рис. 5):

Нами установлено, что эффективному усвоению учебного материала способствует созда-
ние обучающимися авторских мини-конспектов как одной из возможных форм его рекон-
струкции – представления в видоизмененной, но не искаженной наглядной форме, с исполь-
зованием приемов обобщения, конкретизации, структурирования, логической связности, 
соотнесения, акцентирования значимых смысловых элементов и т. п. Мини-конспекты со-
держат графики, рисунки, схемы. В отдельных случаях они представляют собой развернутый 
план изложения отдельного учебного вопроса. Одним из требований, предъявляемых нами к 
созданию обучающимися таких конспектов, является обязательная минимально достаточная 
и по содержанию, и по форме представления аргументация излагаемых теоретических поло-
жений. Как правило, мини-конспект представляет собой ответ на один из учебных вопросов 
программы. Мы рекомендуем располагать каждый мини-конспект на отдельной странице 
(или, в крайнем случае, на отдельном развороте листа). Таким образом обеспечивается целост-
ность зрительного восприятия представленной в конспекте информации, а потому лучшее ее 
запоминание, а также последующее воспроизведение и практическое использование. Табл. 1 
представляет собой пример мини-конспекта по вопросу «Основные виды дифференциальных 
уравнений первого порядка, методы их решения». Создание подобных мини-конспектов, яв-
ляющихся результатом индивидуально-творческого переосмысления и переработки учебного 
материала, развивает у обучающихся математическую культуру, навыки самостоятельной по-
знавательной деятельности.

Знакомя обучающихся с различными приемами и способами смысловой визуализирован-
ной переработки учебной информации, мы целенаправленно стремимся к формированию у 
них умений самостоятельно выполнять подобную трансформацию, свертку информации для 
обеспечения максимальной личностной комфортности и результативности последующей ра-
боты с ней, что способствует активизации учебно-познавательной деятельности и реальному 
повышению уровня математической подготовки.

Рис. 5. Раскрытие неопределенностей с использованием правила Лопиталя
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1. ДУ с разделенными переменными:
( ) ( ) 0M x dx N y dy+ =

Почленно интегрируем ДУ:
( ) ( )M x dx N y dy C+ =∫ ∫

2. ДУ с разделяющимися переменными:
1 1 2 2( ) ( ) ( ) ( ) 0M x N y dx M x N y dy⋅ + ⋅ =

Разделяем переменные:
1 2: ( ) ( ) 0N y M x⋅ ≠ . [2] [1]→

3.
Однородное ДУ: yy f

x
 ′ =  
 

Применяем подстановку:

( )
.

y tx dty x t
t t x dx
= 

′⇒ = += 
 [3] [1]→

4. Линейные ДУ
4.1. Линейное однородное ДУ: ( ) 0y p x y′ + = [4.1] [1]↔
4.2. Линейное неоднородное ДУ:

( ) ( )y p x y q x′ + =
1) Применяем подстановку:

( ), ( )
y uv du duy v v
u u x v v x dx dx
=  ′⇒ = += = 

2) Выбираем функцию 

( ):v v x=  

[ ]0 2

( ) ( )du dvv u p x v q x
dx dx

= ↔

 + + = 
 


3) Подставляем найденную функцию
( )v v x=  ( 0)C =  в уравнение

[ ]( ) 2 ,duv q x
dx

= ↔  находим ( , ).u u x C=

4) Записываем ОР ДУ: y uv=
4.3. Линейное неоднородное ДУ ( ( )):x x y=

 ( ) ( )x p y x q y′ + =
Применяем подстановку:

( )
( ), ( )

x x y du dvx v u
u u y v v y dy dy
=  ′⇒ = += = 
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УДК 004, 378

ВОЗМОЖНОСТИ ИСПОЛЬЗОВАНИЯ ЦИФРОВЫХ ТЕХНОЛОГИЙ 
В НРАВСТВЕННОМ ВОСПИТАНИИ СТУДЕНТОВ

Калужский государственный университет им. К. Э. Циолковского

А. Ю. Никитин

Аннотация. В современной системе высшего образования большое внимание уделяется 
решению воспитательных задач. Нравственное воспитание студентов в условиях панде-
мии требуют использование новых форм и способов, складывающихся в условиях циф-
ровизации образования. В статье рассматриваются роль и возможности использования 
цифровых технологий в реализации воспитательных задач в современном вузе на примере 
опыта Калужского государственного университета им. К.Э. Циолковского. Цифровые тех-
нологии могут быть широко использованы в воспитательном процессе на занятиях, в ор-
ганизации самостоятельной работы и проектировании профессиональной деятельности.
Ключевые слова: воспитание, образование, цифровые технологии, нравственные ценно-
сти, патриотизм, гражданственность, культурные традиции, образовательные програм-
мы, воспитательные задачи, самостоятельная работа студентов.

Введение

На современном этапе развития отечественной системы высшего образования в Россий-
ской Федерации значительное внимание уделяется вопросам воспитания. Федеральный закон 
от 31 июля 2020 г. N 304-ФЗ «О внесении изменений в Федеральный закон «Об образовании в 
Российской Федерации» по вопросам воспитания обучающихся» определяет процесс воспи-
тания как деятельность, направленная на развитие личности, создание условий для самоопре-
деления и социализации обучающихся на основе социокультурных, духовно-нравственных 
ценностей и принятых в российском обществе правил и норм поведения в интересах человека, 
семьи, общества и государства, формирование у обучающихся чувства патриотизма, граждан-
ственности, уважения к памяти защитников Отечества и подвигам Героев Отечества, закону и 
правопорядку, человеку труда и старшему поколению, взаимного уважения, бережного отно-
шения к культурному наследию и традициям многонационального народа Российской Феде-
рации, природе и окружающей среде [6].

Основная часть

В данном законе сформулированы общие требования к организации воспитания обуча-
ющихся. Так, предполагается внести в Федеральный Закон от 29 октября 2012 года № 273 ФЗ 
«Об образовании в Российской Федерации» статьи 12. В данной статье говорится том, что 
«воспитание обучающихся при освоении ими основных образовательных программ в орга-
низациях, осуществляющих образовательную деятельность, осуществляется на основе вклю-
чаемых в образовательную программу рабочей программы воспитания и календарного плана 
воспитательной работы, разрабатываемых и утверждаемых разрабатываемых и утверждае-
мых такими организациями самостоятельно [5].

Следовательно, актуальность проблемы использования информационных технологий в 
процессе обучения и воспитания студентов, в том числе нравственного, не вызывает сомнения: 
во-первых, цифровизация современной жизни нередко вступает в противоречие с природой 
человека, его творческим началом; во-вторых, компьютер стал реальным способом установле-
ния межнациональной и межкультурной коммуникации, но он же отвоевывает право у лично-
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сти на свое Я, установив над нею в определенной степени свою власть; в-третьих, компьютер 
прочно вошел в число средств и технологий образования, однако не всегда гуманитарному и 
психолого-педагогическому аспектам его использования уделяется должное внимание, и мы 
видим, что эта проблема тесно связана с проблемами здоровья и воспитания. Информатиза-
ция образовательного пространства существенно влияет на результативность воспитательного 
процесса при соблюдении педагогических требований, технологий, направленных на развитие 
личности, творческого мышления и положительной мотивации поведения [4].

В условиях пандемии COVID-19 существенно активизировалось применение цифровых 
технологий в области образования. Телекоммуникационные средства сети интернет способны 
не только расширять возможности, но и менять привычный смысл образования как передачи 
знаний. Одно из главных таких изменений – переход от репродуктивного усвоения инфор-
мации к интерактивным и продуктивным формам обучения, обусловленным интеграцией 
новейших педагогических технологий с цифровыми технологиями. Развитие дистанционных 
форм обучения, как показала практика, невозможно без формирования таких качеств лично-
сти, как ответственность, организованность, самостоятельность, стремление к саморазвитию, 
повышению своего профессионального уровня. 

Рассматривая образовательное пространство как воспитывающую студента среду в со-
вокупности взаимодополняющих уровней – от воспитательного пространства личности до 
мирового воспитательного пространства, необходимо разработать научно-педагогическую 
базу применения цифровых технологий, позволяющих преподавателю и студенту находить 
жизненные примеры, достойные интереса и подражания, включаясь в восприятие и анализ 
нравственных ситуаций.[4] В процессе решения этой задачи хорошо зарекомендовали себя 
различные мероприятия, пробуждающие любовь к родной земле, дому, Отечеству, природе, 
в том числе тематические посещения музеев, памятных мест в форме виртуальных экскур-
сий. Возможность интеграции динамического зрительного ряда, текстового сопровождения, 
музыки позволяет усилить действенность решения воспитательных задач. К такому выводу 
позволяет прийти анализ опыта решения воспитательных задач, накопленный кафедрой Ин-
форматики и информационных технологий и кафедрой истории КГУ им. К. Э. Циолковско-
го за время дистанционного обучения в 2020–2021 учебном году. На занятиях по истории и 
культурологи обычно используются рассказы и беседы о культуре и быте народа, его истории 
в целях духовно-нравственного воспитания студентов на народных традициях. Использова-
ние компьютерных программ позволяет заметно ускорить исследование окружающего про-
странства, ближе и целенаправленнее знакомиться с разнообразием архаических технологий 
ремесел, рукоделий и их сущностью, ощутить истоки эстетики народных традиций, празд-
ников, получить картину трудовой жизни родителей, дедов и бабушек, дальних предков. При 
их подготовке и проверке цифровые технологии дают большие возможности для образного 
представления. Таким образом, цифровые технологии открывают преподавателям творческий 
простор для приближения студентов к истокам культур различных народов [2].

Эффективность преподавания исторических дисциплин заметно усиливается реализацией 
комплексных активных методов технологического образования. В результате такой методиче-
ской организации занятий, исследовательской работы деятельность студентов направляется 
на освоение умений использовать возможности компьютера как средства, способного созда-
вать рисунки, творчески преобразовывать их в соответствии с собственным замыслом.

Использование цифровых технологий расширяет творческие возможности не только в 
рамках учебного времени, но и при проведении различных мероприятий, связанных с изуче-
нием археологических памятников, архаичных ремесел и промыслов. В краеведческой работе 
приходится собирать, обрабатывать, воспроизводить большой объем информации, при этом 
возможности цифровых технологий трудно переоценить [3, С. 110].
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Студентами могут выполняться информационные поисковые проекты, предполагающие 
сбор и анализ информации, подготовку к выступлению и защиту проекта. Во время рабо-
ты над проектом происходит вовлечение студентов в коллективную и личностно ориентиро-
ванную деятельность, которая позволяет им учиться на собственном опыте и опыте других, 
знакомство с материальными и духовными достижениями мировой цивилизации, что суще-
ственно влияет на нравственный облик студента.

Самостоятельная работа студентов играет важную роль в формировании у них патриотиз-
ма, трудолюбия и ответственности. При подготовке воспитательных мероприятий к 75-летию 
Победы в Великой Отечественной войне студентами активно применялись цифровые техно-
логии: 1) ИКТ-среды (прежде всего базы данных, базы знаний: распределенные и интегриро-
ванные базы знаний); 2) интеллектуальные экспертно-обучающие системы; 3) системы муль-
ти- и гипермедиа, системы виртуальной реальности; 4) электронные библиотеки; 5) средства 
телекоммуникаций.[1]

Собрать и обобщить народные гуманистические традиции как основу нравственного вос-
питания, внедрить их в различные стороны студенческой жизни, превратить в эффективное 
средство воспитания нравственной личности – одна из важнейших задач высшей школы. 

Заключение

Таким образом, использование разнообразных средств и методов, в том числе цифровых 
технологий, позволяет реализовывать личностно-ориентированный, индивидуализирован-
ный подход в воспитании, включая студента в активное восприятие мирового информацион-
ного пространства, дающего возможность знакомиться с объектами культуры, сравнивать их, 
анализировать, выбирать и на этой основе формировать нравственные ценности.

Преподавание информатики в высшей школе должно сосредоточить основные усилия на 
решение этих задач (создать условия для решения воспитательных задач).
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Аннотация. Рассмотрены примеры мероприятий внеаудиторной работы со студентами: 
соревнования по информатике и программированию, которые регулярно проводятся фа-
культетом ПММ в рамках Международных конференций «Актуальные проблемы при-
кладной математики, информатики и механики». Проведение этих мероприятий способ-
ствует интеллектуальному развитию личности и профессиональной состоятельности.
Ключевые слова: студенческие соревнования и их призеры, студенческий директорат, 
вузы г. Воронежа – участники мероприятий, проводимых в рамках Международных кон-
ференций «Актуальные проблемы прикладной математики, информатики и механики».

Соревнования по информатике и программированию проводятся в рамках Международ-
ной научно-технической конференции «Актуальные проблемы прикладной математики, ин-
форматики и механики» ежегодно, начиная с 2013 года [1–3]. Эти соревнования стали не только 
доброй традицией их организатора – факультета прикладной математики, информатики и ме-
ханики Воронежского государственного университета, но и платформой подготовки будущих 
квалифицированных специалистов в области современных информационных технологий.

Соревнования первокурсников воронежских вузов 2020 года были проведены факульте-
том ПММ ВГУ при поддержке DSR Corporation, президент которой Пешков А. В. является 
выпускником факультета ПММ ВГУ.

Соревнования проходили 2 декабря 2020 года в удаленном online режиме. Вся необходи-
мая информация была размещена за 10 дней до начала состязаний на сайте факультета ПММ 
ВГУ. Олимпиадные задания были выставлены 2 декабря в 11 часов, их по указанной ссылке 
можно было скачать и до 13 часов 2 декабря отправить заполненный бланк ответов на почту 
olimpidapmm@yandex.ru. После этого времени работы соревнующихся не принимались.

Перечислим вузы, первокурсники которых активно участвовали в соревнованиях:
Воронежский государственный педагогический университет (ВГПУ),
Воронежский государственный технический университет (ВГТУ),
Воронежский государственный университет (ВГУ),
Воронежский государственный университет инженерных технологий (ВГУИТ),
Воронежский институт высоких технологий (ВИВТ),
Военный учебно-научный центр Военно-воздушных сил «Военно-воздушная академия 

имени Н. Е. Жуковского и Ю. А. Гагарина» (ВУНЦ ВВС «ВВА»),
Тамбовский государственный технический университет (ТГТУ).
В соревнованиях первокурсников участвовали 105 человек. Количество участников каж-

дого вуза приведено в табл. 1
Среди соревнующихся было 30 девушек и 75 юношей.
Наиболее успешно в соревнованиях первокурсников выступили студенты факультета при-

кладной математики, информатики и механики ВГУ.
Победил в соревнованиях первокурсник факультета ПММ ВГУ
Протопопов Александр с результатом 35 баллов.
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На один балл от него отстали
Молодая Анна и Лысенко Ростислав,

обучающиеся на факультете ПММ ВГУ.
На третье место с результатом 33 балла вышли три первокурсника:
Скофенко Кирилл (факультет компьютерных наук, ВГУ)
Шерстяных Максим (ВУНЦ ВВС «ВВА»),
Конюхова Дарья (факультет прикладной математики, информатики и механики, ВГУ).
Средний балл участников соревнований каждого вуза представлен в табл. 2.

Таблица 2
Средний балл по вузам

Наименование вуза Средний балл
ВГПУ 19,583
ВГТУ 13
ВГУ 22,506
ВГУИТ 17,333
ВИВТ 2
ВУНЦ ВВС «ВВА» 10
ТГТУ 3

Представим лучших участников соревнований в своих вузах. На один балл меньше, чем 
результат призеров, занявших 3 место, показали 10 студентов факультета ПММ ВГУ.

Коробова Ульяна
Прысенко Дмитрий
Дудкин Илья
Волченко Сергей
Алперин Андрей
Прядченко Георгий
Серов Николай
Гладких Яна
Казанин Андрей
Корнеева Виктория

и три первокурсника ВУНЦ ВВС «ВВА»
Потемин Сергей
Пятин Дмитрий
Сыромятников Евгений.

Таблица 1
Распределение участников по вузам

Наименование вуза Количество участников
ВГПУ 12
ВГТУ 2
ВГУ 73
ВГУИТ 3
ВИВТ 2
ВУНЦ ВВС «ВВА» 10
ТГТУ 3
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Результат лучшего первокурсника ВГУИТ
Бухарина Николая

составляет 26 баллов.
Среди студентов ВГПУ наибольшее количество баллов 29 получил
Акулов Олег.
Первокурсник 
Осипов Евгений

был лучшим среди студентов ВИВТ. Его результат 26 баллов.
Лучший результат среди своих сокурсников ВГТУ 18 баллов показал
Остапенко Владимир.
Лучший результат 11 баллов среди первокурсников ТГТУ, участвующих в соревнованиях 

первокурсников воронежских вузов, достигли
Попов Алексей и Потапов Вадим.
Большую роль в организации и проведении соревнований первокурсников вузов г. Воро-

нежа оказал студенческий оргкомитет, состоящий в основном из старшекурсников кафедры 
математического обеспечения ЭВМ факультета ПММ ВГУ.

Студенческий оргкомитет олимпиады первокурсников:
Сырых Александр, председатель оргкомитета, 4 курс, кафедра МО ЭВМ,
Усков Даниил, 4 курс, кафедра МО ЭВМ,
Байбородов Серафим, 4 курс, кафедра МО ЭВМ,
Коток Игорь, магистрант кафедры МО ЭВМ,
Кракова София, 3 курс, кафедра МО ЭВМ,
Рябых Ирина, 3 курс, кафедра МО ЭВМ,
Бондаренко Олег, 3 курс, кафедра математических методов исследования операций.
Заметим в заключение, что проведение студенческих соревнований закрепляет интерес 

студентов к получаемой профессии, способствует развитию творческой личности, расширяет 
информационно-образовательное пространство.
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УДК 514.853

О ПРОБЛЕМАХ ПРЕПОДАВАНИЯ МАТЕМАТИЧЕСКИХ ДИСЦИПЛИН 
В УСЛОВИЯХ СМЕШАННОГО ОБУЧЕНИЯ И СПОСОБАХ ИХ РАЗРЕШЕНИЯ

Балтийский федеральный университет имени И. Канта, г. Калининград

В. Н. Худенко, Г. В. Квитко, Н. В. Персичкина, С. А. Дёмин

Аннотация. Рассматриваются проблемы, возникающие при преподавании математиче-
ских дисциплин в условиях смешанного обучения (одновременное применение очного и 
дистанционного форм обучения) характерные для учебного процесса в Балтийском фе-
деральном университете им. И. Канта, а также рекомендации по авторов по разрешению 
этих проблем.
Ключевые слова: дистанционное обучение, очное образование, образовательный ресурс, 
электронные ресурсы, динамическая визуализация.

В настоящее время уже накоплен небольшой опыт по преподаванию в смешанном фор-
мате. В Балтийском федеральном университете, при множестве используемых отдельными 
преподавателями предпочитаемых программ для дистанционного обучения, основной реко-
мендованной программой является Microsoft Teams. С точки зрения авторов она имеет ряд 
преимуществ: во-первых, кроссплатформенность, во-вторых, не очень требовательна к ресур-
сам, достаточно легка в установке.

Одно из неоспоримых достоинств – MS Teams позволяет успешно обеспечивать коммуни-
кацию между преподавателем и студентами, как во время занятий, так и в другое время; дает 
возможность получить консультацию, рекомендацию или иную информацию от преподавате-
ля, фактически берет на себя часть функций социальных сетей.

Другим достоинством данного способа работы со студентами является почти полное от-
сутствие ограничений по количеству слушателей и времени проведения занятий. Кроме того, 
при запланированном занятии осуществляется возможность присоединения слушателей, 
не зарегистрированных в корпоративной сети (по гостевой ссылке), что, например, широко 
практикуется при проведении консультаций для абитуриентов университета, при подготовке 
к внутренним вступительным испытаниям. Недостаток такого способа присоединения к ко-
манде – отсутствие возможности присылать файлы в чат - одним из авторов настоящей статьи 
решается размещением различных материалов на портале университетских образовательных 
ресурсов с возможностью гостевого доступа.

Очевидный факт, что для чтения удаленных лекций требуется более тщательная подго-
товка и владение преподавателями дополнительными компетенциями. Но дополнительные 
компетенции позволяют значительно улучшить усвоение материала, привлечь и удержать 
внимание студентов. Так можно, например, предварять новую тему анимированной застав-
кой, выполненной в стиле «матрицы» и с музыкальным сопровождением. Для этого авторы 
используют приложение Adobe After Effect c последующим применением любого видео редак-
тора (для перекодировки в популярные форматы видео).

Более серьезный результат дает применение учебных анимированных видео роликов, соз-
данных в программе Adobe Animate, с последующим применением Adobe Media Encoder. До 
недавнего времени достаточно было применять одну лишь программу Adobe Animate и демон-
стрировать анимации с расширением .swf, но с 10 января текущего года прекращена поддерж-
ка соответствующего плеера. С помощью приведенного программного обеспечения имеется 
возможность создавать анимационные видео-ролики в высоком разрешение. В результате 
студенты значительно лучше усваивают такой материал, видя развитие процесса в динамике, 
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а размещенные видео ролики в разделе «учебные материалы» команды в Microsoft Teams мож-
но смотреть неоднократно. Приведем два примера кадров таких видео материалов. 

Первый из них пример введения сферической системы координат. На рис. 1–3 представле-
ны кадры такой анимации, полностью ознакомиться с видео можно на канале одного из авто-
ров по ссылке:  https://www.youtube.com/channel/UCICd1ydh1XxiW_wyCjbp81A 

Рис. 1. Сферическая система координат 
(кадр 1)

Рис. 2. Сферическая система координат 
(кадр 2)

Рис. 3. Сферическая система координат (кадр 3)

Второй пример – анимационный видеоролик, объясняющий, в чем заключается геометри-
ческий смысл частной производной функции двух переменных. Как и предыдущий материал, 
данный ролик доступен к просмотру на видеохостинге YouTube. Статистика показывает, что 
учащиеся его используют в обучении: за три года более 18000 просмотров.

Рис. 4. Геометрический смысл ч. производной 
(кадр 1)

Рис. 5. Геометрический смысл ч. производной 
(кадр 2)
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Следует отметить, что анимационные ролики сопровождаются звуковыми комментария-
ми автора и также доступны при неоднократном прослушивании. Такое использование ауди-
овизуальных материалов оставляет хороший след в зрительной памяти обучающихся и запо-
минается надолго. 

Важное достоинство – возможность использования внешних образовательных ресурсов, 
образовательных платформ, электронных библиотек и т. д.

Одной из проблем, возникающих при использовании приложения Microsoft Teams, явля-
ется слабый функционал встроенной электронной доски. Авторы решают эту проблему с по-
мощью графического планшета и программы Microsoft Whiteboard, что позволяет копировать 
через буфер обмена заранее подготовленные графические материалы и отдельные формулы, 
задания, осуществлять рукописные математические выкладки и доказательства. Студенты, в 
свою очередь, могут писать на встроенной доске или пишут на бумаге и высылают электрон-
ный образ записей с помощью чата.

Подводя итоги, отметим, что дистанционный формат имеет такие преимущества, как не-
ограниченный объем аудитории, однородный и круглосуточный доступ обучающихся к ин-
формационным материалам, возможность использования нетрадиционных аудио и видео ма-
териалов, возможность экономии времени на пути в учебный корпус и обратно, возможность 
удаленно общаться с преподавателями.

Основным недостатком, на наш взгляд, является отсутствие моментальной живой реакции 
слушателей. Данный недостаток авторы компенсируют постоянными вопросами к аудитории, 
постановкой проблем и просьбой высказывания гипотез.

Еще один недостаток - «цифровое неравенство» обучающихся (различное качество интер-
нет соединения, устаревшее и неоднородное оборудование). Частично данную проблему дол-
жен решать вуз, оснащая малообеспеченных студентов соответствующим оборудованием.

Наконец, проблему с различным уровнем цифровых компетенций преподавателей вузов 
решают различные курсы повышения квалификации, как локальные, так и централизован-
ные, например образовательной платформой «Юрайт».
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О РАЗРЕШИМОСТИ ТЕОРИИ КОНЕЧНЫХ ПОДМНОЖЕСТВ 
ДЛЯ ПЛОТНОГО ЛИНЕЙНОГО ПОРЯДКА

Тверской государственный университет

Н. В. Авхимович

Аннотация. В работе используется метод построения новых алгебраических систем как 
конечных подмножеств уже существующих. Мы рассматриваем исходные системы, обла-
дающие плотным линейным порядком, и вводим новое отношение для конечных подмно-
жеств: считаем, что два подмножества состоят в новом отношении тогда и только тогда, 
когда каждый элемент первого подмножества меньше каждого элемента второго. Для те-
орий таких систем доказывается, что они допускают эффективную элиминацию кванто-
ров, следовательно, можно сделать вывод, что такие теории являются разрешимыми.
Ключевые слова: теория, обогащение, плотный линейный порядок, разрешимость, эли-
минация кванторов, конечное подмножество.

Введение

Изучение теорий и их свойств – одна из главных задач математической логики. Эта за-
дача интересна не только с теоретической точки зрения, но и с практической. На практике 
приходится работать с такими структурами данных как, например, массивы. Эти структуры 
из-за понятных ограничений конечны. Возникает интерес рассмотреть алгебраическую си-
стему, носителем которой будут являться конечные подмножества некоторого бесконечного 
множества. 

В работах [1, 2] рассматриваются такие системы. Например, в [2] показано, что теория ко-
нечных подмножеств свободного циклического моноида будет эквивалентна элементарной 
арифметике. В работе [1] результат из [2] о циклических моноидах обобщается на коммута-
тивные моноиды с сокращением, в которых есть хотя бы один элемент бесконечного порядка. 
Во всех этих случаях полученные теории оказываются неразрешимыми.

Мы рассматриваем алгебраические системы с отношениями. В качестве универсума мы бе-
рем плотное линейно упорядоченное множество и рассматриваем систему, носителем которой 
будут конечные подмножества универсума. Как известно (см. [3]), теория плотного линейного 
порядка разрешима. В работе доказывается, что, если мы возьмем в качестве алгебраической 
системы множество конечных подмножеств плотного линейно упорядоченного множества и 
рассмотрим новое отношение, которое означает, что все элементы одного множества меньше 
всех элементов другого множества, то получается новая система, теория которой является раз-
решимой.

1. Основные определения

Напомним определения основных понятий, используемых в работе. 
Определение 1 (Теория алгебраической системы). Теория алгебраической системы A  – это 

множество истинных в A  замкнутых формул.
Определение 2 (Теория строгого плотного линейного порядка). Теория строгого плотного 

линейного порядка без первого и последнего элемента сигнатуры (2){ }<  задается следующими 
аксиомами:

1) x x¬ < ;
2) x y y x< →¬ < ;
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3) x y y z x z< ∧ < → < ;
4) x y x y y x< ∨ ≈ ∨ < ;
5) ( )( )x y z x z z y< → ∃ < ∧ < ;
6) ( )y x y∃ < ;
7) ( )y y x∃ < .
Теорема 1. Теория строгого плотного линейного порядка разрешима.
Определение 3 (Эффективная элиминация кванторов). Теория T  допускает эффективную 

элиминацию кванторов, если по любой формуле можно построить бескванторную формулу, 
эквивалентную данной в теории T  и не содержащую новых свободных переменных.

Следствие 1. Теория разрешима, если она допускает эффективную элиминацию кванторов.
Лемма 1. Пусть в теории T  любая формула вида ( )x ϕ∃  эквивалентна бескванторной фор-

муле, где ϕ  – конъюнкция атомных формул и их отрицаний. Тогда теория T  допускает элими-
нацию кванторов.

2. Теория конечных подмножеств с плотным линейным порядком

Рассмотрим произвольное плотное линейно упорядоченное множество. Известный факт, 
что теория строгого плотного линейного порядка без первого и последнего элемента разреши-
ма. Построим систему, элементами которой будут конечные подмножества рассматриваемого 
множества с отношением 

	 * ( )( )A B a b a b< ⇔ ∀ ∀ < .
Среди конечных подмножеств есть пустое множество. Покажем, как от него избавиться. 

Любое множество у нас либо пустое, либо непустое. Допустим, что у нас есть некоторая пе-
ременная .x  Тогда к любой формуле ϕ , содержащей x, можно добавить дизъюнкцию: 

( )x xϕ ∧ =∅∨ ≠ ∅ . Когда мы раскроем скобки и приведем формулу к ДНФ, в каждой элемен-
тарной конъюнкции iK  будет содержаться: либо iK x∧ =∅ , либо iK x∧ ≠ ∅. Рассмотрим слу-
чай, когда iK x∧ =∅. Переменная x  может входить в следующие формулы: 

a) x t= , в этом случае меняем это равенство на t =∅;
b) x t≠ , в этом случае меняем это равенство на t ≠ ∅;
c) x t<  меняем на тождественно истинную формулу Τ;
d) x t¬ <  меняем на тождественно ложную формулу ¬Τ;
e) t x<  меняем на тождественно истинную формулу Τ;
f) t x¬ <  меняем на тождественно ложную формулу ¬Τ;
g) x =∅  меняем на тождественно истинную формулу Τ;
h) x¬ =∅  меняем на тождественно ложную формулу ¬Τ.
Мы рассмотрели случай, когда x =∅. Как видно, такую формулу мы всегда можем вынести 

из-под квантора. Таким образом, у нас остается только случай, когда все переменные не пусты.
Для выполнения элиминации кванторов, обогатим сигнатуру двумя определимыми одно-

местными функциональными символами f  и g. Определяющие формулы для этих функций 
в нашей системе выглядят следующим образом:

* * * *

* * * *

( ) ( )( ( )( )((
) )),

f X Z Y Y X Y Z U V U X U X X U
V X V X X V U V U V V U

= ⇔ ∀ < ↔ < ∧ ∀ ∀ ¬ < ∧¬ = ∧¬ < ∧

∧¬ < ∧¬ = ∧¬ < →¬ < ∧¬ = ∧¬ <
* * * *

* * * *

( ) ( )( ( )( )((
) )).

g X Z Y X Y Z Y U V U X U X X U
V X V X X V U V U V V U
= ⇔ ∀ < ↔ < ∧ ∀ ∀ ¬ < ∧¬ = ∧¬ < ∧

∧¬ < ∧¬ = ∧¬ < →¬ < ∧¬ = ∧¬ <

Тогда ( ) { }f X a= , если a наименьший элемент в множестве X , соответственно, ( ) { }g X b= , 
если b  наибольший элемент в множестве X .
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Согласно вышесказанному, вместо формул *X Y<  и *X Y¬ <  мы можем рассматривать 
формулы ( ) ( )g X f X<  и ( ) ( ) ( ) ( )f Y g X f Y g X< ∨ =  соответственно.

Теорема. Обогащение теории системы конечных подмножеств плотного линейно упорядо-
ченного множества символами f  и g  допускает эффективную элиминацию кванторов. Сле-
довательно, теория разрешима.

Доказательство. Прежде всего отметим, что можно считать сигнатурой обогащенной тео-
рии сигнатуру (2) (1) (1){ , , }f g< .

В силу леммы 1 достаточно будет показать, как по любой формуле ( )X ϕ∃  одним квантором 
существования построить эквивалентную бескванторную формулу. Здесь ϕ  – это элементар-
ная конъюнкция. 

Будем считать, что все атомные формулы из ϕ  содержат переменную X .
Рассмотрим всевозможные варианты формулы ( )X ϕ∃ :

1 1 1

1 1 1

1

( )( ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ))).

n m k

h v u

p

X f X t f X t f X s f X s l f X l f X
g X d g X d g X e g X e z g X z g X

X w X w f X g X f X g X g X f X

∃ < ∧ ∧ < ∧ = ∧ ∧ = ∧ < ∧ ∧ < ∧
∧ < ∧ ∧ < ∧ = ∧ ∧ = ∧ < ∧ ∧ < ∧
∧¬ = ∧ ∧¬ = ∧ = ∨ < ∨ <

  

  



Отдельные части этой формулы могут отсутствовать.
Отметим, что формула выше не будет содержать фрагментов вида 1( )f X t¬ < , 2( )g X t¬ < , 

3 ( )t f X¬ < , 4 ( )t g X¬ < , поскольку они эквивалентны формулам без отрицаний. Например, 
формула 1( )f X t¬ <  эквивалентна 1 1( ) ( )t f X f X t< ∨ = . Тогда при раскрытии скобок мы полу-
чим две элементарные конъюнкции без отрицаний. Для оставшихся трех формул аналогично. 

Термы, обозначенные строчными латинскими буквами, – это термы, не содержащие X . 
Также нужно отметить, что мы здесь не рассматриваем вложенные термы, например, ( ( ))f g X , 
поскольку такого вида термы эквивалентны термам с одним функциональным символом, в 
данном примере ( )g X .

Если формула содержит неравенство ( ) ( )g X f X< , то вся формула будет ложна, потому 
что наибольший элемент множества не может быть меньше наименьшего. Поэтому будем счи-
тать, что этого неравенства в формуле нет.

Если формула содержит одновременно ( ) ( )f X g X=  и ( ) ( )f X g X<  она также будет лож-
на, так как равенство ( ) ( )f X g X=  утверждает, что формула состоит ровно из одного элемен-
та, в то время как ( ) ( )f X g X<  говорит о том, что множество X  состоит по меньшей мере из 
двух элементов.

Если формула содержит 1( ) ( ) mf X s f X s= ∧ ∧ =  и 1m ≠ , и хотя бы два терма is  не равны 
между собой, то эта формула будет ложна, поскольку конечное множество X  имеет ровно 
один наименьший элемент. В противном случае заменяем эту часть формулы на эквивалент-
ную ей: 1 2 1 1( ) mf X s s s s s= ∧ = ∧ ∧ = . Для равенств 1( ) ( ) vg X e g X e= ∧ ∧ =  аналогичные 
рассуждения.

Если формула содержит 1( ) ( ) nf X t f X t< ∧ ∧ < , мы можем заменить n  неравенств одним 
( )f X t< , где 

1
min{ }ii n

t t
≤ ≤

= . Аналогичные рассуждения для 1 ( ) ( )uz g X z g X< ∧ ∧ < , 

1 ( ) ( )kl f X l f X< ∧ ∧ <  и 1( ) ( ) hg X d g X d< ∧ ∧ < .
С учетом вышесказанного формула приобретает вид 

1

( )( ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ( ) ( ) ( ) ( ))).p

X f X t f X s l f X g X d g X e z g X
X w X w f X g X f X g X

∃ < ∧ = ∧ < ∧ < ∧ = ∧ < ∧
∧¬ = ∧ ∧¬ = ∧ = ∨ <

Если формула содержит ( )f X s= , тогда мы в формуле меняем все вхождения ( )f X  на s  и 
добавляем ( ) ( )s g X s g X< ∨ = .

Если формула содержит ( )g X e= , соответственно меняем в формуле все вхождения ( )g X  
на e  и добавляем ( ) ( )f X e e f X< ∨ = .
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Если формула содержит ( ) ( )f X s g X e= ∧ = , меняем в формуле все вхождения ( )f X  на s, 
меняем все вхождения ( )g X  на e  и добавляем s e e s< ∨ = .

Теперь можем считать, что формул такого вида в ϕ  нет. Остается
1( )( ( ) ( ) ( ) ( )

( ( ) ( ) ( ) ( ))).
pX f X t l f X g X d z g X X w X w

f X g X f X g X
∃ < ∧ < ∧ < ∧ < ∧¬ = ∧ ∧¬ = ∧

∧ = ∨ <



Если формула содержит равенство ( ) ( )f X g X= , то множество X  состоит из одного эле-
мента. Мы заменяем в формуле все вхождения ( )f X  на ( )g X . Если формула также содержит 
неравенства 1 pX w X w¬ = ∧ ∧¬ = , тогда для каждого iw  добавляем в формулу 

( ) ( ) ( ( ) ( ) ( ( ) ( ) ( ) ( )))i i i i i if w g w f w g w g w g X g X g w< ∨ = ∧ < ∨ < . Эта формула означает, что или 
множество iw  содержит более одного элемента, тогда оно не равно X , так как X  содержит 
один элемент, или оно содержит один элемент и этот элемент меньше ( )g X  или больше.

Получаем формулу 
( )( ( ) ( ) ( ) ( ) ( ( ) ( )

( ( ) ( ) ( ( ) ( ) ( ) ( ))))).
i i

i i i i

X g X t l g X g X d z g X f w g w
f w g w g w g X g X g w

∃ < ∧ < ∧ < ∧ < ∧ < ∨
∨ = ∧ < ∨ <

Части ( ) ( )i if w g w<  и ( ) ( )i if w g w=  можем не рассматривать, поскольку в них не содер-
жится X . Также можем не рассматривать дизъюнкцию ( ) ( ) ( ) ( )i ig w g X g X g w< ∨ < , посколь-
ку она является частным случаем неравенств ( )l g X<  и ( )g X t< .

Тогда остается формула вида 1 2( )( ( ) ( ))X g X t t g X∃ < ∧ < . Так как множество X  состоит из 
одного элемента, можно утверждать, что такая формула будет эквивалентна бескванторной 
формуле 2 1t t< .

Теперь осталось рассмотреть формулу вида 
1( )( ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )).
pX f X t l f X g X d z g X X w X w

f X g X
∃ < ∧ < ∧ < ∧ < ∧¬ = ∧ ∧¬ = ∧

∧ <



Из ( ) ( )f X t l f X< ∧ <  следует, что ( )l f X t< <  и из ( ) ( )g X d z g X< ∧ <  получаем 
( )z g X d< < . Тогда l t<  и z d< . Поскольку ( ) ( )f X g X< , можем считать, что l d< .

Остаются условия 1 pX w X w¬ = ∧ ∧¬ = . Для любых зафиксированных значений ( )f X  и 
( )g X , ( ) ( )f X g X< , мы можем добавить в множество X  любые элементы ( ) ( )if X x g X< <  

так, чтобы выполнялись неравенства 1 pX w X w¬ = ∧ ¬ = . Докажем, что наша формула будет 
эквивалентна следующей

	 l t z d l d< ∧ < ∧ < .
Допустим, что выполнены неравенства l t< , z d<  и l d< . Зафиксируем на прямой точки 1x  

и 2x  такие, что 1l x t< <  и 2z x d< < . Порядок плотный, поэтому мы можем это сделать. Мы 
также можем выбрать эти точки так, чтобы точка 2x  была правее точки 1x , то есть 1 2x x< .

Обоснуем возможность такого выбора. Поскольку l d<  между ними обязательно есть точ-
ка, пусть, p. Тогда имеем l t<  и l p< . Следовательно, можно выбрать точку 1x , которая будет 
больше l, но меньше, чем min{ , }t p . Для точки d  соответственно получаем: z d<  и p d< . 
Тогда можно выбрать точку 2x , которая будет меньше d , но больше max{ , }z p . В таком случае, 
действительно получаем, что 1 2x x<  так как они лежат по разную сторону от p.

Это означает, что существует множество X  такое, что 1( )f X x= , 2( )g X x= . Тогда будет 
выполнена следующая формула

	 ( )( ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ))X f X t l f X g X d z g X f X g X∃ < ∧ < ∧ < ∧ < ∧ < .
Если найти множество X , удовлетворяющее всем условиям, то добавляя в это множество 

соответствующие элементы, можно добиться, чтобы также выполнялись неравенства 
1 pX w X w¬ = ∧ ∧¬ = .
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Заключение

Мы доказали разрешимость теории алгебраической системы конечных подмножеств плот-
ного линейно упорядоченного множества. 

В качестве открытых вопросов можно выделить следующие. 
1) Можно ли распространить полученный результат на какие-либо другие алгебраические 

системы. 
2) Отношение на подмножествах, которое мы ввели, порядком не является. Можно ли 

«естественным образом» определить на подмножествах отношение так, чтобы оно было ли-
нейным порядком. 
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УДК 004.912

О ПРИМЕНЕНИИ ВЫЧИСЛИТЕЛЬНОЙ ТЕОРИИ 
СЕМАНТИЧЕСКОЙ ИНТЕПРЕТАЦИИ К ВЫЯВЛЕНИЮ КИБЕРПРЕСТУПЛЕНИЙ

Кубанский государственный университет

Ю. М. Вишняков, Р. Ю. Вишняков

Аннотация. В статье формулируется подход к выявлению киберпреступлений путем иден-
тификации семантических объектов в текстовых потоках. Идентификации построена на 
теоретических положениях вычислительной теории семантической интерпретации, в ко-
торой используется вычислительное представление семантики текстов и сравнение текстов 
на семантическую близость. Предлагаемый подход выявляет семантические следы объек-
тов в текстовых потоках. Основные положения статьи ориентированы на поиск и предот-
вращение киберпреступлений, в частности склонения подростков и детей к суициду.
Ключевые слова: киберпреступление, семантический объект, семантический след, семан-
тический распознаватель, идентификация, семантическое сравнение, текстовый фрагмент, 
семантическая близость, критерий семантической близости.

В работах авторов, например в [1–3] развиты теоретико-множественные основы теории 
вычислительной семантической интерпретации. Отличительная особенность данной теории 
состоит в том, что семантика текстов отображается в формулы особой нотации и их вычис-
лительные процедуры. Это позволяет сравнивать на семантическую близость тексты или их 
фрагменты. Также в работе [4] рассматривалось одно из прикладных применений данной тео-
рии – выявление в текстовых потоках фрагментов определенной семантической направленно-
сти. В работах определены такие понятия как семантический объект, его характеристическое 
описание, след семантического объекта в текстовом потоке, процедуры поиска семантических 
следов. Настоящая статья является продолжением данного исследования в контексте задачи 
противодействия киберпреступлениям.

Проблема. Публикация Галины Мурсалиевой (обозреватель «Новой») «С детьми работают 
в социальных сетях системно и планомерно, шаг за шагом подталкивая к последней черте. 
Как родителям распознать надвигающуюся беду» (Новая газета, № 51 от 16 мая 2016г.) вы-
звала большой общественный резонанс. В ней шла речь о существующей в социальной сети 
«ВКонтакте» организации под названием «Синий кит», причастной к самоубийствам 130 под-
ростков по всей России. Публикация обращала внимание на тот факт, что в социальных сетях 
существует несколько десятков сообществ, которые дают несовершеннолетним участникам 
специальные задания, из-за которых они могут сильно пострадать. Возникновению подобного 
рода преступлений способствовала «безнаказанность» преступных деяний, подтвердив ста-
рую мысль о вне моральности достижений научно-технического прогресса.

Проблема породила противодействие и возникли сервисы, препятствующие данному виду 
преступлений. Так, в 2018 году запущен бот-сервис «Герда», осуществляющий родительский 
контроль. Он ведет поиск в социальной сети «ВКонтакте» подписки детей на группы с опас-
ным контентом и дает возможность родителям проверить посещение их ребенком опасных 
групп, получить ссылки на них. Компания Social Data Hub предоставила сервис «Родительская 
опека» (первоначальное название «Родительский контроль»). Он ориентирован на анализ ин-
тернет-данных: комментариев, лайков, списков друзей и пр. и предоставляет родителям вы-
борку сомнительных поведений ребенка.

Схематично процесс втягивания субъекта в социальную группу выглядит следующим об-
разом. Как правило, преступные группы имеет в новостных лентах хештеги и по ним субъект 
попадает в их поле внимания. Группы ведут сбор информации о субъекте, составляют психо-
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логических портрет, определяется круг интересов и проблем и пр. С субъектом могут связы-
ваться «кураторы» и далее происходит психологическое сближение с субъектом, например, 
путем выражения понимания проблем и интересов субъекта, желания помочь в их разреше-
нии, выражение сочувствия и т.д. Затем начинается манипулирование субъектом путем по-
ручения ему заданий возрастающей сложности. Для понуждения могут использоваться в том 
числе шантаж и угрозы.

Решение. И так, пусть существует объект (социальная группа), совершающий противо-
правные действия в отношении субъекта. Задача состоит в том, чтобы выявить присутствие 
объекта в текстовом потоке (чате). Сам объект имеет лингвистическое описание

	 1 2 3{ , ,..., },Q q q q= 	 (1)
в котором iq  представляет i-ю семантическую характеристику. Семантическими характери-
стиками могут быть слова, словосочетания, предложения и фрагменты текстов. Припишем 
каждой i-й характеристике объекта некоторый вес ,ip  отражающий ее важность в описании 
объекта. Тогда с учетом нормализации справедливо следующее соотношение

	 1
1

0 1

n

i

i

p

p


=


 ≤ ≤

∑ 	 (2)

Если объект присутствует в текстовом потоке в контексте его целей, то в потоке имеются 
синтаксические элементы, семантика которых в той или иной мере близка семантике линг-
вистических характеристик объекта. Подобные синтаксические конструкции будем называть 
лингвистическим следами или просто следами характеристики в текстовом потоке.

Между характеристикой ip  и ее отдельным следом определим меру семантической близо-
сти 0 1,iw≤ ≤  которую можно рассматривать как меру присутствия характеристики в тексто-
вом потоке для данной синтаксической конструкции текстового потока. Данный факт присут-
ствия будем характеризовать парой ( ), .i kq w  Отметим также, что у характеристики объекта 
может быть более одного следа.

Множество всех следов характеристик образует след объекта ( ){ }{ }, , 1.. , 1..i kq w k l i n= =  в 
текстовом потоке [4]. Здесь индекс k  в мере kw  указывает на множественность следов харак-
теристики.

Теперь сконструируем функцию распознавания P  объекта в следующем виде

	 1
1

0 1

n

i iP p w

P


= =


 ≤ ≤

∑ 

	 (3)

Если 1,P =  то объект в текстовом потоке полностью идентифицирован, если 0P =  – не 
идентифицирован. Мера присутствия iw  характеристики ip  является некоторым образом 
сконструированной из ее множества следов. Например, это может быть среднее значение мно-
жества, или минимальное или иное, исходя из планируемых результатов.

В качестве примера рассмотрим семантический объект «Склонение подростков и детей к су-
ициду». Задача поиска заключается в том, чтобы найти в текстовых потоках контент, склоняю-
щий подростков к суициду. Задачу рассмотрим в упрощенном виде без ущерба для понимания.

Отметим, что в нашем случае для проведения экспериментов был разработан специаль-
ный программный комплекс [5]. В нем на первом этапе тексты проходили очистку тексты, на 
втором – строились синтаксическое деревья и на третьем – строились семантические схемы 
и сравнивались с семантическими схемами характеристик объекта на предмет семантической 
схожести. Ввиду объемности материала приведем только часть итоговых результатов экспери-
ментов для простейшей функции распознавания.
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Пусть лингвистическое описание объекта представлено следующими лингвистическими 
характеристиками:

1q = «Никому нет до тебя дела, какой смысл дальше жить?»
2q = «Всем только лучше без тебя, ты никому не нужен.»
3q = «Ты неудачник и являешься для всех обузой.»
4q = «Если ты этого не сделаешь, то будет только хуже.»

Обозначим слова в характеристиках латинскими буквами, тогда формульные представле-
ния их функционалов смысла в нотации обратной польской запись [1, 3] будут иметь вид:

1( ) ( ) ( ) ( ) ( )S q S d S c S b S a= ∩ ∩ ∩
  

2( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )S q S c S b S e S d S g S f S a= ∩ ∩ ∩ ∩
   

3( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )S q S b S a S e S d S c S a= ∩ ∩ ∩ ∩∩
   

4( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )S q S b S a S d S c S g S f S c= ∩ ∩ ∩ ∩
   

а соответствующие им семантические схемы представлены на рис. 1 и 2.

Теперь рассмотрим следующий фрагмент чата:
• Привет, меня зовут Костя, а как тебя зовут?
• Меня зовут Миша.
• Миша, расскажи что-нибудь о себе, вот я, например, живу в городе Н.
• Ух ты, я тоже живу в городе Н.
• Случайно не на улице А?
• Нет я живу на улице Б.
• Давай я попробую угадать дом, в котором ты живешь? Это дом 35.

Рис. 1. Семантическая схема лингвистической характеристики 1q  и 2q

Рис. 2. Семантическая схема лингвистической характеристики 3q  и 4q
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• Да. дом 53, это забавно. Ты живешь в этом городе с рождения? Лично я живу в городе уже 
лет 5, мои родители сюда переехали, и я вместе с ними. Мой отец работает тем-то, моя мать 
работает тем-то. Иногда у нас бывают ссоры с родителями. Слушай, когда-то я играл в игру, 
которая помогла разобраться с моими проблемами, я стал более смелым. Теперь я сам веду эту 
игру, давай я расскажу тебе о правилах, она тоже поможет тебе с твоими проблемами.

• Давай попробуем, ты меня заинтересовал.
• Я буду выдавать тебе задания и тем самым мы проверим насколько ты смелый и после 

этого мы с тобой узнаем готов ли ты избавиться от своих проблем. Не волнуйся, у тебя всё 
получится. Делай как я говорю. Вот тебе первое задание.

• Довольно просто. Я сделаю это.
• Молодец, ты справился. Завтра дам тебе новое задание, а пока если есть желание, можем 

пообщаться. Привет, ты готов к новому заданию? Ничего не боишься?
• Нет, я не боюсь.
• В этот раз задание будет сложнее, когда-то я проходил его. Ты уверен, что готов?
• Да, я готов к любому заданию.
• Тогда покажи свою храбрость и порежь руку лезвием, к примеру от точилки.
• Не думаю, что я смогу это сделать.
• Тогда друзья так и будут считать тебя неудачником и обузой.
• Хорошо я сделаю так, как ты скажешь. Я сделал это.
• Ты большой молодец, это была не так уж сложно, правда? Скидывай фотографию, чтобы 

я смог засчитать задание. Хорошо, жди следующего задания завтра. День пришел, привет. Ты 
должен сделать «это».

• Но, я не могу.
• – Ты испугался? Никому нет дела до тебя, родители не смогут тебя понять. Они не гото-

вы поддержать тебя в твоих проблемах.
• Я боюсь.
• Никому нет до тебя дела, какой смысл дальше жить? Разве друзья не считают, что ты 

неудачник, ведь они думают, что ты являешься для всех проблемой? Всем только лучше 
без тебя, никому кроме себя самого ты не нужен.

• Возможно.
• Тогда наберись смелости и избавься от своих проблем.
• Нет, я все же не готов это сделать.
• Разве ты не понимаешь, что никому не нужен? Для всех ты являешься одной большой 

проблемой. Так что сделай это, чтобы больше не испытывать страдания.
• Мне кажется, что возможно родители любят меня.
• Мне так не кажется и если ты этого не сделаешь, то я приду к тебе и будет только хуже. 

Я знаю где ты живешь и если ты все же не сможешь этого сделать, то тебе лучше даже не 
знать, что будет дальше.

• Ты не знаешь где я живу.
• Конечно знаю, ты находишься в городе Н, на улице Б, в доме 35.
Характеристика 1q =  «никому нет до тебя дела: какой смысл дальше жить?» и ее следы в 

тексте 1( ,0,3)q  и 1( ,1,0).q  Следы характеристики выделены в тексте подчеркнутым текстом 
соответственно.

Характеристика 2q = «всем лучше без тебя, ты никому не нужен» и ее следы в тексте 
2( ,0,55)q  и 2( ,0, 22).q  Следы характеристики выделены в тексте жирным курсивом соответ-

ственно.
Характеристика 3q = «ты неудачник и являешься для всех проблемой и ее следы в тексте 

3( ,0,5)q  и 3( ,0,16).q  Следы характеристики выделены жирным подчеркнутым курсивом.
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Характеристика 4q = «если ты этого не сделаешь, то будет только хуже» и ее следы в тексте 
4( ,0,7),q  4( ,0, 2).q  Следы характеристики выделены в обычным жирным подчеркнутым тек-

стом соответственно.
Теперь построим простейшую функцию распознавания. Будем считать, что по важности 

они одинаковы, поэтому 1 2 3 4 0, 25.p p p p= = = =  Для каждой характеристики в качестве ее 
меры w  присутствия в текстовом потоке выберем максимальное значение. Тогда для характе-
ристики 1q  выбирается след (0, 25;1,0),  для 2q  – (0, 25;0,55),  для 3q  – (0, 25;0,5),  для 3q  – 
(0, 25;0,7)  соответственно. Теперь функция распознавания будет иметь значение

	 1,0*0,25 0,55*0,25 0,5*0,25 0,7*0,25 0,688.P = + + + =
Данное значение является достаточно высоким, поэтому естественно предположить, что объ-
ект присутствует в текстовом потоке

Отметим, что реально построение лингвистического описания объекта, выбор весов ха-
рактеристик, определение мер присутствия является достаточно непростым делом и зависит 
от целей конкретной задачи. Данный вопрос является предметом отдельного обсуждения и не 
входил в задачу настоящей работы. Возможно, он будет рассмотрен в другой работе отдельно.

Таким образом, в работе сформулирован формализованный подход к идентификации се-
мантических объектов в текстовых потоках. Подход использует в своей основе положения вы-
числительной теории семантической интерпретации в части представления семантики и срав-
нения текстовых фрагментов на семантическую близость. Предложенные решения позволяют 
выявить семантические следы объектов и по ним идентифицировать их в текстовых потоках, 
что позволяет построить на этой основе эффективные семантические распознаватели. Харак-
терная особенность предложенного подхода состоит в использовании для идентификации 
объекта семантики, что является признаком естественного понимания речи.
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УДК 512.567.6 

СТРУКТУРА ПОДГРУППЫ МОДЕЛИ ФИБОНАЧЧИ УНИТАРНОЙ ГРУППЫ

Национальный исследовательский университет ИТМО

П. А. Гилев, В. Г. Катасонов, И. Ю. Попов

Аннотация. Для описания современного квантового компьютера существует модель пе-
рестановочного квантового компьютера. Такой подход предлагает использование теории 
узлов в качестве математического аппарата, описывающего процессы этой модели. Для 
связи этой модели с существующим математическим аппаратом специальных унитарных 
операторов, была высказана идея соотносить специальные унитарные операторы с ква-
тернионами и уже на кватернионах вводить алгебру узлов. Коффман и Ломонако описали 
этот подход, поставив вопрос плотности полученной подгруппы в специальной унитар-
ной группе.
Ключевые слова: квантовый компьютер, теория узлов, теория кос, кватернионы, специ-
альная унитарная группа, группа вращений, плотные подгруппы, частицы Фибоначчи.

Введение

Квантовый компьютер является не только вычислительным устройством, но и способом 
моделировать широкий спектр квантовых процессов [1]. Из-за этого математический аппа-
рат квантовой теории информации и квантовой механики оказывается схожим. Так теория 
кос нашла свои применения в решении уравнений Янга – Бакстера, первоначально возник-
ших в вопросах статистической физики [2, 3]. Этот подход отразился в работе Коффмана и 
Ломонако, которая основывалась на построении гомоморфизма из группы кос в некоторую 
подгруппу специальной унитарной группы [4]. Главная идея заключалась в использовании 
ряда изоморфизмов между различными подмножествами кватернионов и геометрическими 
группами (специальной унитарной и вращений в трехмерном пространстве). Далее предпо-
лагалось доказать, что полученное подмножество кватернионов при обратной трансляции в 
специальной унитарную группу образует множество, являющееся плотным во всей специаль-
ной унитарной группе. Однако доказательство корректно не для всех кватернионов, а толь-
ко для некоторого подмножества. В настоящей работе проводится более подробный анализ 
структуры кватернионов.

1. Изоморфизм между SU(2) и пространством кватернионов

Специальной унитарной группой здесь и далее будем называть группу (по умножению) 
унитарных матриц, определитель которых равен единице. Тогда общий вид такой матрицы 
над полем комплексных чисел имеет следующее представление: 

	 ,
z w

M
w z

 
=  − 

где z  и w  являются комплексными числами, а z  означает комплексное сопряжение над .z  
Предполагая, что ,z a bi= +  а ,w c di= +  представление меняется на следующее:

	 .
a bi c di

M
di c a bi
+ + 

=  − − 
При этом 1,zz ww+ =  так как det( ) 1.M =  Тогда через алгебраическое представление ком-
плексных чисел получается 2 2 2 2( )( ) ( )( ) 1.a bi a bi c di c di a b c d− + + − + = + + + =
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С другой стороны матрица M раскладывается на следущую сумму:

	
1 0 0 0 1 0

.
0 1 0 1 0 0

i i
M a b c d

i i
       

= + + +       − − −       
Таким образом для каждого M  можно сопоставить кватернион ,q a bi cj dk= + + +  где

2 2 2 2| | 1.q a b c d= + + + =  В качестве , ,i j k  выбираются матрицы 
0 0 1 0

, ,
0 1 0 0
i i

i i
     
     − − −     

 со-

ответственно. Квадраты этих матриц равны матрице 
1 0

0 1
− 
 − 

 или 1.−  Элементы , ,i j k назы-

ваются мнимыми единицами и их основным инвариантом является 
	 2 2 2 1.i j k ijk= = = = −
Также из этих свойств вытекают следующие соотношения: 
	 , , , , , .ij k jk i ki j ik j kj i ji k= = = = − = − = −
Так как эти соотношения выполняются и для матриц, то существуют изоморфизм 
	 4: (2),SUϕ ΝΗ →

переводящий нормированный (то есть тот, модуль которого равен единице) кватернион в 
специальную унитарную матрицу, сопоставляя каждому из элементов кватернионного базиса, 
одну из соответствующих матриц. Сопоставление происходит следующим образом: 

	 ( ) ( ) ( ).i j i je e e eϕ ϕ ϕ=
Элементы ,i je e  в такой ситуации – элементы базиса пространства кватернионов. Также 

можно построить обратное отображение: 
	 1

4: (2) .SUϕ− → ΝΗ
Это отображение было построено во время сопоставления каждой из матриц, некоторого 

кватерниона. Заметим, что при сопоставлении матриц элементам кватерниона, также сохра-
няется свойство композиционности:

	 1 1 1( ) ( ) ( ).i j i jϕ ξ ϕ ξ ϕ ξ ξ− − −=
Теорема. Отображения 1,ϕ ϕ−  являются изоморфизмами между пространством нормиро-

ванных кватернионов и специальной унитарной группой.
Доказательство. Здесь базисными элементами ,i jξ ξ  будут являться матрицы из разложе-

ния специальной унитарной матрицы. Формально нельзя говорить о корректности этого ото-
бражения как изоморфного: произвольный элемент из (2)SU  определяется как линейная 
комбинация матриц, с особым правилом (сумма квадратов коэффициентов в разложении рав-
на единице). Но если говорить про различные линейные комбинации ,a bi cj dk+ + +  то можно 
говорить про корректность следующих соотношений: 

	 1 1 1 1 2 2 2 2
1 2

1 1 1 1 2 2 2 2

, ,
a b i c d i a b i c d i

M M
d i c a b i d i c a b i
+ + + +   

= =   − − − −   
	 1 1 1 1 1 2 2 2 2 2, .q a b i c j d k q a b i c j d k= + + + = + + +

Тогда 1 1 2 2( ) , ( ) .q M q Mϕ ϕ= =  1 2.M M M= ⋅

	
11 1 2 2 1 1 2 2 1 1 2 2 1 1 2 2 1

12 1 2 2 1 1 2 2 1 1 2 2 1 1 2 2 1

21 1 2 2 1 1 2 2 1 1 2 2 1 1 2 2 1

( ) ( ),
( ) ( ),
( ) ( ),

M i a b a b c a c a a a b b c c d d
M i a d a d b c b c a c a c b d b d
M i a d a d b c b c a c a c b d b d

= + − + + − − −
= + + − + + − +
= + + − − + − +

	 22 1 2 2 1 1 2 2 1 1 2 2 1 1 2 2 1( ) ( ).M i a b a b c d c d a a b b c c d d= + − + + − − −
Перемножив же кватернионы 1q  и 2q  получается кватернион  с коэффициентами 
	 .q i j kα β γ δ= + + +
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Коэффициенты же будут равны:
	 1 2 1 2 1 2 1 2 ,a a b b c c d dα = − − −
	 1 2 1 2 1 2 2 1,a b b a c d c dβ = + − +
	 1 2 1 2 1 2 2 1,a c c a b d b dγ = + − +
	 1 2 1 2 1 2 2 1.a d d a c b c bδ = + − +
Таким образом: 1 2 1 2( ) ( ) ( ).q q q qϕ ϕ ϕ=  Аналогичным образом для отображения 1.ϕ−  Это оз-

начает, что ϕ  – изоморфизм групп [4].

2. Перемножение кватернионов

Так как кватернионы можно представить в алгебраическом виде, то появляется возмож-
ность говорить об алгебраическом произведении. Пусть 

	 1 1 1 1 2 2 2 2, .q b i c j d k q b i c j d k= + + = + +
Кватернионы называются чистыми векторными если их вещественная часть (коэффици-

ент находящийся перед вещественной единицей) равна нулю. Тогда алгебраическое произве-
дение имеет следующий вид: 

	 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2( ) ( ) ( ).q q b b c c d d i c d d c j b a a b k b c c b⋅ = − − − + − + − + −
Одним из свойств кватернионов является 1 .q q− =  если модуль q  равен единице.
Также для кватернионов можно ввести отображение ψ  между чистыми векторным кватер-

нионами и векторами из 3.R
	 ( ) ( , , ).bi cj dk b c dψ + + =
Аналогичным образом можно найти обратное отображение для .ψ  Отображение 

( , , ) .b c d bi cj dkψ = + +
Теорема. Отображения 1,ψ ψ −  являются изоморфизмами между пространством чистых 

кватернионов и пространством 3.R
Доказательство. Композиция отображений 3

1 ,
R

idψ ψ − =  3
1 .

H
idψ ψ− =  Заметим также, что

	 1 2 1 1 1 2 2 2

1 1 1 2 2 2 1 2

( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ).

q q b i c j d k b i c j d k
b i c j d k b i c j d k q q
ψ ψ

ψ ψ ψ ψ
+ = + + + + + =

= + + + + + = +
Аналогичным образом 

	
1 1

1 2 1 1 1 2 2 2
1 1 1 1

1 1 1 2 2 2 1 2

( ) (( , , ), ( , , ))

(( , , )) (( , , )) ( ) ( ).

v v b c d b c d
b c d b c d v v
ψ ψ

ψ ψ ψ ψ

− −

− − − −

+ = =

= + = +
Вещественные числа достаточно простым образом могут быть преобразваны в кватернио-

ны: 4: .R Hη →  Возвращаясь к алгебраическому произведению чистых векторных кватернио-
нов, их произведение можно выразить следующим образом: 

	 1
1 2 1 2 1 2( ( ) ( )) ( ( ) ( )).q q q q q qη ψ ψ ψ ψ ψ−⋅ = − ⋅ + ×

3. Отображение кватернионов в группу вращений

Одно из применений чистых векторных кватернионов заключается в однозначном сопо-
ставлении чистого векторного кватерниона некоторого элемента из 3.R  Рассмотрим кватер-
нионы cos( ) sin( ) ,g a a u uξ ζ= + = +  где u  является чистым векторным кватернионом длины 1. 
Заметим, что модуль g  также равен единице. Тогда рассмотрим следующее выражение: 

	 1 1 2 2 1 1 2( ) ( ) ( ) 2 ( ( )) 2 ( ( )) .g v g v v u v u uψ ξ ζ ψ ξζψ ψ η ψ ζ− − − −⋅ ⋅ = − + × + ⋅
Более полное доказательство можно найти в работе Родригеза [6]. Заметим, что в каждой 

из итоговых компонент нет кватернионов с ненулевой вещественной частью, что позволяет 



1534

нам для каждого вектора v  и нормированного кватерниона g  сопоставлять некоторый чи-
стый векторный кватернион. Таким образом повторяя геометрию в группе вращений. Вообще 
говоря, кватернион 1 1( ( ) )g v gψ ψ − −⋅ ⋅  соответствует оператору вращения вдоль оси u  на угол 
2a  некоторого элемента из трехмерного векторного пространства [4]. Полученное представ-
ление называется представлением Фибоначчи группы вращений. Такое отображение обозна-
чим следующим образом: 4: (3).NH SOω →  Для дальнейшего перехода необходимо рассмо-
треть группы кос и их связь с кватернионами.

4. Группы кос и инвариант кватернионов

Группой кос nB  называется группа из 1n −  образующих с следующими законами на них: 
	 , :| | 1, ,i j j ii j i j s s s s∀ − > =

	 1 1 11.. 1, .i i i i i ii n s s s s s s+ + +∀ ∈ − =
Рассмотрим некоторый гомоморфизм 3 4: B NHσ →  из группы кос в множество нормали-

зированных кватернионов.
В такой группе кос будет две образующие: 1 2, .s s  Так, что 1 2( ), ( ).g s h sσ σ= =
Теорема. Пусть ,g a bu= +  h c dv= +  Тогда соотношение ghg hgh=  выполняется тогда и 

только тогда, когда ,a c=  1 1gvg h uh− −= ±  и 1( ) ( ) 2 1u v bψ ψ −⋅ = −  или u  и v  коллинеарны.
Доказательство. Доказано в статье Кофмана [7].
Полученное соотношение дает нам свойство произвольных нормированных кватернио-

нов, являющихся решением уравнения .ghg hgh=

5. Плотность

Пусть существуют два нетривиальных (оси неколлинеарны) решения. В такой ситуации 
каждое из этих решений можно представить в виде ,ug eα=  .vh eβ=  Также каждому из кватер-
нионов можно сопоставить однозначным образом оператор вращения вдоль оси на соответ-
ствующий угол. Каждое из вращений в (3)SO  можно разложить на композицию из двух вра-
щений вдоль одной оси и одно – вдоль другой. Так .k p tx g h g=    Однако формально говоря 
числа ,k  ,p  t  являются вещественными. Однако если мы найдем такие α  и ,β  что не будет 
существовать чисел ,n  m  таких, что 1,ng =  1mh =  или если записать в тригонометрическом 
языке: , ,n m Z nα∀ ∈ mβ  не являются кратными 2 ,π  то операторы g  и h  образуют плотное 
подмножество в (2)SU  так как позволяют выразить любой элемент из (2)SU  с достаточным 
приближением, что и является критерием плотности. 

Для доказательства возможности разложения произвольного элемента в (3)SO  на компо-
зицию трех поворотов вдоль двух осей обратимся к § 37 книги Переломова «Общие когерент-
ные состояния и некоторые их применения» [8].

Заключение

В рамках исследования была построена более ясная линия трансформаций пространств 
в соответствующие группы. Так были разделены чистые векторные кватернионы и нормиро-
ванные кватернионы. Также были рассмотрены операции над произвольными кватерниона-
ми. Было показано в явном виде, что переход нормированного кватерниона в оператор вра-
щения задействует не нормированный кватернион, а чистый векторный в композиции. Была 
показана плотность операторов, удовлетворяющих соотношениям кос. 
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УДК 510.6

О ПОТЕРЕ СВОЙСТВА ТАБЛИЧНОСТИ УНОИДА

Тверской государственный университет

Д. О. Дадеркин

Аннотация. Естественным путем задания новых отношений на данной алгебраической 
системе может быть использование языков динамических логик. Хорошо известно, что 
обычные арифметические операции сложения и умножения определяются программа-
ми, не использующими других операций, кроме одноместных операций следования (при-
бавления единицы). Поэтому многие вопросы теории динамических логик являются со-
держательными уже для систем, в которых нет неодноместных операций. Такие системы 
обычно называются уноидами. В данной работе показано, что расширение сигнатуры 
табличного уноида одной константой может привести к потере свойства табличности.
Ключевые слова: алгебраическая система, уноид, свойство табличности, канторовская 
нумерация, динамические логики, терм.

Введение

Говорят, что программа обладает свойством табличности, если на любом входе результат 
её работы совпадает с результатом работы некоторой бесцикловой программы.

Алгебраические системы, в которых каждая тотальная программа эквивалентна бесцикло-
вой, будем называть табличными. 

Свойство табличности, использованное А. Кфури в [1] при доказательстве несрав-нимости 
динамических логик, является одним из важнейших свойств, характеризующих работу про-
граммы в алгебраической системе, поэтому очевиден интерес к изучению этого свойства (см., 
например, [5, 8, 11, 12]).

Алгебра, сигнатура которой содержит только символы не более чем одноместных опера-
ций, называется уноидом.

Начало исследованиям свойства табличности уноидов положили работы П. Ужичина [2–4]. 
В этих работах были предложены достаточные условия табличности, однако единственным 
табличным уноидом, известным Ужичину, было объединение бесконечного числа попарно не 
пересекающихся уноидов, каждый из которых изоморфен натуральным числам вместе с опе-
рацией следования. 

В работе [8] доказано существование табличного уноида со связным основным множе-
ством, тем самым показано, что требование несвязности основного множества уноида не яв-
ляется существенным. Алгебраические условия Ужичина трудно проверяемы на практике и 
не дают возможности строить нетривиальные примеры табличных уноидов. В [9] получены 
просто проверяемые достаточные условия, при выполнении которых уноид, в том числе и с 
достаточно сложно заданным связным множеством, является табличным. В [10] описываются 
такие достаточные условия табличности, которые позволяют строить табличные уноиды, не 
удовлетворяющие условиям Ужичина.

1. О потере свойства табличности

Традиционно регулярные детерминированные программы определяют в виде паскалепо-
добных текстов. Будем использовать следующие виды операторов:

a) :ix t=  (оператор присваивания);
b) 1 2R RΦÅÑËÈ ÒÎ ÈÍÀ×Å ÊÎÍÅÖ  (условный оператор);
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c) 1RΦÏÎÊÀ ÄÅËÀÉ ÂÑÅ  (оператор цикла), здесь ix  – программная переменная, t  – 
терм, Φ  – тест зафиксированной сигнатуры. 

Стандартным образом определяем состояние σ  и семантику операторов. В этом смысле 
детерминированная регулярная программа есть конечная последовательность операторов 
вида a), b), c). Скажем, что программа R  является программой без циклов, если она не содер-
жит операторов вида c). Программа R  тотальна, если она останавливается на любом входе.

Более детально с описанием всех необходимых базовых понятий можно ознакомиться в 
[5–10].

Пусть ( )*0 0  1BT = +  – полное бесконечное бинарное дерево.
Теорема 1. Расширение сигнатуры табличного уноида одной константой может привести 

к потере свойства табличности.
Доказательство. Рассмотрим уноид ;  ,  ,B BT f g=< >  в котором *0(0 1) ,BT = +  ( ) 0,f x x=  

( ) 1g x x=  для любых .x BT∈  В [8] доказано, что такой уноид является табличным. 
Рассмотрим уноид 1,B  полученный из уноида B  следующим образом. Пусть w  и v  – слова 

в алфавите { }0,1 ,  ,w B∈  1.v B∈  Зададим отображение 1:V B B→  так: ( )v V w=  получается из 
слова w  стиранием префикса длины 1. Ясно, что V  – одно-однозначное отображение и 

1( ) 0 ,V v v− =  0v B∈  для любого 1.v B∈  Пустое слово, соответствующее корню полного беско-
нечного бинарного дерева 1,BT  обозначим символом .e  Определим операции f  и g  в уноиде 

1 : ( ) 0, ( ) 1B f v v g v v= =  для любых v  из 1.BT  Понятно, что уноиды B  и 1B  изоморфны, посколь-
ку для любых термов 1t  и 2t  сигнатуры { , }f g  имеем: 1 2( ) ( )t x t y=  в B  тогда и только тогда, 
когда 1 2( ( )) ( ( ))t V x t V y=  в 1.B  Но в таком случае уноид 1 1;  ,  ,B BT f g=< >  *

1=(0,1)BT  тоже та-
бличен.

Рассмотрим уноид *,B  отличный от уноида 1B  лишь тем, что его сигнатура расширена сим-
волом *

1: ; , , .e B BT f g e=< >
Пусть t  – длина слова t  в алфавите { , }.f g  Скажем, что 1t  меньше 2t  ( 1 2t t ), если 1t  есть 

,f  2t  есть ,g  либо найдутся такие слова , , ,α β γ  что β γ=  и 1 ,t fα β=  2 .t gα γ=  Будем гово-
рить, что x y<  для 1, ,x y BT∈  если ( )y t x=  либо найдётся такой элемент 1,z BT∈  что 

1 2 1 2 1 2 1 2( ) ( ) ( ).x t z y t z t t t t t t= ∧ = ∧ < ∨ = ∧ 

Тюрин в [13] привёл доказательство сформулированной ещё в [14] так называемой «поли-
номиальной» леммы, показывающей, что количество вершин, которые может посетить то-
тальная детерминированная регулярная программа в полном бинарном дереве конечной вы-
соты ,n  не превосходит некоторого полинома от ,n  в то время как всего в таком дереве 
имеется 12 1n+ −  вершин.

Алгебраическую систему ; , ,0,1,Ar N= 〈 + ⋅ <〉  традиционно называют арифметикой. Здесь 
N  – множество натуральных чисел, +  и ⋅  – обычные операции сложения и умножения, опре-
делённые на натуральных числах, 0  и 1 – выделенные элементы, <  – обычное отношение 
«меньше».

Будем говорить, что в алгебраической системе ' 1', 'A A= 〈 Ω 〉  детерминированные регуляр-
ные программы моделируют арифметику, если существует такое одно-однозначное отображе-
ние α  из N  на 1'' 1'A A⊆  и найдутся такие детерминированные регулярные программы

1 2 3, ,δ δ δ  со свободными переменными , , ,x y z  что 
a) если ' ' ',z x y= +  0 ( ) ( '),x xσ α=  0 ( ) ( ')y yσ α=  и 0 1 ,σ δ σ  то ( ) ( ');z zσ α=
b) если ' ' ',z x y= ⋅  0 ( ) ( '),x xσ α=  0 ( ) ( ')y yσ α=  и 0 2 ,σ δ σ  то ( ) ( ');z zσ α=
c) если 0 ( ) ( '),x xσ α=  0 ( ) ( ')y yσ α=  и 0 3 ,σ δ σ  то найдутся такие попарно различные эле-

менты , ,p r s  из 1'',A  что ( )z pσ =  тогда и только тогда, когда ' ';x y<
( )z rσ =  тогда и только тогда, когда ' ';y x<
( )z sσ =  тогда и только тогда, когда ' '.x y=

В a), b) и c) ', ', ' .x y z N∈
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Покажем, что в уноиде *B  детерминированные регулярные программы моделируют ариф-
метику. Определим множество 1' ,BT BT⊆  порождённое элементом e  и операцией : 'f e BT∈  
и для любых элементов 'x BT∈  положим ( ) '.f x BT∈  Ясно, что на 'BT  операция f  соответ-
ствует обычной операции '  взятия следующего натурального числа на .N

Зададим : 'N BTα →  так: (0) ,eα =  ( )n yα =  тогда и только тогда, когда ( ),ny f e=  где
0 ( ) ,f x x=  1( ) ( ( ))i if x f f x+ =  для любых '.x BT∈

Легко понять, что операция сложения в 'BT  задаётся детерминированной регулярной 
программой. Действительно, программа , ,x y zPL  со свободными переменными x  и y  останав-
ливается для любых начальных значений 0 ( ),xσ  0 ( )yσ  из 'BT  и для ', ', 'x y z N∈  таких, что 

0( ') ( ),x xα σ=  0( ') ( ),y yα σ=  ' ' 'z x y= +  заключительное значение 0 ( ) ( ').z zσ α=
Программа , ,x y zPL :

: ; : ( ); : ( ) ; : .i e i y x f x i f i z x= ≠ = = =ÏÎÊÀ ÄÅËÀÉ ÂÑÅ
Легко написать детерминированную регулярную программу , ,x y zM  со свободными пере-

менными x  и ,y  задающую в 'BT  операцию умножения, останавливающуюся на любых на-
чальных значениях 0 ( ),xσ  0 ( )yσ  из 'BT  и вычисляющую в z  заключительное значение ( )zσ  
тогда и только тогда, когда ( ) ( '),z zσ α=  0 ( ) ( '),x xσ α=  0 ( ) ( '),y yσ α=  ' ' ',z x y= ⋅  ', ', ' .x y z N∈

Программа , , :x y zM
: ; : ; : ;i e z e i x k e= = ≠ =ÏÎÊÀ ÄÅËÀÉ

: ( ); : ( ) ;k y k f k z f z≠ = =ÏÎÊÀ ÄÅËÀÉ ÂÑÅ
: ( );i f i=

ÂÑÅ .
Определим в 'BT  отношение «меньше». Будем говорить, что в 'BT x y<  для , 'x y BT∈  

тогда и только тогда, когда ( ') ,x xα =  ( ')y yα =  и ' 'x y<  в .N
Следующая детерминированная регулярная программа , ,x y zL  останавливается при любых 

начальных значениях 0 0( ), ( ) 'x y BTσ σ ∈  свободных переменных x  и y  и вычисляет значение
,

( ) ( ),
( ( )),

e x y
z f e y x

f f e x y
σ

<
= <
 =

åñëè

åñëè

åñëè

Программа , ,x y zL :
1: ; 1: ; 1 1 1 1: ( 1); 1: ( 1)x y x x y y x y x y y f y x f x≠ = = ≠ ∨ ≠ = =ÅÑËÈ ÒÎ ÏÎÊÀ ÄÅËÀÉ ÂÑE

1 : : ( )x y z e z f e= = =ÅÑËÈ ÒÎ ÈÍÀ×Å ÊÎÍÅÖ
: ( ( ))z f f e=ÈÍÀ×Å ÊÎÍÅÖ

Итак, детерминированные регулярные программы моделируют в уноиде *B  арифметику.
Канторовским номером упорядоченной пары 1 2,n n< >  натуральных чисел называется на-

туральное число 1 2 1 2
2 1 2 1

( ) ( 1)( , ) .
2

n n n nn n nβ + ⋅ + +
= +

Для нумерации кортежей из r  натуральных чисел введём функции 
1 1 2 1 1 1( ,..., , ) ( ( ,..., ), ),r r r r r rn n n n n nβ β β− − −=  .r N∈  Через 1( )nγ  и 2 ( )nγ  для натурального числа n  

будем обозначать такие натуральные числа, что 2 1 2( ( ), ( )) .n n nβ γ γ =  Известно, что вычисление 
по канторовскому номеру кортежа его члена, как и функций 1( )nγ  и 2 ( ),nγ  производится ре-
курсивно  и, следовательно, может быть проведено с помощью детерминированной регуляр-
ной программы. Для определения 1 1,..., , ,r rn n n−  1( )nγ  и 2 ( )nγ  необходимы лишь всюду опреде-

лённые арифметические функции , , ,[ ] ,[/2]+ ⋅
  (здесь ,x y x y= −

  если ,x y>  иначе 0, 
выражение [ ]a  обозначает целую часть вещественного числа ,a  равную наибольшему не пре-
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восходящему a  целому). Пусть эти функции вычисляют программы с именами, соответствен-
но, , , ,x y zPL  , , ,x y zM  , , ,x y zS  , ,x ySQ  ,2 ,x yD  три последние также легко написать.

Рассмотрим множество канторовских номеров упорядоченных пар 1 2,n n< >  таких, что 2n  
есть канторовский номер кортежа из 1n  элементов: 

1 12 1( ,..., ),n nn m mβ=  1 2, , ,jn n m N∈  
1{1,..., }.j n∈  Пусть 01

iK  есть множество канторовских номеров таких упорядоченных пар
, ,i j< >  что j  есть канторовский номер кортежа из i  элементов, состоящего только из 0  и 1.
По определению положим, что канторовский номер кортежа из одного элемента есть сам 

этот элемент, а канторовский номер пустого кортежа есть 0.  Тогда получим 01
0 2{ (0,0)} {0}K β= =  

и 01
1 2 2{ (1,0), (1,1)} {2,4}.K β β= =  Всего можно образовать ls k=  различных кортежей длины l 

в алфавите из k  символов, следовательно, 01 2 .iiK =  Пусть 01 01 .i
i N

K K
∈

=


 Заметим, что в пол-

ном бинарном дереве имеется 2i  вершин, находящихся на расстоянии i  от корня. Покажем, 
что между элементами множества 01K  и множеством вершин полного бинарного дерева име-
ется одно-однозначное соответствие. Из задания 01

iK  ясно, что 01 01
j kK K =∅


 при 
01, .j k K N≠ ⊂  Зададим отображение 01

1: K BTε →  так, чтобы элементам 01
iK  соответствова-

ли вершины дерева 1BT  из *,B  находящиеся на расстоянии i  от корня. Для 010 K∈  положим 
(0) ,eε =  1,e BT∈  для натуральных чисел 01,m K∈  2 1( , ( , ... , ))i im i m mβ β=  таких, что 0,i >  по-

ложим ( ) ,m bε =  где b  – такой элемент 1,BT  что существует терм t  сигнатуры { , }: ( ),f g b t e=  
,t i=  1 2 , ..., ,it h h h=  запись 1 2( ) , ..., ( )ib t e h h h e= =  означает, что 2 1(...( ( ( ) ...),ib h h h e=  

, 0,
, 1,

j
j

j

f m
h

g m
=

=  =

åñëè

åñëè
 {1, ..., }.j i∈

ε  отображает 01K  на всё множество 1.BT  В самом деле, если это не так, то найдётся такая 
вершина ',v BT∈  у которой нет прообраза при отображении .ε  Ясно, что .v e≠  Тогда для ,v  
по определению множества ',BT  найдётся такой терм τ  сигнатуры { , },f g  что ( ).v eτ=  Пусть 

,iτ =  0,i >  1( ) ( ...( ( )) ...).ie p p eτ =

Рассмотрим кортеж 1, ..., ,il l< >  в котором 
0 ,
1 , ,

j
j

j

p f
l

p g
=

=  =

åñëè

åñëè
 {1, ..., }.j i∈  Этот кортеж 

имеет некоторый канторовский номер ,lβ  но тогда 01 01
2 ( , )l

ii K Kβ β ∈ ⊂  и, по заданию ,ε  най-
дётся такой элемент 1' ,l BT∈  что 2( ( , )) ',li lε β β =  причём, j jh l=  для {1, ..., },j i∈  но тогда 'l  
совпадает с ,v  следовательно, вершина v  имеет прообраз при отображении .ε  Получили про-
тиворечие.

Итак, при отображении ε  любая вершина из 1BT  имеет прообраз. Ясно также, что если 
1 2m m≠  для 01

1 2, ,m m K∈  то 1 2( ) ( ).m mε ε≠  Таким образом, ε  есть одно-однозначное отобра-
жение 01K  на 1,BT  но тогда существует отображение 1ε −  из 1BT  на 01K : если 1v BT∈  и ( ),v t e=  

1 ... ,it h h=  0,i >  jh  есть либо ,f  либо ,g  то 1( ) 0,eε − = 1
2 1( ) ( , ( ( ), ... , ( ))),i iv i h hε β β δ δ− =  где 

0,
( )

1, ,
j

i

h f
hδ

=
= 


åñëè

èíà÷å
 {1, ..., }.j i∈

Множество 01K  содержится в ,N  поэтому, перечисляя все элементы ,N  можно определить 
все такие натуральные числа ,r  что 01 01

2 1( , ( , ... , )) .i i ir i m m K Kβ β= ∈ ⊂  Определённая на *B  
детерминированная регулярная программа может перечислить любые элементы ,N  посколь-
ку, как показано ранее, в уноиде *B  детерминированными регулярными программами моде-
лируется арифметика.

Если слово P  – имя некоторой программы, то далее будем предполагать, если не оговоре-

но, что P  есть префикс имён всех входящих в программу P  переменных. Запись 
, , ...,

, , ...,
Px Py Pz

P
r s t

означает программу, отличную от P  лишь тем, что всюду в ней одновременно переменные 
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, , ...,Px Py Pz  заменены на переменные , ,..., ,r s t  соответственно, причём, , ,...,r s t  попарно раз-
личны и не встречались ранее среди входящих в P  переменных.

Легко написать детерминированные регулярные программы 2 , 22 x zΓ ΓΓ  и 1 , 11 ,x zΓ ΓΓ  вычисля-
ющие функции 1( '),xγ  и 2 ( '),xγ  останавливающиеся в 'BT  на любых начальных значениях 

0 ( 1 ) ( '),x xσ αΓ =  0 ( 2 ) ( ')x xσ αΓ =  и генерирующие значения 0 ( 1 ) ( ')z zσ αΓ =  1( ' ( '), ', ' )z x x z Nγ= ∈  
и 0 ( 2 ) ( ')z zσ αΓ =  2( ' ( '), ', ' ).z x x z Nγ= ∈

Покажем, что существует такая детерминированная регулярная программа ,1x yL  со сво-
бодными переменными x  и ,y  которая останавливается на любых начальных значениях 

0 ( ),xσ  0 ( )yσ  таких, что 0 ( ) ,x uσ =  0 ( ) ,y vσ =  1, ,u v BT∈  и определяет, какой из элементов u или 
v  меньше, причём эта программа не эквивалентна никакой бесцикловой программе.

Программа ,1x yL  вырабатывает заключительное значение
0 0

0 0

, ( ) ( ),
( ) ( ), ( ) ( ),

( ( )), .

e x y
z f e y x

f f e

σ σ
σ σ σ

<
= <



åñëè

åñëè

èíà÷å

В программе ,1x yL  имена переменных не расширены префиксом 1.L
Программа ,1x yL :

: ; : ; 1: ( ); 2 : ( ( )); : ( );z e n e c f e c f f e ic f e= = = = =  
z x z y≠ ∧ ≠ÏÎÊÀ ÄÅËÀÉ

1 , 1
( 2) : ( ); : ; 1 ;

,
x z

ic f c n f n z e
n i

Γ Γ
≠ = = ΓÅÑËÈ ÒÎ

, ,
1 : ( ); : ( ); ;

, , 1
Lx Ly Lz

i c sig f e k f e L
k i l

= = =ÅÑËÈ ÒÎ

1 1 ( ( ))l e l f f e= ∨ =ÏÎÊÀ ÄÅËÀÉ
2 , 2 , , , ,

2 ; : ( ); ; ;
, , , , , 2
x z Sx Sy Sz Lx Ly Lz

j f e S L
n d i k ik j ik l

Γ Γ
Γ =

 2 2 ( ( ))l e l f f e= ∨ =ÏÎÊÀ ÄÅËÀÉ  
1 , 1 , ,

1 ; : 1; : ( ); ;
, 1 , , 2
x z Lx Ly Lz

d d j f j L
d d j ik l
Γ Γ

Γ = =

;ÂÑE
2 , 2

( ) 2 ; : 2 ;
, 2
x z

k f e d d
d d
Γ Γ

≠ Γ =ÅÑËÈ ÒÎ ÊÎÍÅÖ

: ( )d e z f z= =ÅÑËÈ ÒÎ ÈÍÀ×Å
( ) : ( )d f e z g z= =ÅÑËÈ ÒÎ ÈÍÀ×Å

: ( ); : ( ( ))k f i sig f f e= =
;ÊÎÍÅÖ  

, ,
; : ( ); ;

, , 1
Lx Ly Lz

k f k L
k i l

=ÊÎÍÅÖ

;ÂÑE
( ( )) : ( ) ;sig f f e ic f ic≠ =ÅÑËÈ ÒÎ ÊÎÍÅÖ

;ÊÎÍÅÖ

( )
, ,
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;ÊÎÍÅÖ
;ÂÑE

: ( ( ))x y z f f e= =ÅÑËÈ ÒÎ ÈÍÀ×Å
: : ( ) ;z x z e z f e= = =ÅÑËÈ ÒÎ ÈÍÀ×Å ÊÎÍÅÖ

;ÊÎÍÅÖ
Программа ,1 ,x yL  генерируя элементы ',BT  последовательно задаёт такие ',i BT∈  что 

( )v iα=  ( : ',N BTα → 0,1,...)i =  и для каждого v  определяет все такие элементы ',w BT∈
( ),w xα=  что 01 .ix K∈  Таким образом, программа ,1x yL  перечисляет все такие элементы 1u BT∈  

( ( )u t e=  для некоторого терма t  сигнатуры { , }f g  длины i), что 1
2 ( , ( )).x i uβ ε −=

Пусть 0 1( ) ,x uσ =  0 2( ) .y uσ =  Программа ,1 ,x yL  сравнивая вновь сгенерированный элемент 
u  с заданными 1u  и 2 ,u  определяет наименьший из заданных элементов. Действительно, пусть, 
для определённости 1 2u u<  и 1 ,u e≠  2 .u e≠

По определению отношения <  в 1BT  найдутся такие термы 1 2,t t  сигнатуры { , },f g  что
1 1( ),u t e=  2 2 ( )u t e=  и либо (a) 1 2 ,t t<  либо (b) 1 2t t= и 1 2.t t

Пусть 
1
,ux  

2ux  определяются по 1u  и 2 ,u  соответственно, отображением 1.ε −

В случае (a) имеем: 
1 1

01 ,u ix K∈  
2 2

01
u ix K∈  и 1 2 ,i i<  где 1 1 ,i t=  2 2 ,i t=  следовательно, по-

скольку все элементы 
1

01
iK  генерируются раньше, чем элементы 

2

01 ,iK  то элемент u  такой, что 
1,u u=  будет получен до элемента 2' .u u=

В случае (b) 
1 2

01,u u ix x K∈  для некоторого натурального ,i  и из того, что 1 2 ,t t  следует, что 
существуют такие кортежи 1 1

1( , ..., ,u u
km m 1 1

1 , ..., )u u
k im m+  и 2 2

1( , ..., ,u u
km m 2 2

1 , ..., ),u u
k im m+  что для 

некоторого k i<  имеем 1 2 1 2
1 1 , ..., ,u u u u

k km m m m= =  1
1 0,u

km + =  2
1 1u

km + =  и, следовательно, канто-
ровский номер кортежа 1 1

1( , ..., )u u
im m  меньше канторовского номера кортежа 2 2

1( , ..., ),u u
im m  но 

тогда элемент 1u u=  будет получен программой ,1x yL  раньше, чем элемент 2' .u u=
Случай, когда 1 2 ,u u=  тривиален.
Покажем теперь, что программа ,1x yL  не эквивалентна никакой бесцикловой программе. 

Предположим, что это не так, тогда найдётся бесцикловая программа (назовём её, например, 
,x yLL ), эквивалентная ,1 .x yL  В таком случае, как показано в [14], задаваемое ,x yLL  бинарное 

отношение *
,( )x yLL

β
ρ  определяется некоторой конечной дизъюнкцией ( ) ( ),

i ii j i ki I
x y t x

∈
∨ Φ ∧ =  

где I  – начальный фрагмент множества натуральных чисел, , {1, ..., },i ij k n∈  { , , }( ),i f g eF nΦ ∈  
{ , , }( ),i f g et T n∈ где { , , }( )f g eF n  – множество всех тестов, а { , , }( )f g eT n  – множество всех термов с пе-

ременными из ,x yLL  сигнатуры { , , }.f g e  Пусть t  – такой терм сигнатуры { , , },f g e  что 
max .ii I

t t
∈

=  Бинарное отношение *
,( )x yLL

β
ρ  связывает такие элементы 1, ,u v BT∈  ,u e≠  ,v e≠  

для которых расстояние между ними ( , ) .u v tδ ≤  Следовательно, для любого натурального 
числа m t>  и любого элемента 1u BT∈  можно найти такой элемент , ,u mw  что ,( , ) ,u mu w mδ ≥  но 
тогда *

,
,( , ) ( ).x y

u mu w LL
β

ρ∉  Таким образом, ,
,( , ) ( ),x y

u mu w Dom LL∉  но в таком случае программа 
, ,x yLL  а значит, и программа ,1x yL  не тотальна. Полученное противоречие показывает, что 

предположение неверно, и, следовательно, программа ,1x yL  не эквивалентна никакой бесци-
кловой программе, но тогда уноид *B  не обладает свойством табличности.

Теорема доказана.

Заключение

Свойство табличности является одним из самых важных свойств, характеризующих рабо-
ту программы в алгебраической системе. 

В данной работе показано, что расширение сигнатуры табличного уноида одной констан-
той может привести к потере свойства табличности. Сигнатура табличного уноида  расширя-
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ется символом ,e  и в полученном уноиде *B  детерминированными регулярными программа-
ми моделируется арифметика. С использованием канторовской нумерации кортежей 
приведённая в работе программа перечисляет все элементы полученного уноида, пока не 
встретит элемент, совпадающий с одним из двух заданных, независимо от расстояния между 
ними. Показано, что эта программа не эквивалентна никакой бесцикловой детерминирован-
ной регулярной программе.
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УДК 004.056

УВЕЛИЧЕНИЕ ПРОИЗВОДИТЕЛЬНОСТИ АЛГОРИТМОВ ШИФРОВАНИЯ

Воронежский государственный университет

Е. Е. Дедова, И. П. Половинкин

Аннотация. В данной статье рассматривается увеличение производительности симме-
тричного алгоритма шифрования «Кузнечик». Для решения данной задачи была выбра-
на технология NVIDIA CUDA, которая позволяет использовать мощность графического 
процессора для увеличения вычислительной производительности. В статье отражены 
результаты исследования скорости работы алгоритма на графическом и центральном 
процессорах. Сравнительная характеристика замеренной скорости отражена в графиках. 
Результаты исследования могут быть использованы в выявлении недостатков в области 
надежности шифров, для сокращения времени, затрачиваемого на исследование шифра, 
а также для увеличения скорости процесса шифрования при применении отечественных 
стандартов в данной области.
Ключевые слова: криптография, криптографическое преобразование, CUDA, симме-
тричный алгоритм шифрования, алгоритм шифрования «Кузнечик», блочное шифрова-
ние, параллельные вычисления, NVIDIA, увеличение производительности, производи-
тельность шифрования, графический процессор.

Введение

В настоящее время защита данных является востребованной во всех сферах, а конфиден-
циальность информации обеспечивается различными способами. Одним из распространен-
ных способов является симметричный алгоритм криптографического шифрования. Главным 
плюсом данного алгоритма является единственная схема шифровки, обладающая абсолютной 
теоретической стойкостью. 

В свою очередь существует проблема, заключающаяся в том, что реализация алгоритма 
шифрования требует значительных вычислительных ресурсов и времени для обработки боль-
ших массивов данных. Поэтому задача оптимизации работы алгоритмов шифрования являет-
ся востребованной и актуальной.

Статья посвящена решению задачи оптимизации работы алгоритма блочного шифрования 
«Кузнечик» при помощи математического аппарата технологии CUDA.

1. Постановка задачи

CUDA (Complete Unified Device Architecture) – это архитектура параллельных вычисле-
ний, разработанная компанией NVIDIA, использующая графические процессоры для увели-
чения вычислительной производительности. Увеличение производительности шифрования в 
CUDA-программе достигается за счет того, что в вычислениях задействуется два процессора: 
CPU (центральный процессор) и GPU (графический процессор). 

На CPU выполняется последовательная часть кода программы, реализуются подготови-
тельные элементы GPU-вычислений; на GPU, за счет использования так называемых нитей 
(threads), одновременно выполняются параллельные участки кода [2, 3].

Для управления нитями применяется строгая иерархия, верхним ее уровнем является сет-
ка, соответствующая всем нитям, которые выполняет данное ядро. Верхним является уровень, 
представляющий одномерный или двумерный массив блоков. Каждый блок представлен одно-
мерным, двумерным или трехмерным массивом потоков. Важной особенностью является то, 
что все блоки, образующие сетку, имеют одинаковую размерность [4].
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Современные блочные шифраторы, использующие для своих вычислений CPU, обраба-
тывают данные со скоростью от 1 Мбайт/с до 5 Мбайт/с. Современные GPU, использующие 
технологию CUDA, за счет использования большого количества потоков обработки информа-
ции, способны обрабатывать данные с большей скоростью.

Исходя из описания выше, были сформированы следующие задачи:
• Рассмотреть модель алгоритма шифрования «Кузнечик»;
• Оптимизировать работу программной реализации алгоритма шифрования при помощи 

технологии CUDA;
• Измерить скорость работы алгоритма шифрования «Кузнечик» на CPU и GPU, сравнить 

полученные результаты.

2. Применение модели

Для оптимизации алгоритма под работу на GPU была взята официальная реализация 
ГОСТ Р 34.12-2015 Техническим комитетом по стандартизации «Криптографическая защита 
информации» [5]. Для увеличения скорости расчетов была произведена модификация алго-
ритма. Загрузка данных в память GPU осуществляется единым для всех потоков массивом 
данных, его размер определяется по формуле (1), где x – количество используемых потоков, 
b – размер блока шифрования.

	 .S x b= ∗ 	 (1)
Доступ на GPU осуществляется по номеру потока, согласно формуле (2), где d  – номер 

потока в блоке, n  – номер блока, b  – размер блока.
	 .F d b n= + ∗ 	 (2)
Для повышения производительности и ускорения вычислений данные загружаются в рас-

пределенную память. Для данной памяти адресация одинакова для всех потоков. В следствии 
этого выделяется массив, равный размеру блока. Индексация происходит по номеру потока в 
блоке. После расчетов данные в потоке синхронизируются, а данные по индексу записываются 
в выходной массив и выгружаются из видеопамяти. Ниже приведена модифицированная для 
работы на GPU функция encrypt_ecb:

__global__ void encrypt_ecb(void *ctx, unsigned char *indataG, unsigned char *outdata, 
unsigned int length, int t)
{
long thread = blockIdx.x * blockDim.x + threadIdx.x;
if(thread < t) 
{
__shared__ unsigned char indata[1024][16];
__shared__ unsigned char *indataPTR[1024];
__shared__ Context_ecb* context;
__shared__ unsigned char block[1024][16];
__shared__ unsigned char *blockPTR[1024];
context = (Context_ecb*)ctx;
memcpy(indata[threadIdx.x], indataG + (16 * thread), 16 );
indataPTR[threadIdx.x] = &indata[threadIdx.x][0];
size_t i;
memcpy(block[threadIdx.x], outdata + (16 * thread), 16 );
blockPTR[threadIdx.x] = &block[threadIdx.x][0];
for(i = 0; i < (length / context->BlockLen) ; ++i)
{
context->EncryptFunc(indataPTR[threadIdx.x], blockPTR[threadIdx.x], context->Keys,
                     context->PrintByteArray, context->PrintUIntArray);
indataPTR[threadIdx.x] += context->BlockLen;
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blockPTR[threadIdx.x] += context->BlockLen;
}
memcpy(outdata + (16 * thread), block[threadIdx.x], 16 );

}
__syncthreads();

}

Нахождение оптимального количества потоков для корректной работы GPU приведено 
ниже. Время работы данного программного обеспечения будет определяться с учетом скоро-
сти вычисления и времени загрузки данных на GPU, определяется по формуле (3), где c  – вре-
мя одного вычисления, k  – количество вычислений, S  – время загрузки данных.

	 .T c k S− ∗ + 	 (3)
Если S  зависит от количества данных и скорости их загрузки, а, следовательно, является 

константой для конкретного объема данных, то T будет минимальным при минимальном про-
изведении c  и .k  Количество вычислений определяется отношением всего объема данных к 
количеству данных, обрабатываемых за один шаг вычислений, формула (4), где N  – весь объ-
ем данных, iN  – среднее количество данных обрабатываемых за один шаг вычислений.

	 .
i

Nk
N

= 	 (4)

Количество данных, обрабатываемых за один шаг вычислений, для вышеописанной функ-
ции определяется по формуле (5), где b  – размер шифруемого блока, x  – количество потоков, 
следовательно, формула (4) преобразуется в формулу (6).

	 .iN b x= ∗ 	 (5)

	 .Nk
b x

=
∗

	 (6)

Из формулы (6) следует, что график зависимости k  от x  является гиперболой; так как ги-
пербола не имеет смещения по осям, то координаты ее вершины по x  равна:

	 .Nx
b

= 	 (7)

3. Анализ результатов

С учетом итоговой формулы (7) были произведены измерения скорости работы ПО на 
CPU и GPU. Результаты полученных измерений представлены на рис. 1.

Измерения проводились на ПК с характеристиками:
• CPU Intel Core I7-3537U;
• Asus Nvidia geForce gtx 1650, tuf-gtx1650-4gd6-gaming, 4гб, gddr6, ret;
На рис. 1 представлена зависимость времени работы алгоритма шифрования, исполняемо-

го на GPU и CPU, от объема исходного файла.

Рис. 1. Сравнение времени шифрования по алгоритму на CPU и GPU
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Для эксперимента были взяты файлы объемом 1, 10, 100, 500 и 1000 Мбайт. В табл. 1 приве-
дены данные о скорости работы алгоритма шифрования «Кузнечик» на CPU и GPU.

Таблица 1
Время шифрования файлов на CPU и GPU

Размер файла, Мбайт Время обработки файла на CPU, мс Время обработки файла на GPU, мс
1 280 3

10 879 39
100 7071 381
500 34342 1842

1000 68243 3584

Проведем анализ полученных результатов, сравнив скорость обработки входных данных 
на GPU и CPU. С учетом данных табл. 1 видно, что входные файлы обрабатывались на CPU 
в среднем со скоростью 221,6 Мбит/c, на GPU – 2.2 Гбит/с. За счет использования большого 
количества одновременно работающих потоков, а также особенностей при работе с памятью, 
графические процессоры, использующие технологию CUDA, обрабатывают файлы при ис-
пользовании алгоритма шифрования «Кузнечик» в 18 раз быстрее, чем это делает CPU.

Заключение

В рамках проведенного исследования была применена модель оптимизации работы блоч-
ного шифра «Кузнечик» с использованием технологии CUDA. Были получены результаты, 
анализ которых подтвердил  правильность выбранного подхода к решению поставленной за-
дачи. Данная разработка может быть использована в выявлении недостатков в области на-
дежности шифров, для сокращения времени, затрачиваемого на исследование шифра, а также 
для увеличения скорости процесса шифрования при применении отечественных стандартов 
в данной области.
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СРАВНИТЕЛЬНЫЙ АНАЛИЗ СОВРЕМЕННЫХ МЕТОДОВ МАШИННОГО ОБУЧЕНИЯ 
В КОНТЕКСТЕ СПЕЦИФИКИ ИХ ТРЕБОВАНИЙ К ОБУЧАЮЩЕЙ ВЫБОРКЕ
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Л. А. Демидова, Г. В. Митин

Аннотация. В статье приведена общая классификация методов машинного обучения, 
осуществлен разбор их специфики по типам обучающей выборки, а также произведен 
сравнительный анализ с целью определения границ их наиболее эффективного примене-
ния. Предложена методика, обеспечивающая выполнение сравнительного анализа мето-
дов машинного обучения на основе экспертного оценивания группы таких показателей, 
как время обучения, требования к обучающей выборке, достоверность результата на вы-
ходе и сфера применения.
Ключевые слова: машинное обучение, классификация, обучение с учителем, обучение 
с частичным привлечением учителя, обучение без учителя, обучение с подкреплением, 
трансдуктивное обучение, глубокое обучение.

Введение

Методы машинного обучения как инструмент обработки данных набирают все большую 
популярность, которая может быть объяснена тем, что: 1) методы машинного обучения под-
ходят для анализа больших объемов данных, что очень важно ввиду увеличения объемов и 
появления новых типов хранимой информации; 2) методы машинного обучения позволяют 
изменять алгоритм анализа данных не путем редактирования кода алгоритма, а посредством 
предоставления ему примеров данных, что снижает требования к квалификации пользовате-
ля и расширяет область применения таких методов; 3) методы машинного обучения обладают 
достаточной гибкостью, чтобы справляться с задачами, для которых невозможно подобрать 
эффективное решение традиционными методами (ярким примером является задача опреде-
ления пространственной структуры белка по его химической формуле, решенная в 2020 году 
при помощи нейросети, в то время как решение этой же задачи классическими методами по-
требовало бы перебора около 2100 комбинаций).

Существует множество методов машинного обучения – некоторые просты в интерпре-
тации (например, деревья решений, являющиеся иерархически организованными наборами 
правил); некоторые выделяются универсальностью (например, Random Forest, обрабатываю-
щий и численные, и категориальные данные [2]); у некоторых специфическая сфера примене-
ния (например, методы обучения с подкреплением, моделирующие взаимодействие обучаемо-
го агента со средой, что применяется, для обучения адаптивных контроллеров).

Одной из перспективных задач, требующих применения методов машинного обучения, явля-
ется задача поиска слабо коррелированных информационных паттернов в разнородных струк-
турах данных, которая не может быть эффективно решена классическими методами. Очевидно, 
что целесообразно выбрать те из них, которые позволят решить эту задачу наилучшим образом. 
В связи с этим требуется выполнение предварительного анализа возможностей и особенностей 
методов машинного обучения, являющихся потенциальными кандидатами к применению.

1. Общая классификация методов машинного обучения

Классификация является основой для составления структурированной картины методов 
машинного обучения. Их можно условно сгруппировать по типу обучающей выборки (назо-
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вем это 1-м уровнем классификации) и по возвращаемому значению (назовем это 2-м уровнем 
классификации). Авторское представление классификации приведено на рис. 1.

Как видно из рис. 1, на первом уровне классификации, обозначенном «(1)», все методы ма-
шинного обучения подразделяются на шесть основных типов с учетом того, как они работают 
с обучающей выборкой.

1. Методы трансдуктивного обучения. Эти методы позволяют принимать решение на ос-
нове конкретных данных, а не общего правила. Такие методы подразумевают наличие обуча-
ющей выборки, которая может быть неполной, что полезно в случаях с малым количеством 
размеченных элементов обучающей выборки. Они применяются при неопределенности, когда 
нельзя выявить четкое правило, но нужно выдать приближенный результат. Такие методы мо-
гут решать задачи предсказания, классификации и другие.

2. Методы глубокого обучения. Эти методы используются в нейросетях. Они объединя-
ют в себе принципы обучения с учителем и без учителя. Время и вычислительные мощности, 
необходимые для обучения, значительно выше, но их точность и «интеллектуальность», так-

Рис. 1. Общая классификация методов машинного обучения
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же превосходят другие типы. Глубокое обучение применяется для наиболее сложных задач из 
всего спектра задач, использующих обучение с учителем и без учителя (например, в задачах 
технического зрения).

3. Методы обучения с учителем. Эти методы требуют размеченной обучающей выборки. 
Качество их работы напрямую зависит от качества обучающей выборки, точности и полно-
ты имеющейся информации, от числа размеченных элементов. Этот тип является одним из 
наиболее распространенных. Правильность результатов его работы легко проверить, но он 
подвержен проблемам переобучения и недообучения. Этот тип может решать широкий спектр 
задач (например, таких, как оценка кредитоспособности, прогнозирование потребительского 
спроса, задачи первичной медицинской диагностики).

4. Методы обучения без учителя. Этим методам характерно отсутствие необходимости в 
обучении. Они применяются при невозможности назначения элементам данных меток клас-
сов и, как следствие, создания размеченной обучающей выборки, что приводит к большой 
неопределенности результатов и в ряде случаев требует дополнительных исследований [5]. 
Эти методы могут использовать данные из разнородных источников. Ввиду отсутствия меток, 
сложно проверить правильность результатов работы данного метода. Они используются в за-
дачах сокращения размерности данных, кластеризации, восполнении пропущенных данных, 
поиска ассоциативных правил [6], визуализации данных для увеличения наглядности.

5. Методы обучения с частичным привлечением учителя. Эти методы используют не 
полностью размеченную обучающую выборку. Как и в случае обучения с учителем, такие ме-
тоды зависят от качества и количества размеченных элементов обучающей выборки. Они при-
меняются при нехватке информации об объектах анализа (например, в задачах обнаружения 
мошенничества в областях финансовых услуг и страхования), либо времени на разметку обу-
чающей выборки [7].

6. Методы обучения с подкреплением. Эти методы используют среду обучения в качестве 
обучающей выборки. Обучаемая модель не знает, как устроена среда, но получает «вознаграж-
дение» по результатам своих действий [7]. Такие методы применяются в области кибернетики 
и моделирования. Они могут вырождаться, переходя к обучению с учителем или к обучению 
без учителя. Эти методы могут быть использованы там, где жесткого обучения с учителем или 
без учителя оказывается недостаточно. В ряде случаев они позволяют значительно снизить 
необходимую размерность пространства признаков. Они используются в задачах обучения 
адаптивных контроллеров, обучения роботов, игрового обучения искусственного интеллекта.

2. Описание характеристик методов машинного обучения

Рассмотрим характеристики методов машинного обучения первого уровня классифика-
ции (рис. 1).

1. Характеристики методов трансдуктивного обучения
Одной из основных задач, решаемых с помощью трансдуктивного обучения является зада-

ча классификации, при этом могут применяться:
• разделяющая трансдукция, реализующая метод с использованием кластеризации на ос-

нове разделов, при этом множество элементов делится на конфликтующие подразделы до тех 
пор, пока не останется заданное число классов;

• агломеративная трансдукция, реализующая метод с использованием агломеративной 
кластеризации, при этом множество разрозненных элементов соединяются в группы по сте-
пени сходства, пока не будет достигнуто заданное число классов.

Основными достоинствами методов трансдуктивного обучения являются способности 
быстро выдавать приближенные решения с хорошей точностью и работать в условиях, где 
невозможно вычислить четкое правило для обработки данных.
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Однако этим методам присущ неэффективный расход ресурсов: при добавлении новых 
данных, метод необходимо запускать с начала. Примером такого метода является метод k бли-
жайших соседей (k-Nearest Neighbors – kNN), нечувствительный к выбросам и простой в реа-
лизации, но требующий хранить в памяти весь обрабатываемый набор данных [4].

Методы этого типа чувствительны к качеству обучающей выборки. В частности, для их 
корректной работы требуется, чтобы выборка была сбалансированной.

2. Характеристики методов глубокого обучения
Эти методы реализуются с помощью нейросетей, чья структура состоит из нескольких 

входных, выходных и скрытых слоев, которые нужно обучать. Каждый слой содержит элемен-
ты, преобразующие входные данные в данные, которые следующий слой получает на вход для 
собственной обработки и таким образом обучается [8].

Глубокое обучение основывается не на специализированных алгоритмах, а на самой идее 
интеллектуального обучения путем представления нейросети входных данных. Это позволяет 
достигнуть наибольшей гибкости по сравнению с другими методами.

Обычно количество входных данных сопоставляется с количеством нейронов в первом 
слое нейронной сети (в некоторых случаях одному элементу вектора входных значений может 
соответствовать несколько нейронов), а количество вариантов выходных данных – с количе-
ством элементов в последнем слое.

Работа методов данного типа сводится к решению таких задач, как:
• задачи классификации;
• задачи регрессии;
• задачи кластеризации;
• задачи снижения размерности.
Методы глубокого обучения отличаются тем, что способны автоматически вычислять 

сложные составные признаки в предоставленном наборе данных.
3. Характеристики методов обучения с учителем
Методы данного типа восстанавливают зависимость между входными и выходными дан-

ными по известным значениям, что сводится к решению таких задач, как [7]:
• задачи классификации;
• задачи регрессии.
Одним из слабых мест методов обучения с учителем считается требование к качеству об-

учающей выборки. При использовании обучающей выборки из набора данных, полученного 
экспериментально (например, при работе с реальными данными о потенциальных заемщиках 
в задаче оценки их кредитоспособности) часто возникает проблема несбалансированности 
классов, характеризующаяся тем, что доля элементов одного класса не сравнима с долями эле-
ментов других классов.

В настоящее время используются нижеперечисленные способы решения этой проблемы [7]:
• сбор новых данных (при этом возрастет объем обучающей выборки, но в ряде случаев 

новые данные позволят сбалансировать классы);
• изменение метрики производительности, заключающееся в использовании дополнитель-

ных метрик качества, в том числе, учитывающих несбалансированность классов;
• пересмотр обучающей выборки, применяемый, когда сбор новых данных невозможен 

или слишком затратен;
• создание синтетических паттернов, предполагающее генерацию элементов обучающей 

выборки по определенным правилам, гарантирующим корректность новых элементов;
• использование методов анализа, более терпимых к несбалансированности классов;
• поиск аномалий или выбросов, которые можно отнести к отдельному классу или исклю-

чить из обучающей выборки.
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В случае бинарной классификации ее качество оценивается с помощью таких показате-
лей, как:

• истинно положительный исход (True Positive, TP), соответствующий верному присвое-
нию метки «+1»;

• истинно отрицательный исход (True Negative, TN), соответствующий верному присвое-
нию метки «−1»;

• ложно положительный исход (False Positive, FP), соответствующий верному присвоению 
метки «+1»;

• ложно отрицательный исход (False Negative, FN), соответствующий верному присвоению 
метки «−1».

Имея размеченную обучающую выборку, можно определить число исходов каждого типа 
и на их основании составить матрицу ошибок, на основе которой вычислить значения таких 
показателей качества классификации, как: 

Accuracy = TP TN
FP TP FN TN

+
+ + +

;

Recall = TP
TP FN+

;

Precision = TP
TP FP+

;

Specificity = TN
TN FN+

;

Fn-мера = 
2

2

(1 )* *
*

n Precision Recall
n Precision Recall
+

+
, где n  – вес показателя Precision в диапазоне от 0 до 1.

Кроме того, для оценки качества классификации может использоваться так называемая 
ROC-кривая, для которой в каждой точке графика координатой X  точки является значение 

1 ,TN
TN FN

 − + 
 а координатой Y  – значение TP

TP FN+
 в данной точке. При этом оценивается 

площадь фигуры под данной кривой: чем ближе к 1, тем выше качество классификации.
В случае регрессии для оценки качества используется иной подход.
За критерии качества принимаются средняя квадратичная ошибка и средняя абсолютная 

ошибка. При этом показатель средней квадратичной ошибки более чувствителен к выбросам 
(так как сильнее «штрафует» за большие отклонения). Эти метрики сильно связаны с диа-
пазоном значений зависимой переменной – чем больше этот диапазон, тем большие значе-
ния будут принимать средняя квадратичная и средняя абсолютная ошибки. В таком случае, 
объективная оценка качества регрессии может оказаться затруднительной. Для решения этой 
проблемы применяется так называемый коэффициент детерминации, являющийся нормиро-
ванной средней квадратичной ошибкой и принимающей значения от 0 до 1.

Другим подходом к оценке качества регрессии является квантильная регрессия. Квантиль-
ная регрессия представляет собой процедуру оценки параметров линейной связи между неза-
висимыми переменными и заданным уровнем квантиля зависимой переменной.[3]

4. Характеристики методов обучения без учителя
Работа методов данного типа сводится к решению таких задач, как [7]:
• задача кластеризации;
• задача снижения размерности.
Способы оценки качества кластеризации различаются, однако любой подход к оценке ка-

чества кластеризации с тестовой выборкой должен отвечать следующим критериям:
• значение метрики качества должно уменьшаться при объединении в один алгоритмиче-

ский кластер двух тестовых кластеров (критерий однородности кластеров);
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• значение метрики качества должно уменьшаться при разделении тестового кластера на 
части (критерий полноты кластеров);

• значение метрики качества должно быть выше у той версии кластеризации, которая по-
мещает нерелевантный элемент в шумный кластер (критерий лоскутного мешка);

• значительное ухудшение кластеризации большого числа малых кластеров должно обхо-
диться дороже небольшого ухудшения кластеризации в крупном кластере (критерий соотно-
шения размера и количества).

Для проверки качества кластеризации могут быть применены метрики оценки качества 
бинарной классификации. В этом случае осуществляется подсчет пар элементов, входящих в  
кластеры из тестовой выборки. Этот подход позволяет оценивать качество кластеризации по 
тем же принципам, что и качество классификации, однако он проявляет достаточную инфор-
мативность только для нескольких наиболее крупных кластеров.

Другим подходом к оценке качества кластеризации является использование метрик точно-
сти и полноты соответствия между размеченными кластерами из тестовой выборки и сгене-
рированными кластерами.

Также для оценки качества кластеризации используются BCubed-метрики. Они оценивают 
точность и полноту для каждого элемента тестовой выборки, а затем усредняются.

5. Характеристики методов обучения с частичным привлечением учителя
Особенности методов данного типа повторяют таковые у методов обучения с учителем. 

Главное отличие в том, что для обучения с частичным привлечением учителя используется 
меньше размеченных элементов обучающей выборки, а также то, что методы данного типа 
допускают появления неразмеченных элементов в обучающей выборке [7].

Методы обучения с частичным привлечением учителя базируются на трех предположени-
ях, из которых должно выполняться хотя бы одно:

• элементы, которые лежат близко друг от друга, размечены одинаково;
• данные образуют дискретные кластеры, размеченные одинаково;
• измерения данных избыточны.
Поскольку методы данного типа используют обучающую выборку, для корректной работы 

необходима качественная выборка, в частности, сбалансированная.
6. Характеристики методов обучения с подкреплением
Работа методов данного типа сводится к решению таких задач, как [7]:
• поиск верной последовательности действий;
• поиск глобального экстремума.
Методы обучения с подкреплением имеют ряд характерных особенностей:
• разные действия ведут к разным «выигрышам» (в этом случае ставится задача максими-

зации выигрыша путем выработки правильной последовательности действий);
• «выигрыш» приходит с задержкой по времени (при выполнении последовательности дей-

ствий, ведущей к «выигрышу», «агент» получает его спустя несколько «ходов»);
• «выигрыш» зависит от текущего состояния среды (то есть одна и та же последователь-

ность действий в одних условиях может быть «выигрышной», а в других нет).
В зависимости от поставленных задач, выделяют три основных подхода к организации ра-

боты методов обучения с подкреплением:
• подход на основе функции значения, который предполагает определение и максимиза-

цию функцию «выигрыша» при каждом состоянии среды, положении «агента», завершении 
последовательности действий;

• подход прямого поиска политики, который предполагает улучшение поведения «агента» 
без вычисления функции «выигрыша», но с явным указанием на лучшие действия для каждого 
шага;

• подход на основе модели, который делает упор на точность моделирования среды.
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3. Сравнительный анализ

Используя выявленные выше характеристики и особенности каждого из рассмотренных 
методов машинного обучения, можно провести сравнительный анализ для выявления границ 
их наиболее эффективного применения.

В ходе сравнительного анализа будем учитывать такие показатели, как: время обучения, 
поскольку во многих реальных задачах время является критичным фактором; требования к 
обучающей выборке, поскольку они определяют, в каких обстоятельствах эти методы могут 
использоваться; достоверность результата на выходе; сфера применения.

Для оценки каждого типа методов машинного обучения на основе перечисленных показа-
телей предлагается использовать следующую методику: каждый из показателей оценивается 
по 10-бальной шкале, при этом значение оценки тем больше, чем сильнее проявляется показа-
тель в методах рассматриваемого типа, затем строится графическая интерпретация получен-
ной совокупности показателей, чтобы выявить их распределение в пространстве оценок, и на 
основании этого распределения делается вывод. Результаты представлены в табл. 1.

Таблица 1
Сводная таблица оценок показателей для типов машинного обучения

в зависимости от обучающей выборки и механизма обучения

Тип обучения
Достоверность 

результатов 
(плюс)

Сфера 
применения 

(плюс)

Время 
обучения 
(минус)

Требования 
к обучающей 

выборке 
(минус)

Трансдуктивное обучение 7 5 2 6
Глубокое обучение 10 10 10 10
Обучение с учителем 6 5 4 6
Обучение без учителя 3 7 4 0
Обучение с частичным 
привлечением учителя

5 5 4 4

Обучение с подкреплением 6 3 4 7

По результатам сравнительного анализа были выявлены достоинства и недостатки для 
каждого типа методов обучения.

Методы трансдуктивного обучения
Достоверность результатов (плюс): 7 баллов, так как эти методы могут обрабатывать дан-

ные, для которых нельзя выявить четкое правило и позволяют делать точные прогнозы даже 
при меньшем количестве размеченных данных, чем у методов обучения с учителем.

Сфера применения (плюс): 5 баллов, так как эти методы могут решать только задачи, для 
которых известен ряд решений вида «входные данные – ответ».

Время обучения (минус): 2 балла, так как эти методы способны быстро находить прибли-
женно верное решение путем относительно простых вычислений, хотя при добавлении новых 
значений расчеты начинаются с нуля.

Требования к обучающей выборке (минус): 6 баллов, так как этим методам всегда требуется 
полностью размеченная обучающая выборка.

Методы глубокого обучения
Достоверность результатов (плюс): 10 баллов, так как эти методы дают точные результаты 

при решении сложных задач и могут выявлять высокоуровневые признаки элементов на осно-
ве предоставленных данных.
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Сфера применения (плюс): 10 баллов, так как эти методы могут решать задачи произволь-
ного типа.

Время обучения (минус): 10 баллов, так как для этих методов при тех же вычислительных 
мощностях требуется значительно больше времени на обучение, чем для других методов.

Требования к обучающей выборке (минус): 10 баллов, так как этим методам всегда требуют-
ся большие объемы данных для обучения.

Методы обучения с учителем
Достоверность результатов (плюс): 6 баллов, так как результаты работы этих методов лег-

ко интерпретировать и проверять.
Сфера применения (плюс): 5 баллов, так как эти методы могут решать только задачи, для 

которых известен ряд решений вида «входные данные – ответ».
Время обучения (минус): 4 балла, так как обучение этих методов занимает малое время.
Требования к обучающей выборке (минус): 6 баллов, так как этим методам всегда требуется 

полностью размеченная обучающая выборка.
Методы обучения без учителя
Достоверность результатов (плюс): 3 балла, так как методы требуют дополнительный ана-

лиз выходных значений, ввиду того что правила вывода не могут быть заданы заранее.
Сфера применения (плюс): 7 баллов, так как эти методы могут решать задачи без известных 

решений.
Время обучения (минус): 4 балла, так как обучение этих методов занимает малое время.
Требования к обучающей выборке (минус): 0 баллов, так как эти методы не используют обу-

чающую выборку.
Методы обучения с частичным привлечением учителя
Достоверность результатов (плюс): 5 баллов, так как результаты работы этих методов до-

статочно точны, если выполняются требования к организации данных.
Сфера применения (плюс): 5 баллов, так как эти методы могут решать только задачи, для 

которых известен ряд решений вида «входные данные – ответ».
Время обучения (минус): 4 балла, так как обучение этих методов занимает малое время.
Требования к обучающей выборке (минус): 4 балла, так как этим методам не требуется пол-

ностью размеченная обучающая выборка.
Методы обучения с подкреплением
Достоверность результатов (плюс): 6 баллов, так как эти методы выдают результаты, той 

же точности, что и методы обучения с учителем.
Сфера применения (плюс): 3 балла, так как эти методы могут решать только задачи, своди-

мые к моделированию взаимодействия агента с некоторой обучающей средой.
Время обучения (минус): 4 балла, так как обучение этих методов занимает малое время.
Требования к обучающей выборке (минус): 7 баллов, так как для работы этих методов требу-

ется создать обучающую среду.
На рис. 2 приведена графическая интерпретация данных табл. 1 в соответствии с пред-

ложенной методикой. Полые фигуры обозначают «минусы» типов машинного обучения. По 
оси абсцисс и ординат в этом случае отложены значения Времени обучения и Требований к 
обучающей выборке, соответственно. Чем дальше от нуля, тем ярче выражены эти «минусы». 
Закрашенные фигуры обозначают «плюсы» типов машинного обучения. Для них по тем же 
осям отложены значения Достоверности результата и Сферы применения, соответственно. 
Чем дальше от нуля, тем ярче выражены эти «плюсы».

Как видно из рис. 2, среди представленных типов методов машинного обучения нет явных 
лидеров. Есть несколько выделяющихся типов, но их применимость оказывается ситуатив-
ной. Достоинства и недостатки каждого метода компенсируют друг друга, эффективность их 
применения всецело зависит от конкретной задачи.
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По достоверности результата и широте применения на первом месте оказываются методы 
глубокого обучения. Однако по времени обучения  и требованиям к обучающей выборке они 
серьезно проигрывает остальным методам. Можно сказать, минусы уравновешивают плюсы.

На втором месте по достоверности результата располагаются методы трансдуктивного об-
учения, они же с небольшим отрывом лидируют по времени обучения. Однако стоит отме-
тить, что при добавлении в набор новых данных, методы трансдуктивного обучения требуют 
полного повторного анализа, что увеличивает итоговое время обучения.

Поскольку методы обучения без учителя не предусматривают наличия обучающей выбор-
ки, недостатки, связанные с этим, равны 0. Однако методы обучения без учителя серьезно 
проигрывают по достоверности результата всем остальным методам, поскольку результаты их 
работы требует дополнительного анализа.

Далее располагаются методы обучения с частичным привлечением учителя, которым тре-
буется частично размеченная обучающая выборка, а достоверность результатов приближает-
ся к таковой у методов обучения с учителем. Однако необходимо отметить, что это достигает-
ся только, когда организация данных удовлетворяет определенным требованиям.

Методы обучения с учителем по части достоверности результата превосходит методы об-
учения с частичным привлечением учителя, но проигрывает по требованиям к обучающей 
выборке. В отличие от методов обучения с частичным привлечением учителя, у методов обу-
чения с учителем нет жестких требований к организации данных, что показывает сбалансиро-
ванность этого типа методов.

Методы обучения с подкреплением показывают весьма посредственные результаты, а 
именно самую узкую сферу применения и достаточно высокие требования к обучающей вы-
борке. Это объясняется узкой специализацией методов данного типа.

Заключение

По результатам выполненного анализа могут быть сделаны следующие выводы.
При наличии значительных вычислительных мощностей, а также при наличии больших 

объемов данных и гибких временных рамок, лучшим выбором для решения задач анализа дан-

Рис. 2. Распределение показателей эффективности типов методов машинного обучения 
по обучающей выборке
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ных являются методы глубокого обучения, базирующиеся на RNN (Recurrent Neural Network), 
CNN (Convolutional Neural Network), GAN (Generative Adversarial Network) и их производные 
[1]. В частности, применение этих методов выглядит перспективным при решении задач по-
иска слабо коррелированных информационных паттернов в разнородных структурах данных.

При наличии данных, из которых можно составить достаточно полную обучающую выборку, 
следует использовать методы обучения с учителем как сбалансированные комплексы решений 
(например, можно рекомендовать к применению дерево регрессии, Polynomial Regression и ме-
тод SVM (Support Vector Machine)). 

При необходимости быстрой однопроходной обработки данных с неочевидной организа-
цией, следует использовать методы трансдуктивного обучения (например, можно рекомендо-
вать к применению kNN (k-Nearest Neighbors) и TSVM (Transductive SVM)).

Если создать полностью размеченную обучающую выборку затруднительно, но извест-
но, что данные ведут себя определенным образом, следует использовать методы обучения с 
частичным привлечением учителя (например, можно рекомендовать к применению Logistic 
Regression). Эти методы также могут быть использованы при решении задач поиска слабо кор-
релированных информационных паттернов в разнородных структурах данных.

В условиях полной неопределенности или отсутствия исторических данных следует ис-
пользовать методы обучения без учителя (например, можно рекомендовать к применению 
методы кластеризации, такие как OPTICS (Ordering Points To Identify Clustering Structure) и 
BIRCH (Balanced Iterative Reducing and Clustering  using Hierarchies)). Методы этого типа подхо-
дят также для разметки обучающей выборки, однако в таком случае необходим дополнитель-
ный анализ выходных данных.
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УДК 004.855.5

РАЗРАБОТКА МОДЕЛИ БИНАРНОЙ КЛАССИФИКАЦИИ СОСТОЯНИЙ 
ДИСКОВЫХ НАКОПИТЕЛЕЙ НА ОСНОВЕ АЛГОРИТМА СЛУЧАЙНОГО ЛЕСА 

С УЧЕТОМ КРИТЕРИЯ ВАЖНОСТИ ПРИЗНАКОВ

Российский технологический университет – МИРЭА

Л. А. Демидова, А. В. Филатов

Аннотация. Статья посвящена исследованию подхода к решению задачи контроля и клас-
сификации состояний дисковых накопителей с привлечением модели классификации на 
основе алгоритма случайного леса. Для разработки модели классификации подготовлен и 
обработан набор данных, содержащий показания датчиков дисковых накопителей, полу-
ченные с применением технологии SMART. Производится модификация исходного набо-
ра данных с учетом критерия важности признаков, сравниваются результаты обученных 
моделей. Приводятся результаты экспериментальных исследований, подтверждающие 
эффективность использования алгоритма случайного леса в составе моделей классифи-
кации состояний дисковых накопителей.
Ключевые слова: машинное обучение, дисковые накопители, алгоритм случайного леса, 
классификация, бинарная классификация, SMART, решающие деревья, набор данных.

Введение

Развитие электронных технологий и компьютерных систем послужило толчком к развитию 
информационного пространства. В современном мире ежеминутно генерируется огромное 
количество информации. Данные разной структуры и формы активно создаются, передаются 
и используются для решения широкого спектра задач и целей. Объемы постоянно генерирую-
щихся данных необходимо где-то хранить и обрабатывать, и одним из основных решений дан-
ного вопроса являются технологии дисковых накопителей. Независимо от формы конечного 
продукта, будь то сайт, бухгалтерская программа или видеоконтент, все данные находятся на 
жёстких дисках компьютеров пользователей или дата-центрах. 

Важность сохранности данных нельзя недооценить, поэтому производители дисковых на-
копителей оснащают собственную продукции технологиями отслеживания и контроля их со-
стояния. Одним из основных решений в данной сфере на протяжении последних лет является 
технология SMART (Self-Monitoring, Analysis and Reporting Technology) [1]. Данная технология 
предполагает использование ряда датчиков, которые начинают записывать данные о дисковом 
накопителе (например, число часов во включённом состоянии, количество прерванных опе-
раций, число некорректируемых секторов) с момента его производства. Своевременный кон-
троль и анализ показаний этих датчиков позволит вовремя определить возможные проблемы 
с дальнейшим функционированием дискового накопителя.

В настоящее время существует программное обеспечение, которое на основе имеющихся 
данных способно продиагностировать состояние дискового накопителя и выдавать соответ-
ствующую информацию, а также предупреждать пользователя о возможных сбоях. Но такое 
программное обеспечение использует крайне ограниченную часть диагностических данных. 
Для более полного использования диагностических данных целесообразно использовать со-
временные инструменты работы с большими объёмами данных, одними из которых являются 
технологии машинного обучения.

Такие технологии являются действенным инструментом для решения широкого спектра 
задач, в том числе в задачах прогнозирования и классификации. Привлечение технологий ма-
шинного обучения для классификации состояния дискового накопителя позволяет добиться 
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положительных результатов в смысле повышения качества классификационных решений и 
обеспечения своевременной диагностики возможных проблем [2–4, 8]. 

Но при работе с большими объёмами данных необходима их грамотная обработка и ис-
пользование, так как далеко не всегда использования всей доступной информации позволяет 
достигнуть максимально точного и эффективного результата [5]. Необходимо правильно ис-
пользовать имеющиеся ресурсы и мощности для получения нужного результата.

В данной статье рассматривается использование алгоритма случайного леса в задаче клас-
сификации состояния дисковых накопителей, и приводятся результаты эксперимента по ис-
пользованию показателей датчиков технологии SMART.

1. Материалы и методы 

1.1. Алгоритм случайного леса

Случайный лес – алгоритм машинного обучения, предложенный Лео Брейманом [6]. Этот 
алгоритм совершенствует принципы работы решающих деревьев, которые являются эффек-
тивным инструментарием для задач классификации и регрессии.

Каждое дерево в этом алгоритме создаётся на основе подвыборки, извлеченной из базового 
набора данных. Дерево решений является методом представления решающих правил древо-
видной иерархии, которые используют два основных типа элементов – узлы (nodes) и листья 
(leaves). Узлы включают в себя определённые решающие правила и проверяют на соответствие 
элементы текущего этапа этому правилу.

На рис. 1 приведён пример фрагмента одного из решающих деревьев, сформированных в 
ходе данного исследования. На каждом этапе проводится проверка элементов на соответствия 
генерируемым деревом условий, которые предназначены для классификации состояния дис-
кового накопителя.

1.2. Подготовка базового набора данных

Обучение алгоритма случайного леса происходит на основе данных, находящихся в откры-
том доступе, взятых с сайта компании облачного хранений Backblaze [7]. В ходе исследования 
были объединены и переработаны данные о дисках компании за 2014–2015 годы. Полученный 
набор данных содержит сведения, как:

– дата работы устройства;
– серийный номер устройства;
– модель устройства;
– объём хранения устройства;
– данные о состоянии устройства;

Рис. 1. Пример фрагмента дерева решений
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– значения показателей 45 SMART-датчиков в чистом виде;
– значения показателей 45 SMART-датчиков в нормализованном виде по внутреннему ал-

горитму нормализации компании BackBlaze.
Следует отметить, что в предлагаемом исследовании показатели SMART-датчиков преоб-

разованные по алгоритму нормализации компании BackBlaze не используются и удалятся на 
этапе обработки набора данных с целью получения базового набора.

2. Реализация модели

2.1. Редактирование набора данных

Полученный набор данных содержит большое количество NaN-значений элементов, что 
недопустимо для обучения модели, поэтому необходимо преобразовать данные элементы в 
приемлемый формат. В рамках предлагаемого исследования все NaN-значения элементов пре-
образуются в нулевые. 

В качестве признаков для обучения модели сначала будут использоваться показания всех 
45-и SMART-датчиков в чистом виде. Так как сильный разброс в значениях различных датчи-
ков может привести к негативным последствиям при обучении, то была выполнена их норма-
лизация при помощи функции normalize [9].

Так как модель реализуется с целью решения задачи бинарной классификации состояния 
дискового накопителя, в существующий набор данных требуется добавить несколько параме-
тров, необходимых для решения этой задачи: RUL и Label1. Параметр RUL отображает число 
дней до прекращения работы дискового накопителя. Этот параметр легко рассчитывается на 
основе даты первого появления накопителя в наборе данных и даты, на которой его состояние 
меняется с состояния «Годен к работе», которому соответствует значение «0», на состояние «Не 
годен к работе (вышел из строя)», которому соответствует значение «1». Параметр Label1 явля-
ется одним из основных, так как является целевым при обучении. Значения параметра Label1 
формируется на основе значений параметра RUL и если его значение равняется или меньше 
15-и, то он изменяет своё значение с «0» на «1». На основе этого параметра и определяются два 
основных класса, которые условно обозначены как «Healthy» – здоровый, и «Precarious» – не-
надежный.

2.2. Обучение модели

Для решения задачи бинарной классификации в предлагаемом исследовании использует-
ся алгоритм случайного леса. В качестве основного параметра модели классификации было 
установлено число решающих деревьев, равное 100. Максимальная глубина каждого отдельно 
взятого дерева взята равной 35, а максимальное число признаков, которые могут рассматри-
ваться для лучшего разделения на узлах, рассчитывалось самой моделью и равнялось корню 
от числа признаков.

В задачах классификации для оценки показателей качества обучения моделей используют-
ся показатели точность (англ. precision), полнота (англ. recall), F-мера (англ. f-score) (в частно-
сти, в задаче бинарной классификации – F1-мера), вычисляемые как:

	  ,TPPrecision
TP FP

=
+

	 (1)

	  ,TPRecall
TP FN

=
+

	 (2)

	 *1 2* ,Precision RecallF
Precision Recall

=
+

	 (3)
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где TP  (True positive) – число истинно-положительных исходов; TN  (True negative) – число 
истинно-отрицательных исходов; FP  (False positive) – число ложно-положительных исходов; 
FN  (False negative) – число ложно-отрицательных исходов.

Для лучшей визуализации и восприятия результатов может быть использована матрица 
ошибок, которая хранит значения необходимые для расчёта показателей качества обучения 
моделей. На рис. 2 показана структура матрицы ошибок.

На рис. 3 приведена матрица ошибок, полученная в результате обучения модели. В ней под 
классом «0» подразумевают здоровые накопители, а под классом «1» – ненадежные, в соответ-
ствии со значениями параметра Label1 для дисковых накопителей.

Модель, обученная на показаниях всех 45 SMART-датчиков, хранящихся в базовом набо-
ре данных, демонстрирует высокие результаты (рис. 4). Значение всех показателей качества 
обучения модели превышают значение в 0.9, что демонстрирует высокую результативность 
разработанной модели классификации.

Несмотря на полученные результаты, для оценки необходимости использования показа-
ний всех 45 SMART-датчиков при помощи внутреннего критерия важности признаков, можно 
оценить вклад каждого признака в итоговый результат. Этот критерий называют «средним 
уменьшением примесей» и рассчитывают как общее уменьшение примесей в узле (взвешен-
ное по вероятности достижения этого узла), усредненное по всем деревьям обученной модели 
классификации. На рис. 5 представлены результаты визуализации значений оценок показате-
лей важности признаков в модели.

Из рис. 5 можно увидеть, что часть признаков имеет практически нулевые значения оценок 
показателей важности для модели, что ставит под вопрос необходимость их включения в модель.

2.3. Модификация исходного набора данных

Для проверки возможности уменьшения числа признаков был обучен ещё ряд моделей 
классификации на основе алгоритма случайного леса с теми же ключевыми параметрами, но с 

Рис. 2. Структура матрицы ошибок

Рис. 3. Матрица ошибок модели классификации с 45-ю признаками

Рис. 4. Показатели качества обученной модели
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уменьшенным количеством поданных на обучение признаков. На рис. 4 визуализированы по-
казатели важности признаков в моделях, у которых были удалены часть признаков. В первом 
случае были удалены те признаки, вес которых был равен 0-ю, а во-втором, удалены признаки 
веса которых составляли менее 0.10-и.

Анализ данных на рис. 5 и рис. 6 позволяет увидеть изменения в распределении важности 
признаков при изменении их числа (например, изменение в соотношении между 5-м и 192-м 
SMART-датчиками). На данном этапе данные изменения можно проигнорировать, так как их 
характер незначителен и не влияет на общую картину.

Рис. 5. Значения оценок показателей важности признаков в модели

                                              a                                                                                             b
Рис. 6. Значения оценок показателей важности признаков в модели:

a – при использовании 31 признака, b – при использовании 20 признаков
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На основе значений в матрицах ошибок (рис. 7) и показателей качества обученных моделей 
(табл. 1), можно увидеть нецелесообразность использования всех первоначально имеющихся 
признаков.

Таблица 1
Показатели качества обученных моделей

Модель Точность Полнота F1-мера
Модель с 31 признаком 0.99979 0.95760 0.97824
Модель с 20 признаками 0.99983 0.97647 0.98801
Модель с 15 признаками 0.99963 0.95069 0.97455

При уменьшении числа признаков с 45 до 31 и 20, заметны увеличения значений пока-
зателей качества обучения (табл. 1). При уменьшении числа признаков с 20 до 15 значения 
показателей качества обучения уменьшились (табл. 1) и в дальнейшем также снижались, не 
превышая пиковых значений показателей при 20 признаках. Стоит отметить, что на рис. 3–7 и 
в табл. 1 отображены не все обученные модели, но результаты остальных моделей подтвержда-
ют выявленные тенденции. На основе полученных данных, можно утверждать, что для модели 
бинарной классификации дисковых накопителей, представленной в данной исследовании, оп-
тимальное число используемых для обучения признаков равно числу в диапазоне от 20 до 15.

Заключение

Проведенное исследование доказывает возможность использования алгоритма случайно-
го леса в качестве одного из компонентов классификатора состояния дисковых накопителей. 
Экспериментально проверена эффективность работы модели классификации на основе алго-
ритма случайного леса. Проведено сравнение результатов оценки моделей с разным числом 
используемых признаков, подтверждена необходимость модификации исходного набора дан-
ных для получения максимальной эффективности обучения и подобраны оптимальные значе-
ния для разработанной в рамках данного исследования модели классификации.

Целью дальнейших исследований является расширения объёма набора данных, подбор 
наиболее оптимальных гиперпараметров для обучения модели классификации, а также иссле-
дование и реализация иных методов и алгоритмов машинного обучения, для получения более 
комплексного результата классификации состояния дисковых накопителей. 
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О КОНЕЧНЫХ ФИГУРАХ В ЛИНЕЙНЫХ ПРОСТРАНСТВАХ 
НАД ПОЛЯМИ КОНЕЧНОЙ ХАРАКТЕРИСТИКИ

Тверской государственный университет

С. М. Дудаков

Аннотация. В работе изучаются алгебры, которые построены из линейных пространств 
над полями конечной характеристики с помощью перехода к алгебре конечных подмно-
жеств. Доказывается, что при одновременном использовании для фигур поэлементного 
сложения и теоретико-множественных действий появляется возможность интерпрета-
ции элементарной арифметики. Далее этот результат применяется для того, чтобы пока-
зать аналогичную возможность интерпретации арифметики при рассмотрении конечных 
подмножеств бесконечных абелевых групп конечной экспоненты.
Ключевые слова: линейное пространство, поле конечной характеристики, конечная фи-
гура, определимость, элементарная арифметика, интерпретация, неразрешимость, абеле-
ва группа, экспонента группы, слабая монадическая теория второго порядка.

Введение

Мы рассматриваем линейные пространства над конечными полями и множества конечных 
фигур в них. Подобная конструкция имеет явную практическую интерпретацию: операция 
побитового сложения целых чисел в двоичном виде фактически является сложением в ли-
нейном пространстве над полем характеристики 2. Следовательно, выполнение этой опера-
ции не над отдельными числами, а над их произвольными конечными множествами как раз и 
приводит к конструкции вынесенной в заголовок статьи. Подобные конструкции могут быть 
легко получены в современных программных средах, например, в системах управления база-
ми данных. Языки запросов в них представляются некоторый вариант логического языка [4], 
а сама база данных является конечной алгебраической системой, вложенной в бесконечный 
универсум [9]. В результате появляется возможность оперировать конечными подмножества-
ми универсума.

Подобное исследование представляет и теоретический интерес, так как построение новых 
алгебр из имеющихся позволяет порождать новые алгебры с интересными выразительными 
свойствами (см., например, [10]). Построение новых алгебр за счет рассмотрения произволь-
ных их конечных подмножеств является недостаточно исследованным действием. Вместе с 
тем, оно регулярно встречается: типичный пример – рассмотрение языков [8], так как язык 
является множеством слов, то есть элементов некоторого свободного моноида.

Свойства новых алгебр могут отличаться от исходной алгебры как в сторону усложнения, 
так и в сторону упрощения. Примером первого являются результаты, полученные в [5–6] и [7]. 
В первых двух работах рассматривается переход от алгебры слов к алгебре языков. Третья – 
обобщает этот результат на произвольные коммутативные моноиды, обладающие определен-
ными свойствами (сократимость, наличие элементов бесконечного порядка). В каждом из этих 
случаев может произойти существенное усложнение теории. Так, если рассматривать слова в 
односимвольном алфавите, то теория такой системы разрешима (она изоморфна арифметике 
Пресбургера). Но при переходе к конечным языкам теория становится эквивалентна элемен-
тарной арифметике, которая неразрешима. В последнем случае из любого моноида указанного 
вида получается новый моноид, который тоже допускает интерпретацию элементарной ариф-
метики.
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Есть и противоположные результаты. Так в [1] приведен пример построения множества 
алгебр, когда при переходе от исходной алгебры к алгебре конечных подмножеств теория ста-
новится разрешимой независимо от того, какой была степень разрешимости или неразреши-
мости исходной. В работе [3] для моноидов с обратимой функцией получены необходимые и 
достаточные условия, когда теория новой системы элементарно эквивалентна исходной. Сле-
довательно, автоматически нельзя утверждать, что рассматриваемое преобразование услож-
няет теорию системы.

Следующее, что необходимо отметить, – это наличие в алгебре подмножеств новых «есте-
ственных» операций, теоретико-множественных действий и отношений. Примерами являют-
ся объединение, пересечение, отношение «быть подмножеством» и т. д. Поэтому появляется 
еще вопрос о том, насколько эти теоретико-множественные операции влияют на выразитель-
ные возможности теории рассматриваемой системы. В случае слов и языков, как это показано 
в [6], к сложности полученной теории они ничего не добавляют, хотя и позволяют записать 
формулы более коротко.

В настоящей работе мы рассматриваем случай, который не покрывается результатами из 
[7]. Линейное пространство над полем конечной характеристики является группой кручения, 
то есть все элементы его имеют конечный порядок. Но и это не все: порядок всех элементов 
ограничен. И если для случая конечных, но не ограниченных порядков есть некоторые осно-
вания полагать, что будет справедлив тот же результат об интерпретируемости элементар-
ной арифметики (см., например, [2]), то в случае ограниченных порядков ситуация пока менее 
определенна.

Наш основной результат заключается в том, что при одновременном использовании сло-
жения и теоретико-множественных операций для конечных фигур в линейных пространствах 
над полями конечной характеристики мы получаем возможность интерпретации элементар-
ной арифметики. Заметим, что аналогичный результат для конечных фигур в пространствах 
над полями характеристики нуль непосредственно следуют из работы [7], так как такое про-
странство представляет собой абелеву группу без кручения.

1. Основные определения

Фигурой называем произвольное множество векторов линейного пространства. В частно-
сти, фигурами являются пустое множество и любое одноэлементное множество { }.a  Фигуру 
называем конечной, если она состоит из конечного числа векторов. С помощью ( )P L  обозна-
чаем множество всех конечных фигур линейного пространства .L

Над элементами ( )P L  можно выполнять теоретико-множественные операции ∪  и ,∩  а 
также использовать для них отношение «быть подмножеством» .⊆  Заметим, что все эти сим-
волы выразимы один через другой обычным образом:

,X Y X Y X X Y Y⊆ ≡ ∩ = ≡ ∪ =
( )( )X Y Z X Z Y Z U X U Y U Z U∪ = ≡ ⊆ ∧ ⊆ ∧ ∀ ⊆ ∧ ⊆ → ⊆

и аналогично для пересечения. Следовательно, при наличии одного из них мы можем исполь-
зовать и все остальные не опасаясь выйти за пределы выразимости в логике первого порядка.

Кроме того, операция сложения в исходном линейном пространстве L индуцирует опе-
рацию поэлементного сложения конечных фигур в ( ).P L  Таким образом, можно считать, что 
мы имеем алгебру exp ( ( ), , ).L P L= + ⊆  Заметим, что в полученной алгебре определимо пустая 
фигура ( ) ,X Y X Y X=∅ ≡ ∀ + =  а также множество одноэлементых фигур 

1( ) ( )( ) ( ) .F X Y Z Z X Y Z≡ ∃ ∀ + + =  Множество одноэлементных фигур образует подалгебру, 
изоморфную исходному пространству .L

Как обычно будем использовать сокращение na  для обозначения n-кратной суммы 
.a a+ +  В поле конечной характеристики q  выполнено 1 0.q =  Поэтому ( 1)1 1.q − = −  Следо-
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вательно, в линейном пространстве над таким полем мы получим 0qa =  и ( 1)q a a− = −  для 
произвольного вектора .a

Будем также использовать следующие логические обозначения. Квантор !∃  будет означать 
«существует единственный»: ( ! ) ( ) ( )( ( ) ( )( ( ) )).x x x x y y x yφ φ φ∃ ≡ ∃ ∧ ∀ → =  С помощью 1∀  и 1∃  бу-
дем обозначать 1F-релятивизацию кванторов: 1 1( ) ( )( ( ) ),x x F xφ φ∃ ≡ ∃ ∧  1 1( ) ( )( ( ) ).x x F xφ φ∀ ≡ ∀ →  
Заметим, что 1F -релятивизация фактически означает формулу над исходным линейным про-
странством. Следовательно, теория системы exp L  может рассматриваться как слабая монади-
ческая теория второго порядка пространства .L

Подпространством называется произвольная часть линейного пространства, которая сама 
по себе является линейным пространством. Подпространства не пересекаются, если их един-
ственный общий элемент – это нуль. Сумма подпространств снова является подпростран-
ством. Если подпространство S  является n-мерным, то оно содержит в точности nq  векторов 
и является, таким образом, конечной фигурой.

Множество подпространств определимо в алгебре exp .L
Лемма 1. ( )X P L∈  является подпространством L  тогда и только тогда, когда выполнена 

формула ( ) .S X X X X X≡ ≠ ∅∧ + =
Доказательство. Если X  – подпространство, то истинность обеих частей формулы очевидна.
Пусть теперь истинна формула ( ).S X  Из второй части непосредственно вытекает, что сум-

ма любых элементов X  снова принадлежит .X  Так как X  непусто, то он имеет хотя бы один 
элемент .a  Тогда по индукции получаем, что na X∈  для всех натуральных .n  В частности, при 
n q=  получим 0 .qa X= ∈  При 1n q= −  аналогично имеем ( 1) .a q a X− = − ∈  Таким образом, 
выполнены все свойства подпространства.

Заметим, что для любого конечного множества 0 ,Z  содержащего 0,  мы можем породить 
его линейную оболочку за конечное число шагов 0( 1) | |,n q Z= −  поскольку 0nZ  в этом случае 
будет содержать всевозможные суммы вида 1 1 k ke eα α+ +  для 1 0, ,, ke e Z… ∈  1, , .k qα α… <

Лемма 2. Следующая формула ( , )Hull Z X  означает, что множество Z  порождает некото-
рое Y  – подпространство :X  ( , ) ( ) .Hull Z X S X Z X X≡ ∧ + =

Доказательство. Если Z  порождает ,Y X⊆  то ,Z X⊆  поэтому .Z X X+ =
Пусть теперь выполнена формула ( , ).Hull Z X  По индукции получаем nZ X X+ =  для лю-

бого натурального n. Так как X  – подпространство, то 0 ,X∈  поэтому ,nZ nZ X X⊆ + =  то 
есть .nZ X⊆

Выберем любой ,a Z∈  тогда 0 ,Z a Z= +  где 00 ,Z∈  и мы получаем 0.nZ na nZ= +  Но, как 
мы уже отметили, 0 0nZ Z= 〈 〉  для всех ,n  начиная с некоторого. Поэтому выбрав достаточно 
большое n  кратное q  мы получим 0 0 .nZ na nZ Z= + = 〈 〉  Следовательно, для любого m  полу-
чаем 0( ) ( )( )n m Z n m a Z+ = + + = 0 0( ) ( ) .n m a n m Z ma Z= + + + = + 〈 〉  Для различных m  мы полу-
чим всевозможные элементы ,Z〈 〉  поэтому .Z X〈 〉 ⊆

Лемма 3. Следующая формула ( , )Basis Z X  утверждает, что Z  – базис подпространства :X
( , ) ( , ) ( )( ( , )

) ( )( ( )( ( , ) ).
Basis Z X Hull Z X Y Hull Z Y

X Y Y Y Z Y Z X Hull Y X X X X X
≡ ∧ ∀ →

′ ′ ′ ′→ ⊆ ∧ ∀ ⊆ ∧ ≠ → ∃ ∧ ⊆ ∧ ≠
Доказательство. Формула просто утверждает, что Z  – минимальное множество, которое 

порождает .X  Это в точности соответствует свойствам базисов подпространства .X

2. Интерпретация элементарной арифметики

Основной принцип, который мы применим для интерпретации арифметики будет таким: 
натуральное число n  мы интерпретируем n-мерным подпространством. Поэтому первое, что 
мы должны определить, это равенство размерностей подпространств.
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Лемма 4. Следующая формула ( , )E X Y′  истинна тогда и только тогда, когда подпростран-
ства L  и M  не пересекаются и имеют одинаковую размерность:

1

1 1

1 1

( , ) ( ) ( , )( ( , ) ( , )
( )( )( ( ! )( ))

( )( ( ! )( ))).

X Y X Y

X Y

Y X

E X Y F X Y B B Basis B X Basis B Y
Z U U B V V B U V Z

V V B U U B U V Z

′ ≡ ∩ ∧ ∃ ∧ ∧
∧ ∃ ∀ ⊆ → ∃ ⊆ ∧ + ⊆ ∧
∧ ∀ ⊆ → ∃ ⊆ ∧ + ⊆

(1)
(2)

Доказательство. Пусть X  и Y  не пересекаются. Тогда X Y∩  содержит только 0,  то есть 
является одноэлементным множеством. Следовательно, выполнено 1( ).F X Y∩  Вы берем в X  
и Y  произвольные базисы XB  и .YB  Тогда выполнено ( , ) ( , ).X YBasis B X Basis B Y∧

Пусть X  и Y  имеют одну размерность: 1{ , , }X nB e e= …  и 1{ , , }.Y nB f f= …  Тогда в качестве 
Z  возьмем множество 1 1{ , , }.n ne f e f+ … +  Тогда будут истинны две нижние формулы. Для 
каждого i Xe B∈  существование одного элемента if  такого, что ,i ie f Z+ ∈  очевидно. Если до-
пустить, что их существует более одного, то получим, что i j k ke f e f+ = +  для некоторого .j i≠  
Тогда имеем .i k k je e f f− = −  Так как X  и Y  не пересекаются, то 0.i k k je e f f− = − =  Следова-
тельно, i ke e=  и ,j kf f=  то есть ,i j=  противоречие. Аналогично доказывается истинность 
второй формулы.

Пусть теперь истинна формула ( , ).E X Y′  Из 1( )F X Y∩  вытекает, что X  и Y  не пересека-
ются. Допустим, что они имеют разную размерность, например, 1{ , , }X nB e z= …  и 1{ , , }Y mB f f= …  
для .n m>  Тогда исходя из формулы (1) мы получим, что Z  содержит для каждого i  в точно-
сти один элемент вида .

ii je f+  Но так как ,n m>  то для двух разных 1i  и 2i  мы получим 
1 2 0.i ij j j= =  Но тогда будет ложной формула (2): для 

0j
f  будут существовать как минимум два 

1i
e  и 

2
,ie  для которых 

0 1j if e Z+ ∈  и 
0 2

.j if e Z+ ∈  Значит, наше предположение неверно и про-
странства X  и Y  должны иметь одну размерность.

Лемма 5. Следующая формула ( , )E X Y  истинна тогда и только тогда, когда линейные про-
странства X  и Y  имеют одинаковую размерность: ( , ) ( )( ( , ) ( , )).E X Y Z E X Z E Y Z′ ′≡ ∃ ∧

Доказательство. Формула просто утверждает, что подпространства X  и Y  имеют одну 
размерность с подпространством ,Z  которое не пересекается ни с одним из них. Так как рас-
сматриваемые подпространства конечномерны, а все пространство является бесконечномер-
ным, то такое Z  обязательно найдется.

Одно из простейших свойств линейных пространств говорит, что если линейные про-
странства не пересекаются, то размерность их суммы всегда равна сумме размерностей. Сле-
довательно, верна

Лемма 6. Формула ( , , )Add X Y Z  истинна тогда и только тогда, когда сумма размерностей 
подпространств X  и Y  равна размерности подпространства :Z

( , , ) ( , )( ( , ) ( , ) ).Add X Y Z X Y E X X E Y Y Z X Y′ ′ ′ ′ ′ ′≡ ∃ ∧ ∧ = +
Для множества векторов 1{ , , }ke e…  назовем цепью множество вида 1 2 2 3 1{ , , , }.k ke e e e e e−+ + … +  

В этом случае 1e  и ke  будем называть концами цепи.
Лемма 7. Пусть X  – линейно независимое множество, содержащее не менее двух элементов. 

Тогда следующая формула истинна, если Y  – цепь, составленная из элементов ,E  а 1V  и 
2V  – ее концы:

1 2 1 1 2 1 2 1 2

1 1 1 2 1 2 1 2

1 2 1 2 1 2 1 2

1 1 2

( , , , ) ( )( ( , )( ))
( )( ( , )(
( ) ( )
( )( ))).

Chain Y X V V Z Z Y U U U X U X Z U U
U U X W W W Y W Y U W Y U W Y

U V U V W W U V U V W W
W U W C W W W W

′ ≡ ∀ ⊆ → ∃ ⊆ ∧ ⊆ ∧ = + ∧
∧ ∀ ⊆ → ∃ ⊆ ∧ ⊆ ∧ + ⊆ ∧ + ⊆ ∧
∧ = ∨ = → = ∧ ≠ ∧ ≠ → ≠ ∧
∧ ∀ + ⊆ → = ∨ =

Доказательство. Если Y  – цепь, то истинность формулы проверяется по определению: 
каждый элемент Y  является суммой двух элементов ,X  у каждого элемента ,X  кроме 1V  и 2 ,V  
есть не более двух «соседей», у 1V  и 2V  – по одному.
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Лемма 8. Пусть X  – линейно независимое множество, содержащее не менее двух элементов. 
Тогда следующая формула истинна тогда и только тогда, когда Y  – цепь, составленная из 
элементов ,X  а 1V  и 2V  – ее концы:

1 2 1 2

1 2

( , , , ) ( , , , )
( )( )( ( , , , ) ).

Chain Y X V V Chain Y X V V
X Y X X Y Y Chain Y X V V X X

′≡ ∧
′ ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′∧¬ ∃ ∃ ⊆ ∧ ⊆ ∧ ∧ ≠

Доказательство. Формула утверждает, что не существует собственных подмножеств X  и 
,Y  удовлетворяющих свойству .Chain′  Для цепи это, естественно выполнено.

Пусть теперь выполнено 1 2( , , , ).Chain Y X V V  Это означает, что выполнено 1 2( , , , ).Chain Y X V V′  
Построим подмножество X ′  по индукции: 1e  – единственный элемент 1,V  1ie +  включаем в ,X ′  
если существует ie X ′∈  и 1 .i ie e Y++ ∈  Заметим, что в силу определения Chain′  на каждом шаге 
будет добавлен один новый элемент. Процесс может остановиться, если для некоторого ke  бу-
дет существовать только один ,le X∈  для которого .l ke e Y+ ∈  Таким ke  может быть только 
элемент 1V  или 2.V  Но в первом случае мы получим 1 2 1, ,le e e e Y+ + ∈  откуда 2l =  и 1 2{ , },X e e′ =  

1 2{ }.Y e e′ = +  Во втором случае получим 1{ , , },kX e e′ = …  1 2 2 3 1{ , , , }.k kY e e e e e e−′ = + + … +  Оче-
видно, выполнено 1 2( , , , ).Chain Y X V V′ ′ ′  Поэтому, если бы Y Y′ ≠  и ,X X′ ≠  то мы нашли бы 
собственные подмножества Y  и ,X  для которых выполнено ,Chain′  что невозможно.

Лемма 9. Следующая формула ( , , )Mult X Y Z  истинна тогда и только тогда, когда произве-
дение размерностей подпространств X  и Y  равна размерности подпространства :Z

	

1

1 2 1 2

1 2

1 1 1 2

( , , ) ( ) ( ) ( ) ( , , )( ( , )
( , ) ( , ) ( )(( )(
( , , , )(
( , , , ) ( )( ( , ) ( , ))))

( )( ( , , )

X Z

X Z X Z

Z X Z

X

Mult X Y Z S X S Y S Z X B B E X X
Basis B X Basis B Z B B T U U T

C W V V C T W B V B V B
Chain C W V V U W Q Basis W Q E Q Y

V V B C W V

′ ′≡ ∧ ∧ ∧ ∃ ∧
′∧ ∧ ∧ ⊆ ∧ ∃ ∀ ⊆ →

→ ∃ ⊆ ∧ ⊆ ∧ ⊆ ∧ ⊆ ∧
∧ ∧ ⊆ ∧ ∃ ∧ ∧
∧ ∀ ⊆ → ∃ 2

1 2 2 2 2 2

(
( , , , ) ( )( ))))).

Z Z

Z

C T W B V B
Chain C W V V V V B V V T

⊆ ∧ ⊆ ∧ ⊆ ∧
′ ′ ′∧ ∧¬ ∃ ⊆ ∧ + ⊆

	 (3)

Доказательство. Формула утверждает следующее. Пространство X ′  имеет такую же раз-
мерность, как .X  Для базиса ZB  пространства Z  построены непересекающиеся максималь-
ные цепи ,C  составленные из ,ZW B⊆  с началом в ,XB  объединение всех цепей дает ,T  а ка-
ждое W  является базисом подпространства той же размерности, что и .Y  Таким образом, ZB  
разбит на непересекающиеся части, каждая из которых имеет мощность равную размерности 

,Y  а количество совпадает с размерностью .X  Следовательно, размерность Z  равна произве-
дению размерностей X  и .Y

Заметим, только, что все максимальные цепи имеют одну длину. Если бы цепь была короче 
размерности ,Y  то для любого ее элемента была бы ложной формула (3). Если бы цепь была 
длиннее размерности ,Y  то та же формула была бы ложной для последнего элемента этой цепи.

Теорема 1. В алгебре exp L  интерпретируется элементарная арифметика.
Доказательство. Областью интерпретации будет множество конечных линейных подпро-

странств, которое выделяется с помощью .S  Каждая атомная формула вида x y z+ =  интер-
претируется формулой ( , , ).Add X Y Z  Каждая атомная формула вида x y z× =  интерпретиру-
ется формулой ( , , ).Mult X Y Z  Каждая атомная формула вида x y=  интерпретируется 
формулой ( , ).E X Y  Формула вида ( )x φ∃  интерпретируется с помощью формулы 
( )( ( ) ),X S X∃ ∧Φ  где Φ  – интерпретация формулы .φ  Аналогично формула вида ( )x φ∀  интер-
претируется с помощью формулы ( )( ( ) ),X S X∀ →Φ  где Φ  – интерпретация формулы .φ

3. Абелевы группы конечной экспоненты

Напомним, что экспонентой абелевой группы A  называется наименьшее натуральное чис-
ло n  такое, что 0nx =  для всех .x A∈
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Пусть A  – бесконечная абелева записываемая аддитивно группа, все элементы которой 
имеют порядок не превосходящий .q  Тогда для любого элемента a A∈  получаем ( !) 0.q a =  
Следовательно, группа A  имеет конечную экспоненту.

Теорема 2. Пусть A  – бесконечная абелева группа конечной экспоненты. Тогда в A  интер-
претируется бесконечномерное линейное пространство над некоторым простым полем  ко-
нечной характеристики.

Доказательство. Пусть n  – экспонента группы .A  Разложим n  в произведение простых 
множителей 1 kn p p=   и рассмотрим цепочку эндоморфизмов: 1,:i i if A A +→  где 0 ,A A=  

( )i if x p x=  и 1[ ].i i iA f A −=  Заметим, что каждая подгруппа iA  определима: 1( )( )i ix A y p p y x∈ ≡ ∃ =  

Так как 0A A=  бесконечно, {0}kA =  конечно и 1 ,i iA A+ ⊆  то среди iA  есть первая конечная 
подгруппа: подгруппа iA  конечна при i l=  и бесконечна при 1.i l= −  Но тогда ядро ker lf  бес-
конечно и для любого ker ix f∈  выполнено 0.lp x =  Следовательно, формула 

1( ) 0 ( )( )l iK x p x y p p y x≡ = ∧ ∃ =  определяет это ядро. Как раз оно и будет бесконечномер-
ным линейным пространством над полем ( ).lGF p

Следствие 1. Пусть A  – бесконечная абелева группа конечной экспоненты. Тогда в exp A 
интерпретируется exp L  для некоторого L  – бесконечномерного линейного пространства над 
некоторым простым полем  конечной характеристики.

Доказательство. Согласно теореме найдется формула ( ),K x  которая определяет в A  неко-
торую подгруппу, являющуюся искомым пространством .L  Тогда релятивизировав формулу 
K  с помощью формулы 1F  мы получим формулу 1,K  выделяющую среди одноэлементых под-
множеств A  те, которые будут входить в exp .L  Остальные элементы exp L  являются объеди-
нением предыдущих: 1 1( ) ( ) ( ).EL X U X K U≡ ∀ ⊆

Теорема 3. Пусть A  – бесконечная абелева группа конечной экспоненты. Тогда в exp A  ин-
терпретируется элементарная арифметика.

Заключение

Мы показали, что произвольная абелева группа конечной экспоненты имеет неразреши-
мую теорию конечных подмножеств, если допускать теоретико-множественные операции и 
отношения. Остается открытым вопрос: справедлив ли этот результат, если эти операции и 
отношения не использовать.

Другой открытый вопрос: существуют ли какие-то «естественные», «классические» алге-
бры с бинарными операциями, для которых алгебра конечных подмножеств разрешима?
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ОБ УРАВНЕНИЯХ В СВОБОДНЫХ МОНОИДАХ С ОГРАНИЧЕНИЯМИ НА РЕШЕНИЯ

Ярославский государственный университет имени П. Г. Демидова

В. Г. Дурнев, А. И. Зеткина

Аннотация. В докладе рассматриваются алгоритмические проблемы для уравнений в 
свободных моноидах (уравнений в словах, уравнений в свободных полугруппах) с огра-
ничениями на решения. Доказывается, что невозможно построить алгоритм, позволяю-
щий по произвольной системе уравнений в свободном моноиде ранга 2 с ограничениями 
на решения в форме принадлежности одной его компоненты языку сбалансированных 
слов определить, имеет ли она решение.
Ключевые слова: системы уравнений в свободных моноидах, уравнения с ограничения-
ми на решения.

Введение

Через nM  мы будем обозначать свободный моноид, т. е. свободную полугруппу с пустым 
словом в качестве нейтрального элемента, ранга n  со свободными образующими 1,.. ,, na a  а 
через nF  – свободную группу с теми же свободными образующими. Вместо 1a  и 2a  будем пи-
сать a  и b  соответственно.

Системой уравнений с неизвестными 1,..., nx x  в свободном моноиде (полугруппе) mM  на-
зывается выражение вида

	 1 1 1 11
& ( , , , , , ) ( , , , , , ),
k

i n m i n mi
w x x a a u x x a a

=
… … = … … 	 (1)

где 1 1( , , , , , )i n mw x x a a… …  и 1 1( , , , , , )i n mu x x a a… …  – слова в алфавите

1 2 1 2{ , , , , , , , }.n mx x x a a a… …
Набор 1, , ng g〈 … 〉  элементов моноида mM  называется решением системы (1), если при лю-

бом i  1, ,( )i k= …  в моноиде mM  выполняется равенство

1 1 1 1( , , , , , ) ( , , , , , ).i n m i n mw g g a a u g g a a… … = … …
Две системы уравнений с одними и теми же неизвестными называются эквивалентными, 

если множества их решений совпадают. При 2m ≥  система уравнений 
1

&
k

i ii
w u

=
=  равносильна 

одному уравнению

1 1 2 1 1 1 2 2 2 2 1 1 2 1 1 1 2 2 2 2 .k k k kw a w a a w w a w a a w u a u a a u u a u a a u… … = … …  

Алгоритмические проблемы для уравнений в свободных моноидах

В 60-е годы прошлого века А. А. Марков предложил использовать системы уравнений в 
свободном моноиде nM  в качестве одного из подходов к отрицательному решению 10-й про-
блемы Д. Гильберта.

Системы уравнений в свободных моноидах (в свободных полугруппах) также называются 
системами уравнений в словах. Первые результаты в исследовании систем уравнений в словах 
были получены А. А. Марковым (не опубликовано) и Ю. И. Хмелевским [18] в конце 60-х годов.

В эти же годы было начато изучение систем уравнений в словах и длинах, т. е. систем вида

1 { , }
& & & | | | |,
m

i i i ji i j A
w u x x

= ∈
= =
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где через | | | |x y=  обозначен предикат «длины слов x  и y  равны». Первые результаты в иссле-
довании систем уравнений в словах и длинах были получены в начале 70-х годов в работах 
Ю. В. Матиясевича [16] и Н. К. Косовского [6–8].

Для слова w  в алфавите Σ  и буквы a  этого алфавита через | |aw  будем обозначать число 
вхождений буквы a  в слово .w

В 1972–73 годах первый из авторов стал рассматривать системы уравнений в словах и дли-
нах с дополнительным предикатом | | | |a ax y=  – «проекции слов x  и y  на выделенную букву a 
равны». В работе [3], вышедшей из печати в 1974 году, он, в частности, доказал, что можно 
указать такое однопараметрическое семейство систем уравнений в свободном моноиде 2 ,M

1 1 { , }
( , , , , , ) ( , , , , , ) & & (| | | | & | | | | )n n i j i a j ai j A

w x x x a b v x x x a b x x x x
∈

… = … = =

с неизвестными 1,..., ,nx x  с константами a  и b  и с параметром ,x  где A  – некоторое подмно-
жество множества {{ , } |1 , },t s t s n≤ ≤  что невозможен алгоритм, позволяющий для произволь-
ного натурального числа m  определить, имеет ли решение система уравнений

1 1 { , }
( , , , , , ) ( , , , , , ) & & (| | | | & | | | | ).m m

n n i j i a j ai j A
w a x x a b v a x x a b x x x x

∈
… = … = =

В этой же работе отмечалось, что аналогичный результат остается верным, если предикат 
| | | | & | | | |a ax y x y= =  заменить предикатом | | | | | | | .|&b b a ax y x y= =

Аналогичный результат содержался в опубликованной в 1988 году работе J. R. Buchi и 
S. Senger [19].

В 1976 году Г. С. Маканин получил в теории уравнений в словах фундаментальный резуль-
тат, который был опубликован в 1977 году в работах [10] и [11], – он построил алгоритм, позво-
ляющий по произвольной системе уравнений в свободной полугруппе nM  определить, имеет ли 
она решение. Несколько позже в работе [12] Г. С. Маканин построил алгоритм, позволяющий по 
произвольной системе уравнений в свободной группе nF  определить, имеет ли она решение.

После фундаментальных результатов Г. С. Маканина особый интерес стал представлять 
вопрос о существовании аналогичных алгоритмов для уравнений в свободных моноидах, по-
лугруппах и группах с различными «не слишком сложными» и «достаточно естественными» 
ограничениями на решения.

В работе [5] была доказана алгоритмическая неразрешимость позитивной 3∃∀∃ -теории 
любой конечно порожденной нециклической свободной полугруппы. Вопрос о разрешимости 
позитивной теории свободной полугруппы счетного ранга в кандидатской диссертации пер-
вого автора был легко сведен к следующей проблеме существует ли алгоритм, позволяющий 
для произвольного уравнения

1 1 1 1( , , , , , ) ( , , , , , )n m n mw x x a a u x x a a… … = … …
в свободной полугруппе счетного ранга определить, имеет ли оно такое решение 1, ,ng g  что

1 21 2, , , ,
nm m n mg M g M g M∈ ∈ … ∈

где 1 2 ,nm m m≤ ≤…≤  
imM  – свободная полугруппа c образующими 1, , .

ima a  Ю. М. Важенин и 
Б. В. Розенблат [1] используя результат Г. С. Маканина доказали, что для решения последней 
задачи алгоритм существует, это позволило им установить разрешимость позитивной теории 
свободной полугруппы счетного ранга.

Вопрос о разрешимости позитивной теории свободной группы был сведен Ю. И. Мерзля-
ковым [17] к следующей проблеме существует ли алгоритм, позволяющий для произвольного 
уравнения

1 1( , , , , , ) 1n mw x x a a… … =
в свободной группе счетного ранга определить, имеет ли оно такое решение 1, , ,ng g  что

1 21 2, , , ,
nm m n mg F g F g F∈ ∈ … ∈

где 1 2 ,nm m m≤ ≤…≤  
imF  – свободная группа c образующими 1, , .

ima a
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Г. С. Маканин [13] построил искомый алгоритм и тем самым доказал разрешимость пози-
тивной теории  свободной группы.

Обобщая эти ситуации Г. С. Маканин поставил в «Коуровской тетради» [9] следующую 
проблему для уравнений в свободных группах

9.25. Указать алгоритм, который по уравнению

1 1( , , , , , ) 1m nw x x a a… … =
в свободной группе nF  и списку конечно порожденных подгрупп 1, , mH H  группы nF  позволял 
бы узнать, существует ли решение этого уравнения с условием

1 1, , .m mx H x H∈ … ∈
Первые положительные результаты в направлении решения этой проблемы получил 

А. Ш. Малхасян [14].
К. Шульц [21] рассмотрел аналогичную проблему для уравнений в свободных моноидах 

(свободных полугруппах) с регулярными ограничениями на решения и доказал, что суще-
ствует алгоритм, который по уравнению

1 1 1 1( , , , , , ) ( , , , , , )m n m nw x x a a u x x a a… … = … …
в свободном моноиде nM  и списку регулярных подмножеств (языков) 1,..., mH H  моноида nM  
позволяет узнать, существует ли решение этого уравнения с условием

1 1, , .m mx H x H∈ … ∈
Так как каждая конечно порожденная подполугруппа свободного моноида nM  является 

регулярным подмножеством (языком), то решенная К. Шульцем проблема для уравнений с 
ограничениями на решения в свободных полугруппах является естественным аналогом про-
блемы Г. С. Маканина.

V. Diekert [22, 23] построил алгоритм, позволяющий по произвольному уравнению

1 1( , , , , , ) 1m nw x x a a… … =
в свободной группе nF  и списку регулярных подмножеств (языков) 1,..., mH H  группы nF  опреде-
лить, существует ли решение этого уравнения с условием

1 1, , .m mx H x H∈ … ∈
Тем самым решена и проблема Г. С. Маканина.
Сказанное дает основания считать, что представляет интерес дальнейшее исследование 

различных обобщений проблемы Г. С. Маканина для свободных групп, моноидов и полугрупп, 
получающихся путем ослабления ограничений, налагаемых на подгруппы (подполугруппы, 
подмоноиды, языки) 1,... ., mH H

В силу теоремы К. Шульца для получения алгоритмически неразрешимых проблем для 
уравнений в свободных моноидах (полугруппах) с подполугрупповыми ограничениями на ре-
шения необходимо рассматривать, в первую очередь, бесконечно порожденные свободные 
подполугруппы, среди которых имеются как нерегулярные, так и регулярные языки, напри-
мер, подполугруппа, порожденная всевозможными словами вида nab a  1,2 ).( ,..n =  свободно 
ими порождается и является регулярным языком.

В литературе по формальным языкам и грамматикам достаточно часто встречается рекур-
сивный язык 1L  в алфавите { , },a b  который состоит из всех слов w  в алфавите { ,  },a b  для 
которых | | | | .a bw w=  Пользуясь известным критерием свободности для подполугрупп свобод-
ной полугруппы, легко доказать, что 1L  – свободная подполугруппа счетного ранга. Конечно, 
рекурсивный язык 1L  не является регулярным, однако с точки зрения сложности разрешимо-
сти для него алгоритмических проблем он скорее «ближе» к регулярным языкам, чем к произ-
вольным рекурсивным.

Поэтому представляют интерес, на наш взгляд, следующие две теоремы.
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Теорема 1. Можно указать такое однопараметрическое семейство уравнений с ограниче-
ниями на решения в свободном моноиде 2 ,M

1 1 1 2{ , }
( , , , , , ) ( , , , , , ) & & | | | | & | | | |n n i j b bi j A

w x x x a b v x x x a b x x x x
∈

… = … = =

с неизвестными 1,... ,, nx x  с константами a и b и с параметром ,x  где A  – некоторое подмноже-
ство множества {{ , } |1 , },t s t s n≤ ≤  что невозможен алгоритм, позволяющий для произвольного 
натурального числа m определить, имеет ли решение уравнение с ограничениями на решения

1 1 1 2{ , }
( , , , , , ) ( , , , , , ) & & | | | |&| | | | .m m

n n i j b bi j A
w a x x a b v a x x a b x x x x

∈
… = … = =

Теорема 2. Можно указать такое однопараметрическое семейство уравнений с ограниче-
ниями на решения в свободном моноиде 2 ,M

1 1 1 1{ , }
( , , , , , ) ( , , , , , ) & & | &| | |n n i ji j A

w x x x a b v x x x a b x x x L
∈

… = … = ∈

с неизвестными 1,... ,, nx x  с константами a и b и с параметром ,x  где A  – некоторое подмноже-
ство множества {{ , } |1 , },t s t s n≤ ≤  что невозможен алгоритм, позволяющий для произвольного 
натурального числа m определить, имеет ли решение уравнение с ограничениями на решения

1 1 1 1{ , }
( , , , , , ) ( , , , , , ) & & | | | | .&m m

n n i ji j A
w a x x a b v a x x a b x x x L

∈
… = … = ∈

V. Diekert предложил (устное сообщение Ю. В. Матиясевича) изучать в свободных полу-
группах системы вида

	 1 1 1 11
( , , , , , ) ( , , ,& , , ),i n m i n mi

k
w x x a a u x x a a

=
… … ≤ … … 	 (2)

где для слов w  и u  в алфавите образующих свободной полугруппы запись w u≤  означает, что 
последовательность букв w  является подпоследовательностью букв ,u  т. е. существуют такое 
число | |n w≤  и такие слова 1,... ,, nw w  1,... ,, nu u  1,nu +  что

1 1 1 2 1,n n n nw w w u u w u u w u += … = …
рассматривая их как обобщение систем уравнений (1), так как

w u=  тогда и только тогда, когда & .w u u w≤ ≤
Отношение w u≤  является отношением частичного порядка на полугруппе mΠ  т. е. оно 

рефлексивно, транзитивно и антисимметрично. Это еще один довод для обоснования есте-
ственности рассмотрения систем неравенств вида (2).

Вопрос об алгоритмической разрешимости проблемы совместности для систем неравенств 
(2) в настоящее время открыт. Но если к отношению w u≤  добавить предикат равенства длин, 
то получим алгоритмически неразрешимую задачу.

В дальнейшем равенство w u=  будет использоваться как сокращенная запись конъюнк-
ции неравенств & .w u u w≤ ≤

Теорема 3. Невозможен алгоритм, позволяющий для произвольной системы вида

1 { , }
& && | | | |

k

i i i ji i j A
w u x x

= ∈
≤ =

определить, имеет ли она решение.
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УДК 519.7

О 4-АДИЧЕСКОЙ СЛОЖНОСТИ СЕМЕЙСТВА 
ЧЕТВЕРТИЧНЫХ ПОСЛЕДОВАТЕЛЬНОСТЕЙ

Новгородский государственный университет им. Ярослава Мудрого

В. А. Едемский, Н. С. Соколовский

Аннотация. Предлагается метод исследования 4-адической сложности ряда четвертич-
ных последовательностей с оптимальной нечетной периодической автокорреляционной 
функцией. Рассматриваемые последовательности определяются посредством обратного 
отображения Грея и преобразования чередования знака из пары бинарных последова-
тельностей с оптимальной периодической автокорреляционной функцией. Показано, что, 
если в качестве исходных бинарных последовательностей берется пара последовательно-
стей Лежандра, то эти последовательности обладают высокой 4-адической сложностью.
Ключевые слова: четвертичные последовательности, 4-адическая сложность последова-
тельности, последовательности Лежандра, отображение Грея.

Введение

Последовательности, обладающие хорошими автокорреляционными свойствами и высо-
кой сложностью, представляют интерес для систем связи и криптографии. Такие последова-
тельности можно получать с помощью различных регистров сдвига, наиболее известным из 
которых является линейный регистр сдвига с обратной связью. В [1] для синтеза бинарных 
последовательностей предложен новый регистр сдвига, названный авторами регистром сдви-
га с обратной связью по переносу (feedback with carry shift register). Свойства этого регистра, в 
том числе над кольцом классов вычетов по модулю ,m  изложены в [2]. m-адическая сложность 
последовательности определяется как наименьшая длина этого регистра, способного генери-
ровать рассматриваемую последовательность над кольцом классов вычетов по модулю .m  В [2] 
показано, что m-адическая сложность является важной характеристикой непредсказуемости 
последовательности. Согласно [2], если v  – последовательность с периодом ,N  то её m-адиче-
ская сложность может быть определена по следующей формуле:

	 1( ) = log 1 ,
( 1, ( ))

N

m m N

mv
m V m

Φ
  −

+  −  ÍÎÄ
	 (1)

где 1( ) = (0) (1) ... ( 1) NV x v v x v N x −+ + + −  и y   – наибольшее целое число, что меньше или равно .y
Исследованию 2-адической сложности бинарных последовательностей посвящено доста-

точно много работ [3]. В отличие от бинарных последовательностей, 4-адическая сложность 
четвертичных последовательностей изучена не в полной мере. Наибольший интерес представ-
ляет исследование m-адической сложности последовательностей с хорошими автокорреляци-
онными свойствами.

В [4] предложено несколько конструкций четвертичных последовательностей с нечетной 
периодической автокорреляционной функцией (ПАКФ). Нечетная периодическая автокорре-
ляционная функция последовательности v  определяется как 

	 1 ( ) ( )
0

ˆ ( ) = ( 1) ,
k

N v k v k N
v k

R i
τ

ττ
+ 

 − + +  
=

−∑
где i  – мнимая единица. Последовательности, предложенные в [4], получаются посредством 
обратного отображения Грея из пары бинарных последовательностей, к которым применяется 
преобразование чередование знака (sign alternation transformation). Эти последовательности 
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также имеют высокую линейную сложность. В этой работе предложен метод исследования их 
4-адической сложности. Определена 4-адическая сложность четвертичных последовательно-
стей, полученных из пары последовательностей Лежандра.

1. Определение четвертичных последовательностей

Введем определение четвертичных последовательностей, рассмотренных в [4], сохраняя 
обозначения этой работы. Пусть N  – натуральное число. Далее, всегда через NZ  будем обо-
значать кольцо классов вычетов по модулю .N  Пусть s  и t  две бинарные последовательности 
периода .N  Определим две другие бинарные последовательности a  и b  также с периодом N  
по правилу:

	 ( ) ( ( ) )(mod 2), ( ) ( ( ) )(mod 2), = 0, , 1a k s k k b k t k k k N= + = + − ,	 (2)
то есть a  и b  получаются из s  и t  посредством преобразования чередования знака.

Хорошо известное отображение Грея из 4Z  в 2 2Z Z×  определяется как:
	 (0) (0,0), (1) (0,1), (2) (1,1), (3) (1,0).ϕ ϕ ϕ ϕ= = = =
Следовательно, использование обратного отображения Грея позволяет получать четвер-

тичные последовательности из пары бинарных последовательностей.
Пусть 
	 ( , ),u a bϕ= 	 (3)

то есть ( ) ( ( ), ( )), = 0, , 1.u k a k b k k Nϕ= −  Согласно [4], если s  и t  пара последовательностей 
Лежандра, простых чисел – близнецов или последовательностей Гордона – Миллса – Велча, то 
четвертичная последовательность ( , )u a bϕ=  обладает оптимальной нечетной периодической 
функцией. В этой работе исследована их 4-адической сложность, когда в качестве бинарных 
последовательностей выбрана пара последовательностей Лежандра.

В завершение раздела приведем определение пары последовательностей Лежандра, а также 
их свойств, необходимых для дальнейшего. 

Пусть N p=  – простое число и ,QR NQR  – множества квадратичных вычетов и невычетов 
по модулю ,p  соответственно. Тогда пара последовательностей Лежандра определяется как:

	
1, mod , 1, mod {0},

( ) = ( ) =
0, . 0, .

k p QR k p QR
l k l k

∈ ∈ ∪ ′ 
 

åñëè åñëè
è

èíà÷å èíà÷å
Хорошо известно, что последовательности Лежандра обладают оптимальной ПАКФ, если 
3(mod 4).p ≡
Пусть 
	 ( ) ( ) .i i

i QR i NQR
L x x L x x

∈ ∈
= =∑ ∑è

Свойства ( ), ( )L x L x над 
4 1NZ

−
налогичны свойствам гауссовых периодов [5]. Как показано 

в [6], здесь справедливы сравнения:

	
(4) (4) 1(mod(4 1) / 3),
(4) (4) ( 1) / 4(mod(4 1) / 3).

p

p

L L
L L p

+ ≡ − −

≡ + −
	 (4)

2. Анализ 4-адической сложности последовательностей

Обозначим через ( ),U x  ( )S x  и ( )T x  многочлены последовательностей ,u  s  и t  соответ-
твенно (порождающие многочлены цикла последовательности), то есть 

	 1 1 1

0 0 0
( ) ( ) , ( ) ( ) ( ) ( ) .N N Nk k k

k k k
U x u k x S x s k x T x t k x− − −

= = =
= = =∑ ∑ ∑è

Теорема 1. Пусть последовательность u  определена по формуле (3), а последовательности 
a  и b  по (2). Тогда
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	 1 3 1
0

( ) 3 ( ) ( ) 2 ( ) ( ) 2( ... ).N k N
k

U x S x T x s k t k x x x x− −
=

= + − + + + +∑
Доказательство. Согласно определению последовательности u  получаем, что:

	

0,  ( ( ), ( )) (0,0),
1,  ( ( ), ( )) (0,1),

( ) =
2,  ( ( ), ( )) (1,1),
3,  ( ( ), ( )) (1,0).

a k b k
a k b k

u k
a k b k
a k b k

=
 =
 =
 =

åñëè

åñëè

åñëè

åñëè

,	 (5)

где, в силу (2), 

	
( ), ,

( ) =
( ( ) 1)(mod 2), .
s k k

a k
s k k

−
 + −

åñëè ÷åòíîå

åñëè íå÷åòíîå
и

	
( ), ,

( ) =
( ( ) 1(mod 2)), .
t k k

b k
t k k

−
 + −

åñëè ÷åòíîå

åñëè íå÷åòíîå
Исходя из (5), несложно убедится, что над 4Z  имеем:

	
3 ( ) ( ) 2 ( ) ( ), ,

( ) =
3 ( ) ( ) 2 ( ) ( ) 2,
s k t k s k t k k

u k
s k t k s k t k k

+ − −
 + − + −

åñëè ÷åòíîå

åñëè íå÷åòíîå.
Тогда, утверждение теоремы 1 следует из последней формулы.

Согласно теореме 1, свойства многочленов последовательностей s  и t  определяют
свойства многочлена последовательности .u
Теорема 2. Пусть последовательность u  определена по формуле (3), а бинарные последова-

тельности a  и b  получены из пары последовательностей Лежандра при 3(mod 4)p ≡ . Тогда

	 4

1, 2(mod3),
( ) =

, 2(mod3).
p p

u
p p

Φ
− ≡

 ≡/

åñëè

åñëè
Доказательство. Для 3p =  утверждение теоремы 2 проверяется простым вычислением, 

поэтому далее будем считать, что 3.p >  Согласно условию теоремы 2, ( ) ( )S x L x=  и ( ) ( ).T x L x=  
Тогда, по теореме 1 и определению пары последовательностей Лежандра получаем, что

	 3 2( ) 1 2 ( ) 2( ... )pU x L x x x x −= + + + + +
и

	 3 2(4) 1 2 (4) 2(4 4 ... 4 ).pU L −= + + + + + 	 (6)
Воспользовавшись последним соотношением, найдем (4 1, (4)).p U−ÍÎÄ  С этой целью рас-
смотрим два варианта.

1) Пусть 3 делит (4 1, (4)).p U−ÍÎÄ  Так как, согласно (6), (4) 2 1(mod3),U p≡ −  то 3 делит 
(4 1, (4))p U−ÍÎÄ  тогда и только тогда, когда 2(mod3).p ≡  Ясно, что когда 3,p >  то 9 не делит 
(4 1, (4)).p U−ÍÎÄ

2) Пусть 3d >  – простой делитель (4 1, (4)).p U−ÍÎÄ  Очевидно, что 5.d ≠  Тогда, по (6) 
получаем, что 

	 0 1 2 (4) 2(4 4) /15(mod )pL d≡ + + −
или (4) 3 /10(mod )L d≡ −  (10 обратимый элемент по модулю ,d  так как 5 и d  взаимно про-
сты). Отсюда, воспользовавшись сравнениями (3), находим, что 25 4(mod ).p d≡  В силу малой 
теоремы Ферма, p  делит 1.d −  При таких d  сравнение 25 4(mod )p d≡  не может выполнять-
ся, значит (4 1, (4))p U−ÍÎÄ  не может иметь делителей, отличных от 3.

Таким образом,

	
3, 2(mod3),

(4 1, (4)) =
1, 2(mod3).

p p
U

p
≡

−  ≡/

åñëè
ÍÎÄ

åñëè
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Утверждение теоремы 2 следует из последней формулы.
Замечание. В [7] была предложена новая мера сложности бинарных последовательностей, 

названная авторами симметричной 2-адической сложностью. Она определяется как 
	 ( )4 4 4( ) = min ( ), ( ) ,u u uΦ Φ Φ 

где последовательность ( ( 1), ( 2),..., (0))u u N u N u= − −  на периоде.
Согласно [7], симметричная 2-адическая сложность предпочтительнее для оценки непред-

сказуемости бинарных последовательностей, чем 2-адическая. Исходя из этого, интерес пред-
ставляет также исследование симметричной 4-адической сложности четвертичных последо-
вательностей. 

Пусть 1( ) = ( 1) ( 2) ... (0) .NU x u N u N x u x −− + − + +

    Тогда, справедливо сравнение:

	 1

0
4 (4) ( ) 4 (mod (4 1)).N k N

k
U u k−

=
≡ − −∑

Следовательно, в условиях теоремы 2, имеем, что 
	 ( )3 24 (4) 1 2 ( )4 2(4 4 ... 4 ) mod(4 1) .k p p

k QR
U l k −

∈
≡ + − + + + + −∑

Так как ( )4 (4)k
k QR

l k L
∈

− =∑  для 7(mod8)p ≡  и ( )4 (4)k
k QR

l k L
∈

− =∑  при 3(mod8),p ≡  то 
теорема 2 будет справедлива и для 4 ( ),uΦ   4 ( ).uΦ

Рассмотрим другой вариант определения последовательностей. Пусть p  и 2p + -простые 
числа. Обозначим через g  общий примитивный корень по модулям p  и 2,p +  а через h  це-
лое число, удовлетворяющее сравнениям:

	 (mod ),h g p≡    1(mod 2).h p≡ +
Пусть ( 1)( 1) / 2.e p q= − −  Тогда обобщенные циклотомические классы второго порядка по мо-
дулю ( 2)p p +  определяются как:

	 { }(mod ( 2)) : 0,1,..., 1 , 0,1.j i
iD g x p p j e i= + = − =

Дополнительно определим { }, 2 ,..., ( 1)P p p p p= +  и { }0,2 ,2( 2),..., ( 1)( 2) .Q p p p p= + − +  Тог-
да, последовательность простых чисел-близнецов можно определить следующим образом:

	 0

1

0, ,
( ) =

1, .
k D Q

w k
k D P
∈ ∪

 ∈ ∪

åñëè

åñëè

Согласно [4], если для определения четвертичной последовательности u  воспользоваться 
парой последовательностей простых чисел-близнецов, то четвертичная последовательность 
также будет обладать оптимальной нечетной периодической автокорреляционной функцией. 
Исходя из определения последовательностей простых чисел-близнецов, нетрудно видеть, что 
значения её порождающего многочлена можно найти, применяя многочлены последователь-
ностей Лежандра. Таким образом, воспользовавшись теоремой 1, можно также показать, что 
четвертичная последовательность, получающиеся с использованием пары последовательно-
стей простых чисел-близнецов, также обладает высокой 4-адической сложностью. Этот же ме-
тод можно применить для исследования её симметричной 4-адической сложности.

Кроме этого, воспользовавшись теоремой 1, также можно исследовать 4-адическую слож-
ность четвертичных последовательностей, построенных по формуле (3) для ряда последова-
тельностей Гордона – Миллса – Велча на основе последовательностей Лежандра.

Заключение

Исследована 4-адическая сложность одного класса четвертичных последовательностей, об-
ладающих оптимальной нечетной периодической автокорреляционной функцией. Рассматри-
ваемые последовательности получаются посредством обратного преобразования Грея из пары 
бинарных последовательностей. Показано, что при использовании пары последовательностей 
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Лежандра, получающиеся четвертичные последовательности обладают высокой 4-адической 
сложностью.

Метод, рассмотренный в работе, может быть применен для анализа подобных четвер-
тичных последовательностей, получающихся из бинарных последовательностей простых чи-
сел-близнецов, ряда последовательностей Гордона – Миллса – Велча.
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УДК 519.1

АЛГОРИТМ ПОЛНОГО ПЕРЕБОРА НАХОЖДЕНИЯ МАКСИМАЛЬНОГО 
ЦЕЛОЧИСЛЕННОГО ПОТОКА В СЕТЯХ С ОГРАНИЧЕНИЯМИ НА ДОСТИЖИМОСТЬ

Южный федеральный университет, Ростов-на-Дону

Я. М. Ерусалимский, В. А. Русаков

Аннотация. В работе предложен точный алгоритм решения задачи о нахождении макси-
мального целочисленного потока для сетей с нестандартной достижимостью. Дана оценка 
вычислительной сложности алгоритма. Представлены примеры, отражающие основные 
проблемы, возникающие при решении потоковых задач. Приведены методы сокращения 
количества операций и вычислительных издержек при нахождении максимального пото-
ка. Введено понятие древовидной сети, для которой задача поиска максимального потока 
разрешима за полиномиальное время.
Ключевые слова: потоки в сетях, максимальный поток, комбинаторная оптимизация, 
алгоритмы на графах, нестандартная достижимость, древовидные сети, смешанная до-
стижимость.

Введение

Ранее в ряде работ [1, 3, 4] были предложены алгоритмы решения задачи о максимальном 
потоке в сетях с нестандартной достижимостью, такие как, например, алгоритм прорыва, ал-
горитм Эдмондса-Карпа с обратным поиском и другие. Однако несмотря на то, что оценки 
сложности этой задачи были определены для разных видов ограничений на достижимость 
[3], быстрый и точный общий для разных видов ограничений алгоритм нахождения макси-
мального потока ещё не разработан. Точные решения могут использоваться для оценки су-
боптимальных и эвристических методов. Кроме того, эффективность новых методов может 
быть подтверждена или опровергнута при сравнении с данными о скорости работы точного 
алгоритма.

Целью этой работы является описание алгоритма нахождения максимального целочислен-
ного потока для сетей с ограничениями на достижимость (с нестандартной достижимостью), 
а также описание возможных улучшений алгоритма. Рассматриваемый подход помимо пре-
доставления эталонных решений, может использоваться для определения верхней границы 
количества вычислительных операций, необходимых для решения задачи. 

1. Подготовка вспомогательной сети

Пусть дана сеть ( ), , G X U f  с нестандартной достижимостью с одним источником s  и од-
ним стоком .t  Наряду с исходной сетью G  удобно рассматривать развертку – вспомогатель-
ный граф ( )' ', ', ' ,G X U f  построение которого зависит от исходной сети и типа ограничений 
на достижимость. Данная модель была использована для ранее разработанных алгоритмов на 
графах с нестандартной достижимостью [1, 3–6].

Поскольку 'G  содержит дубликаты дуг и вершин G  (называемые связанными дугами и 
вершинами), то во избежание появления «лишних» источников и для преобразования 'G  в 
сеть следует провести процедуру очистки. Эта процедура состоит в удалении всех дуг и вер-
шин вспомогательного графа, которые недостижимы из источника либо из которых недости-
жим сток. До очистки также следует объединить в вершины 's  и 't  множества источников и 
стоков, соответствующие s  и t  исходной сети.
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На первом этапе алгоритма очистки выполняется обход вспомогательного графа в ширину 
и удаление недостижимых вершин и связанных с ними дуг. Затем для полученного графа вы-
полняется обращение всех дуг в противоположную сторону и после обхода в ширину из стока 
проводится удаление недостижимых из стока вершин и дуг. На заключительном шаге направ-
ление дуг необходимо снова заменить на противоположное. Поскольку сложность обхода в 
ширину ( )| | | | ,O V E+  то и сложность алгоритма очистки линейно зависит от размеров вспо-
могательного графа.

Если после очистки 'G  не содержит 's  или ',t  то из источника не существует ни одной 
дуги в сток и максимальный поток равен нулю и выполнение алгоритма следует завершить.

Поскольку вспомогательный граф занимает больше памяти, чем исходный, а его построе-
ние требует времени для вычислений, то методы уменьшения вспомогательного графа повы-
шают эффективность алгоритма. Следует отметить, что не для всех вспомогательных графов 
процедура очистки может дать существенное сокращение, но линейная вычислительная слож-
ность этого метода не превышает сложности даже самых лучших методов поиска максималь-
ного потока и потому целесообразна.

2. Вычислительная сложность задачи

Каждой дуге    u U∈  из G  соответствует набор дуг ( )'  'U u U⊂  из '.G  Количество связанных 
дуг в ( )'U u  обозначим через ( ).m u  Общая целочисленная пропускная способность набора 

( )'U u  обозначается через ( )n u  и равняется пропускной способности дуги u  исходной сети.
Каждая из дуг набора 'U  может получить лишь часть пропускной способности исходной 

дуги и эта часть не будет уже использоваться для назначения другим связанным дугам одного 
набора. Тогда количество способов выбрать все назначения пропускных способностей C меж-
ду ( )m u  связанными дугами с общей пропускной способностью ( )n u  определяется форму-
лой числа сочетаний с повторениями [2]:

	 ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )( )

( ) ( )( )
1

1

1 !
 .

!* 1 !
m u
n u m u

n u m u
C u C

n u m u
−
+ −

+ −
= =

−
	 (1)

Каждому из вариантов назначения пропускной способности для ( )'U u  соответствует своя 
величина максимального потока всей сети, поскольку при каждом новом распределении про-
пускных способностей фактически рассматривается новая сеть.

Чтобы перебрать все возможные сочетания с повторениями можно воспользоваться мето-
дом перечисления двоичных чисел, кодирующих такие комбинаторные объекты [2]. Задача 
генерации сочетаний с повторениями является нетривиальной и самым простым подходом 
является рассмотрение всех двоичных чисел разрядности ( ) ( ) 1.2n u m u+ −  Возьмём это число за 
верхнюю оценку числа операций, необходимых для обработки одной дуги.

Рис. 1. Вспомогательный граф до и после проведения очистки
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Поскольку изменение пропускной способности  u  может повлиять на максимальный по-
ток во всей сети, то кроме распределения пропускных способностей между связанными дуга-
ми ( )'U u  необходимо также для каждого из таких назначений перебрать все возможные на-
значения для всех остальных наборов ( )' .U u  Тогда суммарное число операций S  алгоритма 
полного перебора для решения задачи о максимальном потоке в сетях с нестандартной дости-
жимостью будет ограничено сверху оценкой:

	 ( )
( )

( ) ( ) 1

  , 1

' 2 ,n u m u

u U m u

S A G + −

∈ >

= ⋅ ∏ 	 (2)

где ( )n u  – пропускная способность ,u  ( )m u  – количество связанных дуг, ( )'A G  – вычисли-
тельная сложность применяемого алгоритма поиска максимального потока на '.G

3. Описание алгоритма

Для сети с нестандартной достижимостью ( ), , G X U f  и вспомогательной сети ( )' ', ', 'G X U f  
полнопереборный алгоритм поиска максимального потока состоит из следующих шагов:

Шаг 1. Пронумеровать дуги в порядке возрастания.
Шаг 2. Выбрать дугу с первым номером как текущую (взятую в обработку).
Шаг 3. Сохранить номер активной дуги как первый. 
Шаг 3. Установить значение рекорда максимального потока в 0.
Шаг 4. Для каждой из дуг   u U∈  исходного графа получить начальное сочетание с повторе-

ниями, которое несет информацию о назначении пропускных способностей между множе-
ством связанных дуг на '.G

Шаг 5. Вычислить максимальный поток для полученной сети 'G  и сохранить его как ре-
корд, если его значение больше, чем рекордное.

Шаг 6. Если номер текущей дуги больше, чем номер активной, то присвоить активной дуге 
номер текущей дуги.

Шаг 7. Сгенерировать новое сочетание с повторениями для текущей дуги и сохранить его 
как назначение пропускных способностей '.G

Шаг 8. Выбрать первую дугу как текущую.
Шаг 9. Проверка завершения перебора: если активная дуга является последней (имеет по-

следний номер) и для неё завершена генерация сочетаний с повторениями, то вернуть рекорд-
ное значение максимального потока, иначе – перейти на шаг 10.

Шаг 10. Проверка перехода к следующей активной дуге: если для текущей дуги завершён 
перебор всех возможных назначений и номер текущей дуги совпадает с номером активной 
дуги, то увеличить номер активной дуги на 1. Переход на шаг 5.

В алгоритме используется две переменных-указателя: указатель на текущую дугу изменя-
ется на каждом шаге и перемещается от дуги с первым номером до дуги, позиция которой 
хранится в указателе активной дуги. Указатель дуги также перемещается по дугам от первой 
до последней пронумерованной дуги, но смена номера на следующий производится только по 
окончанию перебора назначений для активной дуги.

Таким образом, общая схема работы алгоритма состоит в последовательном переборе всех 
вариантов назначений пропускных способностей для всех дуг сети. В данном методе не важен 
порядок выбранных дуг, поскольку при любой нумерации дуг в конечном итоге будут пере-
числены все возможные назначения.

Рассмотрим пример работы полнопереборного алгоритма для смешанной достижимости. 
Смешанная достижимость описывается следующим образом: множество дуг графа U  разби-
вается на два непересекающихся подмножества NU  и .ZU  Путь считается запрещённым, если 
в его составе присутствует две подряд идущих дуги из множества «запрещённых» .ZU  Для 
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данного типа достижимости уже разработана схема построения вспомогательного графа [1, 
6]. Особенность вспомогательного графа для смешанной достижимости состоит в том, что для 
каждой из дуг исходного графа G  на вспомогательном 'G  будет построена лишь одна либо 
две дуги: для NU  и ZU  соответственно.

Каждой дуге  Zu U∈  на 'G  соответствует не более одной дуги. Поэтому для ZU  перебор 
назначений пропускных способностей будет состоять лишь из установки полных пропускных 
способностей ( )n u  для существующих после очистки ( )' ,U u   .Zu U∈

Для каждой дуги  Nu U∈  назначение пропускных способностей будет происходить в следу-
ющем порядке. Для заданной дуги  Nu U∈  с пропускной способностью ( )n u  установить пер-
вой дуге из ( )'U u  вспомогательной сети 'G  величину пропускной способности в ( ) ,n u  а вто-
рой дуге из ( )'U u  распределить 0 единиц пропускной способности. Использовать это 
назначение в вычислениях максимального потока. Для каждого последующего использования 
генератора назначений пропускных способностей выполнять увеличение значения пропуск-
ной способности второй дуги на 1 с одновременным уменьшением величины назначенной 
пропускной способности для первой дуги. Выполнять «перенос» пропускной способности, 
пока не будет достигнуто назначение, при котором для второй дуги выбрано ( ).n u

На рис. 2 изображён пример сети со смешанной достижимостью, для которой полный пе-
ребор назначений пропускных способностей связанных дуг избыточен, поскольку после ка-
ждой из дуг G  соответствует лишь одна дуга очищенного вспомогательного графа '.G  Несмо-
тря на экспоненциальную сложность задачи, любые улучшения алгоритма, сокращающие 
множество решений, будут полезны на практике.

4. Древовидные сети

Классификация графов и сетей с нестандартной достижимостью необходима для созда-
ния и выбора наиболее оптимальных алгоритмов решения задач. К отдельному виду сетей с 
нестандартной достижимостью отнесём такие, в которых через каждую дугу, ведущую в сток, 
проходит лишь один путь. Можно заметить, что при удалении стока из этой сети будет полу-
чено дерево, поэтому назовём такие сети древовидными.

Чтобы определить, что сеть является древовидной достаточно выполнить проверку, кото-
рая состоит в просмотре и определении числа входящих дуг для каждой из вершин сети кроме 
стока. Если число входящих дуг не превышает 1, то имеется древовидная сеть. Эта проверка 
также может быть выполнена с помощью обхода сети в ширину и линейно зависит от разме-
ров сети.

Рис. 2. Сеть со смешанной достижимостью (слева) и её вспомогательный граф 
после проведения процедуры очистки (справа)
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Задача о максимальном потоке в сетях с нестандартной достижимостью для древовидных 
сетей заметно проще общего случая, потому что после проведения очистки будет получена 
сеть без ограничений на достижимость. Таким образом задача поиска максимального потока 
для древовидной сети разрешима за полиномиальное время (алгоритмы Эдмондса-Карпа, Ор-
лина и др. [7, 8]).

Заключение

В работе описан полнопереборный алгоритм поиска максимального потока для сетей с 
нестандартной достижимостью. Алгоритм имеет экспоненциальную сложность, которая за-
висит не только от размеров сети, но и от пропускных способностей каждой из дуг. Одна-
ко, некоторые экземпляры сетей с нестандартной достижимостью, включая рассмотренные 
выше, позволяют избежать полного перебора за счёт своей структуры. Дальнейшая работа в 
направлении поиска точных методов решения задачи может включать исследования структу-
ры сетей, как это было проведено для древовидных сетей.
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УДК 519.1

НАДДЕРЕВЬЯ И ИХ ХРОМАТИЧЕСКИЕ МНОГОЧЛЕНЫ

Южный федеральный университет

Я. М. Ерусалимский, В. А. Скороходов

Аннотация. В работе введены в рассмотрение и изучены графы, названные наддеревья-
ми. Это связные графы, содержащие единственный простой цикл. Такие графы являются 
следующими за деревьями по количеству дуг связными графами. Можно считать, что 
наддерево получается из дерева добавлением к нему дуги, соединяющей две различные 
несмежные вершины дерева. Основными характеристиками наддеревьев являются: n  – 
количество вершин и k  – количество вершин простого цикла (3 ).k n≤ ≤  Получена фор-
мула для хроматического многочлена наддерева, которая определяется только характери-
стиками n  и .k  Следствием этого стала формула для хроматической функции графа, 
полученного из дерева заменой некоторых его вершин (возможно и всех) простыми ци-
клами произвольной длины.
Ключевые слова: граф, дерево, наддерево, цикл, раскраска, хроматический многочлен.

Введение

В работе определены два класса неориентированных графов – надддеревья и графы, по-
лученные из дерева заменой отдельных его вершин на простые циклы. Для них будут получе-
ны формулы для хроматических многочленов этих графов. Оказывается, что эти многочлены 
определяются однозначно двумя параметрами этих графов – количеством вершин и длинами 
содержащихся в них простых циклов.

1. Наддеревья, определение, примеры, простейшие свойства

Как известно, дерево является минимальным по количеству дуг связным графом. Деревья 
хорошо изучены. Их свойства в [1, 2] сформулированы в виде основной теоремы о деревьях 
(теорема 4.1. в [1]). Эта теорема позволяет дать несколько равносильных определений дерева. 
Следуя [1], будем считать основным определением дерева следующее:

Определение 1. Деревом называется конечный связный граф, не содержащий циклов.
Сейчас мы определим класс графов, который мы назвали наддеревьями. Это, в смысле ко-

личества дуг, следующий за деревьями класс связных графов.
Определение 2. Наддеревом называется конечный связный граф, содержащий единствен-

ный простой цикл. 
На рис.1 изображены два наддерева с четырьмя вершинами.
Ясно, что имеет место следующая теорема:
Теорема 1. Любое наддерево с n  вершинами имеет n  дуг.
Доказательство этой теоремы тривиально. Действительно, удалим произвольную дугу про-

стого цикла. Мы получим конечный связный граф с n  вершинами не содержащий циклов, т. е. 
дерево. По основной теореме о деревьях этот граф является деревом с n  вершинами и, значит, 
содержит 1n −  дугу. Значит исходное наддерево содержит n  дуг.

Рис. 1. Два наддерева с четырьмя вершинами
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Из этой теоремы и основной теоремы о деревьях следует, что любое наддерево можно счи-
тать полученным из дерева добавлением к нему одной дуги, в результате добавления которой 
и образуется этот единственный простой цикл. 

На рис. 2 изображено дерево и два наддерева, полученных из него добавлением дуги (до-
бавленная дуга на каждом наддереве изображена пунктиром).

Ясно, что у наддерева кроме характеристики «количество вершин» есть ещё одна хаактери-
стика – «длина простого цикла».

Обозначим через ,n kST  надддерево с n  вершинами и циклом длины k  (3 ).k n≤ ≤  Очевид-
но, что , .n n nST C=  Здесь nC  – простой цикл длины n. 

В случае, когда 3 k n≤ <  наддерево можно представлять себе как простой цикл ,kC  в одной 
или нескольких вершинах которого «посажены» деревья (см. рис. 3, иллюстрирующий сказан-
ное для 5,3ST ).

Ясно что в случае, когда 1,k n= −  существует единственное наддерево, имеющее вид про-
стого цикла 1,nC −  в одной из вершин которого добавлена вершина, соединенная с этой верши-
ной цикла дугой. Из сказанного следует, что и в этом случае (как и в случае k n= ) существует 
только одно наддерево, конструкцию которого мы описали. В остальных случаях характери-
стики n  и k  не определяют наддерево с точностью до изоморфизма (см. рис. 3).

Очевидно, что имеют место следующие теоремы.
Теорема 2. На любом наддереве ,n kST  при 3 k n≤ <  имеется по крайней мере одна висячая 

вершина (степень которой равна единице).
Теорема 3. Граф блоков наддерева ,n kST  является деревом с 1n k− +  вершиной. Этот граф 

может быть получен из наддерева ,n kST  удалением дуг цикла kC  и отождествлением всех вер-
шин этого цикла.

Напоминаем (см. [2]), что блок – максимальный по вложению связный подграф, не содер-
жащий точек сочленения, а граф блоков получается из исходного графа отождествлением всех 
вершин каждого из блоков в одну и удалением внутренних дуг каждого из блоков. 

Ясно, что все наддеревья, изображенные на рис. 3, имеют один и тот же граф блоков 
(см. рис. 4).

 
 

Рис. 2. Дерево и полученные из него наддеревья

Рис. 3. Три наддерева 5,3ST

Рис. 4. Граф блоков любого наддерева 5,3ST
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2. Хроматические многочлены наддеревьев

Перейдем теперь к нахождению хроматических многочленов наддеревьев. Будет показано, 
что они однозначно определяются характеристиками n  и .k

Напомним (см. [1]), что раскраской множества вершин X  графа G  в m  цветов называется 
отображение : [1; ] ,NX mρ →  удовлетворяющее условию – если вершины x  и y  соединены 
дугой, то ( ) ( ).x yρ ρ≠  Хроматическим числом графа называют наименьшее ,m  при котором 
раскраска вершин графа существует. Хроматическое число графа обозначают ( ).Gχ

Напомним теперь определение хроматической функции графа
Определение 3. Хроматическая функция графа G  это функция, обозначаемая ,Gf  опреде-

ленная на множестве N  следующим:
	 ( ) " ".Gf x G= êîëè÷åñòâî ñïîñîáîâ ðàñêðàñêè ãðàôà â x öâåòîâ 	 (1)
Таким образом равенство (1) определяет хроматическую функцию комбинаторно. Ясно, 

что её поведение таково:
	 ( ) 0 1 ( ) 1; 0 ( ( )) ( ( ) 1) ( ( ) 2)G G G Gf x x G f G f G f Gχ χ χ χ= ≤ ≤ − < < + < + <ïðè .
Если для конкретного графа мы перейдем от комбинаторного задания хроматической 

функции (равенство (1)) к её заданию с помощью формулы, то это позволит нам вычислить 
хроматическое число графа.

Хроматическая функция достаточно хорошо изучена (см напр. [1, 2]). Оказалось, что для 
любого графа с n вершинами она является многочленом степени n  с целочисленными коэф-
фициентами, поэтому её называют хроматическим многочленом графа. История хроматиче-
ских многочленов восходит к Д. Биркгофу, Д. Хаслеру и У. Татту. В течение последних 50 лет 
хроматические многочлены и их обобщения активно изучаются многими авторами (см. [4–
17]), в том числе и в связи с гипотезой четырех красок (до её доказательства).

Хроматическое число графа является важной характеристикой графа, в частности, его ис-
пользуют химики, занимающиеся дизайном химических соединений (см. напр. [18, 19]). В са-
мой теории графов раскраска вершин может быть использована для нахождения внутренне 
устойчивых множеств графа, а хроматический многочлен для распознавания неизоморфно-
сти графов.

Для двух классов графов этот многочлен известен и зависит только от количества вершин 
графа – для полных графов nK  с n  вершинами и для nT  – деревьев с n  вершинами:

	 ( ) ( 1) ( 2) ( ( 1)).
nKf x x x x x k= ⋅ − ⋅ − ⋅ − − 	 (2)

	 1( ) ( 1) .
n

n
Tf x x x −= ⋅ − 	 (3)

Нахождение хроматических многочленов произвольных графов основано на этих двух 
фактах приведенных ниже теорем. Следующая теорема позволяет находить хроматический 
многочлен неполного графа, используя хроматические многочлены полных графов. 

Теорема 4. (см. напр. [3, теорема 5.6] или [5]). Пусть ( , , )G X U f  – граф и его вершины y  и 
z  не соединены дугой, тогда имеет место равенство:

	 ( ) ( ) ( ),G Gy z Gy zf x f x f x− == + 	 (4)
здесь Gy z−  – граф, полученный добавлением дуги, соединяющей вершины y и ,z  а Gy z=  – 
граф, полученный отождествлением вершин y  и .z

Ясно, что за конечное число шагов применения этой теоремы, мы в правой части (4) полу-
чим линейную комбинацию хроматических многочленов полных графов.

Эта теорема позволяет быстро получить хроматический многочлен графа близкого по ко-
личеству дуг к полному графу.

Придадим этой теореме несколько другой вид:
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Теорема 5. (см. напр. [4, теорема 5.1.1]). Пусть ( , , )G X U f  – граф и его вершины y  и z 
смежны, т. е. соединены дугой ,u  тогда имеет место равенство:

	 { }G G u Gy zf f f− == − 	 (5)

здесь { }G u−  – граф, полученный из графа G  удалением дуги .u
Есть ещё одна теорема, ускоряющая в некоторых случаях нахождение хроматической функ-

ции.
Теорема 6. (См. напр. [3, теорема 5.8]). Пусть 1 2 1 2, ,sG G G G G K= ∪ ∩ =  тогда

	 1 2

1 2

.G G
G

G G

f f
f

f ∩

⋅
= 	 (6)

Как известно, любое дерево, содержащее хотя бы две вершины, – двухцветно, любой про-
стой цикл с четным количеством вершин – двухцветен, а с нечетным количеством вершин – 
трехцветен. Из представления наддерева ,n kST  в виде простого цикла ,kC  в одной или не-
скольких вершинах которого «посажены» деревья, следует, что любое наддерево ,n kST  при 
четном k  двухцветно, а при нечетном k  – трехцветно, т. е.

	 ,

2, ;
( )

3, .n k

k
ST

k
χ


= 


åñëè ÷åòíî

åñëè íå÷åòíî
	 (7)

Рассмотрим теперь наддерево ,3 ,nST  возьмем на нем дугу u  цикла 3.C  Применим теоре-
му 5, удаляя дугу .u

	
,3 1

1 2 2( ) ( ) ( ) ( 1) ( 1) ( 1) ( 2).
n n n

n n n
ST T Tf x f x f x x x x x x x x

−

− − −= − = − − − = − − 	 (8)
Из формулы (8) следует, что что все наддеревья ,3nST  (а среди них есть и неизоморфные) 

имеют один и тот же хроматический многочлен 2( 1) ( 2).nx x x−− −
Рассмотрим теперь наддерево , ,n kST  у которого 3.k >  Возьмем на нем произвольную дугу 

u  цикла kC  и применим теорему 5, тогда
	

, 1, 1
( ) ( ) ( ).

n k n n kST T STf x f x f x
− −

= − 	 (9)
Мы получили рекуррентное соотношение (9), которое мы теперь можем применять со-

вместно с формулой (8).
Рассмотрим его применение
	

,4 1,3

1 3 3 2( ) ( ) ( 1) ( 1) ( 2) ( 1) ( 3 3)
n n n

n n n
ST T STf x f x f x x x x x x x x x

−

− − −= − = − − − − = − − + .
Таким образом мы получили формулу:
	

,4

3 2( ) ( 1) ( 3 3).
n

n
STf x x x x x−= − − + 	 (10)

Ясно, что наличие рекуррентного соотношения (9) и того, что мы нашли 
,3nSTf  (формула 

(8)), позволит нам получить формулу для 
,
.

n kSTf  При этом формула будет зависеть только от n 
и .k

Однако, для её получения мы воспользуемся не рекуррентным соотношением (9), а другой 
техникой и тем, что формула для хроматического многочлена простого цикла известна. 

Начнем с наддерева , .n nST  Мы знаем, что в этом случае ,n n nST C=  и мы можем использовать 
формулу для хроматического многочлена простого цикла:

	
,

( ) ( ) ( 1) ( 1) ( 1).
n n n

n n
ST Cf x f x x x= = − − − − 	 (11)

Рассмотрим теперь наддерево , (3 ).n kST k n≤ <  Мы знаем (теорема 2), что на нем имеется 
хотя бы одна висячая вершина. Зафиксируем в качестве графа 1G  – граф, порожденный дугой, 
на которой висит эта вершина (дерево 2T ), а в качестве графа 2G  – граф, полученный из ,n kST  
удалением этой дуги. Тогда пересечение этих графов состоит из одной вершины, т. е. является 
полным графом 1.K  Таким образом мы имеем право воспользоваться теоремой 6:
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	 2 1, 1,

, 1,

1

( ) ( ) ( 1) ( )
( ) ( 1) ( ).

( )
n k n k

n k n k

T ST ST
ST ST

K

f x f x x x f x
f x x f x

f x x
− −

−

⋅ − ⋅
= = = − ⋅ 	 (12)

Таким образом мы получили ещё одно рекуррентное соотношение для хроматических 
функций наддеревьев.  Применим его последовательно пока не «обрежем» все вершины де-
ревьев, которыми был «обсажен» простой цикл. В результате мы получаем, что имеет место 
формула:

	
,

( ) ( 1) ( ).
n k k

n k
ST Cf x x f x−= − ⋅ 	 (13)

Учитывая, что хроматический многочлен простого цикла kC  известен, мы получаем фор-
мулу для хроматического многочлена любого наддерева ,n kST  (3 ):k n≤ <

	 ( )
,

1( ) ( 1) ( 1) ( 1) ( 1) .
n k

n k k k
STf x x x x− −= − ⋅ − − − − 	 (14)

Заметим, что в случае k n=  она совпадает с полученной нами ранее формулой (11). Значит 
формула (14) справедлива для всех наддеревьев ,n kST  (3 ).k n≤ ≤

Проверим, что она дает тот же результат для ,3nST  и для ,4 ,nST  что и полученный нами ранее.
	 ( )

,3

3 3 2 2 2( ) ( 1) ( 1) ( 1) ( 1) ( 2 ) ( 1) ( 2).
n

n n n
STf x x x x x x x x x x− − −= − ⋅ − − − = − ⋅ − = − −

Это совпадает с полученной формулой (8).
( )

,4

4 4 3 3 2 3 2( ) ( 1) ( 1) ( 1) ( 1) ( 3 3 1 1) ( 1) ( 3 2).
n

n n n
STf x x x x x x x x x x x x x− − −= − ⋅ − + − = − − + − − + = − ⋅ − +

Последнее совпадает с полученной нами формулой (10).
Вычислим теперь хроматический многочлен графа, изображенного на рис. 5. 

Ясно, что он получен из дерева, изображенного на рис. 6, заменой трех его вершин на про-
стые циклы 5 4 3, ,C C C . (см. рис.6).

Выделим в нем (рис. 5) наддерево 6,5ST  и остальную его часть (см. рис.7).
Оставшаяся часть может быть представлена как объединение двух наддеревьев 7,3ST  и 

5,4 ,ST  имеющих общую вершину. Таким образом мы получаем возможность дважды приме-
нить теорему 6. В результате мы получим:

	
( ) ( ) ( )7 3 3 4 4 5 5

2

( 1) ( 1) ( 1) ( 1) ( 1) ( 1) ( 1) ( 1) ( 1) ( 1)
( ) .G

x x x x x x x
f x

x
− ⋅ − − − − ⋅ − − − − ⋅ − − − −

= 	 (14)

Рис.5. Граф с тремя циклами

Рис. 6. Дерево, из которого получен граф с тремя циклами
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Замечание 1. Ясно, что числитель дроби делится на знаменатель, т. е. после сокращения 
на него правая часть является многочленом с целыми коэффициентами, как и положено хро-
матическому многочлену. 

Замечание 2. Ясно, что представление последнего графа в виде объединения наддеревьев не 
единственно, но от этого правая часть в (14) не зависит.

Опишем теперь общую конструкцию графов, подобных только что рассмотренному. Возь-
мем дерево nT  и последовательность натуральных чисел { } 1

l
i i

k
=

 (1 ,3 ).il n k≤ ≤ ≤  Отметим на 
дереве nT  l  различных вершин ix  (1 ).i l≤ ≤  Заменим каждую из выделенных вершин ix  на 
простой цикл .

ikC
Очевидно, что полученный граф, обозначенный нами { }

1
,

i

l

n k i
T C

=
←  таков, что к нему при-

менима описанная в последнем примере процедура вычисления хроматической функции. Тог-
да мы получаем формулу для хроматического многочлена:

	
{ }

( )
1

1

1
1

( 1) ( 1) ( 1) ( 1)
( ) .

i i

l
n ki i

l
k kn

i
lT C

x x x
f x

x=

−

=
−←

− ⋅ − − − −
=

∏
	 (15)

Заключение

Вероятно, описанный последним класс графов { }
1i

l

n k i
T C

=
←  можно было бы определить и 

иначе – как класс связных графов содержащих конечный набор циклов, не имеющих общих 
вершин. Но тогда пришлось бы доказывать теорему о том, что граф, полученный из такого 
графа заменой каждого цикла вершиной, является деревом. 

Интересным представляется и факт о делимости многочлена, стоящего в числителе дроби 
в формуле (15) на 1lx −  (1 ),l n≤ ≤  который следует из того, что хроматическая функция любого 
графа является многочленом и формулы (15).
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УДК 510.67

О НЕКОТОРЫХ СВОЙСТВАХ УНОИДОВ ПОДМНОЖЕСТВ

Тверской государственный университет

Б. Н. Карлов

Аннотация. В работе изучаются теоретико-модельные свойства уноидов, содержащих 
единственную разнозначную функцию. Устанавливаются необходимые и достаточные ус-
ловия, при которых такой уноид элементарно эквивалентен уноиду всех своих конечных 
подмножеств. Доказано, что если два уноида элементарно эквивалентны, то уноиды их 
конечных подмножеств также элементарно эквивалентны. Также исследуются последова-
тельности уноидов, полученных многократных применением операции взятия всех или 
только конечных подмножеств.
Ключевые слова: разнозначная функция, уноид, конечные подмножества, алгебра под
множеств, элементарная эквивалентность.

Введение

В алгебре и теории моделей изучаются многочисленные операции, позволяющие получить 
из одних алгебраических систем другие. Классическими примерами таких операций являются 
прямые и фильтрованные произведения, гомоморфизмы, операция построения факторсистем 
и др. Такие операции могут сохранять некоторые свойства алгебраических систем. Так, извест-
но, что если несколько систем имеют разрешимые теории, то теория их прямого произведения 
тоже разрешима (см. [6]). Однако далеко не любое свойство переносится на результирующую 
систему: прямое произведение циклических групп может не быть циклической группой, фак-
торкольцо может быть полем, даже если в исходном кольце не всегда возможно деление, и 
т. п. Другим важным понятием является элементарная эквивалентность, означающая, что две 
системы неразличимы никакой формулой первого порядка. Здесь следует упомянуть теорему 
Кейслера – Шелаха, устанавливающую связь между элементарной эквивалентностью двух си-
стем и свойствами их ультрастепеней (см. [5]).

Ещё одной операцией, позволяющей строить новые алгебраические системы, является 
операция взятия всех или некоторых подмножеств. В частном случае, когда основным множе-
ством исходной системы является множество слов в некотором алфавите, основным множе-
ством новой системы будет некоторое множество языков. В работах [3,4] были получены не-
которые результаты, связанные с алгоритмической сложностью теорий регулярных языков с 
различными операциями. В работе [1] был приведён пример уноида, для которого теория всех 
конечных подмножеств является алгоритмически существенно более простой, чем теория ис-
ходного уноида. В работе [2] были  исследованы некоторые свойства уноидов специального 
вида, связанные с элементарной эквивалентностью уноидов всех подмножеств и исходных.

В настоящей статье мы продолжаем изучение уноидов вида ( , ),A f=A  в которых функция 
f  является разнозначной. В разделе 1 приводятся основные определения, а также полученные 
ранее результаты. В разделе 2 мы приводим необходимые и достаточные условия для того, что 
такой уноид был элементарно эквивалентен уноиду своих конечных подмножеств. В разделе 3 
мы доказываем, что если два уноида элементарно эквивалентны, то уноиды их конечных под-
множеств также элементарно эквивалентны. В разделе 4 мы изучаем последовательности уно-
идов, которые получаются путём нескольких применений операции взятия всех или только 
конечных подмножеств. Мы описываем все возможные варианты строения таких последова-
тельностей.
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1. Предварительные результаты

Уноид – это алгебраическая система 1( , , , ),nA f f= A  в которой все функции 1, , nf f  яв-
ляются одноместными. Функция f  называется разнозначной, если из x y≠  следует ( ) ( ).f x f y≠  
Для уноида ( , )A f=A  через expA  обозначается уноид, основным множеством которого яв-
ляется множество всех подмножеств множества ,A  а функция f  определена как 

( ) { ( ) : }.f B f x x B= ∈  Порядком множества B  называется наименьшее число 0n >  такое, что 
( ) .nf B B=  Если такого n  нет, то B  имеет бесконечный порядок. Через exp fin A  обозначается 

уноид, основным множеством которого является множество всех конечных подмножеств 
множества ,A  а функция f  определяется так же, как и для exp .A  Алгебраические системы A 
и B  называются элементарно эквивалентными, если любая замкнутая формула ϕ  истинна в 
системе A  тогда и только тогда, когда она истинна в системе .B  Элементарная эквивалент-
ность систем A  и B  обозначается .≡A B

Мы будем изучать уноиды вида ( , ),A f=A  в которых функция f  является разнозначной. 
Основное множество такого уноида распадается на несколько классов (возможно, бесконечно 
много) одного из следующих видов:

1) конечные классы мощности :n  1{ , },nC x x=   1( ) ,i if x x +=  1( ) .nf x x=
2) бесконечные классы типа целых чисел :Z  2 1 0 1 2{ , , , , , , },C x x x x x− −= … …  1;( )i if x x +=
3) бесконечные классы типа натуральных чисел :ω  0 1 2{ , , , },C x x x= …  1,( )i if x x +=  при этом 

0( )f y x≠  ни для какого .y A∈
В работе [2] было определено счётное семейство инвариантов, характеризующих уноиды 

вида ( , )A f=A  с точностью до элементарной эквивалентности.
Определение 1. С произвольным уноидом ( , )A f=A  связывается функция 
: { , } { },Zχ ω ω ω∪ → ∪ ∞A  определяемая следующим образом:
1.  ( ) ,n kχ =A  если A  содержит конечное число 0k ≥  классов мощности ,n  в противном 

случае ( ) ;nχ = ∞A

2.  ( ) ,kχ ω =A  если A  содержит конечное число 0k ≥  классов типа ,ω  в противном случае 
( ) ;χ ω = ∞A

3.  ( ) 1,Zχ =A  если для любого 0n ≥  в уноиде A  имеется класс (конечный или бесконеч-
ный), содержащий более n  элементов, в противном случае ( ) 0.Zχ =A

Сформулируем критерий элементарной эквивалентности двух уноидов, установленный в [2].
Теорема 1 (Карлов Б. Н., [2]). Пусть ( , )A f=A  и ( , )B f=B  – два уноида, в каждом из ко-

торых функция f  разнозначна. A  и B  элементарно эквивалентны тогда и только тогда, 
когда .χ χ=A B

2. Элементарная эквивалентность уноида конечных подмножеств и исходного

В этом разделе мы доказываем необходимые и достаточные условия для того, чтобы уноид 
A  был элементарно эквивалентен уноиду всех своих конечных подмножеств.

Следующие пять лемм были доказаны в работе [2] для уноидов A  и expA.  Их доказатель-
ства без изменения переносятся и на случай уноидов A  и exp ,fin A  поскольку в доказатель-
ствах использовались только конечные подмножества.

Лемма 1. Если в уноиде A  есть конечный класс мощности ,n  то он даёт хотя бы один 
класс мощности k  в уноиде exp fin A  для любого ,k  являющегося делителем .n

Лемма 2. Конечный класс мощности 2n ≠  уноида A  даёт хотя бы два класса мощности n 
уноида exp fin A.  Класс мощности 2n =  в уноиде A  даёт ровно один класс мощности 2 в уноиде 
exp fin A.

Лемма 3. Если класс мощности n  уноида A  даёт класс мощности k  уноида exp ,fin A  то k 
является делителем .n
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Лемма 4. Конечные классы мощности n  и k  уноида A  дают хотя бы один класс мощности 
( , )HOK n k  уноида exp fin A.  Здесь через HOK  обозначено наименьшее общее кратное.

Лемма 5. Если в уноиде A  есть хотя бы один класс типа ,ω  то в уноиде exp fin A  есть бес-
конечно много классов типа .ω

В дальнейшем нам потребуется также следующее обобщение лемм 1 и 4.
Лемма 6. Конечные классы мощности n  и k  уноида A  дают хотя бы один класс мощности 

m  уноида exp fin A  для любого ,m  являющегося делителем числа ( , ).HOK n k
Доказательство. Пусть 1 0 1 1{ , , , }nC x x x −= …  и 2 0 1 1{ , , , }kC y y y −= …  – два класса, и пусть 

( , )HOK n k  делится на .m  Тогда m  можно представить в виде m qr=  так, что q  и r  взаимно 
просты, n делится на ,q  k  делится на ,r  то есть ,n qu=  .k rv=  Рассмотрим следующее множе-
ство 0 ( 1){ , , , ,q u qB x x x −= … 0 ( 1), , , }.r v ry y y −…  Непосредственно проверяется, что ( ) .mf B B=  
С другой стороны, если ( ) ,lf B B=  то обязательно l  делится на q  и на ,r  а значит, и на qr  в 
силу взаимной простоты. Следовательно, ,l n≥  поэтому порядок B  равен n.

В следующей теореме сформулированы необходимые и достаточные условия элементар-
ной эквивалентности уноидов A  и exp fin A.

Теорема 2. Пусть ( , ),A f=A  где f  – разнозначная функция. Уноиды A  и exp fin A  элемен-
тарно эквивалентны тогда и только тогда, когда одновременно выполняются следующие ус-
ловия:

1.  ( ) {0, };χ ω ∈ ∞A

2.  ( ) {0, }nχ ∈ ∞A  для любого натурального 0;n >
3. если ( ) 0nχ ≠A  для некоторого 0,n >  то ( ) 0kχ ≠A  для любого ,k  являющегося делителем ;n
4. если ( ) 0nχ ≠A  и ( ) 0,kχ ≠A  то ( ( , )) 0.HOK n kχ ≠A

Доказательство. Если нарушается одно из условий 1, 2, 3, 4, то exp fin≡/A A  по лемме 5, 2, 1, 
4 соответственно. 

В работе [2] было доказано, что уноиды A  и expA  элементарно эквивалентны тогда и 
только тогда, когда для A  выполняются четыре свойства из теоремы 2, а также пятое условие: 
если в A  есть класс типа ,Z  то есть классы мощности n  для любого 0.n >  Поскольку теперь 
мы рассматриваем только конечные подмножества, то классы типа Z  могут порождать только 
классы того же типа .Z  Поэтому они не влияют на функцию exp fin

χ A  и пятое условие может 
быть опущено. 

Из теоремы 2 и её аналога для expA  из [2] получается простое следствие.
Следствие 1. Если уноиды A  и expA  элементарно эквивалентны, то уноиды A  и exp fin A 

тоже элементарно эквивалентны.

3. Сохранение элементарной эквивалентности
при переходе к конечным подмножествам

В работе [2] был приведён пример двух элементарно эквивалентных уноидов таких, что 
уноиды их подмножеств не являются элементарно эквивалентными. Мы докажем, что для 
уноидов конечных подмножеств такая ситуация невозможна.

Теорема 3. Если уноиды A  и B  элементарно эквивалентны, то уноиды exp fin A  и exp finB 
тоже элементарно эквивалентны.

Доказательство. Пусть 1 exp ,fin=A A  1 exp fin=B B.  По теореме 1 достаточно доказать, что 
из равенства χ χ=A B  следует

1 1
.χ χ=A B

Предположим, что 
1
( ) 0.χ ω =A  Тогда в 1A  нет классов типа ,ω  а значит, их нет и в уноиде 

A.  Так как ,χ χ=A B  то также ( ) 0,χ ω =B  поэтому 
1
( ) 0.χ ω =B  Предположим теперь, что 

1
0,χ ≠A  

тогда ( ) 0χ ω ≠A  и ( ) 0.χ ω ≠B  Но тогда оба уноида 1A  и 1B  содержат бесконечно много клас-
сов типа ,ω  поэтому 

1 1
( ) ( ) .χ ω χ ω= = ∞A B  Итак, в обоих случаях 

1 1
( ) ( ).χ ω χ ω=A B
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Дальше докажем, что 
1 1
( ) ( ).Z Zχ χ=A B  Если 

1
( ) 0,Zχ =A  то существует число N  такое, что 

любой класс уноида 1A  содержит не более N  элементов. Тогда классы уноида A  также содер-
жат не более N  элементов, так как класс мощности M N>  дал бы класс мощности большей 
N  и в уноиде 1.A  Следовательно, ( ) 0,Zχ =A  а значит, и ( ) 0,Zχ =B  то есть существует число 
K  такое, что любой класс уноида B  содержит не более K  элементов. Если 1 2, , , nk k k…  – раз-
личные мощности всех классов уноида ,B  то любой класс уноида 1B  содержит не более 

1 2 nk k k…  элементов, поэтому 
1
( ) 0.Zχ =B  Обменяв в этом рассуждении 1A  и 1,B  мы докажем, 

что из 
1
( ) 0Zχ =B  следует 

1
( ) 0.Zχ =A  Так как функция χ  может принимать на аргументе Z 

только два значения 0 и 1, то 
1 1
( ) ( ).Z Zχ χ=A B

Наконец, докажем, что 
1 1
( ) ( )n nχ χ=A B  для любого натурального 0.n >  Пусть 

1
( ) 0.nχ ≠A  

Это значит, что в уноиде A  существует множество B A⊆  порядка .n  Так как B  конечно, то 
его можно представить в виде 1 ,mB B B= ∪…∪  причём ,i iB C⊆  где iC  – различные классы 
уноида A.  Так как ,χ χ=A B  то уноид B  содержит классы 1, , mC C′ ′…  равномощные классам 

1, , ,mC C…  а значит, и класс мощности .n  Если A  и B  содержат бесконечное число конечных 
классов, то ( ) ( ) ,n nχ χ= = ∞A B  так как из каждого множества конечного порядка n  можно 
получить новые множества такого же порядка добавлением всех элементов любого конечного 
класса. Если же A  и B  содержат конечное число конечных классов, то в силу равенства 
χ χ=A B  они порождают одинаковое количество классов мощности n  для любого .n  Симме-
тричное рассуждение показывает, что если 

1
( ) 0,nχ ≠B  то 

1
( ) ( ),n nχ χ=A B  а значит, всегда 

1
( ) ( ).n nχ χ=A B 

Обращение теоремы 3 неверно.
Теорема 4. Существуют уноиды A  и B  такие, что ,≡/A B  но при этом

exp exp exp expfin fin≡ ≡ ≡A B A B.
Доказательство. Определим уноиды A  и B  следующим образом. Уноид A  содержит бес-

конечно много конечных классов мощности n  для всех 2n ≥  и не содержит других классов. 
Уноид B  содержит все классы уноида ,A  а также бесконечно много классов мощности 1. По 
теореме 1 A  и B  не являются элементарно эквивалентными, так как (1) (1).χ χ≠A B  Уноид 
exp fin A  содержит бесконечно много конечных классов мощности n  для любого 1,n ≥  так как 
каждый класс мощности n  порождает по меньшей мере по одному классу мощности 1 и .n  
Аналогично уноид exp finB  содержит бесконечно много классов любой конечной мощности. 
Уноиды expA  и expB  дополнительно содержат классы типа ,Z  но они не влияют на соответ-
ствующие функции .χ  Следовательно, функции ,χ  соответствующие уноидам exp ,A  exp ,B  
exp fin A  и exp ,finB  совпадают, а значит, по теореме 1 эти четыре уноида элементарно эквива-
лентны.

4. Последовательности уноидов подмножеств

В этом разделе мы изучаем уноиды, получающиеся из A  i-кратным применением опера-
ции exp  или exp fin:

0 1

0 1

exp ,exp expexp ,
exp ,exp exp exp

i i

i i
fin fin fin fin

+

+

= =

= =

A A A A

A A A A.

В работе [2] был приведён пример уноида A  такого, что exp ,≡A A  но при этом 
2exp exp .≡/A A  Из теоремы 3 непосредственно следует, что для операции exp fin  такое невоз-

можно, так как 1exp expi i
fin fin

+≡A A  влечёт 1 2exp exp .i i
fin fin
+ +≡A A

Итак, элементарная эквивалентность может не сохраняться в последовательности уноидов 
exp .i A  В следующей теореме перечислены все возможные варианта строения этой последова-
тельности.
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Теорема 5. Для последовательности 0 1 2exp ,exp ,exp ,…A A A  возможны следующие пять 
вариантов:

1.  exp expi j≡/A A  для всех ;i j≠

2.  exp expi j≡A A  для всех , ;i j
3.  0 1 2exp exp exp ,≡ ≡/ /A A A  exp expi j≡A A  для всех , 2;i j ≥
4.  0 1exp exp ,≡/A A  exp expi j≡A A  для всех , 1;i j ≥
5. 0 1 2exp exp exp ,≡ ≡/A A A  exp expi j≡A A  для всех , 2.i j ≥
Доказательство. Если уноид 1A  конечный, то основные множества уноидов 1expi A  имеют 

разные конечные мощности, поэтому эти уноиды не являются элементарно эквивалентными.
Пусть 2A  содержит бесконечно много классов мощности n  для всех чисел .n  При постро-

ении 2expA  в него добавятся классы типа ,Z  а при построении следующих 2expi A  новые 
классы не появятся. Построенные уноиды удовлетворяют всем условиям теоремы 1, поэтому 
они элементарно эквивалентны.

Пусть 3A  содержит единственный класс типа .Z  Тогда 3expA  дополнительно содержит 
конечное число конечных классов всех мощностей, а 2

3exp A  содержит бесконечное число та-
ких классов. Поэтому начиная с 2

3exp A  уноиды будут элементарно эквивалентными.
Пусть 4A  содержит бесконечно много классов мощности 2 и не содержит других классов. 

Тогда 4expA  содержит также бесконечно много классов мощности 1, а дальше классы других 
типов не появляются, поэтому уноиды элементарно эквивалентны начиная с 4exp .A

Пусть 5A  содержит бесконечно много классов мощности 2n  для каждого 0n ≥  и не содер-
жит других классов. Уноид 5expA  содержит дополнительно бесконечно много классов типа ,Z  
поэтому 5 5ex .p≡A A  На следующем шаге классы типа Z  добавят бесконечно много классов 
мощности n  для всех n. Поскольку в 5expA  нет классов, мощность которых не была бы степе-
нью двойки, то 2

5 5exp e .xp≡/A A  Последующие уноиды содержат классы типа Z  и бесконечно 
много классов всех конечных мощностей, поэтому они элементарно эквивалентны.

Теперь докажем, что эти пять вариантов являются единственно возможными. Предполо-
жим сначала, что уноид A  не содержит классов типа .ω  Если уноид конечен, то имеет место 
случай 1, поэтому дальше мы будем считать, что A  бесконечен. Если уноид содержит класс 
типа ,Z  то на первом шаге появятся классы всех конечных мощностей, а на втором шаге их 
число станет бесконечным. Для такого уноида имеет место один из случаев 2–5. Предположим 
теперь, что A  не содержит классов типа ,Z  но множество мощностей конечных классов не 
ограничено сверху. Тогда уноид expA  содержит бесконечно много классов типа ,Z  а уноид 

2exp A  содержит также бесконечно много классов всех конечных мощностей. Следовательно, 
и для таких уноидов имеет место один из случаев 2–5. Наконец, пусть множество мощностей 
классов уноида A  ограничено сверху, и пусть 1, , kn n…  – все такие мощности. По лемме 6 в 
уноиде expA  содержатся классы мощности m  для любого m, являющегося делителем числа 

1( , , ),kHOK n n…  а по лемме 3 в следующих уноидах не появятся классы новых мощностей. Кро-
ме того, так как A  бесконечен, то хотя бы для одного 1, ,i k= …  имеется бесконечно много 
классов мощности in . Добавляя все элементы таких классов, мы получим, что уже уноид expA 
для каждой имеющейся мощности содержит бесконечно много классов этой мощности. Сле-
довательно, для A  имеет место случай 4.

Рассмотрим теперь уноид ,A  содержащий классы типа .ω  Множество, содержащее хотя 
бы один элемент из класса типа ,ω  принадлежит классу типа ,ω  поэтому вышеприведённые 
рассуждения, относящиеся к конечным классам и классам типа Z , остаются справедливыми. 
Остаётся рассмотреть сами классы типа .ω  Если их число бесконечно, то все последующие 
уноиды также содержат бесконечно много таких классов, поэтому классы типа ω  не повлияют 
на элементарную эквивалентность. Если же число классов типа ω  в уноиде A  конечно, но 
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отлично от нуля, то expA и все последующие уноиды содержит их бесконечно много. Поэтому 
начиная с expA критерий элементарной эквивалентности выполняется и для классов типа .ω 

Если ограничиться только конечными подмножествами, то число вариантов последова-
тельности уноидов сокращается.

Теорема 6. Для последовательности 0 1 2exp ,exp ,exp ,fin fin fin …A A A  возможны следующие три 
варианта:

1. exp expi j
fin fin≡/A A  для всех ;i j≠

2. exp expi j
fin fin≡A A  для всех , ;i j

3.  0 1exp exp≡/A A, exp expi j≡A A  для всех , 1.i j ≥
Доказательство. Если уноид 1A  конечный, то 1expi

fin A  не являются элементарно эквива-
лентными, так как их основные множества имеют разные мощности.

Пусть 2A  содержит единственный класс типа Z  и не содержит других классов. Так как мы 
рассматриваем только конечные подмножества, то этот класс порождает в уноиде 2exp fin A  
только классы типа .Z  В последующих уноидах классы новых типов также не образуются, по-
этому все такие уноиды элементарно эквивалентны.

Пусть 3A  содержит бесконечно много классов мощности 2 и не содержит других классов. 
Как и в доказательстве предыдущей теоремы, новые классы появятся только в уноиде 3xp ,e fin A  
поэтому уноиды элементарно эквивалентны начиная с 3xp .e fin A

Остаётся доказать, что других вариантов нет. Из теоремы 3 следует, что достаточно дока-
зать следующее свойство: 2exp expfin fin=A A  для любого .A  Классы типа Z  и ω  порождают 
новые классы таких же типов, поэтому если они есть, то начиная с exp fin A  их число будет 
бесконечным. Остаётся рассмотреть только конечные классы. Так как мы рассматриваем толь-
ко конечные подмножества, то конечные классы порождают только конечные классы.

Если множество конечных классов конечно, то каждый новый уноид содержит больше ко-
нечных классов, чем предыдущие, поэтому имеет место случай 1. Пусть множество конечных 
классов уноида A  бесконечно. Тогда по лемме 6 уноид exp fin A  содержит классы всех мощно-
стей m  для всех ,m  являющихся делителями чисел вида 1( , , ),kHOK n n…  где 1, , kn n…  – мощ-
ности каких-то конечных классов из .A  Поскольку A  содержит бесконечно много конечных 
классов 1 2, , ,C C …  то для каждого конечного множества B  существует бесконечно много ко-
нечных множеств 1 2, ,B C B C∪ ∪ …  такого же порядка. Следовательно, для каждого числа n 
уноид exp fin A  либо не содержит классов мощности ,n  либо содержит их бесконечно много. 
По лемме 3 на последующих шагах классы новых типов не появятся, поэтому начиная с exp fin A 
уноиды будут элементарно эквивалентны. Следовательно, имеет место случай 2 или 3.

Заключение

В работе были исследованы некоторые свойства уноидов с единственной разнозначной 
функцией, связанные с элементарной эквивалентностью. Были установлены необходимые и 
достаточные условия, при которых такой уноид элементарно эквивалентен уноиду всех своих 
конечных подмножеств. Доказано, что для элементарно эквивалентных уноидов уноиды их 
конечных подмножеств также элементарно эквивалентны. Также были изучены последова-
тельности уноидов, полученные многократных применением операции взятия всех или толь-
ко конечных подмножеств, и были описаны все варианты таких последовательностей. Даль-
нейшая работа в этом направлении может включать получение аналогичных результатов для 
уноидов, в которых функция не является разнозначной, а также исследование алгебраических 
систем более общего вида.
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УДК 633.63

РАЗРАБОТКА ПРОГРАММНОГО МОДУЛЯ ПЛАНИРОВАНИЯ ГРАФИКА 
ДОСТАВКИ СЫРЬЯ НА ПЕРЕРАБАТЫВАЮЩЕЕ ПРЕДПРИЯТИЕ

Воронежский государственный университет инженерных технологий

Л. А. Коробова, Т. В. Гладких, С. В. Чикунов, С. Н. Черняева, И. С. Толстова

Аннотация. Данная статья посвящена изучению проблем снижения качества корнепло-
дов в период послеуборочного хранения в кагатах под действием вредоносной микрофло-
ры. Повышение производительности перерабатывающих предприятий достигается дву-
мя путями: – регулирование микроклимата в сформированных буртах на предприятиях 
переработки сырья; – путем регулирования доставки сырья с полей для формирования 
кагатов на территории предприятий. Предметом исследования является процесс хране-
ния сахарной свеклы на предприятиях. Проанализированы причины потерь свекломассы. 
Приведено описание автоматизированной информационной системы, предназначенной 
для поддержания нормативных параметров микроклимата внутри кагатов средствами 
информационных технологий. Рассмотрены вопросы организации процесса разгрузки и 
формирования оптимальной очереди транспортных средств на свеклопунктах.
Ключевые слова: сахарная свекла, сохранения качества сахарной свеклы, повышение ка-
чества сырья, методы борьбы с кагатной гнилью, автоматизированная информационная 
система (АИС), контекстная диаграмма, декомпозиция, программный модуль.

Введение

Сельскохозяйственная область переработки является одной из важнейших структур про-
мышленности России. В свою очередь, свеклосахарный комплекс является крупнейшим на-
правлением агропромышленного комплекса (АПК). Его состояние во многом зависит как от 
качества сырья, так и от общей конкурентоспособности предприятия, его перерабатывающе-
го. Поэтому одной из главных задач отрасли состоит в обеспечении максимального производ-
ства сахара с посевной единицы, что достигается путем сохранения высоких технологических 
и физико-химических качеств свекловичного сырья [1].

Наблюдения показывают, что в сезоне – 2020 в ряде областей наибольший вред сахарной 
свекле был нанесен афаномицетными гнилями, против которых недостаточно фунгицидной 
обработки семян, обеспечивающей защиту только в ранние фазы развития и не предотвраща-
ющей заражение в последующие периоды роста корнеплода. Существенную роль в решении 
этого вопроса может сыграть возделывание толерантных гибридов, но они менее продуктив-
ны и, как правило, не востребованы агрохолдингами. Это служит основанием для ускорения 
поиска баланса между продуктивностью и устойчивостью гибридов.

Нет необходимости доказывать, что в настоящее время для контроля возбудителей болез-
ней самым применяемым способом остается фунгицидная обработка. Но в последнее время 
мониторинг этой проблемы показывает, что усилилось распространение церкоспороза на са-
харной свекле, в отношении которого выявлены случаи устойчивости к применяемым сред-
ствам защиты, при том, что церкоспороз относится к группе болезней со средним риском фор-
мирования резистентности [2].

Приведенные аргументы ученых демонстрируют, что в отношении сахарной свеклы как для 
никакой другой культуры все перечисленные выше факторы взаимосвязаны. Для того чтобы 
решить проблему корневых гнилей, необходимо определить, что же является первопричиной. 
Эта проблема в настоящее время до конца не решена.

Предлагается следующие варианты решения данной проблемы.
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1. Метод полевого картирования

Метод полевого картирования сахарной свеклы в кагатах на придорожных участках план-
таций, что позволяет снизить пиковые нагрузки на разгружающую технику свеклопункта в 
период массовой приемки свеклы [3].

Кагат – это насыпь корнеплодов сахарной свеклы правильной геометрической формы тра-
пецеидального сечения определенных размеров (ГОСТ Р 52678-2006).

Основные потери во время хранения корнеплодов в кагатах приносит кагатная гниль. Ка-
гатная гниль – это заболевание корнеплодов (свёкла, морковь), выражающаяся в появлении 
белой или серовато-пепельной плесени, вызываемой грибом Botrytis cinerea в комплексе с дру-
гими микроорганизмами.

Этот гриб типичный аэроб, в пораженной ткани развивает многоклеточную бесцветную 
грибницу, а на поверхности загнивших корнеплодов образует ватообразную, вначале белую, а 
затем серую и наконец, темную грибницу, которая обволакивает целые группы корнеплодов, 
заполняет промежутки между ними, образуя очаг кагатной гнили.

Наиболее активное развитие гриба и обильное образование им спор происходит при вы-
сокой относительной влажности в кагате, близкой к 100 %, и при температуре +25 – +30°С. 
Прорастание конидий этого гриба наблюдали даже при температуре – +5 °С. Однако при тем-
пературе +1 – +3°С развитие патогена неактивное. Кроме того, для поддержания сахаристости 
корнеплодов на оптимальном уровне влажность при хранении сырья не должна опускаться 
ниже 90–95 %.

В возникновении и развитии кагатной гнили независимо от ее возбудителя большую роль 
играет и физиологическое состояние корнеплодов. Ослабление корней может быть и в резуль-
тате перенесенных в период вегетации заболеваний, а также подвяливания, подмораживания 
и механических повреждений. Это говорит о необходимости предотвращения влияния низ-
ких температур на корнеплоды для сохранения высокого качества сырья [3]. 

Одним из методом  борьбы с кагатной гнилью сахарной свеклы является соблюдение оп-
тимальных условий хранения свеклы в кагатах (табл. 1). Данное условие можно организовать 
средствами АИС.

Таблица 1
Оптимальные условия хранения сахарной свеклы в кагатах

Оптимальная влажность Optimum humidity
Оптимальная температура Optimum temperature

Повышение температуры в кагате, не связанное с повышением температуры наружного 
воздуха, свидетельствует о возникновении очага поражения свеклы или о массовом пораже-
нии свеклы в кагате. О развитии очагов поражения можно судить также по появлению на 
поверхности кагата мокрых пятен и образованию тумана над пораженным местом, особенно 
в утренние часы при понижении температуры наружного воздуха.

Анализируя существующие методы борьбы с кагатной гнилью, можно предложить сле-
дующие способы модернизации кагатов с помощью информационных технологий [4]. Тех-
нологическая схема предложенной АИС представлена на рис. 1. Модернизации подлежит 
непосредственно сам кагат. Модернизация кагата направлена на поддержание оптимальных 
микроклиматических условий хранения сахарной свеклы.

АИС выглядит следующим образом.
Во-первых, кагаты необходимо снабдить датчиками, считывающими основные микроклима-

тические параметры, такие как влажность, температура среды и температура воздуха снаружи.
Во-вторых, внутри кагатов располагаются вентиляционные отверстия и воздуховоды, спо-

собствующие проветриванию корнеплодов и предотвращающие увеличение влажности сре-
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ды. Для принудительного проветривания воздуховоды следует подключить к вентиляторам. 
Кроме того, для предупреждения обратного процесса – высыхания, помимо вентиляционных 
отверстий, необходимо разместить водопровод, с увлажнительными форсунками. 

Воедино систему связывает информационная управляющая система, расположенная 
на рабочей станции. Она объединяет и агрегирует данные и на их основе вырабатывает 
управляющие сигналы. Следует заметить, для большего удобства и мобильности всей АИС 

следует использовать беспро-
водные датчики и регулирую-
щие устройства. Анализаторы 
влажности замеряют влаж-
ность сахарной свеклы в ка-
гате и передают ее на рабочую 
станцию. Температурные дат-
чики, в свою очередь измеря-
ют температуру внутри кагата 
в нескольких местах и снару-
жи, и так же передают инфор-
мацию на рабочую станцию. 

ИС агрегирует данные и вы-
рабатывает сигналы для управ-
ления вентиляторами и фор-
сунками. Алгоритм управления 
представлен на рис. 2.

1. При увеличении темпе-
ратуры внутри кагата, не зави-
сящей от увеличения внешней 
температуры воздуха, а также 
при отклонении температуры 
от оптимальных значений, ре-
гулирующее устройство выра-
батывает сигнал для включения 
вентиляторов и охлаждения 
кагата изнутри.

Рис. 1. Технологическая схема АИС

Рис. 2. Алгоритм выработки управляющих воздействий
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2. При снижении влажности сахарной свеклы в кагатах ниже оптимальных значений, ИС 
включает увлажнительные форсунки, для смачивания продукции.

3. При увеличении влажности выше оптимальных значений, система прекращает подачу 
воды и включает вентиляцию.

Данная модель должна поспособствовать сохранению физико-химических качеств сырья 
на должном уровне, кроме того, модель, однозначно, увеличит количество «здоровой» свекло-
массы, отправляемой на переработку.

Стоит отметить, что данная модель не проверялась в условиях «живого» активного экс-
перимента. Несомненно, задача такого масштаба требует изучения в «полевых» условиях в 
период уборки и хранения сахарной свеклы.

2. Информационный модуль транспортировки

В настоящее время не существует информационного модуля единого образца, подходя-
щего для составления очередности транспортировки сахарной свеклы с полей. В основном 
разработка необходимого программного обеспечения производится организациями самосто-
ятельно [5, 6].

Чтобы сократить неравномерность доставки и время ожидания в очереди необходимо ав-
томатизировать процесс транспортировки сырья от кагата к месту производства. В данной 
статье предлагается рассмотрение программного модуля информационной системы (ИС) до-
ставки сахарной свеклы на предприятия. В модуле реализован алгоритм составления реко-
мендованного графика доставки сахарной свеклы на перерабатывающее предприятие. Модуль 
предназначен для диспетчера логистического отдела. При разработке модуля предполагалось, 
что между сахарными заводами, принадлежащими одному холдингу, и свеклосдатчиками за-
ключаются договора по доставке сахарной свеклы с полей строго по графику [5, 6].

Разработкой графика доставки занимается логистический отдел транспортного агентства 
при холдинге. В организации перевозки в основном принимает участие диспетчер [6, 7]. В его 
обязанности входят следующие функции:

1) прием заявок от диспетчерского центра и их обработка на доставку;
2) оформление сопроводительных документов;
3) проверка загруженности на заводах, оперативное внесение изменения данных для достав-

ки маршрута и внесение изменений, связанных с большой очередью, нехваткой сырья и пр.;
4) надзор за выгрузкой товаров, документальной приемки.
Максимально эффективная работа логистов компании возможна лишь при использовании 

современных информационных технологий. Комплексная автоматизация стандартных про-

Рис. 3. Контекстная диаграмма «Доставка сырья»
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цессов: погрузки, транспортировки и сдачи сырья является весьма актуальным для россий-
ских предприятий [6, 7].

Построение функциональной модели для модуля логистической системы организации на-
чинается с описания функционирования предприятия (системы) в целом с помощью IDEF0 в 
виде контекстной диаграммы «Доставка сырья» (AS-IS) (рис. 3).

Диаграмма наглядным образом иллюстрирует взаимосвязь информационных и матери-
альных потоков с оргструктурой, управляющими воздействиями и деятельностью перераба-
тывающего предприятия в целом. Представленная на рис. 3 диаграмма используется для на-
чального анализа бизнес – процесса «Доставка сырья» [6, 9]. Она описывает бизнес-процесс в 
виде набора функций, входящих и исходящих потоков, является «кирпичиком» подхода IDEF0 
и центром построения всех остальным модулей [9]. Функциональное моделирование предпо-
лагает постепенный переход от общего к частному за счет декомпозиции. Декомпозиция – это 
«углубление» в рассматриваемую функцию, разделение ее на более мелкие функции.

Декомпозиция контекстной диаграммы реально существующего бизнес-процесса (рис. 3) 
представлена на рис. 4.

На диаграмме декомпозиции представлено три процесса.
1. «Учет данных по работе с контрагентами» (процесс предназначен для учета работы с 

поставщиками, заказчиками, заявками заказчиков). Входными данными для процесса «Учет 
данных о работе с контрагентами» являются Данные о поставщиках и Данные о заказчиках. 
На выходе получаются Результаты выполнения заявки (информация о состоянии заявки), 
список заводов (пополняемая база компании). 

2. «Данные транспортировки» (процесс предназначен для расчетов параметров транспор-
тировки). Для процесса «Данные транспортировки» входными данными являются договор 
на поставку сырья, заявка на перевозку груза, груз на перевозку. На выходе – Информация 
для доставки (информация о местоположении поля, кагата, свеклопункта, водителя, а также 
маршрут движения).

Рис. 4. Диаграмма декомпозиции 1-го уровня (AS-IS)
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3. «Доставка сырья» (процесс предназначен для отслеживания транспортировки сырья и 
формирования отчетных документов о выполнении). Входными данными для формирования 
отчетных документов являются Информация для доставки, Результаты выполнения заявки, 
Список заводов. На выходе – Доставка груза, Отчет о выполнении заявки.

Недостатками существующей организации процесса являются:
• низкая эффективность управления логистическими процессами, в частности поставка-

ми, транспортировкой, хранением и т. д.;
• планирование логистических процессов в различных аспектах и на разных временных 

горизонтах, включая прогнозирование потребностей и планирование потребностей в матери-
алах, происходит очень медленно;

• координация действий, операций и логистических процессов по всей цепочке продвиже-
ния;

• большое количество ошибок при заполнении документов вручную (из-за человеческого 
фактора);

• нерациональная транспортировка ведет к увеличению транспортных расходов;
• отсутствует мониторинг и контроль за ходом логистических операций. Непрерывный мо-

ниторинг создаст основу для регулирования процессов с целью повышения их непрерывности;
• Транспортные трудности из-за плохих дорожных условий.
С учетом данных недостатков была разработана модель TO-BE (рис. 5).

На представленной диаграмме наблюдается увеличение количества информационных по-
токов (стрелок). Они охватывают все ключевые этапы бизнес – процесса «Доставка сырья» 
[6, 9, 10]. Помимо количества, изменилось и качество этих потоков. Теперь эти документы но-
сят электронный характер и могут быть распечатаны в любой момент, по требованию. На ри-
сунке 5 представлено четыре процесса.

1) «Учет заявок» (процесс предназначен для учета поступления заявок диспетчеру). Вход-
ными данными для данного процесса являются Заявка на доставку сырья (это информация о 
заказчике, местоположение и объеме сырья необходимого сырья). Выходными данными явля-
ются Договор.

Рис. 5. Диаграмма декомпозиции 1-го уровня (TO-BE)
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2) «Работа с контрагентами» (процесс предназначен для учета работы с поставщиками, за-
казчиками, заявками заказчиками). Входными данными для данного процесса являются Дого-
вор, Данные о заказчиках, Данные о поставщиках. Выходными данными являются – Данные о 
наличии сырья (информация о наличии сырья у поставщиков, на полях).

3) «Учет данных транспортировки сырья» (процесс предназначен для отслеживания и уче-
та транспортировки сырья). Входные данные – Сырье для доставки, Данные о наличии сырья 
в определённом пункте. Выходные данные – Данные для доставки.

4) «Формирование графика доставки» (процесс предназначен для формирования отчетных 
документах о графике доставки). Входные данные – Данные для доставки. Выходные данные – 
Отчет о выполнении заявок, Доставка сырья.

3. Программный модуль АИС

Программный модуль АИС разработан в среде 1С:Предприятие и содержит следующие 
объекты [10, 12]:

Подсистемы:
– нормативно-справочная информация (НСИ: договоры, сотрудники, контрагенты);
– доставка (заводы, поля, расстояние между пунктами, транспорт, суточная потребность 

завода, формирование маршрута);
– сервис (работа с таблицей, выгрузка и загрузка данных в файл, сотрудники, склады).
При внедрении вышеуказанных решений появляются следующие результаты усовершен-

ствования транспортно-логистической системы предприятия. Программный модуль рассчи-
тывает рекомендуемый маршрут с ближайшим временем для разгрузки на перерабатывающем 
предприятии. Диспетчер может вносить корректировки в график передвижения [10, 11].

Справочники:
– транспорт;
– поля;
– заводы;
– договоры;
– сотрудники;
– контрагенты.
Документы:
– формирование маршрута (график доставки для поля 1);
– маршруты (график доставки для завода).
Регистр сведений: Расстояние от полей до заводов.
Регистр накопления: Очередь на разгрузку.
На рис. 6 представлена экранная форма, на которой отражен итоговый документ формиро-

вания маршрута движения транспорта.
Внедрение вышеуказанных решений позволяет усовершенствовать транспортно-логисти-

ческую систему перерабатывающего предприятия [12, 13]. Программный модуль позволяет 
рассчитать рекомендуемый маршрут с ближайшим временем для разгрузки на перерабаты-
вающем предприятии. С помощью рекомендуемого графика можно создавать необходимые 
документы. Такие как непосредственно сам рекомендуемый график доставки для свеклосдат-
чика, а также акты о приемке – передачи сырья для разных свеклопунктов.

Заключение

На примере разработки автоматизированной информационной системы, направленной 
на поддержание оптимальных микроклиматических условий хранения свекломассы на полях, 
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и предложен способ модернизации кагатов. Разработанный программный модуль упростит 
работу сотрудников, улучшить качество работы логистического отдела перерабатывающего 
предприятия и позволит сократить время обработки информации для принятия решения. К 
преимуществам разработанного программного продукта так же можно отнести возможность 
быстрого доступа к необходимой информации и простоту в использовании.

Внедрение программного модуля позволит увеличить производительность перерабаты-
вающих предприятий за счет сокращения простоя работы транспорта и своевременной до-
ставки сырья. Кроме этого, внедрение разработанного модуля позволит существенно сни-
зить затраты на создание необходимой документации, составляемой и рассчитываемой ранее 
«вручную», благодаря чему, повысится достоверность и целостность информации, уменьшит-
ся вероятность ее потерь.
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УДК 007.93

МЕТОДЫ ОБРАБОТКИ ИТ-ЗАЯВОК 
В ТЕЛЕКОММУНИКАЦИОННОЙ КОМПАНИИ

Воронежский государственный университет инженерных технологий

Л. А. Коробова, И. А. Матыцина, Д. С. Маликов

Аннотация. Информационные технологии стали неотъемлемой частью ИТ-инфраструк-
туры любой компании. Информация один из стратегических ресурсов бизнеса. Обра-
ботка, передача и хранение информации это одни из направлений услуг, оказываемых 
ИТ-службами. Сотрудники ИТ-отделов должны сочетать в себе понимание бизнес-про-
цессов, основ программирования, знать экономику, уметь управлять людьми и рабочи-
ми процессами. Время работы сотрудников ИТ-отделов трудно поддается учету. Весь 
их рабочий день проходит за работой на компьютере, что делает контроль за работой 
практически невозможной. В статье рассматриваются методы управления ИТ-услугами. 
Описаны плюсы применения managed service провайдеров. Для решения задачи по обра-
ботке запросов и инцидентов использован математический аппарат системного анализа 
и методы обработки данных.
Ключевые слова: информационные технологии, заявки, запросы, инциденты, ИТ-аутсо-
ртинг, администрирование, управление, СМО, очереди заявок, сети Петри.

Введение

В настоящее время во многих областях практической деятельности человека встречаются 
системы, в которых производится обработка и обслуживание большого потока заявок. Это 
может быть как отдельная система или прибор, так и система приборов. Надо учитывать тот 
факт, что поступающие заявки могут обслуживаться как в произвольном порядке, так и по 
заданным параметрам. Необходимость разработки подобных систем связана с потребностью 
обеспечения оптимальных характеристик качества на этапе создания, так и ведения их во 
всем процессе эксплуатации.

Большинство систем обрабатывающих заявки основаны на системах массового обслужи-
вания (СМО). Такие системы могли работать долгое время без модернизации. В настоящее 
время в век цифровизации проявляется важная проблема – получения прибыли при меньших 
затратах времени на обработку заявок. Таким образом, необходимо модернизировать систему, 
т.е. повысить качество ее функционирования – сократить срок прохождения заявки через та-
кую систему. Отсюда следует, что тема магистерской работы является актуальной [7].

Научная новизна обусловлена разработкой метода формирования очереди заявок, кото-
рый дает возможность делить все заявки по степени важности. Он позволяет ускорить про-
цесс обработки заявок, направляя заявки тем обработчикам, которые свободны.

1. Управление заявками

Любая заявка с обращением сотрудников компании в ИТ-отдел (службу) по всевозмож-
ным вопроса, начиная от не работающего ПК, заканчивающегося картриджа в принтере, за-
канчивая сбоями ПО должны быть, зарегистрированы в системе и приняты к исполнению. 
При правильном учете и распределении заявок дает возможность ИТ-отделу (службе) пере-
давать целенаправленно заявку специалисту, контролировать весь период исполнения заявки, 
предотвратить потерю заявки, координировать действия ИТ-отдела (службы) в целом и про-
изводить оценку качества работы, как отдельных специалистов, так и всего отдела в целом [4].
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Заявка – обращение пользователя в ИТ-службу, зарегистрированное в системе.
Все заявки обслуживаются в рамках соглашений об уровне предоставления услуг. Время 

решения заявки рассчитывается автоматически в соответствии с правилами SLA [5].
Инцидент – ошибка или сбой, которые прерывают или затрудняют использование услуги: 

не работает компьютер, не строится отчет в 1С.
Запрос на обслуживание – мероприятие, направленное на поддержание или улучшение 

функционирования услуги: в принтере заканчиваются чернила. Заявки, зарегистрированные 
по почте, автоматически классифицируются как запрос на обслуживание.

Для обработки заявок каждого типа предусмотрен свой цикл обслуживания заявки (рис. 1, 2).

Рис. 1. Жизненный цикл заявки типа 
«Инцидент»

Рис. 2. Жизненный цикл заявки типа 
«Запрос на обслуживание»

2. Процесс обработки заявки в телекоммуникационной компании

Любой процесс имеет свою схему. Процесс обработки заявок не является исключением. 
На рис. 3 представлена схема процесса обработки заявки в телекоммуникационной компании.

Поступает заявка по каналам (веб-портал, телефон, входящая почта, чаты, социальные 
сети). IT-менеджер заводит заявку. Если требуется согласование, отправляет на согласование, 
если нет, то в обработку. Когда заявка прошла согласование у нее два пути, если ее одобрили, 
то она направляется в обработку, а если не одобрили, то происходит отмена заявки. Обработ-
ка заявок происходит по 3 видам исполнения: ручной, автоматический и частично автомати-
ческий. Это зависит от вида заявки. По завершению обработки заявок формируется отчет, 
содержащий сведения о времени обработки заявки и видам деятельности над ней. В случае 
отмены заявки формируется отчет с причиной отмены заявки [1].

Рис. 3. Процесс обработки заявок в телекоммуникационной компании
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Распределение частоты появления и времени выполнения заявок различными методами 
исполнения представлены в табл. 1.

Таблица 1
Распределение частоты появления и времени выполнения по методам исполнения

№ 
п/п Метод исполнения Частота появления Среднее время исполнения

1 Ручное исполнение 15 % 17 мин
2 Частично-автоматическое исполнение 20 % 9 мин
3 Автоматическое исполнение 65 % 6 мин

Как видно из таблицы, ручное исполнение применяется реже всего, да и его среднее время 
самое максимальное, а автоматическое – имеет частоту максимальную, при этом среднее вре-
мя исполнения минимальное.

3. Описание задачи по средствам сетей Петри

Рассмотрим один из математических методов, применяемых для обработки заявок – сети 
Петри. Сети Петри позволяют графически и математически смоделировать любую систему 
или процесс. В нашем случае процесс обработки заявок в телекоммуникационной компании. 
Надо учитывать, что сетями Петри моделируют асинхронные параллельные процессы и си-
стемы. Как раз в процессе обработки заявок происходит асинхронное расхождение заявок на 
виды исполнения и вся обработка заявок происходит в параллельно [3].

Существует множество программ для моделирования сетей Петри, такие как PN Editor, 
Tina, CPN Tools. Применяя данные программы можно добиться разных целей. Самая удобная 
CPN Tools. Она представляет собой определенную моделирующую систему. В ней использует-
ся язык сети Петри, чтобы описать требуемую модель.

В проектируемой модели запросом является множество, которое состоит из 3 элементов 
[6]. Их тип – INT. Обозначим: imr (importance of the request) – важность запроса, h (handler) – 
тип исполнения, app (application) – тип заявки. Переменная imr принимает значения в интер-
вале от 0 до 4. Менеджер ИТ при оформлении заявки выбирает степень важности 0 – автома-
тический выбор (любой из представленных), 1 – чрезвычайно важно, 2 – высокая, 3 – средняя, 
4 – обычная. Так же менеджер выбирает обработчика (проблематика). Значения переменной 
h лежит в диапазоне 0 – 4 и означает: 0 – автоматический выбор (любой из представленных), 
1 – вопрос, 2 – автоматический режим исполнения, 3 – частично автоматический режим ис-
полнения, 4 – ручной режим исполнения заявок. Относительно переменной app – это тип за-
явки, переменная так же лежит в диапазоне от 0 до 4, и имеет значения 0 – автоматический 
выбор (любой вариант из представленных), 1 – вопрос, 2 – обновление ПО, 3 – неполадки ПО, 
4 – неполадки оборудования.

Обозначим заявки в модели фишками вида (imr, h, app). На вход (input) поступают заявки, 
затем проходит регистрация менеджером ИТ в переходе registr. В зависимости от важности 
запросы передаются в ту или иную позицию. Например, imr = l заявка попадает в позицию 
first и так далее по аналогии.

На рис. 4 фишки изображаются в виде: 1’(0,2,4) – это обозначает, что системе будет направ-
лена одна фишка типа (0,2,4).

Затем из позиции first заявка передается в буфер. Здесь же отображено построение очереди 
заявок на обработку. К примеру, позиция заявки из позиции third не будет исполнена раньше, 
чем заявка, находящаяся на позиции second. Так как, если позиция second не освободится, 
переход send to second не передаст заявку. Следующим шагом буфер заявки направляются ис-
полнителям, выбранным в соответствии с переменной h.
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Из позиции choose заявки направляются по переходам в зависимости от их типа. Из app = 0 
перехода auto choose. Такая заявка будет направлена в буфер менеджера ИТ (администратора), 
где он направляет заявку в нужном направлении. При app = l из перехода choice заявка посту-
пает к менеджеру ИТ (администратору) – question. При app = 2 из перехода choice заявка по-
ступает к автоматическому исполнению заявки – automatic execution. При app = 3 из перехода 
choice заявка идет на частично автоматическое исполнение – partially automatic execution. При 
app = 4 из перехода choice заявка поступает на ручное исполнение – manual execution. 

Рассмотрим движение заявки с типом исполнения – вопрос. Заявки попадают в позицию 
question. В данной позиции есть переход search, который запускает поиск и подготовку исчер-
пывающего ответа на запрос пользователя. Затем найденный ответ направляется пользовате-
лю – здесь работает переход receive answer. В результате работы позиции, пользователь либо 
удовлетворен ответом – срабатывает переход success, либо не удовлетворен – срабатывает пе-
реход bad result и заявка вновь направляется к администратору. Выбор перехода success или 
bad result в имитации происходит случайным образом. Все успешно обработанные и испол-
ненные заявки от администратора попадают в позицию finish 1.

Оставшиеся три обработчика – экспертная система, система устранения неполадок, систе-
ма обновлений работают по одинаковому принципу. Рассмотрим более детально на примере 
автоматического исполнения заявки.

Первоначально заявка поступает к менеджеру. Он ее регистрирует и направляет в систему. 
Система ищет по своей базе случай соответствующий представленной заявке. Если система 
находит, то заявка направляется в переход found, если не находит, то в переход not found, отку-
да направляется к менеджеру ИТ для выбора отдела ручного исполнения заявки. Из перехода 
found – т. е. когда найдет соответствующий инцидент в базе системы, заявка автоматически 
исполняется.

По завершении процесса, система формирует отчет о выполненной заявке и сформиро-
ванный отчет, при этом либо закрывает исполненную заявку (success2) – если его все устраи-
вает – либо, если инцидент не исчерпан, передает его менеджеру ИТ – это переход bad result. 
Все успешно исполненные заявки накапливаются в переходе finish4. Затем, при помощи по-
строенной временной модели определяется среднее время обработки заявки каждым типом 
исполнения, для этого проведено 10 экспериментов на каждый тип (табл. 2).

Рис. 4. Пример схемы построения очереди заявок
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Таблица 2
Результаты экспериментов

Обработчик / 
№ эксперимента

Менеджер ИТ 
(ответ на вопрос), 

[мин]

Время обработки 
автоматического 

исполнения, [мин]

Время обработки 
частично 

автоматического 
исполнения, [мин]

Время обработки 
ручного 

исполнения, [мин]

1 32,25 18,4 37,5 107,1
2 32,5 17,2 36,8 104,3
3 34,75 19,6 39,2 105,3
4 31,2 14,6 36,8 105,1
5 29,85 18 37,2 104,8
6 34,2 18,6 38,8 101,9
7 31,8 18,25 34,2 102,6
8 32,1 19,9 38,4 101,8
9 33,3 21,5 35,8 106,7
10 34,1 17,6 37,9 108,8
11 29,9 18,8 34,01 110,3
12 33,1 19,2 36,1 111,1
13 32,45 20,1 34,9 103,5
14 36,02 18,6 38,5 100,6
15 33,71 18,95 37,66 102,6

Среднее время 
обработки 
1-го инцидента 
[мин]

32,871 18,684 36,702 105,23

Представим полученные данные в виде графика (рис. 6)
 

Рис. 5. Движение заявки с типом исполнения вопрос
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Исходя из полученных данных, можем определить среднее время обработки запроса систе-
мой в целом.

	 ( ) / 4 48,37T t t t t= + + + =îáð ñð.ìåí ñð.àâòîìàò. ñð.÷àñò.àâòîìàò. ñð.ðó÷í ìèí. 	 (1)
Рассчитаем, сколько заявок от пользователей может обработать система за один день.
	 480 / 48,37 10N = ≈ çàÿâîê.
Так же необходимо учесть, что исполнители заявок могут работать в параллельном режи-

ме. Отсюда следует, что реальное количество заявок, обработанных за один день будет рассчи-
тываться по следующей формуле:

	 4 ,Np N Kc= ⋅ ⋅ 	 (2)
где Kc  – это коэффициент качества обработки запросов всей системой. 

Данный показатель и значение среднего времени обработки заявки постоянно будет увели-
чиваться, т. к. будет расширяться база знаний экспертной системы.

Так же для оценки качества работы системы необходимо определить количество повторя-
ющихся (подобных) заявок. 

Количество повторно обрабатываемых заявок обозначим ,Li  где i  – тот или иной тип об-
работки. Формула нахождения коэффициента: 1 / ,K N Li= −  и соответственно

	 / 4Kc K=∑ 	 (3)
	 4 51.Np N Kc= ⋅ ⋅ = 	 (4) 
Следовательно, система может обработать за сутки около 51 заявки. С постоянным расши-

рением базы знаний разработанной системы, количество повторно обработанных заявок 
уменьшится. Отсюда следует, что коэффициент качества обработки заявок приблизится к еди-
нице. Данную систему можно рассматривать как систему массового обслуживания (СМО) и 
как множество СМО. В ней есть каналы, которые обслуживают. В нашем случае их 4. Но необ-
ходимо помнить, что систему можно масштабировать. Отсюда возникает задача расчета эф-
фективности работы системы при увеличении каналов обработки. Одноканальная экспонен-
циальная система массового обслуживания задается параметрами ,λ  .To  Основной целью, 
которой является расчет характеристик. Ниже представлены наиболее важные.

Рис. 6. Графический результат эксперимента
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Расчет коэффициента загрузки производится по формуле (5)
	 1 .Tor = 	 (5) 
Расчет средней длины очереди (среднее количество заявок в очереди) в одноканальной экс-

поненциальной СМО производится по формуле (6) 

	
2

.
1

L ρ
ρ

=
−

	 (6)

Среднее число M  заявок в СМО равно сумме среднего числа L  заявок в очереди и средне-
го числа р заявок в канале:

	 .
1

M ρ
ρ

=
−

	 (7)

При такой скорости перемещения L  переходов произойдет за время, равное в среднем 

	 .
1

TTo ρ
ρ
⋅

=
−

îáñ 	 (8)

Среднее время пребывания заявки в СМО есть сумма среднего времени ожидания и сред-
него времени обслуживания заявки:

	 .
1
TT

ρ
=

−
îáñ

ïð 	 (9)

Можно произвести расчет основных характеристик для всей системы целиком, при пред-
ставлении ее многоканальной экспоненциальной СМО, с четырьмя каналами обслуживания. 

Коэффициент загрузки определяется в виде

	 .T
K

λρ ⋅
= îáñ 	 (10)

Средняя длина очереди в блоке ожидания: 

	
1

0 2
( ) ,

! 1

KTL
TK K
K

λβ
λ

+⋅
= ⋅

 ⋅
⋅ − 

 

îáñ

îáñ

	 (11)

где 0β  – стационарная вероятность того, что в СМО нет заявок. Эта вероятность определяется 
в виде 

	 0 1

0

1 .
( ) ( )

!
! (1 )

K mK

m

T T
mTK

K

β
λ λ

λ

−

=

=
⋅ ⋅

+
⋅

⋅ −
∑îáñ îáñ

îáñ

	 (12)

Остальные характеристики вычисляются через параметры СМО следующим образом: 
	 M L K p= + − 	 (13)

	 LT
λ

=ïð 	 (14)

	 .oT T T= −ïð îáñ 	 (15)
На основе предложенного математического метода проведена имитация работы системы 

[2]. В имитации обозначим Auto – автоматическое исполнение, Partial – частично–автомати-
ческое исполнение, EmpN – ручное исполнение N-м сотрудником, Manager – Менеджер ИТ 
(ответы на вопросы). Имитация задана на 8 часовой рабочий день. Поступление заявок про-
исходит согласно экспоненциальному закону распределения. Количество сотрудников выпол-
няющих ручное исполнение 4. Результат обработки представлен на рис. 7.
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В результате работы имитации видно:
– автоматическое исполнение выполнилось 21 раз за 8 часовой рабочий день. Среднее вре-

мя выполнения одной заявки составляет 18,684 минут. Загруженность данного вида направле-
ния составляет 81,7 %, номер последней обработанной заявки – 51;

– частично–автоматическое исполнение выполнилось 12 раз. Среднее время выполнения 
заявки – 36,702 минут. Загруженность – 91,8 %, номер последней заявки – 49;

– ручное исполнение представлено 4-мя исполнителями:
1 – выполнил 4 заявки, время исполнения одной заявки – 101,536 минута, его загружен-

ность составляет 84,6%, номер последней заявки – 43;
2 – выполнил 4 заявки, время исполнения одной заявки – 93,160 минуты, его загружен-

ность составляет 77,6%, номер последней заявки – 46;
3 – выполнил 2 заявки, время исполнения одной заявки – 83,225 минуты, его загружен-

ность составляет 34,7%, номер последней заявки – 45;
4 – выполнил 1 заявку, время исполнения одной заявки – 143,014 минуты, его загружен-

ность составляет 29,8%, номер последней заявки – 38;
– Менеджер ИТ ответил на 2 вопроса, среднее время ответа – 32,871 минута, загружен-

ность 13,7 %.
Данная имитация помогла понять, самый эффективный способ обработки заявок в ком-

пании – это частично-автоматический, т.к. система практически не простаивает, а значит эф-
фективность максимальная. Второй по эффективности вид исполнения – автоматический, в 
нем замечено свободное время, что для компании считается потерями финансов. Третий по 
эффективности – ручное исполнение. По результатам имитации можем сделать вывод, что так 
как ручное исполнение не очень частый способ, то 4 сотрудника – это много, у третьего и чет-
вертого выполнено мало заявок, а простой рабочего времени очень большой, отсюда следует 
что как минимум одного сотрудника с ручного исполнения можно ликвидировать. Тем самым 
уменьшить финансовые потери компании.
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УДК 004.021, 004.93

ИССЛЕДОВАНИЕ АЛГОРИТМОВ СУПЕРПИКСЕЛЬНОЙ СЕГМЕНТАЦИИ 
ДЛЯ ОБРАБОТКИ В РАЗЛИЧНЫХ ЦВЕТОВЫХ ПРОСТРАНСТВАХ

Воронежский государственный университет

Е. В. Кошелев

Аннотация. Для решения проблем обработки изображения развивается метод супер-
пиксельной сегментации (СС). Одной из основных задач СС является выделение границ 
между суперпикселями. В связи с этим возникает задача выявления зависимости обна-
ружения границ алгоритмами от вида цветового пространства. Целью работы является 
исследование и сравнение эффективности алгоритмов СС в разных цветовых простран-
ствах. Для этого были исследованы существующие алгоритмы СС и определен наиболее 
эффективный – SLIC. На его основе был создан алгоритм для обработки изображения в 
различных цветовых пространствах. Проведены эксперименты и сравнения работы алго-
ритма в различных пространствах, а также сравнение эффективности полученного алго-
ритма с исходным.
Ключевые слова: суперпиксельная сегментация, алгоритмы, методы, приложение, ана-
лиз, цветовое пространство, SLIC, matlab, сравнение, эффективность.

Введение

В современном мире одной из самых актуальных задач является обработка изображения. 
Одной из наиболее часто решаемых задач при предварительной обработке изображения явля-
ется его сегментация. В большинстве случаев сегменты представляют в виде набора пикселей. 
Однако представлять сегмент в виде набора пикселей не всегда оптимально с точки организа-
ции последующей обработки. Так как большинство современных задач по обработке изобра-
жения связано с выделением, разделением и идентифицированием объектов. Поэтому в дан-
ный момент набирает популярность метод суперпиксельной сегментации (СС). СС реализует 
разбиение изображения на множество мелких фрагментов (суперпикселей), представляющих 
из себя относительно однородные группы расположенных рядом пикселей.

Одной из основных задач СС является выделение границ между суперпикселями. В связи 
с этим возникает задача выявления зависимости обнаружения границ алгоритмами от вида 
цветового пространства.

1. Постановка задачи

Целью работы является исследование и сравнение эффективности алгоритмов СС в раз-
ных цветовых пространствах. Для достижения цели в работе решались следующие задачи:

1) Анализ предметной области и обзор существующих решений.
2) Разработка алгоритма СС в среде matlab.
3) Проведение сравнения эффективности работы реализованного алгоритма в различных 

цветовых пространствах.
4) Сравнение эффективности работы реализованного алгоритма с встроенной функцией 

superpixel.
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2. Обзор предметной области

2.1. Преимущества технологии

Хотел выделить ряд преимуществ технологии СС:
– Вычислительная эффективность. 
– Границы фрагментов соответствуют границам объектов.
– Достаточно большие, чтобы быть информативными.
– В суперпиксельном представлении изображения можно говорить о взаимосвязях между 

отдалёнными друг от друга пикселями, в то время как в пиксельном – только о связях между 
рядом лежащими пикселями.

2.2. Классификация суперпиксельных методов

Методы СС можно разделить на 3 вида:
– Разделяющие – все изображение принимается за один сегмент, который затем рекурсив-

но разбивается на подсегменты до выполнения критерия остановки,
– Объединяющие – изначально каждый пиксель считается отдельным сегментом, а затем 

производится последовательное слияние сегментов до выполнения критерия остановки.
– Дискриминационные – применяют предварительное разбиение всех пикселей на класте-

ры с последующим итеративным уточнением.

2.3. Показатели качества СС

1) Показатели точности: процент обнаруженных границ, избыточность сегментации.
2) Показатели компактности: среднеквадратичное отклонение размеров суперпикселей, 

отношение площади суперпикселя к площади круга.
3) Показатель устойчивости к преобразованиям и шумам.
4) Показатель быстродействия – время работы алгоритма в стандартной реализации.

3. Разработка алгоритма СС

Было проведено множество сравнений методов СС. Из результатов сравнений следует, что 
наиболее стабильным и эффективным является алгоритм SLIC. Поэтому в дальнейших экспе-
риментах я использовал именно его.

3.1. Структура приложения

На рис. 1 представлен общий вид приложения.
Рассмотрим блок-схему реализованного приложения:
1) При запуске приложения на вход подаются параметры.
2) Далее идет инициализация центров кластеров.
3) После, начинается цикл, условием выхода из которого является значение ошибки мень-

ше установленного порога.
4) Внутри условленного цикла алгоритм проходит по всем кластерам.
5) В каждом кластере определяется принадлежность входящих в него пикселей к данному 

кластеру.
6) После завершения прохода по кластерам алгоритм вычисляет новые центры кластеров 

и ошибку.
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7) После выхода из условного цикла происходит постобработка.
8) По завершению постобработки программа выводит результат работы алгоритма и за-

вершает работу.
Главное отличие реализованного алгоритма от стандартного заключается в постобработке 

(рис. 2). 

Рис . 1. Общая блок-схема приложения
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Рассмотрим подробнее постобработку:
1) После начала постобработки алгоритм проходит по каждому.
2) Удаляет ответвления от других кластеров.
3) Присоединяет группы внутренних пикселей к данному кла-

стеру.
4) Присоединяет группы изолированных пикселей данного 

кластера к соседним кластерам.
5) После чего цикл завершается, и заканчивается постобра-

ботка.

4. Тестирование приложения

В данной работе проводилось два вида тестирования: для на-
хождения границ объектов. Тестирование проходило при различ-
ных параметрах S  (размер квадратной области влияния, имею-
щей площадь S) и m  (константа, определяющая соотношение 
цветовой и координатной составляющей меры близости), а также 
при различных цветовых пространствах: RGB, LAB, HSV, YCBCR.

S принимает следующие значения: 22, 24, 26, 28, что соответ-
ствует самому оптимальному количеству суперпикселей пример-
но от 200 до 300. Количество суперпикселей определяется по фор-
муле (1):

2

* ,h wN
S

=                                                     (1) 

где h  – высота картинки (в пикселях), w  – ширина картинки 
(в пикселях).

m выбирались для каждого пространства с учетом наилучших 
показателей результатов для реализованного алгоритма.

Сравнение алгоритмов происходит по проценту обнаружен-
ных границ объекта.

На рис. 3 представлен лучший результат в пространстве HSV.

На рис. 4 представлен лучший результат в пространстве RGB.

На рис. 5 представлен лучший результат в пространстве YCBCR

Рис. 2. Блок-схема 
постобработки

Рис. 3. Показатель найденных границ в пространстве HSV

Рис. 4. Показатель найденных границ в пространстве RGB

Рис. 5. Показатель найденных границ в пространстве YCBCR
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На рис. 6 представлен лучший результат в пространстве LAB

Наилучший результат показал алгоритм в пространстве LAB, превысив показатель встро-
енной функции на 5 процентов (рис. 6). Также хорошо показал себя и в пространстве RGB. К 
сожалению, в других пространствах алгоритм сработал чуть хуже, чем функция superpixel.

На рис. 7 представлен результат работы алгоритма в LAB пространстве.

Результаты экспериментов представлены в табл. 1.
Таблица 1

Результаты экспериментов
Цветовое пространство Лучший результат

HSV 0.6239
RGB 0.6753
YCBCR 0.6053
LAB 0.6902

Заключение

Был разработан алгоритм СС в среде matlab и проведены исследования работы данного 
алгоритма в разных цветовых пространствах, а также сравнение разработанного алгоритма с 
встроенной функцией superpixel.

Самую высокую эффективность алгоритм показал в пространстве LAB, превысив показа-
тели встроенной функции на 5 процентов. Также в пространстве RGB алгоритм показал очень 
хорошие результаты. В оставшихся пространствах алгоритм сработал чуть хуже, чем в выше-
упомянутых пространствах.

Результатом работы стало разработанный алгоритм, который по своим характеристикам 
превышает показатели встроенной функции superpixel, а также имеет потенциал для повыше-
ния качества сегментации.

Рис. 6. Показатель найденных границ в пространстве LAB

Рис. 7. Результат выполнения алгоритма в LAB пространстве
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УЯЗВИМОСТИ СМАРТ-КОНТРАКТОВ БЛОКЧЕЙН-ПЛАТФОРМЫ ETHEREUM
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А. Р. Кудрявцева

Аннотация. В данной работе рассматриваются уязвимости смарт-контрактов, набираю-
щей популярность блокчейн-платформы Ethereum, а также некоторые методы по борьбе 
с ними.
Ключевые слова: BlockChain, блокчейн, смарт-контракт, уязвимости блокчейн, безопас-
ность блокчейн, безопасность, уязвимости, Solidity, уязвимости Solidity, компьютерная 
арифметика.

Введение

В последнее время сильно возросла популярность технологии блокчейн. Блокчейн – это 
технология распределенных реестров. По своей сути данная технология представляет собой 
децентрализованную систему с последовательностью информационных блоков (block – блок, 
chain – цепочка), каждый из которых содержит в себе данные о группе транзакций и хеш пре-
дыдущего блока. Самой известной блокчейн-системой является криптовалюта Bitcoin. Однако, 
Bitcoin имеет весьма ограниченное применение, а блокчейн в свою очередь можно применять 
к куда большим сферам применения, например, отслеживание прав собственности, процесса 
голосования, а также финансовые продукты. Вместе с этим появился спрос на смарт-контрак-
ты, которые являются соглашением, предназначенное для формирования, контроля и предо-
ставления информации о владении чем-либо.

Наиболее популярной платформой, реализующей возможность выполнения смарт-кон-
трактов, является блокчейн-платформа Ethereum. Однако проанализировав существующие 
смарт-контракты, можно прийти к выводу, что гарантировать полную безопасность они не 
могут. И в данной работе мы рассмотрим уязвимости, которым смарт-контракты подвержены. 
Рассматриваемые нами уязвимости мы разделим на:

– Уязвимости на уровне кода контракты
– Уязвимости Solidity – языка разработки смарт-контрактов
А также для полноты понимания описываемого вопроса рассмотрим непосредственно уяз-

вимости, которым подвержен блокчейн в целом.

1. Уязвимости на уровне кода смарт-контракта

Для начала поговорим о проблемах, которые могут возникнуть на шаге написания кон-
тракта, а именно в коде смарт-контракта. Здесь можно выделить следующие уязвимости:

– Уязвимость рекурсивного вызова
Одной из особенностей платформы Ethereum является то, что контракты могут в процессе 

своей работы вызывать и выполнять код других смарт-контрактов. Когда контракт обращает-
ся к другому контракту происходит вызов fallback-функции. А эта функция может содержать 
любой код, который злоумышленник захочет туда поместить.

Проблема заключается в том, что уязвимый контракт совершает вызов к другому контрак-
ту, и при этом внешний контракт может делать вызов функций уязвимого контракта внутри 
начального вызова. Поэтому данная уязвимость и называется рекурсивной.
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– Уязвимось контроля доступа
Такая уязвимость может позволить злоумышленнику стать владельцем контракта или за-

ставить пользователя авторизоваться в необходимом злоумышленнику контракте.
– Ошибка отсутствия проверок возвращаемых значений low-level функций
Одной из главных особенностей языка программирования Solidity является наличие низ-

коуровневых функций. Это такие функции, как call, send, callcode, и delegatecall. Их поведение 
в случае возникновения ошибок сильно отличается от таких функций, как например, transfer. 
В случае какой-либо ошибки они возвращают значение false, но сам код после этих функций 
продолжает выполняться, в отличие от transfer, который еще и откатывает транзакцию. 

– Проблема отказа в обслуживании
К этой проблеме можно отнести сразу несколько уязвимостей – достижение предела газа, на-

рушение контроля доступа, неожиданный крах. Это чрезвычайно болезненные для индустрии 
смарт-контрактов на платформе Ethereum уязвимости. В то время как приложения другого типа мо-
гут в итоге восстановить все потерянные данные, исправить ошибки, восстановиться, смарт-кон-
тракты могут быть отключены и потеряны раз и навсегда всего лишь одной из таких атак.

– Проблема случайных чисел
Блокчейн Ethereum основан на детерминированном алгоритме. Поэтому получение слу-

чайных чисел – задача весьма трудная. Фактически, невозможно получить реально случайное 
число. Поэтому задача разработчика состоит в том, чтобы придумать алгоритм такой сложно-
сти, чтобы его было максимально сложно взломать.

– Уязвимость временных манипуляций
– Уязвимость коротких адресов

2. Уязвимости Solidity – языка разработки смарт-контрактов

Solidity – объектно-ориентированный, предметно-ориентированный язык программиро-
вания самовыполняющихся контрактов для платформы Ethereum. И он в свою очередь также 
имеет свои уязвимости, такие как:

– Неправильное использование DelegateCall
Это низкоуровневая функция, позволяющая исполнять методы стороннего контракта в 

контексте вызывающего контракта. Другими словами, при исполнении функции стороннего 
контракта используется хранилище вызывающего контракта. Таким образом, значения msg.
call и msg.value остаются первоначальными.

– Уязвимости компьютерной арифметики
Данная уязвимость так же известна как целочисленное переполнение через нижнюю гра-

ницу. Такая ошибка, как и в других языках, возникает из-за ограниченного размера памяти, 
выделенного на переменную. 

3. Уязвимости блокчейн

При рассмотрении уязвимостей блокчейн были выделены несколько категорий:
– воздействие на уровне сети
– воздействие на уровне пользователя (например, ботнеты)
– воздействие на уровне майнинга
– атаки, не зависящие от блокчейн (например, фишинг и дефейс)
К первой группе относятся следующие уязвимости:
– DDoS атака (Distributed Denial of Service)
– Атака Сивиллы
– Взлом алгоритмов хеш-функций
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Почти невозможно вычислить хэши стандартов SHA-256 и ECDSA. Но с появлением кван-
товых компьютеров ситуация немного поменялась. Эта задача для них стала более реальной. 
И риск взлома сложнейших алгоритмов увеличился.

К уязвимостям на майнинга относятся:
– Атака 51%
Атака заключается в том, что мошенник, контролируя более 50 процентов подтверждаю-

щих ресурсов сети блокчейн, может напечатать свою цепочку блоков, которая в результате 
станет основной. При этом у него будет возможность отменить транзакции в отброшенных 
блоках. Однако такая атака бессильна перед сетями с большим количеством участников.

– Double spending
– Selfish mining
Данная уязвимость пока не раскрыла себя в полной мере, но может значительно повлиять 

на развитие блокчейн индустрии в будущем. Причина этому – объединение мощностей орга-
низованной группы майнеров с целью получить контроль над сетью.

– Замедление времени в системе
Сценарий этой атаки такой, хакеры атакуют сеть, в которой находятся абоненты блокчейн 

продукта, к примеру, биткоина, и путем создания большой вычислительной нагрузки на си-
стему замедляют время внутри сети, что усложняет передачу данных, сообщений между поль-
зователями, обновление информации в сети, формирование блоков, цепочек и их фиксацию 
участниками транзакций.

Заключение

В результате работы были рассмотрены основные важные уязвимости смарт-контрактов 
на блокчейн-платформе Ethereum. Резюмируя все перечисленное, можно сделать вывод, что 
написание абсолютно безопасного смарт-контракты задача не из легких. Разработанные про-
граммы должны быть тщательно проверены на существующие уязвимости перед загрузкой в 
блокчейн. Также стоит заметить, что необходимо уделять внимание не только техническим 
проблемам, а также учитывать человеческий фактор и прорабатывать уязвимости связанный 
с этой стороной вопроса. 
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Аннотация. Исчисление предикатов первого порядка является основой логической мо-
дели представления знаний, отличающейся высокой описательной мощностью. Исполь-
зуемое в исчислении предикатов понятие вывода на основе резолюции является макси-
мально формализованным и эффективным. Логическая модель применима в основном в 
исследовательских системах, она предъявляет высокие требования и ограничения к пред-
метной области. В статье предлагается новая стратегия и осуществляется ее сравнитель-
ный анализ со стратегией полного перебора. Ее отличительной особенностью является 
предварительное построение двух противоположных групп по способности образовы-
вать контрарную пару для порождения резольвенты.
Ключевые слова: исчисление предикатов, метод резолюций, стратегии управления вы-
водом.

Введение

Интеллектуальные системы находят применение в различных предметных областях, опи-
раясь на те или иные модели представления знаний. Логическая модель, базирующаяся на 
исчислении предикатов первого порядка, отличается высоким уровнем описательной спо-
собности, строгим теоретическим обоснованием правильности рассуждений, модульностью 
представляемых знаний, способностью к объяснению. Используемый в исчислении предика-
тов метод резолюций является максимально формализованным и эффективным инструмен-
том доказательства теорем в исчислении предикатов [1–4]. Если предметная область включает 
детерминированные жесткие знания, то использование логической модели и алгоритмов ло-
гического вывода становится целесообразным. Однако при создании, поддержке и эксплуата-
ции больших баз знаний таких систем не всегда в полной мере учитывается объем ресурсов, 
необходимый для их функционирования. К сожалению, процесс работы с базами знаний, ко-
торые используют логические модели, является весьма ресурсозатратным [5]. Поэтому одним 
из основных требований при работе с логическим выводом в интеллектуальных системах яв-
ляется требование быстродействия [5, 6].

Метод резолюций (Дж. Робинсон, 1965 г.) основан на понятии резолютивного вывода и 
является одним из основных методов, которые используются для решения широкого круга 
задач [5]. Исходной информацией для метода является множество предложений – формул в 
виде элементарных дизъюнкций (дизъюнктов). Суть метода заключается в построении по-
следовательности формул, которая заканчивается пустым дизъюнктом или выводом, что его 
получить нельзя. Построение данной последовательности является творческим процессом и в 
общем случае сводится к полному перебору, что снижает быстродействие метода в реальных 
приложениях. Попытки преодоления данного недостатка привели к появлению различных 
стратегий управления выводом [7–10]. Их цель – сократить полный перебор. И, если удается 
угадать, что некоторая стратегия применима к имеющимся данным, то цель достижима. 

В [3] описаны некоторые основные стратегии управления выводом. (полный перебор, ли-
нейный алгоритм, стратегия опорного множества) и приведен их сравнительный анализ:

1) стратегия полного перебора, которая опирается на вычисление всевозможных резо-
львент каждого уровня;
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2) стратегия опорного множества, опирающаяся на поиск опровержения с помощью опор-
ного множества, то есть – множества, включающего дизъюнкты, полученные на основе отри-
цания цели, или их потомки;

3) стратегия предпочтения одночленам, при использовании которой в качестве родитель-
ской вершины пытается быть выбран одночлен;

4) линейная стратегия, которая для каждой резольвенты выделяет родителя (хотя бы од-
ного), принадлежащего к базовому множеству.

В [11] приведена новая стратегия поиска опровержений. Ее отличительной особенностью 
является использование рейтингов, которые вычисляются для каждого дизъюнкта и учиты-
вают его способность образовывать контрарную пару для порождения резольвенты. Ее алго-
ритм основан на назначении дизъюнктам исходного множества рейтингов по специальным 
правилам, что позволяет уменьшить количество построенных резольвент и минимизировать 
количество дизъюнктов, участвующих в их построении.

Цель статьи заключается в представлении нового алгоритма для управления выводом в ме-
тоде резолюций. Данный алгоритм основан на распределении дизъюнктов по двум противо-
положным группам по специальным правилам, что позволяет уменьшить количество постро-
енных резольвент и минимизировать количество дизъюнктов, участвующих в их построении.

1. Стратегия управления выводом с построением двух противоположных групп

Новая стратегия основана на построении двух групп предложений и позволяет проверять 
литералы на возможность унификации быстрее. Она нацелена на предварительную работу 
с унифицируемыми литералами (именно такие литералы отправляются в противоположные 
группы).

Пусть имеется базовое множество предложений. Каждое предложение отправляется в пер-
вую или вторую группу, которые являются множествами. Формируем два множества в соот-
ветствии со следующими правилами:

1) если атом имеет отрицание, то все предложение отправить во множество 2;
2) если предложение состоит из атомов без отрицаний, то добавить его во множество 1;
Сформированные группы используются для писка контрарных литералов. Группы предло-

жений переформируются после каждой итерации, при этом под итерацией подразумевается 
единичный полный просмотр всего списка предложений и их возможная унификация. Цикл 
обновления рейтинга и унификации происходит до тех пор, пока не будет найден пустой дизъ-
юнкт, или же пока не останется конечное множество предложений, состоящих из не унифици-
руемых литералов.

Такой метод поиска опровержения эвристически позволяет в некоторых задачах быстрее 
прийти к результату, сократить количество выводимых резольвент и уровней, за счет предва-
рительного анализа предложений перед унификацией согласно вышеописанным свойствам.

Для изложения алгоритма введем следующие обозначения: 
Пусть M  – исходное множество дизъюнктов; kM  – множество дизъюнктов на каждой ите-

рации ,k  причем 0;M M=  1 2,k kR R  – две группы предложений, построенные из kM  на k-й 
итерации; kS  – множество резольвент на k-й итерации;

1.1. Алгоритм построения двух противоположных групп

Шаг 1. Положить 1 2, , 0, 0.R R t q=∅ =∅ = =
Шаг 2. Если q tD P∈  содержит отрицание, то R  положить в группу 2 ,R  иначе – в группу 1.R
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1.2. Метод резолюций, основанный на построении групп

Шаг 1. Положить 0,k =  \ ,kM S S=  1 ,kS + = ∅  1 2, .R R=∅ =∅
Шаг 2. Если во множестве kS  содержится пустой дизъюнкт ,  то исходное множество S 

предложений противоречиво, следовательно, рассуждения являются правильными, и алго-
ритм завершает свою работу. Иначе перейти к шагу 3.

Шаг 3. Если существуют дизъюнкты iD M∈  и jD M∈  такие, что из них можно получить 
резольвенту, то перейти к шагу 3.1, иначе – к шагу 7.

Шаг 3.1 Положить 1,i =  2j =  (где ,i  j – индексы элементов 1 2,R R  соответственно, а ,n m – ко-
личество дизъюнктов во множествах 1 2,R R  соответственно). Построить две противополож-
ные группы 1 2,R R  по алгоритму из M  и перейти к шагу 3.2.

Шаг 3.2 Если ,i n≤  j m≤  и существует резольвента для 1[ ]R i  и 2[ ],R j  то перейти к шагу 4, 
иначе перейти к шагу 3.3.1.

Шаг 3.3.1 Если ,j m<  положить 1j j= +  и перейти к шагу 3.2, иначе перейти к шагу 3.3.2
Шаг 3.3.2 Если ,i n<  положить 1,i i= +  0j =  и перейти к шагу 3.2, иначе перейти к шагу 6.
Шаг 4. Положить 1 1 { ( , )}k k i jS S res D D+ += ∪  и перейти к шагу 5.
Шаг 5. Если 1,kS +∈  то множество S  – невыполнимо (противоречиво), и алгоритм завер-

шает свою работу. Иначе положить 1k k= +  1 ,kS + = ∅  1,i i= +  1,j j= +  и перейти к шагу 3.2.
Шаг 6. Изменить множествo M  по следующему правилу: 1\ [ ]M M R i= ∪ 2 1\ [ ] .kM R j S +∪ ∪  

Если M  не пусто, то перейти к перейти к шагу 3.1, иначе перейти к 7. 
Шаг 7. Алгоритм заканчивает свою работу. Если 1,kS +∈  то множество S  – невыполнимо 

(противоречиво), в противном случае – однозначно сказать нельзя.
Во время работы алгоритма по построению двух групп предложений на каждой итерации, 

получаем массив 1kR  и 2kR  дизъюнктов таких, что в 1 группе располагаются предложения, 
состоящие по возможности из положительных атомов, а во 2 группе – дизъюнкты с атомами с 
отрицанием. А значит, рассматривая поочередно дизъюнкты из первой и второй групп, высо-
ка вероятность унификации таких дизъюнктов, ведь потенциально мы ищем атом и его отри-
цание. Таким образом, данный алгоритм позволяет сократить образование лишних дизъюн-
ктов и множество резольвент, так как резольвированием потенциально унифицируемых 
дизъюнктов можно быстрее получить пустой дизъюнкт.

2. Иллюстративный пример

Пример. Пусть задано следующее множество предложений:
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }, , , , .C x O x Z y C y Y A Z A O z Y z∨ ∨¬ ¬ ¬ ∨¬

Докажем или опровергнем его противоречивость. 
В табл. 1 продемонстрирована работа алгоритма на основе построения двух групп, а на 

рис. 1 – дерево вывода, демонстрирующее его работу. Алгоритм завершает свою работу в слу-
чае получения уровня, на котором находится хотя бы один пустой дизъюнкт .

С учетом перечисленных в [4, 5, 11] критериев приведенная в статье стратегия имеет следу-
ющие преимущества по сравнению со стратегией полного перебора (иллюстративный пример 
разобран полным перебором в [11]):

– количество резольвент новой стратегии значительно меньше (рис. 1), чем в случае стра-
тегии полного перебора;

– приведенная стратегия определяют в какой последовательности должны генерироваться 
резольвенты и эвристически помогает снизить построение лишних резольвент;

– количество дизъюнктов, многократно участвующих в построении резольвент, также 
больше в случае алгоритма полного перебора
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– дерево вывода для стратегии, основанной на построении двух противоположных групп 
(рис. 1), имеет равное количество уровней с деревом вывода, которое соответствует полному 
перебору, но в первом случае, имеем упорядоченное двоичное дерево, которое обладает высо-
ким уровнем объяснительной способности;

Таблица 1
Результаты работы алгоритма на основе построения групп

Номер 
текущего 

шага
Результат

Номер 
следующего 

шага
1 0k =  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }, , , ,M C x O x Z y C y Y A Z A O z Y z= ∨ ∨¬ ¬ ¬ ∨¬  

0S =∅  

2

2 0S  не содержит пустого дизъюнкта 3
3 В M  есть унифицируемые литералы 3.1

3.1 1i = , 2j =
( ) ( ) ( ){ }1 ,R C x O x Y A= ∨ , 
( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }2 , ,R Z y C y O z Y z Z A= ∨¬ ¬ ∨¬ ¬

3.2

3.2 [ ] ( ) ( )1 1iD R C x O x= = ∨ , [ ] ( ) ( )2 1jD R Z y C y= = ∨¬   4
4 ( ) ( ){ }1S O y Z y= ∨  5
5 1k = , 1S =∅

2i = , 3j =
3.2

3.2 [ ] ( )1 2iD R Y A= = , [ ] ( ) ( )2 3jD R O z Y z= = ¬ ∨¬ 4
4 ( ) ( ) ( ){ }2 ,S O y Z y O A= ∨ ¬  5
5 22,k S= =∅

3i = , 4j =   
3.2

3.2 Невозможно построить резольвенту 6
6 M  не пусто

( ) ( ) ( ) ( ){ }, ,M O y Z y O z Z y= ∨ ¬ ¬
3.1

3.1 ( ) ( ){ }1R O y Z y= ∨ , ( ) ( ){ }2 ,R O A Z A= ¬ ¬ 3.2
3.2 [ ] ( ) ( )1 1 ,iD R O y Z y= = ∨  [ ] ( )2 1jD R O A= = ¬  4
4 ( ) ( ) ( ) ( ){ }3 , ,S O y Z y O A Z A= ∨ ¬  5
5 3k = , 3S =∅

2i = , 3j =   
3.2

3.2 Невозможно построить резольвенту 6
6 M  не пусто

( ) ( ){ },M Z A Z A= ¬
3.1

3.1 ( ){ }1R Z A= ,
( ){ }2R Z A= ¬

3.2

3.2 [ ] ( )1 1iD R Z A= = , [ ] ( )2 1jD R Z A= = ¬  4
4 ( ) ( ) ( ) ( ){ }4 , , ,S O y Z y O A Z A= ∨ ¬   5
5 4S  содержит пустой дизъюнкт, алгоритм завершает работу
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Анализ проведенных вычислительных экспериментов подтверждает приведенные выше 
выводы. В подавляющем большинстве случаев новые стратегии, основанная на построении 
являются наиболее предпочтительными, чем известные классические стратегии.

Стратегия с построением двух противоположных групп позволяет снизить количество 
уровней дерева при создании пустого дизъюнкта.

Заключение

В статье предложена новая стратегия, основанная на эвристических соображениях, кото-
рая позволяет сформировать две группы для просмотра дизъюнктов с целью минимизации 
количества операций, необходимых для унификации дизъюнктов при построении резольвен-
ты. Предложенный алгоритм позволяет уточнить направление поиска в сторону пустого дизъ-
юнкта и минимизировать количество уровней для поиска опровержения, что позволит уско-
рить алгоритм поиска решения.

В дальнейшем планируется проанализировать предложенную стратегию на полноту, убе-
диться в её эффективности, затем рассмотреть особенности компьютерной реализации су-
ществующих и предложенного решений, а также экспериментально получить и исследовать 
результаты.

Литература

1. Ахо, A. Теория синтаксического анализа перевода и компиляции / А. Ахо, Дж. Ульман // 
М.: Мир – 1978.

2. Чень, Ч. Математическая логика и автоматическое доказательство теорем / Ч. Чень, 
Р. Ли. – М. : Наука – 1983.

3. Логический подход к искусственному интеллекту. Т.1. От классической логики к логиче-
скому программированию. / Тейз А. [и др.]. – М. : Мир – 1990.

4. Baader, F. The Description Logic Handbook / F. Baader. – New York : Cambridge University 
Press – 2003. 

5. Нильсон, Н. Искусственный интеллект. Методы поиска решений; пер. с англ. Стефаню-
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УДК 004.932

ПОРОГОВАЯ ВЕЙВЛЕТ-ФИЛЬТРАЦИЯ ИЗОБРАЖЕНИЙ 
НА ОСНОВЕ ВЕСОВОЙ МОДЕЛИ

Казанский национальный исследовательский технический университет им. А. Н. Туполева - КАИ

М. М. Ляшева, С. А. Ляшева, М. П. Шлеймович

Аннотация. Многие современные системы обработки информации и управления бази-
руются на технологиях компьютерного зрения. В таких системах решается ряд задач, в 
том числе задача первичной обработки изображений. Первичная обработка предназна-
чена для выполнения геометрических, яркостных и цветовых преобразований изобра-
жений, которые обеспечивают их приведение к наилучшему для дальнейшего анализа 
виду. Преобразование яркости необходимо осуществлять при решении задач улучшения 
и восстановления изображений. В основе одного из часто применяемых подходов для 
решения указанных задач лежит пороговая вейвлет-фильтрация. Для построения соот-
ветствующих процедур в данной работе предлагается использовать весовую модель изо-
бражения, которая позволяет оценить значимость пикселей с точки зрения их вклада в 
энергию изображения.
Ключевые слова: системы обработки информации и управления, технологии компью-
терного зрения, цифровая обработка изображений, первичная обработка изображений, 
улучшение изображений, восстановление изображений, вейвлет-преобразование изо-
бражений, пороговая вейвлет-фильтрация изображений, энергия изображения, весовая 
модель изображения.

Введение

В настоящее время на практике широко применяются автоматические и автоматизирован-
ные системы обработки информации и управления. Для их создания используются различные 
технологии, в том числе прикладное и системное программирование, искусственный интел-
лект, анализ данных, облачные вычисления и др.

Кроме других технологий многие системы базируются на технологиях компьютерного 
зрения и цифровой обработки изображений [1]. В таких системах на вход подаются изобра-
жения, получаемые с помощью видеокамер или других датчиков, а на выходе формируются 
управляющие решения, полученные по результатам обработки изображений. При этом реша-
ются задачи первичной обработки, сегментации, извлечения признаков и анализа признаков 
изображений. Решение каждой из указанных задач имеет важное значение для обеспечения 
эффективной работы системы в целом. Однако в данной работе будут рассмотрены только 
вопросы первичной обработки изображений.

В результате первичной обработки осуществляются геометрические, яркостные и цвето-
вые преобразования изображения, которые обеспечивают их приведение к наилучшему виду 
с точки зрения последующего анализа. Геометрические преобразования заключаются в из-
менении положения точек изображения на плоскости и интерполяции значений яркости в 
местах разрывов, получающихся в результате такого изменения. Яркостные и цветовые пре-
образования заключаются в улучшении или восстановлении изображения. Первое преобра-
зование – это процесс получения изображения с лучшими характеристиками с точки зрения 
последующей обработки, а второе заключается в удалении шума на изображении. В данной 
работе далее будут описаны яркостные преобразования изображений, обеспечивающие их 
улучшение или восстановление.

Для решения задач, связанных с преобразованиями яркости, разработано большое коли-
чество различных методов, хорошо зарекомендовавших себя на практике [2]. Основными под-
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ходами здесь являются пространственная обработка, частотная обработка и пространствен-
но-частотная обработка.

Среди методов пространственно-частотной обработки активно разрабатываются, иссле-
дуются и применяются методы на основе различных вейвлет-преобразований [3]. Привле-
кательной особенностью вейвлет-преобразования является возможность локализовать про-
странственные и частотные особенности изображения и тем самым обеспечить адаптивную 
обработку. Кроме того, для некоторых типов вейвлет-преобразований разработаны быстрые 
алгоритмы. Таким образом, применение вейвлет-преобразований позволяет обеспечить эф-
фективное улучшение и восстановление изображений. Далее предлагается один из подходов 
для построения указанных процедур.

1. Пороговая вейвлет-фильтрация изображений

Основным подходом к решению задач улучшения и восстановления изображений на ос-
нове применения вейвлет-преобразований является пороговая вейвлет-фильтрация, которая 
заключается в изменении значений аппроксимирующих и детализирующих коэффициентов. 
Например, простейшее сглаживание выполнить с помощью обнуления всех детализирующих 
коэффициентов на различных уровнях вейвлет-разложения.

Способ фильтрации, основанный на обнулении всех детализирующих коэффициентов, 
начиная с некоторого заданного уровня, базируется на «частотном» подходе. В этом случае 
считается, что чем меньше уровень разложения, тем более высокочастотные составляющие 
определяются детализирующими коэффициентами. При этом предполагается, что несуще-
ственные детали или шумовые составляющие являются высокочастотными составляющими 
изображения. За счет отбрасывания детализирующей части вейвлет-разложения можно до-
биться эффекта сглаживания или удаления шума. Таким образом, имеем классический фильтр 
низких частот.

Использование вейвлетов позволяет применять более гибкие алгоритмы по сравнению с 
простейшим «частотным» подходом, рассмотренным выше. Например, применяются алгорит-
мы адаптивной вейвлет-фильтрации для удаления шума, основанные на предположении о 
том, что шум, в основном, сосредоточен на самом высокочастотном уровне детализации –1,J  
где J  – наибольшее число уровней разложения, за исключением небольшого числа точек, в 
котором сконцентрированы высокочастотные особенности самого сигнала или изображения 
[4]. Для оценки стандартного отклонения шума в этом случае можно воспользоваться робаст-
ной медианной оценкой стандартного отклонения для нормальной случайной величины:

	
{ }1,median

,
0.6745

J kd
σ −
= 	 (1)

где 1,J kd −  – k-й элемент из множества детализирующих коэффициентов уровня –1.J  Множе-
ство детализирующих коэффициентов содержит горизонтальные, вертикальные и диагональ-
ные коэффициенты, полученные в результате вейвлет-преобразования. Более гибкая обработ-
ка заключается в вычислении отдельных порогов этих коэффициентов. Зная ,σ  можно 
вычислить порог Донохо – Джонсона:

	 2ln .Nσ∆ = 	 (2)
Его применение лежит в основе нелинейной пороговой фильтрации изображения, которая 

заключается в выполнении следующей последовательности операций:
1) выполнить прямое вейвлет-преобразование изображения;
2) вычислить значение порога;
3) обнулить коэффициенты, которые по модулю не превышают значение порога;
4) выполнить обратное вейвлет-преобразование изображения.
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Приведенная процедура является разновидностью жесткой пороговой обработки (или об-
работки с жестким порогом), которая задается функцией: 

	
, | | ;

( )
0, | | ,
x x

x
x

ϕ
> ∆

=  ≤ ∆
	 (3)

где ( )xϕ  – результат пороговой обработки; x – обрабатываемое значение; ∆ – пороговое значе-
ние. Кроме этого, применяется мягкая пороговая обработка (или обработка с мягким порогом):

	
, ;

( ) , ;
0, | | .

x x
x x x

x
ϕ

−∆ ≥ ∆
= + ∆ ≤ −∆
 ≤ ∆

	 (4)

Описанные процедуры обработки с жестким и мягким порогами относятся к глобальной 
пороговой обработке. Кроме этого, применяются процедуры локальной пороговой обработ-
ки, в которых предусматривается вычисление различных порогов для различных уровней вей-
влет-преобразования.

Помимо метода Донохо – Джонсона используются и другие методы, например, методы вы-
числения UNIV-порогов, SURE-порогов, FDR-порогов, GCV-порогов [5].

2. Весовая модель изображения

В ряде работ авторов описано построение весовой модели изображения и ее применение 
для решения различных задач, например, для сегментации и сжатия изображений [6–7]. Этот 
же подход может быть использован для фильтрации изображений с целью их улучшения или 
восстановления.

Весовая модель представляет собой двумерную матрицу, каждый элемент которой позво-
ляет оценить значимость соответствующего пикселя с точки зрения вклада в энергию изобра-
жения. Энергия изображения вычисляется следующим образом:

	
1 1

2

0 0
( , ),

N M

I
i j

E I i j
− −

= =

=∑∑ 	 (5)

где I  – изображение; ( , )I i j  – пиксель изображения в позиции ( , );i j  ,i  j  – индексы пикселя 
изображения, определяющие его позицию; ,N  M  – число строк и число столбцов изображе-
ния соответственно.

Энергия изображения может быть также вычислена на основе коэффициентов ортонорми-
рованного дискретного кратно-масштабного вейвлет-преобразования:

	
0 0

0

0

2 1 2 1 1 2 1 2 1
2 2 2 2

0 0 0 0
( , ) ( ( , ) ( , ) ( , )),

j j j jJ

I j j j j
k l j j k l

E a k l h k l v k l d k l
− − − − −

= = = = =

= + + + +∑ ∑ ∑∑∑ 	 (6)

где 0j  – номер начального уровня; j – номер некоторого уровня; J  – число уровней; 
0
( , )ja k l  – 

аппроксимирующий коэффициент уровня 0j  в позиции ( , );k l  ( , ),jh k l  , ,( )jv k l  ,( )jd k l  – гори-
зонтальный, вертикальный и диагональный детализирующий коэффициенты уровня j  в по-
зиции ( ),k l  соответственно; ,k  l  – индексы коэффициента, определяющие его позицию. При 
этом предполагается, что  2 .JN M= =

Таким образом, энергия изображения может быть оценена как с помощью значений пик-
селей изображения, так и с помощью значений коэффициентов, полученных в результате вей-
влет-преобразования.

Из выражения (6) видно, что энергию изображения можно представить в виде суммы двух 
слагаемых:

	 1 2 ,IE E E= + 	 (7)
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где 1E  – слагаемое, связанное с низкочастотной составляющей изображения; 2E  – слагаемое, 
связанное с высокочастотными составляющими изображения.

Ортонормированное дискретное кратно-масштабное вейвлет-преобразование позволяет 
представить изображение в виде набора его копий, где копия уровня j  определяется аппрок-
симирующими и детализирующими коэффициентами уровня –1.j  Такое представление 
определяет взаимосвязь между детализирующими коэффициентами различных уровней. При 
этом можно задать следующую схему вычисления энергии 2:E

	
0 0 01 1 1( , ) 0;j j jw k l− − − = 	 (8)

	
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

2 2 2 2
1( , ) ( / 2, / 2) / 4 ( , ) ( , ) ( , );j j j j j j j j j j j j j j jw k l w k l h k l v k l d k l−= + + + 	 (9)

…

	 2 2 2 2
1( , ) ( ( / 2, / 2) / 4 ( , ) ( , ) ( , );j j j j j j j j j j j j j j jw k l w k l h k l v k l d k l−= + + + 	 (10)

…

	 2 2 2 2
1 1 1 2 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1( , ) ( / 2, / 2) / 4 ( , ) ( , ) ( , );J J J J J J J J J J J J J J Jw k l w k l h k l v k l d k l− − − − − − − − − − − − − − −= + + + 	 (11)

	 1( , ) ( / 2, / 2) / 2;J J J J J Jw k l w k l−= 	 (12)
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2
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J
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Схема вычисления (8)–(13) позволяет для каждого уровня оценить вклад пикселя в пози-
ции ( ),k l  в часть энергии копии изображения на уровне ,j  связанную с его высокочастотны-
ми составляющими. Таким образом, значения ,( )jw k l  естественным образом можно опреде-
лить в качестве весов пикселей изображения, а их совокупность – в качестве весовой модели 
изображения.

3. Применение весовой модели для вейвлет-фильтрация изображений

Весовая модель фактически формализует предположение о том, что чем сильнее изменяет-
ся яркость в пикселе, тем сильнее этот пиксель отличается от других пикселей и тем большее 
значение он имеет для анализа изображения.

На основе весовой модели можно построить процедуру фильтрации изображения. В такой 
процедуре предусматривается анализ весов изображений и изменение тех детализирующих 
вейвлет-коэффициентов, которые соответствуют весам со значениями меньше заданных по-
рогов.

В качестве примера рассмотрим следующую последовательность действий:
1. Выполнить прямое вейвлет-преобразование изображения;
2. Формирование весовой модели;
3. Вычисление пороговых значений весов для всех уровней разложения, исключая уровень 

исходного изображения;
4. Построить матрицы значимости, в которых единичные значения соответствуют весам 

выше порога, и нулевые – весам ниже порога;
5. Всем детализирующим коэффициентам, соответствующим нулевым значениям в матри-

цах значимости, присвоить нулевые значения;
6. Выполнить обратное вейвлет-преобразование изображения.
На рис. 1–6 показаны исходные тестовые изображения boat, house, jetplane и lake, тестовые 

изображения с гауссовым шумом, результаты вейвлет-преобразования зашумленных изобра-
жений, весовые модели зашумленных изображений, матрицы значимости коэффициентов и 
результаты фильтрации зашумленных изображений. Тестовые изображения на рис. 1 имеют 
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размеры 512 × 512 пикселей. Гауссовый шум, показанный на рис. 2, имеет нулевое среднее и 
стандартное отклонение, равное 5 % от значения максимальной интенсивности. Для постро-
ения модели было применено двухуровневое вейвлет-преобразование Добеши-4. На рис. 3 и 
4 детализирующие коэффициенты и весовые значения отображены в виде точек с яркостя-
ми обратно пропорциональными модулям соответствующих величин – чем темнее точка, тем 
большей величине по модулю она соответствует.  На рис. 5 матрицы коэффициентов значимо-
сти показаны в виде бинарных изображений, где черные точки соответствуют нулевым значе-
ниям, в белые – единичным значениям. Для построения матриц значимости коэффициентов 
для всех изображений было использовано одно и тоже пороговое значение.

Рис. 1. Тестовые изображения

Рис. 2. Тестовые изображения с гауссовым шумом

Рис. 3. Результаты вейвлет-преобразования зашумленных изображений

Рис. 4. Весовые модели зашумленных изображений
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В табл. 1 приведены значения показателя пикового отношения сигнал-шум PSNR для за-
шумленных и отфильтрованных изображений относительно исходных изображений. Из та-
блицы видно, что значения пикового отношения сигнал-шум для отфильтрованных изобра-
жений превосходят соответствующие значения для зашумленных изображений. При этом 
следует отметить, что более значительного эффекта можно добиться в случае построения ве-
совой модели на основе большего числа уровней вейвлет-преобразования. Кроме того, можно 
для каждого уровня использовать различные пороговые значения, что позволяет более гибко 
учитывать особенности изображения на различных масштабах.

Таблица 1
Значения пикового отношения сигнал шум

Тестовые 
изображения

PSNR для зашумленных 
изображений

PSNR для отфильтрованных 
изображения

boat 20,139 23,344
house 20,149 23,955
jetplane 20,137 23,413
lake 20,169 23,008

Заключение

Предложенный подход к фильтрации изображений на основе весовой модели прост для 
реализации и позволяет обеспечить реализацию процедур их первичной обработки. Он пре-
доставляет возможность подбора оптимальных параметров (число уровней разложения при 
вейвлет-преобразовании и независимые пороговые значения для всех уровней при постро-
ении матриц значимости коэффициентов) для конкретных условий применения. Это может 
быть использовано для построения эффективных процедур улучшения и восстановления 

Рис. 5. Матрицы значимости коэффициентов

Рис. 6. Результаты фильтрации зашумленных изображений
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изображений в системах обработки информации и управления, базирующихся на технологи-
ях компьютерного зрения.
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СЖАТИЕ ИЗОБРАЖЕНИЙ МЕТОДОМ ХАФФМАНА

Воронежский государственный университет

О. О. Невзорова

Аннотация. Работа посвящена методу сжатия изображений без потерь. Приведен алго-
ритм кодирования, декодирования и основные характеристики метода Хаффмана.
Ключевые слова: алгоритм сжатия, сжатие изображений, сжатие без потерь, метод Хаф-
фмана.

Введение

Задача сжатия изображения заключается в сокращении объема данных, необходимого для 
представления цифрового изображения. Эффект сжатия может быть достигнут путем удале-
ния одного из трех типов избыточности:

1) кодовой избыточности, имеющей место, если используемые кодовые слова не являются 
оптимальными (например, не имеют наименьшую длину);

2) межпиксельной избыточности, которая возникает при наличии определенной корреля-
ции между близкими пикселами;

3) визуальной избыточности, содержащейся в информации, которая не воспринимается 
органами зрения человека (т.е. детали изображения, несущественные для глаза) [1].

1. Код Хаффмана

При кодировании уровней полутонового изображения или выхода некоторой операции 
полутонового изображения (разности пикселов, длин серий и т.д.) коды Хаффмана назнача-
ют символами источника наименьшее возможное число кодовых символов (например, битов) 
при условии, что символы источника (например, пикселы) кодируются по отдельности [2].

Первый шаг метода Хаффмана состоит в построении серии редуцированных источников 
путем упорядочивания вероятностей символов данного источника и объединения символов с 
наименьшими вероятностями в один символ, который будет их замещать в редуцированном 
источнике следующего уровня. Этот процесс иллюстрирован на рис. 1. Два символа с наимень-
шей вероятностью объединяются в один «составной символ». Составной символ и связанная 
с ним суммарная вероятность помещаются в список первого редуцированного источника, ко-
торый также упорядочивается в порядке убывания. Этот процесс повторяется до тех пор, пока 
не образуется редуцированный источник только с двумя символами.

Рис. 1. Редуцирование источника
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Второй шаг процедуры Хаффмана состоит в кодировании каждого редуцированного источ-
ника, начиная с источника с наименьшим числом символов и двигаясь к исходному источни-
ку. Наименьший двоичный код для источника с двумя символами состоит из 0 и 1. На рис. 2 
эти символы приписываются справа. Поскольку второй символ редуцированного источника 
с вероятностью 0,5 был получен объединением двух символов, кодовый символ 0 приписыва-
ется каждому из объединенных символов, после чего коды этих символов дополняются слева 
символами 0 и 1. Затем эта операция повторяется вплоть да исходного источника.

2. Особенности кода Хаффмана

Код Хаффмана является однозначно декодируемым блоковым кодом. Поскольку каждый 
символ источника отображается в фиксированную последовательность кодовых символов.

Код является мгновенно декодируемым, каждое кодовое слово в закодированной после-
довательности можно декодировать независимо от последующих символов (каждое слово не 
является префиксом другого слова) [3].

Достоинства метода:
• меньший расход памяти и трафика;
• изображение не меняется (нет потери качества).
Недостатки метода:
• необходимость построения таблицы вероятностей;
• трудности в обработке изображений [4].

Заключение

В данной работе рассмотрен метод Хаффмана, используемый для сжатия изображений без 
потери информации. Приведен алгоритм кодирования, декодирования и основные характери-
стики метода Хаффмана.
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Аннотация. Предложена система поддержки принятия решений (СППР), помогающая 
при проектировании и перенастройке производств многоассортиментных полимерных 
материалов (ПМ) решать задачи выбора аппаратурного оформления и технологиче-
ских режимов процессов экструзии (ПЭ), обеспечивающих ресурсосбережение в произ-
водстве. СППР включает подсистему выбора марки экструдера и сборки 3D модели его 
модульного шнека, подсистему синтеза математической модели (ММ) для вычисления 
показателей эффективности ПЭ (качества экструдата, производительности, энергопотре-
бления) в зависимости от режимных параметров экструдера, информационную подси-
стему, содержащую базы данных (БД) типов ПМ, марок экструдеров, технологических 
регламентов. Тестирование по данным промышленных производств упаковочных ПМ 
подтвердило работоспособность СППР.
Ключевые слова: система поддержки принятия решений, 3D модели, математические мо-
дели, базы данных, базы правил проектирования, интерфейс проектировщика, структур-
ный и параметрический синтез, качество продукции, процессы экструзии, экструдеры с 
перенастраиваемой конфигурацией, производства полимерных материалов.

Введение

ПЭ играют ключевую роль в современных промышленных экструзионных и каландровых 
производствах высокотехнологичных ПМ, отличающихся многоассортиментным, крупно-
тоннажным характером, жесткими требованиями к качеству продукции, в частности, при-
меняемой в качестве упаковки в пищевой и фармацевтической промышленности, высокой 
стоимостью брака вследствие дорогостоящего, дефицитного сырья и больших энергетических 
затрат на изготовление ПМ. В ходе ПЭ полимер нагревается, расплавляется, перемешивается 
и продавливается через формующий инструмент для получения однородной (по составу и 
температуре) вязкотекучей массы (экструдата), которая формуется в требуемый ПМ: плоскую 
пленку или лист (при плоскощелевой экструзии и каландровании); рукавную пленку (при раз-
дувной экструзии). Поэтому производительность ПЭ и характеристики материальной одно-
родности и теплового состояния экструдата в значительной мере определяют объем выпуска 
продукции и показатели ее качества, наиболее важными из которых для потребителей явля-
ются: наличие различных включений (частиц нерасплавленного полимера, геликов, черных 
точек) на поверхности ПМ; отклонения цвета ПМ от эталона. Для изготовления постоянно 
расширяющегося ассортимента ПМ, отличающихся рецептурами, толщиной, шириной, тре-
бованиями к потребительским характеристикам, и выполнения требований к производитель-
ности применяются экструдеры (шнековые смесители-пластикаторы) различных типов (одно- 
и двухшнековые, осциллирующие), которые имеют переменную модульную конфигурацию. 
Аппаратная гибкость экструдера обеспечивается возможностью собирать его шнек/шнеки из 
элементов различных типов (транспортных, смесительных и др.) и компоновать модульный 
шнек/шнеки с формующими головками разной конфигурации (фильерами, плоскощелевыми, 
кольцевыми головками). Учитывая аппаратную гибкость экструдеров, частые (более 30 раз в 
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месяц) переходы производственных линий на выполнение новых потребительских заказов, 
отличающихся объемами и типами ПМ, и неполноту информации о ПЭ и характеристиках 
качества экструдата, задача проектирования ПЭ решается не только при создании новых про-
изводств ПМ, но и при перенастройках действующих производств. Неполнота информации 
и отсутствие строгих правил перенастройки вынуждает управленческий производственный 
персонал принимать решения по выбору конфигурации шнека/шнеков экструдера и значений 
параметров технологического режима ПЭ, обеспечивающих требуемое качество экструдата, 
на основе собственного опыта, рекомендаций, сформулированных по результатам экспери-
ментов, и субъективной визуальной оценки внешнего вида и состояния экструдата. В услови-
ях крупнотоннажного (1000 кг/ч и более) многоассортиментного производства принимаемые 
таким образом решения зачастую являются ошибочными, приводящими к увеличению доли 
брака (невозвратных отходов) ПМ, то есть к существенным потерям дорогостоящего сырья. По 
экспертным данным, до 30 % дефектов ПМ возникает вследствие неправильной перенастрой-
ки конфигурации и/или режима работы экструдера. Сложность ПЭ, обусловленная аппарат-
ной гибкостью экструдеров, нелинейностью реологических свойств расплавов полимеров, их 
низкой термической стабильностью, наличием совмещенного тепломассопереноса в условиях 
фазового перехода, диссипацией механической энергии, способствующей дополнительному 
разогреву расплава, приводит к необходимости применения при проектировании ресурсосбе-
регающих ПЭ компьютерных СППР. Компьютерные системы помогают проектировщикам вы-
бирать аппаратурное оформление и режимы функционирования энергоресурсосберегающих 
химико-технологических систем (ХТС), обеспечивающие выполнение требований к показате-
лям качества продукции, а также производительности и энергопотреблению ХТС [1]. В силу 
этого автоматизированное проектирование ХТС осуществляется на базе виртуальных моде-
лей, которые описывают структуру и режимы функционирования сложных объектов проек-
тирования (ОП). Таким образом, актуальна разработка СППР, настраиваемой на тип ПМ, тре-
бования к производительности и энергопотреблению и позволяющей на основе структурных 
и функциональных моделей элементов ПЭ и правил их выбора и компоновки осуществлять 
синтез 3D моделей шнеков экструдеров и поверочный расчет для формирования допустимых 
значений режимных параметров экструдеров, обеспечивающих ресурсосбережение. Приме-
нение СППР способствует сокращению, упрощению и удешевлению цикла проектирования. 

Целью работы является создание перенастраиваемой СППР, которая включает библиотеку 
3D моделей элементов шнеков экструдеров различных типов, библиотеку ММ реологии рас-
плавов полимеров и физических процессов, протекающих в каналах шнеков и головок экстру-
деров, и помогает формировать допустимые проектные решения ПЭ, гарантирующие получе-
ние экструдата требуемого качества с заданной производительностью и энергопотреблением, 
не превосходящим предельно допустимое значение. 

1. Постановка задачи ресурсосберегающего проектирования ПЭ полимеров

Для изготовления ПМ разных типов ,PMT  отличающихся компонентным составом PMK  
(в том числе типом базового полимера ,polymT  определяющим параметры свойств его твердой 
фазы и расплава polymH ) и требованиями к качеству 0 ,PMQ  применяются различные методы 
производства prodM  (плоскощелевая/раздувная экструзия, каландрование) и экструдеры раз-
ных марок .extrudM  Марка экструдера определяется его типом ,extrudT  диаметром D  и длиной L 
шнека, типом головки .headT  Тип экструдера формируется в зависимости от числа его шнеков 
(один или два) и характера их движения (только вращение в одну сторону или навстречу друг 
другу или одновременное вращение и осцилляция в осевом направлении). Модульный шнек 
экструдера, который собирается из eN  элементов различных типов ,j

eT  имеет конфигурацию 
scrC  и геометрические параметры ,scrΓ  зависящие от диаметра и конфигурации шнека. Форму-
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ющая зона головки экструдера имеет геометрические параметры ,headΓ  состав которых зави-
сит от конфигурации формующей зоны, определяемой типом головки. Технологический ре-
жим ПЭ задается частотами вращения шнеков загрузочного устройства hN  и экструдера ,N  
температурами Tn  тепловых зон корпуса экструдера .bkT  Эффективность ПЭ количественно 
оценивается производительностью G  и удельным энергопотреблением (отношением потре-
бляемой мощности к производительности) E  экструдера, а также характеристиками качества 
экструдата .extQ  К последним относятся: индекс термической деструкции ,dI  характеризую-
щий степень необратимых изменений, связанных с разрушением цепей макромолекул поли-
мера под действием высокой температуры за время пребывания в экструдере; доля твердой 
фазы ,extϕ  характеризующая содержание нерасплавленного полимера в экструдате; средняя 
степень смешения ,avγ  характеризующая накопленную расплавом полимера за время пребы-
вания среднемассовую деформацию сдвига.

Информационное описание ПЭ как ОП, характеризуемого векторами входных параметров 
(параметров среды проектирования) ,X  варьируемых параметров V  (структурных S  и ре-
жимных U  параметров) и критериальных показателей ,Y  показано на рис. 1. Техническое 
задание (задание на проектирование ПЭ) 0Y  включает метод производства и тип ПМ, задан-
ную производительность 0G  и предельное удельное энергопотребление max .E

Основными требованиями к качеству ПМ являются: заданная толщина 0δ  и ширина 0w  
полотна, определяющие значения геометрических параметров формующей зоны головки экс-
трудера при экструзионных методах производства; максимально допустимое число поверх-
ностных дефектов – черных точек max ,blackn  частиц нерасплавленного полимера max ,geln  геликов 

max
fibern  – на заданной площади полотна ПМ. В зависимости от максимального числа дефектов 

ПМ формируются предельные значения критериальных ограничений ОП – требования к ха-
рактеристикам качества экструдата (максимальный индекс термодеструкции max

dI  и доля не-
расплавленного полимера max ,extϕ  минимальная степень смешения min

avγ ).

Рис. 1. Информационное описание ПЭ полимеров как ОП
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На основе информационного описания ОП сформулирована задача ресурсосберегающего 
проектирования ПЭ, которая заключается в следующем:

для данных, указанных в техническом задании 0 ,Y  из БД геометрических характеристик 
экструдеров выбрать марку экструдера ,extrud SM R⊂  сформировать конфигурацию его модуль-
ного шнека scr SC R⊂  и по ММ ПЭ определить диапазоны допустимых значений режимных 
параметров min max min max[ ; ] [ ; ],perm permU U U U⊂  при которых выполняются критериальные огра-
ничения

	 0 ,G G≥  max ,E E≤  max ,d dI I≤  max ,ext extϕ ϕ≤  min ,av avγ γ≥ 	 (1)
где SR  – множество допустимых для задания 0Y  марок экструдеров и конфигураций их шне-
ков; min ,U  maxU  – векторы регламентных пороговых значений режимных параметров.

Выполнение ограничений на характеристики качества экструдата свидетельствует о его 
пригодности к дальнейшему формованию в ПМ и гарантирует соблюдение регламентных 
ограничений на число дефектов поверхности ПМ, возникающих на стадии подготовки экстру-
дата. Поэтому полученное проектное решение min max{ , ,[ ; ]},perm extrud scr perm permV M C U U=  включа-
ющее структуру (марку, конфигурацию шнека) и диапазоны параметров технологического 
режима экструдера, обеспечивает ресурсосбережение в производстве ПМ.

2. Функциональная структура, информационное 
и математическое обеспечение СППР. Результаты тестирования СППР

Для решения поставленной задачи проектирования разработана СППР, которая включа-
ет подсистемы структурного и параметрического синтеза ПЭ, информационное обеспечение, 
интерфейс проектировщика (рис. 2). Информационное обеспечение содержит реляционные 
БД геометрических параметров экструдеров, их элементов (элементов шнеков, головок) и 3D 
моделей элементов шнеков, характеристик методов производства и типов ПМ, параметров те-
плофизических свойств фаз полимеров, технологических регламентов ПЭ. 

Модуль выбора марок экструдеров формирует из БД геометрических характеристик экс-
трудеров с использованием БД методов производства ПМ и правил выбора множество марок 
экструдеров, каждая из которых удовлетворяет требованиям технического задания 0.Y  Пра-
вила выбора экструдеров строятся по схеме продукций типа «ЕСЛИ условие, ТО следствие», 
где условие состоит из утверждений о методе производства, типе ПМ, требуемой производи-
тельности и предельно допустимом удельном энергопотреблении экструдера, а следствие 
представляет собой выдаваемое правилом решение – выбранную марку экструдера .extrudM  На-
пример, ЕСЛИ prodM  = «Каландрование» polymT∧  = «Непластифицированный поливинилхло-
рид (ПВХ)» 0G∧ ≥  900 кг/ч maxE∧ ≤  500 кДж/кг, ТО extrudM  = «PR-200» ( extrudT  = «Осциллирую-
щий экструдер» D∧  = 0,2 м L∧  = 2,25 м headT∧  = «Фильера»). Проектировщик выбирает 
марку экструдера из сформированного множества SR  и выполняет сборку 3D модели шнека/
шнеков экструдера, выбирая из БД, размещая и компонуя 3D модели элементов шнеков на 3D 
сцене конструктора виртуальных моделей. При этом автоматически контролируется текущая 
суммарная длина скомпонованных элементов, которая не должна превышать длину шнека вы-
бранного экструдера. Сборка 3D модели шнека осуществляется с использованием продукци-
онных правил размещения и компоновки. Например, ЕСЛИ «Тип присоединяемого ( 1)j + -го 
элемента шнека 1j

eT +  принадлежит множеству допустимых типов для сопряжения с установ-
ленным на сердечнике j-м элементом», ТО «Разрешается разместить выбранный ( 1)j + -й эле-
мент шнека на сердечнике и скомпоновать его с j-м элементом». В этом случае 3D модель 
выбранного элемента окрашивается зеленым цветом, что свидетельствует о разрешении на 
его размещение и компоновку. Если правила не выполняются, 3D модель элемента окрашива-
ется красным цветом, что говорит проектировщику о невозможности размещения и компо-
новки данного элемента на текущей позиции в шнеке.
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Собранная 3D модель шнека определяет его конфигурацию ,scrC  в зависимости от которой 
и диаметра шнека D  из БД геометрических характеристик формируется набор значений гео-
метрических параметров (длины, шага и числа заходов нарезки, входной и выходной глубины 
канала, зазоров различных типов, числа и ширины прорезей в нарезке) каждого из eN  элемен-
тов шнека .j

eΓ  Эти параметры используются для вычисления геометрических параметров 
(длины ,j

eZ  профиля глубины ,jH  ширины ,jW  объема) каналов элементов шнека j
chΓ  и 

геометрических параметров (длины, объема) каналов секций шнека, составленных из элемен-
тов одинакового типа. Сформированные геометрические характеристики экструдера ,extrudM  

,scrC  scrΓ  (включая параметры, характеризующие особенности экструдеров различных типов: 
ход шнека осциллирующего экструдера 0 ,S  расстояние между осями шнеков в двухшнековом 
экструдере scrA ), headΓ  передаются в подсистему параметрического синтеза.

Подсистема параметрического синтеза позволяет осуществить синтез структуры и на-
стройку параметров ММ ПЭ заданного полимера в модульном агрегате со сформированными 
геометрическими характеристиками и вычислить по ММ параметры состояния и критериаль-
ные показатели ПЭ в зависимости от режимных параметров экструдера, варьируемых в регла-
ментных диапазонах. ММ ПЭ состоит из статической ММ, применяемой для вычисления па-
раметров состояния ПЭ (скоростей потоков, давления, температуры), производительности, 
энергопотребления, характеристик качества экструдата, и динамической ММ, необходимой 
для оценки среднего времени пребывания полимера в экструдере. Последняя ММ необходи-
ма, так как индекс термодеструкции и степень смешения экструдата зависят от времени пре-

Рис. 2. Функциональная структура СППР по проектированию ПЭ полимеров
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бывания. Статическая и динамическая ММ учитывают аппаратную гибкость экструдера, их 
компьютерный структурный синтез основывается на ячеечном подходе к моделированию 
процессов в секционированных аппаратах. Ядром статической ММ является базовая модель, 
описывающая плавление и течение полимера в канале элемента шнека и представляющая со-
бой систему уравнений балансов массы, сил, теплоты для твердой фазы и расплава полимера, 
межфазного материального и теплового баланса, замкнутую кинематическими и температур-
ными граничными условиями [2]. Базовая модель предназначена для вычисления распределе-
ний скоростей циркуляционного j

xv  и поступательного j
zv  потоков, давления jP  и темпера-

туры jT  полимера по каналу отдельного элемента. Настройка базовой модели на тип 
перерабатываемого полимера, тип и тепловой режим работы экструдера осуществляется пу-
тем выбора из библиотеки ММ реологической модели для вычисления вязкости расплава, мо-
делей для вычисления расходов потоков утечек расплава через зазоры, прорези в нарезке и 
моделей для вычисления удельных тепловых потоков между полимером, внутренней поверх-
ностью корпуса и сердечником шнека. Из ММ плавления и течения полимера в каналах эле-
ментов шнека собирается ММ плавления и течения в канале модульного шнека. Для этого ММ 
плавления и течения в каналах элементов компонуются друг с другом в соответствии с задан-
ной конфигурацией шнека scrC  и с соблюдением условий сопряжения, определяющих равен-
ство давления и температуры фаз полимера на входе в канал ( 1)j + -го элемента давлению и 
температуре на выходе из канала j-го элемента. Компоновка ММ плавления и течения в кана-
ле шнека с ММ течения в формующей зоне головки, выбранной из библиотеки ММ в зависи-
мости от типа головки ,headT  позволяет получить статическую ММ ПЭ, имеющую структуру 

MsS  и настраиваемые коэффициенты .sA  Вектор sA  содержит коэффициенты реологической 
модели, зависящие от типа полимера, и коэффициентов теплообмена полимера с корпусом и 
шнеком, зависящие от типов экструдера и полимера. Синтез структуры MdS  динамической 
ММ, в соответствии с подходом к построению ММ для оценки времени пребывания в агрега-
тах сложной структуры [3], заключается в компоновке типовых гидродинамических моделей 
(идеальное смешение и вытеснение, ячеечная модель), описывающих потоки в каналах раз-
личных секций шнека, с включением между зонами рециклов, учитывающих обратное пере-
мешивание, вызванное утечками и дополнительной осцилляцией шнека (в осциллирующем 
экструдере). Настраиваемыми коэффициентами ММ dA  являются доля рециклов и степень 
заполнения, зависящие от типов экструдера, полимера.

Численное решение систем нелинейных алгебраических и дифференциальных уравнений 
ММ позволяет вычислить распределения скоростей потоков, давления и температуры в кана-
ле шнека, определить производительность G  (используя метод поиска рабочей точки экстру-
дера), оценить среднее время пребывания в экструдере avτ  (применяя метод моментов для 
анализа полученной функции распределения времен пребывания). На основе этих данных вы-
числяются характеристики качества экструдата и энергопотребление экструдера:

	 ( ) ( ) ( )( ){ }exp 273 273 100,d av d d ext d ext dI E T T R T Tτ τ= − + +   	 (2)

	 ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )
1

1

1 2 2 2
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ee
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j j j j j
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Z W H n dy dx dzγ τ γ γ γ
−

−

+
−

=
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∑ ∫ ∫ ∫    	 (3)

	 extE W G= ,	 (4)
где ,dτ  dT  – время (с) и температура (°С) начала изменения цвета экструдата вследствие тер-
модеструкции; dE  – энергия активации термодеструкции, Дж/моль; ext z Z

T T
=

=  – температура 
экструдата, °С; R  – газовая постоянная, Дж/(моль·К); Z  – длина канала шнека, м; 1jz −  – коор-
дината входа в канал j-го элемента шнека, м; ,j j

xy xdv dyγ =  ,j j
zx zv xγ = ∂ ∂  j j

zy zv yγ = ∂ ∂  – 
скорости сдвига в циркуляционном и поступательном потоке, с–1; scrn  – число шнеков; extW  – 
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мощность, потребляемая экструдером (складывается из мощности, расходуемой на плавление 
полимера и создание давления для продавливания расплава через головку, мощности сил 
внешнего и внутреннего трения, количества теплоты, подводимого и/или отводимого от рас-
плава полимера к корпусу и шнеку в единицу времени), Вт.

В зависимости от выбранной марки экструдера и заданного типа ПМ из БД технологиче-
ских регламентов ПЭ формируются регламентные диапазоны режимных параметров 

min max[ ; ],U U  передаваемые в блок выполнения вычислительных экспериментов. При варьиро-
вании режимных параметров в данных диапазонах вычисляются производительность экстру-
дера, характеристики качества экструдата по формулам (2), (3) и энергопотребление экструде-
ра по формуле (4). Результаты вычислений визуализируются в виде 3D графиков зависимостей 
критериальных показателей ПЭ от режимных параметров, на которых отображаются предель-
но допустимые значения критериальных показателей, определенные техническим заданием 

0.Y  Анализ этих зависимостей позволяет определить значения частот вращения шнеков загру-
зочного устройства hN  и экструдера ,N  температуры каждой тепловой зоны корпуса экстру-
дера ,bkT  обеспечивающие выполнение критериальных ограничений (1).

Процесс получения допустимого проектного решения permV  с применением СППР являет-
ся итерационным. Если для сформированных диапазонов режимных параметров критериаль-
ные ограничения не выполняются, проектировщик собирает 3D модель шнека новой конфи-
гурации и вычислительный эксперимент с вновь синтезированной ММ повторяется. При 
необходимости (после перебора всех допустимых конфигураций шнека) проектировщик вы-
бирает из множества допустимых для задания 0Y  марок экструдеров новую марку ,extrudM  для 
которой снова выполняется поиск конфигурации шнека scrC  и допустимых значений режим-
ных параметров ,U  обеспечивающих выполнение ограничений (1). Полученное проектное 
решение, включая 3D модель шнека, вместе с заданием сохраняется в БД результатов.

Функциональное тестирование, выполненное по данным промышленных экструзион-
но-раздувных и каландровых производств полимерных пленок (ПП) различных типов (на ос-
нове полиэтилена низкой плотности и непластифицированного ПВХ) для упаковки пищевых 
продуктов и лекарственных препаратов, подтвердило работоспособность СППР. Пример ре-
зультатов работы СППР представлен на рис. 3. Для задания на проектирование ПЭ prodM  = 
«Каландрование», polymT  = «ПВХ», max

blackn  = 3, max
geln  = 15, 0G  = 1000 кг/ч, maxE  = 300 кДж/кг 

выбран осциллирующий экструдер марки PR-200, укомплектованный фильерой, и сформиро-
вана конфигурация его шнека. По синтезированной ММ ПЭ в выбранном агрегате с заданной 
конфигурацией вычислены распределение давления полимера по длине шнека и зависимость 
индекса термодеструкции от частоты вращения шнека и температуры корпуса.

Рис. 3. Собранная 3D модель шнека экструдера и вычисленные характеристики ПЭ
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Заключение

Разработана перенастраиваемая СППР, которая позволяет на базе синтезируемых вир-
туальных (структурных и функциональных) моделей ПЭ полимеров решать задачу поиска 
конфигураций шнеков и режимных параметров экструдеров, обеспечивающих заданные ха-
рактеристики качества (теплового состояния и материальной однородности) экструдата при 
выполнении требований к производительности и удельному энергопотреблению ПЭ. Тести-
рование по данным ПЭ полимеров различных типов в агрегатах разных марок и конфигура-
ций подтвердило работоспособность СППР и возможность ее использования при проектиро-
вании новых и перенастройке действующих производств многоассортиментных ПМ. 
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УДК 004.63

ПРОБЛЕМЫ И РЕШЕНИЯ КОНФИДЕНЦИАЛЬНОСТИ БОЛЬШИХ ДАННЫХ

Воронежский государственный университет

М. Ю. Пукась

Аннотация. Данная работа посвящена проблемам конфиденциальности, с которыми 
сталкиваются при работе с большими данными. Описывает различные способы защиты 
информационных систем, требующих больших объемов данных, представляющих огром-
ную ценность для инноваций, производительности, эффективности и роста мировой 
экономики.
Ключевые слова: анализ данных, конфиденциальная информация, безопасность, крипто-
графия, анонимизация.

Введение

«Большие данные» – это термин, который означает обработку большого объема дан-
ных. Такие данные генерируются быстрыми темпами. С ростом числа различных платформ, 
устройств, социальных сетей, датчиков, увеличиваются и объемы данных, генерируемые каж-
дым человеком. Рост данных с каждым голом кратно растет, около 85 % всех данных было 
создано за последние несколько лет. Такие большие объемы данных очень сложно хранить и 
обрабатывать, а также сохранять конфиденциальность и безопасность данных. Также важным 
фактором является работа с данными: существующие инструменты для извлечения данных 
и метаданных из базы занимают много времени, а в современном мире скорость очень важ-
на. Скорость – это тот фактор, которые показывает, насколько эффективно происходит сбор 
данных, их передача и доступность. Многообразие данных показывает на различные типы 
данных и данные, полученные из разных источников: онлайн ресурсы, мобильные и другие 
устройства, данные транзакций и т. д.

Все эти факторы составляют термин 3V:
• объем;
• скорость;
• разнообразие.
Но помимо это важно помнить о безопасности, конфиденциальности данных. Защита дан-

ных и одновременное предоставление различных отчетов регуляторам отчетности является 
одним из направлений при работе с большими объёмами данных. Каждая экосистема эволю-
ционирует очень быстро и необходимо принимать верные решения, понимать текущие требо-
вания и предпочтения людей без вмешательства в личное пространство каждого.

1. Безопасность больших данных

Конфиденциальность данных – это новая задача для людей или системы, которая принима-
ет решения на основе этих данных. Объем данных, генерируемых электронными устройства-
ми присутствующими, в повседневной жизни каждого, такими как: смартфоны, планшеты, 
компьютеры – очень высок. Большие данные в основном представляют собой набор различ-
ных типов данных, включая аудио, видео, текст и изображения. Платформы социальных се-
тей, изображения в Instagram, профессиональные фотографии, аэрофотоснимки и спутнико-
вые снимки, сделанные с помощью таких устройств, как беспилотные летательные аппараты 
(БПЛА), видео с телеканалов, видео и видео приложений YouTube и других каналов, являются 
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основной причиной больших данных. Это не ограничивается только социальным миром, раз-
вивающиеся страны также производят большое количество данных, т. к. большие данные соз-
даются с помощью огромного числа пользователей. Большие объемы данных, собранные из 
различных источников, таких как социальные сети, веб-сайты, GPS и многое другое, помогут 
выявить различные социально-экономические проблемы, а также помогут в обеспечении эф-
фективных решений и мер. Таким образом, большие данные рассматриваются как необычный 
ресурс, который предлагает уникальные возможности для все. Метаданные больших данных 
также обладают возможностями для раскрытия конфиденциальной информации о личной 
жизни людей, политических предпочтениях, религии и их сексуальной ориентации. С помо-
щью метаданных можно узнать время доступа к любой веб-странице, их IP-адреса, местопо-
ложение и т. д. Это создаст проблему конфиденциальности для правительств, собирающих 
данные. Сбор метаданных и доступ к ним позволят установить личность человека, что вы-
зывает озабоченность в отношении прав человека и основных свобод. Как метаданные, так и 
большие данные имеют возможность извлекать конфиденциальную информацию отдельных 
лиц и контролировать использование их информации.

1.1. Природа больших данных

Очень сложно защитить все данные из-за огромных объемов и скорости. Для защиты дан-
ных необходимо соблюдать некоторые уровни безопасности в базе данных, но это приводит 
к снижению производительности системы, а также влияет на динамический анализ системы. 
Таким образом, доступ к большим данным и управление ими являются двумя большими про-
блемами безопасности. Трудно управлять данными и классифицировать большие цифровые 
источники. В основном большие данные хранятся и передаются между различными облаками 
и распространяются по всему миру. Совместное использование данных во многих сетях повы-
шает риск угрозы безопасности.

2. Требования к конфиденциальности в больших данных

Объем скорость и разнообразие данных – это проблемы, которые необходимо преодолеть, 
чтобы обеспечить безопасность больших данных. При этом, если данные не являются досто-
верными, то знания, полученные из этих данных, становятся бесполезными, поэтому данные 
проверяют на достоверность и ценность, для выявления проблем безопасности в больших дан-
ных. Достоверность – это гарантия качества данных. Это поможет повысить точность данных 
из-за несоответствий, мошенничества, пропущенных значений, обмана, дублирования, спама, 
задержек и двусмысленностей. Ценность представляет собой способность принимать желаемое 
решение на основе полученных данных лицом, принимающим решение, с точки зрения затрат. 

Рис. 1. Общая архитектура систем для анализа больших данных
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2.1. Требования к конфиденциальности во время сбора

Сбор больших данных осуществляется повсеместно, поэтому существует большая вероят-
ность прослушивания или утечки данных, максимальная часть которых является личной ин-
формацией пользователей, если собранные данные являются конфиденциальными, то необ-
ходимо ограничить данные некоторыми методами физической защиты, а также некоторыми 
методами кибербезопасности, которые также предусмотрены для поддержания целостности 
этих данных перед их хранением, например: обезличивание данных.

2.2. Требования к конфиденциальности во время хранения

Безопасность времени хранения более важна, чем время сбора, потому что во время сбора 
с помощью перехвата данные одного человека взламываются или изменяются, но если злоу-
мышленник атакует хранилище, то злоумышленник получает конфиденциальную информа-
цию тысячи людей за один раз. Поэтому для сохранения конфиденциальности данных необ-
ходимо применять физическую защиту хранилища.

2.3. Требование конфиденциальности при облачных вычислениях

Облачные вычисления – это развивающаяся область, которая в последнее время исполь-
зуется во многих приложениях для улучшения различных характеристик, таких как гибкость 
безопасности и масштабируемость. Поэтому очень важно хранить личную информацию ко-
нечного пользователя в секрете. Конфиденциальность аутентификации цифровая подпись, 
доступность сохранение конфиденциальности являются важными требованиями к облаку. 
Облако может привести к нарушению целостности и конфиденциальности и увеличить риск 
для безопасности. 

2.4. Требования к конфиденциальности во время обработки

Обработка любых данных является ключевым элементом. Большие данные способствуют 
экономическому и социальному росту и техническим инновациям. Обработка интеллектуаль-
ного анализа больших данных требует некоторых новых методов, которые могут повысить эф-
фективность обработки. Нельзя жертвовать конфиденциальностью данных для быстрой об-
работки данных. Необходимо защищать личную конфиденциальную информацию и в то же 
время обеспечивать эффективность. Таким образом, обмен большими данными становится 
проблемой. Единственными решениями для этого являются усовершенствованные алгоритмы. 

3. Решение проблем конфиденциальности больших данных

Существует три этапа, на которых необходимо поддерживать конфиденциальность:
• во время сбора данных;
• во время хранения данных; 
• время обработки данных.

3.1. Использование надежного источника сети

Большие данные генерируются с использованием электронных устройств, таких как мо-
бильные телефоны, ноутбуки и т. д., и все данные генерируются в электронном виде, это оз-
начает, что все данные находятся в сети. Поэтому необходимо следить за подключением. Ис-
пользование общедоступных сетей увеличит риск нарушения конфиденциальности данных.
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3.2. Криптография данных

Для сохранения конфиденциальности данных во время хранения общим решением яв-
ляется шифрование данных. Но традиционные методы шифрования неприменимы к такому 
огромному объему данных. Гомографическая криптография может использоваться для шиф-
рования данных, поскольку она обеспечивает равномерное вычисление зашифрованных дан-
ных. Этот метод обеспечивает конфиденциальность данных.

В гомографической криптографии MapReduce является проблемой, поэтому требуется 
новые подходы в решении. В распределенных средах для обеспечения производительности 
криптографического решения предлагается новый подход, называемый Облачный обмен клю-
чами. Этот метод основан на итеративной стратегии для аутентификации обмена ключами в 
два этапа, слой за слоем. Однако, для улучшения шифрования больших массивов данных в рас-
пределенных системах нужны новые подходы и методы с повышенной производительностью.

3.3. Анонимизация персональных и конфиденциальных данных

Сохранение конфиденциальности – это метод, с помощью которого данные отображают-
ся таким образом, чтобы любой злоумышленник не мог идентифицировать человека и его 
конфиденциальный идентификатор. Существуют различные модели, которые используются в 
рамках этой задачи: K-анонимность, анонимизация данных поддерева, l-разнообразие, m-ин-
вариантность и t-близость. Однако они неприменимы, когда необходимо применить анони-
мизацию Больших данных. 

В целях совершенствования методов анонимизации, которые могут эффективно работать 
с большими данными, требуется гибридный подход, который повышает эффективность, мас-
штабируемость и производительность на огромных базах данных. В настоящее время – это 
новые программы для обработки парадигмы MapReduce. 

3.4. Мониторинг и наблюдение

Для обнаружения аномальных действий, угроз и инцидентов в реальном времени в базе 
данных требуется непрерывное наблюдение. Для наблюдения за большими данными на рын-
ке доступны некоторые решения, такие как: DLP – предотвращение потери данных, SIEM – 
управление информацией о безопасности и событиями. Эти решения основаны на методах 
корреляции и консолидации между несколькими источниками данных. Также очень важно 
регулярно проводить аудиты и проверять политику безопасности.

Заключение

В работе были проанализированы проблемы, возникающие во время сбора, хранения и 
обработки данных. Самая большая проблема заключается в обеспечении безопасности и кон-
фиденциальности большого объема данных. Также были упомянули основные из проблем, 
возникающие на этапах сбора, хранения и обработки данных, и описаны некоторые основные 
решения и рекомендации. Поскольку поддержание безопасности больших баз данных практи-
чески невозможно, поэтому вместо обеспечения безопасности данных можно защитить зна-
чения данных и их ключевые атрибуты. Необходимо искать баланс между безопасностью дан-
ных и производительностью системы. Работа с большими данными имеет большую ценность 
в настоящее время для бизнеса и мировой экономики.
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УДК 51-7

ТЕОРИЯ СПЕЦИАЛЬНЫХ ФУНКЦИЙ И ЕЕ ПРИМЕНЕНИЕ ДЛЯ РЕШЕНИЯ ЗАДАЧ 
АНАЛИЗА ПОМЕХОУСТОЙЧИВОСТИ ПРИЕМА МНОГОПОЗИЦИОННЫХ 

СИГНАЛЬНЫХ КОНСТРУКЦИЙ

Военная академия связи имени Маршала Советского Союза С. М. Буденного

Н. В. Савищенко, В. И. Дырин

Аннотация. Сформулирована математическая постановка задачи вычисления вероятно-
сти ошибочного приема многопозиционных сигналов в канале связи с общими замира-
ниями и аддитивным белым гауссовским шумом. Рассмотрены точные соотношения для 
расчета вероятности ошибки в системе связи с многопозиционными сигналами, многолу-
чевыми диффузными замираниями и аддитивным белым гауссовским шумом. Показана 
взаимосвязь решения задачи с теорией специальных функций.
Ключевые слова: TWDP; замирания; помехоустойчивость; плотность распределения ве-
роятности; специальные функции; функция Аппеля; функция Гумберта; функция Трико-
ми; функция Оуэна, функция Гаусса.

Введение

Одной из главных задач, рассматриваемых в математической теории связи, является задача 
расчета (оценки) вероятности ошибочного приема сигналов для различных каналов связи и 
помеховой ситуации. Данная задача решается в рамках теории потенциальной помехоустойчи-
вости, одним из основоположников которой являлся В. А. Котельников, сформулировавшим 
математическую постановку задачи и получившим строгое, математически обоснованное, ре-
шение для когерентного приема двоичных сигналов в канале с постоянными параметрами и 
аддитивным белым гауссовским шумом (АБГШ) [1]. В настоящее время в беспроводной связи 
широко применяются как многопозиционные сигналы, например, сигналы квадратурной ам-
плитудной модуляции (КАМ) или сигналы фазовой модуляции (ФМ), так и многомерные сиг-
нальные конструкции, например, сигналы с ортогональным частотным разделением каналов 
(OFDM   Orthogonal frequency-division multiplexing). Комплексный подход к расчету вероятно-
сти ошибки когерентного приема многопозиционных сигналов в канале с детерминированны-
ми параметрами и АБГШ, основанный на работах Д. Оуэна, Л. Н. Большева, Н. В. Смирнова, 
Д. Л. Бураченко [2 5], приведен, например, в [6]. Основной результат заключается в том, что 
вероятность ошибки для данного канала связи представляет собой алгебраическую сумму 
специальных функций Оуэна и Гаусса [6, 7]:

	 ( ) ( )| = 2 , ,e b b k k b k
k

a T gγ γ ηΡ ∑ 	 (1)

где

	 ( ) 2 2(1 ) /2
20

1, = , arg <
2 1

a t z dtT z a e a
t

π
π

− +

+∫
– функция Оуэна, ,ka  kg ∈  – коэффициенты, определяемые сигнальной конструкцией, 

0= /b bE Nγ  – отношение энергии сигнала, затрачиваемой на передачу одного бита, к 0N  – од-
носторонней спектральной плотности белого гауссовского шума. Заметим, что функция Гаус-
са связана с функцией Оуэна соотношением ( ) 2 ( , )Q z T z= +∞  [6, 7].

Наряду с классическим каналом связи (детерминированный канал связи с АБГШ) акту-
альным является расчет помехоустойчивости для каналов с общими замираниями, характе-
ризуемыми законами распределений, в качестве которых рассматриваются как традиционные 
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плотности распределений – Релея, Райса, Накагами, Хойта, Бекмана и др. [6, 7], так и новые 
модели, описывающие такие замирания сигналов, которые не учтены в традиционных моде-
лях. В частности, модель TWDP (Two-Wave with Diffuse Power) [8 10], характеризуемая двумя 
параметрами, позволяет, при определенном их сочетании, описывать двухмодальные плотно-
сти распределения вероятностей (п.р.в.), что кардинально их отличает от одномодальных рас-
пределений, приведенных выше. Задача вычисления вероятности ошибки в канале с общими 
замираниями основывается на усреднении вероятности ошибки в канале с детерминирован-
ными параметрами и АБГШ по выбранной плотности распределения вероятностей:

	  ( ) ( ) ( )2
| | |0

= = ,e b b e b e b b dγ µ γ ω µ µ
∞

Ρ Ρ∫� 	 (2)

где | ( )e bΡ ⋅  – вероятности символьной (битовой) ошибки в канале с детерминированными па-
раметрами и АБГШ, определяемые (1); µ  – коэффициент передачи, который в канале связи с 
общими замираниями является случайной величиной, описываемой п.р.в. ( ).ω µ  С учетом за-
мечания о том, что вероятность ошибки для детерминированного канала связи и АБГШ пред-
ставляется в виде алгебраической суммы функции Оуэна (1), вычисление вероятности ошиб-
ки для канала с общими замираниями и АБГШ сводится к усреднению функции Оуэна 
(функция Гаусса представляет собой вырожденный случай функции Оуэна) [6, 7]:

	  ( ) ( )|
0

2= , ,k b
e b b k k

k

ga T dγγ µ η ω µ µ
∞  

Ρ   Ω 
∑ ∫ 	 (3)

где 2= µΩ Ε  – начальный момент второго порядка случайной величины, распределенной по 
п.р.в. ( ).ω µ

Численное вычисление (3) не представляет интерес, так как оно не позволяет получить 
общую картину о поведении вероятности ошибки при изменении отношения сигнал/шум во 
всем их допустимом диапазоне. Так, например, если есть нестабильность работы генераторов 
базисных сигналов (в частности, фазовая ошибка), то это приводит к явлению неустранимой 
ошибки [11], т. е. ситуации, когда ( )| |lim  P = P .

b
e b b e bγ

γ ∗

→∞
 Этот момент трудно увидеть при числен-

ном решении, так как рассматриваемый конечный диапазон bγ  позволит увидеть убывание 
вероятности ошибки |P ( ),e b bγ  но не позволит увидеть явление неустранимой ошибки. Приме-
нение границ для вероятности ошибки в канале с АБГШ также часто не является эффектив-
ным, так как результат усреднения (3) может дать некорректный результат. Задача (3) чаще 
всего решалась для тех сигнальных конструкций, формулы вероятности ошибки которых вы-
ражались через функцию Гаусса, и для случаев относительно простых функций распределе-
ний, в основном Релея и Накагами. В более сложных вариантах выбора функций распределе-
ния решение основывалось во многих случаях на представлении результата в виде 
бесконечного ряда или построения границ для |P ( )e b bγ  и, соответственно, для  | ( ).e b bγΡ  Более 
продуктивным будет решение этой задачи с разбиением на два этапа – представление, по сути 
двукратного интеграла, входящего в (3), в виде специальной, в некоторых случаях интеграль-
ной, функции и на втором этапе изучение математических свойств полученной новой специ-
альной функции. Последнее позволяет строить универсальные подходы к изучению свойств 
вероятности ошибок для различных сигнальных конструкций, например, можно вычислять 
асимптотику поведения вероятности ошибки, получать верхние и нижние границы и т. д.

1. Функция распределения для описания замираний сигналов

В настоящее время в научной технической литературе большое внимание уделяется новым 
технологиям беспроводной связи 5G и 6G. Для описания замираний в рассматриваемых ка-
налах связи используется модель TWDP (Two-Wave with Diffuse Power) и более общая модель 
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MWDP (Multiple-Wave with Diffuse Power), для которой плотность распределения вероятно-
стей определена выражением [8–10]
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функция Бесселя первого рода [20, 1.4 (11)]; ( ) 1

0
= ,z zz t e dt

∞ − −Γ ∫  Re > 0z  – гамма-функция; 

0 1( ; )F a z  гипергеометрическая функция [12–20].
Покажем, что при 0σ ≠  п.р.в. может быть представлена в виде
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конфлюентная гипергеометрическая функция Лауричелла [17, 2.1.1.1]; ( ) = ( 1) ( 1)ka a a a k+ + −  
– символ Похгаммера. Действительно, рассмотрим интеграл
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Используя (5) можно преобразовать (6) к виду 

	
( )
( ) ( ) ( )

1 1 11 1
2 0

1

; 2=
, , ; 1 1

n n sn n n
n

n n

a a aJ x
s

ν ν νν
ν ν

σ µ ν ν ν

− − −
∞ + + + − 

×  Γ + Γ + 
∫









	
2 22 22 2 /2 1

0 1 1 0 11; 1; .
4 4

x n
n

a xa xe F F dxσ ν ν−   
× + − + −  

   


После замены переменных 2 2= / 2,t xσ  и простейших преобразований, получаем 

	
( )
( )

( )/2/2 2
1

2 2 2
=1 1

; 21 2=
, , ; 2 2 1, , 1

s kn
n nk

n
kn n

a saJ
s

ν
ν ν

σ µ ν σ σ ν ν
   + + +    Γ ×       + +      

∏




	
22

( ) 1 1
2 1 2 2; 1, , 1; , , .

2 2 2
n n n

n
s aaν ν ν ν

σ σ
 + + +

×Ψ + + − − 
 



  	  (7б)

Здесь использована формула

	 ( ) ( ) ( ) ( )( ) 1
2 1 1 0 1 1 1 0 10

1; , , ; , , = ; ; ,n a t
n n n na c c z z t e F c z t F c z t dt

a
∞ − −Ψ

Γ ∫  

которая вытекает из соотношений [19, 9.4 (35)] и, соответственно, [20, 1.3 (9)]

	 ( ) ( ) ( ) ( )( ) 1
1 1 1 1 1 1 1 1 1 10

1, , , ; , , ; , , = ; ; ; ; ,n a t
A n n n n n nF a b b c c z z t e F b c z t F b c z t dt

a
∞ − −

Γ ∫   

	 ( )0 1 1 1; = ; ; ,lim
a

zF b z F a b
a→∞

 
 
 

где функция Лауричелла [18, 8.6.1]
	 ( )( )

1 1 1, , , ; , , ; , , =n
A n n nF a b b c c z z  
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( ) ( ) ( )

( ) ( )
11

1 1 1

, , =0 =11 11 1

= , < 1 .
! !

kk nnnk k k kn n n
j

k k jn nk kn n

a b b z z z
c c k k

∞
+ +  

 
 

∑ ∑







 

Конфлюентная функция ( )
2
nΨ  определена как [19, 1.4 (11)]

	 ( )( ) ( ) 1
2 1 1 1; , , ; , , = , ; , , ; , , =limn n n

n n C n
b

zza c c z z F a b c c
b b→∞

 Ψ  
 

   

	
( )

( ) 1
1 1

min , , 11

, , , ; , , ; , , ,lim n n
A n n

b b nn

zzF a b b c c
b b→∞

 
=  

 

  

где [13, 7.2.4.14]

	 ( )
( ) ( )
( ) ( )

1
( ) 1 1 1

1 1
, , =0 =11 11 1

, ; , , ; , , = , < 1 .
! !

kk nnk k k kn n n n
C n n j

k k jn nk kn n

a b z zF a b c c z z z
c c k k

∞
+ + + +  

 
 

∑ ∑ 





 

 

1.1. Начальные моменты

Рассмотрим плотность распределения вероятностей (6) и найдем начальные моменты слу-
чайной величины. Используя интегральное представление функции Куммера, нетрудно пока-
зать, что справедлива формула 

	 ( ) ( ) ( )2 21 /2 2 2
0 1 1 1 1 1 1 10 0

= , ; , ; =k x
k n n nJ xe J x F a b c x F a b c x dxdσµ µ µ

∞ ∞+ − − −∫ ∫ 

	 ( ) /22 ( ) 1
1 1 2 2

22= 2 1 , , , ; , , ; , , .
2 2

k n n
A n n

cck kF a a b bσ
σ σ

  Γ + − − −   
   

  

Воспользуемся соотношением [14]

	
( ) ( )(1 )/2

1 1 1
1 , ; = 2lim b

b
a

zF a b z J z
b a

−
−

→∞

 − Γ  

справедливом при фиксированных b  и .z  Положим = 1,mb  
2

= ,
4

m
m

m

Vc
a

 = 1, , .m n  Тогда

	 ( )
2 22 22 21 /2 1

0 1 1 1 1 10 0, ,1 1

= ,1; ,1; =lim 4 4
k x n

k n
a an n

V xV xxe J x F a F a dxd
a a

σν µ µ µ
∞ ∞+ −

→∞

  
− −  

   
∫ ∫





	 ( )
2 22 22 21 /2 1

0 1 1 1 1 10 0 , ,1 1

= ,1; ,1; =lim 4 4
k x n

n
a an n

V xV xxe J x F a F a dxd
a a

σµ µ µ
∞ ∞+ −

→∞

   
− −   

    
∫ ∫





	 ( ) ( ) ( )2 21 /2
0 0 1 00 0

= =k x
nxe J x J V x J V x dxdσµ µ µ

∞ ∞+ −∫ ∫ 

	 ( )
22/22 ( ) 1

1 2 2, ,1 1

= 2 1 , , , ;1, ,1; , , =lim2 2 2 2
k n n

A n
a an n

VVk kF a a
a a

σ
σ σ→∞

  Γ + − − −  
   

  

	 ( )
22/22 ( ) 1

2 2 2= 2 1 ;1, ,1; , , .
2 2 2 2

k n nVVk kσ
σ σ

  Γ + Ψ − − −  
   

 

Таким образом, начальный момент k-го порядка определяется как 

	 ( )
22/22 ( ) 1

2 2 2= 2 1 ;1, ,1; , , .
2 2 2 2

k n n
k

VVk kν σ
σ σ

  Γ + Ψ − − −  
   

 

Учитывая, что ( )( )
2 1 11;1, ,1; , , = 1 ,n

n nz z z zΨ − − − −    получаем, что начальный момент 
второго порядка определяется по формуле
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22

2 1
2 2 22 1 .

2 2
nVVν σ

σ σ
 

= Ω = + + + 
 



2. Вычисление вероятности символьной и битовой ошибок
 в канале с общими замираниями и АБГШ

Из (2), (3) следует, что основная задача при расчете вероятности ошибки в канале связи с 
замираниями, описываемые п.р.в. (4), заключается в вычислении интеграла, входящего в (3), 
т. е.

	 ( ) ( ) ( )
0

= , = , =J T a T a dµ η µ η ω µ µ
∞

Θ    ∫

	 ( ) ( )2 2 2 2 2/2 (1 )/2
020 0 0

1= ,
2 1

x a tdt xe x e J x d
t

η σ µµ µ µ
π

∞ ∞− − +Θ
+∫ ∫ ∫

где = 2 / .ba gγ Ω  Для вычисления внутреннего интеграла, который представляет собой пре-
образование Меллина, воспользуемся [12,3.10.3.2] при = 2s

	 ( ) ( ) ( ) ( )2
2

1 11 ( )/2

2 2; 4
; = ,

2 1 1
ax

s

s s b abe J bx s F
a

ν

ν ν ν

ν ν
ν ν

−
+ +

  +  + −  Γ      + +   
M

где ( )Re , Re > 0; arg < .a s bν π+  Тогда

	 ( )
1 12 2

2 22 (1 )
2 2 20 0

1= .
2 (1 )

x
a tdtJ xe x dx

a t

ση

π

 
 − +∞  + 

Θ Θ
+∫ ∫

Преобразуем внутренний интеграл, используя параметр 2b :

	
22 2

2
2 2 2

2= = .
1 2

b

b

gab
a g

γ σσ
σ γ σ+ +Ω

После простейших преобразований, получаем, что

	 ( ) ( )
2 21 1 1 12 2 2 2

2 2 2 22 2(1 ) (1 )

0 0
= .

b tx x
a t b txe x dx xe x dx

σ σ
  + − + −∞ ∞ + +  Θ Θ∫ ∫

Используя (7), можно показать, что интеграл данного вида может быть представлен в виде:

	 ( ) ( )
1 2 2

22
20

1= ,
x

xe x dx F
σ

σ
σ

∞ −

ΘΘ∫
где 2( )F σΘ  функция, которая определяется для 0=1

( ) = ( )n
kk

x J V xΘ ∏  как

	 ( )
22

2 ( ) 1
2 2 2= 1;1, ,1; , , .

2 2
n nVVF σ

σ σΘ

 
Ψ − − 

 
 

Таким образом, искомый интеграл можно привести к виду 

	
( )( )

2 2 2
2

2 22 2 20

1 1 1=
2 (1 )1 1

b b tJ F dt
b tt b t

η
σ

πΘ Θ

 − +
 ++ +  

∫
и, следовательно, окончательно получаем, что для вычисления вероятности символьной или 
битовой ошибок в канале с TWDP замираниями и АБГШ необходимо вычислять интеграл 
вида 

	
( )( )

2 22 22 2 2
( ) ( ) 1

2 2 2 2 2 2 22 2 20

1 1 1 1= 1;1, ,1; , , ,
2 2 1 2 11 1

n n nV bV bb t tJ dt
b t b tt b t

η

π σ σΘ

 − + +
Ψ − − + ++ +  

∫   	 (8)

где
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22 2

2
2 2 2 22

1
2 2

2= = = ,
1 2

1
2 2

b b

b n
b

g gab
a g VVg

γ σ γσ
σ γ σ

γ
σ σ

+ +Ω  
+ + + + 
 



так как начальный второй момент Ω  определен выше в п. 1. Введем новую специальную функ-
цию:

	 ( ) ( )( )
222 2 2

( ) ( ) 1
1 2 2 2 2 22 2 20

1 1 1 1, , ; , = 1;1, ,1; , , ,
2 2 1 2 11 1

n n n
n

zzb t tz z b dt
b t b tt b t

η
η

π
 − + +

Β Ψ − − + ++ +  
∫   	(9)

Используя свойства функции Оуэна [2 6]

	 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )= 2 , , = , , , , , , 0,Q T Q Q T T T Tβ αα α α β α β α β α β
α β

   ∞ ∞ + ∞ − + ≥    
    

получаем, что
	 ( ) ( )( )

1= 2 , , ; , ,n
nQ a z z bµ Β ∞   

	 ( ) ( ) ( )( ) ( ) 2
1 2 1 1 1 1

1

= , , ; , , , ; ,n n
n n

aQ a Q a z z b z z b
a

µ µ
  
Β ∞ −Β +     

  
 

	 ( )( ) ( ) 1
1 2 1 2

2

, , ; , , , ; , .n n
n n

az z b z z b
a

  
+ Β ∞ −Β  

  
 

В дальнейшем ограничимся рассмотрением только одного частного случая – = 2,n  соот-
ветствующего модели TWDP, обобщающей распределение Райса. При = 2,n  интеграл (8), т. к. 

( ) ( )1 2
2 1( ; , ; , ) ( )( ) 2a w z

aa a a w z a wz e I wz− +
−Ψ = Γ  [13, 7.2.4.91], можно переписать в виде

	
( )( )

2122 2
2 2(2) 21

0 2 22 2 20

1 1 1= ,
2 11 1

tb K
b tb tJ e I b K dt

b tt b t
η

π

+
−

+
Θ

 − +
∆ ++ +  

∫
где

	
2 2

2
2 2= = .

1 1
b

b

gab
a g K

γσ
σ γ+ + +

и 
2 2

1 2
2 ,

2
V VK

σ
+

=  1 2
2 2

1 2

2 .VV
V V

∆ =
+

Определим отдельно новую функцию для = 2,n  где для удобства ее практического исполь-
зования переопределим ее аргументы по сравнению с (9): 

	 ( )
2 2 2 2

(2) 2 2 2 2, ; , = , ; , =
2 2

z z z zz b bω ω ω ωω η η
 + + − + − −

Β Β   
 

	
( )( )

2 212 2
2 22 1

0 2 22 2 20

1 1 1= ,
2 11 1

z t

b tb te I dt
b tt b t

η
ω

π

+
−

+
 − +
 ++ +  

∫
где ,z ,ω∈  2 > 2 ,z ω  2 [0,1].b ∈

Отметим некоторые свойства новой специальной функции. Очевидно, что справедливы 
следующие свойства:

	 ( ) ( ) ( )1,0; , = , , , ,0;1, = 0,z b z b zη η ηΒ ΒH

	 ( ) ( ) ( )arctan arctanarctan0,0;0, = , 0,0; , = ,
2 2

b b
b

η ηηη η
π π

−
Β Β

где специальная интегральная функция [6, 7]
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	 ( ) ( )
( )

2 212
2 22 1

20 2 2

1 1 1, , = ,
2 1 1

p z t

b t
p p

b
H z b e dt

t b t

η
η

π

+
−

+
−

+ +
∫

и 0,η ≥  20 1,b≤ ≤  0.p ≥  Так как

	 ( ) ( )cos cos
00 0

1 1= cos , Re > 0, ; = ,z z
nI z e n d z n I z e d

π πθ θθ θ θ
π π

±∈∫ ∫

то ( , ; , )z bω ηΒ  можно представить в альтернативном виде 

	 ( ) ( )2
10

1, ; , = 2 cos , , .z b H z b d
π

ω η ω θ η θ
π

Β ∫  	 (10)

Если использовать замену 2 2= 1/ (1 ),u b t+  то возможно записать ( , ; , )z bω ηΒ  в виде 

	 ( ) ( ) ( )
( )

2 21/2 12 21/2 212 22 2
0 2 22

1 1 1, ; , = ,
4 1 1

z b z u
b b

U

b b u u bz b e e I u du
b bb u
ωω η ω

π

− −
−− −  −

Β − − −  
∫

где 2 2= 1/ (1 ).U b η+  Используя определение функции Бесселя в виде ряда, получаем, что

	 ( ) ( )
( )

22 2 2
2 2 22

12 2 2
=0

1 1 3 1, ; , = ,1 2 ;2;1 , .
8 2 2 2!

z k
Ub

k

b b bz b e k b z
b bk
ωω η

∞−−  − Β Φ − −  
   

∑
Здесь используется неполная функция Гумберта [7]:

	 ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

def 1 11
1 , ; ; , = 1 1 ,c a bx a zu

x

c
a b c z u u u e du

a c a
ω ω− − −−Γ

Φ − −
Γ Γ − ∫

где Re > Re > 0,c a  0 1,x≤ ≤  < 1.ω  При = 0x  это функция совпадает с функцией Гумберта 
(конфлюентная функция Аппеля двух переменных) [13, 7.2.4.5]

	 ( ) ( ) ( )
( )1

=0 =0
, ; ; , = , < 1.

! !

k
k k

k k

a b za b c z
c k

ωω ω
∞ ∞

+

+

Φ ∑∑










В частных случаях получаем, что

	 ( ) ( ) ( )
( )

222 /2
2

=1

/ 21 1 1 1, ;0, = ,2 , ,
2 2 2 24 !

k
z

k

zz Q z e k
k

ω
ω

π

∞
−  

Β ∞ + Ψ + 
 

∑

( ) ( ) ( )
( )

( )
( )

2 2 12 12 /2
1 1 2 22

=1 =0

2 1 22 1/ 21, ;0, = , .
2 3 2; 22 2 1!

k mk
z

k m

mk
z T z e F

m zm mk
ω ηω η η

ηπ

+∞ −
− + − 

Β +    + −+   
∑ ∑

где ( ), ;a b zΨ  – вырожденная гипергеометрическая функция Трикоми.
Рассматривая случай = 2,n  что соответствует модели замираний TWDP, получаем, что 

[ ] ( )2 2( , ) = 2 , ; , ,T a b K b K bµ η ηΒ ∆  где ,b  K  и ∆  определены выше. Применяя (10), получаем, 
что 

	 ( ) ( )( )2 2 2
10

12 , ; , = 2 1 cos , , .b K b K b H b K b d
π

η θ η θ
π

Β ∆ ∆∫ 

В частности, очевидно что 2 2= 0, = ,lim lim b
K K

b b K gγ
→∞ →∞

 тогда

( ) ( ) ( )( ) ( )
2(1 )

2
020

1, = 2 , ;0, = 1 2 , .lim 2 1

g tb

b b b b
K

eT a g g I g t dt T g
t

γ
η

µ η γ γ η γ γ η
π

− +

→∞
Β ∆ ∆ + ≥   +∫

Равенство очевидно достигается при = 0,∆  что соответствует распределению Райса. Сле-
довательно, при K →∞  и = 0∆  приходим к каналу без замираний. Заметим, что при 1∆ ≈  
функция ( )2 22 , ; ,b K b K bηΒ ∆  является возрастающей относительно переменной ,K  в то вре-
мя как при 1∆  эта функция будет уже убывающей относительно переменной .K
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Заключение

Приведена методика вычисления символьной (битовой) вероятности ошибочного приема 
сигнальных конструкций в канале связи с замираниями TWDP (MWDP) и АБГШ. Представ-
ляет интерес изучение математических свойств новой специальной Β -функции.
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УДК 510.624

НЕРАЗРЕШИМОСТЬ ОДНОМЕСТНЫХ PFP-ОПЕРАТОРОВ 
БЕЗ ВЛОЖЕНИЯ В ТЕОРИИ ОДНОГО СЛЕДОВАНИЯ

Тверской государственный университет

В. С. Секорин

Аннотация. В работе продолжено исследование семантики частичной фиксированной 
точки для бесконечных алгебраических систем. Оператор частичной фиксированной 
точки истинен на тех наборах, которые принадлежат предикату на всех шагах, начиная 
с некоторого. Для таких операторов мы показываем, что проблема остановки счётчико-
вой машины может быть сведена к проблеме истинности формулы в логике частичной 
фиксированной точки для теории одного следования без первого элемента. Причём все 
операторы по одноместному предикату и отсутствуют вложенные операторы. Кроме того 
будет показано, что операторы частичной фиксированной точки могут быть применены 
только к универсальным формулам.
Ключевые слова: частичная фиксированная точка, теория следования, неразрешимость, 
алгоритмическая сводимость, счётчиковая машина, проблема истинности, проблема 
остановки.

Введение

В настоящее время различные методы математической логики широко применяются при 
решении задач проектирования и анализа программного обеспечения для ЭВМ. Теория логи-
ческих языков является одним из разделов математической логики, который наиболее тесным 
образом связан с информатикой. Например, логические языки используются в различных си-
стемах управления базами данных. В них они применяются в качестве средства извлечения ин-
формации из базы данных. Но необходимо отметить, что многие простые и известные свой-
ства, при этом имеющие большое практическое значение [1], являются невыразимыми в логике 
первого порядка. Например, одним из таких свойств является транзитивное замыкание.

Эта причина обосновывает тот факт, что логика первого порядка и различные её расши-
рения постоянно изучаются. Среди одних из самых распространённых расширений можно 
выделить оператор фиксированной точки. Существует несколько видов операторов фикси-
рованной точки: наименьшей фиксированной точки, инфляционной фиксированной точки и 
частичной фиксированной точки. Самым общим из этих операторов является оператор ча-
стичной фиксированной точки (PFP-оператор). Отметим, что предложен этот оператор был 
Ю. Гуревичем в работе [3]. В книге [4] Л. Либкина содержится подробное изложение свойств 
PFP-оператора для конечных алгебраических систем.

Стоит заметить то, что увеличение выразительных возможностей языка первого порядка 
может быть получено из следующего факта. Операции базы данных могут выполняться не 
только над элементами самой базы данных, но и над произвольными элементами универсума. 
Но такое увеличение выразительных возможностей является незначительным [6]. При со-
вместном использовании этих двух возможностей возникает ситуация, при которой примене-
ние PFP-оператора происходит для бесконечных алгебраических систем. В этом случае полу-
ченная теория может оказаться неразрешимой [5]. Далее мы будем использовать оператор 
частичной фиксированной точки ,PFP∀  такая семантика рассмотрена в работе [9]. Такой опе-
ратор истинен на тех наборах, которые принадлежат предикату на всех шагах, начиная с неко-
торого. В произвольном случае теория PFP-оператора тоже неразрешима, так как позволяет 
выразить сложение и умножение. Но как известно, в частных случаях, например, без вложе-
ния операторов, ситуация может быть другой [2].



1666

Возникает вопрос: какая сложность задачи определения истинности формулы PFP-логики. 
В работе [7] исследован вопрос о разрешимости логики наименьшей фиксированной точки, 
когда оператор фиксированной точки применён к формулам специального вида.

В настоящей работе в качестве основного результата доказано утверждение о том, что про-
блема остановки счётчиковой машины с двумя счётчиками сводится к проблеме истинности 
формулы PFP-логики в теории одного следования по одноместному предикату и без вложен-
ных PFP-операторов.

1. Определения

Дадим определения для синтаксиса и семантики логики, расширенной оператором частич-
ной фиксированной точки.

Определение (Формула логики частичной фиксированной точки, см. [4]). Формулой 
PFP-логики называется формула, построенная по правилам логики первого порядка с исполь-
зование оператора частичной фиксированной точки PFP: если ( ),x yϕ  – формула со свободны-
ми переменными x  и ,y  содержащая несигнатурный предикатный символ ,Q  то ( ) ( )Q yPFP ϕ  – 
формула исходной сигнатуры, содержащая свободные переменные x  и .y  При этом длина y  
совпадает с местностью .Q

В работе будет рассматриваться определение .PFP∀  Дадим определение значения для него.
Определение (Значение ,PFP∀  см. [9]). Пусть A  – это алгебраическая система, ( ),x yϕ  – 

формула с новым предикатным символом ,Q  где y  – набор переменных. Зафиксируем значе-
ния переменных x  как | | .d A∈  Построим последовательность множеств d

iQ  следующим об-
разом. Пусть 0

dQ =∅  и 1 { | |: ( , ) d
iQ y A d yϕ+ = ∈  выполнена на ( , )},d

iA Q  для .i ω∈
Значением частичной фиксированной точки ( ) ( )( )Q yPFP dϕ∀  является следующее множе-

ство .dQ∀  Множеству dQ∀  принадлежат только те ,y  для которых существует i  такой, что 
jy Q∈  для всех .j i>  Следовательно, для этих y  формула ( ) ( )( ),Q yPFP d yϕ∀  будет истинной.

Для доказательства алгоритмической неразрешимости мы будем сводить проблему оста-
новки счётчиковой машины к проблеме истинности.

Определение (Счётчиковая машина, см. [8]). Счётчиковой машиной M  называется чет-
вёрка 0( , , , ),Q n P q  где Q  – непустое множество состояний, n  – количество счётчиков, P  – 
множество команд, 0q Q∈  – начальное состояние.

Команда – это слово одного из двух видов ,kq inc p→  и 1 2, : .kq dec p p→  Выполнение ко-
манды первого вида увеличивает на единицу значение k-го счётчика и меняет состояние на .p  
Выполнение команды второго вида уменьшает значение k-го счётчика на единицу, и если та-
кое изменение было выполнено, то меняет состояние на 1,p  в противном случае на 2.p

Теорема (см. [8]). Проблема остановки для счётчиковой машины с двумя счётчиками явля-
ется неразрешимой.

2. Теорема о неразрешимости

Теорема. Проблема остановки счётчиковой машины с двумя счётчиками сводится к про-
блеме истинности формулы PFP-логики в алгебраической системе (1)( ; ).s  Причём PFP-опера-
торы невложенные и одноместные.

Будем рассматривать следующую счётчиковую машину: 0( , 2, , ),N S P q=  где S  – непустое 
множество состояний и 1,S n= +  P  – программа счётчиковой машины и ,P m=  0q S∈  – на-
чальное состояние. Мы можем считать, что состояния пронумерованы от 0  до ,n  а команды 
от 0  до 1.m −  Среди состояний имеется только одно заключительное и оно имеет номер .n  
Также можно полагать, что в этом состоянии значения обоих счётчиков будут равняться 0.
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Напомним, что конфигурация любой счётчиковой машины с двумя счётчиками имеет вид 
( , , ),iq g h  где iq S∈  – состояние, g  – значение первого счётчика, h  – значение второго счётчика.

Одноместный предикат на множестве целых чисел можно изобразить в виде последова-
тельности 0 и 1. В таком представлении 1 обозначает принадлежность числа множеству, а 0 
обратное. Конфигурацию ( , , )iq g h  счётчиковой машины N  будем кодировать одноместным 
предикатом следующим образом:

	
   

1 1 1 1

5

010 0110 01110 011110 0111110 .
a b z c d e

g i n i h

n

+ + − + +

+

… … … … … …


При помощи целого числа z  будем обозначать начало кодирования номера состояния кон-
фигурации. Целые числа ,a  ,b  ,c  ,d  e  будут соответствовать 0 перед разделителями. Каждый 
разделитель является непрерывной последовательностью единиц разной длины. Отметим, что 
все числа, используемые конфигурацией, кодируются последовательностью нулей с длиной на 
1 больше самого числа. Таким образом, между любыми двумя разделителями всегда будет на-
ходиться хотя бы один 0,  то есть целые числа ,a  ,b  ,c  ,d  e  будут однозначно определены для 
любой корректной конфигурации счётчиковой машины.

Необходимо для произвольной конфигурации ( , , )iq g h  счётчиковой машины N  постро-
ить формулу PFP-логики, которая будет выполнена в (1)( ; )s  тогда и только тогда, когда счёт-
чиковая машина ,N  начав работать в конфигурации ( , , ),iq g h  остановится в конфигурации 
( ,0,0).nq

Мы определим формулу ,α  которая будет кодировать начальную конфигурацию ( , , )iq g h  
счётчиковой машины :N

	

2 3 4 5 7

8 9 10 12

13 14 15 16

( , )

.

g i i i n

n n n n h

n h n h n h n h

z x s x z x z x sz x s z x s z x s z x s z
x s z x s z x s z x s z

x s z x s z x s z x s z

α + + + + +

+ + + + +

+ + + + + + + +

≡ = ∨ = ∨ = ∨ = ∨ = ∨ = ∨ = ∨

∨ = ∨ = ∨ = ∨ = ∨

∨ = ∨ = ∨ = ∨ =
Теперь мы определим формулу ,τ  которая будет кодировать заключительную конфигура-

цию ( ,0,0)nq  счётчиковой машины ,N  относительно начального числа :z

	

2 3 4 5

7 8 9 10 12

13 14 15 16

( , )

.

n n n

n n n n n

n n n n

z x s x z x z x sz x s z x s z x s z
x s z x s z x s z x s z x s z

x s z x s z x s z x s z

τ + + +

+ + + + +

+ + + +

≡ = ∨ = ∨ = ∨ = ∨ = ∨ = ∨

∨ = ∨ = ∨ = ∨ = ∨ = ∨

∨ = ∨ = ∨ = ∨ =
Кодирование заключительной конфигурации ( ,0,0)nq  будет выглядеть следующим образом:

	


1

010110 0111011110111110
a b z c d e

n+
… … …

Для каждой команды счётчиковой машины ,'lp  где 0 1,l m −   построим формулу lp  в 
зависимости от вида команды. Для этого необходимо определить вспомогательные формулы:

	

2 2

3 2 3 4

2 3 4 5 2 3

4 5 6 3

1

( , , , , ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

i

i
l

l

a b c d e Q a Q sa Q s a Q b Q sb Q s b
Q s b Q c Q sc Q s c Q s c Q s c Q d Q sd

s d Q s d Q s d Q s d Q e Q se s e Q s e

Q s e Q s e Q s e Q s b s

ϕ

+

=

≡ ¬ ∧ ∧¬ ∧¬ ∧ ∧ ∧

∧¬ ∧¬ ∧ ∧ ∧ ∧¬ ∧¬ ∧ ∧

∧ ∧ ∧ ∧¬ ¬ ∧ ∧ ∧ ∧

∧ ∧ ∧¬ ∧ ∧ ¬ ∧ 3 1 .i b c+ + =

Истинность формулы iϕ  означает, что текущее состояние iq  и определяет наличие разде-
лителей.

	 2 2 3 4( , ) .b d x sb x s b x sd x s d x s d x s dψ ≡ = ∨ = ∨ = ∨ = ∨ = ∨ =
Истинность формулы ψ  означает, что после выполнения команды разделители состояния 

сохраняются.
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Так как мы рассматриваем счётчиковую машину только с двумя счётчиками, то есть 
{1,2},k∈  существует всего 4 вариации команд счётчиковой машины .N  Рассмотрим каждую 

из них.
Пусть команда 'lp  имеет вид 1, ,i jq inc q→  тогда соответствующая формула lp  будет иметь вид:

	
(

)

3 1

3 2 3 3 2 3 4 5

( , , , , ) ( ) ( ) ( , , , , ) ( , , )

.

j
i

j j

a b c d e u Q u a b c d e x b d x a x s b

x s b x s b x se x s e x s e x s e x s e

ϕ ψ + +

+ + + +

∀ ∃ ∧ → ∨ = ∨ = ∨

∨ = ∨ = ∨ = ∨ = ∨ = ∨ = ∨ =

Вместо 1a +  во множество попадёт ,a  то есть разделитель 1 будет сдвинут на одну пози-
цию влево, что увеличит количество нулей между разделителями 1 и 11,  так как разделитель 
11 и 1111 не меняют своего расположения по формуле .ψ  Это соответствует увеличению пер-
вого счётчика на 1. Разделитель 111 сместится на соответствующую номеру j  позицию. Раз-
делитель 11111 не поменяет своего расположения.

Пусть команда 'lp  имеет вид 2 , ,i jq inc q→  тогда соответствующая формула lp  будет иметь вид:

	
(

)

3 1

3 2 3 3 2 3 4 5 6

( , , , , ) ( ) ( ) ( , , , , ) ( , , )

.

j
i

j j

a b c d e u Q u a b c d e x b d x sa x s b

x s b x s b x s e x s e x s e x s e x s e

ϕ ψ + +

+ + + +

∀ ∃ ∧ → ∨ = ∨ = ∨

∨ = ∨ = ∨ = ∨ = ∨ = ∨ = ∨ =

Эта формула по аналогии с предыдущей описывает изменение позиций разделителей, 
только будет сдвинут вправо разделитель 11111,  а 1 останется на месте.

Пусть команда 'lp  имеет вид 1, ,:i v wq dec q q→  тогда соответствующая формула lp  будет 
иметь вид:

	

( 2

2 3 1 3 2 3 3

2 3 4 5

( , , , , ) ( ) ( )

( , ,

( , , ,

)

, )i

v v v

a b c d e u Q u s a b

x b d x s a x s b x s b x s b x

a b c d

se

x s e x s e x s e

e

x s e

ϕ

ψ + + + + + +

∀ ∃ ∧ ∧¬ = →

→ ∨ = ∨ = ∨ = ∨ = ∨ = ∨

∨ = ∨ = ∨ = ∨ = ∧

	
)

2 3 1 3 2

3 3 2 3 4 5

( , , , , )( ) ( ) ( , , )

.

w w
i

w

u Q u s a b x b d x sa x s b x s b

x s b x se x s e x s e x

a b c d

s e x s e

eϕ ψ + + + +

+ +

∧ ∃ ∧ ∧ = → ∨ = ∨ = ∨ = ∨

∨ = ∨ = ∨ = ∨ = ∨ = ∨ = 
Если значение первого счётчика отлично от нуля, то разделитель 111 сместится на соответ-

ствующую номеру v  позицию, и вместо 1a +  в множество попадёт 2,a +  то есть разделитель 
1 будет сдвинут на одну позицию вправо, что соответствует уменьшению первого счётчика на 
1 аналогично предыдущим формулам. Иначе, разделитель 111 сместится на соответствующую 
номеру w  позицию, но разделитель 1 не изменит своего расположения. В обоих случаях раз-
делитель 11111 не поменяет своего расположения.

Пусть команда 'lp  имеет вид 2 , ,:i v wq dec q q→  тогда соответствующая формула lp  будет 
иметь вид:

	
( 5 3 1

3 2 3 3 2 3 4

(( , , , , ) ( ) ( ) ( , ,, ) ), , , v
i

v v

a b c d e u Q u s d e x b d x sa x s b

x s b x s b x e x se x s e x s

a b c d e

e x s e

ϕ ψ + +

+ + + +

∀ ∃ ∧ ∧¬ = → ∨ = ∨ = ∨

∨ = ∨ = ∨ = ∨ = ∨ = ∨ = ∨ = ∧

	
)

5 3 1 3 2

3 3 2 3 4 5

( , , , , )( ) ( ) ( , , )

.

w w
i

w

u Q u s d e x b d x sa x s b x s b

x s b x se x s e x s e x

a b c d

s e x s e

eϕ ψ + + + +

+ +

∧ ∃ ∧ ∧ = → ∨ = ∨ = ∨ = ∨

∨ = ∨ = ∨ = ∨ = ∨ = ∨ = 
Эта формула по аналогии с предыдущей описывает изменение позиций разделителей, 

только будет сдвинут влево разделитель 11111,  а 1 останется на месте. Тогда построим следу-
ющую формула PFP-логики:

	 ( )( )( )( ) ( , ) ( ) ( , ) , Q xz u PFP z x u z uθ τ∀ ∀ ∀ ↔  	 (1)
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где

	 [ ]
1

0
( , ) ( ) ( , ) ( ) .

m
Q

ll
z x Q z z x p Q xθ α τ

−

=

   ≡ ¬ → ∧ ∧ ∧ →   
Формулу Qτ  определим аналогично формуле .τ  Она будет говорить о том, что значение 

множества Q на текущем шага кодирует заключительную конфигурацию счётчиковой машины:

	

2 3 4 5

7 8 9 10 12

13 14 15 16

( )( ( )) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ).

Q n n n

n n n n n

n n n n

v s v z Q v Q z Q sz Q s z Q s z Q s z
Q s z Q s z Q s z Q s z Q s z

Q s z Q s z Q s z Q s z

τ + + +

+ + + + +

+ + + +

≡ ∃ = ∧ ∨ ∨ ∨ ∨ ∨ ∨

∨ ∨ ∨ ∨ ∨ ∨

∨ ∨ ∨ ∨
Докажем, что она будет истинна тогда и только тогда, когда счётчиковая машина ,N  начав 

работу в конфигурации ( , , ),iq g h  остановится в конфигурации ( ,0,0),nq  то есть ( , , )iq g h  за 
несколько шагов прейдёт в ( ,0,0).nq

Лемма. При определении значения PFP-оператора формулы (1) каждое построенное множе-
ство kQ  для 0k >  кодирует конфигурацию 1,kσ −  в которую переходит счётчиковая машина 
N  из начальной конфигурации 0σ  за 1k −  шаг.

Доказательство. Применим индукцию по .k
Базис: 1.k =  Счётчиковая машина N  находится в начальной конфигурации, так как 
1 0.kσ σ− =  Из того, что 0Q =∅  следует, что будет выполнен первый элемент конъюнкции 

PFP-оператора формулы (1). Тогда множество 1Q  будет определяться формулой ,α  которая по 
построению кодирует начальную конфигурацию 0.σ

Пусть для k  утверждение доказано, покажем его выполненность для 1.k +  Множество kQ  
кодирует конфигурацию 1.kσ −  Так как множество kQ  не является пустым и по построению 
формулы для команды, которая будет выполнена, множество 1kQ +  будет кодировать конфигу-
рацию kσ  счётчиковой машины .N

Доказательство теоремы. Покажем, что истинность формулы (1) в алгебраической систе-
ме (1)( ; )s  эквивалентна остановке счётчиковой машины .N  Зафиксируем произвольное зна-
чение z  равное 0.z

Пусть формула (1) истинна. Следовательно, начиная с некоторого шага с номером k  для 
всех j k>  выполнено 1j jQ Q +=  при этом { 0: ( , )  kQ r z rτ= ∈  выполнена на }(1)( ; ) ,s  то есть 
множество kQ  кодирует конфигурацию ( ,0,0)nq  счётчиковой машины .N  При построении 
PFP-оператора будет выполнено 0Q =∅  и по лемме множество jQ  соответствует конфигура-
ции ( , , ).iq g h  По этой же лемме, счётчиковая машина N  за 1k −  шаг перейдёт в конфигура-
цию ( ,0,0),nq  то есть остановится.

Теперь докажем утверждение в обратную сторону. Пусть счётчиковая машина останавли-
вается в конфигурации ( ,0,0).nq  Тогда, при построении множеств Q  дойдём до шага, соответ-
ствующего этой конфигурации по лемме. Такая конфигурация задаётся предикатом P  для за-
данного 0z  по построению. В качестве z  могло быть выбрано произвольное число, так как 
начало записи кодирования не влияет на построения в силу того, что носителем алгебраиче-
ской системы является множество целых чисел. Следовательно, формула (1) будет истинна.

Замечание. Нетрудно видеть, что формула которая стоит внутри оператора частичной 
фиксированной точки в формуле (1) является универсальной, так как кванторы существова-
ния стоят в посылках импликаций.

Следствие. Проблема остановки счётчиковой машины с двумя счётчиками сводится к про-
блеме истинности формулы PFP-логики в алгебраической системе (1)( ; ).s  Причём PFP-опера-
торы невложенные, одноместные и применяются только к универсальным формулам.
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Заключение

Мы продемонстрировали, что проблема остановки счётчиковой машины сводится к про-
блеме истинности формулы в логике частичной фиксированной точки по одноместному пре-
дикату без вложенных операторов. Сформулируем некоторое вопросы, которые могут пред-
ставлять интерес для изучения в будущих работах по данной тематике:

1. Можно ли найти частные случаи оператора частичной фиксированной точки, при кото-
рых проблема истинности была бы разрешимой.

2. Что можно сказать о разрешимости PFP-логики, когда PFP-оператор применяется только 
к бескванторным формулам.

3. В статье [2] показано, что ряд свойств оператора фиксированной точки существенно за-
висит от их местности, поэтому возникает вопрос о том, какой будет степень неразрешимости 
для многоместных PFP-операторов.

4. Исследование других алгебраических систем на предмет разрешимости PFP-оператора.
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УДК 519.1

ЛОКАЛЬНОЕ УПРАВЛЕНИЕ ПОТОКАМИ В РЕСУРСНЫХ СЕТЯХ С МАЛЫМ РЕСУРСОМ

Южный федеральный университет

В. А. Скороходов, Я. М. Ерусалимский

Аннотация. Работа посвящена изучению возможности локального управления потоками 
в регулярных ресурсных сетях с распределением малого ресурса. Данная задача состоит в 
определении пропускных способностей дуг, выходящих из вершин заданного подмноже-
ства вершин, что предельное состояние ресурсной сети Q является наиболее близким к 
заранее заданному состоянию Q. Получено условие недостижимости предельного состо-
яния Q*, совпадающего с заданным состоянием Q. Рассмотрены три случая относитель-
но распределения управляемых вершин на ресурсной сети. В каждом из них показано, 
что если условие недостижимости предельного состояния не выполняется, то существует 
такой набор величин пропускных способностей дуг, выходящих из управляемых вершин, 
для которого предельное состояние Q*совпадает с состоянием Q.
Ключевые слова: потоки в сетях, ресурсные сети, предельное состояние, предельный по-
ток, алгоритмы на графах, управление потоком.

Введение

Исследования динамические потоковые модели ведутся довольно продолжительное время. 
Так, например, в работах [1–3] исследованы динамические периодические сети и потоковые 
задачи в таких сетях. В [4] показано что, такие сети схожи с графами с нестандартной дости-
жимостью и предложен подход для решения задач о потоках в таких сетях. Отдельным на-
правлением исследования таких динамических моделей стали ресурсные сети, предложенные 
в работах О. П. Кузнецова и Л. Ю. Жиляковой (см., например, [5–8]). 

Ресурсная сеть – это связный ориентированный граф, для каждой дуги которого указана 
пропускная способность, а для каждой вершины – количество ресурса в этой вершине. В каж-
дый момент дискретного времени ресурс каждой вершины перераспределяется между смеж-
ными с ней вершинами по некоторым правилам, удовлетворяющим двум условиям. Первое 
условие (условие замкнутости сети): ресурс ни в какой вершине сети не добавляется извне и 
не исчезает. Второе условие (условие неразрывности): ресурс, выходящий из вершины, вы-
читается, а входящий в вершину, прибавляется к ресурсу данной вершины. Таким образом, 
между каждыми последовательными моментами времени по дугам сети проходит поток в его 
классическом понимании. 

Поскольку ресурс перераспределяется между вершинами сети в некоторой пропорции, то 
задача нахождения предельного распределения ресурса в сети, схожа как с задачей поиска сба-
лансированного потока, рассмотренной в статье [9], так и с задачами о распределении потока, 
рассмотренными в статье [10]. 

Для ресурсных сетей хорошо изучен вопрос нахождения следующих по времени состоя-
ний, а также и предельного состояния, если оно существует для заданного начального распре-
деления ресурса. Также, в статье [6] рассмотрены прямая и обратная задачи управления пре-
дельными состояниями в случае поглощающих сетей. Настоящая работа посвящена 
разработке методов решения задачи управления потоками в ресурсных сетях (далее – задача 
управления потоком), состоящей в нахождении такого набора вершин и пропускных способ-
ностей дуг, выходящих из этих вершин, что предельное состояние ресурсной сети *Q  является 
наиболее близким к заранее заданному состоянию '.Q  Данная задача естественным образом 
разделяется на две подзадачи: 
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1. «Локальная» подзадача, состоящая в определении пропускных способностей дуг, выхо-
дящих из вершин заданного подмножества S  (здесь и далее множество S  будем называть 
множеством управляемых вершин);

2. «Глобальная» подзадача, состоящая в нахождении оптимального множества управляе-
мых вершин ,S  состоящего из не более, чем S  элементов. 

В рамках данной статьи предложены методы решения локальной подзадачи для регуляр-
ных ресурсных сетей с распределением малого ресурса. 

1. Основные понятия

Приведем основные понятия, определения и утверждения (см. [5]–[8] и [11]).
Определение 1. Ресурсной сетью называют ориентированную сеть ( , )G X U  без источни-

ков и стоков, для каждой дуги ( , )i jx x  которой указана пропускная способность ,xyr  а для ка-
ждой вершины ix  в момент времени t  – количество ресурса ( ).iq t

Для того, чтобы определить вектор-функцию ( )tQ  (состояние сети в момент времени t) 
задается вектор (0)Q  начального распределения ресурса в сети G  и указываются правила 
перераспределения ресурсов (правила функционирования сети):

 	
1 1

( 1) ( ) ( ) ( ) [1; ] ,
n n

i i ij ji N
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= =
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где ( )ijF t  – величина ресурсного потока выходящего по дуге ( , )i jx x  в момент времени t  опре-
деляется следующим образом:
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Соотношения (1)–(2) можно переписать в более короткой форме [11]
	 ( 1) ( ( ))t A t+ =Q Q  	

Величину суммарного ресурса сети обозначим через ,W  то есть 
1

(0).
n

i
i

W q
=

=∑
Определение 2. Состояние *Q  называется предельным, если оно либо устойчиво 

* *( ),A=Q Q  либо асимптотически достижимо из состояния (0):Q  для каждого [1; ]Zi n∈  и вся-
кого 0ε >  существует момент времени tε  такой, что для всех t tε>  имеет место неравенство 

*| ( ) | .iq q t ε− <
Определение 3. Расстоянием между состояниями ресурсной сети 1 1

1 1( ,..., )nq q=Q  и 
2 2

2 1( ,..., )nq q=Q  будем называть величину 1 2
1 2

1
( , ) | |.

n

i i
i

q qρ
=

= −∑Q Q

2. Задача локального управления потоком малого ресурса в регулярных ресурсных сетях

Пусть ( , )G X U  – ресурсная сеть, для которой задано состояние 1' ( ' ,..., ' )nq q=Q  и множе-
ство управляемых вершин .S  Рассмотрим задачу определения пропускных способностей дуг 
сети G  для минимизации величины *( , ').ρ Q Q

В начале рассмотрим вопрос о достижимости такого предельного состояния, при котором 
величина *( , ') 0.ρ =Q Q  В этом случае имеет место равенство * ',=Q Q  что означает, что состо-
яние 'Q  должно быть предельным состоянием для сети .G  Из последнего следует, что 

( ') '.A =Q Q  Так как пропускные способности дуг, выходящих из вершин множества ,S  пока не 
были определены, следовательно, имеет место следующая теорема.
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Теорема 1. Если в ресурсной сети G  существует такая вершина \ ( ( )),ix X S S∈ ∪Γ  для 
которой ' ( ( '))i iq A≠ Q  при некотором наборе величин пропускных способностей дуг множе-
ства ,S +  то для любых величин пропускных способностей дуг множества ,S +  имеет место 
неравенство *( , ') 0.ρ >Q Q

Таким образом, получено первое условие недостижимости предельного состояния, равно-
го заранее заданному.

Пусть для заданного состояния 'Q  при некотором наборе величин пропускных способно-
стей дуг множества S +  определены величины потоков 'xyF  за один такт между каждой парой 
вершин x  и y  в (2). Тогда имеет место второе условие недостижимости предельного состоя-
ния, равного заранее заданному:

Теорема 2. Если в ресурсной сети G  для всех вершин \ ( ( ))ix X S S∈ ∪Γ  при некотором на-
боре величин пропускных способностей дуг множества S +  имеют место равенства ' ( ( '))i iq A= Q  
и нарушается хотя бы одно из следующих неравенств
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	 (3)

то для любых величин пропускных способностей дуг множества ,S +  имеет место неравенство 
*( , ') 0.ρ >Q Q

Доказательство. Рассмотрим неравенство, описываемое первой строкой (3). В левой его 
части разность величины ресурса в вершине x  и суммы потоков, приходящих из вершин, не 
принадлежащих множеству управляемых вершин .S  Ясно, что если такая разность меньше, 
либо равна нулю и так как в вершину x  из вершин множества S  есть хотя бы одна дуга, то 
имеет место избыток ресурса в элементе ( ( ')) .xA Q  Таким образом, ' ( ( ')) ,x xq A< Q  следователь-
но, состояние 'Q  не является устойчивым, а значит, предельным.

Рассмотрим неравенство, описываемое второй строкой (3). В правой его части в скобках 
указаны величины ресурса, которые необходимо достичь, используя только потоки из управ-
ляемых вершин. Ясно, что если сумма таких величин строго меньше величины ресурса верши-
ны ,x S∈  то как минимум для одной из вершин ( ),y S∈Γ  имеет место недостаток ресурса в 
элементе ( ( ')) .yA Q  Таким образом, ' ( ( ')) ,y yq A> Q  следовательно, состояние 'Q  не является 
устойчивым, а значит, предельным. 

Для неравенства, описываемого третьей строкой (3) аналогичная ситуация. В правой его 
части указана общая сумма величин ресурса такая, что распределением величин второй сум-
мы необходимо достичь значения ' .xq  Ясно, что если сумма таких величин строго меньше 
величины ресурса вершины ,x  то в вершине x  имеет место недостаток ресурса для элемента 
( ( ')) .xA Q  Таким образом, ' ( ( ')) ,x xq A< Q  следовательно, состояние 'Q  не является устойчи-
вым, а значит, предельным. 

Замечание. Если рассматривать большие потоки в ресурсных сетях, то в случае, когда для 
каждой вершины \ ( ( ))x X S S∈ ∪Γ  имеет место равенство ' ( ( '))x xq A= Q  и выполняются все 
неравенства в (3), при некотором наборе величин пропускных способностей дуг множества 

,S +  не всегда можно подобрать такой набор, что предельное состояние *Q  будет равно задан-
ному состоянию '.Q

Рассмотрим теперь задачу определения пропускных способностей дуг сети G  для миними-
зации величины *( , '),ρ Q Q  полагая, что при некотором наборе величин пропускных способ-
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ностей дуг множества S +  для каждой вершины \ ( ( ))x X S S∈ ∪Γ  имеет место равенство 
' ( ( ')) .x xq A= Q

Обозначим подграф графа ,G  порождённый множеством Y X⊂  через  .YG  Для удобства 
рассмотрим три случая относительно распределения множества управляемых вершин на сети :G

а) подграф  SG  не содержит дуг, а подграф  ( )S SG ∪Γ  не содержит ни одной пары дуг вида 
( , )x y  и ( , ),z y  где , ;x z S∈

б) не выполняется условие пункта а), но при этом подграф  ( )S SG ∪Γ  не содержит циклов;
в) подграф  ( )S SG ∪Γ  содержит хотя бы один цикл. 
Отметим, что в случае а) задача нахождения пропускных способностей дуг множества S + 

сводится к аналогичной задаче для одноэлементного множества .S
Пусть ( , )G X U  – регулярная ресурсная сеть, для которой заданы состояние 'Q  и множе-

ство управляемых вершин S X⊂  и пусть при некотором наборе величин пропускных способ-
ностей дуг множества S +  для каждой вершины \ ( ( ))x X S S∈ ∪Γ  имеет место равенство 

' ( ( '))x xq A= Q  и выполняются неравенства (3), тогда имеет место следующее утверждение.
Лемма 1. Если для заданного для сети G  множества управляемых вершин S  имеет место 

соотношение 
 	 ( ) ( )( ), ( ) { } ( ) { } ( ) ,x y S x y x x y y∀ ∈ ≠ ⇒ ∪Γ ∩ ∪Γ =∅ 	 (4) 

то существует такой набор величин пропускных способностей дуг множества ,S +  для кото-
рого существует предельное состояние * '.=Q Q

Доказательство. Рассмотрим схематично два соседних слоя временной развертки (см. [4]) 
сети относительно некоторых вершин ,x y S∈  на рис.1. Здесь наклонные дуги соответствуют 
дугам исходной сети, а вертикальные – возможным переносам остатка ресурса между момен-
тами времени. Таким образом, условие пропорциональности величин потоков задано только 
для наклонных дуг.

Для доказательства нужно показать, что в такой сети существует предельное состояние *,Q  
равное состоянию '.Q  Тогда, поскольку состояние 'Q  должно быть устойчивым (в силу устой-
чивости предельного состояния), а это означает, что известны количества ресурсов во всех 
вершинах в каждый из двух рассматриваемых здесь моментов времени t  и 1,t +  следователь-
но, искомые пропускные способности дуг, выходящих из вершины x  могут быть найдены из 
соотношений (5) для графа

 	
( )\{ }

( ) ' ( 1) ( ).xy y zy
z y x

y x r q t F t
−∈Γ

∀ ∈Γ = + − ∑ 	 (5)

Отметим, что все величины ( )zyF t  при z S∉  являются известными, так как для всех таких 
вершин пропускные способности заданы, а поскольку условие (4) означает, что для рассма-
триваемого случая подграф  ( )S SG ∪Γ  не содержит ни одной пары дуг вида ( , )x y  и ( , ),z y  где 
, ,x z S∈  следовательно, в правых частях соотношений (5) известны все величины ( ).zyF t  Это 

также позволяет в данном случае для нахождения величин xyr  рассматривать только древес-
ную структуру.

Таким образом, рассматривая соотношения (5) для каждой вершины ,x S∈  найдём все 
пропускные способности дуг множества [ ] ,x +  а значит и всех дуг множества ,S +  для которых 

Рис. 1. Схема временной развёртки ресурсной сети относительно вершин ,x y S∈
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состояние 'Q  является устойчивым, следовательно, предельным. При этом, поскольку ресурс-
ная сеть является регулярной, то в силу единственности предельного потока, в сети с найден-
ными пропускными способностями существует предельное состояние *.Q  Более того, так как 
рассматривается только случай малого ресурса, значит, по теореме 2 из [5] такое предельное 
состояние *Q  является единственным. Отсюда следует, что * '.=Q Q

Лемма доказана.
Рассмотрим случай б). Множество S  задано таким образом, что подграф  SG  содержит 

хотя бы одну дугу или на подграфе  ( )S SG ∪Γ  существует хотя бы одна пара дуг вида ( , )x y  и 
( , ),z y  где , ,x z S∈  но при этом подграф  ( )S SG ∪Γ  не содержит циклов;

В данном случае для двудольного графа временной развёртки также можно рассматривать 
только древесную структуру, однако некоторые компоненты связности такой структуры бу-
дут содержать несколько «корней» – вершин нижнего уровня, соответствующих вершинам 
множества .S  Рассмотрим на рис. 2 схему такой древесной конструкции относительно двух 
вершин x  и .y  Для большего количества вершин-корней все рассуждения аналогичны. 

Отметим, что так как перераспределение ресурса происходит согласно правилам (1)–(2), 
величина суммарного ресурса является постоянной и имеют место неравенства (3), то имеет 
место равенство 

	 ( 1) ( 1) ( 1) ( 1) ' ( ) ' ( )a b c d x yq t q t q t q t q t q t+ + + + + + + = +
и неравенства 

	
' ( ) ( 1) ( 1) ( 1);
' ( ) ( 1) ( 1),
x a b d

y c d

q t q t q t q t
q t q t q t

≤ + + + + +
 ≤ + + +

где величины ( 1)zq t +  ( { , , , })z a b c d∈  определяются следующим образом (аналогично правым 
частям соотношений (5)): 

	
( )\

( 1) ' ( 1) ( )z z yz
y z S

q t q t F t
−∈Γ

+ = + − ∑ .

Исходя из этого, пропускные способности дуг ( , ),x a  ( , )x b  и ( , )y c  полагаются равными 
соответственно ( 1),xa ar q t= +  ( 1)xb br q t= +  и ( 1).yc cr q t= +  Заметим, что величины потока по 
этим дугам будут равны пропускным способностям. Таким образом, получаем пропускные 
способности оставшихся дуг: ' ( ) ( ) ( )xd x xa xbr q t F t F t= − −  и ' ( ) ( ).yd y ycr q t F t= −

Таким образом, имеет место следующее утверждение.
Лемма 2. Если для заданного для сети G  множества управляемых вершин S  подграф  ( )S SG ∪Γ  

не содержит циклов, то существует такой набор величин пропускных способностей дуг мно-
жества ,S +  для которого существует предельное состояние * '.=Q Q

Замечание. Лемма 2 является обобщением леммы 1.
Рассмотрим теперь случай в). Подграф  ( )S SG ∪Γ  содержит циклы. Тогда аналогично преды-

дущему случаю можно находить пропускные способности дуг множества ,S +  которые инци-
дентны вершинам, степени 1 на подграфе  ( ) .S SG ∪Γ  Следовательно, задача свелась к нахожде-
нию пропускных способностей дуг двудольного графа, аналогичного схеме на рис. 1, на 
котором нет вершин степени 1.

Рис. 2. Древесная структура временной развёртки ресурсной сети 
относительно вершин ,x y S∈  для случая б)
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Поскольку рассматриваемый граф разбивается на компоненты связности, а для каждой 
компоненты рассуждения аналогичны, то рассмотрим случай, когда рассматриваемый дву-
дольный граф состоит из одной компоненты связности. Рассмотрим такой двудольный граф. 
Для определённости обозначим множество вершин нижней доли { }1,..., sA a a=  множество 
вершин верхней доли – { }1,..., .kB b b=

Величины 
jaq  ( [1; ] )Nj s∈  и 

ibq  ( [1; ] )Ni k∈  определяются согласно правилам, аналогичным 
соотношениям (5):

 	
( )\

( )\

' ( ) ( ) [1; ] ;

' ( 1) ( ) [1; ] .

j j j
j

i i i

i

a a a x N
x a B

b b x b N
x b A

q q t F t j s

q q t F t i k
−

∈Γ

∈Γ

 = − ∀ ∈



= + − ∀ ∈


∑

∑
	

При этом, отметим, что имеют место следующие соотношения:

 	
1 1

( )

( )

;

[1; ] ;

[1; ] .

j i

j
j

i

i

s k

a b
j i

a b N
b a

b a N
a b

q q

q q j s

q q i k
−

= =

∈Γ

∈Γ


=


 ≤ ∀ ∈

 ≤ ∀ ∈


∑ ∑

∑

∑

	 (6)

Поскольку рассматриваются только сети с распределением малого ресурса, то искомые ве-
личины пропускных способностей можно полагать равными величинам предельного потока 
по соответствующим дугам, для которых состояние 'Q  является устойчивым. Следовательно, 
решение задачи определения искомых пропускных способностей можно искать, как решение 
системы уравнений (7) для неизвестных величин * :xyF

 	

*

( )

*

( )

( ) [1; ] ;

( ) [1; ] .

j j
j

i i

i

a a x N
x a B

b x b N
x b A

q F t j s

q F t i k
−

∈Γ ∩

∈Γ ∩

 = ∀ ∈



= ∀ ∈


∑

∑
	 (7)

Система уравнений (7) совместна, поскольку она является эквивалентной подсистеме со-
вместной системы (5) из [10] (см. теорема 1 в [10]), и имеет бесконечное число решений. Выбе-
рем такое частное решение, при котором каждая величина *

xyF  принадлежит промежутку 
(0;min{ , }).x yq q  Последнее возможно вследствие выполнения соотношений (6).

Таким образом, мы получили, что имеет место следующее утверждение.
Лемма 3. Если для заданного для сети G  множества управляемых вершин S  подграф  ( )S SG ∪Γ  

содержит циклы, то существует такой набор величин пропускных способностей дуг множе-
ства ,S +  для которого существует предельное состояние * '.=Q Q

Прямым следствием утверждений лемм 1–3 является следующая теорема.
Теорема 3. Пусть ( , )G X U  – регулярная ресурсная сеть с распределением малого ресурса, 

для которой заданы состояние 'Q  и множество управляемых вершин ,S X⊂  тогда если при 
некотором наборе величин пропускных способностей дуг множества S +  для каждой вершины 

\ ( ( ))x X S S∈ ∪Γ  имеет место равенство ' ( ( ))x xq A= Q  и выполняются неравенства (3), то 
существует такой набор величин пропускных способностей дуг множества ,S +  для которого 
существует единственное предельное состояние * '.=Q Q

Рассмотрим теперь вопрос о нахождении пропускных способностей дуг управляемых вер-
шин, в случае, когда не достигается предельное состояние * '.=Q Q

Пусть ( , )G X U  – ресурсная сеть, для которой задано состояние 1' ( ,..., )nq q=Q  и множе-
ство управляемых вершин .S  При этом в данном разделе мы полагаем, что выполняется усло-
вие теоремы 1 или теоремы 2, то есть для любых пропускных способностей дуг множества S + 
имеет место неравенство *( , ') 0.ρ >Q Q
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Рассмотрим теперь вопрос о нахождении таких пропускных способностей дуг множества 
,S +  что расстояние *( , ')ρ Q Q  является минимальным.
В классическом случае для регулярной ресурсной сети с распределением малого потока 

задача нахождения предельного состояния сводится к решению следующей системы  (система 
вида (6) из [12]) линейных уравнений с неизвестными xyF  и :xQ

 	

0 0

( )

( )

0 ( );

( ) 0 ;

.

xy
xy x

xz
z x

x zx
z x

x y

r
F Q x X y x

r

Q F t x X

F w
−

∈Γ

∈Γ


− ⋅ = ∀ ∈ ∀ ∈Γ


 − = ∀ ∈

 =



∑

∑

где 0 0( , )x y  – некоторая дуга, а величина w  подбирается так, чтобы суммарный ресурс пре-
дельного состояния *Q  равнялся суммарному ресурсу начального состояния (0).Q  В статье 
[12] показано, что решение такой системы существует и является единственным для любого 
значения величины .w  Таким образом, в качестве метода приближённого вычисления про-
пускных способностей можно использовать известные численные методы для вычисления 
пропуcкных способностей xyr  для всех вершин .x S∈
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УДК 004.9

ПРОГНОЗИРОВАНИЕ С ПОМОЩЬЮ СЕТИ ДОВЕРИЯ БАЙЕСА АКТИВИЗАЦИИ 
И ВОЗМОЖНЫХ ПОСЛЕДСТВИЙ ОПАСНЫХ ПРИРОДНЫХ ПРОЦЕССОВ

Крымский федеральный университет им. В. И. Вернадского

В. Н. Таран

Аннотация. В статье предлагается моделировать сложные природные процессы и про-
гнозировать их катастрофические последствия с помощью сети доверия Байеса. Рассма-
триваются наиболее существенные факторы, которые влияют на активизацию природных 
процессов, приводящих к катастрофическим последствиям. Также приводятся факторы, 
которые могут способствовать активизации, но при определенных дополнительных ус-
ловиях. Строится вероятностная модель на основе сети доверия Байеса, проводится мо-
делирование. Рассматриваются различные сценарии протекания сложных природных 
процессов с катастрофическими последствиями. Предлагается управляющий фактор, ко-
торый воздействует на природную систему и имеет сдерживающий эффект. Выявляется 
цикличность активизации природных процессов, связанная с солнечной активностью.
Ключевые слова: моделирование и прогнозирование, сети доверия Байеса, сложные при-
родные процессы, катастрофические последствия, сценарный анализ, анализ факторов.

Введение

В начале XXI века наблюдается резкий скачок числа стихийных бедствий и техногенных ка-
тастроф. Особенно страдают от природных явлений территории побережья, где наблюдается 
повышенный уровень урбанизации. Плотность застройки, дороги и коммуникации представ-
ляют собой повышенные риски и подвергаются в первую очередь разрушениям [1]. 

Различные природные процессы, происходящие на побережье Черного моря, имеют высо-
кий уровень непредсказуемости и неопределенности, что затрудняет их изучение, моделиро-
вание и прогноз. Сложные природные процессы, происходящие на Южном берегу Крыма и в 
других рекреационных районах, носят сложный, случайный характер, зависят от многих фак-
торов, содержат большую долю неопределенности, и поэтому их очень сложно предсказать [2]. 

Природные процессы со сложными катастрофическими последствиями, происходящие на 
Крымском побережье Черного моря, такие как: опасные гидрометеорологические явления, на-
воднения, засуха, оползни, обработка морей и водоемов, природные пожары, сели, снежные 
лавины, землетрясения, цунами, ураганы, смерчи, шквалы, извержения вулканов, экстремаль-
ные температуры воздуха наносят значительный ущерб хозяйственной деятельности челове-
ка, а на Южном берегу Крыма затрудняют отдых и оздоровление приезжих, т. е. качественное 
использование рекреационных территорий [3]. Крымское побережье является уникальным 
уголком природы и используется для отдыха туристов. Флора и фауна, а также история и эт-
ническая принадлежность этой местности привлекают многих путешественников. Сложные 
природные процессы пугают потенциальных посетителей этого чудесного уголка земли. 

Прогнозирование и предсказание таких процессов помогло бы вовремя принять соот-
ветствующие меры для уменьшения ущерба от катастрофических последствий, проведению 
специальных мероприятий по оповещению населения, укреплению и противодействию воз-
можным разрушениям. 

Исследования ученых в основном были направлены на картографирование площадей, ис-
пользование классических регрессионных и авторегрессионных моделей. Но такие модели 
имеют слишком большой разброс прогноза и низкий уровень адекватности моделей, посколь-
ку они не учитывают неопределенность как компонент модели. 
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Целью данного исследования является построение модели сложных природных процессов 
с использованием байесовской сети, как одним из методов оценки рисков и устранения нео-
пределенностей. 

Байесовские сети – одно из представлений баз знаний с неопределенностью [4].

1. Сети доверия Байеса

Байесовская сеть (БС) представляет собой удобную основу для расчета оценок надежно-
сти функционирования сложной системы или вероятностных оценок сценариев протекания 
сложных процессов. Кроме того, в среде, где информация постоянно изменяется, когда ее об-
новление позволяет по-новому взглянуть на текущее состояние компонентов, любая инфор-
мация, введенная в БС, распространяется по сети для обновления оценок всей системы. На-
конец, БС как графическая структура позволяет прозрачно моделировать саму систему, чтобы 
облегчить принятие решений конечными пользователями [5].

Одним из наиболее важных аспектов байесовских сетей является возможность делать 
априорные и апостериорные выводы о том, какова вероятность того, что один узел (физиче-
ская переменная) находится в каждом состоянии (нулевом, низком или высоком), и насколь-
ко вероятно, что оно изменится. если известно, что другой узел находится в этом состоянии 
(ноль, низкий или высокий для наблюдаемого). Этот вывод можно использовать для расчета 
вероятных последствий изменения переменных [7]. Таким образом, байесовская сеть в основ-
ном использовалась как статистическая схема для вероятностного прогнозирования, которая 
может отображать причинно-следственные связи между переменными [8]. 

Сети доверия Байеса можно использовать для прогнозирования состояния выбранных пе-
ременных с фиксированными значениями остальных переменных [9]. Связь между узлами 
определяется как условная вероятность, основанная на априорной информации или стати-
стически наблюдаемых данных. Байесовские сети убеждений имеют качественную и количе-
ственную части, представленные графиком дискретных вероятностных переменных и табли-
цами с условными вероятностями для этих переменных, соответственно.

Таким образом, байесовские сети используются для оценки апостериорных вероятностей 
различных исходов и представляют собой ориентированные ациклические графы с набором 
узлов X, которые являются дискретными или непрерывными случайными величинами, и с 
множеством дуг G, отражающих отношения родитель-потомок [6]. Итак, байесовская сеть - 
это пара (G, P), где G = <X, U> - ориентированный ациклический граф на конечном множестве 
дискретных случайных величин X, элементы которого соединены набором ориентированных 
ребер U, а P - совокупность условных вероятностных распределений как причинно-следствен-
ных связей между ними, характеризующаяся таблицей безусловных вероятностей переходов 
из одного состояния в другое под действием возмущений [1, 3, 6, 10–12].

3. Определение факторов, необходимых для построения байесовской сети доверия 
для моделирования сложных природных процессов

В качестве модели сложных природных процессов с катастрофическими последствиями 
мы строим байесовскую сеть убеждений. Посмотрим, какие показатели можно выделить в ре-
зультате. 

Мы могли бы выделить такие факторы, как ураганы и смерчи или бури и землетрясения. 
Но метеорологические станции по всему миру проводят комплексный мониторинг погоды, 
и его прогноз составляется достаточно точно. Таким образом, эти показатели нет смысла 
включать в модели сложных природных процессов. Однако для Крымского побережья Чер-
ного моря наибольшую опасность представляют оползни. На Южном берегу Крыма имеется 
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большое количество дорог, которые разрушаются оползневыми процессами и препятствуют 
свободному движению автотранспорта к курортам и местам отдыха. Кроме того, имеющиеся 
модели, разработанные для горных местностей не позволяют прогнозировать активизацию 
оползневых процессов и уровень разрушения дорог, склонов, зданий и строений. Модели по 
большей части представляют собой карты или описания активного оползня с его многочис-
ленными характеристиками. А вот прогнозные расчеты оползней и возможных повреждений 
с помощью математических моделей представлены в малой степени. Следовательно, в каче-
стве индикатора результата выберем индикатор «Активные оползни» (рис. 1). 

Активизация оползневых процессов может не только привести к прерыванию транспорт-
ного сообщения с курортными зонами, но и вызвать негативный резонанс в СМИ, что в це-
лом очень негативно скажется на привлекательности региона для отдыхающих. Учитывая, что 
курортная отрасль является ведущей, это может привести к снижению занятости населения и 
финансовым потерям для республиканского бюджета. 

Рассмотрим входные факторы. 
На Южном берегу Крыма и в рекреационных зонах расположено множество метеороло-

гических станций, сейсмическая станция и несколько обсерваторий. Поэтому собираются 
данные, связанные с погодными условиями, землетрясениями и солнечной активностью. Но 
все эти показатели не систематизируются  и не обобщаются, а передаются в индивидуальные 
службы мониторинга и сбора информации. Таким образом, мы выделяем каждый входной 
фактор отдельно: Во-первых, солнечная активность, зависимость активизации естественных 
процессов, связана с 11-летним солнечным циклом (рис. 2). 

Во-вторых, осадки, которые увлажняют верхний слой почвы, отягощают ее и в конечном 
итоге провоцируют оползень. Следует рассматривать осадки в двух вариантах: 

• ливни (сильные и непродолжительные, большей частью летом); 
• моросящий дождь (легкий, но продолжительный – зимний период). 
В-третьих, следующим независимым фактором является сейсмическая активность, так 

как она приводит к подвижкам земной коры и нарушает целостность склонов. Горные районы 
Черноморского побережья находятся в зоне сейсмической активности; поэтому будем учиты-
вать землетрясения, эпицентр которых не превышает 200 км от наблюдаемой территории. 

Рис. 1. Оползень на дороге Ялта–Гончарное (Крым)
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Рассмотрим фактор, который зависит от человека и который может тормозить активацию 
сложных природных процессов (контролирующий или управляющий фактор), мы определяем 
его как «Инвестиции» (или укрепление склонов и территорий, на которых расположены зда-
ния и дороги).

4. Построение модели сложных природных процессов 
с использованием байесовской сети доверия 

Построим байесовскую сеть для моделирования сложных природных процессов. 
Верхний уровень байесовской сети должен содержать независимые факторы, которые были 

определены выше. Условные вероятности для них находятся путем многолетних наблюдений. 
Значения независимых факторов определяются в виде трех качественных значений: «Мало», 
«Среднее» и «Катастрофическое» (“Few”, “Medium” and “Catastrophic”). For the controlling factor 
we also set three values.

Для управляющего фактора «Инвестиции» (“Investment”) мы также устанавливаем три зна-
чения: «Мало», «Среднее» и «В полном Объеме» (“Few”, “Medium”, “In_Full”)

Итак, на первом уровне мы расположили четыре фактора: «Осадки», «Солнечная актив-
ность», «Сейсмическая активность» и «Инвестиции» (“Precipitation”, “Solar activity”, “Seismic 
activity” and “Investments”).

На втором уровне разместим вершину «Natural Risks» (риск активизации природных про-
цессов), что означает вероятность активизации сложных природных процессов с катастрофи-
ческими последствиями. Эта вершина примет значения: «Мало», «Среднее» и «Катастрофиче-
ское» (“Few”, “Medium”, “Catastrophic”).

Время, в течение которого может активироваться естественный процесс и произойти ка-
тастрофическое разрушение, также представляет интерес для моделирования сложных при-
родных процессов. Поэтому на третьем уровне мы разместим вершину “Time Term”, которая 
покажет, когда можно ожидать возможного разрушения. Эта вершина примет значения: «Два 
дня», «Неделя», «Месяц» и «Не произойдет» (“Two Days”, “Week”, “Month” and “Do Not”).

Наконец, на нижнем уровне выберем вершину «Всего денежных средств» (“Total Cash”), ко-
торые были вложены для предотвращения катастрофических последствий сложных природных 
процессов или для их устранения. Эта вершина будет расположена на четвертом уровне и при-
мет значения: «Мало», «Среднее» и «Катастрофическое» (“Few”, “Medium” and “Catastrophic”). 

Рис. 2. Среднемесячное количество солнечных пятен 1993-2020 гг.
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Модель байесовской сети убеждений сложных природных процессов была получена с по-
мощью условно бесплатной программы Netica и представлена на рис. 3. 

Байесовскую сеть необходимо обучить; для этого заполним вероятности вершин первого 
уровня по данным многолетних наблюдений. Остальные вершины имеют условные вероятно-
сти, которые будут определены на основе экспертных оценок. 

Байесовская сеть может вычислять вероятности сверху вниз и наоборот, снизу вверх. Вы 
можете указать желаемое значение результирующего показателя и определить возможные зна-
чения входных факторов. Например, для заданных значений естественных факторов пред-
положим, что «Общая сумма наличных денег» будет минимальной. Мы видим, что для этого 
«Инвестиции» должны быть “In_Full” = 40%, “Medium” = 32,8% и “Few” = 27,2% (рис. 4). 

Рис. 3. Байесовская сеть для моделирования сложных природных процессов

Рис. 4. Байесовская сеть для моделирования сложных природных процессов 
со значением Total Cash “Few” = 100% и заданными значениями природных факторов
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Определим вероятности значений двух наиболее важных вершин: “Natural Risks” и “Total 
Cash” для различных значений управляющего фактора “Investments”, которые будут прини-
мать значение каждого сценария 100 %. 

Заключение

Таким образом, в статье анализируются факторы, от которых зависит активизация сложных 
природных процессов с катастрофическими последствиями. Была предложена модель для про-
гнозирования катастрофических последствий природных процессов с использованием байе-
совской сети убеждений. Выделены вершины байесовской сети, проведена экспертная оценка 
возможных значений показателей и обучение байесовской сети на основе экспертных оценок. 

Фактор «Инвестиции» был предложен в качестве управляющего воздействия на сеть. 
Байесовская сеть позволяет обновлять стратегии принятия решений в соответствии с вы-

бранными критериями в случае появления новых наблюдений за гидрометеорологическими, 
сейсмическими, солнечными и сложными природными процессами. 

Это также позволяет оптимизировать затраты на предотвращение сложных катастрофиче-
ских природных процессов или борьбу с их последствиями. 

Полученная байесовская сеть может быть легко расширена новыми вершинами с учетом 
новой информации о потоке и текущего состояния изучаемого процесса. Вероятности верх-
них вершин заполнены статистическими данными наблюдений. Таблицы условных априор-
ных вероятностей следующих вершин заполняются с помощью эксперта или специальной 
программы. 

Итак, чтобы учесть неопределенность и случайно проявляющиеся риски активизации 
сложных природных процессов, можно использовать байесовские сети доверия при модели-
ровании и прогнозировании катастрофических последствий природных процессов [3]. Совре-
менные системы поддержки принятия решений нуждаются в методах прогнозного моделиро-
вания, которые позволили бы создавать модели систем с заданными параметрами, способные 
оперативно подвергаться изменениям и дополнениям [13].
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УДК 004.934

ФОРМАЛИЗАЦИЯ ПОНЯТИЯ ОТНОШЕНИЯ 
ДЛЯ КАЧЕСТВЕННОГО АНАЛИЗА ДАННЫХ

Московский авиационный институт (Национальный исследовательский университет)

М. М. Фадеев, Н. Е. Балакирев

Аннотация. В статье рассматривается возможность исследования данных о среде через 
отношения, которым не уделялось должного внимания в силу расплывчатости и много-
образия употребления этого термина. Еще до осознания предлагаемой формализации 
конкретный набор отношений был использован при структуризации потока амплитуд, 
а это открыло возможность решения множества задач, связанных с анализом и синтезом 
информационного содержания различных видов волн. Формализация понятия отноше-
ний вскрыла целый пласт представителей таких отношений, интерпретация и использо-
вание, которых еще впереди. Для некоторых видов отношений удалось получить оценку 
количества возможных комбинаций конфигураций поля отношений, зависящих от числа 
участвующих множеств. Всё это затрагивается в предлагаемом изложении.
Ключевые слова: отношение, отношение равенства, качественный подход, количествен-
ный подход, поле отношений, правильные и неправильные матрицы отношений, предо-
пределенность.

Введение

Начнем с предельно широко используемого термина отношения, включая рассматривае-
мый раздел логики – логика отношений. Если говорить кратко, то всё, что касается отноше-
ний, то они рассматриваются вкупе с множествами с точки зрения истинности, а иногда даже, 
в какой-то мере приравниваются к функции, предполагающей отображение одного множе-
ства на другое. Часть теории отношений исследует общие свойства отношений.  Но никто не 
обратил внимания (возможно авторы ошибаются), что отношения носят самостоятельный 
предмет исследования, и есть определенная качественная характеристика, которая объединя-
ет всех представителей, относимых к ним. Если присмотреться внимательно, то отношения 
возникают там, где присутствует взаимозависимость и влияние её на третью сторону. Именно 
эта сторона отношений дает возможность объединить и формализовать понятие отношения 
в строгих математических рамках. Силлогизмы Аристотеля – это тоже отношения, но не в 
полной мере формализованные и являющиеся лишь одним из вариантов отношений. Отноше-
ния могут рассматриваться как некоторая полносвязанная среда, объединяющая определен-
ным образом те или предметы или множества. И обращаясь к аналогии поля в физике, можно 
сказать, что поле отношений, по факту, может предопределять правомочность наличия тех 
или иных элементов в конкретной конфигурации этого поля. И как в подтверждение этого 
утверждения стоит привести пример из жизни: трудно формализуемые общественные отно-
шения в очень большой степени предопределяют нашу судьбу.

Несмотря на отсутствие, (хотя не исключается преждевременность такого вывода) статей 
и материалов, содержание которых напрямую перекликалось с предлагаемым подходом, нель-
зя не упомянуть очень близкие по духу и частично по содержанию работы Н. А. Морозова [1] 
и У. Гренандера [2]. Главное, что в них присутствует, это качественный подход на рассматрива-
емую предметную область. И как пример практического использования такого взгляда умест-
но привести работу, в которой именно учет топологической структуры всего фазового про-
странства в целом позволил А. А. Андронову и А. Г. Майеру решить задачу о влиянии сухого 
трения на процесс регулирования [3].
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1. Вводимые понятия

1.1. Определения

Начнем определения основных понятий и обозначений, которые потребуются в дальней-
шем изложении.

Отношение – незримая, качественная связь между элементами множеств, носящая, как ми-
нимум двухсторонний (может быть и многосторонней и полно связанной) и возможно несим-
метричный характер, что позволяет объединить эти множества в единую систему на основе 
конкретных законов, определяющих эти отношения и предопределяющих сущность некото-
рых двухсторонний (многосторонних) отношений по совокупности других отношений, быть 
может, отличных от этого отношения (предопределяемость главное в отношениях).

Отсюда возможна ситуация противоречия, когда предопределенное отношение подменя-
ется отношением, которое нарушает предопределенность. Таким образом, в отличие от мно-
жества дискретных функций, которые комбинаторно пробегают все возможные комбинации 
значений, в данном случае появляются комбинации, которые позволяют рассматривать два 
поля конфигураций отношений: непротиворечивое (правильное) и противоречивое (непра-
вильное). Некоторый аналог модусов Аристотеля. Отсюда и представитель конкретного поля – 
правильная (корректная) и неправильная (некорректная) матрица отношений, как численная 
модель или конфигурация поля. Таким образом, через призму некоторых существующих от-
ношений в некоторых случаях можно предопределять сущность других отношений.

В отличие от терминов, по нашему мнению, неоправданно используемых в дискретной ма-
тематике и математической логике в виде понятий «истина» или «ложь», здесь будут исполь-
зоваться термины «правильное» или «неправильное» поле отношений, которое подтверждает 
факт соответствия введенным формальным правилам или нет.  Таким образом, можно исполь-
зовать и синонимы «противоречивое» или «непротиворечивое» по отношению к введенным 
правилам. При всей формальности такого подхода в большинстве случаев эти правила при 
рассмотрении конкретных отношений, соответствуют законам существования окружающего 
нас мира. И при рассмотрении таких законов, по возможности, будут приводится примеры 
влияния такого вида отношения на конфигурацию совокупности отношений.

1.2. Обозначения

r
i ka R c  – общепринятая форма представления отношений за исключением верхнего индек-

са, который предполагает некоторый номер выборки r  из множества вариантов, определенно-
го вида отношений, то есть удовлетворяющих определенному набору правил. Таким образом, 
объединяющим признаком набора элементов такого множества будут устанавливаемые пра-
вила, которым удовлетворяют эти отношения.

nR  – это просто некоторый n-вариантный ( n-значный) набор вида отношений.
Например, это может быть 2R  – двузначный набор вида отношений – равенства, т. е. дво-

ичного множества отношений (=, ≠) или 3R  – как трехзначный набор вида отношений – не-
строгого неравенства, т. е. троичного множества отношений (>, <, =).

С учетом выше сказанного, для одновариантного множества понятие отношение не при-
менимо.

Таким образом нами будет рассматриваться множество видов отношений с соответствую-
щим количеством элементов, составляющих этот вид. { }2 3, , , .nR R R R= 

iR  – верхний индекс это некоторый номером i  из списка вида отношений. 
Возможно использование верхнего и нижнего индексов.
Например, 2

iR  – это i  элемент двузначного набора какого-то вида отношений .R  
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Содержание, определяющее сущность R  или вид отношения, заключено в аксиомах, пре-
допределяющих по совокупности отношений новое отношение. Пока в данном изложении это 
обозначение или буква носит общий характер и вскрывает свою сущность при рассмотрении 
конкретного вида отношения. Но при необходимости могут быть использованы и другие обо-
значения с заглавной буквой. Будут обозначаться

, ,1 nM M  – правильные матрицы,
, ,1 nN N  – Противоречивые матрицы

Предопределенность отношений на поле других отношений. Как было сказано выше неко-
торая совокупность отношений может предопределять другое(ие) отношение(я). Введем 
специальный знак для этого. Отношение или несколько отношений, скрываемые за обозначе-
нием ,A  которые предопределяют, как единственное отношение ,B  будут обозначаться как 

.defA B
=

 Или знак def
=

 означает по определению выражение в правой части имеет единствен-
ное значение.

2. Общие формальные условия рассмотрения отношений

Эта общая группа правил и свойств относится ко всем отношениям независимо от их со-
держания, и объединяет их как понятие отношения.

Рассмотрим начальные формальные условия установления принадлежности определенно-
го вида полно связанной системы связей к отношениям (аксиомы принадлежности к понятию 
ОТНОШЕНИЕ).

Первое формальное условие – «Коллективное влияние двух и более смежных связей на 
третью или другие смежные связи».

Это означает, что отношение появляется там, где влияние двух или более связей одного 
подмножества элементов может распространяться на неустановленные смежные связи друго-
го подмножества элементов (формула 1). В формуле 1 кванторы 1,R∃  2R∃  означают что най-
дутся или, правильней сказать, должны существовать по крайней мере два отношения. В про-
тивном случае такая ситуация рассматривается как несоответствующая нашему понятию 
отношения. 

	 ( ) ( ) ( ) ( )& , & .m n m n m n r r
i j k i j j k i k

defa b c R R a R b b R c R R R a R c  ∀ ∀ ∀ ∃ ∃ ⇒   =  
	 (1)

Далее, фиксируется изменчивая сущность разных видов отношений и формулировка об-
щих правил, требуется для отнесения их к разным классам отношений. 

Второе формальное условие – «Изменение порядка элементов при рассмотрении отно-
шений».

Порядок рассмотрения элементов множества при установлении отношений, вообще гово-
ря, может изменить общий характер этих отношений (формула 2).

	 ( ) ( )& .m n m n m n
i j i j j ia b R R a R b b R a R R ∀ ∀ ∃ ∃ ⇒ ≠  	 (2)

С другой стороны, имеются отношения в которых наблюдается полная противоположность

	 ( ) ( )& .m n m n m n
i j i j j ia b R R a R b b R a R R ∀ ∀ ∃ ∃ ⇒ =  	 (3)

Таким образом, можно разделять отношения на два класса относительно вводимого вида 
отношений: класс, для которого это присуще и класс, которому это не присуще.

Третье формальное условие – «Изменение порядка следования отношений».
Отношения, вообще говоря, не сохраняют одинаковость конфигурации с точностью до пе-

рестановки отношений вне зависимости от порядка выборки рассматриваемых отношений 
при фиксируемом наборе элементов, для которого устанавливаются эти отношения:
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При 1 2 3R R R= =

	
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

1 2 3

1 2 3 2 1 3 3 1 2 2 3 1 1 3 2 3 2 1

& &

, , ~ , , ~ , , ~ , , ~ , , ~ , , .

aR b bR c aR c

R R R R R R R R R R R R R R R R R R

⇒

⇒
	 (4)

При 1 2R R≠

	
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

1 2 3

1 2 3 2 1 3 3 1 2 2 3 1 1 3 2 3 2 1

& &

, , , , , , , , , , , , .

aR b bR c aR c

R R R R R R R R R R R R R R R R R R

⇒

⇒ ≠ ≠ ≠ ≠ ≠
	 (5)

Перестановка может помочь скомпоновать конфигурации с учетом группировки по значе-
нию отношений, либо с учетом группировки множеств, но некоторым признакам.

3. Отношение равенства и его формальное определение

Начнем с простейшего примера. Возьмем три непересекающихся множества A,  B  и C, 
конкретным наполнением которых пусть будут те же числа, что не сужает возможность их 
наполнения определенным содержанием. Рассмотрим в начале парные отношения. Если рас-
сматривать только парные отношения, то для 3-х элементов ,A  B  и C  имеем 3 возможных 
линии связи. Далее, если обозначить значение равенства синей линией и значением 1, а нера-
венство – красной линией и значением 0, то графы парных отношений без учета пока других 
возможных парных отношений будут представлены на рис. 1 и рис. 2.

Рис. 1. Отношение равенства Рис. 2. Отношение неравенства
Понятно, что, проставляя всевозможные значения для каждой пары (комбинируя синие и 

красные линии), мы получаем восемь комбинаций конфигурации и рисунков соответственно. 
Но, как только мы, на смысловом уровне, начинаем предполагать, что эта связь именно равен-
ство, то возникает специфика связи с третьим множеством, и картина кардинально меняется: 
мы имеем только пять допустимых совокупных отношений рис. 3.

Указанная ситуация возникла, так как вводимое отношение равенства и неравенства обла-
дает определенным смыслом или содержанием, которое ограничивает волюнтаризм по фор-
мированию совокупности отношений. Сформулируем это содержание в виде набора правил. 

Из достаточно простой схемы совокупного множества отношений мы, как закон, можем 
утвердить следующие свойства вида отношений равенства и неравенства, или правил, в виде 
выводов:

Рис. 3. Допустимые отношения
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1. Неравенство (≠) двух соседних множеств с необходимостью предполагает либо равен-
ство, либо неравенство к третьему смежному множеству;

2. Равенство (=) двух попарно связанных элементов из двух множеств предполагает только 
равенство третьей смежной парной связки;

3. Комбинация единичного (равенство) и нулевого (неравенство) значения отношений 
влекут единственное нулевое значение (неравенства) для третьего элемента. В силу общих 
свойств отношений фиксация единичного значения повлекла бы нарушение правила 2, так 
при перестановке мы бы при двух единичных значениях получили бы нулевое значение;

4. Допустимых вариантов полной связанности отношений к любым трем выбираемым 
множествам всего только пять.

Первые три правила являются основополагающими и могут быть сформулированы, осно-
вываясь на общих правилах, для равенства образами, представленными в формулах 6, 7 и 8. 
Как мы видим, для двух возможных вариантов отношений у нас предопределены отношения. 
И только для варианта, где рассматривается неравенство двух множеств, третья связь может 
относиться к равенству или неравенству уже в зависимости от конкретного значения элемен-
тов ia  и .kc

	
( ) ( ) ( ) ( ) ( )3& & 1 , 1 &

m n
i j k

m n m n m n p
i j j k i k

a b c R R

defa R b b R c R R R R R a R c

∀ ∀ ∀ ∃ ∃

  = = ⇒ =  =  

	 (6)

	
( ) ( ) ( ) ( ) ( )& & , 0 &

m n
i j k

m n m n m n p p
i j j k i k

a b c R R

defa R b b R c R R R R R a R c

∀ ∀ ∀ ∃ ∃

  ≠ ⇒ =  =  

	 (7)

	
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }& & 0 & 0 1

m n
i j k

m n m n p p p
i j j k i k

a b c R R

a R b b R c R R a R c R R

∀ ∀ ∀ ∃ ∃

 = = ⇒ = ∨ = 
	 (8)

Таблица 1
Варианты отношений из значений множеств

Отношения

Варианты значений

1aR b 2bR c 3aR c
1R 2R 3 3R R

1 0 0 0 1
2 0 1 0
3 1 0 0
4 1 1 1

Такие правила распространяемы и на большее число отношений, и, с учетом полной свя-
занности, создают множество конфигураций или поля отношений. При этом с увеличением 
числа множеств отношение числа правильных матриц уменьшается, а число неправильных 
матриц увеличивается.

Указанные выше правила для вида отношения равенство-неравенство можно представить 
в виде таблицы, но отличающейся от таблицы дискретных функций. Из табл. 1 видно, что 
один из наборов не предопределяет третий вариант отношений, и может быть определен ис-
ходя из конкретных значений множеств.
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Заключение

К главному итогу к вышесказанному следует отнести прежде всего формализацию понятия 
отношения и на его основе возможность систематизировать встречающиеся отношения не 
на расплывчатых по своей сути свойствах, а на аксиоматической основе, сформулированного 
в виде общего правила. Нами уже установлено, что под это определение подпадает множе-
ство видов отношений, и, соответственно, сформулированы правила для достаточно большо-
го количества известных видов отношений. Один из видов используется для структуризации 
амплитуд звукового потока, а это дало возможность решить множество практических задач. 
Именно это и послужило толчком к вышеуказанным теоретическим исследованиям. Но уже 
понятно, что они представлены и осмысленны еще не полной мере и предстоит огромный труд 
по их развитию. Использование качественного подхода на основе отношений дает возмож-
ность решить множество задач как в технической, так и в гуманитарной сфере.
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СРАВНИТЕЛЬНЫЙ АНАЛИЗ ЖАДНОГО АЛГОРИТМА И ЛЕНИВОГО АЛГОРИТМА 
ДЛЯ РЕШЕНИЯ ЗАДАЧИ О ВЕРШИННОМ ПОКРЫТИИ ГИПЕРГРАФА
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В. И. Шиян, Е. А. Курченко, А. Н. Мирошниченко

Аннотация. В статье рассматривается одна из фундаментальных задач комбинаторной 
оптимизации – задача о вершинном покрытии гиперграфа. Предлагаются жадный алго-
ритм и ленивый алгоритм, адаптированные для решения задачи о вершинном покрытии 
гиперграфа, приводятся примеры работы, а также анализ запусков предложенного жад-
ного алгоритма и ленивого алгоритма.
Ключевые слова: задача комбинаторной оптимизации, задача о вершинном покрытии 
гиперграфа, жадный алгоритм, ленивый алгоритм.

Введение

Разработать алгоритм решения задачи о вершинном покрытии гиперграфа [1, 2].
Гиперграф – пара ( , ),V E  где V  – непустое множество вершин гиперграфа, а E  – семейство 

непустых (необязательно различных) подмножеств множества ,V  называемых рёбрами ги-
перграфа.

На рис. 1 изображён пример гиперграфа.

Вершинное покрытие в гиперграфе – множество вершин, такое, что каждое ребро гипер-
графа содержит по меньшей мере одну вершину из этого множества.

Размер вершинного покрытия – число входящих в него вершин.
Задача о вершинном покрытии состоит в поиске вершинного покрытия наименьшего раз-

мера для заданного гиперграфа.
На входе: гиперграф ( , ).G V E=
Результат: множество C V⊆  – наименьшее вершинного покрытие гиперграфа .G

1. Решение

Для представления гиперграфа ( , )G V E=  в памяти компьютера используются списки ин-
цидентности, в которых указываются связи между инцидентными элементами гиперграфа 

Рис. 1. Пример гиперграфа
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(ребро и вершина). В программе списки инцидентности хранятся в словаре, ключи которого – 
это вершины, значения – список рёбер, инцидентные той или иной вершине. В программе 
списки рёбер хранятся в списках.

Функция, которая позволяет сгенерировать произвольный гиперграф:
def generate(self, number_of_vertexes, number_of_edges):
    ‘’’
   Генерация гиперграфа.
   
   Ключевые аргументы:
   number_of_vertexes -- количество вершин
   number_of_edges -- количество рёбер
   ‘’’
    self.lists_of_incidence = dict()
    if number_of_vertexes >= 3:
        fixed_edge = randint(0, number_of_edges)
    fixed_vertexes = sample(
        list(range(number_of_vertexes)),
        randint(3, number_of_edges)
    )
    for vertex in range(number_of_vertexes):
        edges = sample(
            list(range(number_of_vertexes)),
            randint(0, number_of_edges)
        )
        if number_of_vertexes >= 3 and vertex in fixed_vertexes:
            edges.append(fixed_edge)
        self.lists_of_incidence[vertex] = edges

2. Жадный алгоритм

Для решения поставленной задачи реализован жадный алгоритм. Жадный алгоритм за-
ключается в следующем.

На каждом шаге, пока не закончатся все рёбра в графе:
1. Выбираем вершину, покрывающую наибольшее число рёбер.
2. Добавляем её в решение.
3. Удаляем из графа все рёбра, её инцидентные.
Реализация жадного алгоритма:

def greedy_algorithm(self):
    ‘’’
   Жадный алгоритм.
   ‘’’
    vertices, cover = set(self.lists_of_incidence), set()
    max_vertex = max_degree = -1
    while len(vertices) > 0:
        for vertex in vertices:
            if max_degree == -1 or self.degree(vertex) > max_degree:
                max_vertex, max_degree = vertex, self.degree(vertex)
        cover.add(max_vertex)
        vertices.remove(max_vertex)
        for vertex in vertices:
            if is_neighbors(vertex, max_vertex):
                vertices.remove(vertex)
    return cover
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Пример работы жадного алгоритма представлен на рис. 2.

3. Ленивый алгоритм

Также для решения поставленной задачи реализован ленивый алгоритм. Ленивый алго-
ритм заключается в следующем.

На каждом шаге, пока не закончатся все рёбра в графе:
1. Выбираем первую попавшуюся вершину.
2. Добавляем её в решение.
3. Удаляем из графа все рёбра, её инцидентные.
Реализация ленивого алгоритма:

def lazy_algorithm(self):
    ‘’’
   Ленивый алгоритм.
   ‘’’
    vertices, cover = set(self.lists_of_incidence), set()
    max_vertex = max_degree = -1
    while len(vertices) > 0:
        first_vertex = vertices[0]
        cover.add(first_vertex)
        vertices.remove(first_vertex)
        for vertex in vertices:
            if is_neighbors(vertex, max_vertex):
                vertices.remove(vertex)
    return cover

Пример работы ленивого алгоритма представлен на рис. 3.

Заключение

При запуске обоих алгоритмов количество вершин и рёбер равнялось 10, 20, 30, …, 100.
На рис. 4 изображена зависимость количества вершин в вершинном покрытии от количе-

ства вершин в гиперграфе.
Из рис. 4 видно, что чем больше количество вершин  в гиперграфе, тем жадный алгоритм 

находит более оптимальные решения в отличие от ленивого алгоритма.
На рис. 5 изображена зависимость времени выполнения от количества вершин в гиперграфе.

Рис. 2. Пример работы жадного алгоритма
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Из рис. 5 видно, что оба алгоритма выполняются примерно за одно и то же время. Это свя-
зано с тем, что запуски производились на относительно небольших графах.

Рис. 3. Пример работы ленивого алгоритма

Рис. 4. Зависимость количества вершин в вершинном покрытии 
от количества вершин в гиперграфе

Рис. 5. Зависимость времени выполнения от количества вершин в гиперграфе
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На рис. 6 изображена зависимость количества вершин в вершинном покрытии от количе-
ства рёбер в гиперграфе.

Из рис. 6 видно, что чем больше количество рёбер  в гиперграфе, тем жадный алгоритм 
находит более оптимальные решения в отличие от ленивого алгоритма.

На рис. 7 изображена зависимость времени выполнения от количества рёбер в гиперграфе.

Из рис. 7 видно, что оба алгоритма выполняются примерно за одно и то же время. Связано 
это с тем, что запуски производились на относительно небольших графах.

На основании имеющихся результатов можно сделать вывод, что жадный алгоритм нахо-
дит более оптимальные решения в отличие от ленивого алгоритма. Оба алгоритма выполня-
ются примерно за одно и то же время, но на относительно небольших графах, на которых 
производились запуски.
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Рис. 6. Зависимость количества вершин в вершинном покрытии 
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Рис. 7. Зависимость времени выполнения от количества рёбер в гиперграфе
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Annotation. The measurement of the QoS in distributed system is depending on the accommo-
dation between the plenty of factors each of them may be related or not combining with the effect 
of the resource managements thinnish that had been used on their other hand the anticlutter 
of the system itself playing roll for choosing the strategy that lead to grantee the hedger perfor-
mance for the whole system in all times this lead us to reaching about the effect of if the criteria 
of job request and resource allocation in this case if there is a related criterion or not and find 
the ideal advantage of serving the related jobs criteria in this paper we will find the relationship 
between the jobs request that have the relationship in criteria and try the proposed algorithm 
will find the optimal sequence of service as the packings on the other world is to serve the similar 
jobs at the same time this will reduce the time of execution for each jobs requesting in the system.
Keywords: distributed system, criteria, transmission data, quality of service (QoS), schedule, 
resource allocation.

Introduction 
 
Scheduling refers to a hard and fast of regulations and mechanisms to govern the order of labor to 

be carried out via way of means of a pc gadget. Scheduling is the technique via way of means of which 
threads, techniques or statistics flows are given get right of entry to gadget resources. The want for a 
scheduling set of rules arises from the requirement for maximum cutting-edge structures to carry out 
multitasking (execute multiple method at a time) and multiplexing (transmit a couple of flows simulta-
neously). The primary concept is to preserve the distributed systems are busy as a whole lot as viable via 
way of means of executing a consumer method or process till it have to watch for an event, after which 
transfer to some other method. In multiprogramming structure, the running gadget have to determine 
which one to activate. The selection is made via way of means of the part of the running gadget known 
as the scheduler, the usage of a scheduling set of rules. Scheduling, discussions and associated venture 
place are very indispensable layout topics, whilst speaking approximately real-time applications. The 
resource scheduling set of rules this is used withinside the real-time gadget weighs closely at the max-
imization of usage and throughput, and at the minimization of ready and turnaround times [1]. The 
resource allocation in distributed systems may take a different strategy to get the minimum execution 
time and get the pest performance for all the system. The main concepts of QoS in such a system may 
take different considerations and conditions to get to the best performance, as a result of this the system 
behaver and the results of performance management will determined the main requirements of QoS. 
The connection method in the system itself will play a big role in the optimization of performance as 
well as the maximum transmission of jobs packets will be very effective in delay time of execution. In 
this case we assumed the most effective value to measure the QoS is the time of execution, and all the 
depending values that effect this value to get this goal our Algorithm will achieving some steps: 

Get the minimum number of data transmission while getting the massage pass process 
Get the maximum data packages that can serviced at once 
Get the maximum time delay by grouping the jobs requesting 
Get the ideal distributed map by analyzing the criteria of each request and divided it in to data 

packets [2]. 
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Data processing Dealing with huge quantities of real-time information originating from diverse 
reasserts and having distinctive codecs calls for a cautious layout of the messaging machine archi-
tecture. Increased aid and product instrumenting and adoption of Edge computing paradigms cause 
new sorts of information reasserts, that generate remarkable records, however on the equal time huge 
volumes. These records go with the drift is simplest beneficial if it may be processed in real-time or 
close to real-time [3], so choices may be derived fast. Dividing the messaging platform into separate 
parameter domains (or subjects) with hooked up producer-purchaser family members facilitates in 
logically dividing the load. This concludes how the dispensed messaging platform is storing and push-
ing records. However, subjects need to be visible at a logical degree simplest, as over-structuring the 
subjects at layout time can lessen the flexibility of the platform on lengthy term [3]. For example, it’d 
make experience to apply awesome subjects for store floor resource messages (along with on the spon-
taneous electricity intake information) and for shrewd product messages (comprising operation exe-
cution times). However, dedicating a subject to simplest one form of resource might motive problems 
as the store ground potential can alternate in time, and with the intention to require modifications 
withinside the map-lessen algorithms down the line. At the equal time, the content material of the 
messages dispatched can be distinctive relying at the application, like on the spontaneous electricity 
con-Sumption, motor temperature, axis vibration, and so on. Using a free format for payloads is cru-
cial however calls for a complicated meta-data definition for every attribute. The resource allocation 
problem (RAP) can be divided in two parts in distributed systems first part is about the transmission 
data and the second is about the reschooling the job request execution. In the other word, the pro-
posed Algorithm will parallelize the job execution in the specific strategy by collect the similar criteria 
the main idea is to collect the similar criteria jobs and execute them in as a group and compare the ex-
ecution time between if it executed individually or as a group in the distributed system note depend on 
the previews work and try to find the practical in this way the system will provide the improvement. 

 
1. QoS and System Performance 

 
The QoS could be defined as the improving the whole system performance and increase the capac-

ity of the system to the maximum processing capacity, in this point the system will work in the very 
high level of service and use all the available resources for perform the job requests. In this case our 
proposed algorithm will try to find the best strategy to get to the ideal QoS this will depend on the 
attribute of jobs that request the resources form the system. Every job will have its criteria (such as 
arrival time, execution time,…) according to these criteria the proposed algorithm will try to pushing 
to the system the similar jobs criteria to performed at once 

Every user in the system U has its requirements for resource reservation these requirements will 
depending on some specific criteria C u, in such a case the easiest way to give an order to the query of 
jobs is to covert the criteria in to the weighted sum as performance metric 

The optimization of the system performance will relate to the achieving the QoS requirements 
 

2. The caricature of distributed system and QoS 
 
Conventionally, the useful resource allocation is formulated as an optimization trouble and solved 

on line with immediate state of affairs information. Since maximum useful resource allocation trou-
bles aren’t convex, the choicest answers are very hard to be acquired in actual time. rest or grasping 
strategies are then frequently employed, which leads to overall performance loss. Therefore, the tradi-
tional strategies of useful resource allocation are dealing with great demanding situations to fulfill the 
ever-growing QoS necessities of customers with scarce radio useful resource. Assisted through cloud 
computing [5], a large quantity of historic facts on situations may be amassed for extracting similar-
ities amongst situations the use of system mastering. Moreover, choicest or near-choicest answers of 
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historic situations may be searched offline and saved in advance. When the measured facts of pres-
ent-day state of affairs arrives, the present-day state of affairs is in comparison with historic situations 
to discover the maximum comparable one[4] . Then, the choicest or near-choicest answer withinside 
the maximum comparable historic state of affairs is followed to allocate the radio assets for the pres-
ent-day state of affairs. To facilitate the application of recent layout philosophy, a system mastering 
framework is proposed for useful resource allocation assisted through cloud computing. An instance 
of beam allocation in multi person big multiple-input-multiple-output (MIMO) systems suggests that 
the proposed system mastering primarily based totally useful resource allocation outperforms tradi-
tional strategies. 

3. Perform the proposed algorithm and result dissociation 
 
Let us assume we have current job request in distributed system, every request has its attribute. 

We consider the main attribute that had the beigest effect in the QoS is the time of execution or the 
response time in the system so most of the criteria that algorithm will consider is relate to time. 

Table 1 
Jobs requests and its criteria

Jobs request Criteria1 (time of execution) Criteria2 (arrival time) Criteria3 (deadline) 
Job1 5.3 0.4 7.0 
Job2 4.6 0.6 No 
Job3 4.7 0.3 3.2 
Job4 6.4 0.9 No 
… jibn 4.7 0.5 No 

Table 2 
Normalization criteria by dead line criteria

Jobs request Criteria1 (time of execution) Criteria2 (arrival time) Criteria3 (deadline) 
Job1 5.3 0.4 7.0 
Job3 4.7 0.3 3.2 
Job2,job4,job n 4.6, 6.4, 4.7 0.6, 0.9 ,0.5 No

Fig. 1. The main structure of the jobs request flow in the distributed system control
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We assume in the proposed algorithm we patch the similar jobs that haven’t deadline for execution 
this will reduce the waiting time for these jobs and the whole system will reduce the transferring time 
between the queue of request. 

Fig. 2. The waiting time for the normal order Fig. 3. The waiting time for the proposed algorithm

Conclusion 

We found the order of the jobs in distributed system is highly effective for the time of waiting for 
each process but this without costarring the transmission time and the effect of parallel processing 
with the adding the similar criteria jobs and execute them together, in this paper the proposed algo-
rithm found the adding the jobs as a group will make the waiting time for the other jobs decreases 
every time we adding the groups this will make the system work in maximum capacity and get up to 
two times faster. 
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ОЦЕНИВАНИЯ В АНАЛИЗЕ ЭФФЕКТИВНОСТИ ИНВЕСТИЦИОННЫХ ПРОЕКТОВ
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Аннотация. Управление инвестициями является важнейшим направлением деятельно-
сти современных предприятий. Реальные инвестиции, особенно связанные с созданием 
нового капитала (новых компаний, новых производств), сопряжены с различными ви-
дами неопределенности. В данной работе для моделирования недетерминированных 
(нечетко заданных) параметров инвестиционного проекта при нахождении основного 
критерия эффективности инвестиционных проектов – чистого дисконтированного де-
нежного дохода, предлагается использовать аппарат нечетких интервальнозначных чи-
сел. Нечеткие интервальнозначные числа, которые достаточно часто интерпретируют 
как нечеткие числа второго порядка или сверхнечеткие числа, позволяют моделировать 
не только неопределенность значений на базовой оси анализируемого параметра, но и 
неопределенность, связанную со значениями функции принадлежности. Предложенный 
в работе алгоритм оценки чистого дисконтированного дохода на основе операций с не-
четкими интервальнозначными числами доведен до программной реализации, в статье 
описан вычислительный эксперимент, проведенный средствами данного программного 
обеспечения.
Ключевые слова: оценка эффективности инвестиционных проектов, нечеткие множе-
ства, интервальнозначные нечеткие числа.

Введение

Повышение эффективности принимаемых инвестиционных решений является важней-
шей проблемой устойчивого и конкурентоспособного развития российских предприятий. 
В качестве основных критериев оценки эффективности инвестиционных решений рассматри-
ваются: чистый дисконтированный денежный доход ЧДД (net present value – NPV); индекс 
рентабельности инвестиций ИДД (profitability index – PI); внутренняя норма рентабельности 
инвестиций ВНД (internal rate of return – IRR). Расчет данных показателей как детерминиро-
ванных величин дает адекватную оценку эффективности инвестиционного проекта только 
в том случае, если экспертам удается сформировать достаточно точные оценки ожидаемых 
значений денежных потоков проекта для каждого временного периода его реализации и ког-
да отсутствуют случайные факторы, оказывающие существенное влияющие на проект. Но, в 
реальной практике среда реализации инвестиционного проекта, как правило, является неде-
терминированной, несбалансированной, на проект оказывают влияние различные случайные 
факторы. Влиянием многих из этих факторов нельзя пренебрегать. Нужны специальные ин-
струменты моделирования, которые позволили бы учесть неопределенность информации и 
влияние различных случайных факторов на реализацию проекта. В данном случае хорошо 
работает аппарат теории вероятностей и математической статистики, но применение данно-
го аппарата требует наличия ретроспективных статистических данных, которые достаточно 
сложно получить при реализации новых проектов. Альтернативой аппарату теории вероят-
ностей и математической статистики является аппарат нечетких и лингвистических оценок, 
базирующийся на обработке экспертной информации.

Денежные потоки инвестиционного проекта на каждом интервале времени можно рассма-
тривать как нечеткие числа [4, 6]. Применение обычных нечетких чисел посредством функции 
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принадлежности позволяет отразить меру неопределенности (неуверенности эксперта) в том 
что значение величины потока будет именно таким. 

В рамках данного исследования для оценки эффективности проектов будет использоваться 
аппарат нечетких интервальнозначных чисел второго порядка. Нечеткие интервальнозначные 
числа второго порядка введены в работе Л. А. Заде (L. A. Zadeh) [16]. Исследованию данного 
инструментария и оценке его применимости для решения практических задач посвящены ра-
боты: Дж. М. Менделя (J. M. Mendel), Р. И. Джона (R. I. John) [14], их последователей [11–13], 
Е. М. Ремезова, А. С. Шведова [9, 10] и других. Выбор инструментов, основанных на нечетких 
интервальнозначных числах, обоснован тем, что оценка параметров проекта в виде нечетких 
чисел, как правило, осуществляется экспертным путем, даже если мнения экспертов согласо-
ваны, функции принадлежности параметров проекта у разных экспертов несколько отлича-
ются, появляется нечеткость значений функции принадлежности, нечеткие интервальнознач-
ные числа позволяют моделировать нечеткость значений функции принадлежности. В данном 
случае мера принадлежности тоже задается нечетко в виде интервала значений.

1. Теоретические основы интервальнозначных нечетких чисел

Вначале введем все необходимые обозначения и определения. Рассмотрим некоторое мно-
жество ,U  которое будем считать универсальным для данного рассмотрения, так что все ис-
следуемые в данный момент множества являются подмножествами .U  Для задания четко 
определенных (обычных) подмножеств A  множества U  можно использовать характеристи-
ческую функцию:

	
: {0,1},

1,
( ) .

0,

A

A

U
x
x

A
x

A

µ

µ

→


= 



∈
∉

åñëè

åñëè

	 (1)

При задании на U  нечетких подмножеств первого порядка вместо характеристической 
функции используют функцию принадлежности:

	 : [0,1],A Uµ → 	 (2)
которая каждому  x A∈  ставит в соответствие меру его принадлежности (скалярная величина) 
0 ( ) 1 A xµ≤ ≤  данному множеству. Интерес представляют  ,x A∈  для которых мера принадлеж-
ности ( ) 0,A xµ ≠  множество таких элементов образует носитель нечеткого множества:

	 ( )[ : 0].A AU x U xµ= ∈ > 	 (3)
Самую высокую неопределенность с точки зрения принадлежности имеют элементы мно-

жества ,A  для которых мера принадлежности ( ) 0,5,A xµ =  такие элементы называются точка-
ми перехода нечеткого множества .A  Не обязательно среди элементов нечеткого множества 
должны присутствовать элементы, мера принадлежности которых ( ) 1,A xµ =  если хотя бы 
один такой элемент присутствует, то нечеткое множество называется нормальны.

Любое нечеткое множество можно преобразовать в нормальное путем нормализации 
меры принадлежности:

	 ( ) ( )
( )

: .
max

A

A
A

Ax U

x
x

x
µ

µ
µ

∈

= 	 (4)

Достаточно часто для задания меры принадлежности используются треугольные и тра-
пециевидные кусочно-линейные функции. В рамках данной работы будут использоваться тре-
угольные функции принадлежности (рис. 1.), заданные в виде:
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Нормальное нечеткое треугольное число первого типа удобно задавать в виде:
	 ( )1 2, , ,A a a a= 	 (6)

где 1 2, ,a a a  – соответствующие опорные значения функции принадлежности.

Нечеткие интервальнозначные числа второго порядка позволяют моделировать неопреде-
ленность значений меры принадлежности путем задания значений функции принадлежности 
в виде интервалов из отрезка [0,1] или с помощью двух функций принадлежности. Верхние 
границы интервалов значений функции принадлежности образуют верхнюю функцию при-
надлежности, нижние границы интервалов значений функции принадлежности образуют 
нижнюю функцию принадлежности. Нечеткие числа второго порядка представляют собой 
пару нечетких множеств первого порядка, соответственно с нижней и верхней мерой принад-
лежности [9]. В данной работе будут использоваться треугольные интервальнозначные нечет-
кие числа второго порядка, которые удобно представлять следующим образом:

	 
  ( ) ( )[ , ] ( , , , ) , ( , , , ) ,U L U U U U L L L L

l m r l m rA A A a a a H A a a a H A= = 	 (7)

где UA  и LA  – нечеткие множества первого порядка , ,U U U
l m ra a a  и , ,U U U

l m ra a a  – опорные значе-
ния интервального нечеткого множества, а ( )UH A  и ( )LH A  – модальные значения верхней и 
нижней мер принадлежности (рис. 2).

На практике чаще используют нормализованные верхние и нижние меры принадлежно-
сти. Такие интервальнозначные нечеткие числа второго порядка обозначаются следующим 
образом [11]:

	  ( ) ( ), , , , , .U U L L
l m r l m rA a a a a a a= .	 (8)

Рассмотрим основные алгебраические операции над интервальнозначными нечеткими 
числами. 

Пусть  ( ) ( )1 1 1 1 1 1 1, , , , ,U U L L
l m r l m rA a a a a a a=  и  2 22 2 2 2 2( , , ), ( , , )U U L L

l m r l m rA a a a a a a=  – два нечетких 
интервальнозначных числа, тогда арифметические операции над данными числами выполня-
ются следующим образом [13]:

Сложение:
	   ( )(1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2  ; ; , ( ; ; ));U U U U L L L L

l l m m r r l l m m r rA A a a a a a a a a a a a a⊕ = + + + + + +  	 (9)

Рис. 1. Треугольная функция принадлежности
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Разность:

	   ( )( ( ))2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 11 2; ; , ; ; ;U U U U L L L L
l l m m r r l l m m r rA A a a a a a a a a a a a a= − − − − − −−  	 (10)

Произведение:

	   ( )( ( ))2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 11 2; ; , ; ; ;U U U U L L L L
l l m m r r l l m m r rA A a a a a a a a a a a a a= × × × × × ×⊗  	 (11)

Умножение на четкое число :k
	  ( ) ( )1 1 1 1 1 1 1, , , , , . U U L L

l m r l m rk A k a k a k a k a k a k a= × × × × × × 	 (12)
Также, введем среднее значение интервальнозначного числа второго порядка [12].
Рассмотрим число:
	  ( , , ), ( , , ).U U L L

l m r l m rA a a a a a a= 	 (13)
Для определения среднего значения используется понятие γ  – уровневого множества 

( [0,1])γ ∈  [12], которое состоит из пары подмножеств числовой прямой :R

	 
 , ,L UA A A

γ γγ     =      
 	 (14)

где

	  ( ){ } ( ) ( ) ( ) ( )1 2: , 1 , 1 ;L L L L L L
A m l m rA x R x a a a a a a

γ
µ γ γ γ γ γ γ γ     = ∈ ≥ = = + − + −     	 (15)

	  ( ){ } ( ) ( ) ( ) ( )1 2: , 1 , 1 .U U U U U U
A m l m rA x R x a a a a a a

γ
µ γ γ γ γ γ γ γ     = ∈ ≥ = = + − + −     	 (16)

C помощью γ  – уровневых множеств введем среднее значение через интеграл:

	
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1 11 2 1 2

0 0 0

( ) ( ) 2 1
2 2 3 12

U U L L
L L U U

m l r l r

a a a a
E A a a a a a d

γ γ γ γ γ γ
γ

+ +
= + = = + + + +∫ ∫ ∫

	(17)

2. Оценка NPV на основе интервальнозначных нечетких чисел второго типа

Одним из важнейших показателей эффективности (привлекательности) инвестиционных 
проектов является чистый дисконтированный денежный доход ,NPV  который в предположе-
нии, что инвестиции осуществляются в начальный период времени, и при использовании 
классической числовой шкалы вычисляется по следующему формуле [5]:

	
( ) ( )1

 ,
11

t
t

t
t

C ICNPV
rr=

= −
++

∑ 	 (18)

Рис. 2. Меры принадлежности для нечетких чисел второго типа
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где tC  – значение суммарного денежного потока в период времени ;t  IC  – инвестиционные 
вложения в начальный период времени; r  – ставка дисконтирования.

Обычно ставка дисконтирования рассчитывается на основе уровня инфляции в стране ре-
ализации инвестиционного проекта или другого показателя прибыльности капитальных вло-
жений в альтернативные проекты.

В рамках данной работы для того, чтобы учесть неопределенность и неточность экспертной 
информации об основных параметрах реализации инвестиционного проекта в расчетах NPV  
будут использоваться нечеткие интервальные числа второго типа. NPV  рассчитывается по той 
же формуле, но все параметры являются нечеткими интервальными числами второго типа:

	 





( ) ( )1

 ,
11

t
t

t
t

C ICNPV
rr=

= −
++

∑


	 (19)

где NPV  – нечеткий интервальнозначный чистый дисконтированный денежный доход,  tC  – 
нечеткое интервальнозначное значение суммарного денежного потока проекта в период вре-
мени :t

	 

 ( ) ( ), , , , , .U U L L
t lt mt rt lt mt rtÑ ñ ñ ñ ñ ñ ñ= 	 (20)

Для вычисления интервальнозначного значения NPV  используются изложенные в преды-
дущем параграфе основные операции над интервальными нечеткими числами второго типа. 

Открытым остался вопрос сравнения инвестиционных проектов на основе .NPV  Считает-
ся, что  

 ,g pNPV NPV≤  если  

( ) ( ),pgE NPV E NPV≤  где 

( )pE NPV  – среднее значение  ,pNPV  
аналогично, 

( )qE NPV  – среднее значение  .qNPV  Вычисление среднего значения опирается на 
понятие γ  – уровневого множества. Формула для расчета приведена в предыдущем параграфе.

Рассмотрим практическое применение описанной выше оценочной процедуры на примере 
двух инвестиционных проектов, находящихся в равных условиях. Срок реализации проектов 
составляет 5 лет, группа экспертов состоит из 4 участников, ставка дисконтирования прини-
мается равной 6 %.

В табл. 1 и 2 представлены экспертные мнения о будущих потоках денежных средств в виде 
нечетких чисел с треугольными функциями принадлежности по первому и второму проекту 
соответственно.

Таблица 1
Экспертные значения основных параметров первого проекта, 

представленные в виде нечетких чисел с треугольными функциями принадлежности
k 1 год  2 год 3 год 4 год 5 год

lc mc rc lc mc rc lc mc rc lc mc rc lc mc rc
1 –225 –180 –150 370 495 510 585 670 705 700 862 900 900 1050 1200
2 –220 –200 –130 390 498 500 590 670 700 680 870 890 900 1030 1150
3 –230 –180 –160 420 470 520 600 665 710 720 860 910 940 1030 1200
4 –250 –165 –160 400 485 505 600 650 710 690 850 900 930 1050 1150

Таблица 2
Экспертные значения основных параметров второго проекта, 

представленные в виде нечетких чисел с треугольными функциями принадлежности
k 1 год  2 год 3 год 4 год 5 год

lc mc rc lc mc rc lc mc rc lc mc rc lc mc rc
1 –225 –180 –150 –100 –85 –75 370 495 510 585 670 705 700 862 900
2 –220 –200 –130 –105 –90 –65 390 498 500 590 670 700 680 870 890
3 –230 –170 –160 –105 –90 –70 420 470 520 600 665 710 720 860 910
4 –250 –165 –160 –100 –85 –70 400 485 505 600 650 710 690 850 900
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По приведенным данным, используя специально разработанное программное обеспечение 
вычисляется интервальнозначное значение NPV  первого и второго проектов. В табл. 3 пред-
ставлены оценки NPV  первого и второго проектов, выраженные интервальным нечетким 
числом второго типа.

Таблица 3
Обобщенное интервальнозначное NPV проектов

Первый проект Второй проект

lNPV mNPV rNPV lNPV mNPV rNPV
1( )F NPV 95.732 812.578 1497.629 500.921 643.016 682.233
 2( )F NPV 422.213 812.578 1079.455 541.504 643.016 662.831

Графики функций принадлежности полученных интервальнозначных NPV первого и вто-
рого проекта представленны на рис. 3

Для сравнения интервальнозначных значений NPV  первого и второго проектов вычисля-
ется среднего значения для каждого проекта (табл. 4). 

Таблица 4
Средние значения NPV для первого и второго проектов

Среднее значение показателя NPV  проектов
Первый проект 984.173
Второй проект 1.758

Таким образом, полученные результаты показывают, что оба проекта эффективны, по-
скольку средние значения NPV  положительны, но среднее значение первого проекта значи-
тельно выше среднего значения второго проекта, это говорит о том, что при альтернативном 
выборе стоит отдать предпочтение первому проекту.

Заключение

Предложенный в рамках исследования подход к применению аппарата интервальнознач-
ных нечетких чисел второго типа и разработанное на основе данного подхода алгоритмиче-
ское и программное обеспечение могут служить эффективным средством поддержки приня-

Рис. 3. Графическое представление нечеткого NPV I и II проектов
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тия решений при оценке альтернативных инвестиционных проектов в условиях нечеткости и 
неточности информации об основных параметрах данных проектов. Предложенные инстру-
ментальные средства позволяют: обрабатывать и визуализировать экспертные оценки пара-
метров проекта и при помощи специальных операций над нечеткими числами оценивать 
NPV  проектов и сравнивать их по эффективности.
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МОДЕЛИ И МЕТОДИКИ МНОГОКРИТЕРИАЛЬНОГО ОБОСНОВАНИЯ 
КОЛИЧЕСТВЕННОГО СОСТАВА СИСТЕМЫ ГРУППОВОГО МОНИТОРИНГА 

НА БАЗЕ БЕСПИЛОТНЫХ ЛЕТАТЕЛЬНЫХ АППАРАТОВ

1ФНПЦ АО «НПП «Полет», Нижний Новгород
2АО «НПП «Радар ммс», Санкт-Петербург

А. В. Ананьев1, К. С. Иванников2

Аннотация. Предложен подход к многокритериальному анализу эффективности ведения 
воздушного мониторинга группами беспилотных летательных аппаратов в экстремаль-
ных условиях. В основу многокритериального анализа положены модели зависимостей 
показателей качества функционирования системы воздушного мониторинга: достовер-
ности, своевременности (оперативности) и устойчивости функционирования. Показан 
результат определения оптимального количества беспилотных летательных аппаратов 
для системы воздушного мониторинга с использованием метода обобщенной целевой 
функции.
Ключевые слова: дистанционное зондирование, воздушный мониторинг, групповое при-
менение, беспилотный летательный аппарат, многокритериальный анализ эффективности.

Введение

Информация, получаемая по результатам воздушного мониторинга Земли с использовани-
ем пилотируемых авиационных комплексов (АК) воздушного мониторинга, приносит значи-
тельную эффективность при управлении различными сферами человеческой жизнедеятельно-
сти [1, 2]. Использование пилотируемых АК позволяет решать широкий спектр задач, в том 
числе: проведение поисковых и обеспечение поисково-спасательных работ, геологическое кар-
тирование при разведке полезных ископаемых, экологический мониторинг окружающей сре-
ды, ведение ледовой разведки, обнаружение очагов лесных и степных пожаров с определением 
их размера и обеспечение контроля их тушения, построение ареалов подземных процессов, 
зон распределения и аккумулирования подземных вод, контроль и оценка загрязнения водной 
поверхности нефтепродуктами, оценку масштабов наводнения и т. д. Однако, несмотря на вы-
сокий потенциал пилотируемых АК, все большее применение находит воздушный мониторинг 
с применением беспилотных летательных аппаратов (БЛА) [3]. Активное использование БЛА 
обусловлено снижением рисков гибели экипажей в экстремальных условиях воздушного мо-
ниторинга, снижением материальных затрат, а также сложностью решения проблем электро-
магнитной совместимости при размещении различных датчиков на одном носителе. Очевидно, 
что в таком случае, повышение производительность систем воздушного мониторинга возмож-
но за счет объединения отдельных БЛА в группы. В свою очередь, разработки систем с БЛА, 
объединенными в группы, заложили изменения в условия ведения воздушного мониторинга. 
При этом известные исследования начались, прежде всего с формализации группового поиска 
на основе обобщения (унификации) типовых режимов работы групп БЛА [4] и в дальнейшем 
продолжаются в направлении улучшения качества и безопасности поиска объектов интереса 
[5]. В общем случае для обеспечения эффективности группового применения осуществляет-
ся решение проблем группового полета БЛА [6, 7], в том числе с учетом нагрузки на систему 
управления [8]. В то же время, в известных работах отсутствует комплексное разрешение про-
тиворечий отдельных показателей эффективности, достижение которого возможно на основе 
методов многокритериального анализа, обеспечивающих отыскание оптимальных решений. 
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1. Разработка моделей зависимостей показателей качества функционирования 
системы воздушного мониторинга

Проведем обобщение показателей эффективности группового поиска для обеспечения 
возможности оптимизации без нарушения валидности моделей исследуемых процессов. 

Увеличение количества БЛА с размещенными на них датчиками одинаковой и различной 
физической природы: видимого диапазона, инфракрасного диапазона, магнитных датчиков и 
т. д., приведет к увеличению количества информации об объекте наблюдения, что однозначно 
повысит достоверность выводов о его классовой принадлежности как объекта распознава-
ния и точности определения его координат. Здесь же необходимо понимать, что существует 
некоторая степень достаточности количества БЛА в смысле вклада в повышение показателя 
достоверности воздушного мониторинга. В этом случае функциональная зависимость досто-
верности передаваемой информации может быть определена исходя из подхода, основанного 
на энтропии информации [9] и зависит от числа датчиков, размещенных на БЛА и закона рас-
пределения вероятности ошибочных решений по результатам наблюдений. Для нормального 
распределения ошибок это возрастающая показательная функция вида:

	 1( ) exp( ),q N A B K N= + ⋅ − ä

где A  и B  – нормирующие множители, Kä  – коэффициент достоверности получаемой инфор-
мации, от одного узла (БЛА). Учитывая, что с одной стороны при отсутствии БЛА достовер-
ность нулевая, а с другой стороны при их большом количестве стремиться к единице, имеем 
условие нормировки вида: 1(0) 0;q =  1( ) 1,q ∞ =  что позволяет функциональную зависимость 
достоверности представить в виде выражения

	 1( ) 1 exp( ).q N K N= − − ä 	 (1)
Графики зависимости достоверности от числа БЛА N, полученные с использованием выра-

жения (1) для разных значений коэффициента ,Kä  представлены на рис. 1.

Принятие в качестве первого показателя эффективности системы воздушного мониторин-
га «достоверности» в виде зависимости (1) позволяет объективно одновременно учесть пра-
вильность распознавания и точность определения координат объектов поиска. 

Следующим обобщенным показателем в работе предлагается рассмотреть своевремен-
ность (оперативность) обработки результатов наблюдения в различных физических полях, 
функциональная зависимость которой будем строить из соображений того, что время управле-
ния сложной системой пропорциональна ее сложности ,sD  а та, в свою очередь, экспоненци-
ально возрастает с ростом числа элементов системы (узлов связи N ) [10]. Понимая под своев-
ременностью (оперативностью) показатель, обратно пропорциональный времени управления, 
можно записать: 

Рис. 1. Зависимости достоверности от числа БЛА N  для разных значений 
коэффициента достоверности Kä
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	 2 ( ) ~ exp( ),
exp( )s c

c

Aq N D A K N
K N

= = ⋅ − 	  (2)

где A  – коэффициент пропорциональности, cK  – коэффициент, характеризующий скорость 
уменьшения оперативности (своевременности) с ростом числа узлов, который назовем коэф-
фициентом своевременности. Определим коэффициент cK  так, чтобы время выполнения бо-
евой задачи от единичного узла равнялось единице: 2 (1) 1;q =  2 ( ) 0q ∞ =  ( 2 (0)q  – неопределено), 
а с увеличением узлов определялось уравнением (2). Таким образом, коэффициент cK  – это 
коэффициент своевременности, обеспечивающий нормирование на единицу своевременно-
сти при наличии только одного датчика. Его физический смысл состоит в том, что он равен 
натуральному логарифму относительного изменения своевременности, если система увели-

чит свою структуру управления на один узел: 2

2

( )ln .
( 1)c

q NK
q N

 
=  + 

 Это нормирование позволит 

на практике определить время управления (обработки информации) от произвольного числа 
узлов, а в дальнейшем рассчитать это же время для любого числа узлов. 

Тогда показатель своевременности будет зависеть от числа узлов как:
	 [ ]2 ( ) exp ( 1) .cq N K N= − − 	 (3)
Графики зависимости показателя своевременности от числа N для разных значений коэф-

фициента cK  представлены на рис. 2.

Сама первопричина применения БЛА для воздушного мониторинга, заключающаяся в па-
рировании вызов экстремальных условий наблюдения, предопределяет введение показателя 
устойчивости функционирования системы. С физической точки зрения, допустимо отожде-
ствить устойчивость функционирования системы мониторинга с устойчивостью информаци-
онного обмена внутри групп БЛА [11] зависящего от количества БЛА, т. е. узлов сети воздуш-
ной связи. В этом случае, исключая вероятностную составляющую [11] выхода из строя БЛА в 
результате воздействия дестабилизирующих факторов, а именно порывов ветра, обледенения 
несущей кромки крыла и т. д. построим функциональную зависимость устойчивости систе-
мы мониторинга (фактически системы передачи информации) на предположении, что все 
узлы сети связи сконцентрированы в объеме пространства, достаточном для передачи инфор-
мации между каждой парой узлов, что соответствует модели обмена информации в виде пол-
ного графа с N  вершинами. Учитывая это, можно считать, что объем передачи информации 
будет пропорциональна числу связей между ее узлами, равному числу ребер полного графа. 
Из комбинаторики [12] известно, что число ребер полного графа равно: 

	 2 ! ( 1) ,
2!( 2)! 2N

N N NC
N

−
= =

−
	 (4)

где m
nC  – число сочетаний без повторений.

Рис. 2. Зависимости показателя своевременности от числа N  для разных значений 
коэффициента cK
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Исходя из этого, под показателем устойчивости системы будем понимать отношение объ-
ема передаваемой информации при выведении из системы передачи информации одного узла 
связи к объему переданной информации, если тот узел из системы выведен не был. С учетом 
данного определения и (4), показатель устойчивости системы будет выглядеть следующим об-
разом:

	
2

1
3 2

2( ) .N

N

C Nq N
C N

− −
= = 	 (5)

Графики зависимости показателя устойчивости от числа узлов N  представлен на рис. 3.

Предложенные зависимости показатели 1( ),q N  2 ( ),q N  3 ( )q N  нормированы на единичную 
интервальную шкалу, что позволяет применять различные методы многокритериальной оп-
тимизации.

2. Частное решение задачи оптимизации с использованием метода 
обобщенной целевой функции

Для определения оптимального количества БЛА с учетом предложенных показателей ис-
пользуем метод обобщенной целевой функции. Его идея заключается в том, что формируется 
некоторый интегральный показатель ( )F X



 зависящий от частных показателей 1( ),q X


 2 ( ),q X


 
3 ( )q X


 таким образом, что их улучшение приводит к максимизации интегрального показателя. 
Зависимость интегрального показателя от частных обычно представляют в виде либо адди-
тивной весовой модели вида:

	 1 1 2 2 3 3( ) ( ) ( ) ( ),F N W q N W q N W q N= + + 	 (6)
либо в виде мультипликативной модели:

	 31 2
1 2 3( ) [ ( )] [ ( )] [ ( )] .WW WF N q N q N q N= ⋅ ⋅ 	 (7)

В формулах (6) и (7) 1,W  2 ,W  3W  – весовые множители критериев, характеризующие их 
важность критериев в случае их одинаковой направленности.

Для нашего случая, более рационально использовать мультипликативную модель (7), обо-
снуем это мнение. При использовании аддитивной модели, как это делается в большинстве 
случаев, роль вклада частных критериев в интегральный является линейной, и при более ин-
тенсивном росте какого-нибудь критерия, целевой функции (6) будет выгодно обнулить или 
сильно занизить один или два из остальных критериев, достигнув абсолютного максимума. 
Но это противоречит физической сущности задачи, когда какой-либо фактор рационального 
управления близок к нулю. Эту проблему можно решить, наложив ограничения в виде ми-
нимального значения критериев, но это приведет к возможным неоптимальным решениям 
(опять, из-за линейности влияния критериев) и усложнит задачу в вычислительном плане. 

Рис. 3. Зависимости критерия устойчивости от количества узлов N
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Применение мультипликативной модели (7) позволит избежать этого недостатка: значитель-
ное уменьшение любого из частных показателей будет намного больше уменьшать интеграль-
ный показатель, чем будет давать его рост за счет еще большего увеличения других показа-
телей. Вычислительные эксперименты, проведенные для разных исходных данных, также 
показали обоснованность выбора мультипликативной модели.

Также необходимо учитывать то, что решение должно не выходить за область допустимых 
значений .D  В результате, критерием оптимального количество БЛА по методу обобщенной 
целевой функции будет ее максимум

	
31 2

1 2 3( ) [ ( )] [ ( )] [ ( )] max;
.

WW WF N q N q N q N
N D

= ⋅ ⋅ →
∈

	 (8)

Если в целевую функцию (8) подставить значения из (2), (3) и (5), то получим явный вид 
оптимизационной задачи

	 [ ]
3

1 2
2( ) [1 exp( )] [exp ( 1) ] max;

2, .

W
W W

c
NF N K N K N

N
N N

− = − − ⋅ − − ⋅ →  
≥ −

ä

öåëîå

	 (9)

Частные результаты оптимизационной задачи (9) для разных весовых коэффициентов 
представлены на рис. 4.

Как видно на рис. 4, графики целевой функции имеют максимум, следовательно, оптими-
зационная задача (9) имеет решение. Применяя методы математического анализа, его можно 
найти, решив трансцендентное уравнение вида:

	 1 3
2 2

1

2 0
exp( ) 1 2c

W K WW K
W N N N

− + =
− − −

ä .	 (10)

Заключение

В работе сформирована группа показателей системы воздушного мониторинга базирую-
щаяся на групповом применении БЛА. Предложенные показатели в совокупности позволяют 
объективно учесть в общем виде эффективность системы. Основным отличием от известных 
подходов является возможность получения не рациональных, а оптимальных решений на 
основе решения оптимизационной задачи (9). Следует отметить, что предложенный подход 
обладает существенной общностью и может быть распространен на широкий класс систем 
управления.

Рис. 4. Зависимость интегральной целевой функции от числа узлов при разных весах критериев
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УДК 519.81

ПРИМЕНЕНИЕ МЕТОДОВ МНОГОКРИТЕРИАЛЬНОЙ ОПТИМИЗАЦИИ 
ДЛЯ ВЫБОРА НАПРАВЛЕНИЯ РЕКЛАМНОЙ ДЕЯТЕЛЬНОСТИ ПРЕДПРИЯТИЯ

Воронежский государственный университет

Е. М. Аристова

Аннотация. Для оптимизации своей деятельности организациям следует изменить мар-
кетинговую стратегию сбыта товара потребителям. В данной статье рассматривается 
консервативная маркетинговая стратегия. Основными условиями для такой модели явля-
ются: минимальные затраты на рекламу, максимальное количество новых предприятий – 
потребителей / покупателей и минимальная продолжительность проведения рекламных 
компаний. Возникшая задача многокритериальной оптимизации решается с помощью 
различных подходов, на основе которых делается вывод об оптимальном принятии ре-
шения в каждом конкретном случае.
Ключевые слова: многокритериальная оптимизация, маркетинговая стратегия, реклам-
ная деятельность предприятия, область компромиссов, консервативная маркетинговая 
стратегия, метод равномерной оптимизации, метод идеальной точки, метод ведущего 
критерия, метод справедливого компромисса, метод свертывания критериев.

Введение

Для оптимизации своей деятельности многим организациям следует изменить марке-
тинговую стратегию сбыта товара потребителям. Особенно это касается узкоспециализиро-
ванных производителей, т. к. рекламные мероприятия являются для них основным рычагом 
продвижения продукции. Причем, для специализированных производителей наиболее пред-
почтительными направлениями рекламной деятельности являются следующие: использова-
ние web-сайтов, участие в различных ярмарках, выставках, публикации в каталогах, использо-
вание наружной рекламы, размещение рекламы на визитных карточках, брошюрах.

Каждое из перечисленных направлений продвижения продукции относится к различным 
вариантам маркетинговой стратегии, которые придерживаются маркетинговые службы на 
предприятиях. Существуют различные виды маркетинговых стратегий, среди которых выде-
ляют: агрессивную, умеренную и консервативную стратегии.  Отличия между маркетинговы-
ми стратегиями сводятся к продолжительности проведения рекламных компаний, затратам 
на их проведением и целями каждой из рассматриваемых стратегий. 

Но иногда сделать рациональный выбор в пользу конкретной маркетинговой стратегии 
бывает очень не просто. Тогда на помощь приходят методы многокритериальной оптимиза-
ции, которые позволяют определить наиболее грамотное сочетание между выбранной мар-
кетинговой стратегией и средствами достижения ее стратегических целей (видами рекламы).

1. Постановка задачи многокритериальной оптимизации

Под общей задачей оптимизации понимается задача вида: 

	 ( )
1

 ( , )
n

j j
j

F X c x extr max min
=

= →∑ 	 (1)

с заданными условиями: 

	
1

, 1, ,
n

ij j i
j

a x b j k
=

≤ = …∑ 	 (2)
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n
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j

a x b j k m
=

= = + …∑ 	 (3)

	 0, 1, , , ,jx j l l n≥ = … ≤ 	 (4)
где , ,  i i ja b c  – заданные константы.

Функция (1) называется целевой функцией или функцией цели задачи, а условия (2)–(4) 
называются ограничениями этой задачи. Вектор 1( ,.., ),nx x x=  который удовлетворяет услови-
ям (2)–(4), называется допустимым решением. Некоторое решение * * *

1( ,.., ),nx x x=  при кото-
ром функция задачи (1) достигает своего оптимального (максимального, минимального) зна-
чения, называется оптимальным.

Результаты задач планирования и управления показывают, что в реальной постановке эти 
задачи содержат несколько целевых функций. А соответствующие задачи называются много-
критериальными (многоцелевыми) задачами оптимизации. 

Как показывает практика, критерии kf  оказываются противоречивыми, а это приводит к 
пустому пересечению множеств решений и к отсутствию идеального решения задачи. Поэто-
му формальная запись задачи многокритериальной максимизации не является основанием 
для решения, и считается, что задача многокритериальной оптимизации реализует априорные 
рациональные принципы оптимальности, которые полностью подходят под описание множе-
ства ,Ω  положениями ( ), 1,..,kf x k M=  и предпочтительными направлениями изменения оце-
нок .kf

При решении задач многокритериальной оптимизации, в первую очередь, нужно найти 
некоторую область компромиссов, т. к. поиск решения и само решение будет находиться в 
этой области.

Область компромиссов – это некоторое подмножество из найденного множества опти-
мальных решений X, которое обладает таким свойством, что все принадлежащие ему решения 
не могут быть одновременно улучшены по всем локальным критериям.

Для того чтобы определить улучшаемость решения используется принцип Парето-опти-
мальности.

Определение 1. Точка 0x  называется оптимальной по Парето в задаче многокритериаль-
ной максимизации, если не существует другой точки ,x′∈Ω  для которой 0( ) ( ),k kf x f x′ ≥  

1,..,k M∀ =  и существует такой индекс 0 ,k  что 
0

0 0( ) ( ).k kf x f x>
Замечание. Заметим, что в множестве решений всех частных задач существует некоторое 

непустое подмножество точек, являющихся оптимальными по Парето, что, в свою очередь, 
обеспечивает существование решения задачи выбора с принципом эффективности по Паре-
то. Более того, если решение каждой частной задачи kx  единственно, то 1{ ,.., } .M

rx x P⊂
При решении задач многокритериальной оптимизации начальным шагом для решения 

следует считать выделение области оптимальных по Парето компромиссов (решений).
Каждый из векторов, принадлежащих множеству допустимых решений, который не явля-

ется оптимальным по Парето, доминируется другим оптимальным вектором. 
Решение является оптимальным тогда и только тогда, когда оно независимо от выбранного 

принципа оптимальности принадлежит области компромиссов. В противном случае, оно мо-
жет быть улучшено и, соответственно, не будет являться оптимальным. 

В связи с вышесказанным, область компромиссов – это область более узкая, чем область 
возможных решений, эта область содержит по сути своей, потенциально оптимальные ком-
промиссы. Поэтому следует искать решение задачи именно в области компромиссов, так как 
это значительно упрощает задачу из-за того, что область уже, чем вся область возможных ре-
шений.

Задача линейной многокритериальной оптимизации может быть записана в виде
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	 1( ) ( ( ),.., ( )) max,
,

nF x f x f x
x X

= →
 ∈

где x X∈  ( )nX R∈  – это множество, состоящее из допустимых решений какой-то задачи мно-
гокритериальной оптимизации), а 1( ) ( ( ),.., ( )),nF x f x f x=  : ,n

if R R→  1, ,i n=   являются кри-
териями. 

Для решения задач многокритериальной оптимизации существует множество способов и 
методов, среди которых стоит отметить: принцип эффективности по Парето [1, 3–5], принцип 
приближения по всем локальным критериям к идеальному решению [1, 4], метод весовых ко-
эффициентов [4, 5], метод последовательных уступок [1, 2] и др.

2. Применение метода многокритериальной оптимизации для оптимального выбора 
при использовании консервативной маркетинговой стратегии

Основными критериями использования модели являются: затраты на рекламу (в месяц), 
количество вновь привлеченных предприятий – потребителей / покупателей в месяц, продол-
жительность проведения рекламных мероприятий по продвижению продукции. Причем ко-
личество потребителей (новых, с которыми ранее не заключались договора), привлеченных 
той или иной рекламой, определяется путем их непосредственного опроса.

Рассмотрим консервативную маркетинговую стратегию. Основными условиями для моде-
ли являются: минимальные затраты на рекламу; максимальное количество новых предприя-
тий – потребителей / покупателей; минимальная продолжительность проведения рекламных 
компаний. Исходные данные для построения модели представлены в табл.1.

Таблица 1 
Исходные данные для применения метода многокритериальной оптимизации

1f 2f 3f
1A 400 000 9 14

2A 2 500 000 21 16

3A 350 000 18 12

4A 490 000 11 7

5A 160 000 7 6

Здесь 1f  – затраты на рекламу (руб.), 2f  – количество вновь привлеченных фирм – потре-
бителей / покупателей в течение периода рекламной кампании, 3f  – длительность рекламной 
кампании (мес.); ,iA  1,5i =  – направления рекламной деятельности: использование web-сай-
тов 1( ),A  участие в различных ярмарках, выставках 2( ),A  публикации в каталогах 3( ),A  ис-
пользование наружной рекламы 4( ),A  размещение рекламы на визитных карточках, брошю-
рах 5( ).A

Математическая модель задачи принятия решений в случае наличия нескольких критериев 
может быть представлена в виде набора 1 2 3( , , , ),D f f f  где D  – некоторое множество (множе-
ство допустимых исходов, стратегий принятия решений, альтернатив), ,jf  1,2,3j =  – число-
вая функция, заданная на множестве ,D  при этом ( )jf x  есть оценка исхода x D∈  по j-му 
критерию. Такая модель соответствует задаче принятия решений в условиях определенности, 
в которой множество альтернатив отождествляется с множеством допустимых исходов, а 
оценка результата для исхода x D∈  задается вектором.

В случае многокритериальной оптимизации возникают две проблемы: первая проблема 
связана с выбором принципа оптимальности. В математическом отношении эта проблема эк-
вивалентна задаче упорядочения векторных множеств, а выбор принципа оптимальности – 
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выбору отношений порядка. Вторая проблема связана с нормализацией векторного критерия. 
В связи с тем, что частные критерии имеют различные единицы измерения, необходимо их 
нормализовать. Для этого используются различные методы нормализации, например, есте-

ственная нормализация [1] 
( ) min ( )

( ) .
max ( ) min ( )

x X

x Xx X

f x f x
f x

f x f x
∈

∈∈

−
=

−
Так как критерии 1 3,f f  минимизируются, то для того, чтобы все критерии стремились к 

максимуму, безразмерные величины первого и третьего критериев нужно умножить на ( 1 .)−  
Полученные результаты представлены в табл. 2.

Таблица 2
Безразмерные величины, соответствующие консервативной маркетинговой стратегии

1f 2f 3f
1A –0,102564 0,142857 1,33333

2A –1 1 1,6667

3A –0,081197 0,785714 1

4A –0,141026 0,285714 0,16667

5A 0 0 0

Для решения многокритериальной задачи оптимизации воспользуемся методом равно-
мерной оптимизации, методом справедливого компромисса, методом свертывания критериев 
и методом идеальной точки [1]. Результаты и выводы представлены в табл. 3.

Таблица 3
Решение задачи с помощью различных методов

для решения задач многокритериальной оптимизации
Метод Результаты

Метод равномерной 
оптимизации

=max{1.373623; 1.6667; 1.704517, 0.311358;0}=1.704517 3( )A

Метод справедливого 
компромисса

=max{2.393159;0;3.281439;1.208464;1}=3.281439 3( )A

Метод свертывания 
критериев

1 2 30.4, 0.3, 0.3α α α= = =

=max{0.401831;0.40001;0.503235;0.079305;0}=0.503235 3( )A
Метод идеальной точки =min{0.857143;1;0.6667;1.50003;1.6667}=0.6667 3( )A

Следовательно, согласно описанным методам, наиболее оптимальным видом рекламной 
деятельности при выбранной маркетинговой стратегии является продвижение продукции 
при помощи рекламы в каталогах, в т. ч. специализированных.

Заключение

На основании различных методов решения данной многокритериальной задачи мож-
но сделать вывод. Для консервативной маркетинговой стратегии отделу маркетинга на уз-
коспециализированном предприятии, среди применяемых видов рекламной деятельности 
следует уделять наибольшее внимание использованию такого рычага рекламной деятельности 
как реклама с помощью публикаций в каталогах (в т. ч. и специализированных).

В данной статье была рассмотрена консервативная маркетинговая стратегия.  При ее ис-
пользовании мы пришли к задаче многокритериальной оптимизации, с помощью решения 
которой сделали вывод о выборе направления рекламной деятельности предприятия.
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Аннотация. В статье описана система моделирования и прогнозирования временного 
ряда количества посетителей страницы сайта с использованием нейросети NARX. Опи-
сано разработанное приложение, которое позволяет оценить юзабилити информаци-
онных ресурсов по следующим параметрам: функциональность страницы, доступность 
(удобство расположения) основных кнопок на страницы, цветовую гамму, тип и размер 
заголовков и основного текста. Приложение позволяет составить прогноз посещаемости 
веб-ресурса на основе временного ряда посещения сайта без проведения юзабилити-те-
стирования с помощью экспертов, сравнив результаты моделирования с результатами 
полноценного юзабилити-теста.
Ключевые слова: юзабилити-тестирование, моделирование временных рядов, прогнози-
рование временного ряда, нейросети NARX, этапы интеллектуализации системы юзаби-
лити тестирования, приложение для оценки юзабилити информационных ресурсов.

Введение

Система интеллектуализации юзабилити-тестирования веб-ресурсов позволяет значи-
тельно упростить процедуру тестирования. С ее помощью автоматизируется процесс оцен-
ки информационных ресурсов компании и соответственно происходит экономия времени и 
финансовых средств с целью их улучшения и соответственно привлечения дополнительных 
посетителей сайта, некоторые из которых становятся покупателями.

Кроме того, на основе данных о количестве посетителей страниц сайта компании со-
ставлен прогноз на ближайший период. Прогноз используется также для оценки юзабилити 
веб-ресурса организации. Прогноз сравнивается с результатами экспертных оценок юзабили-
ти. Если страница сайта получит положительные оценки (нами рассматриваются все оценки 
выше 0, как положительные), значит ожидается улучшение позиции сайта в выдаче поисковой 
системы, особенно из органического трафика, значит будет рост числа посетителей сайта и 
как результат увеличение продаж. В свою очередь, разработанное приложение, позволит про-
гнозировать количество посетителей сайта на основе существующего временного ряда [1, 2]. 
Если согласно прогнозу, будет ожидаться рост количества посетителей, и это будет совпадать 
с мнением экспертов, значит традиционное юзабилити-тестирование можно не проводить, а 
ориентироваться на данные прогноза. Особенно, если в последствии они подтвердились.

1. Интерфейс разработанного приложения

В качестве параметров прогнозирования рассматривается общее количество посетителей 
сайта. Данные о количестве посетителей страницы собирает система Google Analytics.

Анализ данных в Google Analytics показал, что количество посетителей значительно ме-
няется по дням недели, особенно в зависимости от того рабочий это день или выходной. Со-
ответственно в дальнейшем будет рассмотрено два варианта с показателями времени. Это 
нумерация дней недели – 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7 соответственно, и нумерация рабочих и выходных 
дней – это 0 и 1. Далее нами проведено моделирование временного ряда посетителей сайта 
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[3, 4] и определено, что лучшим методом моделирования и прогнозирования данного времен-
ного ряда являются нейронные сети NARX [4].

Приложение позволяет проводить традиционное юзабилити-тестирование, результаты 
которого можно будет сравнивать с полученным автоматически результатом с помощью ней-
росети NARX. С разработанным приложением взаимодействует опрашиваемый респондент, 
который оценивает юзабилити-страницы сайта по параметрам, которые представлены в ан-
кете на рис. 3. Регулирует работу эксперта, администратор, который занимается базой дан-
ных. Первой страницей приложения будут ответы на вопросы непосредственно о юзабилити. 
В качестве экспертов, которые оценивают юзабилити сайта могут выступает его постоянные 
посетители, особенно легко привлечь их к оценке на рынке b2b.

Сначала эксперт попадает на первую страницу приложения, где выбирает свою фамилию 
в выпадающем списке, если он проходит анкетирование не впервые (рис. 1). В случае, если он 
участвует в анкетировании впервые, он выбирает кнопку добавить эксперта и попадает на 
страницу заполнения данных об эксперте (рис. 2).

Здесь требуется ввести ФИО эксперта, его телефон, e-mail для возможно дальнейшей связи 
с экспертом. Далее вводится название организации и должность эксперта и другие данные об 
организации, которую представляет эксперт для быстрого поиска эксперта у своих покупателей.

На странице анкетирования для каждого вопроса в таблицах описаны варианты ответов. К 
каждому вопросу относятся свои варианты ответов. Сначала варианты ответов были одинако-
вые для всех вопросов, но апробирование системы тестирования юзабилити-страницы пока-
зало, что эксперты не всегда понимают, как можно оценить тот или иной параметр, например, 
функционал страницы, или доступность основных элементов. Каждый параметр описывается 
по-своему, поэтому нуждается в отдельном подробном описании.

Эксперт выставляет оценку с помощью слайдера, который расположен под каждым вопро-
сом. Слайдер позволяет уменьшить среднее время заполнение анкеты. При этом, удобен при 
выборе оценки, эксперт сразу видит перед собой все возможные варианты.

 

 

Рис. 1. Первая страница приложения – вход эксперта
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Рис. 2. Страница приложения, на которой заносятся сведения об эксперте

Рис. 3. Анкета для оценки юзабилити-страницы сайта, 
которую заполняют эксперты – оценщики
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На рис. 4. представлен итоговый результат оценки юзабилити-страницы сайта по рассмо-
тренным параметрам, рассчитанный по результатам анкетирования всех экспертов (10 человек).

Итоговые оценки рассчитываются согласно среднему геометрическому, как n-й корень из 
произведения n  чисел, то есть, для набора чисел 1 2, ,..., nx x x  [5–7]

1 2 1 2
1

( , ,... ) ... ( )1/ 2.
n

n
n n i

i

G x x x x x x x
−

= = ∏                                                      (1)

2. Основные этапы интеллектуализация системы юзабилити-тестирования

Цель интеллектуализации сократить количество юзабилити тестов. Для этого в среде 
MATLAB нами выбрана и доработана нейросеть NARX. Мы имеем данные о количестве по-
сещений страницы сайта, с их помощью мы хотим заменить юзабилити-тестирование дан-
ной странице. Количество посещений сайта зависит от множества факторов, кроме юзаби-
лити-страницы. Для того, что оценить влияние именно юзабилити необходимо выделить 
остальные влияющие на посещения факторы. В нашем случаем, в качестве таких выделен день 
недели: понедельник, вторник среда, четверг, пятница, суббота или воскресенье. Кроме того, 
выделен второй фактор – это выходной или рабочий день. С помощью таких входных данных 
в модель мы сможем определить в зависимости от этих факторов каким же будет количество 
посещений сайта в случае изменений, внесенных на его страницу.

После получения реальных данных о количестве посетителей после изменения страницы, 
возможно сделать вывод о том, насколько удобны для пользователей изменения, внесённые на 
страницу сайта. Для этого необходимо сравнить результаты прогноза и результаты реально 
собранной информации. 

Входные данные в нейронную сеть обозначим x1 – это дни недели, обозначенные цифрами 
1, 2. 3, 4, 5,6, 7, а также 

Рис. 4. Результаты оценки юзабилити-страницы сайта всеми экспертами
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x2 – бинарная запись выходной или рабочий день – выходной день обозначим 1, выходной 
день обозначим 0.

Затем, мы разделили данные на 3 группы. Первая группа – 70 % данных используется для 
обучения сети.

Вторая группа – 15% используется для валидации модели, то есть проверки правильности 
ее работы. Эта группа определяет насколько верно мы выбрали модель для данного ряда данных. 

Третья группа данных – 15% – тестирование модели, показывает нам насколько хорошо 
обучена нейросеть.

Систему юзабилити-тестирования можно рассматривать как динамическую систему, мате-
матические характеристики которой неизвестны. В нашем распоряжении имеется набор дан-
ных входного и выходного сигналов, генерируемых системой в равномерные дискретные ин-
тервалы времени. Нам требуется построить модель выходного сигнала с несколькими входами 
и одним выходом на основе одного нейрона. Нейронная модель работает под управлением 
некоторого алгоритма, который обеспечивает настройку синапсических весов нейрона. При 
это принимаются следующие соглашения [8, 9].

Алгоритм начинает работу с произвольных значений синаптических весов. Настройка си-
наптических весов в ответ на статистические вариации поведения системы выполняется не-
прерывно (время строено в структуру самого алгоритма) [10, 11].

Вычисление корректирующих значений синаптических весов выполняется через равномер-
ные промежутки времени. Нейронную сеть можно отнести к моделям адаптивного фильтра. 

Работа алгоритма включает два последовательных процесса. 
Процесс фильтрации, предполагающий вычисление двух сигналов
– Выходной сигнал, обозначаемый как ( )Y i  и генерируемый в ответ на вектор входного 

воздействия ( )x i  с компонентами 1,  2,  ,  .x x xn…
– Сигнал ошибки, обозначаемый как ( )e i  и вычисляемый как отклонение выходного сиг-

нала ˆ( )y i  от выходного сигнала реальной системы ( ),y i  который еще называют целевыми дан-
ными (target) или ожидаемым откликом. 

Этап – Процесс адаптации (валидации), включающий автоматическую подстройку си-
наптических весов нейрона на основе сигнала ошибки e(i), в нашем случае ошибка обознача-
ется – .b  Комбинация этих двух процессов называете контуром с обратной связью (Feed back 
loop) нейрона [12, 13].

На рис. 5 используется коррекция синаптических весов нейрона с помощью алгоритма 
применения сигнала ошибки.

Рис. 5. Процесс моделирования временного ряда, включая коррекцию синаптических весов 
нейрона с помощью алгоритма применения сигнала ошибки
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3. Прогнозирование системы юзабилити-тестирования

Благодаря нейронной сети составлен прогноз на 7 отрезков времени. Что позволит в случае 
высокой точности прогноза не проводить юзабилити-тестирование слишком часто. Прогноз 
представлен на рис. 6.

Полученный прогноз на графике обозначен желтым цветом. Необходим анализ прогноза 
на точность. Векторы валидации используются, чтобы остановить обучение рано, если произ-
водительность сети на векторах валидации не удается улучшиться или остается, то же самое в 
течение эпох max_fail подряд. Тестовые векторы используются в качестве дальнейшей провер-
ки, которую сеть обобщает хорошо, но не имейте никакого эффекта на обучение.

В нейронной сети NARX используется алгоритм Левенберга – Макграфта, основанный на 
методе градиентного спуска. Градиентный спуск – метод нахождения локального экстремума 
(минимума или максимума) функции с помощью движения вдоль градиента. Для миними-
зации функции в направлении градиента используются методы одномерной оптимизации, 
например, метод золотого сечения. Также можно искать не наилучшую точку в направлении 
градиента, а какую-либо лучше текущей [14, 15].

После завершения обучения сети, мы можем анализировать результаты работы нашей мо-
дели. Наилучшие остатки мы наблюдаем на третьей итерации, они практически равны нулю, 
что показывает итерацию, при которой производительность проверки достигла минимума. 
Обучение продолжалось еще 6 итераций, прежде чем оно прекратилось.

Эта цифра не указывает на какие-либо серьезные проблемы с обучением. Кривые валида-
ции и тестирования очень похожи. Если тестовая кривая значительно увеличилась до того, 
как кривая валидации увеличилась, то возможно, что произошло некоторое переоснащение.

Заключение

На рис. 7 указана производительность полученной нейронной сети, она достаточно боль-
шая – 31069,51. 

Рис. 6. Прогноз количества посетителей сайта с помощью нейронной сети NARX
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Чтобы найти градиент нужно взять производную от графика по данной точке. Двигаясь по 
направлению этого градиента, мы будем плавно двигаться к минимизации ошибки. Ошибка 
стремится как можно быстрее спуститься вниз и уменьшить свое значение. В конечном случае 
у нас получается минимальная ошибка, как представлено на рис. 8.

mu – коэффициент обучения, он должен быть между 0,8–1. Между данными и прогнозом 
наблюдается незначительное расхождение. Значит данную модель можно использовать. По-
лученный нами прогноз позволит корректировать заранее ценовую политику организации в 
зависимость от роста или падения количества посещений сайта.

Возможна корректировка политики продвижения определённых товаров, например, на бо-
лее посещаемые страницы сайта размещаются ссылки на те страницы, где размещены товары, 
которые необходимо продать как можно скорее. 

Но самое главное достоинство разработанной системы – это возможность отказаться от 
периодического юзабилити-тестирования страницы сайта. Юзабилити-тестирование нужно 
будет проводить только при значительных изменениях страницы. С помощью данной системы 
можно оценивать сайты с разным количеством страниц, так как для каждой страницы состав-
ляется отдельный прогноз посещаемости.
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МАРКЕР ПОТРЕБНОСТИ ВОЗНИКНОВЕНИЯ 
ПРОИЗВОДСТВЕННОЙ ЛАКУНЫ В РЕГИОНЕ

Воронежский государственный университет

Н. Б. Баева, Е. В. Куркин

Аннотация. Работа посвящена моделированию и управлению развитием региональной 
экономической системы через призму такого явления как производственная лакуна. Рас-
смотрен один из критериев характеризующий состояние региональной экономической 
системой с позиции соотношения валового выпуска и трудовых ресурсов. С точки зрения 
возможности и целесообразности появления в регионе объекта производственной лаку-
ны данный маркер является весьма показательным, так как описывает, насколько полно 
потребности экономики региона в кадрах покрываются собственными трудовыми ресур-
сами с учетом индекса роста валового регионального продукта. В случае несоответствия 
делаются выводы о целесообразности или нежелательности появления в регионе элемен-
тов производственной лакуны.
Ключевые слова: моделирование, региональная экономическая система, производствен-
ная лакуна, трудовые ресурсы, показатель потребности в кадрах, неоднородные элемен-
ты, валовый региональный продукт.

Введение

Тема моделирования и исследования неоднородных региональных экономических систем 
не теряет актуальности. Как известно, чем более широкий круг аспектов учитывает модель, 
тем на более точный результат прогнозирования можно рассчитывать, но в тоже время, тем 
сложнее решать подобные модели. Поэтому важно в процессе усложнения модели выявить те 
аспекты, которые наиболее сильно влияют на результат и именно им отдать предпочтение в 
ходе исследования. Производственная лакуна региона вносит неоднородность в экономиче-
скую модель развития региональной экономической системы (РЭС), поэтому важно опреде-
лить те виды экономической деятельности (ВЭД), где её присутствие целесообразно и важно 
для развития и исключить, для упрощения модели, в тех ВЭД, где в ней нет необходимости. 
Определение целесообразности производится по тем или иным критериям – маркерам. Од-
ному из таких критериев, ранее не выявленному в работах по данной тематике, и посвящено 
данное исследование.

1. Понятие производственной лакуны

Производственная лакуна – совокупность объектов хозяйственной деятельности, которые 
участвуют в материальных, организационных и производственных отношениях с другими хо-
зяйствующими объектами региона, но организационно не подчиняются административному 
центру и не зарегистрированы как юридические лица на территории региона. Производствен-
ная лакуна делится на: внешнюю, которая зарегистрирована в других регионах, но ведет свою 
производительную деятельность в регионе и не платит в нем налоги (в частности налог на 
добавленную стоимость); внутреннюю – хозяйствующие объекты своего региона, ведущие де-
ятельность за пределами региона, но платящие налоги в регионе регистрации. Внутренняя 
лакуна одного региона является внешней для другого. Наличие таких объектов приводит к ис-
кажениям статистической информации по валовому выпуску региона, о чем, в частности, упо-
минается в официальных статистических сборниках [1]: «предприятия, имеющие подразделе-
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ния в двух и более регионах, уплачивают НДС по месту нахождения головной компании. Это 
существенно завышает величину валового регионального продукта в рыночных ценах, про-
изведенного на территории местонахождения головной компании и одновременно занижает 
ВРП территорий, где расположены другие подразделения компании. Все это приводит к зна-
чительным искажениям объема и динамики ВРП в рыночных ценах по отдельным субъектам 
Российской Федерации». В работах [2, 3] приведены подходы к описанию неоднородной систе-
мы, исследованию производственной лакуны и оценке её масштаба. Также были представле-
ны математические методы оценки масштаба производственной лакуны на основе таблиц ме-
жотраслевого баланса, также была введена функция привлекательности региона. Кроме того в 
работах посвященных тематике производственной лакуны рассматривались вопросы оценки 
вероятности появления нового производства с использованием ресурсов стороннего региона.

Отметим, что в предыдущих исследованиях в основном уделялось внимание уже сложив-
шейся ситуации в регионе по части производственной лакуны и выявлению её фактического 
масштаба в валовом региональном продукте (ВРП).  В работах, где производилась оценка ве-
роятности возникновения или увеличения производственной лакуны не ставился вопрос её 
необходимости экономике региона. Эта проблема отдавалась на «откуп» управляющему цен-
тру региона. Поскольку производственная лакуна является одной из разновидностей инве-
стиций [4] (за счет ресурсов стороннего региона), а для определения величины потребностей 
в инвестировании существуют свои показатели, то одними из критериев целесообразности 
появления лакуны являются показатели необходимости инвестирования в ВЭД.

Как отмечалось в работах по данной тематике, необходимость возникновения производ-
ственной лакуны, привлечения её в регион, помимо прочего, зависит от избытка или недо-
статка трудовых ресурсов. Если в каком-от виде экономической деятельности наблюдается 
избыток предложения кадров, то необходимо проводить мероприятия по повышению при-
влекательности региона для возникновения новых объектов производственной лакуны и как 
следствие рабочих мест. Рассмотрим этот вопрос подробнее.

2. Маркер потребности в кадрах для обеспечения планового ВРП

Согласно модели прогнозирования потребности экономики в квалифицированных кадрах 
Петрозаводского государственного университета, приведенной и усовершенствованной в ра-
ботах [5, 6], среднегодовую численность занятых *( )iL t  в i-м ВЭД необходимых для обеспече-
ния планового ВРП с заданной производительностью труда в году ,t  можно найти по формуле

	 * ( )( ) ( 1), 1, ,
( )

ix
i i

if

I tL t L t i n
I t

= − = 	 (1)

где ( )ixI t  – индекс изменения валового регионального продукта в i-м ВЭД, ( )ifI t  – индекс из-
менения производительности труда в i-м ВЭД, ( 1)iL t −  – численность трудовых ресурсов до-
ступная в году 1t −  в i-м ВЭД, n  – число видов экономической деятельности. Потребность 
(избыток) трудовых ресурсов в i -м ВЭД находим по формуле 

	 *( ) ( ) ( ), 1, ,i i iL t L t L t i n∆ = − = 	 (2)
где *( )iL t  – найденная по формуле (1) среднегодовая численность занятых, необходимых для 
обеспечения планового ВРП с заданной производительностью труда в году t в i-м ВЭД, ( )iL t  – 
численность трудовых ресурсов доступная в году t  в i-м ВЭД, n  – число видов экономической 
деятельности.

Имея значения маркера потребности (избытка) трудовых ресурсов в каждом ВЭД мож-
но понять целесообразно ли в нем появление производственной лакуны. Именно, если в ка-
ком-то виде экономической деятельности наблюдает потребность в кадрах, то появление объ-
екта производственной лакуны лишь усугубит кадровый «голод» в отрасли региона и повысит 
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ставки на оплату труда. Привлекательность региона при этом снизится, так как сторонние 
субъекты не заинтересованы в повышенных расходах на оплату труда. Если же в ВЭД наблю-
дается избыток трудовых ресурсов, то появление нового экономического объекта благоприят-
но скажется на ситуации с трудоустройством и экономике региона. Таким образом, определив 
по маркеру потребности в кадрах перечень ВЭД, где наблюдается избыток трудовых ресурсов, 
управляющему центру следует провести работы по повышению привлекательности региона 
для производственной лакуны в этих видах экономической деятельности.

Остановимся теперь подробнее на определении параметров входящих в формулу (1). Ин-
декс изменения валового регионального продукта в каждом ВЭД можно определять как отно-
шение выпуска ВЭД в году t  к выпуску в году 1.t −  Причем, если мы анализируем прошлые 
периоды, то валовый выпуск удобно брать из статистических сборников [1]. Если же составля-
ем прогнозы на будущие периоды, то необходимо иметь экономико-математическую модель, 
из которой, среди прочего, можно определить валовый выпуск ВЭД и численность трудовых 
ресурсов. В качестве таких моделей можно использовать приведенные в работе [7]:

• сценарий развития РЭС на основе максимизации использования потенциала региона;
• сценарий развития РЭС на основе модернизации и учета показателей качества;
• сценарий развития РЭС на основе модернизации и внедрения новых хозяйствующих 

субъектов;
• сценарий развития РЭС с учетом движения трудовых ресурсов;
• сценарий развития РЭС с учетом коэффициентов инфляционности.
В любом из вариантов, имея значения валовых выпусков ВЭД за некоторых период, можно 

за этот же период составить ряд индексов изменения валового регионального продукта, на-
пример по формуле 

0

( )( ) ,
( )
i

ix
i

X tI t
X t

=  где 0( )iX t  – валовый выпуск за базовый год, ( )iX t  – вало-

вый выпуск за расчетный год для i-го ВЭД. 
Индекс изменения производительности труда в зависимости от поставленных целей и име-

ющихся данных можно вычислять различными способами. В нашем случае, учитывая имею-
щиеся статистические данные и прогнозные модели, можно, например, определить как отно-
шение валового выпуска ВЭД к численности трудовых ресурсов за текущий и базовый года 

	
0
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где 0( )iX t  и ( )iX t  – валовый выпуск за базовый и расчетный (текущий) год соответственно, 
0( )iL t  и ( )iL t  – трудовые ресурсы за базовый и расчетный (текущий) год соответственно для 

i-го ВЭД. 
Далее приведем результат расчета данного маркера на основе статистических данных 

(табл. 1). В таблице индекс изменения валового регионального продукта взят непосредствен-
но из статистического сборка, а индекс изменения производительности труда рассчитан по 
формуле (3). Анализируя значения последнего столбца ,L∆  можем сделать вывод, что кроме 
сельского хозяйства и строительства, везде имеет место профицит кадров за счет роста произ-
водительности труда и появление в таких видах экономической деятельности новых объектов 
производственной лакуны благоприятно бы сказалось на экономической ситуации в регионе. 
Наиболее выражено это прослеживается для оптовой и розничной торговли, где индекс про-
изводительности труда растет быстрее индекса валового выпуска. Данная таблица могла бы 
быть отправной точкой для управляющего центра региона в вопросе выбора видов деятельно-
сти, где необходимо повысить привлекательность региона для увеличения вероятности воз-
никновения нового объекта производственной лакуны и новых рабочих мест.
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Таблица 1
Значения маркера потребности (избытка) кадров по ВЭД

Вид экономической деятельности xI fI L L∗ L∆
сельское хозяйство, охота и лесное хозяйство 1 0,942 147300 151124 3824
рыболовство, рыбоводство 1,481 1,486 400 399 –1
добыча полезных ископаемых 0,924 0,864 3900 3848 –52
обрабатывающие производства 1,008 1,08 140500 136184 –4316
производство и распределение электроэнергии, 
газа и воды 1,282 1,35 31500 29533 –1967

строительство 0,959 0,952 76200 76541 341
оптовая и розничная торговля; ремонт автотранс-
портных средств, мотоциклов, бытовых изделий и 
предметов личного пользования

1,013 1,053 246000 236568 –9432

гостиницы и рестораны 0,991 1,087 21500 20330 –1170
транспорт и связь 1,062 1,112 85900 81835 –4065
финансовая деятельность 0,968 1,021 18400 17633 –767
операции с недвижимым имуществом, аренда и 
предоставление услуг 1,018 1,069 84000 79444 –4556

государственное управление и обеспечение воен-
ной безопасности; социальное страхование 0,967 1,017 47800 45528 –2272

образование 0,983 1,012 81500 79325 –2175
здравоохранение и предоставление социальных 
услуг 0,998 0,995 76200 73820 –2380

предоставление прочих коммунальных, социаль-
ных и персональных услуг 0,988 1,045 33700 32053 –1647

Заключение

В данной работе рассмотрен один из важных маркеров целесообразности появления про-
изводственной лакуны в региональной экономической системе, по абсолютному значению 
которого, можно судить о степени необходимости создания новых экономических субъектов 
в конкретном ВЭД. На примере Воронежской области приведены результаты расчета показа-
теля, сделаны выводы. Данная работа является продолжением исследования такого явления 
как производственная лакуна, внося свою лепту в копилку знаний о неоднородных элементах 
экономической системы региона, но не завершает его, так как в рамках данной темы остается 
ещё немало направлений для её дальнейшего исследования.
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МАТЕМАТИЧЕСКАЯ И ПРОГРАММНАЯ ПОДДЕРЖКА ФОРМИРОВАНИЯ 
КАЛЕНДАРНОГО ПЛАНА ПРОЕКТА С УЧЕТОМ ВСПОМОГАТЕЛЬНЫХ РЕСУРСОВ

Воронежский государственный университет

Ю. В. Бондаренко, О. В. Бондаренко

Аннотация. В статье рассматривается математический подход к построению кален-
дарного плана проекта, особенностью которого является возможность использования 
как основных, так и вспомогательных ресурсов. Предлагается генетический алгоритм 
построения расписания таких проектов, учитывающий их специфические особенно-
сти. Алгоритм представляет собой модификацию генетического алгоритма Гиффлера и 
Томпсона. Для практической реализации алгоритма разработан программный продукт, 
написанный на языке Java с использованием интегрированной среды разработки Inellij 
IDEA и позволяющий составить автоматизированное расписание работ проекта по со-
трудникам.
Ключевые слова: проект, календарное планирование, математическая модель, вспомога-
тельные ресурсы, основные ресурсы, сетевой график, генетический алгоритм, программ-
ная реализация, хромосома.

Введение

В настоящее время в управлении современной компанией и организацией особой попу-
лярностью пользуется проектный подход [1–5]. Преимущества проектного управления, его 
инновационность и эффективность находят свое подтверждение в экономической практике 
большинства ведущих компаний, включая IT-сферу. Вместе с тем, большая доля современных 
проектов, реализуемый той или иной компании, состоит из уникальных проектов, каждый 
из которых имеет свои особенности и специфические характеристики. В связи с этим, задача 
формирования современных механизмов управления проектами с учетом их различной спец-
ифики, качества привлекаемых  ресурсов,  особенностей и условий реализации, является ак-
туальной задачей.

В настоящей работе рассматриваются проекты, для реализации которых наряду с основ-
ными ресурсами могут быть использованы вспомогательные (дополнительные) ресурсы. За-
метим, что вспомогательные ресурсы (специалисты, дополнительное оборудование, финансы 
и т.п.) не могут напрямую заменить основной ресурс, но помогают повысить его производи-
тельность, сокращая общее время реализации проекта. Для таких проектов задача календар-
ного планирования усложняется за счет необходимости оптимального распределения между 
задачами не только основных ресурсов, но и дополнительных

Целью настоящего исследования является разработка математических моделей, алгорит-
ма и программного продукта, обеспечивающих инструментальную поддержку формирования 
календарного плана проекта, для реализации которого могут привлекаться не только основ-
ные, но и дополнительные ресурсы.

Особенностью предлагаемого в настоящей работе подхода является использование гене-
тического алгоритма составления расписания, модифицированного с учетом наличия двух 
типов ресурсов (основных и дополнительных). Для практической реализации подхода и воз-
можности его внедрения в проектную деятельность разработан программный продукт. В ра-
боте приведен пример работы программы для проекта «Разработка веб-сайта», реализуемого 
IT-компанией.
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1. Описание подхода

Для описания подхода рассмотрим некоторый проект, для которого построена сетевая ди-
аграмма «вершина-работа» ( ),G N A=  с множеством вершин N  ( ),N n=  представляющих 
работы, и множеством дуг A  ( ),A m=  представляющих связи между работами. 

Как правило, каждая работа проекта требует одновременного использования нескольких 
ресурсов. Предположим, что для реализации проекта имеется R  основных ресурсов, множе-
ство которых обозначим через { }1,2,..., .P R=  Кроме того, имеется Q  вспомогательных ресур-
сов, которые могут быть активно использованы в проекте с основными ресурсами. Множе-
ство вспомогательных ресурсов обозначим через { }1,2,..., .S Q=  Каждый основной ресурс 
будем называть P-ресурсом, а вспомогательный – S-ресурсом.

Количества вспомогательных ресурсов, которые могут быть задействованы в работе, за-
висят от вида работы, а также типа и характеристик основных ресурсов, необходимых для ее 
выполнения.

Привлечение вспомогательных ресурсов целесообразно лишь в том случае, если их пользо-
вание совместно с P-ресурсом повышает производительность основного ресурса. Для количе-
ственной оценки такого влияния введем в рассмотрение функцию ( ]: 0,1 ,v P S× →  значение 
которой ( , )r qv p s  характеризует  долю, на которую использование q-го S-ресурса в объеме qs  
позволяет повысить производительность r -го P-ресурса, задействованного в объеме .rp  Как 
правило, [ ]( , ) 0,1;0,5 .r qv p s ∈

Пусть на выполнение  работы a N∈  задействован некоторый основной ресурс r  в объеме 
.rp  В дополнение к этому ресурсу может быть привлечено rq  S-ресурсов в количествах 

1 ,..., .
r

r r
qs s

Пусть ( )a rpχ  – производительность ресурса r  в объеме rp  при выполнении работы .a  
При предположении об аддитивном влиянии вспомогательных ресурсов на основной ресурс, 
привлечение вспомогательных ресурсов позволяет повысить производительность P-ресурса 
до величины: 

( ) ( ) ( ) ( )1
1

; ,..., , .
r

r

q
r r r

a r q a r r i a r
i

p s s p v p s pχ χ χ
=

= + ⋅∑
Обозначим через ( )a rw p  объем работы P-ресурса с индексом ,r  а ( )a ry p  – время, необхо-

димое ресурсу для завершения работы. Тогда справедлива следующая формула:

	 ( ) ( )
( )

.a r
a r

a r

w p
y p

pχ
= 	  (1)

Соответственно время выполнения работы определяется наибольшим временем задей-
ствования ресурсов для ее выполнения:

( ) ( )max .a rr
y a y p=

Использование вспомогательных ресурсов позволяет сократить время работы (1) до сле-
дующей величины:

( ) ( )
( )1

1

; ,..., .
; ,...,r

r

a rr r
a r q r r

a r q

w p
y p s s

p s sχ
=

Соответственно время выполнения работы a определяется по формуле:
( ) ( )1max ; ,..., .

r

r r
a r qr

y a y p s s=

Для решения задачи календарного планирования в условиях взаимодополняемости ресур-
сов был выбран генетический алгоритм. Предлагаемый алгоритм основан на представлении 
информации о работах проекта в виде хромосом, которые заполняются случайным образом. 
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Во время составления расписания с помощью генетического алгоритма приоритет между не-
сколькими работами, которые могут начаться на одном этапе планирования, определяется на 
основе одного из генов хромосомы, который отвечает за важность каждой работы проекта.

Для решения задачи календарного планирования проекта в условиях взаимодополняемо-
сти ресурсов возьмем хромосому с 1( )n r q+ +  генами. Для каждой работы проекта хромосома 
содержит информацию о выделенном на выполнение работы количестве основных (P-ресурс) 
и вспомогательных ресурсов (S-ресурс). Кроме того, хромосома указывает приоритет каждой 
работы в сети.

В начале алгоритма формируется популяция хромосом (решений задачи) и рассчитыва-
ется коэффициент приспособленности каждой из них. Для формирования нового поколения 
используется кроссовер. Для потомков рассчитывается коэффициент приспособленности. На 
основе сравнения коэффициентов приспособленности всех хромосом (предков и потомков) 
часть хромосом отсекается, и формируется новая популяция. Каждая из хромосом популяции 
представляет собой набор входных данных для решения задачи составления календарного 
плана работ проекта. 

Для составления календарного плана используется модифицированный алгоритм Гиффле-
ра и Томпсона [6]. В то время как алгоритм Гиффлера и Томпсона генерирует все возможные 
варианты календарного плана, модифицированный алгоритм строит только одно решение на 
основе информации, полученной от хромосомы. Преимуществом данного подхода является 
малая размерность пространства решений, которое включается в себя оптимальное решение. 

Алгоритм составления расписания проходит в n этапов. На каждом этапе происходит пла-
нирование одной работы проекта. Введем следующие обозначения, актуальные для некоторо-
го этапа :t

•  tV  – множество распланированных ( 1)t −  работ; tU  – множество работ, которые могут 
быть распланированы на этапе ,t  т. е. множество всех работ, все предшествующие работы ко-
торых содержатся в множестве ;tV  kσ  – раннее время начала работы k ta U∈  (это время учи-
тывает время завершения всех предыдущих работ, а также время освобождения всех необхо-
димых для выполнения работы ресурсов (основных и дополнительных)); kϕ  – раннее время 
завершения работы ;k ta U∈

•  *M  – множество ресурсов, которые используются для выполнения работы с наименьшим 
ранним временем завершения:

	 { }* min ;
k t

ka U
ϕ ϕ

∈
= 	  (2)

•  *
tU  – множество работ, которые используют хотя бы один ресурс из множества *M  и 
*;kσ ϕ<  *A  – работа, у которой раннее время завершения минимально (2); *

ka  – выбранная 
работа, для планирования на этапе .t

Алгоритм составления расписания использует информацию о приоритете работ, получен-
ную из хромосомы. Если приоритет у двух работ одинаковый, то работа для планирования на 
текущем этапе выбирается случайным образом.

Модифицированный алгоритм составления расписания работ проекта с учетом дополни-
тельных ресурсов состоит из следующих основных шагов:

1. Положим 1.t =  Множество 1V  на данном шаге будет пустым. Множество 1U  будет состо-
ять из всех работ, которые связаны с начальной вершиной.

2. Найдем минимальное раннее время завершения среди работ из множества tU  по форму-
ле (2). Обозначим найденную работу *A  и сформируем множество *.tU

3. Из множества *
tU  выберем работу * ,ka  имеющую максимальный приоритет.

4. Выполняем следующие действия:
4.1. добавляем *

ka  в множество ;tV
4.2. убираем *

ka  из множества ;tU
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4.3. добавляем в множество tU  все работы, которые следуют за работой *
ka  и все их пре-

дыдущие работы распланированы (содержатся в множестве tV );
4.4. увеличиваем показатель этапа : 1.t t= +

5. Если остались незапланированные работы, то переходим к шагу 2. Иначе алгоритм за-
вершается, расписание построено.

2. Программная и практическая реализация

Для иллюстрации работы алгоритма рассмотрим пример проекта «Разработки веб-сайта». 
Данный проект содержит следующие работы: 
1. Сбор и анализ требований.
2. Согласование требований.
3. Разработка макетов.
4. Написание технического задания.
5. Разработка html-верстки.
6. Разработка сайта.
7. Подготовка наполнения сайта.
8. Разработка документации.
9. Тестирование.
Составим сетевую модель данного проекта типа «вершина-работа» (рис. 1).

Данные о составе команды проекта, а также длительности каждой из работ представлены 
в табл. 1 и 2. При этом в качестве основных ресурсов выступают члены команды проекта – 
разработчики, аналитики, менеджеры. Вспомогательный ресурс – сотрудники более низкой 
квалификации (младшие сотрудники).

Таблица 1
Информация о сотрудниках и длительностях работ

P-ресурс Разработчики Аналитики Менеджеры
Работа/Количество P-ресурса 3 2 1

1 2 3 4
a1 0 3 2
a2 0 2 2
a3 0 3 1
a4 0 7 1
a5 5 0 0

Рис. 1. Сетевой график проекта
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Таблица 1 (продолжение)
1 2 3 4
a6 15 0 0
a7 0 10 0
a8 0 7 0
a9 10 10 0

Таблица 2
Помощь младших сотрудников старшим

P-ресурс 1 2 3
S-ресурс Количество S-ресурса

Младший разработчик 2 0,25
Стажер разработчик 1 0,15
Младший аналитик 2 0,25 0,25

Для практической реализации генетического алгоритма разработан программный про-
дукт, написанный на языке программирования Java с использование интегрированной среды 
разработки Inellij IDEA. Для создания графического оконного пользовательского интерфейса 
была использована библиотека Swing.

На рис. 2 представлено окно ввода начальных данных алгоритма.

В окне с результатами (рис. 3) видно, что наилучшее найденное программой время реали-
зации проекта равно 18,7 дней. Также в окне можно увидеть порядок начала работ, распреде-
ление имеющихся ресурсов и время, занимаемое каждой работой.

В окне с результатами (рис. 3) видно, что наилучшее найденное программой время реали-
зации проекта равно 18,7 дней. Также в окне можно увидеть порядок начала работ, распреде-
ление имеющихся ресурсов и время, занимаемое каждой работой.

На основе информации, предоставленной программным продуктом, построена диаграмм 
Ганта (рис. 4).

На диаграмме Ганта (рис. 4) отображены длительности всех работ проекта, их начало и за-
вершение, а также время занятости каждого сотрудника.

Рис. 2. Окно ввода исходных данных о работах в программу
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Заключение

Таким образом, в настоящей работе рассмотрен подход к календарному планированию 
проекта с учетом наличия вспомогательных ресурсов. Для разработки календарного плана 
предлагается генетический алгоритм, представляющий собой модификацию алгоритма Гиф-
флера и Томпсона. Простота генетического алгоритма при моделировании сложных задач, а 
также его гибкость при интеграции с другими методами оптимизации позволяет решить по-
ставленную задачу достаточно эффективно. Разработанный программный продукт позволяет 
составить расписание для каждого конкретного проекта и принять эффективное управленче-
ское решение. Обсуждение результатов  внедрения программного продукта в работу одной из 
IT-компаний г. Воронежа позволили сделать вывод о практической значимости исследования 
и наметили направления совершенствования подхода.

Рис. 3. Результат работы программы

Рис. 4. Итоговая диаграмма Ганта
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УДК 519.8

РАЗРАБОТКА МАТЕМАТИЧЕСКИХ МОДЕЛЕЙ ФОРМИРОВАНИЯ 
ЭФФЕКТИВНЫХ ВАРИАНТОВ ПОДДЕРЖКИ ПРЕДПРИЯТИЙ РЕГИОНА 

В ПЕРИОД ПАНДЕМИИ COVID-19

Воронежский государственный университет

Ю. В. Бондаренко, О. С. Гуськова, Т.Н. Недикова

Аннотация. Статья посвящена разработке комплекса моделей и алгоритмов формиро-
вания эффективных вариантов финансовой поддержки предприятий региона в сложных 
экономических условиях пандемии Covid-19. Формирование вариантов поддержки пред-
лагается осуществлять на двух уровнях агрегирования хозяйствующих субъектов реги-
она – в виде субсидий для групп предприятий и ф форме адресной поддержки системо-
образующих или наиболее уязвимых предприятий. В работе основное внимание уделено 
разработке агрегированной модели формирования эффективных вариантов поддержки 
групп предприятий, приводится алгоритм ее решения. Модель является задачей вектор-
ной оптимизации и учитывает численность сотрудников, временно не занятых в процес-
се производства в связи с ограничительными мерами. Практические расчеты осущест-
влялись с помощью разработанного программного продукта.
Ключевые слова: регион, предприятие, экономическая система, меры поддержки, мате-
матическая модель, пандемия, Covid-19, региональные органы власти, алгоритм, задача 
векторной оптимизации, субсидии.

Введение

С 2020 года предприятия всех стран вынуждены осуществлять экономическую деятель-
ность в чрезвычайно сложных условиях, вызванных распространением новой коронови-
русной инфекции Covid-19. Пандемия стала глобальным вызовом не только для системы 
здравоохранения, правительства и граждан, но и оказала сильнейшее влияние на экономку. 
Исследования показывают, что к числу основных проблем, возникших у бизнеса на фоне 
вспышки короновируса, относятся: снижение выручки; риски заражения сотрудников в ходе 
реализации рабочих задач, угроза финансовой стабильности в связи с изменением денеж-
ных потоков; возрастающая неопределенность; перебои в логистических цепочках и т. д. [1]. 
Практически во всех странах мира, в отдельных регионах и на предприятиях вводятся допол-
нительные требования соблюдения комплекса санитарно-эпидемиологических требований, 
ограничительные меры на возможность осуществления в полном объеме экономической дея-
тельности, необходимость перевода части сотрудников в дистанционный режим работы или 
же временное ограничение на возможность участия в производственных процессах с полным 
или частичным сохранением заработной платы и т. д. [1–4]. Эффективность ограничительных 
мер, их положительное влияние на распространение заболеваемости Covid-19, подтверждена 
статистической информацией и многочисленными исследованиями, основанными на обра-
ботке реальных данных [5]. В то же время очевидно, что новые меры в большей или меньшей 
степени вызывают определенные затруднения в экономической деятельности предприятий. 
Поэтому принятие решений органами власти о режиме жизнедеятельности и особенностей 
экономической деятельности в регионе во время распространения инфекции должно быть 
эффективно синхронизировано с разработкой и введением действенных механизмов под-
держки предприятий бизнеса. 

В настоящее время определенные меры поддержки предприятий бизнеса действуют во всех 
странах мира [1, 6]. 
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В Российской Федерации в целях снижения негативного эффекта пандемии на ключе-
вые показатели экономики, Правительством разработан комплекс мер поддержки для ряда 
направлений бизнеса включая: все типы предприятий; наиболее пострадавшие отрасли эко-
номики; наиболее пострадавшие малые и средние предприятия; системообразующие пред-
приятия региона; компании туристической отрасли и финансовые организации. В настоящее 
время предприятия могут воспользоваться достаточно широким спектром мер, принятых для 
поддержки российского бизнеса, включая налоговые послабления; мораторий на проверки; 
продление срочных лицензий; беспроцентные кредиты на выплату зарплат; пониженные та-
рифы страховых взносов и т. д. [3–4].

Меры поддержки субъектов экономической деятельности активно формируются и на ре-
гиональных уровнях в форме субсидий, дотаций, льготных кредитов и т. д. Специфика такой 
поддержки и ее действенность зависит от условий конкретного региона и способности регио-
нальных органов власти к оперативному принятию эффективных решений [2, 6]. 

Формированию мер поддержи на региональном является сложной задачей, решение ко-
торой предполагает привлечение экспертов, специалистов, проведения многочисленных об-
суждений и рассмотрений альтернативных вариантов. В период пандемии задача усложняется 
требованием оперативности и наличием жестких бюджетных ограничений. В силу этого, раз-
работка современных механизмов, позволяющего за достаточно короткое время провести вы-
числительные эксперименты и сформировать обоснованные варианты распределения средств 
финансовой поддержки, является актуальной задачей.

Целью настоящего исследования является разработка вычислительно реализуемых, гиб-
ких математических моделей, позволяющих региональным органам власти оперативно сфор-
мировать эффективные варианты финансовой поддержки предприятий в период пандемии 
Covid-19.

Теоретической основой исследования послужили работы В. З. Беленького, В. Н. Буркова, 
Д. А. Новикова и др., в которых описаны механизмы поддержки и стимулирования предпри-
ятий [8–10] . Вопросы устойчивого развития региона и математические модели управления 
устойчивым развитием, включая меры поддержки, представлены в работах Г. А. Угольницкого 
и О. И. Горбаневой [11]. Общие подходы к разработке математического инструментария регу-
лирования экономической системы на региональном уровне описаны в работах И. В. Горошко, 
Ю. В. Бондаренко и др. [12–13]. Настоящая статья является логическим продолжением данных 
исследований в направлении разработки математических моделей формирования поддержки 
предприятий региона с учетом новых особенностей, связанных с пандемией Covid-19.

В статье предлагается рассмотреть вопрос формирования эффективных вариантов под-
держки на двух уровнях агрегирования предприятий региона. Модели первого уровня пред-
назначены для расчета эффективных вариантов финансовой поддержки в агрегированном 
срезе (по группам предприятий определенного вида экономической деятельности). Модели 
второго уровня позволяют рассчитать дополнительную величину адресной поддержки для 
системообразующих предприятий региона. Параметры моделей формируются на основе до-
ступной статистической информации, что делает их практически реализуемыми. В настоящем 
исследовании более подробно описываются модели первого уровня, их параметры и ограни-
чения, предлагается алгоритм решения. Для проведения практических расчетов разработан 
программный продукт, позволяющий осуществить многократный модельный эксперимент.

1. Материалы и методы

Рассмотрим региональную экономическую систему, в качестве элементов которой выде-
лим региональные органы власти (администрация региона) и предприятия, осуществляющие 
экономическую деятельность.
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Полагаем, что предприятия региона могут быть объединены в однородные укрупненные 
группы (классы) в соответствии со спецификой экономической деятельности. Классами могут 
служить, например, отрасли или виды экономической деятельности (ВЭД). Помимо федераль-
ных мер поддержки, предприятия группы могут в равной мере рассчитывать на получение 
региональной субсидии.

К числу особых случаев будем относить предприятия, которые являются наиболее значи-
мыми для социально-экономического развития региона (как правило, это крупные системо-
образующие предприятия), а также предприятия, оказавшиеся в наиболее сложном экономи-
ческом положении во время пандемия Covid-19. Таким предприятиям дополнительно может 
быть оказана адресная поддержка, величина которой рассчитывается индивидуально.

Каждый элемент экономической системы заинтересован в высоком уровне социально-эко-
номического развития региона в целом, но вместе с тем, имеет свои интересы. Будем предпола-
гать, что приоритетными интересами руководства предприятий в условиях пандемии являют-
ся получение такой величины чистой прибыли, которая позволит предприятию осуществлять 
экономическую деятельность без существенного снижения объемов производства. Приори-
тетные интересы региональных органов власти – сохранение рабочих мест на предприятиях 
региона; обеспечение приемлемого уровня средней за период номинальной заработной платы 
сотрудников, в том числе, временно не участвующих в производственных процессах по при-
чине пандемии; обеспечение достаточных объемов выпускаемой продукции.

Предположим, что в начальный момент некоторого временного периода на поддерж-
ку предприятий региона органы власти могут выделить определенный объем финансовых 
средств. Средства выделяются однократно в начале периода. Финансовая поддержка в форме 
субсидий может предназначаться определенной группе (группам) предприятий или же носить 
адресный характер. 

В первом случае региональные органы власти должны определить: общий размер финансо-
вых средств, которые могут быть выделены в форме субсидий предприятиям группы в неко-
тором периоде; правила и порядок начисления субсидий; целевые социально-экономические 
показатели, которые должны быть достигнуты получателями субсидий. 

Во втором случае региональные органы власти должны рассчитать обоснованный размер 
субсидии конкретному предприятию для обеспечения возможности его функционирования 
без существенного сокращения объемов производства и кадрового состава.

Разработку альтернативных вариантов поддержки предприятий региона в настоящей ста-
тье предлагается осуществлять на основе математических моделей векторной оптимизации, 
решения которых носят название эффективных точек. Для оперативности и своевременно-
сти проведения практических расчетов такие модели должны обладать достаточной универ-
сальностью (иметь одинаковую структуру для групп или отдельных предприятий; учитывать 
необходимые ограничения и параметры, описывающие процессы функционирования; допу-
скать программную реализацию и варьирование параметров модели для обеспечения опера-
тивности принятия решений при различных условиях и воздействиях; учитывать интересы и 
возможности субъектов экономической системы.

Описываемый комплекс моделей позволяет сформировать эффективные варианты фи-
нансовой поддержки предприятий на двух уровнях агрегирования хозяйствующих субъектов 
региона: – для групп предприятий и для отдельного предприятия. В первом случае будем гово-
рить о моделях верхнего уровня, а во втором – о моделях нижнего уровня.

В настоящей работе акцентируем внимание на описании модели верхнего уровня. На дан-
ном уровне экономическую систему будем рассматривать агрегировано, в разрезе M  одно-
родных групп, В одну группу могут входить, например, предприятия одного вида экономиче-
ской деятельности или отрасли.
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Полагаем, что администрации региона на момент расчета поддержки известна следующая 
агрегированная по предприятиям группы m  информация, полученная за последний отчет-
ный период (год):

– 0
mL  – общая численность работающих (трудовые ресурсы); mL  – численность работников, 

которые временно не заняты на производстве в связи с пандемией;
– 0

mω  – средняя за период номинальная заработная плата сотрудников, занятых на произ-
водстве:

– ω  – средняя величина выплат сотрудникам, временно не занятым на производстве;
– 0

mK  – объем капитала (основных фондов);
– 0

mB – собственные средства предприятий группы, которые могут быть инвестированы в 
развитие производства; 

– mγ – коэффициент ликвидации основных фондов; mλ  – коэффициент обновления основ-
ных фондов;

– коэффициенты прямых затрат mja  и ,jma  1,..., ;j M=
– mρ  – доля отчислений с фонда оплаты труда;
– mα  – ставка налога на прибыль.
На основе статистической и экспертной информации могут быть рассчитаны:

( )( )0,m m m m mf K L Lω ⋅ −  – производственная функция группы предприятий, аргументами ко-
торой являются размер капитала (основных фондов) mK  и численность трудовых ресурсов 

,m mL L−  занятых в производстве в период пандемии;
– mβ  – средние затраты на создание одного рабочего места на предприятиях группы ;m
– mQ  – прогнозируемая величина конечного спроса на продукцию предприятий;
– mI  – дополнительные издержки предприятий, связанные с эпидемиологической обста-

новкой;
– прогнозируемые значения выпуска групп предприятий (отраслей, ВЭД) 1 2, , , .My y y  
Будем считать, что региональные органы власти (возможно, совместно с руководством 

предприятий группы m) определили:
– приемлемое для функционирования группы предприятий значение чистой прибыли ;mZ  
– приемлемые для региона количество рабочих мест на предприятиях m-й группы mL  и 

объем выпускаемой продукции .my
– max

mG  – максимально возможная величина поддержки.
Переменными модели являются: 
– mG  – величина субсидируемых средств поддержки в планируемом периоде;
– my  – объем выпускаемой продукции группы предприятий;
– mL  – численность трудовых ресурсов в планируемом периоде;
– mL∆  – количество новых рабочих мест в планируемом периоде;
– mZ – совокупная чистая прибыль группы предприятий в планируемом периоде;
– mK∆  – затраты на расширение основных фондов в планируемом периоде.
Агрегированную модель формирования эффективных вариантов поддержки группы пред-

приятий запишем как многокритериальную задачу принятия решений с функциями цели:
	 max,mZ → 	 (1)
	 max,my → 	 (2)
	 max,mL → 	 (3)
	 min,mG → 	 (4)

при ограничениях, учитывающих:
– технологию выпуска группы предприятий: 
	 ( )( ), ;m m m m m my f K L Lω= ⋅ − 	 (5)
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– потребности региона в продукции группы предприятий:

	
1

;
M

m mj j m
j

y a y Q
=

≥ +∑ 	 (6)

– изменение основных фондов за счет их ликвидации, обновления и расширения на вели-
чину :mK∆

	 ( ) 01 ;m m m m mK K Kγ λ= − + + ∆ 	 (7)
– изменение численности трудовых ресурсов за счет создания новых рабочих мест:
	 0 ;m m mL L L= + ∆ 	 (8)
– формирование чистой прибыли:

	 ( ) ( ) 0

1

11 ;
1

M

m m m jm m m m m m m m m
j m

Z y a y L L K Iα ω ω λ
ρ=

 
= − ⋅ − + ⋅ + ⋅ + − − 

∑ 	 (9)

– ограничения на финансовые средства:
	 0 ;m

m m m m m mK L B Z K Gβ∆ + ∆ ⋅ ≤ + + + 	 (10)
– ограничения на переменные:
	 ,m mL L≥  ,m mZ Z≥  max0 ;m mG G≤ ≤  0, 0.m mK y∆ ≥ ≥ 	 (11)
Модель (1)–(11) относится к классу задач векторной оптимизации и может быть сведена к 

равносильной задаче с переменными ,mL∆  ,mK∆  .mK


Поиск эффективных вариантов поддержки предлагается осуществлять посредством алго-
ритма, основанного на методе взвешенных сумм и включающего следующие этапы.

1. Генерирование множества векторов весовых коэффициентов функций цели (1)–(4):

( ){ }1 2 3 4, , , : 1,..., ,j j j j j j Jλ λ λ λ λΛ = = =

где J  – заданное число векторов, 1 2 3 4, , , 0,j j j jλ λ λ λ >  1 2 3 4 1,j j j jλ λ λ λ+ + + =  1,..., .j J=
2. Решение J  задач скалярной оптимизации с ограничениями (5)–(11) и функцией цели 

следующего вида:

1 2 3 4 max,j n j n j n j n
m m m mZ y L Gλ λ λ λ⋅ + ⋅ + ⋅ − ⋅ →

где 1,..., ,j J=  , , ,n n n n
m m m mZ y L G  – нормированные функции цели.

Каждая из задач данного этапа в общем случае представляет собой нелинейную задачу ма-
тематического программирования, для практической реализации которых обоснованно вы-
бран метод Соболя.

Результатом работы алгоритма является множество эффективных вариантов компромисс-
ных ставок налога на прибыль агрегированных группы m  предприятий региона:

	 ( ) ( ){ }1 , , .J
m m mA G G=  	 (12)

Модель (1)–(11) формируется и решается для каждой группы предприятий ,m  1,..., .m M=
Таким образом, результатом является совокупность множеств: 

{ }1,..., .MA A A=

Различные комбинации вариантов поддержки множества A  анализируются и обсуждают-
ся экспертами и специалистами, на основании решения которых выбирается тот вариант, ко-
торый наиболее приемлем для конкретного региона:

( )1 2, , , .mG G G G=
 

 


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2. Результаты и обсуждение

Для практического решения задачи (1)–(11) и реализации описанного выше алгоритма 
разработан программный комплекс на языке С#. В структуру комплекса входят: база данных, 
содержащая статистические данные по региону и показатели ряда предприятий Воронежской 
области; вычислительный блок, содержащий методы решения задач нелинейной оптимиза-
ции. Работа алгоритма тестировалась на учебных и реальных данных. 

Рассмотрим пример расчетов. Расчеты проводились на основе агрегированных данных 
2020 года по предприятиям электроэнергетики Воронежской области, официально предостав-
ленных Федеральной службой статистики. Данные предприятия относятся к виду экономи-
ческой деятельности «Производство и распределение электроэнергии, газа и воды», раздел 
«Производство, передача и распределение энергии».

В табл. 1 приведен фрагмент основных данных для агрегированной модели формирования 
эффективных вариантов поддержки предприятий энергетического комплекса.

Таблица 1
Основные данные для алгоритма

Название показателя Единицы измерения Значение
Среднегодовая численность занятых тыс. чел 31.5
Основные фонды (на конец года) млн. руб. 274 361
Коэффициент обновления основных фондов 
(на конец года)

в % от общей стоимости 
основных фондов

60.2

Коэффициент ликвидации основных фондов 
на конец года)

в % от общей стоимости 
основных фондов

0.2

Доля отчислений с фонда оплаты труда % 30
Среднегодовая номинальная заработная плата тыс. руб. 504
Прибыль до налогообложения (балансовая 
прибыль)

млн. руб. 2124.9

Для проведения практических расчетов для ВЭД «Производство и распределение элек-
тро-энергии, газа и воды» на основе официальных статистических данных за период 2003–
2019 гг. по Воронежской области (без 2008 г.) получена производственная функция следующе-
го вида:

0,0016 0,0016 61,15(0,967 [ ] 0,0373 [ ] ) .y K Lω− − −= ⋅ + ⋅
Нижние границы показателей на расчетный период: 33L =  тыс. чел., 1200Z =  млн. руб.
Максимальное значение поддержки определено как 300 млн. руб. 
В данном примере численность сотрудников, временно не занятых в производстве на пери-

од пандемии и временно нетрудоспособных по болезни принята 1 тыс. чел.
Фрагмент результатов программных расчетов трех эффективных вариантов финансовой 

поддержки приведены в табл. 2.
Таблица 2

Результаты расчета эффективных вариантов поддержки решений

№ Величина поддержки 
(млн. руб.)

Объем выпускаемой 
продукции (млн. руб.)

Трудовые ресурсы 
(тыс. чел.)

Чистая прибыль 
(млн. руб.)

1 200 32004.4 33.2 1275.8
2 246 34000.7 35.0 1447.7
3 300 34879.1 36.7 1375.2
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Проведенное исследование показало преимущества использования математических мето-
дов для решения сложных актуальных задач регионального уровня – поддержки предприятий 
региона во время пандемии Covid-19. Программный расчет эффективных вариантов х реше-
ний, обладающих различными оценками по критериям, позволяет повысить не только объек-
тивность принимаемых решений, но и их качественные характеристики. 

Заключение

В настоящей работе рассмотрен подход к решению актуальной задачи регионально-
го управления, связанной с формирование мер поддержки предприятий в новых для реги-
онов условиях пандемии Covid-19. Предлагается комплекс математических моделей и алго-
ритмов, позволяющих оперативно определить варианты поддержки группы или отдельного 
предприятия, оценить положительное влияние каждого из них на экономическое развитие и 
осуществить последующий выбор варианта, наиболее приемлемого с позиции региональных 
органов власти и руководства предприятий. Предложенная в исследовании агрегированная 
модель формирования эффективных вариантов поддержки группы предприятий неоднократ-
но обсуждалась с представителями региональных органов управления и бизнеса, ее ограниче-
ния корректировались с учетом сделанных замечаний. Состав системы ограничений модели, 
ее детализация во многом определялись доступной информацией в целях сделать ее практи-
чески реализуемой. По мере появления возможности более тщательного учета особенностей 
деятельности предприятий, ограничения модели могут быть дополнены. 
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СИСТЕМНЫЕ ПОДХОДЫ В ОЦЕНКЕ ДИНАМИЧЕСКИХ СОСТОЯНИЙ 
ТЕХНИЧЕСКИХ ОБЪЕКТОВ ТРАНСПОРТНОГО И ТЕХНОЛОГИЧЕСКОГО 

НАЗНАЧЕНИЯ: СВЯЗНОСТЬ ДВИЖЕНИЙ, ПРИВЕДЕННЫЕ ХАРАКТЕРИСТИКИ, 
ФОРМЫ ДИНАМИЧЕСКИХ ВЗАИМОДЕЙСТВИЙ
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2Иркутский национальный исследовательский технический университет

А. В. Елисеев1,2, Н. К. Кузнецов2, А. С. Миронов1

Аннотация. Развивается методологическая база для решения задач оценки, контроля и 
формирования динамических состояний технических объектов транспортного и техно-
логического назначения, находящихся в состоянии вибрационного нагружения. В рамках 
структурного математического моделирования механическим колебательным системам, 
используемым в качестве расчетных схем технических объектов, сопоставляются схемы 
эквивалентных в динамическом отношении систем автоматического управления. Пред-
ставлены новые результаты о возможностях оценки состояний и форм динамических 
взаимодействий элементов механических колебательных систем, обладающих приведен-
ными упругими характеристиками.
Ключевые слова: структурное математическое моделирование, механические колеба-
тельные системы, режимы динамического гашения колебаний, связанность движений, 
одновременно действующие силы, передаточные функции, приведенные упругие харак-
теристики, динамические состояния, формы динамических взаимодействий.

Введение

Развитию системных подходов к задачам динамики машины, обеспечения безопасности 
эксплуатации, в том числе защите от вибраций технических объектов транспортного и техно-
логического назначения, виброизоляции оборудования, приборов и аппаратуры, находящих-
ся под воздействием вибрационного нагружения, уделяется в последние годы значительное 
внимание [1–3]. Технические объекты могут представлять собой достаточно сложные систе-
мы, включающие в свой состав не только массоинерционные элементы, но значительное чис-
ло других элементов, реализующих как упругие взаимодействия, так и рассеивание энергии 
колебаний, а также функциональные связи, создающие различные эффекты и специфические 
формы динамических взаимодействий элементов машин и оборудования. Динамическое га-
шение колебаний для технического объекта с несколькими степенями свободы можно отнести 
к числу часто применяемых способов формирования специальных динамических эффектов.

В предлагаемой работе в рамках методов структурного математического моделирования 
развивается методологическая основа системного подхода к формированию, оценке и контро-
лю эффектов динамического гашения колебаний в линейных механических системах с тремя 
степенями свободы, находящихся в режиме кинематического или силового возмущения.

1. Общие положения и постановка задачи

Рассматриваемая механическая колебательная система (рис. 1) образована тремя массои-
нерционными элементами 1,m  2 ,m  3m  соединенными посредством упругих элементов с 
жесткостями 1 5;k k−  со стороны ограничителей действуют кинематические возмущения 1( ),z t  

2 ( );z t  кроме того, на массоинерционные элементы действуют внешние гармонические син-
хронные возмущения 1( ),Q t  2 ( ),Q t  3 ( ).Q t  Система совершает малые колебания относительно 
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положения статического равновесия. В качестве обобщенных координат рассматриваются 
смещения 1 2 3, ,y y y  массоинерционных элементов относительно положения статического рав-
новесия.

Для построения математической модели системы используются уравнения Лагранжа 2-го 
рода, составленные на основе выражений для кинетической и потенциальной энергии:

	 2 2 2
1 1 2 2 2 2

1 1 1T
2 2 2

m y m y m y= + +   	 (1)

	 2 2 2 2 2
1 1 1 2 2 1 3 3 2 4 3 2 5 3 1

1 1 1 1 1( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ,
2 2 2 2 2

k y z k y y k y y k y z k y yΠ = − + − + − + − + − 	 (2)

После составления системы дифференциальных уравнений с учетом нулевых начальных 
условий и интегральных преобразований Лапласа запишем алгебраическую систему:

	 2
1 1 1 2 5 2 2 3 5 1 1 1( ) ,y m p k k k y k y k Q k z+ + + − − = + 	 (3)

	 2
1 2 2 2 2 3 3 3 2( ) ,y k y m p k k y k Q− + + + − = 	 (4)

	 2
1 5 2 3 3 3 3 4 3 4 2( ) .y k y k y m p k k Q k z− − + + + = + 	 (5)

Предполагается, что внешние силовые возмущения обладают свойствами связности вида:
	 2 1,Q Qα= 	 (6)

	 3 1,Q Qβ= 	 (7)
где α  и β  – постоянные величины, принимающие положительные, отрицательные и нулевые 
значения.

Задача заключается в развитии графо-аналитических методов для оценки динамических 
особенностей механических колебательных систем с тремя степенями свободы, находящихся 
под действием связных внешних возмущений силовой и кинематической природы.

2. Особенности использования системных подходов в оценке движения 
элементов механических колебательных системах

Для оценки динамических свойств механических колебательных систем предлагается си-
стемный подход, основанный на физической интерпретации алгебраических свойств систем 
линейных уравнений. В рамках рассматриваемой интерпретации ключевой характеристикой 
механической колебательной системы является характеристическое частотное уравнение и 
его возможные формы. Формы характеристического уравнения в зависимости от выбранных 
координат предопределяют возможность введения понятий, обобщающих представления о 
динамической жёсткости, податливости, парциальности, связанности движений элементов 
или структурных образований в режиме свободных колебаний системы или с учетом внешних 
воздействий силовой или кинематической природы. 

Рис. 1. Расчетная схема технического объекта, представленная механической 
колебательной системой с тремя степенями свободы
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Рассматриваются возможности формирования динамических жесткостей различных упру-
гих элементов, входящих в состав механических колебательных систем, с целью учёта харак-
тера связанности координат систем, находящихся под внешним гармоническим воздействием 
силовой или кинематической природы.

3. Метод построение характеристик связей между переменными системы 
и внешним силовым воздействием

Коэффициенты алгебраической системы (3)–(5) при условии ( 1 0,z =  2 0z = ) представлены 
в табл. 1.

Таблица 1
Система коэффициентов уравнений движения в координатах 1 2 3, ,y y y

11a 12a 13a
2

1 1 2 5m p k k k+ + + 2–k 5–k

21a 22a 23a

2–k 2
2 2 3m p k k+ + 3–k

31a 32a 33a
5–k 3–k 2

3 3 4 5m p k k k+ + +
Обобщенные силы

1Q 2Q 3Q

Алгебраическая система уравнений в изображениях Лапласа (табл. 1) используются для 
построения структурных схем, эквивалентных в динамическом отношении систем автомати-
ческого управления. На рис. 2 представлена структурная модель системы, позволяющая по-
лучить детализацию связей между элементами системы и построить передаточные функции 
системы. 

а) б)
Рис. 2. Структурная (а) и детализированная (б) схемы механической колебательной 

системы с тремя степенями свободы ( p jω=  – комплексная переменная, 
значок «−» над переменной означает изображение по Лапласу)

На основе табл. 1 могут быть построены выражения для связей между переменным 1 2 3, ,y y y  
и воздействием 1Q  с учетом коэффициентов связанностей:

	 ( ) ( ) ( )22 33 23 32 13 32 33 12 12 23 13 221
1

1 0

( ) ,
a a a a a a a a a a a ayW p

Q A
α β− + − + −

= = 	 (8)

	 ( ) ( ) ( )23 31 31 33 11 33 13 31 13 21 11 232
2

1 0

( ) ,
a a a a a a a a a a a ayW p

Q A
α β− + − + −

= = 	 (9)

	 ( ) ( ) ( )21 32 22 31 12 31 11 32 11 22 12 213
3

1 0

( ) ,
a a a a a a a a a a a ayW p

Q A
α β− + − + −

= = 	 (10)

где
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	 0 11 22 33 11 23 32 33 12 21 22 13 31 13 21 32 12 23 31,A a a a a a a a a a a a a a a a a a a= − − − + + 	 (11)
где характеристическое уравнение 0 0A =  позволяет определять собственные частоты.

Далее полагается, что силовые воздействия 1 2 3, ,Q Q Q  прикладываются к массоинерцион-
ным элементам 1,m  2 ,m  3m  соответственно без учета связанности ( 0,α =  0β = ).

4. Метод построение приведенных характеристик системы 
на основе частотного характеристического уравнения

Для исследований систем в обобщенном виде, приведенном к одной координате 1y  путём 
исключения координат 2 3,y y  с учетом, что силовое возмущение 1Q  приложено к элементу 1,m  
рассматриваются преобразования характеристического частотного уравнения (11) в виде:

	 ( )
[ ]

( )
[ ]

31 31 22 21 23 12 12 33 23 31
11

2 3 2 3

0,
a a a a a a a a a a

a
m m m m

− −
− − = 	 (12)

где
	 [ ] 2 2

2 3 22 33 2 2 3 3 3 4
2

5 3 –  ·  – .m m a a m p k k m p k k k k      = = + + + + + 	 (13)
Структурная схема системы (рис. 2, а, б) при исключении координат 2 3,y y  принимает при-

веденный вид (рис. 3, а, б).

а) б)
Рис. 3. Структурная схема системы, приведенной к одной координате движения 

массоинерционного элемента m1, с учетом возмущающей силы 1Q : 
а – обобщенный вид; б – детализированный вид ( 1 2 30, 0, 0Q Q Q≠ = = )

Преобразование исходной системы (рис. 2) к системе обобщенного вида (рис. 3) предпо-
лагает возможность интерпретации отдельных частей системы с использованием представле-
ний о квазипружинах, жесткости которых зависят от частот внешних воздействий:

	 ( )
( )

[ ]

2
5 2 2 3 5 2 3

pr.1

2 3

;
k m p k k k k k

k p
m m

 + + + ′ = 	 (14)

	 ( )
( )

[ ]

2
2 3 3 4 5 2 3 5

pr.2

2 3

.
k m p k k k k k k

k p
m m

 + + + + ′′ = 	 (15)

В результате проведенных преобразований, связанных с исключением координат 2 3,y y  ха-
рактеристическое частотное уравнение (12) может быть представлено в виде:

	 pr.1 pr
2

1 22 .1 5 – –   0.m p k k k k k+ + + = 	 (16)
После исключения координат 2 3,y y  уравнение системы (рис. 2) относительно 1y  представ-

ляет собой равенство нулю в точке приложения силы 1Q  сумму всех приложенных к массои-
нерционному элементу 1m  сил, включая инерцию и силы реакции связей:

	 2
1 1 1 1 2 1 5 1 pr.1 1 pr.2 1 1– –  – 0,m p y k y k y k y k y k y Q+ + + = 	 (17)

что представляет собой отображение принципа Даламбера.
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5. Метод оценки форм совместных движений на основе парциальных систем

Модельная система (рис. 1) может быть сведена в цепную систему путем обнуления пара-
метра жесткости 5 0.k =  При рассмотрении в качестве кинематического возмущения коорди-
наты 1,y  по аналогии с понятием парциальной системы обычного вида (фиксируются все ко-
ординаты кроме одной) может быть рассмотрено понятие обобщенной парциальной системы, 
представляющей систему с двумя степенями свободы. Принципиальная схема и структурная 
модель обобщенной парциальной системы представлена на рис. 4 

а) б)
Рис. 4. Обобщенная парциальная система: а – принципиальная схема ( 1y  рассматривается 

как кинематическое возмущение), б – структурная схема

Динамические свойства обобщенной парциальной системы в виде цепной механической 
колебательной системы, совершающей движение под воздействием кинематического возму-
щения в виде координаты 1,y  могут быть охарактеризованы так называемыми передаточны-
ми функциями межпарциальных связей:

	
( )

[ ]

2
3 3 4 22

1
2 31

( ) .
m p k k kyW p

m my

+ + ⋅
′′′ = = 	 (18)

	
[ ]

3 2 3
2

2 31

( ) .y k kW p
m my

′′′ = = 	 (19)

Обобщенная парциальная система (рис. 4, а), рассматриваемая как изолированная механи-
ческая колебательная система с двумя степенями свободы, имеет две частоты «собственных» 
колебаний 2n′  и 3,n′  определяемых из уравнения 2 3[ ] 0m m =  (13).

Характеристическое уравнение системы (16) при условии 5 0k =  с учетом выражений (14) 
и (15) для динамических жесткостей pr.1k  и pr.2k  принимает вид:

	
( )

[ ]

2 2
2 3 3 42 2

1 1 2 pr.1 pr.2 1 1 2
2 3

0 .
k m p k k

m p k k k k m p k k
m m

+ +
+ + − − = + + − − 	 (20)

После замены ,p jω=  1j = −  выражение (20) может быть представлено в виде уравне-
ния относительно собственной частоты исходной системы :ω

	
( )

( ) ( )
2 2

2 3 3 42
1 1 2 2 2 2

2 2 3 3 3 4 3

.
k m k k

m k k
m k k m k k k

ω
ω

ω ω

− + +
− + + =

− + + ⋅ − + + −
	 (21)

Графическое решение уравнения (16), определяющее частоты собственных колебаний ис-
ходной системы (рис. 1), может быть представлено точками пересечения графиков функций 
левой ( )D ω  и правой 1( )D ω  частей:

	 2
1 2 1 ) –( ;D k k mω ω= + 	 (22)

	 1 .2( ) ( ).prD kω ω= 	 (23)
Частоты 2 ,n′  3,n′  найденные из уравнения [ ]2 3 0m m =  как «собственные» частоты, рассма-

триваемой изолировано, парциальной системы (рис. 4), доставляют приведенной жесткости 
pr.2 ( )k ω′  бесконечно большие значения. Равенство динамической жесткости 1( )D ω  квазипру-
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жины бесконечно большим значениям определяет режимы динамического гашения колеба-
ний для элемента массой 1.m

6. Частотные характеристики в оценке форм динамических взаимодействий

Амплитудно-частотные характеристики (АЧХ) передаточных функций системы по различ-
ным координатам существенно зависят от точек приложения внешних силовых воздействий. 
Ключевыми особенностями графиков амплитудно-частотных характеристик являются при-
знаки частот динамического гашения колебаний, собственных частот и парциальных частот. 
Семейство графиков АЧХ (рис. 5) построено для механической колебательной системы при 
силовом возмущении 1 0,Q ≠  2 0,Q =  3 0.Q =

Определение частот собственных колебаний 1 ,sobω  2 ,sobω  3sobω  выражениями (22) и (23) 
можно интерпретировать как метод нахождения частот специальных режимов в зависимости 
от объекта, к которому прикладывается внешнее силовое возмущение, в частотности, от эле-
мента 1.m  Особенностью такого метода в данном случае является построение выражения для 
частот собственных колебаний, обеспечивающих равенство нулю динамической жесткости 
системы в виде

	 1( ) ( ).D Dω ω= 	 (24)
Форма выражения для динамической жесткости (24) позволяет рассматривать её нулевые, 

положительные, а вместе с тем, и её отрицательные значения. 
В рамках развиваемых представлений, резонансные режимы в механических колебатель-

ных системах отражают отсутствие противодействия со стороны элементов системы внешним 
силовым воздействиям определенной частоты, приложенным к массоинерционным элементам. 

7. Особенности распределения форм движений 
по координатам 1 2 3, ,y y y  на основе частотных характеристик

Средствами оценки форм динамических взаимодействий могут быть выбраны совокупно-
сти амплитудно-частотных характеристик системы, амплитудно-частотные характеристики 
межпарциальных связей и приведенные динамические жесткости. 

Рис. 5. Амплитудно-частотные характеристики передаточных функций системы (по рис. 9): 
1 – 1 1y Q ; 2 – 2 1y Q ; 3 – 3 1y Q ; (тт. 1–4 – определяют частоты динамического гашения при 

1 2 30, 0, 0Q Q Q≠ = = , тт. 5–7 – парциальные частоты, тт. 8–10 – собственные частоты, 
т. 11 – определяет нулевую частоту)



1753

Существенные особенности динамических взаимодействий элементов системы, отобра-
жаемые на графиках АЧХ (рис. 5), могут быть представлены в табличном виде. В табл. 2 для 
оценки динамических состояний и особенностей форм движения элементов выбраны ампли-
тудно-частотные характеристики (столбец 1, строки II–IV), рассмотренные на интервале от 
нуля второй собственной частоты.

Множество характерных частот внешнего силового воздействия представлено совокупно-
стью собственных частот, частот динамического гашения колебаний и парциальных частот; 
перечислены интервалы, образованные представленными характерными частотами (табл. 2, 
строка I). В качестве характерных режимов указаны режимы динамического гашения колеба-
ний по соответствующей координате («0II» – 1,y  «II0» – 3y ), режимы колебаний на парциаль-
ных частотах («I*I», «*II» – колебание на второй и первой парциальных частотах) и режимы 
резонанса (обозначение «∞∞∞»). 

Таблица 2
Состояния и формы динамических взаимодействий для условий 1 0,Q ≠  2 0,Q =  3 0Q =

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14
I 0 1sobω 1dynω 2parω 3dynω 1parω 1sobω
II

1 1y Q + ∞ − 0 + + + + + + + ∞

III
2 1y Q + ∞ − − − − − − − − − ∞

IV
3 1y Q + ∞ − − − − − 0 + + + ∞

V Точка т.11 т.8 т.1 т.6 т.2 т.5 т.9
VI Вершина 000 ∞∞∞ 0II I*I II0 *II ∞∞∞
VII Форма +++ ––– +–– +–– +–+ +–+

В интервалах между характерными частотами определены знаки амплитудно-частотных 
характеристик (столбцы 3, 5, 7, 9, 11, 12, 13, строки II–IV), обозначающих направленность дви-
жения отдельных координат системы. В качестве форм динамических взаимодействий ука-
заны размещения тройных наборов, образованных плюсами и минусами, в соответствии со 
знакам амплитудно-частотных характеристик в частотных интервалах.

Совокупность состояний и форм динамических взаимодействий механической колеба-
тельной системы, находящейся под вынужденным силовым воздействием 1,Q  представленная 

Рис. 6. Граф состояний и форм динамических взаимодействий механической колебательной 
системы на рис. 1 для условий 1 0,z =  1 0,Q ≠  2 0,Q =  3 0Q =
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в табл. 2, может быть представлена графом, в котором векторы значений амплитудно-частот-
ных характеристик в характерных частотах образуют вершины, а частотные интервалы знако-
постоянства амплитудно-частотных характеристик, отображаемые наборами направленно-
стей, образуют дуги.

Вершина «000»(рис. 6) представляет собой точку с нулевой частотой (рис. 5, т. 11). Дуга 0 
соответствует форме движения элементов системы с одинаковыми направленностями, что 
изображено набором «+++» рядом с дугой; конец дуги (рис. 6, т. 8) «указывает» на вершину 
«∞∞∞», соответствующую режиму резонанса (рис. 5, т. 8). Дуга 1, отображающая форму дина-
мического взаимодействия одинаковой направленности, но противоположной к направлен-
ностям, отображаемым дугой 0. Дуга 1 указывает на вершину «0II» (рис.6, т.1), соответствую-
щую режиму динамического гашения по координате 1y  (рис. 5, т. 1). Дуги 2–9 последовательно 
«проходят» через вершины, в частности, режимы колебаний на третьей парциальной частоте, 
режим динамического гашения колебаний по координате 1,y  резонанс, режим динамического 
гашений колебаний по координате 1y  и режим «запирания», в рамках данного рассмотрения, 
отождествляемого с «нулевым» режимом. В целом, данная механическая колебательная систе-
ма «проходит» через восемь различных форм динамических взаимодействий.

Наравне с амплитудно-частотными характеристиками для оценки состояний и форм ди-
намических взаимодействий могут быть использованы амплитудно-частотные характери-
стики межпарциальных связей и динамические жесткости, зависящие от частоты внешнего 
возмущения.

Заключение

Для частного случая совместного приложения внешних силовых возмущений разработан 
подход к оценке состояний и форм динамического взаимодействия элементов механических 
колебательных систем с тремя степенями свободы на основе использования амплитудно-ча-
стотных характеристик системы, динамических жесткостей системы и её отдельных фрагмен-
тов на основе преобразований частотного уравнения.

Показано, что резонансный режим системы «в целом» отображает состояние обнуления 
динамической жесткости системы. Обнуление динамической жёсткости квазипружины реа-
лизует определённую форму совместных движения элементов системы. Вместе с тем, режимы 
динамического гашения колебаний реализуются при бесконечно больших значениях динами-
ческой жёсткости в выбранной точке. 

Для оценки вариантов динамических режимов и форм взаимодействия элементов механи-
ческих колебательных систем с несколькими степенями свободы Разработан графо-аналити-
ческий подход, создающий предпосылки для определения характеристик влияния особенно-
стей приложения внешних воздействий силовой и кинематической природы с учетом выбора 
объекта, динамическое состояние которого оценивается.
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Аннотация. Приведен анализ применимости метода функции желательности Харринг-
тона для решения задач оценки рисков в рамках современных концепций жизнеобеспе-
чения критической инфраструктуры. Установлено, что одним из возможных решений 
задачи оценки рисков может являться разработка комплексной методики с использова-
нием инструментов, базирующихся на функции желательности Харрингтона. Авторами 
представлен концептуальный подход к определению обобщённого показателя состояния 
системы обеспечения безопасности, применимом для оценки в целом системы и ее от-
дельных элементов в условиях техногенных чрезвычайных ситуаций характерных на за-
данной территории.
Ключевые слова: комплексная безопасность, риск, Харрингтон, логические функции,  
функция желательности.

Введение

Обзор работ в области управления рисками чрезвычайных ситуаций техногенного харак-
тера на современном этапе развития показывает, что в последний годы одной из тенденции 
в области изучения сложных систем, является использование термина «критическая инфра-
структура», являющаяся совокупным определением различных сфер деятельности человека, в 
рамках которых сохраняются жизненно важные функции общества и личности. 

В большинстве рассмотренных зарубежных работ обеспечения комплексной безопасность 
жизнедеятельности человека и общества рассматривается в парадигме данного термина. Ком-
плексное научное направления в данной области за рубежом получило название «Critical In-
frastructure Resilience» (CIR) (жизнеспособность критической инфраструктуры) и затрагивает 
широкий спектр вопросов оценки устойчивости функционирования систем различной при-
роды, управления безопасности в широком смысле. 

Наличие широкого спектра работ в данной области российских и зарубежных исследовате-
лей подтверждает актуальность темы. Необходимо отметить интерес к исследованиям в дан-
ной области таких зарубежных ведомств как NASA, международных коммерческих компаний: 
British Petroleum, General Electrics, Siemens, результаты исследований которых, как правило 
являются закрытой информацией, так как являются основанием для конкурентного преиму-
щества. 

1. Современные концепции обеспечения безопасности

В основе традиционного подхода концепции (Safety I) безопасность оценивается, как отсут-
ствие нежелательных последствий и отчетливых признаков опасности, представляя бимодаль-
ные сведения о режиме функционировании системы в критериях: «опасно (неправильно)» и 
«безопасно (правильно)». Это приводит к тому, что управленческое решение по реагированию 
происходит, тогда, когда что-то случается или определяется, как неприемлемый риск. Подход 
Safety II, подходит с позиции мульти-модальности функционирования системы, основываясь 



1756

на принципе мониторинга как сбоя системы, так и нормальной её работы, прогнозирования 
событий и направления их развития. Основной упор при контроле делается на выявление то-
чек процесса с высокой вариативностью и сложностью. Показано, что реализуемая в России 
концепция комплексной системы обеспечения безопасности жизнедеятельности населения в 
целом соотноситься с принципами Safety II, что проявляется в ориентации обоих подходов на 
принятие превентивных управленческих решений и сохранения работоспособности системы 
даже в кризисных ситуациях. В настоящее время в России реализация данного подхода полу-
чила свое отражения в риск-ориентированном подходе при оценке и организации реагирова-
ния на риски возникновения техногенных чрезвычайных ситуаций. 

Анализ проводимых работ в области защиты населения от техногенных чрезвычайных 
ситуаций, а также исследования различных концепций обеспечения безопасности позволяет 
выделить два основных направлений, в области исследования техногенных источников риска 
на современном этапе: оценка, анализ риска и управление риском. Отмечено, что в настоя-
щий момент в проводимых исследованиях наблюдается переход от концепции минимизации 
возможного ущерба к концепции превентивной стратегии управления риском, концентрации 
внимания на нормальном функционировании системы и ее элементов, повышение роли си-
стем контроля и мониторинга при управлении. В рамках вышеуказанной парадигмы приори-
тетная роль отводится системам контроля и мониторинга состояний системы в соответствии 
со сложностью и опасностью контролируемой системы. 

Сама постановка этой сложной задачи связана с большим количеством информативных 
факторов, многие из которых связаны меду собой и как правило имеют вероятностный харак-
тер. Анализ номенклатуры различных датчиков, применимых в условиях техногенных чрез-
вычайных ситуаций, показывает наличие многопараметрической задачи, и даже несколько 
задач с большим числом параметров. 

Проведенный анализ применимости подходов на основе теории нечетких множеств в ра-
ботах [1–6] показывает, что одним из возможных решений задачи может являться разработка 
комплексной методики с использованием инструментов нечеткой логики, базирующаяся на 
функции желательности Харрингтона. Обзор применимости данного подхода и анализ приме-
нения данного метода в аналогичных работах показывает, что весь массив данных может быть 
описан обобщенным показателем, который бы в полной мере, в соответствии с поставленной 
задачей управления, отражал состояние объекта. 

Систематизация, анализ и структуризация собранной информации, на взаимно независи-
мые подсистемы позволяет сформировать, с использованием кривой Харрингтона, обобщен-
ный показатель состояния как в целом системы, так и ее элементов в условиях рассматривае-
мых техногенных чрезвычайных ситуаций характерных для, исследуемой территории.

2. Оценка возможности применения метода функции желательности 
для решения задач управления рисками

Для преобразования эмпирической информации, представленной в виде произвольной 
последовательности чисел в шкалу удобную для вычисления значений кривой Харрингтона, 
применяют различные способы преобразования [7–12] числовой информации: 

а) наиболее простой способ [12] – определение вспомогательной оси OY  значения которой 
взаимно однозначны с данными числовой последовательности, но принадлежат отрезку [ 2,7 ;]−

б) используют линейное преобразование .Y kY b′ = +  Если значения переменной Y  сосре-
доточены в промежутке [ , ],a c  то преобразование можно задать формулой: 

	 2 10 ,Y aY
c a

− ′ = − +  − 
	 (1)
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Сама кривая определяется формулой:

	 exp exp 2 10 .Y ad
c a

  −  = − − +   − −   
	 (2)

Графически эта функция имеет следующий вид (рис. 1)

Это наиболее распространенный способ преобразования эмпирических расположенных в 
порядке возрастания данных (например, в [10–12]). В отличие от шкалы, переменная Y  может 
принимать все значения из отрезка [ , ].a c

Для случая, когда мы выбираем (например, в работе [10]) восьми бальную шкалу индексов 
формула (2) имеет следующий вид: 

	 1exp exp 2 10 ,
7

Yd
  −  = − − +      

	 (3)

и порождает оценочную таблицу (табл. 1) следующего вида: 

Таблица 1
Критериальная оценочная таблица

Y 1 2 3 4 5 6 7 8
Y ′ –2 –0,57 0,86 2,2 3,8 5,1 6,6 8
d 0 0,17 0,65 0,9 0,95 0,99 0,998 1

Анализ этой таблицы показывает ее избыточность. Значения «желательности» начиная с 
цифры 6 практически неразличимы и в прикладной области, связанной с техногенными чрез-
вычайными ситуациями. Они требуются для задач особой жесткой точности.

Поэтому предлагается для задач, связанных с чрезвычайными ситуациями, на конкретном 
примере использовать более простое преобразование:

	 1exp exp 2 10 .
5

Yd
  −  = − − +      

	 (4)

Это преобразование связано с таблицей, содержащей 6 показателей (табл. 2).
Схематично формирование обобщенного показателя желательности (уровня нужного ка-

чества) можно изобразить следующим образом (рис. 2). 

Рис. 1. График функции (1)
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Реализация алгоритма включает следующие этапы:
1. Формирование списка (реестра) источников риска рассматриваемой территории. 
2. Группировка полученного списка. Для каждой группы формируется свой интегральный 

показатель на основе средневзвешенного значения. 
3. Формирование, с учетом полученного реестра нового списка показателей, где вместо 

ряда групп показателей включается их усредненная «цена» и интегральный показатель.
Анализ и обобщение результатов исследований, показал несостоятельность применения 

среднего арифметического для анализа. Перспективным является использование понятия – 
медиана распределения.

После определения величин – kd  частных показателей качества всех 1,2, ,k m= …   факто-
ров проведено формирование обобщенного показателя качества (желательности) – .D  Для 
этого в большинстве рассмотренных нами работ применяют обычно среднее геометрическое:

	
1

.
m

m k
k

D d
=

= ∏ 	 (5)

Это формула, как правило применяется в случае, когда не задается приоритетность факто-
ров. В случае, когда имеется нормативно заданная шкала приоритетов, и каждому фактору 
( )kd  определяется свой вес [1,0)kα ∈  применяют взвешенное среднегеометрическое. В каче-
стве обобщенного показателя рассматривают формулу:

	
1

,k

m
s k

k

D dα

=

= ∏  здесь 
1

.
m

k
k

s α
=

= ∑ 	 (6)

Наиболее важному фактору (или нескольким) присваивается вес, равный единице, и далее с 
убыванием. Практика показала, что удобными являются значения: 1; 0,9; 0,8 и т.д. но, не близкие 
к нулю веса. Необходимо отметить, что в известных авторам работах не обосновывается адек-
ватность применения данных средних в рамках специфики рассмотренных задач и объектов.

Значения, полученные при подходе (5), (6) наиболее применимы в задачах, в которых бли-
зость индекса любого фактора к нулю, практически всегда ведет к близости к нулю и обобщен-

Таблица 2 
Критериальная оценочная таблица

Y 1 2 3 4 5 6
Y ′ –2 0 2 4 6 8
d 0 0,37 0,87 0,98 0,99 1

Рис. 2. Схема алгоритма формирования обобщенного показателя желательности
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ного показателя. Это актуально при решении задач в рамках бимодальной концепции Safety I. 
Жесткость (превращение в ноль) этого показателя вполне оправдана при оценках в критериях: 
«опасно (неправильно) – 0» и «безопасно (правильно) – 1». 

Однако, обобщенный показатель в виде среднего геометрического имеет существенные не-
достатки: 

1) частные оценки близкие к нулю не приемлемы. Они обращают обобщенный показатель 
в ноль, и работа проделана напрасно;

2) частные оценки равные единицы могут быть просто не замеченными, так как не вносят 
никакого вклада в среду значений;

3) исключает полностью возможность использования маркера – (0).
Поэтому в работе предлагается использовать в качестве обобщенного показателя среднее 

квадратическое:

	 ( )2 2 2
1 2

1 ... .mD d d d
n

= + + + 	 (7)

Формула (6) для усреднения без приоритетов и когда имеется заданная шкала приоритетов 
формула:

	 ( )2 2 2
1 1 2 2

1 ... ,m mD d d d
s

α α α= + + +  здесь 
1

.
m

k
k

s α
=

= ∑ 	 (8)

Каждому фактору с номером k  присваивается свой вес: [1,0).kα ∈
Таким образом показано, что аддитивные средние – по форме являются более мягкими. 

Проявляется устойчивость к отдельным критическим изменениям отдельного параметра. Уве-
личивается возможность использовать все деления школы включая и ноль. Данный подход 
позволяет в дальнейшем применять алгоритмы многопараметрической оптимизации для ре-
шения задач 

Заключение

Анализ специфики условного объекта и применимости подходов на основе теории не-
четких множеств для решения задач оценки рисков техногенных чрезвычайных ситуаций в 
рамках современных концепций жизнеспособность критической инфраструктуры показы-
вает, что одним из возможных подходов к решению задачи оценки рисков может являться 
разработка комплексной методики с использованием инструментов нечеткой логики, базиру-
ющаяся на функции желательности Харрингтона. Представленный концептуальный подход 
к определению обобщённого показателя состояния, возможно применить как для оценки в 
целом системы, так и ее элементов в условиях рассматриваемых техногенных чрезвычайных 
ситуаций характерных для определенной территории.
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РАЗРАБОТКА АЛГОРИТМА УПРАВЛЕНИЯ ЭФФЕКТИВНЫМ РАСХОДОМ 
ВОДНЫХ РЕСУРСОВ ПРИ ИСПОЛЬЗОВАНИИ РЕГУЛЯТОРОВ ДАВЛЕНИЯ ВОДЫ 

В СИСТЕМЕ ВОДОСНАБЖЕНИЯ САНАТОРНО-КУРОРТНОГО УЧРЕЖДЕНИЯ

Воронежский институт высоких технологий

Ю. А. Клименко, А. П. Преображенский

Аннотация. Актуальность исследования, представленного в данной статье, обусловлена 
основными требованиями по экономному расходованию природных ресурсов и соблюде-
нию норм природоохранного законодательства. В работе рассматривается возможность 
использования в системе распределения водных ресурсов санаторно-курортных учреж-
дений приборов для понижения водяного давления в водопроводных сетях зданий. Уста-
новка редукторов водяного давления позволяет сократить объёмы расходования холод-
ной и горячей воды в помещениях для проживания пациентов санаториев и пансионатов.
Ключевые слова: вода, сеть, экономия, давление, расход, управление, алгоритм.

Введение

В настоящее время на повестке дня стоит вопрос повсеместной экономии ресурсов, таких 
как электроэнергия, вода, и другие. Следует обратить особое внимание такому природному 
ресурсу как пресная вода. Объем пресной воды составляет не более 3 % от общего объема всей 
воды на Земле. Но человечеству для использования доступно лишь примерно 1 %. В оптималь-
ных условиях пресная вода является неисчерпаемым ресурсом, который может восполняться 
за счет ее круговорота в природе.

Но сейчас проблема истощения запасов пресной воды под влиянием антропогенного фак-
тора становится все острее вследствие:

– обмеления надземных пресноводных водоемов, возрастающего расхода воды;
– постоянного увеличения потребления воды промышленными и сельскохозяйственными 

предприятиями, а также для бытовых нужд человека;
– загрязнения источников водоснабжения отходами антропогенного происхождения.
Вопрос экономии воды во многих странах решается на государственном уровне [1]. Осо-

бенно важно рассматривать вопрос экономии расхода воды в санаторно-курортных учреж-
дениях в районах с ограниченным ресурсом пресной воды, по причине отсутствия крупных 
естественных и искусственных водохранилищ, полноводных рек  [2]. Таким регионом являет-
ся черноморское побережье Краснодарского края.

Проблема экономии воды состоит в том, что системы водоснабжения имеют большой про-
цент износа трубопроводного хозяйства и технически устаревают. Недостаточно уделяется 
внимания технической реконструкции сетей с использованием современных технологий, ма-
териалов и приборов. Необходимо разрабатывать и внедрять автоматизированные системы 
контроля и управления процессами распределения водных ресурсов. Данные мероприятия 
позволят в будущем сократить  потребление воды и электроэнергии в санаторно-курортном 
учреждении, что, следовательно, значительно укрепит финансово-экономическое положение. 
Экономия водных ресурсов, также положительно скажется на работе очистных сооружений, 
по причине сокращения количества канализационных сбросов, что очень важно для нормали-
зации природно-экологической обстановки  черноморского побережья Краснодарского края.
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1. Контроль и регулирования процесса распределения воды

Процесс контроля и регулирования при распределении водного ресурса в водопроводной 
сети многоквартирного жилого здания является основой для качественного снабжения водой 
потребителей [3].

Целью процесса контроля и регулирования при распределении воды заключается в под-
держании необходимого постоянного давления воды на отдельных участках водоснабжения 
для оптимизации расхода данного ресурса, что в конечном итоге приводит к экономии мате-
риальных и финансовых средств.

Для этого предлагается в узлах распределения ресурса необходимо устанавливать приборы 
контроля давления и расхода воды в ВДС, а также устройства для уменьшения давление воды, 
так как слишком высокое давление в трубопроводе приводит к увеличенному  расходу воды. 

Данную функцию выполняет регулятор-редуктор давления воды (РВД), который позво-
ляет снижать напор жидкости в санитарно-технических приборах, что приводит к экономии 
объёмов расхода воды до 70 % общего объёма потребления.

Регулятор давления воды устанавливается на входе трубопровода в здание, в узлах ответ-
влений от основного трубопровода, а также на входе водопровода в номер для проживания 
пациентов санатория. Установку РВД можно совмещать приборами измерения параметров 
ВДС. На выходе редуктор может поддерживать давление от 0,5 до 6 бар. Информация о давле-
нии воды в трубопроводе требуется при разработке системы его нормализации. Для этой цели 
подключается водяной манометр для измерения давления воды в водопроводе и в течение 
определённого времени снимают его показания. Делается это несколько раз в сутки, особенно 
в часы максимального и минимального расхода воды. Также имеется возможность внедрения 
автоматизированной системы контроля и регулирования процесса распределения воды для 
сбора и обработки полученной информации [4].  После обработки статистических данных 
определяются максимальные и минимальные значения, которые затем сравниваются с нор-
мативными требованиями, и на основании этого производится выбор оптимального метода 
повышения или понижения давления воды. 

Принцип действия редуктора заключается в том, что принимая на себя различное давле-
ние воды из водопроводной системы, при помощи установленного внутри механического или 
электронного датчиков давления и регулировочного механизма, ограничивающего подачу 
воды, РДВ на выходе обеспечивает ровный поток воды и пользователь не испытывает диском-
форта от перепадов давления в водопроводной сети. Давление воды в точности соответствует 
показаниям манометра, которое установил пользователь. Помимо обычного манометра, РДВ 
можно дооборудовать фильтрами грубой и тонкой очистки, что увеличивает период эксплуа-
тации прибора.

2. Анализ эффективности работы регуляторов давления воды

По видам регуляторы давления можно разделить на поршневые, мембранные, проточные, 
автоматические и электронные [5, 6].

1) Поршневой РДВ по конструкции является самым простым, его еще называют меха-
ническим из-за того что принцип его работы основан на работе подпружиненного поршня, 
который регулирует входное давление воды и устанавливает выходное давление с помощью 
регулировочного винта. Уменьшая или увеличивая пропускную способность редуктора, со-
гласно требованиям пользователя. Выходное давление в системе устанавливается с помощью 
манометра на выходе РДВ. Регулировочная способность прибора составляет от одной до пяти 
атмосфер (Бар). 
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Недостатком данного прибора является повышенная чувствительность поршня к наличию 
сора различного вида в водопроводе. Из-за этого РДВ быстро приходит в негодность, поэтому 
необходимо обязательно использовать фильтр для увеличения срока службы прибора. 

2) Мембранный РДВ. Основой его работы служит мембрана с пружиной, находящаяся в 
герметичной камере. Поэтому она полностью защищена от различного вида засоров. Пружи-
на передает усилие на небольшой клапан, который в свою очередь регулирует размера вы-
ходного потока воды в систему домашнего водопровода. Пропускная способность прибора 
составляет от 0,5 м3 до 3 м3 в час. Благодаря своей надежности конструкции  и долговечности 
при эксплуатации имеет довольно высокую цену. 

3) Проточный РДВ отличается надежностью и неприхотливостью в связи полным отсут-
ствием в нем подвижных деталей, что конечно сказывается на его долговечности. Стабили-
зация выходного давления происходит за счет хаотичного прохождения воды по множеству 
узких внутренних каналов. В результате входящее давление воды сначала гасится и приводит-
ся в соответствие с заданным параметром, а затем сливается в один выходной канал. Приме-
нение проточного регулятора давления в основном сводится к применению в оросительных 
системам полива приусадебных участков.

4) Автоматический регулятор давления по конструкции является аналогом мембранного 
РВД. Наличие двух винтов для изменения рабочего диапазона давления в водопроводной си-
стеме отличает его от мембранного. Работу прибора обеспечивают мембрана и две пружи-
ны, сила сжатия которых регулируется специальными гайками. При слабом входящем напоре 
воды мембрана ослабевает. При увеличении входящего давления происходит сжатие мембра-
ны, приводящего к уменьшению выходного канала. В комплекте с автоматическим РДВ идет 
автоматический регулятор давления, который приводит в действие пружины на мембране. 
При слабом давлении, пружинки замыкают контакты, приводя в действие насос. В задачу ко-
торого входит поддержание давления в системе на заданном уровне. 

5) Электронный регулятор давления воды конструктивно является сложным прибором ав-
томатического типа с бесшумной работой, обеспечивающий полную защиту систему от гидро-
ударов. Электронный дисплей показывает текущую информацию о характеристиках потока 
воды в водопроводе. Электронный механизм производит непрерывный мониторинг напора 
воды в трубопроводе, используя датчик движения. Данный прибор полностью выполняет тре-
бования пользователя к давлению воды на выходе в автоматическом режиме.

3. Распределение и расход воды в водопроводной сети здания

На рис.1 представлена схема водоснабжения 5-этажного жилого здания гостиничного типа 
для размещения пациентов санатория с использованием РВД, которые устанавливаются в уз-
лах распределения подачи воды. 

Далее приводится расшифровка обозначений, указанных на схеме, где, ВХ – РВД на входе 
водопроводной сети в здание; 1, 2, ..., n – РВД, размещённые в начале распределительной сети 
водоснабжения (стояк); 1.1, 1.2, ..., n.5 – РВД, размещённые на входе распределительной сети 
водоснабжения в жилое помещение (номер); Робщ – давление воды в распределительной сети 
водоснабжения на входе в здание; Р1, Р2, ..., Рn – давление воды в распределительной сети водо-
снабжения после РВД 1, РВД 1, ..., РВД n; Р1.1, Р1.2, ..., Рn.5 – давление воды в распределительной 
сети водоснабжения перед РВД 1.1, РВД 1.2, ..., РВД n.5; Q1.1, Q1.2, ..., Qn.5 – расчётный расход 
воды в распределительной сети водоснабжения перед РВД 1.1, РВД 1.2, ..., РВД n.5; Qпотреб. – 
расчётный расход воды в распределительной сети водоснабжения перед РВД 1.1, РВД 1.2, ..., 
РВД n.5.
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Для оптимизации процесса распределения воды [7], устанавливаем РВД на входе в зда-
ние и в основных узлах разделения водных потоков (ответвлениях стояков, ответвлениях от 
стояков, на входах в жилые номера или перед санитарно-техническими приборами). Это не-
обходимо для выравнивания давления во всей водопроводной сети здания. На каждом участ-
ке сети устанавливается определённая величина давления воды в трубопроводе. Например, 
на входе в здание устанавливаем на выходе РВД рабочее давление воды величиной 5 бар, на 
участках ответвлений от основного трубопровода (стояках) устанавливаем на выходе РВД ра-
бочее давление воды величиной 3 бар, на участке входа в жилое помещение на выходе РВД 
рабочее давление воды величиной 0,5 бар. Данные величины водяного давления позволяют 
обеспечить нормальную работу санитарно- технических приборов пользования водой и нор-
мальные условия эксплуатации трубопроводного хозяйства.

В зависимости от высоты дома, используются разные нормы давления. В случае с много-
квартирными домами, давление воды увеличивается на 4 метра за каждый последующий этаж. 
Для стандартного пятиэтажного дома расчет производится по следующей формуле:

	 10 (4 ),p n= + ⋅ 	 (1)
где n  – количество этажей в здании, 10 метров – стандартный норматив давления воды для 
первого этажа, 4 метра – нормативная высота этажа с перекрытиями, 5 – общее количество 
этажей в доме. 

Для обеспечения пятиэтажного дома водой с нормальным давлением, необходимо соблю-
дать норму в 30 метров водяного столба (3 бар) [8]. Согласно предъявляемым требованиям к 
давлению воды в системе водоснабжения для устойчивой работы бытовой техники (стираль-
ная машина, посудомоечная машина и др.) и санитарно-технического оборудования (краны, 
смесители, душ) установлены следующие нормы: 0,3–6 бар для холодного водоснабжения и 
0,3–4,5 бар для горячего водоснабжения, а минимальное давление воды в системе водоснабже-
ния должно составлять не менее 2 бар, а максимальное уровень давления – не более 4,5 бар[9]. 
Поэтому для недопущения  неприятных ситуаций с поломкой СТП, возможно регулировать 
давление поступающей воды с помощью РВД, которые устанавливаются перед бытовой тех-

Рис. 1. Схемаводоснабжения 5-этажного жилого здания гостиничного типа 
для размещения пациентов санатория
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никой и санитарно-техническим оборудованием. Нормы  расхода воды [10] для каждого вида  
санитарно-технических приборов указаны в табл. 1.

Таблица 1 
Расход воды санитарно-техническими приборами

Санитарно-технический 
прибор

Расчётный 
расход воды, (л/с)

Диаметр 
подводки, (мм2)

Расчётное 
давление, (бар)

Водоразборный кран 0,2 15 0,2
Туалетный кран умывальника 0,07 10–15 0,2
Кран-смеситель умывальника 0,1 15 0,2
Кран-смеситель ванной (душа) 0,3 15 0,3

4. Алгоритм расчёта параметров ВДС для определения эффективности использования РВД

Пропускная способность водопроводной трубы зависит от множества условий, возникаю-
щих при её эксплуатации. Для того, чтобы определить степень эффективности применения 
РВД, необходимо провести необходимые вычисления определяющих параметров водопрово-
дной сети (ВДС) [11]. Выделим основные параметры: H  – высота водяного столба; V  – ско-
рость течения воды; S  – площадь внутреннего поперечного сечения трубы; D  – внутренний 
диаметр трубы; Q  – расчётный объём расхода воды; P  – расчётное давление воды.

Шаг 1. Начало алгоритма.
Шаг 2. Ввод данных для расчёта параметров.
Шаг 3. Расчёт параметров ВДС. Производится для определения пропускной способности 

трубы ВДС:
Шаг 3.1. Расчёт скорости течения воды в ВДС до редуктора производится по формуле:
	 1 2 ,V g h= ⋅ ⋅ 	 (2)

где 1V  – скорость течения воды (м/с), g  – ускорение свободного падения (м/с2), h  – высота 
водяного столба (м).

Шаг 3.2. Расчёт площади внутреннего поперечного сечения трубы ВДС до редуктора 1S  
производится по формуле:

	
2

1 ,
4
dS π ⋅

= 	 (3)

где S  – площади внутреннего поперечного сечения (м2), π  – математическая постоянная, рав-
ная отношению длины окружности к её диаметру, d  – внутренний диаметр трубы (мм2).

Шаг 3.3. Расчёт пропускной способности трубы (объём расхода воды) трубы до редуктора 
1Q  производится по формуле:

	 1 1,Q S V= ⋅ 	 (4)
где 1Q  – пропускной способности трубы (объём расхода воды) до редуктора (л/с), S  – площа-
ди внутреннего поперечного сечения трубы до редуктора (м2), 1V  – скорость течения воды в 
трубе до редуктора (м/с).

Шаг 4. Расчёт давления воды до редуктора в зависимости от изменения высоты водяного 
столба производится по формуле: 

	 1 ,p g hρ= ⋅ ⋅ 	 (5)
где 1p  – давления воды до редуктора (Па), ρ  – удельная плотность воды (кг/м3), g  – ускоре-
ние свободного падения (м/с2), h  – высота водяного столба (м).

Из расчётов, приведённых в табл. 2, видим, что давление воды на уровне 1 м составляет 
1,47 бар, а на высоте равной 15 м практически отсутствует, поэтому при таком давлении воды 
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на верхних этажах здания невозможно обеспечить работу СТП. Для обеспечения нормально-
го водоснабжения верхних этажей необходимо, чтобы на уровне последнего этажа давление 
водяного столба было как минимум равно 10 м, что соответствует значению в 1атм (бар).

Производим расчёт, с выше указанным уточнением, рабочего давления 2p  воды по формуле:
	 2 min 1,p p p= + 	 (6)

где 2p  – давление воды с учётом атмосферного давления min ,p  minp  – давление воды равное 
атмосферному давлению, 1p  – давление воды без учёта давления min .p

Из расчётов, приведённых в табл. 2, видим, что давление водына уровне 1 м составляет 
2,47 бар, а на высоте равной 15 м давление водысоставляет 1,1 бар, т. е. минимальный уровень 
давления воды для водоснабжения потребителей верхнего этажа обеспечен.

Шаг 5. Выбор уровня на выходе редуктора. РВД понижает давление воды в ВДС на установ-
ленный уровень. Допустим, что для нормальной работы СТП согласно техническим характе-
ристикам требуется минимальное давление равное 0,2–0,3 бар для обеспечения соответствую-
щих норм расхода воды для каждого вида  санитарно-технических приборов, которые указаны 
в табл. 1. Установим выходное давление воды равное 0,5 бар. Соответственно изменился и 
объём расходуемой воды после редуктора. Зная зависимость между изменением величин дав-
ления воды и расхода воды, возможно произвести расчёт возможного расхода воды при дав-
лении 0,5 бар.

Шаг 6. Расчёт расхода воды после редуктора перед СТП. Зная то, что для увеличения рас-
хода воды в 2 раза, необходимо увеличить давление воды в 4 раза, можно произвести расчёт 
расхода воды при изменении давления после редуктора.

Для этой цели вводим поправочные коэффициенты 1K  и 2K  на основании взаимного вли-
яния давления и расхода воды.

	 1
1

2

,pK
p

= 	 (7)

где 1K  – коэффициент соотношения давления 1P  до редуктора к давлению после редуктора 2.P
Поправочный коэффициент 1K  определяет во сколько раз происходит изменение величи-

ны давления до и после редуктора.

	 1
2 ,

2
KK = 	 (8)

где поправочный коэффициент 2K  определяет выполнение условия взаимосвязи изменения 
расхода воды в определённое число раз при изменении давления воды в определённое число раз.

В итоге расход воды после редуктора определяется по формуле:

	 1
2

2

,QQ
K

= 	 (9)

где 2Q  – расход воды после редуктора, 1Q  – расход воды до редуктора, 2K  – поправочный ко-
эффициент.

Шаг 7. Определение экономии расхода воды в л/с и в процентах при использовании РВД. 
Шаг 8. Вынесение заключения о рентабельности использования РВД в системе водоснаб-

жения.

5. Результаты исследования

Результаты применения алгоритма расчёта параметров ВДС для определения эффективно-
сти использования РВД для одного стояка приведены в табл. 2. 

В табл. 2 указана зависимость изменения величин параметров ВДС в связи с изменениями 
высоты водяного столба. 
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Расчёт произведён для определения экономии объёмов расхода воды при использовании 
РВД. Как видно из табл. 2, процент экономии ресурсов составляет порядка 40–50 %. Данный 
расчёт производился для системы холодного водоснабжения, но его, возможно, применить к 
расчёту горячего водоснабжения с учётом предъявляемых к нему требованиям. Экономиче-
ский эффект от применения РВД является неоспоримым и будет зависеть от климатических, 
географических, санитарных и культурных особенностей региона.

Заключение

В статье были рассмотрены вопросы оптимизации технологического процесса распреде-
ления водных ресурсов в жилых многоэтажных зданиях санаторно-курортных учреждениях 
путём использования устройств понижения и стабилизации водяного давления  в сетях водо-
снабжения. 

Основные результаты работы заключаются в следующем:
1. Проведён анализ основных проблем водоснабжения в санаторно-курортных организа-

циях. Выявлены основные недостатки и причины ухудшения показателей качества водоснаб-
жения  и предложены меры для обеспечения водой потребителей в соответствии с установ-
ленными нормами.

2. Исследован технологический процесс водоснабжения в жилых многоэтажных зданиях.
3. Проведён анализ возможности применения различных приборов регулирования водя-

ного давления в ВДС для уменьшения расхода воды в целях экономии расходуемого ресурса.
4. Разработана структурная схема водоснабжения 5-этажного жилого здания гостинично-

го типа для размещения пациентов санатория, которая позволяет оценить возможность при-
менения приборов регулирования водяного давления ВДС в соответствие с требованиями. 

5. Разработан алгоритм расчёта параметров ВДС для определения эффективности исполь-
зования РВД, на основе которого были проведены расчеты основных параметров водопрово-
дной сети. 

Таблица 2 
Расчёт параметров ВДС

№ этажа H (м) V (м/с) 1Q  (л/с) 1P  (Бар) D  (мм2) 2P  (Бар) 3P  (Бар) 2Q  (л/с) % экон.

5
1 4,427 0,783 0, 10 15 1, 10 0,5 0,7 10,6
2 6,260 1,108 0,19 15 1,19 0,5 0,93 16,1
3 7,668 1,357 0,29 15 1,29 0,5 1,05 22,7

4
4 8,854 1,567 0,39 15 1,39 0,5 1,12 28,6
5 9,899 1,752 0,49 15 1,49 0,5 1,17 33,2
6 10,844 1,919 0,59 15 1,59 0,5 1,2 37,5

3
7 11,713 2,073 0,69 15 1,69 0,5 1,22 41,2
8 12,521 2,216 0,79 15 1,79 0,5 1,23 44,5
9 13,281 2,350 0,88 15 1,88 0,5 1,25 46,8

2
10 14,000 2,478 0,98 15 1,98 0,5 1,25 49,6
11 14,683 2,598 1,07 15 2,07 0,5 1,25 51,9
12 15,329 2,713 1,17 15 2,17 0,5 1,25 53,9

1
13 15,962 2,825 1,27 15 2,27 0,5 1,24 56,1
14 16,565 2,932 1,37 15 2,37 0,5 1,23 58,0
15 17,146 3,034 1,47 15 2,47 0,5 1,22 59,8
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6. На основании проведённых расчётов подтверждён положительный эффект экономии 
водного ресурса при применении РВД в ВДС, напрямую влияющий на финансово-экономиче-
ское положение санаторно-курортного учреждения.
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Аннотация. В статье рассматриваются три подхода к построению аддитивной модели с 
циклической составляющей: сглаживание временного ряда по методу простой скользя-
щей средней, гармонический анализ временных рядов и включение в модель фиктивных 
переменных. На основе реальных данных строятся модели, и проводится их анализ.
Ключевые слова: аддитивная модель, циклическая составляющая, фиктивные переменные.

Скорость изменения экономических процессов драматически нарастает в последние де-
сятилетия. Существующие общепризнанные подходы к количественному анализу как дина-
мических изменений, так и к оценке причинно-следственных связей, срабатывают все хуже 
в случае оценивания будущих состояний экономических показателей и трендов. Надежда на 
сохранение сложившихся тенденций создает поле для маневрирования на базе эконометриче-
ских подходов, но эта надежда становится все более призрачной, тогда как вероятности шо-
ковых событий как в политике, так и в экономике становятся все более вероятными. Но все 
новое – это хорошо забытое старое, природа циклична, и вместе с мировыми циклами, вол-
новые колебания присущи и динамике экономических показателей. Многие макропоказатели, 
имеющие отношение к валовому выпуску, в развитых экономиках демонстрирует устойчивый 
рост в долгосрочной перспективе, на фоне которого происходят периоды спада и подъема де-
ловой активности и уровня ожиданий будущих состояний экономики [1, 2].

За последние годы, в силу увеличения объема обрабатываемой информации, некоторые 
методические подходы к моделированию динамики улучшили как качество статистических 
выводов, так и прогнозных сценариев. Причем, при этом оказалось, что многие из статисти-
ческих выводов, которые были сделаны ранее, оказались не столь достоверны, каковыми они 
казались в момент публичной презентации. Основная проблема при моделировании вероят-
ностных показателей это сложность правильной спецификации модели.

Проблемы спецификации, вызванные слабыми инструментальными переменными, явля-
ются более серьезными, чем зачастую кажется. Оценочное среднее значение становится сме-
щенным, дисперсия некорректна, и эти проблемы не улучшаются с увеличением выборки.  

На практике приходится сталкиваться, как правило, с двумя проблемами – либо времен-
ные ряды слишком короткие, либо слишком длинные, причем вторая проблема появилась не 
так давно. И если длина короткого ряда ограничивает количество параметров модели, подле-
жащих оценке, соответственно сужая круг возможных методов, делая оценки, полученные на 
их базе более грубыми, то вторая проблема грозит более серьезными последствиями.

Когда количество наблюдений невелико, модели, как правило, неплохо работают, демон-
стрируя приближение к любому процессу, который генерирует исходные данные. Но с ростом 
числа наблюдений, когда-нибудь их станет   достаточно много для того, чтобы разница между 
истинным процессом и моделью стала более очевидной.  Дополнительный риск заключается в 
субъективном выборе интервала для анализа и построения модели, т. к. экономические кри-
зисы и различные фазы экономических циклов, присутствующие внутри ограниченной вы-
борки, могут сформировать базы данных для аппроксимации с сильно отличающимися между 
собой моделями.  Последнее снижает степень доверия к полученным моделям, не взирая на 
их возможно высокую точность аппроксимации на ограниченном промежутке времени.  До-
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полнительная проблема заключается в том, что оптимизация параметров становится более 
трудоемкой из-за большого количества наблюдений.

Как решать эти проблемы, зависит от вычислительных ресурсов и квалификации исследо-
вателя. Возможным становится построение более сложной модели на одних и тех же данных, 
но это все еще предполагает, что структура модели не будет работать в течение всего пери-
ода наблюдений. Лучший подход, как правило, состоит в том, чтобы позволить самой моде-
ли меняться со временем, т.е. для длинных рядов оправдано построение динамических или 
адаптивных моделей. 

Структура временного ряда наблюдений экономических показателей предполагает наличие 
нескольких возможных составляющих. Наиболее интересной для выявления на практике яв-
ляется систематическая составляющая, или тренд, т.е. устойчивое изменение процесса на про-
тяжении длинного промежутка наблюдений.  Также всегда воздействия огромного количества 
влияющих на моделируемый показатель внешних факторов и сил в сумме образуют случайные 
флуктуации в наблюдаемых измерениях. Сезонность, присущая в силу объективных причин 
большинству экономических макропоказателей определяет присутствие периодической ком-
поненты в структуре динамики. А цикличность в наблюдаемом процессе может быть заметна 
только на достаточно больших интервалах для наблюдений (в несколько десятилетий).

Проблема выявления цикличности, таким образом, сводится к выбору наилучшей специ-
фикации тренд-сезонной модели, после удаления которой и станет возможным оценить на-
личие циклических колебаний у интересующего экономического показателя. Таким образом, 
процедура выделения цикла – это поэтапная процедура удаления детерминированных компо-
нент структуры временного ряда, позволяющая, в результате редукции, получить интересую-
щую латентную компоненту, демонстрирующую волновую природу процесса. 

В задачах построения тренд-сезонных моделей используют два типа моделирования ди-
намики временного ряда – на основе аддитивной или мультипликативной модели. Предва-
рительный выбор между ними можно сделать на основе визуального анализа динамики. Если 
амплитуда периодических колебаний возрастает с ростом уровней ряда, то существуют реко-
мендации по выбору мультипликативной модели временного ряда такого вида:

	 .Y T S ε=  ⋅  ⋅ 
В случае мультипликативной модели периодическая компонента выделяется путем нахож-

дения отношения между соответствующими уровнями исходного и сглаженного ряда. Если 
амплитуда периодических колебаний примерно постоянна, то предлагается выбрать аддитив-
ную модель вида:

	  ,Y T S ε =  + +  
в которой амплитуда колебаний периодической компоненты предполагается постоянной и не 
зависящей от времени. На практике используют три подхода к построению подобных моделей. 

Во-первых, сглаживание временного ряда по методу простой скользящей средней. Пери-
одическая компонента выделяется путем нахождения разности между соответствующими 
уровнями исходного и сглаженного ряда. Во-вторых, в случае колебаний с постоянной ам-
плитудой возможно использовать гармонический анализ временных рядов. Но наиболее по-
пулярный метод моделирования временного ряда основан на включении в модель фиктивных 
переменных. Количество фиктивных переменных принимается равным числу наблюдений в 
пределах одного цикла колебаний минус один. 

Рассмотрим наиболее часто используемую на практике аддитивную модель с фиктивными 
переменными [3]. В общем виде, с переменными, определяющими сезонные факторы, модель 
будет выглядеть так:

	 0 1 1 1 2 2 3 3  tD t z z zβ β δ δ δ ε= + ⋅ + ⋅ + ⋅ + ⋅ + 	 (1)
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1,  

      1, 2, 3
0, ,i

i
z i

 
= =



äëÿ êâàðòàëà

â îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ
Для демонстрации предлагаемого подхода, рассмотрим   ежеквартальные данные  по дохо-

дам населения за период с 1994 по 2021 гг., источник [4]: http://sophist.hse.ru/hse/nindex.shtml, 
дата обращения на 01.12.2021. 

В рассматриваемом примере присутствует увеличение амплитуды сезонной волны в из-
менениях доходов населения за последние годы на фоне положительной динамики в целом, 
что служит позитивным сигналом к улучшению общего состояния экономики. Конечно, это 
справедливо в случае, если бы рост доходов обгонял инфляцию, чего в последние годы не про-
исходит.  

Модель динамики подушевого дохода в России с фиктивными переменными в оцененной 
форме:

	 1 21 34451,47 3932,63 2322,49 2300,70 394,04t t t t t tD z z z t ε= − − − − + +  
	 ( ) ( )745,08  (790,92) 790,88 (790,92) (8,69) (2932,16)
	 2521,82; 0,95.F R= =íîðìèð  
Формально, до проверки предпосылок МНК, тесты свидетельствуют о качестве уравнения 

модели и отдельных параметров. Интерпретация параметров возможна в следующем виде: 
во-первых, среднедушевой доход имеет тенденцию к росту. В среднем, каждый квартал сред-
недушевой доход в Росси за указанный период увеличивался на 394 рубля. Во-вторых, если 
рассматривать структуру доходов внутри года, то в первом квартале ожидаемые доходы ра-
стут наименее быстро (в сравнении с концом года), рост доходов максимален в четвертом 
квартале, видимо за счет выплат годовых бонусов и премий по итогам года. Первый же квар-
тал, наоборот, связан с выплатой налогов за предыдущий год, что уменьшает доходы.

Линейная модель с фиктивными переменными, не являясь адекватной, тем не менее, объ-
ясняет 95 % изменений динамики. Однако, этой моделью нельзя пользоваться для прогнози-
рования, т.к. остатки по модели автокоррелированны, что нарушает выполнение предпосылок 
МНК (см. рис.1).

Рис. 1. Модель динамики среднедушевых доходов с фиктивными переменными
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Рост доходов на данном историческом промежутке был явно нелинейным, поэтому линей-
ная модель оказалась неадекватной. Добавим в модель квадрат времени, с тем чтобы пара-
болическая форма модели лучше справилась с аппроксимацией исследуемого процесса. При 
этом мы полагаем, что доходы возрастают не равномерно, а все быстрее, но ускорение предпо-
лагаем постоянным.

Спецификация имеет следующий вид:
	 2

0 1 2 1 1 2 2 3 3( ) tD t t t z z zβ β β δ δ δ ε= + +⋅ +⋅ ⋅+⋅ + +⋅ 	 (2)

	
1,  

      1, 2, 3.
0, ,i

i
z i

 
= =



äëÿ êâàðòàëà

â îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ
Модель в оцененной форме:
	 2

1 21 344,99 4086,99 2474,78 2455,06 161,46 2,08t t t t tD z z z t t ε= − − − + + +  
	 745,28 593,74 593,69 593,74 26, 43 (0, 23)( ) ( ) ( ) ( 2200) ( ) ( , 25)
	 2758,03; 0,97.F R= =íîðìèð  
Параболическая модель с фиктивными переменными оказывается качественнее и точнее 

(см. рис. 2).

Нелинейная модель также, как и предыдущая, имеет ошибки спецификации, так как остат-
ки не являются независимыми (см. рис. 3)

Последний рисунок интересен тем, что обнаруживает присутствие циклической компо-
ненты с большим периодом (порядка 20–25 лет), что может служить самостоятельным направ-
лением для исследования присутствия длинных волн в экономике.

Длинные волны в экономике являются общепризнанным явлением, дискутируем вопрос о 
длине волны. Данный подход при моделировании динамики среднедушевых доходов населе-
ния позволил получить подтверждение существования длинных циклов в экономике России.

Технически, чтобы сделать модель точнее мы вынуждены увеличивать порядок полинома 
в аппроксимирующей функции, что не является концептуально правильным направлением 
движения, поскольку мы не сможем обосновать теоретически присутствие в модели фактора 
времени более высокого прядка, чем квадрат.

Рис. 2. Нелинейная модель динамики среднедушевых доходов в России
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Аннотация. Авторами предлагается оригинальный подход к формированию показате-
лей качества программного обеспечения вновь проектируемой инфокоммуникационной 
системы управления регионом, что позволило авторам создать модель оценки качества 
программного обеспечения инфокоммуникационной системы управления регионом и 
смоделировать условия функционирования программного обеспечения в условиях де-
структивных воздействий, а также разработать требования к показателям качества и 
определить подходы к процессу оценки качества программного обеспечения. Приведены 
результаты эксперимента по моделированию показателей качества программного обеспе-
чения в условиях деструктивных воздействий.
Ключевые слова: кибератака, деструктивное воздействие, программное обеспечение, ин-
фокоммуникационная система управления регионом, показатель качества программного 
обеспечения, оценка качества.

Введение

Несмотря на огромные усилия в области научных исследований качества программного 
обеспечения (ПО) на практике оценка качества ПО остается противоречивым и недостаточно 
понятным процессом, а качество закупаемых организациями программных продуктов часто 
является неудовлетворительным. Отрицательный экономический эффект от покупки нека-
чественного ПО огромен и влечет увеличение затрат на его обслуживание, а также высокое 
потребление финансовых, людских и временных ресурсов. Современное устойчивое развитие 
региона не представляется возможным без передовых информационных технологий управле-
ния регионом, которые в свою очередь могут быть подвержены кибератакм.

На практике остается разрыв между качественными характеристиками, описанными в мо-
делях качества, таких как действующий стандарт ISO/IEC 25010 [1], и конкретными измере-
ниями и оценками ПО и ИС [2]. По нашему мнению существующие модели оценки качества 
ПО изложенные в ИСО/МЭК 25040 являются слишком абстрактными для работы [3]. Вслед-
ствие этого, заказчиком не производится полноценная оценка качества закупаемого ПО, или 
используется неадекватная методика, что может привести к противоречивым и вводящим в 
заблуждение результатам.

Показатели качества или критерии их оценки во многих существующих моделях качества 
являются неизменными и не всегда отражают все свойства и характеристики ПО, кроме того 
не учитывают деструктивные воздействия (ДВ) [4–7]. Принимая во внимание, что качество 
ПО в реальности не одинаково во всех контекстах и это зависит от предметной области, ис-
пользуемой технологии и ограничений проекта. Большинство специалистов и разработчиков 
ПО хотят адаптировать и настроить свои модели оценки качества, но это приводит к появле-
нию множества частных методик и отсутствию качественных моделей оценки.
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Несмотря на это, нашей целью является разработка новой частной модели оценки качества 
ПО для последующего ее использования при проектировании нового ПО и оценки существу-
ющего в условиях деструктивных воздействий (ДВ). 

1. Подходы к оценке качества программного обеспечения

Будем рассматривать ПО как сложную систему [8, 13, 14].
В рамках структурно-функционального подхода (СФП) при описании структуры ПО, 

ее функциональных компонентов (ФК) [12], принято выделять подсистемы обеспечивающие 
функционирование ПО инфокоммуникационной системы (ИКС): информационный компо-
нент (ИК), программный компонент (ПК) и технический компонент (ТК), и подсистемы управ-
ления, такие как: программно-математического или интеллектуального и лингвистического 
обеспечения, реализуемых интеллектуальным (ИнтК) и лингвистическим (ЛК) компонентами, 
соответственно. Моделирование их структур может производиться как раздельно по каждому 
компоненту ПО, так и в совокупности всех компонентов ПО и совместно с ИКС или без нее. 

Традиционно для моделирования структуры ИКС, как технологической основы функцио-
нирования ПО, применяются графы ( ) ( ) ( ) ( )( , , )net net net netGraph Top Edge Con  с множеством вер-
шин ( ) { },net

iTop top=  ( )1,..., ,nodei N=  программным продуктам ( ( )nodeN  – число узлов), множе-
ством ребер ( ) { },net

ijEdge edge=  ( ), 1,..., ,nodei j N=  соответствующих интерфейсов между 
программными продуктами, и их связностью друг с другом ( ) .netCon

Под структурой функциональных компонентов – ФК понимается совокупность структур 
ИК, ПК и ТК, где граф функциональной структуры ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( , , , )fun fun fun fun funGraph Top Edge F M  
объединяет в эмержентную модель перечисленные ФК, конкретизируя внутренние 

( ) ( ){ }fun funF Sc  и внешние ( ){ }funF SP  функциональные характеристики ( )funF  с учетом про-
граммных модулей ( ) ,funM M⊆  составляющих функционально-ресурсную базу проектирова-
ния ПО [12]. С использованием представленного графа ( ) ,funGraph  возможно, определить 
частные функциональные характеристики ПО с учетом их топологии. 

Структура графа ИК ( ) ( ) ( )( , )inf inf infGraph Alg Conv  характеризует отдельные задачи, решае-
мые ПО, и конкретизирует порядок функционирования ПО – выполнение различными эле-
ментами ПК своих функций, т. е. ( )infGraph  является подграфом ( ) .funGraph  Вершины графа – 
это алгоритмы ( ) { }inf

iAlg alg=  преобразования информации ( ) { }.inf
ijConv conv=

Для графа топологии ПК ( ) ( ) ( ) ( )( , , )soft soft soft softGraph Top Edge Con  дополнительно задаются по-
ложение узлов ( ) { }soft

iTop top=  в виде координат { , }i ix y  и конфигурации ПО, что позволяет 
анализировать (рассчитывать) связанность ПК ( )softCon  с ИК и их востребованность, в том 
числе отвлечение ресурсов на выполнение функций ПО и т. п. 

Таким образом, ( ) ( ) ( ){ },fun inf softGraph Graph Graph∪ ∩  где ( ) ( )soft funTop Top⊂  и ( ) ( ) .soft funEdge Edge⊂
Под структурой управления процессами функционирования понимается совокупность 

структур ИнтК и ЛК, где ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( , , , )cont cont cont cont contGraph Top Edge F M  отражает план распреде-
ления управляющей информации для корреспондирующих пар узлов и сообщений для ИК и 
ПК, с ( )contF  функцией мониторинга и протоколирования конфигурации ПО с учетом типа ДВ, 
видов воздействия и способов реализации деструктивного воздействия программными моду-
лями ( ) ,contM  где ( ) ( )cont funF F⊂  и ( ) ( ) .cont funM M⊂

Граф лингвистического компонента (ЛК) ( ) ( ) ( )( , ),leng leng lengGraph Top Edge  где вершины 
( )lengTop  – правила морфологического, синтаксического и семантического анализа на основа-

нии которых принимаются управляющие воздействия и настройки конфигурации ПО, а ребра 
( )lengEdge  – управляющая структура.

Граф интеллектуального компонента (ИнтК) ( ) ( ) ( )( )int int intGraph Alg ,Conv  характеризует ин-
теллектуальное сопровождение функционирования всего ПО, где ( )intAlg  узел, в котором в 
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соответствии с правилами, моделями, алгоритмами и программами обеспечивается интеллек-
туальная поддержка принятия управленческого решения в виде конкретного управляющего 
воздействия ( ) ,intConv  где ( ) ( ) ,int infAlg Alg⊂  а ( ) ( ) .int infConv Conv⊂

Таким образом, ( ) ( ) ( ){ },cont leng intGraph Graph Graph∪ ∩  где ( ) ( )int contTop Top⊂  и ( ) ( ) .int contEdge Edge⊂
Для формального описания процессов функционирования ПО применяются как аналити-

ческие, так и имитационные модели [9–11]. 
Функционально-структурный подход оказывается более приемлемым для описания 

структуры ПО в условиях ДВ, которая может быть представлена элементарными модулями 
(units)   агрегатами со своими характеристиками (функциями). 

В качестве исходной примем классическое представление структуры ПО, в виде агрегата 
[9, 13–15], позволяющего на едином языке представить описание детерминированного и сто-
хастического объектов, функционирующих как в непрерывном, так и в дискретном времени 
систему, подлежащую разработке и представленную в виде агрегата, рис. 1. 

С целью формализованного описания процессов обработки информации в условиях ДВ 
будем исходить из того, что проектируемое ПО представляет собой множество ФК [12], как 
разрабатываемых исполнителями проекта самостоятельно, так и приобретаемых у сторонних 
производителей. Каждый из ФК задан набором внешнесистемных характеристик, а именно: 
выполняемыми функциями ( ) ,funF  командами управления ( ) ,extC  информационными и ре-
сурсными потребностями R  [13]. Задача состоит в разработке такой модели, которая бы мог-
ла описать функционирование ПО и отразить реализацию частных ДВ для последующей 
оценки функционирования ПО в условиях ДВ. С целью решения поставленной задачи введем 
следующие обозначения, под агрегатом будем понимать упорядоченную совокупность мно-
жеств ,T  ,X  ( ) ,extC  ( ) ,funSc  ( ) ,extThr  ( ) ,intThr  ( ) ,intVul  .Y  Элементы этих множеств называются: 
t T∈  – моментом времени, ( )x t X∈  – входным, ( )( ) extc t C∈  – управляющим, ( )( ) funsc t Sc∈  – функ-
циональным состоянием агрегата, ( ) ( )( )ext extthr t Thr∈  – внешним ДВ, ( ) ( )( )int intthr t Thr∈  – вну-
тренним ДВ, ( ) ( )( )int intvul t Vul∈  – состоянием уязвимости и ( )y t Y∈  – выходным параметрами. 
Состояние агрегата в момент времени t  обозначается ( ),sc t  а входные ( ),x t  управляющие ( ),c t  

( ) ( ),extthr t  ( ) ( ),intthr t  ( ) ( )intvul t  и выходные ( )y t  параметры, поступающие в агрегат (выдавае-
мые агрегатом в момент ,t  соответственно. Множество T  является подмножеством множе-
ства действительных чисел, а ,X  ( ) ,extC  ( ) ,funSc  ( ) ,extThr  ( ) ,intThr  ( ) ,intVul  Y  – произвольными 
множествами. Входная информация, поступающая в агрегат в момент времени t, может быть 
представлена конечным набором информационных сообщений 1( ), , ( ),nx t x t  ,ix X∈  1, ,i n=  

Рис. 1. Агрегат, позволяющий представить структурную схему связей ПО
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одновременно возникающих на входе агрегата. Аналогично могут быть представлены управ-
ляющие и выходные параметры.

Таким образом, функционально-структурный подход представляет собой процесс постро-
ения сложной системы S  в виде некоторой комбинации агрегатов – модулей { },unit  объеди-
ненных по правилам синтеза (syntesis rules) системы ,dRul  используя ( )funPr & alg  принципы и 
алгоритмы управления процессом функционирования системы и ее элементов и выделенных 
в соответствии с основанием vBase  из универсального множества модулей :nUnit

,     [ ],h n v dUnit Unit Unit  h n,Base ,Rul= ⊆ ∈

где [ ]1,n N∈  – перечень программных модулей с функциональными характеристиками ( ) ;fun
nF  

[ ]d 1,D∈  – число комбинаций; [ ]v 1,V∈  – объем ( ) ,funF  h  – идентификатор.
Другими словами, в результате взаимодействия элементов { }unit  система получает некоторые 

интегральные свойства ,NSQs  определяющие способность системы NSP  удовлетворять набору 
требований, составляющих ресурсно-функциональную базу проектирования ПО для достиже-
ния заданной цели ( ) .fun

NP  При этом, задача моделирования системы ПО состоит в построении 
такой системы, что в результате этого объединения появляются следующие свойства:

( ) ,    [ ].h N N v dSQs Unit SQs SP h n,Base ,Rul= ≥ ∈

2. Показатели качества программного обеспечения

Проведенный ранее в статье анализ подходов к формированию показателей качества ПО 
[1, 2], не всегда соответствует требованиям к проектируемой системе. В связи с этим качество 
функционирования ПО предлагается оценивать с помощью следующих общих и частных по-
казателей качества.

2.1. Общие показатели качества программного обеспечения

Качество функционирования ПО (software quality score, 0SQs ) – общий (интегральный) пока-
затель качества, который характеризует степень выполнения разработчиком установленных в 
ТЗ основных требований к проектируемому ПО, функционирующего на всех уровнях взаимо-
действия, и рассматривается как совокупность шести свойств (общих показателей, рис. 2):

( )
1 [0 1]FunSQs ∈ ÷  – функциональность (functionality), характеризует свойство ПО отражаю-

щее его способность выполнять требуемые в ТЗ функции в условиях деструктивных ДВ;
( )
2 [0 1]StbSQs ∈ ÷  – устойчивость (stability), характеризует способность ПО выполнять требу-

емые в ТЗ функции в условиях деструктивных ДВ;
( )
3 [0 1]SecSQs ∈ ÷  – защищенность (security), характеризует свойство ПО обеспечивать безо-

пасность данных в условиях деструктивных ДВ;
( )
4 [0 1]EffSQs ∈ ÷  – эффективность (efficiency), характеризует свойство ПО, определяющее ее 

способность выполнять установленные в ТЗ функции с учетом ресурсных ограничений, в т.ч. 
вызванных деструктивными ДВ;

( )
5 [0 1]ConSQs ∈ ÷  – управляемость (controllability), характеризует свойство ПО к модифика-

ции в целях поддержания контролируемого процесса управления в актуальном и устойчивом 
состоянии в условиях деструктивных ДВ;

( )
6 [0 1]IntSQs ∈ ÷  – целостность (integrity), характеризует способность ПО сохранять свою 

структуру при наличии деструктивных ДВ.
Здесь общие показатели качества ПО определяются на числовом интервале [0 1]÷  (рис. 2), 

при этом каждому общему показателю ,nSQs  1 6n = …  при определении 0SQs  интегрального 
показателя качества ПО (рис. 3) должен соответствовать весовой коэффициент ,nw  1 6,n = …  
отражающий относительную значимость соответствующих составляющих интегральной 
оценки качества, определяемый экспертным путём. 
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Следует отметить, что nSQs  могут быть образованы ,n mSQs  частными показателями и 
иметь собственные весовые коэффициенты mw  для разных предметных областей. В разрабо-
таем ,n mSQs  частные показатели качества для nSQs  и модели интегральной оценки показателя 
качества ПО 0.SQs

Заключение

Основным в предметной области исследования является программно-целевой подход к 
формальному описанию структуры ПО, манипуляции с которыми зависят от структуры [15] и 
методологии. В статье изложен оригинальный подход к формированию показателей качества 
программного обеспечения, отличающийся от известных тем, что он позволяет учесть боль-
шое количество частных показателей, значение которых зависит в той или иной степени от 
деструктивных воздействий, тем самым это позволяет создать модель более адекватной оцен-
ки качества ПО и смоделировать условия его функционирования в условиях деструктивных 
воздействий. Разработанные требования к показателям качества позволяют учитывать ресур-
соотвлечение, требования нормативных документов и условия функционирования ПО. Кро-
ме того, изложенные в материалах статьи подходы к процессу оценки качества программного 
обеспечения открывают новые возможности по управлению проектами обеспечения инфор-
мационной безопасности на основе структурно-функционального и функционально-струк-
турного и смешанных подходов, что является следующей темой научных исследований автор-
ского коллектива.
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И. Н. Лёвкина

Аннотация. В данной статье рассматриваются интервальные числа и операции агрегиро-
вания, применяемые к ним в контексте построения интегральной оценки объекта. Иссле-
дованы операторы из класса средних. Рассмотрен порядковый OWA-оператор и его моди-
фикация с двумя векторами весовых коэффициентов применительно для интервальных 
чисел.
Ключевые слова: интервальное число, агрегирование, класс средних, OWA-оператор.

Введение

В структуру большинства СППР входит подсистема оценки, которая базируется на мно-
гоатрибутной (многокритериальной) модели. Многокритериальность означает наличие боль-
шого числа признаков, которые нередко представлены информацией числового типа. [1, 3] 
Использование в качестве показателей интервальные данных позволяет более приближенно 
описывать модель и, соответственно, позволяет получить более точные результаты. Однако 
формирование оценочной системы на основе модели часто осложнено разнородностью шкал 
показателей, необходимостью учета возможных связей между показателями, а также выбо-
ром стратегии и функции агрегирования, что играет существенную роль при формировании 
интегральной оценки объекта или процесса [3, 4]. Проблема разнородности шкал решается 
нормированием с учетом принципа по которому устроен показатель [4]. В данное статье будут 
рассмотрены стратегии и операторы агрегирования, применяемые для интегральных чисел.

1. Постановка задачи

Пусть задано множество объектов { }, iT t=  где , ,1i m=  для оценки свойств которых ис-
пользуется множество показателей { },jP P=  где , .1j n=  Предположим, что оценки по показа-
телю jP  формируются в шкале ,jS  так что ( )j i ijP t p=  – это оценка объекта it  по показателю .jP  
Учитывая все показатели, каждому объекту можно поставить в соответствие векторную оцен-
ку it  1 2( , , , )i i i inP p p p= ∈ 1 2 .nS S S∈ × × ×  Компоненты ijp  векторной оценки iP  будем называть 
частными оценками. С помощью выбранной функции агрегирования векторной оценке iP 
объекта it  можно поставить в соответствие скалярную величину – обобщенную оценку ,iD  
которая характеризует объект it  по всей совокупности показателей в целом. Обобщенную 
оценку iD  также называют интегральной, комплексной. В качестве функций агрегирования 
широко используются функции из класса средних [5, 7]. Однако класс средних ориентирован 
на агрегирования числовых данных. Если компоненты векторной оценки представлены при-
ближенно в форме интервальных чисел, то требуется адаптация. 

2. Операции агрегирования для интервальных чисел

Пусть ,x x R∈  такие, что .x x≤  Тогда классическое интервальное число есть закрытый, 
замкнутый, непустой интервал: [ ], { | },x x x R x x x= ∈ ≤ ≤  где [ ]( )min ,x x x=  и [ ]( )m ,x ax x x=  
называются верхней и нижней границей интервала [ ],x x  соответственно [6].
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Обычное число является вырожденным интервалом, т. е. ,x x x= =  а интервальное число 
является обобщением обычного числа.

Важнейшими характеристиками интервального числа являются:
1) середина (центр) интервала: [ ] ( )1,

2
mid x x x x  = − 

2) радиус интервала: [ ] ( )1,
2

r x x x x  = − 

3) ширина интервала: [ ],w x x x x  = − 
4) супремум: [ ],sup x x x  = 
5) инфимум: [ ],inf x x x  = 
На множестве   введем множество интервальных чисел [ ],  такое, что:
	 [ ] [ ] ( ) ( ){ }, : , .x x x x x x= ∈ ∧ < 

На множестве интервальных чисел определим:

‒ отношение включения: [ ]
,

, ,
,

y x
x x y y

x y

<
 ⊂ ⇔   <

‒ отношение порядка: [ ],  , .x x y y x y < ↔ < 
Основные арифметические операции для интервальных чисел задаются следующими фор-

мулами [6]:
1. [ ] [ ] ,  x y x y x y + = + + 
2. [ ] [ ] ,  x y x y x y − = − − 
3. [ ] [ ] { } { }* min  ,  , , ,max  ,  , , x y xy x y xy xy xy x y xy xy =  

4. [ ]
[ ]

1 1* ,  ,
x

a
y b b

 
=  

 
 для [ ] 0.b ∉

Под n-мерной операцией агрегирования будем понимать отображение: [ ] [ ]: 0,1 0,1 ,nA →  
которое векторной оценке iP  объекта it T∈  ставит в соответствие скалярную величину или 
вектор меньшей размерности и удовлетворяет некоторым условиям, совокупность которых 
порождает определенный класс операций агрегирования. 

Наиболее значимой частью при решении этой задачи является выбор стратегии и функции 
(оператора) агрегирования.

Принято выделять три базовых стратегии [1,4]:
1) Конъюнктивная – опирается на тот факт, что обобщенная оценка не может быть лучше 

самой плохой из частных оценок;
2) Дизъюнктивная – основана на том, что обобщенная оценка ориентирована на лучшую 

из частных оценок; 
3) Компромиссная – где обобщенная оценка занимает промежуточное положение между 

максимальной и минимальной частными оценками, участвующими в процессе агрегирования; 
Дизъюнктивная (оптимистическая) стратегия свойственна ЛПР, склонному к риску. В то 

время как конъюнктивная (пессимистичная) стратегия свойственна ЛПР-пессимисту, опира-
ющемуся на худшие свойства объектов.

Определим основные классы операций агрегирования, когда показатели представлены ин-
тервальными числами:

1) Минимум: 

	 ( ) { } { }min{ } min ,mini ij ij iji ij
MIN P p p p = =   

	 (1)
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2) Максимум:

	 ( ) { } { }max{ } min , maxi ij ij iji ij
MAX P p p p = =   

	 (2)

3) Среднее арифметическое: 

	 ( )
1 1 1

1 1 1 ,   
n n n

i ij ij ij
j j j

A P p p p
n n n= = =

    = =   
    
∑ ∑ ∑ 	 (3)

4) OWA-оператор: 

	 ( )
1

, ,
n

i
j

j jW P w B
=

= ∑ 	 (4)

где { }jB B=  вектор, полученный из p  путем упорядочивания элементов по не возрастанию, 
где интервалы не связаны отношением включения, т. е. для 1{ , }i i inP p p= …  1 2 ,i i inp p p⊄ ⊄ …⊄  
то есть, где имеется прямой частичный порядок для интервальных чисел и вектор весовых 
коэффициентов удовлетворяет условиям: [ ]0,1jw ∈  и 

1

1.j

n

j

w
=

=∑  OWA-оператор используется в 

случае, когда первостепенную роль играет важность значений частных оценок.
Если заменить интервалы, на обычные числа, характеризующие центры интервалов, мож-

но получить:  

	 ( ) ( )1min{ } min{ [ ]}  min
2j ji ij ij ij ijj

MIN P p mid p p p = = = + 
 

	 (5)

	 ( ) ( )1max{ } max{ [ ]}  max
2j ji ij ij ij ijj

MAX P p mid p p p = = = + 
 

	 (6)

Стоит отметить, что операция минимума применима для интервалов, не связанных отно-
шением включения.

Пусть имеется два интервальных числа [1,5], [2,4], связанных отношением включения. Тог-
да ([1,5],  [2, 4]) [1,4] [2,4].MIN = ≠

Введем модифицированный OWA оператор для интервальных чисел, который учитывает 
важность границ интервала:

	 ( )
1 1

, , ,  ,
n n

j
j j

ji j jW W P w b w b
= =

 
=  

 
∑ ∑ 	 (7) 

где { }, ,j jB b b =    вектор, полученный из iP  путем упорядочивания элементов по не возраста-
нию, где интервалы не связаны отношением включения, т. е. для { }1,i i inP p p= …  

1 2 ,i i inp p p⊄ ⊄ …⊄  то есть, где имеется прямой частичный порядок для интервальных чисел и 
два вектора весовых коэффициентов , W W  удовлетворяющих условиям:

1) ,  [0,1];j jw w ∈

2) 
1

1,j

n

j

w
=

=∑  
1

1;j

n

j

w
=

=∑
3) 1  ,  j jjw w w +∀ ≤

4) 1       ,   jj jW W w w w+= ∀ ≤èëè
Данный OWA-оператор равносилен двум OWA-операторам, примененному к соответству-

ющим границам интервала: ( )
1

, j j

n

j

W b w b
=

Φ = ∑  и ( )
1

 ,   ,
n

j
j

jW b w b
=

Φ =∑  где ,b  b  вектора, содержа-

щие левые и правые границы интервалов, упорядоченных по не возрастанию.
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Определим классические OWA-операторы, применительно к интервальным данным:

1. Дизъюнкция: ( ) { }*

1 1

, , max ,  
n

j j j
j

j

n

i i
j

W W P P w b w b
= =

 
Φ = =  

 
∑ ∑  с векторами весовых коэффи-

циентов {0, ,1},W = …  { }1, ,0 .W = …

2. Конъюнкция: ( ) { }*
1 1

, , min ,  
n

j j j
j

j

n

i i
j

W W P P w b w b
= =

 
Φ = =  

 
∑ ∑  с вектором весовых коэффици-

ентов {0, ,1},W = …  {0, ,1}.W = …

3.	Среднее арифметическое: ( )
1 1 1

ˆ 1, , ,  
n n n

i ij
j j j

j j j jW W P p w b w b
n = = =

    Φ = =   
    
∑ ∑ ∑  с вектором весовых 

коэффициентов 1 1  , , .W W
n n

 = = … 
 

Таким же образом может быть введен произвольный OWA-оператор. Однако нужно отме-
тить, что весовые коэффициенты должны быть подобраны таким образом, чтобы 

1 1

 . 
n n

j j
j j j jw b w b

= =

<∑ ∑  Tо есть,   W W=  или 1   ,   .j jjw w w+∀ ≤  Также можно заметить, что в случае 

 W W=  и ( ) 0.5 orness W W= ≠  мы получим квазиконьюнкцию, а при ( ) 0.5 orness W <  и 

( ) 0.5orness W >  мы получим квазидизъюнкцию.
Для формирования вектора весовых коэффициентов может быть также использованы 

функции квантификации :[0,1] [0,1], Q →  где (0) 0Q =  и (1) 1.Q =  Это позволяет повысить 
степень обоснованности процедур агрегирования.

Рассмотрим функцию ( )Q x xα=  ( 0).α >
Весовые коэффициенты определяются следующим соотношением:

	 1
1 1 2,  .j

jw j n w
n n n

jα α α
α α

 −     = ∀ = = −             
При фиксированной размерности n  можно вычислить значения характеристик весовых 

операторов:

	 ( )
1

0

1 
1

orness Q x drα

α
= =

+∫
	 .

1
addness α

α
=

+
Варьируя параметр α  можно получать операторы осреднения с различным уровнем ком-

пенсаторных свойств.
В случае введенного OWA-оператора при выборе параметров α  стоит учитывать, что 

,l ra a≥  где lα  – используется для получения вектора весовых коэффициентов левой границы 
интервала, rα  – правого соответственно.

Таким образом при построении обобщенной оценки выбор функции агрегирования вклю-
чает выбор стратегии агрегирования, оценки рисков, уровня компенсаторных свойств, что в 
случае OWA-оператора возможно предполагает использования методов задания весов, напри-
мер, с использованием функций квантификации [8].

3. Вычислительный эксперимент

Пусть имеется множество интервальных чисел:
	 [ ][ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ]23;25 20;22 , 16;19 , 8;16 , 4;7 , 2,3 , 2;1 , 8; 3 , 11; 9 , 14; 12 .iP = − − − − − − −
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Выполним их агрегирование с использованием вышеописанных операций агрегирования:

1) Максимум: ( ) { } { } [ ]max{ } min , max 14;25 ;i ij ij iji ij
MAX P p p p = = = −  

2) Минимум: ( ) { } { } [ ]min{ } min ,min 14; 12 ;i ij ij iji ij
MIN P p p p = = = − −  

3) Среднеарифметическое: ( ) [ ]
1 1 1

1 1 1 ,   3.8;6.9 ;
n n n

i ij ij ij
j j j

A P p p p
n n n= = =

    = = =   
    
∑ ∑ ∑

Выполним агрегирование с использованием OWA-оператора с двумя векторами весовых 
коэффициентов:

1) Дизъюнкция: ( ) { } [ ]*

1 1

, , max ,  14;25 ,
n n

i i
j j

j j j jW W P P w b w b
= =

 
Φ = = = − 

 
∑ ∑  где {0, ,1},W = …  

{1, ,0};W = …

2) Конъюнкция: ( ) { } [ ]*
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Как можно заметить, результаты агрегирования с использованием операций максимума и 
минимума, среднеарифметического совпадает с результатом агрегирования с использованием 
OWA-операторов конъюнкции и дизъюнкции и среднеарифметического соответственно. Сто-
ит отметить, что дизъюнкция так же, как и операция максимума определяет дизъюнктивную 
стратегию и дает мажорирование границ, что выражено в максимальной ширине 39 резуль-
тирующего интервала. Квазиконъюнкция и квазидизъюнкция определяют компромиссную 
стратегию, это выражается в меньшей ширине результирующего интервала по сравнению с 
дизъюнкцией. Использование OWA-оператора с двумя векторами весовых коэффициентов, 
полученных с использованием функций квантификации позволяет получать настраиваемый 
уровень компенсаторных свойств, что делает его более универсальным оператором агрегиро-
вания интервальных чисел. 
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Заключение

В данной статье исследованы функции агрегирования для интервальных чисел.  Рассмо-
трены операторы min, max, среднего арифметического. Введен порядковый OWA-оператор и 
его модификация в двумя векторами весовых коэффициентов применительно для интерваль-
ных чисел. 
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УДК 519.876.3

АЛГОРИТМ ОПРЕДЕЛЕНИЯ КРИТИЧЕСКОГО ВРЕМЕНИ
ПРОЕКТА В УСЛОВИЯХ НЕОПРЕДЕЛЕННОСТИ

Воронежский государственный университет

М. Ю. Леденев

Аннотация. В статье рассматривается задача определения критического времени реа-
лизации проекта при условии, что продолжительности работ заданы нечеткими числа-
ми. Переход к α-срезам нечетких чисел позволяет сформулировать нижнюю и верхнюю 
интервальные задачи, а на их основе получить решение нечеткой задачи. Подход может 
быть применен для уникальных проектов, продолжительности работ которых оценива-
ются экспертом.
Ключевые слова: проект, сетевая модель, критический путь, нечеткое число.

Введение

Исследование, проведенное консалтинговой компанией PricewaterhouseCoopers (PwC), в ко-
тором было проанализировано 10 640 проектов, показало, что только 2,5 % компаний успешно 
завершают свои проекты на 100 %. Остальные либо не смогли достичь своих первоначальных 
целей, либо не уложились в первоначальный бюджет или сроки. Особые сложности возника-
ют при управлении IT-проектами. Опрос, опубликованный в Harvard Business Review, показал, 
что средний IT-проект превышает свой бюджет в среднем на 27 %. Более того, практически 
каждый шестой IT-проект превращается в «черного лебедя» (имеет неожиданный результат 
и значительные последствия) с перерасходом в 200 %. Существующий на данный момент ин-
струментарий управления проектами в форме программных систем и сред (например, Open 
Plan, Primavera Project Planner, Microsoft Project, Spider Project и др.) позволяет руководителю 
эффективно управлять процессом реализации работ, а также маневрировать ресурсами в ус-
ловиях полной информированности о продолжительности работ. Однако в реальной ситуации 
продолжительность работ может быть задана только приближенно на основе накопленного 
опыта или экспертных оценок. Наличие фактора неопределенности обусловливает развитие 
подходов к решению задач планирования с учетом приближенных моделей обработки инфор-
мации. Метод PERT работает в предположении, что продолжительность работы является слу-
чайной величиной, и позволяет определить вероятность того, что проект будет реализован в 
течение заданного времени [1]. В [2] описан метод нахождения нечеткого критического пути. 
В [3] предложены подходы к календарному планированию проекта на основе гауссовых нечет-
ких чисел. Цель статьи заключается в представлении оптимизационной модели и алгоритма 
нахождения критического времени реализации проекта при условии, что продолжительности 
работ заданы нечеткими треугольными числами. 

1. Основные понятия и определения

Под проектом понимается комплекс работ, которые выполняются в определенной последо-
вательности и требуют затрат времени и ресурсов [4]. На этапе структурного моделирования 
проект разбивается на совокупность работ (операций), для каждой из которых осуществля-
ется оценка необходимого для ее выполнения времени, а затем устанавливается логическая 
последовательность работ. Для отображения взаимосвязи работ проекта используются сете-
вые модели. Сеть – это бесконтурный взвешенный ориентированный граф, в котором имеет-
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ся одна начальная вершина (имеет только выходящие дуги) и одна конечная вершина (имеет 
только входящие дуги). Сеть иначе называется сетевым графиком. Каждой работе соответ-
ствует дуга с весом, равным продолжительности работы, а каждая вершина есть событие, ко-
торое заключается в том, что работы, соответствующие входящим дугам, завершены, а ра-
боты, соответствующие выходящим дугам, готовы к выполнению. На этапе формирования 
календарного плана используются алгоритмы, позволяющие определить ранние и поздние 
времена наступления событий. Они основаны на процедуре нахождения максимального (кри-
тического) пути в бесконтурном графе. Проблема классического сетевого графика заключает-
ся в том, что, если продолжительность какой-то работы изменится, то необходим перерасчет 
временных параметров, что может повлечь за собой нарушение плановых сроков. Кроме того, 
если проект является оригинальным, и ранее никогда не реализовывался, то определить вре-
мя выполнения работ даже с участием опытного эксперта очень трудно. Более адекватным 
является подход, основанный на приближенных оценках, например, в форме интервальных 
или нечетких чисел [5]. Это позволяет также приближенно оценить время, необходимое для 
реализации проекта. В [6] предложен алгоритм расчета нечетких и интервальных оценок вре-
менных параметров сетевой модели проекта.

Нечеткое число A  – это число с плохо определенными границами, поэтому при его исполь-
зовании необходимо задать параметр a  (модальное значение) и поведение на границах. Будем 
рассматривать нечеткие треугольные числа на [ , ]a l a r− +  с функцией принадлежности 

( )
1 , ,

1 , ,
A

x a a l x a
lx

x a a x a r
r

µ

− + − ≤ ≤=  − − ≤ ≤ +


где ,l r  – соответственно левый и правый коэффициенты неопределенности. 
Заметим, что нечеткое треугольное число однозначно задается набором параметров , ,, ra l  

поэтому его часто обозначают тройкой ( , , ).a l r  Согласно [7], на основе принципа декомпози-
ции от нечеткого числа можно перейти к совокупности α-срезов, каждый из которых пред-
ставляет собой интервальное число. 

Для треугольного нечеткого числа ( ), ,a l r  α-срез имеет вид
( ) [ ] ( ) ( ), , , 1 , 1 ,A a l r a a a l a rα α

α α= = = − − + −  
где (0,1].α ∈

Для интервалов [ , ]a a  и [ , ]b b  отношение порядка определяется следующим образом [5]: 

[ , ] [ , ]a a b b≤  тогда и только тогда, когда 
,
.

a b
a b

≤


≤
На основе данного определения можно сравнивать нечеткие числа. 
Пусть A  и B  – нечеткие числа, Aα  и Bα  – их α-срезы, тогда ,A B≤  если [0,1]α∀ ∈  ( ).A Bα α≤
Имеет место следующее 
Утверждение [8]. Для того, чтобы в системе интервалов 1 1

1 , ,I a a =   …, ,m m
mI a a =    су-

ществовал максимальный интервал, находящийся со всеми остальными интервалами в отно-
шении ,≥  необходимо и достаточно, чтобы его границы были расположены относительно од-
ноименных границ всех остальных интервалов согласно условиям 

( ) ( )1 12, , 2, .m mi m a a i m a a∀ = ≥ ∀ = ≥

Если неравенства заменить на противоположные, то получим понятие минимального ин-
тервала.
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2. Оптимизационная модель для определения критического времени

Составим модель для определения критического времени при условии, что продолжитель-
ности выполнения работ задаются приближенно в форме нечетких чисел, взяв за основу [9]. 
Пусть P  – некоторый путь из исходного события 1 в завершающее событие ;n  ijt  – продолжи-
тельность работы ( , )i j . Введем переменную

( )1, , ,
0, .ij

i j
x

= 


åñëè ðàáîòà ëåæèò íà êðèòè÷åñêîì ïóòè

èíà÷å

Введем основные предположения и сформируем ограничения:
a) из начального события 1 сети обязательно выходит критическая работа, т. е.
	

( )
1

1,
1;j

j P
x

∈

=∑ 	 (1)

b) в конечное событие n  обязательно входит критическая работа, т. е.
	

( ),
1;in

i n P
x

∈

=∑ 	 (2)

c) для обеспечения непрерывности пути P  потребуем для всех событий ,j  не являющихся 
исходным или завершающим, выполнения равенства 

	
( ) ( ), ,

0;ij jk
i j P j k P

x x
∈ ∈

− =∑ ∑ 	 (3)

d) длина критического пути должна быть максимальной, т. е.
	

( ),
max .ij ij

i j P
t x

∈

→∑ 	 (4)

В задаче (1)–(4) при известной информации о продолжительности работ { }ijt  требуется 
определить такие значения {0,1},ijx ∈  при которых целевая функция (4) достигает максималь-
ного значения при условии, что выполняются ограничения (1)–(3). Если исходная информа-
ция о продолжительностях работ задана в форме нечетких треугольных чисел ( , , ),ij ij ijt l r  то 
получим нечеткий вариант задачи (1)–(4) с целевой функцией вида

	 ( )
( ),

, , max.ij ij ij ij
i j P

t l r x
∈

⋅ →∑ 	 (5)

Задача (1)–(3),(5) является задачей нечеткого булевского программирования. 
Пусть (0,1],α ∈  тогда переходя к α-срезам в (5), получим интервальную задачу (1)–(3) с 

целевой функцией вида
	 ( )
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α
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 ⋅ = − − + − ⋅ ∑ ∑ 	 (6)

Для полученной интервальной задачи сформируем две детерминированных задачи услов-
ной оптимизации.

Нижней граничной задачей для интервальной задачи (1)–(3),(6) назовем задачу вида
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∑
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∑ ∑

	 (7)

Верхней граничной задачей для интервальной задачи (1)–(3),(6) назовем задачу вида
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1, 1,
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ij ij ij
i j P

j in
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
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∑

∑ ∑

∑ ∑

	 (8)

В (7) и (8) , ,i j k  – события, принадлежащие некоторому пути .P
Таким образом, решение интервальной задачи сводится к решению двух детерминирован-

ных задач (7) и (8). В общем случае можно сформулировать следующий 

Алгоритм для решения нечеткой задачи о критическом пути:
1) Сформировать множество путей на основе ограничений оптимизационной задачи.
2) Определить α-срезы для коэффициентов нечеткой целевой функции и построить выра-

жение для интервального представления целевой функции, которое зависит от параметра .α
3) Сформировать нижнюю и верхнюю граничные задачи. Для каждого пути найти интер-

вальное значение целевой функции. 
4) Сформировать множество значений α-срезов { }.iα
5) Для фиксированного iα  проверить, существует ли максимальный интервал. Если суще-

ствует, то он является решением интервальной задачи при заданном уровне уверенности .iα
6) Проверить: если для каждого значения iα  существует максимальный интервал, то сфор-

мировать оптимальное решение нечеткой задачи.

3. Иллюстративный пример

Рассмотрим сетевой график, изображенный на 
рис. 1. В нем продолжительности работ имеют обыч-
ное числовое представление. На основе классического 
алгоритма найден критический путь 1 2 3 4 5− − − −  и 
критическое время – 19 (ед. времени). Теперь предпо-
ложим, что продолжительности работ заданы при-
ближенно в форме треугольных нечетких чисел (мо-
дальные значения совпадают с продолжительностями 
на рис. 1). Для каждого значения α  определен α-срез 
соответствующего нечеткого числа (табл. 1).

Таблица 1
Продолжительности работ в форме нечетких чисел

Работа t l r α-срез
(1,2) 3 0.5 1 [ ]2.5 0.5 , 4α α+ −
(1,3) 5 1 1.5 [ ]4 , 6.5 1.5α α+ −
(2,3) 4 1 1 [ ]3 , 5α α+ −
(2,4) 3 0.5 0.5 [ ]2.5 0.5 , 3.5 0.5α α+ −
(3,4) 6 1 1 [ ]5 , 7α α+ −
(3,5) 2 0.5 0.5 [ ]1.5 0.5 , 2.5 0.5α α+ −
(4,5) 6 1 1.5 [ ]5 , 7.5 1.5α α+ −

Рис. 1. Сетевой график



1790

Составим интервальную задачу с целевой функцией 
[ ] [ ] [ ]

[ ] [ ]
[ ] [ ]

12 13 23

24 34

35 45

2.5 0.5 , 4 4 , 6.5 1.5 3 , 5

2.5 0.5 , 3.5 0.5 5 , 7

1.5 0.5 , 2.5 0.5 5 , 7.5 1.5 max

F x x x

x x

x x

α α α α α α

α α α α

α α α α

= ⋅ + − + ⋅ + − + ⋅ + − +

+ ⋅ + − + ⋅ + − +

⋅ + − + ⋅ + − →
и системой ограничений

( )12 13 1 1 ,x x j+ = =

( )45 35 1 5 ,x x j+ = =

( )12 24 23 1 2 ,x x x j− − = =

( )13 23 34 35 1 3 ,x x x x j+ − − = =

( )24 34 45 1 4 .x x x j+ − = =
Заметим, что интервальное представление имеет только целевая функция, поэтому гра-

ничные задачи имеют ту же систему ограничений, что и интервальная задача, но различные 
целевые функции. Для нижней граничной задачи целевая функция имеет вид

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

12 13 23 24

34 35 45

2.5 0.5 4 3 2.5 0.5

5 1.5 0.5 5 max.

F x x x x

x x x

α α α α

α α α

= + + + + + + + +

+ + + + + + →
Для верхней граничной задачи целевая функция имеет вид

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

12 13 23 24

34 35 45

4 6.5 1.5 5 3.5 0.5

7 2.5 0.5 7.5 1.5 max.

F x x x x

x x x

α α α α

α α α

= − + − + − + − +

+ − + − + − →
Ограничения определяют некоторый путь P  в сетевом графике. Рассмотрим различные 

пути (в скобках указаны значения переменных, равные 1, а остальные переменные равны 0) и 
для каждого найдем значение целевой функции в интервальном выражении. Получим следу-
ющие результаты:

1) путь 1 1 2 4 5P = − − −  12 24 45( 1)x x x= = =  имеет максимальную длину

[ ] [ ] [ ] [ ]
1

, 2.5 0.5 , 4 2,5 0.5 , 3.5 0.5 , 5 , 7.5 1.5 10 2 ,15 3 ;F F α α α α α α α α  = + − + + − + + − = + − 
2) путь 2 1 3 5P = − −  13 35( 1)x x= =  имеет максимальную длину

[ ] [ ] [ ]
2

, 4 , 6.5 1.5 1,5 0.5 , 2.5 0.5 , 5.5 1.5 , 9 2 ;F F α α α α α α  = + − + + − = + − 
3) путь 3 1 2 3 5P = − − −  12 23 35( 1)x x x= = =  имеет максимальную длину

[ ] [ ] [ ] [ ]
3

, 2.5 0.5 , 4 3 , 5 , 1.5 0.5 , 2.5 0.5 7 2 ,11.5 2.5 ;F F α α α α α α α α  = + − + + − + + − = + − 
4) путь 4 1 3 4 5P = − − −  13 34 45( 1)x x x= = =  имеет максимальную длину

[ ] [ ] [ ] [ ]
4

, 4 , 6.5 1.5 5 , 7 , 5 , 7.5 1.5 14 3 , 21 4 ;F F α α α α α α α α  = + − + + − + + − = + − 
5) путь 5 1 2 3 4 5P = − − − −  12 23 34 45( 1)x x x x= = = =  имеет максимальную длину

[ ] [ ] [ ]
[ ] [ ]

5
, 2.5 0.5 , 4 3 , 5 , 5 , 7

5 , 7.5 1.5 15.5 3.5 , 23.5 4.5 .

F F α α α α α α

α α α α

  = + − + + − + + − + 
+ + − = + −

Значения целевых функций при различных значениях α  представлены в табл. 2. Таким 
образом, при фиксированном значении α  имеем множество интервальных значений целевой 
функции, среди которых необходимо определить максимальное интервальное значение.

Анализ табл. 2 показывает, что согласно утверждению, при всех значениях α существует мак-
симальный интервал 

5
,F F    и, кроме того, интервалы можно упорядочить следующим образом:
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5 4 1 3 2
, , , , ,F F F F F F F F F F         > > > >          .

Таким образом, критическим является путь 5 1 2 3 4 5,P = − − − −  его максимальная длина – 
[ ]

5
, 15.5 3.5 , 23.5 4.5 .F F α α  = + −   Если α  интерпретировать как степень уверенности в при-

ближенной информации (чем ближе α  к 1, тем степень неопределенности меньше), то, напри-
мер, при 0.8α =  получим, что время, необходимое для реализации проекта, сетевой график 
которого изображен на рис. 1, заключено в промежутке [ ]18.3,19.9 .  Заметим, что полученный 
результат вполне согласуется с тем, который получен для случая «точной» информации – кри-
тическое время равно 19, а критический путь тот же 1 2 3 4 5.− − − −  Однако интервальное 
представление критического времени позволяет более гибко управлять реализацией проекта.

Заключение

Сложность современных проектов в различных сферах обусловливает использование мо-
делей приближенной информации при определении временных параметров сетевой модели 
проекта. Развитый аппарат интервальной арифметики позволяет достаточно просто реали-
зовать операции над нечеткими числами, используя их α-срезы. В статье предложен алгоритм 
определения критического времени на основе оптимизационной модели с нечеткой целевой 
функцией. Переход к α-срезам позволяет представить ее в виде совокупности функций с ин-
тервальным представлением. При фиксированном значении α имеем множество интервальных 
значений целевой функции, среди которых необходимо определить максимальное интерваль-
ное значение. Основным преимуществом подхода является то, что в рамках интервального 
представления продолжительностей работ можно «двигать» моменты их начала и окончания, 
учитывая, например, оптимизацию ресурсного обеспечения.  
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УДК 004.056

ОБЗОР ТИПОВ ПРОДУКЦИОННЫХ ПРАВИЛ
В СИСТЕМАХ НЕЧЕТКОГО ЛОГИЧЕСКОГО ВЫВОДА

Воронежский государственный университет

Т. М. Леденева, Т. А. Моисеева

Аннотация. В данной статье рассматриваются основные компоненты систем нечеткого 
логического вывода, а также представлена функциональная схема типовой нечеткой про-
дукционной системы. В статье рассматриваются различные виды продукционных правил 
и предложена классификация нечетких правил по некоторым признакам.
Ключевые слова: нечеткие системы, база знаний, база правил, проектирование баз зна-
ний, продукционная модель представления знаний, нечеткая логика, нечеткий логиче-
ский вывод, лингвистические переменные, «если-то» правила, кластеризация.

Введение

Нечеткие системы являются одним из важных классов интеллектуальных информацион-
ных систем, которые широко используются для решения задач диагностики, прогнозирования, 
управления, оптимизации, планирования, разработки рекомендаций и других задач благодаря 
присущей им прозрачности получения решения для конечного пользователя. По сути, нечет-
кие системы являются универсальными аппроксиматорами, а функция, связывающая вход-
ную переменную с выходной, описывается в виде нечетких «если то» правил. Согласно Fuzzy 
Approximation Theorem, такой подход позволяет восстановить произвольную зависимость 
«входы-выход» сколь угодно точно [1]. В настоящее время исследования в области нечетких 
систем и их приложений достаточно обширны. Большое внимание уделяется функционально-
му представлению нечетких логических операций, лежащих в основе механизма нечеткого ло-
гического вывода [1, 2]; настройке параметров термов лингвистических шкал входных и/или 
выходных переменных [3]; оптимизации базы знаний [4, 5]; генерации базы знаний на основе 
кластеризации наблюдаемых данных [6, 7]. Для представления нечетких продукционных пра-
вил используется в основном три модели (лингвистическая, Такаги – Сугено, реляционная) 
[8]. Тип модели определяется либо экспертом, либо объемом и характером исходных данных. 
Так, модель Такаги – Сугено может быть использована в комбинации с регрессионными, и 
поэтому предполагает наличие большого объема статистической информации. Цель статьи 
заключается в представлении различных типов продукционных правил и особенностей их 
формирования при разработке нечеткой системы.

1. Архитектура типовой нечеткой продукционной системы

На рис. 1 представлена архитектура типовой нечеткой продукционной системы. На этапе 
формирования базы знаний для каждой входной переменной, а также при определенном выбо-
ре модели правила и для выходной переменной строится лингвистическая шкала, включающая 
термы, сформулированные на естественном языке. Каждый терм является нечеткой переменной 
и представляется нечетким числом. Известно [1], что выбор типа нечеткого числа влияет на ка-
чество аппроксимации. Один из возможных подходов к решению проблемы выбора – использо-
вание в качестве термов треугольных нечетких чисел с последующей настройкой их параметров, 
например, генетическими алгоритмами. Важно, что лингвистические шкалы всегда определяют-
ся для входных переменных, а для выходных – только при выборе определенных типов правил. 
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На вход нечеткой системы поступает числовое значение входной переменной (эта пере-
менная может быть скалярной или векторной). Блок фазификации осуществляет переход от 
числа к нечеткому числу (или к нечеткому множеству другого типа), т.е. осуществляется «раз-
мытие» данных. Блок дефазификации осуществляет обратное преобразование выходного не-
четкого значения в число. Существуют различные процедуры дефазификации, например [8]: 
метод центроида, или метод центра тяжести, метод биссектрисы, метод середины максимума, 
метод модальных значений и другие. На практике метод дефазификации выбирают экспери-
ментально. В [9] представлен результат анализа влияния выбранного метода дефазификации 
на результаты работы нечеткого классификатора. Следует отметить, что данный этап является 
опциональным и может отсутствовать, если предполагается дальнейшая работа с нечеткими 
переменными.

Механизм (система) нечеткого логического вывода базируется на обобщенном правиле 
modus ponens и осуществляет «вывод» четкого или нечеткого значения выходной переменной 
на основе «размытых» значений входных переменных. Можно выделить следующие этапы не-
четкого логического вывода: агрегирование подусловий, активизация подзаключений, аккуму-
лирование заключений. Существуют различные вариации алгоритмов нечеткого логического 
вывода, которые можно разбить на две группы: осуществляющие восходящий вывод от пред-
посылок к заключениям, и реализующие нисходящий нечеткий вывод [10]. К первой группе 
методов относятся, например, алгоритм Mamdani, Tsukamoto, Sugeno, Larsen. Перечисленные 
алгоритмы являются восходящими выводами от предпосылок к заключениям. На практике 
возможно использование сочетания различных методов логического вывода или применение 
многокаскадной системы логического вывода. Важнейшая проблема, которая возникает при 
разработке варианта механизма нечеткого логического вывода, – это выбор функционального 
представления нечетких логических связок, функций агрегирования значений переменных в 
посылках правил и самих правил. На фоне того, что существует значительное количество се-
мейств нечетких операций эта проблема требует внимания и проведения экспериментальных 
исследований. Обоснованный выбор нечетких операций в механизме логического вывода зна-
чительно улучшает аппроксимационные свойства нечеткой системы [2].

База знаний является ядром нечеткой системы. Она предназначена для формального пред-
ставления эмпирических знаний экспертов в той или иной предметной области. База знаний 

Рис. 1. Схема архитектуры нечеткой продукционной системы
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состоит из базы правил, в которой непосредственно хранятся продукционные правила, опреде-
ляющие взаимосвязь между входами и выходами исследуемого объекта, и базы данных, содер-
жащей информацию о лингвистических переменных. По сути, продукционные правила пред-
ставляют собой условные высказывания «если-то», в которых выделены посылка и заключение. 

2. Классификация нечетких продукционных правил

Для формирования продукционных правил используется понятие лингвистического вы-
сказывания [11].

Лингвистическим высказыванием будем называть высказывание одного из следующих типов:
–  ,β αåñòü  где β  – наименование лингвистической переменной, α  – ее значение, которо-

му соответствует некоторый лингвистический терм из базового терм-множества T  лингви-
стической переменной ;β

–  ( ,)β αΞåñòü  где Ξ  – модификатор, соответствующий таким словам, как очень, более или 
менее, почти, совсем и другим, которые задаются процедурой ;G

– составные высказывания, образованные из высказываний первых двух типов с помощью 
логических связок и, или, не, если-то, тогда и только тогда.

Составные лингвистические высказывания образуются одним из следующих способов:
а) путем соединения по принципу и или по принципу или нескольких элементарных выска-

зываний, относящихся к одной и той же лингвистической переменной, например, 

1β αåñòü   и(или)  2.β αåñòü
Заметим, что в этом случае путем равносильных преобразований составное высказывание 

можно упростить, приведя его к виду
,β αåñòü

где 1α α=  и(или) 2 ,α  т. е. функция принадлежности терма α  образуется путем пересечения 
(объединения) функций принадлежности термов 1α  и 2.α

б) путем соединения по принципу и или по принципу или нескольких элементарных вы-
сказываний, относящихся к разным лингвистическим переменным, например, 

1 1β αåñòü   и(или)  2 2β αåñòü   и(или) … и(или)  ,N Nβ αåñòü

где 1,  , Nβ β…  – лингвистические переменные, 1, , Nα α…  – значения соответствующих лингви-
стических переменных. Логические связки и и или формализуются подходящими нечеткими 
операциями.

Пусть 1,{ }x i i nL A
=

=  и 1,{ }y j j mL B
=

=  – лингвистические шкалы входной ( )x  и выходной ( )y  
переменных соответственно. Рассмотрим различные типы правил, которые связывают эти пе-
ременные.

Лингвистическая модель имеет вид 
: , ,i jR x A y Båñòü åñòüåñëè òî

где ,x y  – входная и выходная лингвистические переменные; ,i jA B  – термы лингвистических 
шкал соответствующих переменных.

Реляционная модель обобщает лингвистическую модель и имеет вид
: , .i j ijR x A y B råñòü åñòü ñî ñòåïåíüþåñëè òî .

Таким образом, каждому значению (терму) входной лингвистической переменной необхо-
димо сопоставить значение (терм) выходной лингвистической переменной со степенью .ijr  Тем 
самым, на множестве x yL L×  формируется нечеткое отношение с элементами .ijr

Модель Такаги – Сугено (TS-модель) можно рассматривать как комбинацию лингвистиче-
ской и регрессионной моделей. Она задается в следующем виде:

: , ( ).i i iR x A y f x=åñòüåñëè òî
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Здесь входная переменная x  является лингвистической, а выходная переменная y  являет-
ся обычной функцией. Предполагается, что при формировании базы правил функции if  
должны иметь одинаковую структуру. Зачастую используются линейные функции ,if  кото-
рые можно получить на основе регрессионного анализа. На рис. 2 представлена идея описания 
некоторой сложной функции TS-правилами. 

1 1 1: , ( ) 0.29 0.03R x C y f x x= = −åñëè åñòü òî

2 2 2: , ( ) 0.27 7.21R x C y f x x= = −åñëè åñòü òî

1 3 3: , ( ) 4.78 19.18R x C y f x x= = −åñëè åñòü òî

4 4 4: , ( ) 0.26 8.15R x C y f x x= = +åñëè åñòü òî

Рис. 2. Формирование правил Такаги – Сугено

Здесь x  и y  входная и выходная переменные. Входная переменная x  является лингвисти-
ческой и для нее построена шкала 1 2 3 4{ , , , }.xL C C C C=  Выходная переменная y  является чис-
ловой, и ее зависимость от входной переменной описывается следующими правилами:

Каждое правило можно рассматривать как нечеткое отношение : [0,1],iR X Y× →  которое 
вычисляется на основе нечеткой импликации, формализующей связь между посылкой и за-
ключением в виде .i iA B→  Существуют различные представления для импликации [12].

В приведенном примере на рис. 2 линейные регрессионные модели адекватно представля-
ют множество наблюдаемых данных. Однако линейная модель подходит не всегда. В [7, 13] 
изучаются возможности использования процедур кластеризации для формирования баз зна-
ний для временных рядов. Решение проблемы осуществляется за счет разработки математиче-
ской модели оптимальной формы кластера, суть которой заключается в выявлении наиболее 
подходящей формы кластера в виде кривой второго порядка на основе аппроксимации соот-
ветствующей матрицы квадратичной формы, что позволяет получить компактные кластеры. 
Каждому кластеру ставится в соответствие продукционное правило, что позволяет сгенериро-
вать минимально необходимое количество правил, при этом за счет оптимизации формы кла-
стеров улучшается точность аппроксимации, а, следовательно, качество обработки данных. 
Минимизация количества правил в базе знаний приводит к сокращению времени, необходи-
мого для прогноза, и, в конечном счете, к ускорению обработки данных. Кроме того, база зна-
ний, содержащая продукционные правила, учитывающие оптимальную форму кластеров, по-
вышает объяснительные способности механизма нечеткого логического вывода. Известно, 
что форма кластеров зависит от нормы, используемой для расчета расстояния между элемен-
тами. Для евклидовой нормы матрица B  представляет собой единичную матрицу. Для диаго-
нальной нормы – матрицу, на главной диагонали которой стоят веса координат. Диагональная 
норма позволяет выделять кластеры в виде эллипсоидов, ориентированных вдоль координат-
ных осей. Для нормы Махаланобиса 1,B R−=  где R  − ковариационная матрица. Норма Маха-
ланобиса позволяет выделять кластеры в виде эллипсоидов, оси которых могут быть ориенти-
рованы в произвольных направлениях. Если выборка данных нечастая или шумная, то 
ковариация кластеров (заплаток) велика, в результате чего получаются большие по размеру 
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эллипсоиды. Если данные плотные, то ковариация кластеров мала, в результате чего, получа-
ются эллипсоиды малых размеров и более точные нечеткие правила. Проекции эллипсоидов 
должны покрывать область определения функции так, чтобы функция была определена для 
всех входов (рис. 3).

В [7] представлена процедура генерации базы знаний для описания поведения временных 
рядов, которая учитывает форму кластера, при этом используется лингвистическая модель и 
модель Такаги – Сугено. 

Если входных переменных несколько, то в посылке правил образуется составное высказы-
вание с использованием подходящей логической связки, например, для входных переменных 

1,..., nx x  и  выходной переменной y  продукционное правило может иметь вид
1 1 2 2: ( ) ( ) ... , .i i n ni jR x A x A x A y Båñòü åñòü åñòü åñòüåñëè è èëè è èëè òî

При обработке таких правил снова возникает проблема выбора функционального пред-
ставления логических связок и и или.

В [14] рассматриваются условные высказывания, содержащие альтернативу для заключе-
ния, следующего вида:

: , , .R x A y B Cåñòü åñòüåñëè òî èíà÷å
Для такого типа правил вывод осуществляется на основе следующей схемы:

1: , , ,
2 : ,

: .

x A y B C
x A

y D
′

ïîñûëêà åñòü åñòü

ïîñûëêà åñòü
çàêëþ÷åíèå åñòü

åñëè òî èíà÷å

Здесь ,x y  – соответственно входная и выходная переменные; ,A  ,B  ,C  D  – лингвистиче-
ские значения (термы); A′  – «размытое» значение входной переменной .x

Заметим, что высказывание , ,x A y B Cåñòü åñòüåñëè òî èíà÷å  в символьном виде мож-
но записать следующим образом: ( ) ( ),A B A C→ ⊕ →  где символом ⊕  обозначена операция 
сложения по модулю 2, семантика которой соответствует исключающему или. Данная интер-
претация не является единственной, другие варианты основаны на различных представлени-
ях импликации.

Заключение D  формируется на основе композиционного правила в виде
( ) ( ),D A A B A C′= → ⊕ →

где символом   обозначена операция композиции.

Рис. 3. Формирование продукционных правил на основе эллипсоидальной кластеризации
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Заключение

Таким образом, при формировании базы знаний существуют альтернативные варианты 
представления нечетких продукционных правил, при этом каждый вариант предполагает 
оригинальный алгоритм логического вывода. Выбор подходящих функций для представления 
логических связок обеспечивает высокое качество аппроксимации нечетких систем.
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УДК 519.85

МОДЕЛЬ ВЫБОРА ПРЕДЛОЖЕНИЯ ПРОДАВЦА НА МАРКЕТПЛЕЙС 
В УСЛОВИЯХ КОНКУРЕНЦИИ

Воронежский государственный университет

М. Г. Матвеев, Н. А. Алейникова, М. Д. Титова

Аннотация. Работа посвящена проблеме эффективности работы площадки типа 
Marketplace. Субъектами площадки являются покупатели и продавцы. Объектами – со-
вокупности однородных товаров. Эффективность работы торговой площадки, которую 
можно охарактеризовать количеством совершаемых сделок, будет зависеть от того, на-
сколько адекватные предложения выставляют продавцы. В работе рассматриваются ма-
тематические модели для поддержки принятия решений продавцом при составлении им 
такого предложения. Отличительной особенностью предлагаемых моделей является ори-
ентация, как на покупательский спрос, так и на наличие конкурентов на площадке. Для 
описания конкуренции предлагается аппарат теории игр, а именно нормальная форма 
игры с биматричной моделью с двумя игроками: продавцом – заказчиком  сервиса и коа-
лицией остальных продавцов.
Ключевые слова: электронная торговая площадка, Marketplace, однородный товар, не-
четкая и лингвистическая переменная, оператор агрегирования, биматричная игра, ре-
шение в смешанных стратегиях.

Введение

В работах [1–3] был предложен математический аппарат для формализации деятельности 
субъектов электронной торговой площадки (ЭТП) типа Marketplace, основанный на нечет-
кой математике. Рассматривалась модель зависимости вероятности и выгодности сделки при 
заданных характеристиках спроса и предложения. Но в этих работах не учитывалось то, что 
продавец, выдвигая свои предложения, находится в условиях конкуренции и предложения 
других продавцов могут сильно повлиять на вероятность совершения им сделки. В данной 
работе деятельность продавца-заказчика сервиса рассматривается в условиях конкуренции, 
для описания которой предлагается использовать игровые модели. Представленные модели 
позволяют продавцу выбирать рациональное товарное предложение из допустимой совокуп-
ности взаимозаменяемых типов однородного товара. 

1. Формализация деятельности субъектов электронной торговой площадки

Объектами торговли на ЭТП являются множества однородных товаров, каждый из кото-
рых может быть представлен совокупностью своих взаимозаменяемых типов, различающихся 
значениями характеристических параметров данного товара. В качестве таких параметров мо-
гут быть  коммерческие, технические и другие возможные свойства товара. Если j  – это про-
извольный товар, то характеристический вектор будем обозначать как

	 1( ;...; ;...; ),n N
j j j jq q q q= 	 (1)

каждая n-я компонента которого принимает значения x  либо на количественной, либо на 
качественной шкале.

Покупательский спрос на какой-то однородный товар можно также формализовать в виде 
вектора характеристик товара ,g  структурно идентичного вектору .q  Но, как правило, жела-
ния покупателей расплывчаты, приблизительны. Например, покупателю нужен стол длиной 
от 1 м до 1 м 20 см, по цене от 5000 до 6000. Причем какие-то значения из этого диапазона более 
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желательны, какие-то менее. Поэтому координаты этого вектора будут представлены нечетки-
ми или лингвистическими переменными

	 1( ;...; ;...; ),n N
k k k kg g g g=    	 (2)

где 1;2;...;k K=  – номер покупателя.
Предложения продавца, они же его стратегии, будут складываться так же исходя из струк-

туры вектора .q  Обозначим через ijq  конкретное предложение i-го продавца по j-му товару 
( 1;2;...;i I= ):

	 1( ;...; ;...; ).n N
ij ij ij ijq q q q= 	 (3)

Векторные компоненты здесь – суть лингвистические переменные с именами, совпадаю-
щими с именами соответствующих характеристических параметров описания типа однород-
ного товара. Каждая переменная имеет кусочно-линейные функции принадлежности 

( ) [0;1],gf x ∈  носители которых – min max ,x x x≤ ≤  отражают возможности выбора покупателя, а 
значения функции – уровень его предпочтения [3].

Требуется так подобрать значения координат вектора ,ijq  чтобы обеспечить хорошую про-
дажу. При этом надо обращать внимание не только на покупательский спрос, но и на возмож-
ности самого продавца. Значения параметров вектора ijq  ограничено финансовыми и товар-
ными запасами продавца, его функциональными возможностями. Предполагается, что 
продавец в состоянии оценить свои функционально-стоимостные ограничения и стремится 
так сформировать свое предложение, чтобы получить максимум соответствия этим ограниче-
ниям. Функционально-стоимостные ограничения (ФСО) задаются как допустимые интерва-
лы значений параметров с построением над каждым интервалом функции принадлежности, 
отражающей предпочтения его значений. Тогда ограничения i-го продавца можно предста-
вить вектором 

	 1( ;...; ;...; ),n N
i i i iq q q q=    	 (4)

с теми же именами лингвистических характеристик и видами функций принадлежности 
( ) [0;1],qf x ∈  что и у вектора спроса. 

Поскольку отследить взаимодействие между продавцом и каждым покупателем громозд-
кая задача, то далее перейдем к обобщенному спросу, который так же представляется в виде 
вектора характеристик товара, функцию принадлежности по каждой координате которого  
можно найти по формуле 

	
1

( ) ( ) ; 1,..., ,
K

n n
g gk k

k
f x f x w n N

=

= ⋅ =∑ 	 (5)

где k
k

vw
v

=  – весовой коэффициент для k-го покупателя, вычисляемый как отношение объема 

товара, запрашиваемого k-м покупателем, к общему объему товарного спроса 
1

.
K

k
k

v v
=

= ∑
И далее будем говорить о взаимодействии между продавцом и не конкретным покупате-

лем, а обобщенным покупательским спросом [3].
Будем считать, что вероятность сделки для продавца определяется соответствием его пред-

ложения пересечению функций принадлежности его желаний и  обобщенного спроса по всей 
совокупности характеристических параметров. Функция принадлежности пересечения по n-му 
характеристическому параметру определяется по формуле

	 ( ) min( ( ); ( )).n n n
s g qf x f x f x= 	 (6)

Границы носителя функции (6), в рамках которых продавец выбирает допустимые значе-
ния n-го параметра товара, вычисляются по формулам

	 ( ) max( ( ); ( )),n n n
s g qL f L f L f= 	 (7)
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	 ( ) min( ( ); ( )),n n n
s g qR f R f R f= 	 (8)

где L  и R  – левая и правая граница носителей соответственно. 
Подставляя значение x  n-го параметра конкретного типа товара j  в функцию (6), получа-

ем локальное соответствие [0;1]n
js ∈  по n-му параметру. Тогда вероятность совершения сдел-

ки на множестве покупателей с предложением конкретного типа товара вычисляется по фор-
муле

	 ( ) [ ( )] [0;1].n
s s

n

f x f xagr= ∈ ,	 (9)

где agr  – оператор агрегирования [4–5] в форме дискретного интеграла Шоке по нечеткой 
мере ϕ  [6–9]. Интеграл Шоке рассматривается как обобщение взвешенной суммы, интерпре-
тируется как нечеткое математическое ожидание. 

В дальнейшем вероятность сделки для i-го продавца по j-му конкретному товару, вычис-
ленную по формуле (9) будем обозначать через ijs :

	 ( )ij ijs F q= 	 (10)
и будем одновременно учитывать, что ,ijs  вообще говоря, является функцией от стратегии 
продавца (конкретного его предложения). Но в обозначении эту зависимость будем опускать. 

2. Игровая модель выбора предложения продавца на маркетплейс в условиях конкуренции

До этого момента мы определяли вероятность сделки для продавца (10) при условии, что 
на рынке присутствует единственный продавец. Присутствие на рынке других продавцов-кон-
курентов может существенно изменить эту вероятность, что создает игровую ситуацию. В 
рассматриваемом аспекте выбора конкретного товарного предложения как стратегии одного 
продавца целесообразно остальных продавцов рассматривать как некоторую коалицию с кол-
лективным поведением аналогичным природному поведению. Коллективное поведение будет 
рассматриваться как выбор некоторой агрегированной стратегии (обобщенного предложе-
ния) из возможной совокупности. Обобщенное предложение можно найти аналогично тому, 
как мы находили обобщенный спрос. 

Пусть ijs  – вероятность сделки для коалиции продавцов по j-му товару. Индекс i  обозна-
чает дополнение продавца до множества всех продавцов, т. е. коалицию. Для вычисления зна-
чений переменной ,ijs  потребуется формализованное представление обобщенного предложе-
ния коалиции, записанное в виде вектора с параметрами аналогичными вектору (1). Для 
каждого параметра n  записываются в порядке возрастания его значения по предложениям 
всех участников коалиции. Подсчитывается количество совпадающих значений, которое, по-
сле нормировки, интерпретируется как значение функции принадлежности соответствующей 
лингвистической переменной. В результате получается вектор обобщенного предложения с 
нечеткими параметрами:

	 1( ;...; ;...; ).n Nq q q q=   îá îá îá îá 	 (11)
Допустимая область значений характеристик предложений коалиции продавцов и обоб-

щенного спроса определяется пересечением соответствующих функций принадлежности по 
каждому n-му параметру:

	 ( ) min( ( ); ( )).n n n
soo gf x f x f x= îá  	 (12)

Границы обобщенного носителя вычисляются аналогично (7) и (8).
Для вычисления локального соответствия по n-му параметру предлагается использовать 

следующее выражение:
	 max ( )n n

soox
s f x=îá .	 (13)
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Агрегирование локальных соответствий [ ] [0;1]n
î áij

n

s sagr= ∈  выполняется по аналогии с (9).

Тогда адекватным теоретико-игровым описанием конкуренции будет нормальная фор-
ма игры с биматричной моделью с двумя игроками: продавец – заказчик сервиса и коалиция 
остальных продавцов с неантагонистическим по отношению к продавцу–заказчику поведени-
ем [10–11]. 

Стратегиями каждого игрока в данной игре будут предложения по товарам ijq  и .ijq  Ка-
ждой стратегии в соответствие ставится своя функция выигрыша, вероятность сделки ijs  или 

.ijs  Причем функция выигрыша продавца–заказчика будет зависеть как от выбранной им 
стратегии, так и от стратегии коалиции, то есть конкуренция может исказить вероятность 
сделки .ijs  Считаем, что на коалицию действия продавца-заказчика не оказывают влияния. 

Вероятность сделки для продавца в условиях конкуренции предлагается определять с по-
мощью характеристической функции, которую обозначим через ( ; ).ij ij ijS s s  При этом полага-
ем, что если вероятность продажи товара для коалиции продавцов меньше аналогичной веро-
ятности ijs  для продавца-заказчика, то покупатель, скорее всего, купит его у продавца-заказчика, 
поэтому в этом случае ( ; ) .ij ij ijijS s s s=  Полагаем при этом, что покупатель выбирает товар толь-
ко исходя из степени привлекательности его характеристик. Если же вероятность продажи 
товара коалицией превосходит ijs  для продавца-заказчика, то ijs  должна уменьшиться, так 
как, скорее всего покупатели предпочтут товары с более привлекательными значениями ха-
рактеристик. Определим вероятность продажи в этом случае для продавца, пользуясь следую-
щими рассуждениями. Возможны три ситуации, первая, когда покупатель купит товар у коа-
лиции, вероятность этого ,ijs  вторая, когда товар будет куплен у продавца (эту вероятность 
нам надо найти, ( ; )ij ij ijS s s ) и третья, когда товар не будет купен ни у коалиции, ни у продавца 
(товар не подошел по своим характеристикам). Вероятность последней ситуации можно опре-
делить как (1 )(1 ).ij ijs s− −  Из условия нормировки

	 (1 )(1 ) 1ij ijij ijS s s s+ + − − = 	 (14)
находим 

	 1 (1 )(1 ) (1 ).ij ij ij ij ijij ij ij ijS s s s s s s s s= − − − − = − = − 	 (15)
Тогда вероятность сделки для продавца в условиях конкуренции

	
,

( ; )
, .

ij ij ijij ij
ij ij ij

ij ij ij

s s s s s
S s s

s s s

− ≤=  >
	 (16)

Например, у продавца вероятность продажи 0,21, у коалиции 0,65. Тогда вероятность про-
дажи в условиях конкуренции у продавца

	 (0, 21;0,65) 0,21 (1 0,65) 0,0735.ijS = ⋅ − =
Таким образом, предполагается, что заданы конечные множества стратегий продавца и ко-

алиции ijq  и ,ijq  которым поставлены в соответствие конечные множества вероятностей сдел-
ки и также найдены значения характеристической функции для продавца (16). Значения функ-
ций  выигрышей для конкретных стратегий продавца и коалиции можно задать в виде 
биматрицы. Решение задачи состоит в рациональном выборе стратегии (предложения) про-
давца при случайном изменении стратегий коалиции. Предполагается, что коалиция не отсле-
живает поведение одного продавца. 

В качестве критерия рациональности будем рассматривать концепцию равновесия Неша. 
Набор смешанных стратегий ( ; )i iq q q∗ ∗ ∗=  называется ситуацией равновесия Неша в смешан-
ных стратегиях, если выбор любой стороной смешанной стратегии, отличной от той, которая 
в q∗  приводит к одному из неравенств [10]

	 *( ; ) ( ; )i ii iS s s S s s∗ ∗≤ 	 (17)
или 
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	 ( ; ) ( ; ).i ii is s s s s s∗ ∗ ∗≤ 	 (18)
Приведенные неравенства говорят о том, что отклонение от ситуации равновесия одной 

стороной не может увеличить ее выигрыш.

3. Численная апробация игровой модели

Учитывая сложность вычислительных процедур оператора (10), в настоящей работе огра-
ничимся заданием ,ijs  ijs  и характеристической функции ( ; ),ij ij ijS s s  и рассмотрим пример ре-
шения соответствующей игровой задачи.

Пусть биматричная игра задана в следующем виде:

	

1 2 3

1

2

3

(0, 21; 0,79) (0;1) (0;1)
.

(0,1; 0,9) (0,01; 0,99) (0,05; 0,95)
(0,19; 0,81) (0,1; 0,9) (0,01; 0,99)

i i i

i

i

i

S q q q
q
q
q

	 (19)

Заметим, что нас будет интересовать только выбор стратегии продавца. Стратегия коали-
ции задается случайным образом, и ее выбор нас не будет интересовать.

Решение биматричной игры, проведенное по несколько громоздкой методике, представ-
ленной в [11], дает равновесную ситуацию в чистых стратегиях для продавца – (0; 1; 0), т. е. это 
стратегия 2iq  с ценой игры – 0,037. У коалиции равновесие достигается в смешенных страте-
гиях (0; 0,308; 0,692)  с ценой игры – 0,901.

Приведенный результат может быть получен с использованием более простого приема, 
описанного в [12]. Показано, что в игре 2 2×  тот же результат можно получить каждой сторо-
не исходя только из матриц своих выигрышей. Для этого необходимо разбить биматричную 
игру на две матричные игры с нулевой суммой. Каждый игрок может рассчитать из матрицы 
своих выигрышей оптимальный средний выигрыш, совпадающий с выигрышем при равно-
весной ситуации, по своей матрице игрок может найти и оптимальную стратегию другого 
игрока, но не свою. В нашем случае  рассмотрим матрицы

	
0,21 0 0
0,1 0,01 0,05

0,19 0,1 0,01
A

 
 =  
 
 

 и 
0,79 1 1
0,9 0,99 0,95 .
0,81 0,9 0,99

B
 
 =  
 
 

Найдем решение матричной игры в смешанных стратегиях для коалиции, с использовани-
ем матрицы .A  Для этого обозначим через 1 2 3( , , )q q q  – вектор вероятностей применения коа-
лицией соответствующих стратегий, а через ν  – цену игры. Тогда модель задачи линейного 
программирования для решения игры в смешанных стратегиях примет вид

	 1 2 3 max,y y yΦ = + + →
при ограничениях

	

1 2 3

1 2 3

1 2 3

0, 21 0 0 1,
0,1 0,01 0,05 1,

0,19 0,1 0,01 1,
   0 1 2 3,j

y y y
y y y
y y y

 y ,   j , , 

⋅ + ⋅ + ⋅ ≤
 ⋅ + ⋅ + ⋅ ≤
 ⋅ + ⋅ + ⋅ ≤

≥ =

где 1 ,
ν

Φ =  ,j
j

q
y

ν
=  1 2 3.j , , =

Решение данной задачи 1 0,y =  2 8,16,y =  3 18,37.y =  Следовательно, решение в смешанных 
стратегиях для коалиции продавцов (0; 0,308; 0,692).  Цена игры 0,037. Заметим, что смешан-
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ные стратегии коалиции и цена игры для продавца совпадают со стратегиями и ценой игры, 
полученными при решении биматричной модели.

Найдем решение матричной игры в смешанных стратегиях для продавца, с использовани-
ем матрицы B. Для этого обозначим через 1 2 3( , , )p p p  – вектор вероятностей применения про-
давцом своих стратегий, через ν  – цену игры. Тогда модель задачи линейного программирова-
ния примет вид

	 1 2 3 min,x x xΦ = + + →
при ограничениях

	

1 2 3

1 2 3

1 2 3

0,79 0,9 0,81 1,
1 0,99 0,9 1,
1 0,95 0,99 1,

   0 1 2 3,i

x x x
x x x
x x x

 x ,   i , , 

⋅ + ⋅ + ⋅ ≥
 ⋅ + ⋅ + ⋅ ≥
 ⋅ + ⋅ + ⋅ ≥

≥ =

где 1 ,
ν

Φ =  ,i
i

px
ν

=  1 2 3.i , , =
Решением задачи является вектор (0; 1,11; 0), цена игры 0,901. Следовательно, оптималь-

ное решение в смешанных стратегиях для продавца (0;1; 0).  Заметим, что равновесная страте-
гия продавца и цена игры для коалиции совпадают с соответствующими значениями, полу-
ченными при решении биматричной модели.

Заключение

Таким образом, продавец, на основании своих возможностей и информации об обобщен-
ном спросе, получает допустимые области значений характеристик товаров. Это позволяет 
ему сформировать варианты альтернативных предложений по продаже однородного товара. 
Разработанная игровая модель позволяет продавцу выбрать из сформированной совокуп-
ности вариантов товарное предложение, обеспечивающее равновесие на  множестве предло-
жений продавцов-конкурентов. Полученные в результате исследования модели и алгоритмы 
определяют базовые технологии формирования рекомендательного сервиса для маркетплейс.
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УДК 002:001(470)

ВЛИЯНИЕ КОМПЛЕМЕНТАРНОСТИ АЛГОРИТМОВ И ИНФОРМАЦИОННЫХ 
РЕСУРСОВ НА ЦИФРОВУЮ ТРАНСФОРМАЦИЮ УПРАВЛЕНИЯ

1Федеральный исследовательский центр «Информатика и управление» Российской академии наук
2Воронежский государственный университет

В. И. Меденников1, В. М. Умывакин2

Аннотация. В работе дан анализ и формализованное представление эволюции развития 
технологий проектирования и разработки информационных систем, связанных на ка-
ждом этапе со значительной трансформацией способов сбора, хранения, обработки и пе-
редачи данных и интеграцией программного обеспечения. Показано, что в пространстве 
их проектирования данные, алгоритмы решения функциональных задач и инструмента-
рий автоматизации, находятся в комплементарных связях с сильным синергетическим 
эффектом. Так, алгоритмы, демонстрирующие тренд в сторону математических моделей 
(в частности, моделей искусственного интеллекта), приводят к росту эффективности ис-
пользования информации, так же, как и структурированные, все более интегрированные 
данные совершенствуют методы их обработки.
Ключевые слова: цифровая экономика, комплементарные связи, алгоритмы, математи-
ческая модель, эволюция информационных систем, цифровая платформа управления.

Введение

В течение нескольких лет активной цифровизации производства в наиболее развитых эконо-
миках мира сформировался ряд основополагающих принципов его цифровой трансформации 
[1]. Рассмотрим следующие два принципа: формирование системы управления информацион-
ными ресурсами на основе рациональной их интеграции в некое единое структурированное 
пространство; идеологическое переосмысление стратегий и технологий управления производ-
ством. Конечно, нельзя не отметить, что отмеченные принципы взаимосвязаны с некоторыми 
другими. Например, с прецизионным производством, оптимизирующим использование ресур-
сов со всеми вытекающими отсюда последствиями; с использованием технологий дистанцион-
ного зондирования земли; с целевой подготовкой и переподготовкой кадров.

Приведенные основополагающие принципы нашли подтверждение в работах Милгрома, 
Робертса [2, 3] и ряда других авторов, в которых показано, что экономическая эффективность 
цифровой трансформации бизнеса обусловлена инвестициями  в ИКТ, а также изменениями 
комплементарных активов, таких как усовершенствованное управление, кадровый капитал. 

Так, в работе Ленчук Е. пишется [4], что надо уделять большее внимание цифровизации 
именно реального сектора экономики, при котором такой подход приведет к особому эконо-
мическому эффекту. Другой яркий экономист Агеев А. И. считает, что внедрение новых инно-
вационных технологий в производство потребует глубоких изменений системы управления 
на всех уровнях менеджмента в стране. Для чего должно быть сформировано единое понятий-
ное поле, единое семантическое пространство путем разработки стандартов на соответствую-
щие системы управления [5].

В целевой программе «Цифровая экономика» (ЦЭ) сформулирована цель разработки не 
менее 10 цифровых платформ (ЦП). Однако при этом не приводятся  критерии и не рассма-
триваются базовые основополагающие принципы их создания. Вопросы разработки ЦП для 
управления производственной экономикой остались упущенными. Создается мнение, что ав-
торы программы специально обошли вниманием указанную проблему. Они хорошо представ-
ляли последствия детализации разработки отраслевых ЦП, которые потребуют их интеграции 
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с формированием единой ЦП страны. В результате возникнет проблема серьезной трансфор-
мации управления госкорпорациями, вплоть до их ликвидации. Поэтому ставка в выполне-
нии программы была сделана на несколько госкорпораций и крупных холдингов, следствием 
чего появился своеобразный цифровой феодализм. По истечении уже достаточного перио-
да времени после принятия Программы ЦЭ видны негативные последствия такого решения. 
В результате приходится констатировать, что под цифровизацией страны многие понимают 
лишь новые технологии платежей и коммуникации с клиентами, но никак не новые методы 
управления и экономических взаимоотношений. Так, есть публикации, где основной целью 
выполнения Программы ЦЭ является рост числа подключений фермеров к интернету [6]. И 
таких примеров много. Анализ публикаций по моделированию управления экономикой в со-
временных условиях показывает, что в большинстве из них авторы используют модели и ме-
тоды, опирающиеся на представления 20-го века. 

Поэтому, исходя из актуальности, рассмотрим реализацию указанных принципов цифровой 
трансформации экономики, которые в последние два-три года приняли более явные очертания.

1. Формализация эволюции интеграционных информационных технологий

Рассмотренные основополагающие принципы цифровой трансформации производства 
являются следствием эволюции общемировых информационных средств, в которой «отделе-
ние» данных от программного обеспечения (ПО) связано с развитием более мощных средств 
их сбора, хранения, обработки и передачи. Здесь возникает экономическая целесообразность 
в тиражировании программных продуктов на некоторые предприятиях [7]. При этом в тех-
нологиях разработки ПО можно выделить четыре отличительных этапа, на каждом из кото-
рых происходила существенная трансформация трех основных осей измерения проектного 
пространства информационных систем (ИС): информационных ресурсов (ИР), приложений 
и инструментария (программно-технических средств).

ПО первого этапа разрабатывалось в основном под потребности  конкретного предприя-
тия или, в крайнем случае, для узкого круга одинаковых предприятий. Это требует больших 
затрат на его сопровождение. На втором этапе функциональные возможности ИС расшири-
лись, что определялось совершенствованием ИКТ. Данный этап привел к кооперации, стан-
дартизации, интеграции разработок и, соответственно, к уменьшению стоимостных показате-
лей. Данный процесс позволил оптимизировать управленческие функции, методы обработки 
информации, в частности, привел к появлению международных методологических стандар-
тов управления типа ERP. Третий этап характеризуется появлением систем управления базами 
данных (СУБД) и локальных вычислительных сетей (ЛВС), что привело уже к физическому 
и логическому отделению ИР и ИС от конкретных вычислительных средств за счет разме-
щения их на виртуальных компьютерах в узлах ЛВС. Четвертый этап связан с практической 
реализацией в эпоху ЦЭ теоретической проблемы интеграции ИР, автоматизируемых задач и 
инструментария в чрезвычайно актуальную в экономическом и практическом плане задачу их 
объединения в единую информационно-управляющую среду. Данную проблему невозможно 
разрешить без формирования цифровых стандартов на все оси проектного пространства ИС. 
Формализуем данный процесс, введя обозначения:

m  – идентификатор отрасли, ;m N∈
j  – идентификатор подотрасли, ;j J∈
k  – идентификатор предметной области, ;k K∈
i  – идентификатор предприятия, ;i I∈
n  – идентификатор задачи, ;n N∈
mjkinl  – информационный элемент ИР, ;mjkinl L∈
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mjkinz  – целочисленный индекс задачи, принимающий в зависимости от принадлежности n-й 
задачи множеству mjkinz Z∈  значение 0 или 1;

mjkind  – инструментальное средство разработки соответствующей ИС, ;mjkind D∈
( )l mjkinA l  – оператор онтологического моделирования ИР, разбивающий множество L  на 

подмножества
	 1 2 3 4 5 ,L L L L L L=     	 (1)

где 1L  – подмножество ИР, включающее онтологически единые информационные элементы 1
ml  

для целой отрасли ,m  1
1,ml L∈

2L  – подмножество ИР, включающее онтологически единые информационные элементы 2
mjl  

для j-й подотрасли отрасли ,m  2
2 ,mjl L∈

3L  – подмножество ИР, включающее онтологически единые информационные элементы 3
mjkl  

для k-й предметной области j -й подотрасли отрасли ,m  3
3,mjkl L∈

4L  – подмножество ИР, включающее онтологически единые информационные элементы 4
mjkil  

для i-го предприятия k-й предметной области j-й подотрасли отрасли ,m  4
4 ,mjkil L∈

5L  – подмножество ИР, включающее онтологически единые информационные элементы 
5
mjkinl  только для n-й задачи для i-го предприятия k-й предметной области j-й подотрасли от-

расли ,m  5
5;mjkinl L∈

( )z mjkinA z  – оператор онтологического моделирования задач, разбивающий множество Z  на 
подмножества

	 1 2 3 4 5 ,Z Z Z Z Z Z=     	 (2)
где 1Z  – подмножество задач, включающее онтологически единые задачи 1

mz  для целой отрас-
ли ,m  1

1,mz Z∈
2Z  – подмножество задач, включающее онтологически единые задачи 2

mjz  для j-й подот-
расли отрасли ,m  2

2 ,mjz L∈
3Z  – подмножество задач, включающее онтологически единые задачи 3

mjkz  для k-й предмет-
ной области j-й подотрасли отрасли ,m  3

3,mjkz L∈
4Z  – подмножество задач, включающее онтологически единые задачи 4

mjkiz  для i-го пред-
приятия k-й предметной области j-й подотрасли отрасли ,m  4

4 ,mjkiz Z∈
5Z  – подмножество задач, включающее онтологически единые задачи 5

mjkinz  только для n -й 
задачи для i-го предприятия k-й предметной области j-й подотрасли отрасли ,m  5

5.mjkinz Z∈
Аналогично через ( )d mjkinA d  определим оператор классификации инструментальных 

средств проектирования ИС 
	 1 2 3 4 5 ,D D D D D D=     	 (3)

где 1D  – подмножество средств проектирования, включающее типовые инструменты 1
md  для 

целой отрасли ,m  1
1,md D∈

2D  – подмножество средств проектирования, включающее типовые инструменты 2
mjd  для j-й 

подотрасли отрасли ,m  2
2 ,mjd D∈

3D  – подмножество средств проектирования, включающее типовые инструменты 3
mjkd  для 

k-й предметной области j-й подотрасли отрасли ,m  3
3,mjkd D∈

4D  – подмножество средств проектирования, включающее типовые инструменты 4
mjkid  для 

i-го предприятия k-й предметной области j-й подотрасли отрасли ,m  4
4 ,mjkid D∈

5D  – подмножество средств проектирования, включающее типовые инструменты 5
mjkind  

только для n-й задачи для i-го предприятия k-й предметной области j-й подотрасли отрасли 
,m  5

5.mjkind D∈
Через ( ( ), ( ), ( ))l mjkin z mjkin d mjkinP A l A z A d  определим оператор проектирования ИС в ЦЭ, а че-

рез ( ( ( ), ( ), ( )), , )l mjkin z mjkin d mjkinW P A l A z A d R G  некоторый критерий эффективности проектиро-
вания ИС. Здесь R  – ресурсы, выделенные на проектирование, G  – различного рода ограни-
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чения, к основным из которых можно отнести ограничения на указанные выше комплементарные 
активы в виде структуры управления, уровня развития человеческого капитала. В зависимости 
от формализации используемых методов и средств в соответствии с формулами (1, 2, 3) выде-
ляют индивидуальное, типовое и автоматизированное проектирование ИС. На современном 
уровне состояния ЦЭ  ИКТ позволяют осуществить рациональный уровень интеграции как 
ИР, так и приложений на основе оптимизации критерия .W  При этом имеет большое значение 
поиск решения задачи выбора корректного оператора проектирования ,P  обеспечивающего 
определение заданных значений характеристик ИС. В свое время рассмотренные соотноше-
ния получили и формализованное подтверждение, выраженное наглядно в виде так называе-
мого квадрата Брукса [8].

2. Результаты разработки математической модели 
формирования единой цифровой платформы управления производством 

Рассмотренная формализация эволюции интеграционных информационных технологий 
на базе основополагающих принципов цифровой трансформации производственной эконо-
мики явилась определяющим мотивом разработки математической модели формирования 
единой цифровой платформы управления (ЦПУ) производством [9].

С помощью данной модели удалось получить ряд цифровых подплатформ, которые можно 
определить как цифровые стандарты, в комплексе составляющие единую ЦПУ управления, 
стандартную для всех предприятий: облачная подплатформа сбора и хранения первичной 
учетной информации в единой БД (ЕБДПУ); облачная подплатформа технологического учета 
(ЕБДТУ); облачная подплатформа базы знаний реализации алгоритмов управленческих задач. 
Необходимость цифрового стандарта на данные первичного учета обусловлена также прогно-
зом роста до 4 млн. в день числа извлечения данных в интернете на оцифрованных фирмах 
к 2050 году. При этом предполагается значительное активное участие каждого предприятия 
в межотраслевых связей товаропроизводителей, перерабатывающими, логистическими, тор-
говыми компаниями. В настоящее время такой подход начал активно внедряться в США в 
форме облачных подплатформ: агрегаторов первичного сбора и накопления данных и при-
кладных подплатформ по задачам управления [10]. 

Компания J’son & Partners Consulting считает, что с помощью использования технологий 
указанных выше облачных подплатформ в цепочке формирования добавленной стоимости 
продукции (оптовые компании, логистика, розничные сети) предоставится возможность пере-
хода к прямым продажам, при которой производитель идентифицирует конечного потребите-
ля, объем и структуру его спроса. За  счет использования математических моделей (в частности, 
моделей искусственного интеллекта) производится  именно  продукция, нужная потребителю 
и в нужное ему время, а управление доставкой продукции происходит путем автоматического 
обмена информацией между участниками цепочки поставок через облачный сервис с миними-
зацией использования складской и логистической инфраструктуры оптовых посредников [10]. 
Такая цифровизация даст возможность исключить из цепочки множество ненужных посред-
ников, на которых сейчас приходится до 80 % стоимости в розничной цене товара.

Снова вернемся к рассмотрению направления, где ЦПУ наиболее полно отражает значение 
ЦЭ в реализации одного из основных принципов цифровой трансформации общества – пе-
ресмотре идеологии, технологии и организации управления предприятиями, оформленных 
в виде стандартов, в результате объединения информационных техноло¬гий и технологий 
управления персоналом. 

Одно из качественных изменений, связанных с разработкой приложений, в частности, ма-
тематических моделей при переходе на единую ЦПУ, продемонстрируем на примере транс-
формации взаимодействия участников цепочки добавленной стоимости в сторону коопера-
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тивных форм принятия решений в этом случае. Сегодня все участники и производственного, 
и сбытового звена цепочки принимают решения на основе индивидуализма, поскольку у 
каждого участника процесс ценообразования  своей продукции опирается, помимо себесто-
имости и рыночной цены аналогичной продукции, на оценку индивидуальных рисков, закла-
дываемых в ее цену. Тогда каждый следующий участник цепочки вынужден оплачивать все 
предыдущие риски с добавлением собственных. В итоге конечный потребитель продукции 
данной цепочки вынужден выкупать весь набор рисков, значительно увеличивающий конеч-
ную цену. Исходя из этого, многие модели принятия решений каждого участника опираются 
на технологии защиты информации от остальных, на гипотезах наличия центра, диктующего 
некоторые правила поведения всеми и т.д. Такое наличие индивидуализма, когда все думают 
лишь о своей выгоде, не интересуясь полной картиной цепочки добавленной стоимости, ведет 
к невосприимчивости к новым инновационным технологиям [11].

Переход на технологии ЦПУ с использованием арсенала подплатформы базы знаний тех-
нологий, в частности, умных контрактов, искусственного интеллекта, блокчейна способен в 
корне изменить ситуацию. Указанные подплатформы позволяют прозрачным и объективным 
способом учесть персональный вклад отдельного  участника цепочки в себестоимость любого 
продукта. В таком случае модель поведения каждого участника умного контракта в корне из-
меняется, т.к. можно оперировать лишь себестоимостью при передаче своей продукции следу-
ющему участнику цепочки. Таким образом, в ЦПУ фиксируется объективный вклад каждого 
из них. Математическое моделирование может быть сосредоточено на распределении полу-
ченной прибыли в момент реализации продукции. Например, при отработке системы она мо-
жет распределяться автоматически между участниками, учитывая вклад каждого в конечный 
продукт, а также в формирование конкурентного преимущества всей цепочки.

Заключение

В работе приведено формализованное описание эволюции интеграционных информаци-
онных технологий, базирующихся на главенствующих принципах цифровой трансформации 
производственной экономики: формирование системы управления информационными ре-
сурсами на основе рациональной их интеграции в некое единое структурированное простран-
ство; идеологическое переосмысливание стратегий и технологий управления производством. 
Данный подход позволяет осуществлять разработку математической модели формирования 
единой цифровой платформы управления производством в составе трех подплатформ, ко-
торые обеспечивают существенное влияние комплементарных связей алгоритмов и инфор-
мационных ресурсов на цифровую трансформацию управления, и, как следствие, пересмотр 
подходов к моделированию управления экономикой.
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ОНТОЛОГИЧЕСКАЯ МОДЕЛЬ ЦИФРОВОГО ДВОЙНИКА ПШЕНИЦЫ

Самарский государственный технический университет

А. А. Тихонов, В. С. Головатый

Аннотация. В статье предложена онтологическая модель цифрового двойника пшеницы. 
Программная реализация цифрового двойника растения использует концептуальную 
(онтологическую) модель представления знаний предметной области (онтологию расте-
ниеводства). Создаваемые онтологические модели развития сортов растений загружают-
ся в мультиагентную систему планирования стадий развития растений и формирования 
прогноза урожайности по каждой стадии, представленной своим программным агентом. 
Цифровой двойник позволит систематизировать, формализовывать и накапливать зна-
ния для принятия решений в каждом хозяйстве и автоматизировать процессы управле-
ния при внедрении технологий точного земледелия.
Ключевые слова: онтология, онтологическая модель, цифровой двойник растения, ин-
теллектуальный «цифровой двойник», макростадии, база знаний, мультиагентная систе-
ма, базовая онтология планирования, правила.

Введение

Глобальные изменения климатических условий создают для растениеводства риски, свя-
занные, прежде всего, с изменением среднегодовых температур (в основном, с их ростом), а 
также количества осадков (увеличение в одних регионах и уменьшение в других), в связи с 
чем, известные в течение предшествующих десятилетий закономерности развития растений 
перестают выполняться. Кроме того, отмечаются растущее влияние деградации почв и ряд 
других факторов (непредвиденное ухудшение погоды), которые нарушают сложившиеся се-
зонные «рецепты» проведения агротехнических операций. Поэтому все более актуальной ста-
новятся цифровые двойники в плане ежедневного планирования всевозможных агротехниче-
ских мероприятий, это даёт возможность увеличить количество собираемого урожая, а также 
спрогнозировать его на будущее.

В данной статье предлагается рассмотреть онтологическую модель Цифрового двойника 
растения, предназначенного для автоматизации процессов принятия решений агрономами. 

Цифровой двойник – это цифровая или же виртуальная модель всевозможных систем, 
объектов, процессов и даже людей. Она точно воспроизводит форму и действия оригинала и 
синхронизирована с ним. Цифровой двойник нужен для моделирования различных ситуаций 
и состояний.

Онтологии же представляют собой концептуальные модели знаний предметной области, 
которые строятся из наиболее общих понятий и отношений (концептов), позволяющих в 
дальнейшем специфицировать, т. е. построить формализованное описание любых объектов 
или процессов. Иными словами, онтологии задают «толковый словарь» предметной области, в 
терминах которого может быть описано любое явление, объект или ситуация и т. п.

1. Постановка задачи

На данный момент страницы в интернете или обычные документы, фото и другие материа-
лы не представляют, что именно в них содержится, в лучшем случае мы знаем ключевые слова 
и такие параметры как: автор документа, время создания и размер. Всё это делает смысловой 
поиск информации очень ограниченным, и тем более не даёт возможности программам рас-
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суждать о содержимом или же поддерживать осмысленный диалог с пользователем. Онтоло-
гии же помогут решить эту проблему, облегчив жизнь множеству пользователей интернета 
и цифровых устройств. Интеллектуальный «цифровой двойник» или же просто (ИЦД) – это 
интеллектуальная система, построенная на основе специализированной базы знаний о ста-
диях развития растения и методах рассуждений или принятия решений. ИЦД растений, а в 
нашем случае пшеницы, должен накапливать, обрабатывать и представлять знания, которые 
в настоящее время получают множество агрономов в течение работы, и должен позволять 
моделировать любые условия для роста и развития растений. Имея представления о том, как 
должна выглядеть в любой момент времени каждая микростадия развития растений, появля-
ется возможность более точно прогнозировать рост растений, а также замечать отклонения 
от «идеала» на самых ранних стадиях. Имея необходимые данные, агрономы смогут вовремя 
планировать и выполнять специальные агротехнические мероприятия. Наличие ЦД растений 
поможет целыми предприятиям найти свой темп работы, основанный на формализованных 
знания о норме развития растений и реальных данных их развития. Всё это звучит очень пер-
спективно, но анализ отечественных и зарубежных разработок в области применения интел-
лектуальных систем в сельском хозяйстве, показал, что на данный момент готовых решений в 
данной области не наблюдается, однако развитие кибер-физических систем, направленных на 
повышение эффективности управления сельскохозяйственными предприятиями и увеличе-
ния урожайности, ведётся полным ходом.

2. Общая структура цифрового двойника.

Общая структура интеллектуальной системы ЦД для планирования стадий и прогноза уро-
жайности представлена на рис. 1. В составе системы выделены следующие основные модули:

1. Конструктор онтологий – позволяет создать онтологию развития стадий растения;
2. База знаний – хранилище онтологических моделей развития сортов растений, построен-

ных на основе онтологии развития стадий растений;
3. Редактор базы знаний – позволяет создавать и редактировать онтологические модели 

развития сортов растений;

Рис. 1. Общая структура интеллектуальной системы ЦД 
для планирования стадий и прогноза урожайности
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4. Мультиагентная система (МАС) планирования роста и развития растения – позволяет 
построить план развития растения и промоделировать воздействие разных факторов, а также 
синхронизировать (скорректировать) полученный план по данным осмотров от агрономов;

5. План развития растений по стадиям – показывает ожидаемые сроки наступления ка-
ждой стадии и прогноз урожая.

Используя вышеописанную структуру, ЦД растений реализует планирование развития 
пшеницы или другого растения на конкретном участке земли, учитывая множество факторов 
(удобрения, влажность, ветер и т. д.). 

3. Онтология и база знания развития растений

Базовая онтология планирования представлена на рис. 2. В этой онтологии выделены ба-
зовые понятия, как «заказ», простая и групповая «задача», «продукт», «ресурс» и некоторые 
другие. Кроме того, показаны такие базовые отношения, как «требует создания», «следует за», 
«потребляет» и другие, рассчитанные на реализацию в мультиагентной модели.

Данная разработанная онтология достаточно гибко расширяется на различные области 
производственного планирования и позволяет за относительно короткий срок создавать но-
вые мультиагентные системы производственного планирования, настроенные на специфику 
предметной области.

За основу базовой онтологии ЦД растений может быть взята базовая онтология, если 
использовать разработанный выше онтологический подход и рассматривать выращивание 
культуры как пример производственного процесса с изменяющимся задачами, длительности 
которых могут корректироваться по ходу выращивания растения. Однако для этого следует 
провести некоторые модификации, одним из которых является введение такого понятия, как 
«Правило», которое будет описано ниже.

На рис. 3 приведен фрагмент онтологии растениеводства для цифрового двойника расте-
ния. Ключевым понятием здесь является «Заказ» (на посев) для получения «Продукта» (уро-
жая), для которого растению необходимо выполнить последовательность определенных «За-
дач» (стадий). Для задач определены правила расчета длительности и достигаемых при этом 
значений параметров создаваемого продукта (например, оценки урожайности). Здесь желтым 
цветом выделены концепты базовой онтологии планирования, а зеленым – дополнение онто-
логии растениеводства.

Рис. 2. Базовая онтология планирования
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Наиболее важная модификация связана с введением в онтологию нового понятия «Прави-
ло» (рис 4.), чтобы обеспечить ЦД возможность пересчета таких параметров как длительности 
стадий и прогноза урожайности.

Пример правила для расчета параметра «Урожайность» показан на рис. 4. В рамках проек-
та предложено, что значение этого параметра корректируется на основании функции «бону-
сов и штрафов» в зависимости от выполняемого условия. Расчет урожайности начинается со 
100 % при посеве растения, а затем, в зависимости от условий, это значение понижается или 
повышается с помощью корректирующего коэффициента, задаваемого агрономом на основе 
экспертных знаний. Для этого указывается корректируемый параметр и условия, при которых 
правило срабатывает. Если условий несколько, может быть задана их комбинация. 

Рис. 3. Фрагмент онтологии ЦД растения

Рис. 4. Правило правила коррекции параметра
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Указанные сведения из онтологии смогут зачитываться агентом каждой стадии для на-
стройки на ее специфику, чтобы обеспечить соответствующие расчеты и передачу результатов 
последующим агентам в цепочке.

4. Прототип ЦД растений

Для предложенного подхода к построению ЦД растений существует интеллектуальная си-
стема со структурой, приведённой на рис. 5. Для работы с ЦД реализован АРМ агронома и 
мобильное приложение для синхронизации данных с ЦД реальных растений. Эти средства по-
зволят получать данные с сервисов погоды, внесение событий и просмотр построенных пла-
нов, а также корректировку данных о стадиях развития. На рис. 5 показан внешний вид базы 
знаний и представление класса онтологии растениеводства.

Мультиагентная система планирования стадий развития растений выполняет формиро-
вание и адаптивную перестройку плана развития растения с учетом сложившихся условий 
среды. В результате работы модуля формируются следующие планы развития растения:

1. Номинальный – план развития растений в идеальных условиях;
2. Предварительный – план развития растения на конкретном поле, по долгосрочному 

прогнозу погоды;
3. Текущий (актуальный) – план, учитывающий случившийся факт реальной погоды на те-

кущую дату и ближайший краткосрочный прогноз;
4. Моделируемый – план для случая, когда требуется оценить возможные последствия из-

менения погоды или выполнения агротехнических мероприятий.

Заключение

В статье рассмотрена онтологическая модель цифрового двойника растения, предназна-
ченная для автоматизации процессов принятия решений агрономами. Рассмотрена общая 
структура интеллектуальной системы ЦД для планирования стадий и прогноза урожайности. 
Разработан метод построения онтологии растения на основе базовой онтологии планирова-
ния. Создан прототип ЦД растений, позволяющий определять урожайности растений и дли-
тельности их роста на основе «трубки» параметров растений.

Рис. 5. Представление класса в БЗ



1817

Работа с онтологическими моделями растений и разработка их цифровых двойников по-
зволит оптимизировать выращивание растений, позволяя агрономам предсказывать урожай-
ность и скорость роста какой-либо культуры растения при различных методах, учитывая 
большое количество факторов. 
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Аннотация. Целью исследования является решение актуальной задачи построения оп-
тимальной стратегии управления системой защиты от распространения компьютерных 
эпидемий сетей IP-видеонаблюдения, используемых в работе распределенных ситуацион-
ных центров. В статье представлен новый аппарат математического моделирования для 
построения адаптивной системы защиты сети от кибератак с применением гибридного 
подхода, использующего как классическое управление, так и нейроуправление на основе 
искусственной нейронной сети.
Ключевые слова: ситуационный центр, IP-видеонаблюдение, компьютерные вирусы, мо-
делирование распространения эпидемий, оптимальное управление, нейроуправление.

Введение

В настоящее время возрастает актуальность создания государственных распределенных 
ситуационных центров, представляющих собой информационно-аналитическое и технологи-
ческое обеспечение для поддержки принятия управленческих решений. Важнейшей составля-
ющей ситуационных центров, создаваемых для нужд правоохранительных органов, ведомств, 
осуществляющих деятельности в сфере обеспечения безопасности, является система распре-
деленного видеомониторинга, объединяющая колоссальное количество устройств в единую 
систему сбора и обработки информации [1]. Несмотря на то, что цель видеонаблюдения – в 
обеспечении безопасности, она сама подвержена различным угрозам, в том числе, киберу-
грозам, реализация которых может привести к тому, что в любой непредсказуемый момент 
система видеонаблюдения не будет выполнять возложенные на нее задачи. Угрозы информа-
ционной безопасности в распределенных системах IP-видеонаблюдения являются отдельной 
группой рисков, реализация которых может приводить к полному зависанию системы или 
ее отдельных частей. Следует обратить внимание на то, что чем сложнее система, тем выше 
вероятность и неблагоприятные последствия таких зависаний. Подобные неблагоприятные 
ситуации могут происходит с PC-based-видеорегистраторами на базе ОС Windows, Stand 
Alone-видеорегистраторами и другими устройствами. Влиянию неблагоприятных воздей-
ствий, вызываемых недоработками программного или аппаратного обеспечения, перегрузкой 
процессоров, подвержены IP-камеры, энкодеры (видеосерверы), интеллектуальное линейное 
оборудование [2]. Отдельную группу деструктивных воздействий образуются уязвимости, ко-
торые возникают в результате заражения системы вирусами. Подобные воздействия, могут, 
например, приводить к ситуации, когда видеокамера не зависает, продолжает исправно выво-
дить изображение на экран, но, например, при этом запись видеопотока не осуществляется. 
В силу свойства вируса многократно размножаться, заражение системы видеонаблюдения мо-
жет приводить к настоящим киберэпидемиям, поражающим все новые и новые узлы системы 
сбора и анализа данных, используемых в системах безопасности и работе ведомственных си-
туационных центров [3].
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Таким образом, разработка моделей распространения вирусов в сетях IP-видеонаблюдения 
является важным направлением и необходимым условием построения адекватных систем ин-
формационной защиты ситуационных центров. В настоящей работе исследуются математиче-
ские модели распространения вирусов в распределенной сети видеонаблюдения, приводится 
постановка задачи оптимального управления кибербезопасностью системы видеонаблюде-
ния, в том числе, для дальнейшего построения адаптивного управления на основе нейроу-
правления. 

IP-камеры и соответствующее сопряженное с ними оборудование, подключаясь к сети 
Интернет, становятся потенциальным объектом различных кибератак. В последние годы об-
суждению вопросов кибербезопасности посвящена масса исследований, проблемы противо-
действия киберугрозам в технических системах на регулярной основе выносятся на обсужде-
ние научной общественности. Так, показателен пример массового поражения ботнетом Mirai  
устройств, в том числе, оборудования системы видеонаблюдения, осенью 2016 года. Жертвами 
реализованной угрозы безопасности в результате данного инцидента стали не только много-
тысячные частные пользователи IoT-систем, но и  крупные коммерческие компании (Netflix, 
Spotify, Twitter и др.). 

При построении распределённой системы IP-видеонаблюдения на базе внешних неконтро-
лируемых сетей связи сегменты системы (серверы, камеры, хранилища) объединяются посред-
ством сети Интернет и/или ведомственной корпоративной сети, что приводит к возможности 
возникновения киберугроз со стороны внешней неконтролируемой сети. 

Как правило, целью кибератак на системы IP-видеонаблюдения служат:
– каналы или линии связи (связи между оборудованием, сервером и облаком, сервером и 

сторонней техникой). Так, нарушитель может применять методы перехвата, организации про-
тиводействия при передаче данных, осуществлять умышленную порчу или изменение видео- 
и аудиоинформации;

– базы данных, в том числе, записи видеоархивов. В результате целенаправленных действий 
нарушителя возможна утрата файлов либо умышленное повреждение видеоархива; видеома-
териал может быть подменен, а также возможен несанкционированный просмотр получаемой 
системой видеоинформации;

– оборудование, которое предназначено для видеофиксации. Нештатное вмешательство 
злоумышленника в настройки видеооборудования становится причиной неправомерного за-
хвата управления и несанкционированного просмотра видеоинформации.  

Для применяемых на практике методов защиты информации в системах IP-видеонаблюде-
ния возможна следующая классификация:

– встроенная защита программного обеспечения (ПО). Данный способ защиты может 
включать набор определенных функций, которые изначально заложены производителем ПО 
системы видеоанаблюдения (шифрование трафика, защита архива паролем и др.);

– защита, реализованная на уровне коммутационного оборудования. В данном случае ли-
нии связи защищаются путем установки исключительно управляемых коммутаторов, обеспе-
ченных средствами шифрования, ограничения доступа и аудита;

– непосредственная защита технических средств видеонаблюдения. Организация данного 
способа защиты во многом обеспечивается компетентными действиями инсталлятора, по-
скольку для обеспечения информационной безопасности при установке видеооборудования 
требуется сменить пароли, сбросить настройки по умолчанию, осуществить отключение неис-
пользуемых функций, организовать поддержку актуальных обновлений и др.

Для создания эффективной системы защиты от вызываемых вредоносным программным 
обеспечением деструктивных воздействий, распространяемых внутри системы видеомони-
торинга, необходимо построение адекватной модели распространения вредоносного про-
граммного обеспечения между узлами системы. Моделирование деструктивных воздействий 
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на систему – один из ключевых этапов разработки и внедрения средств защиты информации 
(СЗИ), оно предоставляет специалисту по защите информации возможность получить обо-
снованные предложения в части наличия в конкретной защищаемой системе потенциальных 
киберугроз. Математические, имитационные модели позволяют в лабораторных условиях ис-
следовать проявление определенной кибератаки, провести анализ ее характеристик в целях 
определения адекватных средств защиты для её нейтрализации.

Среди угроз сетевой безопасности выделяются атаки сетевых червей – программных 
средств, обладающих способностью самостоятельного поиска новых узлов – целей заражения, 
которое использует для своего распространения информационно-коммуникационную сеть. 
Особенность данного вида вредоносного программного обеспечения состоит в том, что се-
тевой червь не только наносит ведомству (организации) напрямую финансовый ущерб, но и 
является основой для реализации иных киберугроз, включая несанкционированный доступ 
к данным, хищение конфиденциальной информации и др. Существующие средства защиты 
коммуникационных сетей и систем IP-видеонаблюдения зачастую не позволяют оперативно 
купировать эпидемии сетевых червей, в связи с чем необходимо создание систем обнаруже-
ния и информационной защиты, которые были бы способны предотвращать и сдерживать 
киберэпидемии на ранних стадиях.

Поэтому требуется разработка единого подхода к моделированию эпидемий сетевых чер-
вей в распределенных системах видеонаблюдения для обеспечения возможности детального 
исследования процесса реализации данной киберугрозы, анализа факторов, которые влияют 
на распространение сетевых червей, а также определения механизмов возможного обнаруже-
ния и противодействия эпидемии. 

1. Постановка задачи

1.1. Биологические модели распространения сетевых эпидемий

Начальным шагом в построении адекватной модели распространения эпидемии сетевых 
червей является выбор вида модели, адекватно описывающей процесс их распространения по 
сети. Для исследования защищенности распределенных систем IP-видеонаблюдения эффек-
тивным инструментом изучения является аналитическое моделирование вирусных эпидемий 
в глобальной сети [4]. 

Построение аналитических моделей распространения компьютерных червей по сети име-
ет сходство с математическим моделированием процессов эпидемий среди живых организ-
мов [5]. Подходы к моделированию и изучению распространения компьютерных червей в 
сети Интернет с использованием математического аппарата для изучения динамики биоло-
гических эпидемий предложен в работах Д. Кефарта (J. Kephart) [6] и С. Уайта (S. White) из 
IBM [7]. Предложенный подход оказался особенно востребованным в 2001 г. в результате раз-
разившихся эпидемий Code Red и Nimda [8]. В начале XXI века признание получили работы 
Н. Уивера (N. Weaver), рассматривавшего концепцию блицкриг-червей (Warhol), который ис-
следовал работу различных алгоритмов, осуществляющих самовоспроизведение вредоносно-
го программного кода, обеспечивающих повышающие эффективность его распространения 
по сети [9].

1.2. Модель распространения вредоносного программного обеспечения 
в системе IP-видеонаблюдения

Средства электронно-вычислительной техники, используемые в системах распределен-
ного IP-видеонаблюдения, представляют собой совокупность физических и виртуальных 
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устройств, подключенных к единой информационно-телекоммуникационной сети передачи 
данных. Для описания динамики распространения сетевых червей в такой системе использу-
ем детерминированную модель распространения эпидемии SIR-модели (Susceptible-Infected-
Removed model). Данная модель пригодна при математическом моделирования киберэпиде-
мии на этапе, когда число инфицированных хостов достигает больших значений и позволяет 
анализировать факторы, которые обеспечивают затухание сетевых эпидемий.

В рассматриваемой модели различные хосты сети могут находиться в одном из трех состо-
яниях: уязвимом ( ,)s  зараженном ( ,)i  невосприимчивом ( ,)r  при этом ,s i r N+ + =  где N  – 
постоянное количества хостов сети. Полагаем, что узлы сети становятся неуязвимыми только 
в случаем полного излечения от инфекции [10]. 

Введем постоянную среднюю скорость «иммунизации», проводимую в единицу времени, 
через γ  и следующие обозначения: ,iI

N
=  ,rR

N
=  .sS

N
=  Тогда

	

( ) ( ) ( ),

( ) ( ) ( ) ( ),

( ) ( )

dS t I t S t
dt

dI t I t S t I t
dt

dR t I t
dt

β

β γ

γ

 = −

 = −

 =

	 (1)

На рис. 1 приведены графики функций ( ),S t  ( ),I t  ( ),R t  полученные при следующих значе-
ниях параметров: 0(0) 4,7,S S= =  0(0) 0,3,I I= =  0(0) 0,01,R R= =  0,5,β =  0,1,γ =  10.T =

В модели учитывается пороговое значение, являющееся необходимым условием распро-
странения эпидемии; на участке возрастания функции ( )I t  ее производная положительна. 
Функция ( )S t  непрерывно уменьшается, поскольку увеличивается количество инфицирован-
ных узлов сети. Таким образом, для возникновения начала эпидемии необходимо, чтобы было 
выполнено условие:

	 (0) .S γ ρ
β

> ≡ 	 (2)

Величина γ  – характеристика запаздывания реакции специалиста по защите информации 
на возникновение инцидента, влекущего необходимость загрузки необходимых «заплат», χ  – 
показатель улучшения технических характеристик сети и возможностей нарушителя. Так, на-
рушитель имеет возможность делать паузы в цикл размножения для избегания ситуации соз-
дания катастрофически растущего трафика, что снижает скорость инфицирования. В реальных 

Рис. 1. Графики зависимости ( ),S t  ( ),I t  ( )R t  от времени
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условиях посредством инсталляции антивирусного ПО, установки межсетевых экранов и «за-
плат» приобретают «иммунитет» не только узлы сети, являющиеся инфицированными ( ),I  но 
и уязвимые ( ).S

Упростим модель. Полагая среднюю скорость иммунизации примерно одинаковой для уз-
лов данных типов и равной малой величине ,γ  получаем:

	
( )

( )

( ) ( ) 1 ( ) ( ) ( ),

( ) 1 ( ) .

dI t I t R t I t I t
dt

dR t R t
dt

β γ

γ

 = − − −

 = −


	 (3)

С учетом условия развития эпидемии получаем:
	 ( ) 1 .tR t e γ−= − 	 (4)
Из выражения (4) следует, что в случае, когда время достаточно велико, эпидемию теорети-

чески возможно преодолеть. Однако, время может оказаться неприемлемо большим.
На рис. 2 приведены графики динамики развития эпидемии при заданных значениях пара-

метров: 0(0) 0,01,I I= =  0(0) 0,R R= =  10.T =

При «вакцинации» узлов сети, являющихся уязвимыми, для возникновения заметной эпи-
демической вспышки, когда за время порядка 1

γ
 система проходит порог вспышки ,nopI  требу-

ется, чтобы скорость инфицирования была больше, чем скорость иммунизации на два поряд-
ка и более [10].

Поскольку в реальных условиях иммунизация незараженных узлов производится значи-
тельно медленнее, а на части хостов с удаленным червем «заплаты» не устанавливаются, то в 
силу подключения узлов распределенной системы IP-видеонаблюдения к сети Интернет, про-
являются новые уязвимые узлы, что может привести к возникновению повторных эпидеми-
ческих вспышек.

Пусть α  – значение скорости прироста новых уязвимых узлов в системе IP-видеонаблюде-
ния с подключением к сети Интернет. Тогда динамика поведения системы с переменным чис-
лом узлов описывается системой дифференциальных уравнений следующего вида: 

	

( )

0

0

0

( ) ( ) ( ) ( ) , (0) ,

( ) ( ) ( ) ( ) ( ), (0) ,

( ) 1 ( ) ( ), (0) .

dS t I t S t S S
dt

dI t I t S t I t I I
dt

dR t R t R t R S
dt

β γ α α

β γ α

γ α

 = − − + + =

 = − + =

 = − − =

	 (5)

Рис. 2. Динамика развития эпидемии согласно модели (3)
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Условие развития эпидемии в этом случае приобретают вид:

	 ( ) .S t γ α
β
+

> 	 (6)

Графики траекторий системы (5) приведены на рис. 3.

1.3. Задача оптимального управления защитой сети IP-видеонаблюдения от вирусов

Для построения системы защиты от деструктивных воздействий введем в процесс распро-
странения эпидемии управляющее воздействие, равное коэффициенту ( ),tγ γ=  рассматривая 
его как кусочно-непрерывную при [0, ]t T∈  функцию управления, которая удовлетворяет 
ограничению:

	 max0 ( ) 1, [0, ],t Y t Tγ≤ ≤ ≤ ∈ 	 (7)
где maxY  – максимальная норма управления, которая характеризует технические и экономиче-
ские возможности организации по организации защиты информации системы IP-видеона-
блюдения. 

Целью управления в рассматриваемой задаче является минимизации функционала, выра-
жающего количество узлов системы, невосприимчивых к заражению, в конечный момент вре-
мени .T  Так, полагая в качестве необходимого условие, чтобы большинство узлов сети IP-ви-
деонаблюдения (например, более 85 %) в конечный момент времени были невосприимчивы к 
заражению, получаем следующую задачу оптимального управления процессом защиты систе-
мы от вирусов: требуется минимизировать функционал

	 ( ){ }2
( ) max 0,85 ( ) ( ) ,0 min,J A N T R Tγ = − → 	 (8)

где ( ) ( ) ( ) ( )N T S T I T R T= + +  – количество хостов в системе IP-видеонаблюдения в конечный 
момент времени, 0A >  – штрафной коэффициент, при динамических и начальных условиях 
(5), ограничении на управление (7).

Для решения данной задачи может быть применена ее дискретная аппроксимация с ис-
пользованием явных разностных схем и построены численные траектории [11].

Сложность математического аппарата, используемого при аналитическом моделировании, 
связана с непредсказуемостью, случайным характером процессов, происходящих при эпиде-
миях сетевых червей. К характерным свойствам процесса, с которыми приходится сталкивать-
ся при аналитическом описании, относятся периоды бездействия в жизненном цикле червя 
или его адаптивное поведение. Для учета в модели стохастических явлений и их компенсации 
введем в модель управление процессом при помощи искусственной нейронной сети – ней-
роуправление [12]. Необходимость использования технологий управления с помощью искус-
ственной нейронной сети (ИНС) вызвано наличием в реальной системе неконтролируемых 

Рис. 3. Динамика развития эпидемии согласно модели (5)
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шумов и помех, которые необходимо компенсировать для получения оптимальной стратегии 
защиты сети.

Особенностью новой модели является то, что в ней рассматривается адаптивная систе-
ма управления, в которой помимо классического управления используется нейроуправление, 
позволяющее корректировать управляющую стратегию при наличии помех, шумов, дополни-
тельных случайных факторов, оказывающих влияние на построение оптимальной стратегии 
защиты системы IP-видеонаблюдения от распространения деструктивных воздействий. Ис-
пользуемый подход позволяет строить адаптивную систему защиты, способную оперативно 
реагировать на возникновение угрозы информационной безопасности и эффективно защи-
щать систему от вспышек киберинфекции.

Введем обозначения:
	 1 2 3( ) ( ), ( ) ( ), ( ) ( ),S t x t I t x t R t x t= = =

	 0 0 0
1 2 3(0) , (0) , (0) ,S x I x R x= = =

	 ( )1 1 2 3 2 1, ( ), ( ), ( ), ( ) ( ) ( ( ) ) ( ) ,t t x t x t x t x t t x tβ γ β γ α α= − − + +

	 ( )2 1 2 3 2 1 2, ( ), ( ), ( ), ( ) ( ) ( ) ( ( ) ) ( ),t t x t x t x t x t x t t x tβ γ β γ α= − +

	 ( ) ( )3 1 2 3 3 3, ( ), ( ), ( ), ( ) ( ) 1 ( ) ( ).t t x t x t x t t x t x tβ γ γ α= − −
С учетом ввода в процесс искусственной нейронной сети (многослойного персептрона) 

динамика рассматриваемого управляемого объекта может быть описана системой дифферен-
циальных уравнений с запаздывающим аргументом:

	
( ) ( )

3

1 2 3
1

3 3

1 1

( ) , ( ), ( ), ( ), ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ),

i i i ij j j i
i

i ij j i ij j
i i

x t t t x t x t x t F w t x t h Q

G w t x t b t u t

β γ

ψ

=

= =

 = + − − + 
 

 + − + 
 

∑

∑ ∑



	 (9)

где 1,.., ,i n=  [0, ],t T∈  ( )ijw t  – весовые коэффициенты искусственной нейронной сети, 

1

( )) (
n

ij j j
j

w t x t h
=

−∑  – суммарное воздействие нейронной сети с запаздыванием на нейрон с ин-

дексом ,i  ,iQ  iψ  – заданные величины, в общем случае зависящие от времени.
В предложенной постановке задачи )( ), (i it x tβ  описывает динамику неуправляемого про-

цесса, 
3

1
( ) ( )ij j

i
b t u t

=
∑  – классическое управляющее воздействие, слагаемое

3

1
( ) ( )i ij j j i

i
F w t x t h Q

=

 − − 
 
∑  вводит управление динамической системой посредством ИНС, име-

ющей запаздывание, величина iQ  представляет собой сдвиг аргумента, а функция iF  – диффе-
ренцируемую функцию активации. В случае отсутствия запаздывания в управлении системой 

посредством нейронной сети используется функция активации 
3

1
( ) ( ) ,i ij j i

i
G w t x t ψ

=

 − 
 
∑  где iψ  – 

величина сдвига аргумента.

Заключение

С использованием предложенного подхода возможно построение модели управления ки-
бербезопасностью системы IP-видеонаблюдения на основе машинного обучения для создания 
среды поддержки решений по предотвращению и устранению угроз, благодаря которой обе-
спечивается возможность создания адаптивной системы защиты для выявления и подавления 
сетевых эпидемий на ранних стадиях, что позволяет повысить надежность функционирования 
распределенных систем IP-видеонаблюдения в составе ведомственных ситуационных центров.
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