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УДК 517.95

НЕКОТОРЫЕ ОБРАТНЫЕ ЗАДАЧИ ОБ ОПРЕДЕЛЕНИИ КОЭФФИЦИЕНТА 
ТЕПЛОПЕРЕДАЧИ В МАТЕМАТИЧЕСКИХ МОДЕЛЯХ ТЕПЛОМАССОПЕРЕНОСА

Югорский государственный университет

В. А. Баранчук

Аннотация. В работе рассматривается вопрос о корректности в пространствах Соболева 
обратных задач об определении коэффициента теплопередачи, входящего в граничное 
условие типа Робина для уравнений конвекции-диффузии. Показана теорема существо-
вания и единственности решений.
Ключевые слова: обратная задача, коэффициент теплопередачи, параболическое уравне-
ние, тепломассоперенос, диффузия.

Введение

Мы исследуем обратные задачи об определении граничных режимов, возникающие в зада-
чах тепломассопереноса. Рассматривается параболическое уравнение вида

 ( , ),tMu u Lu f t x= − =  ( , ) (0, ) ,t x Q T G∈ = ×  (1)

где 0, 1 1
( , ) ( , ) ( , ) ,

i j i

n n
ij x x i xi j i

Lu a t x u a t x u a t x u
= =

= + +∑ ∑  nG∈  — ограниченная область с грани-
цей .Γ  Уравнение (1) дополняется начально-краевыми условиями: 

 ( , )|s
Bu g t x=  ( (0, ) ),S T Γ= ×  00

( ),|t
u u x

=
=  (2)

где 0, 1
( , ) ( ( , ) ( , )) ,

i

n
ij x ji j

Bu a t x u v t x t x uβ β
=

= + +∑  (v  — внешняя единичная нормаль к Γ ) и усло-
виями переопределения 

 ( , ) ( )i iu t b tψ=  ( 1, 2,..., ),i r=  (3)

где ,ib Γ∈ 1{ }r
i ib =  — некоторый набор точек. Задача состоит в нахождении решения уравнения 

(1), удовлетворяющего условиям (2)–(3) и неизвестной функции 
1

( , ) ( ) ( , ),r
i ij

t x t t xβ β Φ
=

=∑  где 
функции iΦ  заданы, а функции ( )i tβ  считаются неизвестными.

В настоящее время имеется большое количество работ, посвященных численному решения 
задач (1)–(3) в различных постановках, возникающих в приложениях, точки { }ib  в (3) могут 
быть как внутренними [1–3] так и граничными точками [4–6] области ,G  в последних работах 
постановки совпадают с вышеприведенной. Основной метод построения приближенного ре-
шения — сведение задачи к задаче управления и минимизация соответствующего квадратич-
ного функционала. 

Теоретических результатов, посвященных задаче (1)–(3) крайне мало. Единственная рабо-
та, посвященная задаче (1)–(3) в многомерном случае есть работа [7] (см. также [8]), где в слу-
чае tMu u u= −∆  и 1r =  была показана теорема существования и единственности классиче-
ских решений задачи об определении потока и теорема единственности в задаче об определении 
коэффициента теплопередачи. Теорем существования решений задачи (1)–(3) по всей види-
мости нет. Наш подход к исследованию задачи (1)–(3) об определении коэффициента теплопе-
редачи ( , )g t x  основан на сведении задачи к интегральному уравнению Вольтерры второго 
рода, в этом случае решение находится методом последовательных приближений.
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1. Основные результаты

Пусть ( 2, ).p n∈ + ∞  Пусть ( )iB bδ  — шар радиуса δ  с центром в точке .ib  Параметр 0δ >  
назовем допустимым, если ( ) ( )i jB b B bδ δ∩ =∅  для ,i j≠  , 1, 2,..., .i j r=  Фиксируем допусти-
мые параметр 0.δ >  Введём обозначения: (0, ) ,Q Gτ τ= ×  ( ) ,i iG B b Gδ δ= ∪ ∩  ,Gδ δΓ Γ= ∩  

(0, ) ,S Tδ δΓ= ×  (0, )Sτ τ Γ= ×  ( ).i r≤  Рассматривая задачу (1)–(3), мы предполагаем, что 
 2 ,CΓ ∈  3.CδΓ ∈  (4)
Приведем условия на данные. 

1 12
0, , , ( ),| s s

i ij ps
g a W SΦ β ∈  1(0, ; ( )) ( ),i p pa L T W G L Qδ∞∈ ∩  1(0, ; ( )) ( ),ij pa L T W G C Qδ∞∈ ∩

 1(0, )s
k pW Tψ ∈  ( 1 1 1/ 2 )s p= −  (5)

при всех значениях параметров , , .i j k  Пусть ( )tΦ  — матрица с элементами ( , )ij j it bφ Φ=  
( , 1, 2,..., ).i j r=  Дополнительные условия на данные имеют вид 

 1( ) ,i tψ δ≥  1det 0Φ δ≥ >  1
0[0, ], (0, ), ( ) (0),s

i p i it T W T u bψ ψ∀ ∈ ∈ =  (6)
где 1δ  — некоторая положительная постоянная и 1,2,..., .i r=  Однако это не все условия, га-
рантирующие разрешимость задачи. Возьмем первое из равенств (2) в точке (0, ).jb  Имеем 

 0
0 0 0 0

( )
( ) (0, ) ( ) (0, ) (0, ) ( ), 1,..., .j

j j j j j i

u b
Bu b b u b g b b u b j r

N
β β

∂
= + = − =

∂
 (7)

Из этой системы в силу (6) однозначно определяются величины (0)iβ  как решение системы 

 0
0 0

1 0

( )1(0) (0, ) ( (0, ) (0, ) ( )), 1,..., .
( )

r
j

i i j j j j
i j

u b
b g b b u b j r

u b N
β Φ β

=

∂
= − − =

∂∑  (8)

Тогда, если решение задачи (1)–(3) существует, то выполнены равенства 

 0
0 0

( ) ( (0, ) (0, )) ( ) (0, )u x x x u x g x
N

β β∂
+ + =

∂
 ,x Γ∀ ∈  (9)

где постоянные (0)jβ  — решение системы (8). В частности, если 0
0 0,| |uu

NΓ Γ

∂
= =
∂

 то эти усло-
вия эквивалентны условию 

 0(0) ( ), ( ), (0, ) 0i iu b i r g xψ = ≤ =  .x Γ∀ ∈  (10)
Основной результат записывается в виде 
Теорема. Пусть выполнены условия (4), (6), (5), (9). Тогда на некотором промежутке 0[0, ]τ  

существует единственное решение задачи (1)–(3) такое, что 1,2 ( )pu W Qτ∈ , 0
0( ) (0, )s

i pt Wβ τ∈  
( 1, 2,..., ).i r=
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УДК 517.9

СПЕКТРАЛЬНЫЕ СВОЙСТВА РАЗНОСТНЫХ ОПЕРАТОРОВ С ИНВОЛЮЦИЕЙ

1Воронежский государственный университет
2Воронежский государственный педагогический университет

3Воронежский государственный технический университет

А. Г. Баскаков1, Г. В. Гаркавенко2, Н. Б. Ускова3

Аннотация. В работе рассматриваются операторы представимые в виде , ,A I Jα β α β= +  
где , :α β →   некоторые последовательности не обязательно ограниченные. Оператор 

,Aα β  действует из своей области определения ,( )D Aα β  из pl  в ,pl  [1, ].p = ∞  Сначала изу-
чается частный случай этого оператора, а именно оператор ,I J+  где I  — тождествен-
ный оператор, а J  — оператор инволюции. Затем выписывается спектр оператора , ,Aα β  и 
в случае самосопряженности этого оператора, приводится теорема о локализации спек-
тра при его возмущении оператором Гильберта — Шмидта.
Ключевые слова: спектр, спектральные свойства, проекторы, инволюция, прямая сумма 
подпространств, четный вектор, нечетный вектор, локализация спектра.

Введение

Пусть Χ  — некоторое комплексное банахово пространство и End Χ  банахова алгебра 
ограниченных линейных операторов, действующих в ,Χ  со стандартной нормой 

1
sup ,

x
X Xx

≤
=  

,X End∈ Χ  ,x∈Χ  и I End∈ Χ  тождественный оператор в .Χ
Рассматриваются банаховы пространства ( , ),p pl l=    [1, ]p = ∞  комплексных последова-

тельностей : ,x →   для которых конечна величина

 
1/

( ) , [1, ), sup ( ) .
p

p

p
nn

x x n p x x n
∞

∈∈

 = ∈ ∞ = 
 
∑





При 2p =  пространство 2l  является гильбертовым со скалярным произведением

 ( , ) ( ) ( ).
n

x y x n y n
∈

=∑


Стандартный безусловный базис в , [1, )pl p = ∞  обозначим через ( , ),ne n∈  ( ) ,n nke k δ=  
, ,n k∈  где nkδ  — символ Кронекера.

Через ( , )l l∞ ∞=    обозначим пространство всех двусторонних комплексных последова-
тельностей :x →   (необязательно ограниченных), ,pl l∞⊂  для всех [1, ].p = ∞  Простран-
ство l∞  является алгеброй с поточечным умножением (( )( ) ( ) ( ),n n nαβ α β=  ,n∈  , ).lα β ∞∈

Для любой последовательности α  из l∞  определим оператор, ,A Iα α=  ,A x xα α=  
: ( ) ,p pA D A l lα α ⊂ →  ( ) { : , },p pD A x x l x lα α= ∈ ∈  если ,lα ∞∈  то sup ( ) .

n
A nα α

∈
=



 Оператор Aα 
будем называть диагональным оператором.

В работе сначала рассматриваются свойства оператора инволюции J  (см. Определение 1) 
и оператора ,I J+  а затем — оператор , ,: ( ) ,p pA D A l lα β α β ⊂ →  , ,lα β ∞∈  имеющий бесконеч-
ную разреженную матрицу, а также приведем оценки спектра этого оператора при возмуще-
нии при условии его самосопряженности. 

Отметим, что инволюция существует в любом банаховом пространстве с двусторонним 
базисом.
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1. Об операторе инволюции

Определение 1. Оператор J End∈ Χ  называется инволюцией, если 
 2 ,J I=  (1)

где I  — тождественный оператор.
В ( , ),p pl l=    [1, ),p = ∞  оператор инволюции может быть определен формулой 

( ) ( ) ( ),Jx n x n= −  ,n∈  ,x∈Χ  ( ) .n
n

x x n e
∈

=∑


Перейдем к описанию свойств оператора инволюции в абстрактном банаховом простран-
стве .Χ  Непосредственно из определения 1 вытекают утверждения:

1) оператор J  — обратим;
2) 1 ;J J− =
3) если Χ  — гильбертово пространство, то * .J J=
Определение 2. Пусть Χ  — банахово пространство с инволюцией .J  Вектор x∈Χ  назо-

вем четным, если .Jx x=  Вектор x∈Χ  назовем нечетным, если .Jx x= −
Четный вектор иногда будем обозначать ,x+  нечетный — .x−  При ,plΧ =  [1, ],p = ∞  опре-

деление 2 совпадает с определением четной и нечетной последовательностей.
Обозначим через +Χ  и −Χ  соответственно подпространства четных и нечетных векторов 

из .Χ  Из определения 2 вытекает, что +Χ  и −Χ  являются замкнутыми подпространствами и 
пространство Χ  представимо в виде их прямой суммы

 .+ −Χ = Χ ⊕Χ  (2)
Введем два оператора ,P P End+ − ∈ Χ  формулами

 ,
2

I JP+
+

=    .
2

I JP−
−

=

Непосредственный подсчет показывает, что операторы P+  и ,P−  обладают свойствами:
1) P+  и P−  — проекторы;
2) ,P P I+ −+ =  0;P P+ − =
3) ,JP P+ +=  ;JP P− −=
4) J P P+ −= −  (спектральное разложение оператора J );
5) Im ,P+ += Χ  Im .P− −= Χ
Любой вектор x∈Χ  можно представить в виде суммы четного и нечетного векторов

 , .
2 2

x Jx x Jxx x x n+ −

+ −
= + = + ∈

Из (1) следует, что спектр оператора инволюции J  имеет вид ( ) { 1,1},Jσ = −  а спектр опе-
ратора I J+  — ( ) {2, 0}.I Jσ + =

2. Изучение оператора с бесконечной разреженной матрицей

Будем рассматривать оператор , ,A A A J I Jα β α β α β= + = +  , ,lα β ∞∈  , ,: ( ) .p pA D A l lα β α β ⊂ →  
Множество всех таких операторов обозначим через .ℜ  Очевидно, что если , ,lα β ∞∈  то опера-
тор ,Aα β  ограничен и , .Aα β α β

∞ ∞
≤ +

Необходимость изучения оператора ,Aα β  возникает, например, при исследовании системы 
дифференциально-разностных уравнений ,( ) ( ) ( ),u t A u t f tα β′ = +  где : ,pu l→  (0) ,nu u=  

,n∈  ,n pu l∈  : ,pf l→  , .lα β ∞∈  А также операторы вида ,Aα β  могут выступать в роли не-
возмущенного оператора в методе подобных операторов (см. идеологию метода, например 
[1–3]), при этом последовательность α  обычно не является ограниченной.

Приведем еще один пример. Оператор вида , ,A Bα β −  где B  — ограниченный оператор, 
возникает при дискретизации оператора Штурма — Лиувилля с потенциалом с инволюцией.
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Дифференциальные операторы с инволюцией в настоящее время активно исследуются в 
работах разных авторов (см., например, [4–6]).

Пусть .plΧ =  Обозначим символом :e →   единичную последовательность, ,e l∞∈  т. е. 
такую, что ( ) 1,e n =  .n∈  Символом 0 : →   — нулевую последовательность. 

Операторы , pI J End l∈  принадлежат ,ℜ  так как ,0 0 ,eI A eI J= = +  0, 0 .eJ A I eJ= = +
Отметим, что операторы, заданные бесконечными матрицами, широко исследованы в раз-

личных работах. Но, обычно, это матрицы несколько другого типа. Особенно хорошо изу-
чаются трехдиагональные матрицы, что связано с их приложениями в разных прикладных 
задачах. Также бесконечные трехдиагональные матрицы возникают при дискретизации диф-
ференциальных уравнений второго порядка с (обычным) потенциалом (без инволюции). 
Соответствующие результаты, касающиеся нахождения спектральных свойств бесконечных 
трехдиагональных матриц, можно посмотреть, например, в [3, 7–9]. В [10] также исследова-
лась бесконечная матрица, соответствующая разностному оператору с инволюцией, но другой 
структуры.

Итак, с учетов всего выше сказанного, наш оператор , : p pA l lα β →  действует по формуле 
,( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ),A x n n x n n x nα β α β= + −  ,n∈  ,px l∈  и в стандартном базисе пространства ,pl  
[1, ),p = ∞  имеет разреженную матрицу , ( ),ijA aα β   , ,i j∈  где ( ),iia nα=  , ( ),i ia iβ− =  ,i∈  а 

остальные элементы равны нулю. Важно отметить, что в случае неограниченности последова-
тельностей α  и β  оператор ,Aα β  является замкнутым оператором с плотной областью опре-
деления.

Отметим, что , ', ' , ,A A Aα β α β α β⋅ =




 где 

 
( ) ( ) ( ) ( ) ( );

( ) ( ) ( ) ( ) ( ).

n n n n n

n n n n n

α α α β β

β α β β α

′ ′= + −

′ ′= + −





Перейдем к нахождению спектра оператора , , 2 2: ( ) .A D A l lα β α β ⊂ →  Воспользуемся идеями 
замены, предложенными в [11, 12] для перехода от оператора инволюции к оператору Дирака 
и в [13] при исследовании интегральных операторов с ядром, зависящим от суммы и разности 
аргументов. 

Каждой последовательности 2x l∈  поставим в соответствие последовательность 
2

2 ( , )x l +∈    формулой { ( ), ( )},x x n x n= −  .n +∈  Пусть 2
2 2: ( , ),U l l +→    .Ux x=  Введем 

оператор , ,Bα β
  который связан с оператором , , 2 2: ( )A D A l lα β α β ⊂ →  соотношением 

1
, , .B UA Uα β α β

−=

Непосредственным подсчетом доказывается
Лемма 1. Оператор ,Aα β  унитарно эквивалентен оператору 2 2

, 2 2: ( , ) ( , )B l lα β + +→

     
вида

 ( ),

( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ), .

( ) ( )
n n

B x n x n Q n x n n
n nα β

α β
β α +

 
= = ∈ − − 



  (3)

Итак, ,( ) ( ( ))
n

B Q nα βσ σ
+∈

= ∪


  и далее необходимо вычислить собственные значения матри-
цы второго порядка ( ),Q n  ,n∈  что не составляет труда.

Из представления (3) вытекает 
Лемма 2. Спектр оператора ,Aα β  есть замыкание множества чисел вида

 
2( ) ( ) ( ( ) ( )) 4 ( ) ( )

(0), , .
2

n n n n n n
n

α α α α β β
α
 + − ± − − + − ∈ 
  



Далее будем предполагать, что оператор , , 2 2: ( )A D A l lα β α β ⊂ →  самосопряжен. Возмутим 
его оператором 2 ,B End l∈  таким что он принадлежит двустороннему операторному идеалу 

2 2( )lσ  с нормой 
2
.B  Тогда для возмущенного оператора ,A Bα β +  можно применить теоремы 

из [14, 15], касающиеся локализации спектра возмущенного самосопряженного оператора.
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Теорема 1. Пусть *
, ,A Aα β α β=  и 2 2( ).B lσ∈  Тогда существует такая четная вещественная 

непрерывная функция : ,f +→   суммируемая с квадратом модуля на ,  что для 
,( )A Bα βλ σ∈ −  выполняется неравенство Im (Re ).fλ λ≤

Теорема 1 означает, что ,( )A Bα βσ −  лежит между графиками функций f  и .f−  Подроб-
ный порядок построения функции f  приведен в [15]. Кратко он выглядит так. Обозначим 
символом nP  спектральные проекторы оператора ,Aα β  построенные по интервалу [ , ],n n−  

.n∈  И пусть ,n n nB B P BP= −  .n∈  Рассмотрим точки с координатами 
2 2

( (1 2 ), 2 ),B B± +  

2 2
( ( 2 ), 3 ),n B B± +  n∈ и для построения функции f  соединяем эти точки ломаной линией.

Заключение

В заключении еще раз наметим пути дальнейшего развития результатов. Изначально опе-
ратор вида ,Aα β  возник в качестве невозмущенного оператора при применении метода подоб-
ных операторов к исследованию бесконечных матриц различного вида. При этом последова-
тельности ,α β  не обязательно ограничены. Обычно же в методе подобных операторов только 
по главной диагонали у невозмущенного оператора стоит растущая последовательность, хотя 
при ее четности используется блочная диагонализация. У оператора ,Aα β  принципиально дру-
гая ситуация. Поэтому важным является изучение его свойств, начиная с замкнутости опера-
тора и плотности области его определения. Далее при , ,lα β ∞∈  интересны условия на эти 
последовательности, при которых оператор ,Aα β  принадлежит специальным операторным 
пространствам, например 1 2( ).lσ  Но для рассмотрения затронутых выше вопросов нужны ба-
зовые свойства оператора инволюции и оператора , ,Aα β  которые и рассмотрены в этой работе.
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УДК 531-14, 531.113.8

К ВОПРОСУ О ТРАЕКТОРИЯХ ДВИЖЕНИЯ ТЕЛ 
В НЕИНЕРЦИАЛЬНЫХ СИСТЕМАХ ОТСЧЕТА

Московский авиационный институт

C. Б. Богданова, С. О. Гладков

Аннотация. Применение естественного базиса кривой позволило аналитически полу-
чить уравнение движения точечного тела в неинерциальной системе отсчета (НСО), дви-
жущейся по заданной кривой. Приведена система обыкновенных дифференциальных 
уравнений, описывающая траекторию свободно падающего тела в НСО, вращающейся по 
окружности. Использование методов компьютерного моделирования позволило получить 
соответствующие траектории при равномерном движении НСО по окружности, а также в 
случаях, когда угловая скорость меняется по закону косинуса или функции Бесселя.
Ключевые слова: естественный базис кривой, абсолютное и относительное движение, 
неинерциальная система отсчета.

Введение

Из курса механики хорошо известно [1–3], что для неподвижного наблюдателя траектория 
движения тела определяется концом радиус — вектора, проведенного из начала неподвижной 
системы координат в точку наблюдения. При этом траектория движения тела формируется 
под влиянием всех действующих на него сил, которые определяются из постановки задачи.

В настоящей работе приведено решение задачи о траектории движущегося тела в неинер-
циальной системе отсчета (НСО), причем интересующая нас траектория естественным обра-
зом  деформируется при переходе от инерциальной (неподвижной) системы координат к НСО. 
При решении задачи мы предполагаем, что НСО движется вдоль некоторой заданной кривой 

0 0( ) ( ) ( )t x t y t= +0R i j  со скоростью 0 0 ( )v R t=   и тело, траекторию которого мы ищем, также 
движется в плоскости ( ).xoy

Основные уравнения

Для решения поставленной задачи мы используем хорошо проверенный [4–6] метод есте-
ственного (мгновенного подвижного) базиса кривой ,−nτ  где τ  — единичный вектор каса-
тельной, а n  — единичный вектор нормали к этой кривой (см. рис. 1). Согласно рис. 1, зададим 
на плоскости xoy  кривую 

 0 0( ) ( ) ( ),t x t y t= +0R i j  (1)
по которой может перемещаться мгновенный подвижный базис, характеризуемый ортами 

,−nτ  со скоростью 0
( )( ) ,d tv t

dt
= = 0

0
RR  где t  — это абсолютный момент времени в нереля-

тивистском приближении ( 0 ,v c  где c  — скорость света в вакууме). При этом кривизна кри-
вой задается формулой [7–8]

 
( )

0 0 0 0
3

2 2 2
0 0

,
x y y x

K
x y

−
=

+

   

 

 (2)

а в силу правила d K
ds

= nτ  [7–8] справедливо, что



13

 
cos sin ,
sin cos ,

α α
α α

= −
 = +

i n
j n

τ
τ

 (3)

где α  между касательной к кривой и положительным направлением оси .ox
Пусть точечное тело массы m  находится в произвольной точке ( , )M X Y  (см. рис. 1), где 

координаты ( , )X Y  относятся к НСО, а наблюдатель движется вместе с ней и находится в ее 
начале. Точки ( , )M x y  и ( , )M X Y  по своему смыслу совпадают, однако первая относится к 
ИСК, а вторая — к НСК. В неподвижной СК, характеризуемой ортами ,−i j  геометрия рис. 1 
позволяет представить радиус-вектор в виде суммы + ,= 0R R r  где .X Y= +r nτ  После диффе-
ренцирования вектора R  имеем

 + ,abs = 0v = R R r 

  (4)
где absv  — абсолютная скорость движения тела относительно ИСО ,−i j  причем

 ( )= .d X Y X Y X Y
dt

+ = + + +r n n n 

 τ τ τ

Поскольку 

 
0

0

,

,

d v K
dt
d v K
dt

 =

 = −


n

n

τ

τ

то выражение (4) для абсолютной скорости окончательно примет вид:

 ( ) ( ) ( )0 0 01 1 ,abs X Y KY KX v X KY v Y KXv = + + − + = + − + +    v n n n   τ τ τ  (5)

где rel X Y= +v n τ  — относительная скорость движения тела, а вектор 0[ (1 ) ]KY KX v− +nτ  пред-
ставляет собой линейную связь скорости тела в системе НСО ,−nτ  движущейся вдоль кри-
вой 0 0x y= +0R i j  со скоростью 0 .v 0= R

Повторное дифференцирование формулы (4) дает: 
 + ,= 0R R r 

  (6)

где = absR a  — абсолютное ускорение в ИСО ,−i j  а первое слагаемое в правой части (6)

 ( ) 2
0 0 0 0= d v v v K

dt
=R + n

τ τ  (7)

Рис. 1. На этом рисунке схематически проиллюстрирована постановка задачи. 
Здесь кривая 0 0 ( )y y x=  считается годографом вектор-функции 0 0( ) ( ) ( )t x t y t= +0R i j
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определяет значения тангенциального 0v  и центростремительного 2
0v K  ускорений. Второе же 

слагаемое в (6) имеет вид

 ( ) ( )0 02 2 2 2
0 0 0 0= 2 2 ,

d v K d v K
X Y v KY y v K X v KX X v K Y

dt dt
     + − + + + + −    
     

r + n n   

 τ τ  (8)

где сумма relX Y+ n = a τ  — относительное ускорение в НСК .−nτ  Подстановка (7) и (8) в фор-
мулу (6) позволяет записать:

 ( ) ( )0 02 2 2 2 2
0 0 0 0 0 02 2 .abs rel

d v K d v K
v v KY Y v K X v K v KX X v K Y

dt dt
   

= + − + + + + + −   
   

a a n 

τ  (11)

Сравнивая (11) с выражением второго закона Ньютона ,abs m
Fa =  запишем:

 ,rel movm
= −

Fa a  (12)

где относительное ускорение ,rel X Y=a + n τ  а переносное 

 ( ) ( )0 02 2 2 2 2
0 0 0 0 0 02 2 .mov

d v K d v K
v v KY Y v K X v K v KX X v K Y

dt dt
   

= − + + + + + −   
   

a n 

τ  (13)

Проектируя (12) на орты ,−nτ  получим систему дифференциальных уравнений, описыва-
ющую движение тела в НСО:

 

( )

( )

0 2 2
0 0 0

02 2 2
0 0 0

2 ,

2 .n

d v KFX v v KY Y v K X
m dt

d v KFY v K v KX X v K Y
m dt

τ
= − + − −


 = − − − +

 



 

 (14)

Уравнения (14) позволяют нам находить траекторию движения тела в подвижном базисе 
,−nτ  если траектория движения наблюдателя, находящегося в центре базиса НСО, нам из-

вестна.

Анализ общих уравнений движения (14) в частных случаях

Пусть НСО −nτ  вращается по окружности радиуса R  (см. рис. 2), а тело массой m  падает 
под действием собственной силы тяжести. В силу (3) ясно, что 

 ( )sin cos .mg α α− ⋅ + ⋅F = nτ  (15)
Вначале рассмотрим случай равномерного движения, т. е. считаем угловую скорость ω  по-

стоянной, 0 const,v Rω= =  1 const,K
R

= =  а движение начинается из точки A  против часовой 

стрелки. Как видно из рис. 2, угол α  зависит от времени линейно, и его можно определить в 
виде .tα ω=  Тогда переносное ускорение, определяемое по (13), имеет в этом случае вид:

 ( ) ( )2 2 2
0 0 0 0 02 2 .mov K v Y v KX K v v X v KY= − + + + −a nτ

А поэтому система уравнений (14) преобразуется к виду: 

 

2

2 2

2 ,

2 .n

FX Y X
m

FY R X Y
m

τ ω ω

ω ω ω

 = + −

 = − − +


 

 

 (16)

С учетом явного выражения для силы тяжести уравнения (15) переходят тогда в следую-
щую систему
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2

2 2

sin 2 ,
cos 2 .

X g Y X
Y g R X Y

α ω ω

α ω ω ω

 = − + −


= − − − +

 

 

 (17)

Результат численного интегрирования уравнений (17) показан на рис. 3.

Теперь продемонстрируем траекторию свободно падающего тела с точки зрения наблюда-
теля, движущегося неравномерным образом по окружности. Формула (13) для относительно-
го ускорения примет вид:

Рис. 2. НСО непрерывным образом движется по окружности, увлекая за собой и угол α

Рис. 3. Траектория тела в системе ,−nτ  совершающей 1,5 оборота по окружности радиуса 
1R =  c частотой 1,ω =  10 3 .t πω−≤ ≤  Начальные условия (0) 0,X =  (0) 1,Y =  (0) 0,X ′ =  (0) 0Y ′ =
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( ) ( )

( ) ( ) ( )

2
0 00

0 2

2 2
0 0 00

2

2 ( )( ) ( ) ( ) ( )

2 ( )( ) ( ) ( ) ,

mov

v t v tv tv t Y t Y t X t
R R R

v t v t v tv tX t X t Y t
R R R R

 
= ⋅ − ⋅ + ⋅ + ⋅ + 

 
 
⋅ + ⋅ + ⋅ − ⋅ 
 

a

+n











τ

 (18)

а система (14) запишется как:

 

( ) ( )

( ) ( ) ( )

2
0 00

0 2

2 2
0 0 00

2

2 ( )sin ( ) ( ) ( ) ( ),

2 ( )cos ( ) ( ) ( ).

v t v tv tX g v t Y t Y t X t
R R R

v t v t v tv tY g X t X t Y t
R R R R

α

α


= − + − ⋅ + ⋅ + ⋅


 = − + + ⋅ + ⋅ − ⋅



 





 

 (19)

Результат численного моделирования системы (19) для различных законов изменения ско-
рости движения НСО показаны на рис 4–5.

Заключение

В заключение работы выделим основные результаты работы.
1. Получена общая система дифференциальных уравнений, описывающая траекторию 

движения тела в НИСО, движущейся по заданной кривой ( ).y y x=
2. С помощью компьютерного моделирования построены траектории свободно падающего 

тела в НИСО ,−nτ  равномерно движущейся по окружности или по закону скорости, завися-
щего от времени.

Рис. 4. Траектория свободно падающего тела в НСО ,−nτ  совершающей первые 2,5 оборота 
по окружности радиуса 10R =  c частотой ( ) cos .t tω =  Начальные условия (0) 0,X =  

(0) 10,Y =  (0) 0,X ′ =  (0) 0Y ′ =
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УДК 517.95

ОБ ОДНОМ ЭЛЕМЕНТАРНОМ НЕРАВЕНСТВЕ 
ДЛЯ ОБОБЩЕННЫХ T-ПСЕВДОСДВИГОВ В R1

Елецкий государственный университет им. И. А. Бунина

Ю. Н. Булатов

Аннотация. Работа посвящена изучению решений сингулярных дифференциальных 
уравнений с оператором Бесселя отрицательного порядка. В этой связи большой интерес 
представляют решения сингулярного дифференциального уравнения Бесселя, которые в 
работе представлены линейно независимыми функциями. Изучены свойства этих функ-
ций, которые выражены через свойства j-функции Бесселя — Левитана, приведена теоре-
ма сложения. Представлен аналог неравенства для обобщенных сдвигов Пуассона.
Ключевые слова: сферическая симметрия, сингулярный дифференциальный оператор 
Бесселя, J-преобразования Бесселя, обобщенный сдвиг Пуассона — Левитана.

Введение

Речь идет о сингулярном дифференциальном операторе Бесселя

 
2

2  , 1 0.B
x x xγ

γ γ−
∂ − ∂

= + − < − <
∂ ∂

в области 1 { : 0}.x x x+∈ = >  Сингулярный дифференциальный оператор Бесселя с параме-
тром 1γ > −  изучался в [2], и это привело к исследованию нового специального класса весовых 
сферических функций.

Принципиальной особенностью изучаемого здесь оператора B γ−  заключается в том, что 
«сдвиг», коммутирующий с оператором ,B γ−  не принадлежит классу обобщенных сдвигов Ле-
витана. Именно это создает особые трудности при исследовании соответствующих дифферен-
циальных уравнений методами интегральных преобразований.

В этой работе показаны функции, являющиеся решениями сингулярного уравнения Бесселя
 2 ( ) ( ) 0,B x xγ µ µλ λ λ− ± ±+ = 

которые связаны простыми соотношениями с функциями Бесселя первого рода. -псевдо-
дифференциальные операторы введены в работе [3]. Одна из этих функций имеет положи-
тельный индекс 1

2
γµ +

=  и, кроме того, просто связана с j-функциями Бесселя из работы [1]. 

Теорема сложения для функций Бесселя µ+  не определяет оператор «типа оператора обоб-
щенного сдвига» Б. М. Левитана, но в тоже время обладает некоторыми из его свойств, поэто-
му называется псевдосдвигом.

1. Решения сингулярного уравнения Бесселя с параметром ( 1,0)γ− ∈ −

-функции Бесселя определены как линейно независимые решения сингулярного диффе-
ренциального уравнения Бесселя

 
2

2 ( ) ( ) ( ) ( ) 0, ( 1,0).d d u x u x B u x u x
dx x dx γ

γ γ−

 
− + = + = − ∈ − 

 

Пусть 1.
2

γµ +
=  Фундаментальной системой решений этого уравнения являются следую-

щие функции
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( )

2
2

1 1
0

( 1)  (1 )( )   ( ) ,  2 (1 ),
! 1 2

mm

m

xx C x J x x C
m m

µ µ µ
µ µ

µ µ
µ

∞

=

− Γ +  = = = Γ + Γ + +  
∑

 
( )

2

2 2
0

( 1)  (1 )( )   ( ) ,  2 (1 ),
! 1 2

mm

m

xx C x J x C
m m

µ µ
µ µ

µ µ
µ

∞
−

− −
=

− Γ −  = = = Γ − Γ + −  
∑

где Jµ  — функция Бесселя первого рода, 1 1.
2

µ< <

1.1. Теорема сложения для µ -функции Бесселя

В статье [1] приведены свойства j-функции Бесселя

 
( ) 1( ) 2 ( 1) , ,

2
J x

j x
x
µµ

µ µµ µ= Γ + > −

и доказана следующая теорема сложения
 ( ) ( ) ( ),y

xj tx j ty T j txµ µ µ=
где y

xT  — обобщенный сдвиг Пуассона

 ( )2 2 1

0

1
2( )  2 cos  sin  .

1
2 2

y
xT f tx f t x y xy d

π γ

γ

α α α
γ

−

+ Γ 
 = + −

   Γ Γ   
   

∫

Функции jµ  и µ  положительного индекса связаны равенством
 2( ) ( ),x x j xν

µ µ=
из которого получаем теорему сложения для µ -функций Бесселя

 ( ) ( ) ( ),y
xxt yt xyµ µ µ=     (1.1)

где 1 1, 1
2 2

γµ µ+
= < <  и оператор ,y

x  имеет следующий вид

 
( )

( )
2 2

2 2 2
20 2 2

2 cos
( ) ( ) ( ) ( )  sin  .

2 cos

y
x

f t x y xy
f tx C tx ty d

t x y xy

πµ µ µ
µ

α
µ α α

α

+ −
=

+ −
∫  (1.2)

Оператор (1.2) будем называть обобщенным -псевдосдвигом. Этот сдвиг уже не принад-
лежит классу обобщенных сдвигов Левитана, так как 0 ( ) ( ),x f x f x≠  1 1.y

x ≠

2. -псевдосдвиг и некоторые свойства

Отметим, что особенность, возникающая в (1.2) при x y=  и при 0,α =  является слабой. 
Здесь приведены лишь необходимые для этой работы свойства -псевдосдвига.

Свойство 1. Если f  и g  функции, суммируемые с весом , 0 1,x γ γ− < <  то
 ( ) ( ), , ,y yf g f g

γ γ− −
= 

Свойство 2. Пусть f  четная, дважды непрерывно дифференцируемая функция, 0 1γ< <  и 
2( ) (0, ).x f x Lγ− ∈ ∞  Тогда

 , ,( ) ( ),y y
x x x xB f x B f xγ γ− −= 

Свойство 3. Самосопряжённость -псевдосдвига. Пусть f  четная, дважды непрерывно 
дифференцируемая функция, для которой
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0

| ( ) |f x x dxγ
∞

− < ∞∫
и g  непрерывная, ограниченная для всех x  функция, то

 
0 0

( ) ( ) ( ) ( ) .y y
x xf x g x x dx f x g x x dxγ γ

∞ ∞
− −=∫ ∫ 

Свойство 4. Переместительность -псевдосдвига. Если функция f  представлена равно-
мерно сходящимся рядом Фурье по -функциям Бесселя, то

 ( ) ( ).y z z y
x x x xf x f x=   

Свойство 5. Ассоциативность -псевдосдвига. Если функция f  представлена равномерно 
сходящимся рядом Фурье по -функциям Бесселя, то

 ( ) ( ).z y z y
y x x xf x f x=   

3. Аналог неравенства обобщенных сдвигов Пуассона для -псевдосдвига в 1

При изучении псевдодифференциальных операторов важную роль играет неравенство 
Петре [5]

 ( )
2 | |2| |
2

1 | | 2 1  , ,
1 | |

k
k

k
nkξ ξ η

η
 +

+ − ∈ + 
  (1.3)

и интегральное неравенство

 ( ) ( ) ( )2 2 2

0

1 1 1 ,
p q p

d Cξ η η τ η ξ τ
∞ − − −

+ − + − + −∫   (1.4)

где p  и q  произвольные достаточно большие числа. 
Соответствующим аналогом неравенства (1.4) является неравенство, доказанное профес-

сором Ляховым, для обобщенных сдвигов Пуассона.
Пусть 1( , ),nξ ξ ξ +′=  1( , ),nη η η +′=  1( , )nτ τ τ +′=  принадлежат пространству 1n

+
+  и пусть 

3q p=  произвольное большое число. Тогда
 ( ) ( )1 1

1 1

1

2 2 2 2
1 11 | | 1 | |  n n

n n

n

p q

n nT T dξ η γ
η τξ η η η τ τ η η+ +

+ +
+
+

− − −
+ +′ ′ ′ ′+ − + + − +∫





 ( )1

1

2 2
1  1 | |n

n

p

nCT ξ
τ ξ τ τ+

+

−

+′ ′+ − +
Необходимость в аналогичных неравенствах возникает при исследовании сингулярных 

псевдодифференциальных операторов. Поэтому было доказано неравенство для -псев-
досдвига в 1.

Лемма. Пусть , ,ξ η τ  точки пространства 1
+

  и пусть p  и q  произвольные достаточно 
большие числа. Тогда

 ( ) ( ) ( )2 2 21 1    1
n

p q p
d Cξ η γ ξ

η τ τη τ η η τ
+

− − −−+ + +∫


     (1.5)

Доказательство. Обозначим левую часть неравенства (1.5) через ,J  имеем

 ( ) ( )
1

2 21 1 .
p q

J dξ η γ
η τη τ η η

+

− − −= + +∫


 

Применяя свойство самосопряжённости, получим

 ( ) ( )
1

2 21 1 .
p q

J dτ ξ γ
η η η η η η

+

− − −= + +∫
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Далее используем свойство переместительности оператора -псевдосдвига, тогда

 ( ) ( )
1

2 21 1 .
p q

J dξ τ γ
η η η η η η

+

− − −= + +∫


 

По свойству 4 ассоциативности оператора -псевдосдвига, имеем

 ( ) ( )
1

2 21 1 .
p q

J dξ τ γ
ητ η η η η

+

− − −= + +∫


 

Учитывая, что 2 2 2| | 2 cos .η τ η τ ητ α− + −  Можно заменить оператор τ
η  в последнем вы-

ражении обычным сдвигом. Имеем

 ( ) ( )
1

1

2 2 1

2 2
0

1 | | 1 sin
2

.
cos

p q
J C d d

γ
π

ξ γ γ
τ

ητ η τ η η η α α
η τ ητ α+

+

− − − +
 
  + − +
 + − 

∫ ∫


 

Минимальное значение 2 2 2 cosη τ ητ α+ −  принимает при 0α =  и .η τ=  Положим ,η τ=  тогда

 ( ) ( )
1

1

2 2 1

2
0

1 | | 1 sin
(1 co2 s )

p q
J C d d

γ
π

ξ γ
τ

τ η τ η η η α α
τ α+

+

− − +
 
  + − + =
 − 

∫ ∫


 

 ( ) ( )
1

1

2 2 1 1

0

1 1 | | 1 2sin cos
2 22sin

2

p q
C d d

γ

π
ξ γ γ
τ

α αη τ η η η α αα+

+

− − + +

 
 

= + − + = 
 
 

∫ ∫




 ( ) ( )
1

2 2 1

0

1 | | 1 cos .
2

p q
C d d

π
ξ γ
τ

αη τ η η η α
+

− − += + − +∫ ∫




Теперь перейдём к пределу при 0,α →  в результате 

 ( ) ( )
1

2 2 1

0
0

lim 1 | | 1 cos
2

p q
J C d d

π
ξ γ
τα

αη τ η η η α
+

− − +

→
+ − + =∫ ∫



 

 ( ) ( )
1

2 21 | | 1 .
p q

C dξ
τ η τ η η η

+

− −
= + − +∫





Из неравенства Петре (1.3), имеем

 ( )
2 | |2| |

12

1 | | 2 1  , ,
1 | |

k
k

k kη η τ
τ

 +
+ − ∈ + 



следовательно

 ( )
1

2
2

2

1 1
1

p
q

J C dξ
τ

τ η η η
η+

−
− +

+ = + 
∫


 

 ( ) ( ) ( ) ( )
1

1
2 2 2 2 21 1 1 1

p p q
C dξ

τ τ η η η η
+

− −
= + + + + =∫





 ( ) ( )
1

1
2 2 21 1 .

p p q
C dξ

τ τ η η
+

− − +
= + +∫





Поскольку p  и q  произвольные числа и 3 ,
2

p q n− > − −  то

 ( ) ( ) ( )
1

2 2 21 1   . 1
p q p

d Cξ η γ ξ
η τ τη τ η η τ

+

− − −−+ + +∫


   

Доказательство закончено.
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Заключение

Приведены линейно независимые решения сингулярного уравнения Бесселя 
2 ( ) ( ) 0,B x xγ µ µλ λ λ− ± ±+ =   и теорема сложения для µ -функций Бесселя. Введён коммутиру-

ющий с оператором B γ−  -псевдосдвиг. Доказан аналог неравенства Ляхова для -псев-
досдвига в 1.
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УДК 517.44

ПРЕОБРАЗОВАНИЕ ФУРЬЕ В ПРОСТРАНСТВАХ СО СТЕПЕННЫМИ ВЕСАМИ

Воронежский государственный университет

Г. А. Виноградова

Аннотация. Пусть 00S  — подпространство основных функций Шварца такое, что для 
любой функции из класса 00S  преобразование Фурье f



 имеет компактный носитель, не 
содержащий начала координат, а , ( , )n

pL R dα µ  — пространство измеримых на nR  функ-
ций таких, что 

1/

.|| || | | | ( ) | ,
n

p

p
p

R

f x f x dα
α µ

 
= < ∞  
 
∫

где | | .nd x dxµ −=  Известно, что 00S  плотно в , ( , )n
pL R dα µ  для любого 0.α >  В работе 

получены условия для функции ,m  при которых неравенство

, ,|| ( ) ||| || ||p pmf c fα β≤


  (0 ,α β< ≤   , 1,n nβ ≠ + )
Справедливо для любой функции f  из класса 00.S
Ключевые слова: преобразование Фурье, мультипликаторы, весовые функциональные 
пространства.

Мультипликаторы в весовых одномерных пространствах pL  изучались в работах [1–3]. 
Мультипликаторы в многомерных весовых пространствах ,pL  удовлетворяющих условию 
Макенхаута, рассмотрены в [4]. Работы [5–8] посвящены мультипликаторам в многомерных 
пространствах 2L  со степенными весами. Все приведенные работы изучали мультипликато-
ры, действующие из весового пространства в это же пространство. Настоящая статья рассма-
тривает мультипликаторы преобразования Фурье, действующие из пространства ( )n

pL R  с 
весом | |x α  в пространство ( )n

pL R  с весом | | ,x β  где .α β≥
Пусть nR  — n-мерное евклидово пространство, а 0 ( \{0})nC R∞  — пространство бесконечно 

дифференцируемых функций с компактным носителем в \{0}.nR  Пусть, кроме того, ( )pL Ω  — 
пространство Лебега функций с нормой

 
1/

.|| || | ( ) | .
p

p
pf f x dxΩ

Ω

 
= < ∞ 
 
∫

Кроме обычной меры Лебега dx  на nR  будем использовать меру ,dµ  инвариантную отно-
сительно растяжений пространства ,nR  | | .nd x dxµ −=

Пусть 1 .p≤ ≤ ∞  Обозначим через ., ( ., )pL dσ µΩ  пространство, состоящее из всех функций 
( ),f x  измеримых на Ω  таких, что

 ( )
1/

, ,||| ||| | | | ( ) | ,
p

pp
pf x f x dσ µΩ

Ω

 
= < ∞ 
 
∫

если 1 ,p≤ ≤ ∞  и 
 { }, ,||| ||| sup | ( ) || | , .f ess f x x xσ

σ∞ Ω= ∈Ω < ∞

Если ,nRΩ =  то в обозначениях норм символ Ω  будем опускать, то есть 
 ,, ,

||| ||| ||| |||n pp R
f f σσ

=   и  
,

|| || || || .n pp R
f f=

Далее, обозначим через S  пространство бесконечно дифференцируемых на nR  функций, 
убывающих вместе со всеми производными быстрее любой степени | | sx −  ( 0),s >  при | | .x →∞  
Кроме того, обозначим через S ′  пространство функций медленного роста.
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Если ,Sϕ∈  то, как обычно, преобразование Фурье определяется формулой 
 /2( ) (2 ) exp( ) ( )

n

n

R

ix x dxϕ ξ π ξ ϕ−= −∫
 ,

а обратное преобразование Фурье по формуле
 /2( ) (2 ) exp( ) ( ) .

n

n

R

ix x dxϕ ξ π ξ ϕ−= ∫


Если ,f S ′∈  то преобразования Фурье определяются соотношениями 
 , ,f fϕ ϕ=



   и  , , ,f fϕ ϕ=




где .Sϕ∈
Пусть 00S S⊂  — множество функций, преобразование Фурье которых имеет компактный 

носитель, не содержащий начала координат.
Обозначим через Dα  оператор 1 2

1 2 ,n
nD D Dαα α

  где ,j
j

D i
x
∂

= −
∂

 а 1 2( , , , )nα α α α=   — муль-

тииндекс, 0jα ≥  причем 1 2| | .nα α α α= + + +

Для функций f  из класса 0,0S  степенные моменты любого порядка обращаются в нуль. 
В самом деле 

 | |( ) ( 1) (0) 0.
nR

x f x dx D fα α α= − =∫


 (1)

Для краткости будем говорить, что оператор T  имеет тип 1 1 2 2( , , , ),p pσ σ  если он непре-
рывно действует из 

1 1, ( , )n
pL R dσ µ  в 

2 2, ( , ),n
pL R dσ µ  то есть найдется постоянная 0c >  такая, 

что для любой функции 
1 1, ( , )n

pf L R dσ µ∈  справедливо неравенство
 

2 2 1 1, ,||| ||| ||| ||| .p pTf c fσ σ≤
Обозначим через Λ  множество целых чисел, лежащих на промежутке [ , ).n +∞  В дальней-

шем буквой c  (возможно с дополнительными индексами, если это необходимо) будет всегда 
обозначаться положительная постоянная, точное значение которой не имеет значения.

Главное утверждение данной работы является следующая теорема.
Теорема. Пусть 0,σ ≥  0,λ >  , 1, 2,n n nσ λ+ ≠ + +  . Пусть натуральное число ,N n σ> −  

если 0 nσ λ< + <  и 1,N λ> +  если .nσ λ+ >  Пусть производные функции ( )m ξ  удовлетворя-
ют неравенствам

 | || ( ) | | | ,D m cα α σξ ξ − −≤      \{0}nRξ ∈  (2)
для всех | | .Nα ≤  Тогда найдется постоянная 0c >  такая, что

 , ,||| ( ) ||| ||| |||p pmf c fλ σ λ
∨

+≤


 (3)
для любой функции 0,0f S∈  и для любого : 1 ,p p≤ ≤ ∞  если 0σ >  и для любого : 1 ,p p< < ∞  
если 0.σ =

Для доказательства теоремы нам потребуется следующий вспомогательный результат.
Лемма 1. Пусть 0 nσ≤ <  и ( )m ξ  удовлетворяет условию (2), тогда ее обратное преобра-

зование Фурье K m=   принадлежит классу rC  в /{0},nR  где r N n σ< − +  ( ),N n σ> −  причем 
 | || ( ) | | | ,nD K x c xβ σ β− −≤   /{0},nx R∈

для любого | | .rβ ≤
Доказательство. Выберем функцию ( )0 { :| | 2}Cψ ξ ξ∞∈ ≤  такую, что ( ) 1,ψ ξ =  если | | 1.ξ ≤  

Обозначим ( ) ( ) (2 ),ξ ψ ξ ψ ξΨ = −  тогда

 (2 ) 1.j

j
ξ

∞
−

=−∞

Ψ =∑  (4)

Обозначим ( ) ( ) ( ).Rm R m Rσξ ξ ξ= Ψ  Тогда 1( ) ( ),n
Rm L Rξ ∈  и существует обратное преобра-

зование Фурье ( ).nm C R∞∈
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Так как при | | Nν ≤  справедливо неравенство

 | | | |

| | | | | | | | | |
| ( ) | ( ) ( ) ( ) | | ,RD m c D R D m R c Dν µ α σ α µ α σ

αµ
α µ ν α µ ν

ξ ξ ξ ξ ξ+ − −

+ = + =

≤ Ψ ≤ Ψ∑ ∑
отсюда следует

 | ( ) | .
n

R
R

D m d cν ξ ξ ≤∫  (5)

Неравенства, аналогичные (5) имеют место, если вместо Rm  взять функцию ,Rmβξ  где β  — 
любой мультииндекс. Далее, если ( )kP D  — однородный эллиптический оператор, то есть 

| |
( ) 0k

k
P x c xαα

α =

= ≠∑  ( /{0})nx R∈  и 
| |

( ) ,k
k

P D c Dα
α

α =

= ∑  то

/2 /2| ( ) ( ) | (2 ) ( )( ( )) exp( ) (2 ) | ( )( ( )) | .
n n

n n
k k k

R R

P x D m x P D m ix d P D m d cβ β βπ ξ ξ ξ ξ π ξ ξ ξ− −= ≤ ≤∫ ∫


Поскольку ( ) | | | ,k
kP x c x≥  мы имеем

 | ( ) | | | k
RD m x c xβ −≤  для всех .k N≤  (6)

Рассмотрим ряд 

 ( )
2

( ) 2 (2 ).j
j n jM x m xσ−=∑   (7)

В силу оценок (6) при | | 0ν =  и | | Nν =  имеем
 | | | | | |

|2 | 1 |2 | 1

| | | ( ) | | 2 | | 2 | .
j j

n j n j n N

x x

x D M x x x cβ σ β β σ β σ+ − + − + − −

≤ >

≤ + <∑ ∑
Для любого | | .N nβ σ< + −  Следовательно, ряд (7) сходится равномерно на любом компак-

те в /{0}nR  к функции ( ) ( /{0}),r nM x C R∈  где .r N n σ< − +

Учитывая, что обратное преобразование Фурье функции Rm
R
ξ 

 
 

 есть функция ( )n
RR m Rx  

в силу (4) при 0 nσ< <  для любой функции Sϕ∈  имеем

 ( )
2 2

2 (2 ) ( ) 2 (2 ) ( ) .j j

n n n n

j n j j j

j jR R R R

M dx m x x dx m x x dx m dxσ σϕ ϕ ϕ ϕ
∞ ∞

− − −

=−∞ =−∞

= = =∑ ∑∫ ∫ ∫ ∫
   (8)

Последнее равенство означает, что ,K m M= =  если 0 .nσ< <  Если 0,σ =  то равенство (8) 
выполняется для любой функции 0 ( /{0}).nC Rϕ ∞∈  То есть K m M= =  на /{0},nR  

( /{0}).r
nM C R∈  Тем самым лемма 1 доказана.

Пусть 0 ,nσ≤ <  ,K S ′∈  .K m=   Введем оператор T  по следующей формуле
 ( , ) ( ) ,

nR

Tf E x y f y dy= ∫  (9)

где ( , ) ( ),E x y K x y= −  если 0 ,nσ λ< + <  и
 

| | [ ]
( , ) ( ) ( )( ) / !,

n
E x y K x y i D K x yα α α

α σ λ

α
≤ + −

= − − −∑   если  .σ λ+ ∉Λ

Лемма 2. Пусть 0 ,nσ≤ <  0,λ >  функция ( )m ξ  удовлетворяет условиям теоремы, причем 
,N n σ> −  если 0 nσ λ< + <  и 1,N λ> +  если ,nσ λ+ >  .σ λ+ ∉Λ  Тогда оператор T  имеет 

тип ( , , , )p pσ λ λ+  для любого 1 ,p≤ ≤ ∞  если 0 nσ< <  и для любого 1 ,p< < ∞  если 0.σ =
Доказательство. Как и при доказательстве теоремы Уитни (см., например [9, гл. 1]) разо-

бьем /{0}nR  на кубы ,jI  ребра которых параллельны координатным осям, внутренности попар-
но не пересекаются, а диаметры приблизительно пропорциональны их расстояниям от начала 
координат. Точнее 

1
/{0} ,n

j
j

R I
∞

=
=   int inti jI I  — пустое множество, если ,i j≠  и существуют две 

положительные константы 1c  и 2c  такие, что 1 2( ,{0}) ,i i ic diamI dist I c diamI≤ ≤  где через idiamI  
обозначен диаметр куба ,iI  а через ( ,{0}) inf | |

i
i x I

dist I x
∈

=  — расстояние куба iI  от начала координат.
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Обозначим jI ∗  куб с тем же центром, что и ,jI  но с ребром в 1,5 раза длиннее. Определим 
оператор jT  следующим образом

 
( ),    

( ) .
   0,       

j
j

j

Tf x x I
T f x

x I
∈

=  ∉

åñëè

åñëè

Далее, пусть 0 ( /{0}.nf C R∞∈  Обозначим jf  функцию, такую, что jf f=  на ,jI ∗  0jf =  на 
/{0},nR  а .j jf f f′ = −
Используя введенные обозначения, получаем

 
1 1 1

.j j j j j
j j j

Tf T f T f T f Pf Qf
∞ ∞ ∞

= = =

′= = + = +∑ ∑ ∑  (10)

Представим оператор P  также в виде суммы двух операторов 

 1 2 ,P P P= +   где  1
1

( ) ( ) .
n

j

j
j R I

P f K x y f y dy
∞

=

 
= −  

 
∑ ∫  (11)

Покажем, что при значениях параметров ,σ  ,λ  указанных в лемме 2, операторы 2 ,P  Q име-
ют тип ( , , , )p pσ λ λ+  для любого 0 ,p≤ ≤ ∞  если 0,σ ≥  а оператор 1P  имеет тип ( , , , )p pσ λ λ+  
для любого 0 ,p≤ ≤ ∞  если 0σ >  и для любого 0 ,p< < ∞  если 0.σ =  Тогда в силу (10) и (11) 
лемма 2 будет доказана.

Замечание. Если оператор A  имеет тип ( , , , )p pσ λ λ+  при 1p =  и при ,p = ∞  а значит 
оператор | | | |x A xλ λ σ− −  непрерывен в ( )n

pL R  с мерой | |nd x dxµ =  при 1p =  и при p = ∞  то в 
силу интерполяционной теоремы Рисса — Торина оператор | | | |x A xλ λ σ− −  непрерывен в 

( )n
pL R  с мерой dµ  для любого 0 .p≤ ≤ ∞  Последнее означает, что оператор A  непрерывно 

отображает , ( , )n
pL R dλ σ µ+  в , ( , )n

pL R dλ µ  для любого 0 ,p≤ ≤ ∞  то есть оператор A  имеет тип 
( , , , )p pσ λ λ+  для любого 0 .p≤ ≤ ∞

В силу замечания, нам достаточно для любой функции , ( , )n
pf L R dλ σ µ+∈  доказать нера-

венства
 2 ,||| ||| ||| ||| ,pP f c f λ σ+≤  (12)
 ,||| ||| ||| |||pQf c f λ σ+≤  (13)

при 1p =  и при ,p = ∞  если 0 ,nσ≤ <  и
 1 ,||| ||| ||| |||pP f c f λ σ+≤  (14)

при 1p =  и при ,p = ∞  если 0 ,nσ≤ <  если 0 .nσ< <  В случае 0σ =  неравенство (14) докажем 
при 1 .p< < ∞

Поскольку класс 0 ( /{0}nC R∞  плотно вложен в , ( , )n
pL R dλ σ µ+  достаточно доказать неравен-

ства (12)–(14) для любой функции 0 ( /{0}.nf C R∞∈
Исследуем сначала оператор 1P  при 0 .nσ< <  Если ,jx I∈  то 1| | | | | | ,

j

n

I

x y x y dy cλ λ σ σ

∗

− − −− <∫  

где константа 1c  не зависит от куба ,jI ∗  и в силу леммы 1 имеем при p = ∞

 ( )1| | | | | | ( ) ( ) | | | | | | | | | ( ) |
n

j

n
j j

R I

x P f x K x y f y dy c x y x y y f y dyλ λ λ λ σ σ λ σ

∗

− − − += − ≤ − ≤∫ ∫
 ,||| ||| .c f σ λ∞ +≤

Если ,jy I ∗∈  то 2| | | | | | ,
j

n n n

I

x y x y dy cλ λ σ σ− − − − −− <∫  где константа 2c  не зависит от куба ,jI  в 

силу леммы 1 имеем при 0σ >

 1
1 1

||| ||| | | ( ) ( ) | | | | | ( ) |
n

j j j

n n n
j j

j jI IR I

P f x K x y f y dy dx c x x y f y dydxλ λ σ

∗

∞ ∞
− − −

= =

= − ≤ − ≤∑ ∑∫ ∫ ∫ ∫
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 2 3 1,
1

| | | ( ) | ||| |||n
j j

j
cc y f y dy c fλ σ

σ λ

∞
− +

+
=

≤ =∑ ∑∫
Поскольку каждый куб jI ∗  пересекается лишь с конечным числом (зависящим лишь от раз-

мерности пространства, числа n) кубов ,jI  получаем

 1 1, 1, , 1,
1

||| ||| ||| ||| ||| ||| .
jn I n

j
P f c f c fλ σ λ σ λ

∞

+ +
=

≤ =∑
Таким образом мы доказали неравенство (14) при 0σ >  для 1p =  и ,p = ∞  а в силу заме-

чания и для любого 0 .p≤ ≤ ∞
Докажем неравенство (14) для любого 1 p< < ∞  при 0.σ =  Поскольку функция ( )m ξ  удов-

летворяет условию 
 2| | 2

| | | | 2

| ( ) |n

N r r

r r D m d cα α

α ξ

ξ ξ−

≤ < <

≤∑ ∫  и / 2.N n>

То в силу теоремы Хермандера о мультипликаторах ([10], гл. 7) оператор
 ( ) ( ) .

nR

Hf K x y f y dy= −∫
Непрерывен в ( ),n

pL R  то есть справедливо неравенство 
 || || || || .p pHf c f≤  (15)

Для любой функции ( ),n
pf L R∈  1 .p< < ∞

Если ,jx I∈  ,jy I ∗∈  то справедливо неравенство 1 2| | | | | |c y x c y< <  и в силу (15) имеем

/ /
1 1 ,, ,

1 1
||| ||| | | sup | | || || | | || | ||| ||| .

j
j

p pp n p p n p n p p
j j p j n pp Ij p Ix Ij j

P f y Hf c x f c y f c fλ λ λ
λ∗

∞ ∞
= − −

∈= =

= ≤ ≤ ≤∑ ∑ ∑
Таким образом, неравенство (14) доказано при 0.σ =

Перейдем к оператору 2.P  Если 0 ,nσ λ< + <  то 2 0.P =  Пусть ,nσ λ+ >  ,σ λ+ ∉Λ  тогда

 | |
2

1 | | [ ]
( )( ) ( ) / ! .

j

j
j n I

P f i D K x y f y dyα α α

α σ λ

α
∗

∞

= ≤ + −

 
 = − −
 
 

∑ ∑ ∫

Если ,jx I∈  то | | | |
1| | | | ,

j

n

I

x y dy cλ α σ λ σ α

∗

− − + − − + <∫  где 1c  не зависит от куба jI ∗  в силу построения. 

Отсюда получаем

 | | | |
2 2 ,

| | [ ]
| | | | | | | | | | || ( ) | ||| ||| .

j

n
j

n I

x P f c x y y f y dy c fλ λ α σ λ σ α λ σ
σ λ

α σ λ ∗

− − + − − + +
∞ +

≤ + −

  
  ≤ ≤

  
  

∑ ∫  (16)

Из (16) вытекает неравенство (12) при .p = ∞  А, так как при jy I ∗∈  справедливо неравенство 
| | 2 | || | | | ,

j

n n

I

x y dx cλ σ α α λ σ+ − − − − + <∫  где константа c  не зависит от куба ,jI  в силу леммы 1 имеем

| |
2 1, 2

1 | | [ ]
||| ||| | | | | | | | ( ) || | | ( ) | / !

n
j j

n n
j

j nIR I

P f x P f dx x D K x y f y dydxλ λ α α
λ

α σ λ

α
∗

∞
− −

= ≤ + −

= ≤ ≤∑ ∑∫ ∫ ∫

1, 1,
1 1

| | | ( ) | ||| ||| ||| ||| .
j

n
j j n

j jI

c y f y dy c f c fσ λ
σ λ σ λ

∗

∞ ∞
+ −

+ +
= =

≤ = ≤∑ ∑∫
Таким образом, неравенство (12) доказано и при 1,p =  а в силу замечания и для 1 .p≤ ≤ ∞

Нам остается изучить оператор .Q  При p = ∞  для jx I∈  имеем

 ( )
\

| | | | | | ( , ) ( ) | | | | | ( , ) | | | | ( ) | .
n n

j

j j
R R I

x Qf x E x y f y dy y x E x y y f y dyλ λ λ σ λ λ σ

∗

− − +′ ′= ≤∫ ∫  (17)
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Если мы покажем, что при jx I∈  справедливо неравенство |

\

| | | | | ( , | ,
n

jR I

x y E x y dy cλ λ σ

∗

− − <∫  то 

из (17) будет следовать неравенство (13) при .p = ∞
Пусть 0 ,nσ λ< + <  тогда ( , ) ( )E x y K x y= −  и в силу леммы 1 | ( , ) | | | .nE x y c x y σ −≤ −  Если 

\ ,n
jy R I ∗∈  а ,jx I∈  то по построению 2| | | |,x y c x− >  и, следовательно, 

 3| ( , ) | | | .nE x y c x σ −≤  (18)
Кроме того, если | | 2 | |,y x>  то | | | | | | | | /2,x y y x y− ≥ − >  и получаем 
 4| ( , ) | | | .nE x y c y σ −≤  (19)
Учитывая (18) и (19), при 0 nσ≤ <  имеем 
 3 4 5

| | 2| | | | 2| |\

| | | | | ( , ) | | | | | | | | | .
n

j

n n

y x y xR I

y x E x y dy c x y dy c x y dy cλ σ λ λ σ σ λ λ λ

∗

− − + − − = = −

< >

≤ + <∫ ∫ ∫
Пусть ,nσ λ+ >  .σ λ+ ∉Λ  Учитывая, что | | | |x y c x− >  при ,jx I∈  \ ,n

jy R I ∗∈  имеем в 
силу леммы 1

 | | | | | |
6

| | [ ] | | [ ]
| ( , ) | | ( ) | | ( ) || | / ! | | | | .n

n n
E x y K x y D K x y c x yα α σ α α

α λ σ α λ σ

α − + −

≤ + − ≤ + −

≤ − + ≤∑ ∑  (20)

В силу формулы Тейлора имеем

 
1

1

| |0

( , ) ( 1) ( )( ) (1 ) / ! ,q q

q
E x y q i D K x y y dα α

α

θ θ α θ+

=

= + − − −∑∫
где [ ] .q nλ σ= + −  Из этого представления и леммы 1 получаем оценку

 1 1

0 1
| ( , ) | sup | | | | .n q qE x y c x y yσ

θ
θ − − − + +

< <
≤ −

Если | | | | /2,y x≤  то | | | | | | (1 / 2) | | .x y x y xθ θ θ− ≥ − ≥ −  Отсюда имеем 
 1 1

7| ( , ) | | | | | ,n q qE x y c x yσ− − − + +≤  (21)
если | | | | /2.y x≤  Учитывая оценки (20) и (21), полагая [ ] ,q nλ σ= + −  получаем

 1 1
6

| | | |/2\

| | | | | ( , ) | | | | |
n

j

n q q

y xR I

y x E x y dy c x y dyλ σ λ λ σ σ λ

∗

− − + − − − + − =

<

≤ +∫ ∫
 | | | |

5
| | | | | /2|

| | | | .n

q y x

c x y dy cλ σ α λ σ α

α

+ − − = − +

≤ >

+ <∑ ∫
Таким образом неравенство (13) доказано при .p = ∞  Докажем его при 1.p =  Обозначим 

1 { :| | | | /2},V x x y= ≤  2 1\ .nV R V=  Имеем

 1,
1 \

||| ||| | | | | | | ( , ) ( )
n n

j j

n n
j

j IR R I

Qf x Qf dx x E x y f y dy dxλ λ
λ

∗

∞
− −

=
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∞
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  ′≤
 
 

∑ ∫ ∫
В силу (18) и (19) при 0 ,nσ λ< + <  меняя порядок суммирования и интегрирования, получаем 
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 2
1, 1,

| | | |/2 | | | |/2

| | | | | | | | ||| ||| ||| ||| .n n n

x y x y

c x y dx x y dx f c fλ λ λ σ λ σ
σ λ σ λ

− − − + − − +
+ +

< >

 
′≤ + ≤  

 
∫ ∫

Аналогично, используя неравенства (20), (21) получаем неравенство (13) при 1,p =  
,nσ λ+ >  .σ λ+ ∉Λ  Таким образом, неравенство (13) доказано при 1p =  и при ,p = ∞  а, сле-

довательно, и для любого 1 .p≤ ≤ ∞  На этом доказательство леммы 2 завершается.
Доказательство теоремы. Заметим, что на пространстве 00S  оператор T  совпадает с опера-

тором-мультипликатором. В самом деле, если 00 ,f S∈  тогда в силу (1) и определения оператора 
(9) мы имеем

 ( ) ( ) ( ),
nR

Tf K x y f y dy mf= − =∫


то есть при 0 nσ≤ <  доказательство теоремы следует из леммы 2.
Пусть ,n nkσ≤ ≤  где k  — натуральное число. Доказательство теоремы сводится к лемме 2 

следующим образом. Выберем число 0σ  таким, что 0max{0, } ,n nλ σ− < <  а числа (0, )j nσ ∈  

для любого натурального :j  1 j k≤ ≤  такие, что 
0

k

j
j
σ σ

=

=∑  и 
1

0

k

j
j

λ σ
=

+ ∉Λ∑  для любого 10 .k k≤ ≤

Пусть 00.f S∈  Обозначим ,kg f=  1 00(| | ) ,j
j jg g Sσξ −
− = ∈



  0 .j k≤ ≤  Тогда 0 0( ) ( ),mf m g=
 

  
где 1 2 0

0 ( ) ( ) | | ( ) | | .km m mσ σ σ σ σξ ξ ξ ξ ξ+ + + −= =  Очевидно, что функции | | ,jσξ −  1 ,j k≤ ≤  и 0 ( )m ξ  
удовлетворяют условиям леммы 2. Следовательно, имеем 

 1

0 0, 0 0 , 0 , 1 ,||| ( ) ||| ||| ( ) ||| ||| ||| ||| (| | ) |||p p p pmf m g c g c gσ
λ λ λ σ λ σξ −

+ += ≤ = ≤
  

 

 2

0 1 0 1 0

2 2 1 1
1 , 2 , , ,||| ||| ||| (| | ) ||| ||| ||| ||| ||| ,

k

k k
p p k p pc g c g c g c fσ
λ σ σ λ σ σ λ σ σ λ σξ − + +
+ + + + + + + +≤ = ≤ ≤ =









где 1 ,p≤ ≤ ∞  ,nσ ≥  0,λ >  .σ λ+ ∉Λ  Доказательство теоремы завершено.
Замечание. В случае , 1,n nσ λ+ = +   теорема не верна. В случае целых 0σ ≥  примеры 

построены в [11]. При нецелых 0σ >  примеры построены в диссертации автора.
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УДК 511.84

О МАТРИЧНОЙ И ПАРАМЕТРИЧЕСКОЙ ФОРМЕ ОБОБЩЕННЫХ СТЕПЕНЕЙ БЕРСА

Калужский государственный университет им. К. Э. Циолковского

Ю. А. Гладышев, Е. А. Лошкарева

Аннотация. В сообщении приведено развитие общего метода построения решений ли-
нейных дифференциальных систем уравнений — метода обобщенных степеней. Первона-
чально метод был построен с использованием матричного аппарата и техники операторов 
и хорошо соответствовал задаче построения решений систем линейных дифференциаль-
ных уравнений. В представленной статье матричный аппарат замещен на использование 
особых независимых переменных, не входящих явно в уравнение и названных скрытыми 
параметрами, а сам метод — параметрических обобщенных степеней. Во введении даны 
необходимые общие сведения по методу обобщенных степеней. Отмечена история мето-
да и приведены основные представления.
Ключевые слова: обобщенные степени, матрицы, оператор, дифференциальные уравне-
ния, системы дифференциальных уравнений.

Введение

Понятие обобщенной степени (ОС) было введено Л. Берсом [1] при построении последова-
тельности базисных решений системы дифференциальных уравнений вида

 
( )

( )

1 2
2 2

1 2

2 1
1 2

1 2

0
,

0

v vb x
x x
v vb x
x x

∂ ∂ − = ∂ ∂ 
∂ ∂ + =
∂ ∂ 

 (0.1)

где 1 1 2( , ),v x x  2 1 2( , )v x x  функции переменных 1 2, ,x x  а 1 2( ),b x  2 2( )b x  положительные, непре-
рывные функции от 2.x  Очевидно, что система (0.1) является обобщением известной в теории 
функций комплексного переменного системы Коши — Римана.

Если ввести матрицы (1),D  (2)D  и вектор-столбец v  заданы следующим образом

 ( ) ( )
( )

( )

2 2
1 2 1

2
1 2

1 2

0 0
1 , 2 , ,

0 0

b x
x x v

D D v
vb x

x x

∂ ∂   
   ∂ ∂     = = =     ∂ ∂  −   ∂ ∂   

 (0.2)то систе-

му (0.1) запишем
 ( ) ( )1 2 0.D v D v− =  (0.3)

Как отмечает Берс в [2], система (0.1) определяет существование двух криволинейных ин-
тегралов, не зависящих от пути интегрирования и определяющих две новые функции 1,v′  2.v′  
В свою очередь эти функции удовлетворяют системе (0.1). Введенная операция была названа 
сигма-интегрированием. Была введена левая обратная операция сигма-дифференцирование. 
Операции сигма-интегрирования были использованы для построения последовательности 
базисных решений системы (0.1). Для сокращенной записи этих решений Берс ввел много-
кратные интегралы, которые и были названы ОС.

Берс рассмотрел систему
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( ) ( )

( ) ( )

1 2
1 2

1 2

2 1
2 1

1 2

1 2 0
.

1 2 0

v va b
x x
v va b
x x

∂ ∂ − = ∂ ∂ 
∂ ∂ + =
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 (0.4)

Если ввести операторы

 ( )
( )

( )
( )

( )

( )

1 1 2 2
1 2

2 1 1 2
1 2

0 0
1 , 2 ,

0 0

a x b x
x x

D D
a x b x

x x

∂ ∂   
   ∂ ∂   = =
   ∂ ∂

−   ∂ ∂   

 (0.5)

то система (0.4) запишется в виде (0.3)
Система (0.4) дает возможность построить два криволинейных интеграла, но функции 1,v′  

2 ,v′  которые они определяют, не дают решение системы (0.4). Однако Л. Берс указал, что они 
являются решением новой системы, которую он назвал присоединенной и которая имеет 
структуру аналогичную (0.4). Повторное применение операции сигма-интегрирования воз-
вращает к решению системы (0.1). Таким образом, операция сигма-интегрирования была зам-
кнута и повторное сигма-интегрирование позволяет построить последовательность базисных 
решений системы (0.1). Проведенный в [3] переход к матричным схемам показал, что эта осо-
бенность метода связана с условием коммутации операторов (1),D  (2),D  что необходимо для 
построения  ОС. Это свойство так же потребовалось при переходе к большому числу незави-
симых переменных.

Нетрудно установить, что, если операторы (0.2) коммутируют, то (0.5) не коммутируют. 
Однако, как это показано в [3], можно на основе операторов (0.5) путем удвоения размерности 
предложить коммутирующую пару (1),D′  (2).D′  Это определенное алгебраическое выражение 
факта необходимости присоединенной системы. Возможно это имеет и физический аспект, 
поскольку условие коммутации операторов важны в квантовой механике.

Так же укажем общее определение ОС по Берсу [4]. Пусть дан оператор ,D  действующий в 
функциональном пространстве L  и имеющий правый обратный ,I  так что 1.DI =  Считаем, 
что ядро оператора D не пустое, 0.DC =  Серией ОС с коэффициентом С назовем последова-
тельность функций

 ( ) ! .n nX n I C=
По определению имеем
 ( ) ( )1 .n nDX C nX C−=
Приведем выражение для ОС по Берсу

 ( ) ( ) ( )
( )

1 2
0

2 1

, 2 ,
, !

, 2 1.

i
n

i

I I n i
X x x C n

I I I n i

 == 
= +

1. Матричный вариант метода ОС

ОС являются хорошим математическим аппаратом для решения многих задач математи-
ческой физики. Использование матричного варианта метода ОС изложены в работах [5–9] 
и позволяет решать различные вопросы теории переноса, уравнения Дирака для свободной 
частицы.

Проведем построение решений системы (0.1) первоначально матричным вариантом мето-
да ОС. С этой целью выбираем операторы в виде
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 (1.2)

Цифры в скобках означают номер независимой переменной. Поэтому операторы, зависящие 
от разных переменных, коммутируют. Легко проверить, что матричная конструкция операто-
ров обеспечивает их коммутативность.

 ( ) ( ) ( ) ( )1 2 2 1 .D D D D=
Отметим, что 2 (1)D  и 2 (2)D  (квадраты для (1),D  (2)D ) имеют диагональное строение
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Введем так называемые симметризованные операторы ,S SD D

 ( ) ( )( )1 1 2 ,
2SD D D= +  ( ) ( )( )1 1 2 .

2SD D D= −  (1.3)

В силу коммутации (1),D  (2)D

 ( ) ( )( )2 21 1 1 1 2 .
4 4 4S S S SD D D D D D= = −

Или в развернутом виде
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− 
Это приводит к четырем выражениям
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11 22 12 21 1

22 11 21 12 2

22 11 12 21 3

11 22 21 12 4

1 1 .
4 4S S

D D D D V
D D D D V

D D V
D D D D V
D D D D V

− 
 − =  −
  − 

Укажем условия для нахождения обобщенной константы (ОК) 11 3 22 4 22 1D C D C D C= = =  
11 2D C= = 12 4D C= = 21 4D C= = 22 1 12D C D C= =  для всех правых обратных операторов 1,ik ikD I =  

, 1, 2i k =  и запишем матрицы
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Справедливы соотношения
 ( ) ( )1 1 1,D I =    ( ) ( )2 2 1.D I =
Определим ОС выражением
 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 2 ! ! 1 2 .m n m nX X C m n I I C=
Введем проекционные операторы
 ( ) ( ) ( )1 1 1 1 ,P I D= −    ( ) ( ) ( )2 1 2 2 ,P I D= −    ( ) ( )1 2 .P P P=

2. Параметрический вариант метода ОС

Дальнейшее развитие метода для пространства высокой размерности вполне возможно, 
однако структура решения сильно осложнена, поскольку размерность решения растет  растёт 
как 2 .d  Следует также указать, что в приложениях к квантовой механике встречаются систе-
мы большей сложности, чем система Максвелла и Дирака, например система Шредингера. Го-
раздо чаще возникает необходимость решения одного уравнения, например уравнения Лапла-
са, в пространстве высокой размерности. Даже с теоретической точки зрения  курс 
математической физики в основном рассматривает уравнения второго порядка разных типов. 
Поэтому целесообразно рассматривать несколько другой параметрический вариант [10–12] 
метода ОС, имеющий дело с одним уравнением.

Предположим, что оператор D представлен как произведение двух операторов 1,D  2 ,D  т. е. 
1 2.D D D=  Линейные операторы 1,D  2D  в общем случае считаем некоммутирующими. Как и 

ранее в п. 1, предполагаем, что хотя бы один операторов имеет непустое ядро
 1 1 0,D C =    2 2 0.D C =
Далее эти элементы С будем называть обобщенными константами (ОК) относительно 1,D  

2.D  Предполагаем, что 1,D  2D  имеют правые обратные 1,I  2I
 1 1 1,D I =    2 2 1.D I =
Дополнительно примем, что операторы 1,D  2 ,D  а следовательно и 1,C  2C  зависят от одно-

го независимого переменного .x
Простейшим примером может служить

 1 ,dD
dx

=   2 ,dD
dx

=   
2

2 .dD
dx

=  (2.1)

В этом случае 1 2,C C  константы.
Обобщенной константой относительно оператора D  будет функция 
 1 1 2 ,C C I C= +  (2.2)
Поэтому для примера (2.1) это линейная функция. 
Для случая операторов, рассмотренных в п.1 имеем
 ( ) ( )1

1 0 2, .C C X x x C= +
Далее величины 1 2,C C  назовем параметрами, и пока не наложены какие-либо условия, 

рассматриваем как новые независимые переменные. Параметры 1,C  2C  можно фиксировать, 
потребовав например, обращение C  в ноль во второй точке 1x

 ( )1 1 1̀ 2.C x C x C= +  (2.3)
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На основе общего определения ОС, данного ранее, и приняв в качестве правого обратного 
для D произведение операторов 1 2,I I

 1 2 ,I I I=    1,DI =

имеем ( ) ( )0, ! .p pX x x p I C=
Выполнено правило ( ) ( )1 .p pDX pX −=
Если ввести проекционный оператор 1 2 ,P P P D= +  то выполнены свойства ( ) 0,pPX =  0,p >  

.PC C=  Подставив С и I из (2.2) и (2.3) найдем 

 ( ) ( ) ( ) ( )0 1 2 1 1 2 1 2, ! .p ppX x x p I I C I I I C= +

Для случая (2.1) найдем 

 ( ) ( ) ( ) ( )
2 2 1

0 1 2, ! .
2 ! 2 1 !

p p
p x xX x x C p C C

p p

+ 
= +  + 

Если взять случай Берса, то 

 ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

( )2 2 1
0 0 1 2

1 1, ! , .
2 ! 2 1 !

p p pX x x C p X x x C X C
p p

+ 
= +  + 

Перейдем к случаю двух переменных 1 2,x x  и двух операторов (1),D  (2)D

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 1 2 11 1 1 , 2 2 2 .D D D D D D= =

Набор операторов 1(1),D  2 (1)D  и 1(2),D  2 (2)D  должны удовлетворять всем требованиям, 
установленным ранее, то есть иметь 1(1),C  2 (1)C  и 1(2),C  2 (2),C  для которых 1 1(1) (1)D C =

2 1(1) (1)D C= = 1 2(2) (2)D C= = 2 2(2) (2) 0D C= =  и иметь обратные 1 1(1) (1) 1,D I =  2 2(1) (1) 1.D I =
Операторы 1(1),D  2 (1)D  и 1(2),D  2 (2)D  не обязаны коммутировать между собой, но обяза-

ны коммутировать операторы с разными символами в скобках. Например, пара вида

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 1 2 1 1 1 2 1 2 2 1 2
1 1 2 2

1 1 , 2 2 .D D a x a x D D b x b x
x x x x
∂ ∂ ∂ ∂

= =
∂ ∂ ∂ ∂

удовлетворяет этим требованиям.
На основе поставленных условий для (1)C  найдем
 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1 2 1 1 21 1 1 1 , 2 2 2 2 ,C C I C C C I C= + = +

где 1 1(1) (1) 0,D C =  2 2(1) (1) 0.D C =
Для (1, 2)C  согласно [4] имеем
 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1 2 1 3 1 1 41, 2 1 2 1 2 1 2 .C C C C I C I C I I C= = + + +

Далее iC  будем называть параметрами.

3. Построение симметризованных обобщенных степеней

На основе ранее введенных операторов (1), (2)D D введем операторы

 
( ) ( )( )

( ) ( )( )

1 1 2
2 .
1 1 2
2

S

S

D D D

D D D

= + 

= −


 (3.1)

Операторы типа (3.1) в различных частных случаях хорошо известны. Например, в теории 
решений простейшего волнового уравнения используются переменные Даламбера ,x ctη = +  

.x ctξ = −  Если принять, что 2 ,x iy=  то придем к производным по комплексным сопряженным 
переменным. Во всех этих случаях (1),D  (2)D  производные первого порядка. 
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В случае параметрических ОС это операторы второго порядка. Например, примем

 ( )
2

2
1

1 ,D
x
∂

=
∂

      ( )
2

2
2

2 .D
x
∂

=
∂

В этом случае оператор 
2 2

2 2
1 2

S SD D
x x
∂ ∂

= −
∂ ∂

 входит в известное уравнение теории упругости. 

Если (1), (2)D D  содержат вторые производные в виде (3.1), то оператор SD  эллиптическо-
го типа, а SD  — гиперболического. Назовем их симметризованными. Это операторы Лапласа. 
Рассмотрим линейные комбинации

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1 1 11 2 , 1 2 .S X X S X X= + = −

По построению имеем

 
( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )

1 1 1 1

1 1 1 1

1 2 , 1 2 0,

1 2 0, 1 2 .

S S

S S

D X X C C D X X C

D X X C D X X C C

+ = + =

− = − =

Введем символическое выражение

 ( ) ( ) ( ) ( )( )1 2 ,
n

nS C X X C= +

понимая под ним биномиальный многочлен ОС

 ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )1

0
1 2 1 2 .

nn nn i i
n

i
S C X X C C X X C−

=

= + =∑
Опираясь на свойства ОС можно доказать

 ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) 1
1 2 1 2 ,

n n

SD X X C n X X C
−

+ = +

 ( ) ( ) ( ) ( )( )1 2 0,
n

SD X X C+ =

записав символическое произведение 

 ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )1 2 1 2
m n

m nS S X X X X C= − +

в виде многочлена

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ), , 1

0
1 2 .

i m n
m n m n m n i

i
i

V a X X C
= +

+ −

=

= ∑
Коэффициенты ( ),m n

ia  найдем из соотношений
 ( ) ( ) ( ), 1 , ,

1 ,m n m n m n
i i ia a a+

−= +  при ( ),
1 0, 0,1,..., ,m na i m n− = = +

 ( ) ( ) ( )1, , ,
1 .m n m n m n

i i ia a a+
−= −  при ( ),

1 0, 0,1,..., ,m na i n m− = = +
Можно доказать прямым вычислением 
 1 ,m n m n

SD S S C nS S C−=

 1 .m n m n
SD S S C mS S C−=

В матричном варианте ОС симметризованные ОС были введены ранее [3]. В параметриче-
ском варианте рассмотрены в данном сообщении С формальной точки зрения нет различия в 
основных соотношениях.

Заключение

В настоящем сообщении приведены:
1. Краткое изложение теории Л. Берса, в которой возникает понятие обобщенной степени.
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2. Развитие метода в матричной форме. Его приложение к построению решений линейных 
дифференциальных систем уравнений.

3. Параметрический вариант метода обобщенных степеней и его основные свойства. Пре-
имущества и недостатки этого варианта обобщенных степеней.
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УДК 517.957

НЕКОТОРЫЕ ЗАДАЧИ СПИНОВОГО ГОРЕНИЯ

Крымский федеральный университет имени В. И. Вернадского

А. А. Гребенева, В. А. Лукьяненко, Ю. А. Хазова

Аннотация. Рассматриваются феноменологические модели спинового горения. Откры-
тие нестационарных эффектов, автоколебательного и спинового режимов распростране-
ния зоны экзотермической реакции, принадлежит Я. Б. Зельдовичу, развившему теорию 
горения конденсированных систем. Для задачи на всей плоскости решение строится с по-
мощью преобразования Фурье, получено эквивалентное нелинейное интегральное урав-
нение. Для модели горения тонкостенного цилиндра проведен бифуркационный анализ и 
сформулированы утверждения об устойчивости и динамике рождающихся решений. По-
лучена зависимость автомодельных циклов горения от пространственной переменной. 
Приводятся результаты численных расчетов.
Ключевые слова: нелинейное уравнение спинового горения, нестационарные эффекты, 
решения типа бегущих волн, метод Галеркина, бифуркация решений.

Введение

Феноменологическое уравнение спинового горения предложено А. П. Алдушиным, 
Я. Б. Зельдовичем и Б. А. Маломедом [1–3] 

 

2
2

2

42 1 ,
4 2

( 2 , )
3

) ( , ,x R t x t

λ βλξ ξ ε ξ ξ ξ ξ
π π

ξ π ξ

  + = − + ∆ + −∆    
+ =

    

 (1)

где ( , )x tξ ξ=  — функция, описывающая фронт распространения реакции горения. Инкре-
мент неустойчивости 0 1,ε<   0λ >  — корреляционная длина теплопроводности связей 
между соседними участками фронта, 0β >  — коэффициент нелокальной связи участков 
фронта. Точка означает дифференцирование по времени, а ∆  — одномерный лаплассиан.

Уравнение представляет собой сингулярно возмущенное нелинейное параболическое 
уравнения ван-дер-полевского типа. С его помощью можно исследовать пространственные 
нестационарные эффекты горения полого цилиндра радиуса .R  Представляет интерес дина-
мика бегущих волн при изменении параметра R  [4, 7–9].

Динамика бегущих волн исследовалась в [7] методом квазинормальных форм. Для таких 
уравнений Е. П. Беланом и соавторами развит метод, в котором сочетаются метод Галеркина и 
метод Крылова — Боголюбова — Митропольского — Самойленко. С его помощью найден 
критерий устойчивости бегущих волн [4, 5], связанный с, так называемым, принципом 1:2 
взаимодействия, а также установлено явление высокомодовой буферности [5, 6]. Учитывая, 
что поведение решений зависит от увеличения параметра ,R  то представляет интерес рассма-
тривать уравнения на плоскости, а также заменить оператор −∆  на псевдодифференциаль-
ный оператор ( ) ,α−∆  0 1α< <  [10].

В первом разделе работы установлена связь задачи Коши для феноменологичного уравне-
ния спинового горения на 2

  с нелинейным интегральным уравнением типа свертки [12]. 
Во втором разделе проводится бифуркационный анализ для тонкостенного цилиндра.
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1. Задача спинового горения на всей плоскости

Рассмотрим задачу спинового горения на 2
  с оператором ( ) ,α−∆  0 1:α< <

 ( )
2

2
22 1 ( ) , 4 ,

3
0, , ,

4 2
u u u u u u t x yαλ βλε µ

π π
µ

 
+ = − + ∆ + −∆ > ∈

 
=     

  (2)

 0 1( , ,0)( , ,0) ( , ,), ( ).u u x y u yx u x y xy = =  (3)
Для решения задачи (2)–(3) во всем пространстве применим двойное преобразование Фурье:

 ( ) 2

( )1( , , ) ( , , ) ( , , ) .
2

i x yU t Fu t u x y t e dxdyξ ηξ η ξ η
π

+= = ∫


Утверждение 1. Задача Коши (2)–(3) для нелинейного уравнения спинового горения пред-
ставима в виде нелинейного интегрального уравнения вида 

 
2 1 0 2 1

1( , , ) ( ( , , ) ( , ) ( , , ) ( , ))
2

u x y t k x y t u k x y t u d dξ η ξ η ξ η ξ η ξ η
π

= − − + − − −∫
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где { }1( , , ) ( , , ) ( , , ), 1, 2,3;j jk x y t F t x t jK yξ η−= =

( , )
1
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)
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b

K e tξ η ξ ηξ η ξ η ξ η
ξ η
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2 3
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b
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1
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1 ( )qb αλ λβξ η ε ξ η ξ η ε ρ ξ ρ θ η ρ θ
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= − − + + + = = 

 

 
  = −
 
 

Доказательство. 
В образах Фурье для (2)–(3) получаем задачу Коши с коэффициентами, зависящими от па-

раметров ,ξ  :η
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2 1 ( ) ( ) 2 ( , , ), , ,
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≡ − − + + + = ∈ 
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 (5)

где ( , , )G tξ η  обозначено преобразование Фурье ( )3 ,F uµ−   4 .
3

µ =

Зависимость от t  выберем в виде ( , , ,) ( , ) tU t C eυξ η ξ η=  тогда характеристическое уравне-
ние линейной части имеет вид: 

 
2

2 2 2 2 2
22 1 ( ) ( ) 1 0.

4 2
αλ λβε ξ η ξ υυ η

π π
 

− − + + + + = 
 

 (6)

Обозначим через 2 2 2 2 2 2 2 21 ( ) ( ) 1( ) ,q α αρ λ ξ η λβ ξ η λ ρ λβρ− + + + − += =  в полярной систе-
ме координат cos ,ξ ρ θ=  sin .η ρ θ=  Для корней характеристического уравнения (6):

 2 2
1,2 ( ) ( ) 1q qε ερυ ρ= ± −  (7)

возможны три случая:
1) корни кратные и действительные, если 2 2 ( ) 1 0;q ρε − =
2) корни различные и действительные, если 2 2 ( ) 1 0;q ρε − >
3) корни комплексные, если 2 2 ( ) 1 0.q ρε − <
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Первые два случая соответствуют затухающим (или растущим) решениям. Наибольший 
интерес представляют комплексные корни вида .Re iIm a ibυ υ υ= ± = ±  В полярной системе 
координат ( ),a Re qυ ε ρ= =  2 2Im 1 ( ).b qυ ε ρ= = −

В случае комплексных корней (7) для характеристического уравнения (6) общее решение 
однородного уравнения (5) 0LU =  имеет вид:

 ( ) 21 2 1 21( , , ) ( , ) cos ( , )sin ( , ) ( , , ) ( , ) ( , , ).atU t e C bt C bt C U t C U tξ η ξ η ξ η ξ η ξ η ξ η ξ η= + = +
Представление решения задачи Коши (5) с правой частью 2 ( , , )G tε ξ η  можно представить 

в виде: 
 0 1 1 2( , , ) ( , ) ( , , ) ( , ) ( , , )U t U K t U K tξ η ξ η ξ η ξ η ξ η= + +  (8)

 3
0

2 ( , , ) ( , , ) .
t

K G dε ξ η τ ξ η τ τ+ ∫
Применив к (8) обратное преобразование Фурье, с учетом теоремы о свертке 1{ }F KG k g− = ∗  

[12], получим искомое представление (4).
В операторном виде 3( ) ,u A u f= +  где A  — оператор с ядром

 ( )
3 0

0

sin ( )( , , ) ( ) ,
( )

a t b tk x y t e J r d
b

ρ ρ ρ ρ ρ
ρ

∞

= ∫

при вычислении которого используется интеграл ( cos sin )
0

1( ) ,
2

i x yJ r e d
π

ρ θ θ

π

ρ θ
π

− +

−

= ∫  где cos ,x r ϕ=  

siny r ϕ=  [11]. Если 0 ( , ) 0,u x y =  1( , ) 0,u x y =  получаем нелинейное уравнение 3( )u A u=   или 
3( ),tu A u=   или, обозначив ,v u=   получим уравнение 3

tv A v=  удобное для применения итера-
ционных методов.

2. Горение в тонкостенном цилиндре

Остановимся детальнее на исследовании периодических решений уравнения (1) на окруж-
ности радиуса ,R  которое соответствует спиновым режимам горения тонкостенного цилин-
дра. Сделаем замену ,x Rθ=  ( , ) ( , ) ( , ) :x t R t u tξ ξ θ θ= =

 

2

2 2

0 1

2
22 1 ( ) , 0 1,

4 2
(

4

2 , ) ( , ), 0 2 ,
( ,0) ( ), ( ,0) ( ).

3
u u u u u u

R
u t u t
u u

R

u u

α
α

λ βλε α
π π

θ π θ θ π
θ θ θ θ

  + = − + ∆ + −∆ < <    
+ = ≤ ≤

= =

    



 (9)

Также могут быть заданы краевые условия, например, условия Неймана:

 0 2 0.| |u u
θ θ πθ θ= =

∂ ∂
= =

∂ ∂
 

 (10)

Для решения задачи (9) применим дискретное преобразование Фурье W  [12]:

 1( , ) ( ) , .in
n

n
nWu u W uu t u t e θθ −

∞

=−∞

= == ∑
В образах Фурье для функций ( )nu t  получим: 

 22

2 2
2

22 1 ,
4 2

2 ( )n n n n n
nLu u n u u

R
g t

R α
αλ βλε

π π
ε

 
≡ − − + + = 

 
   (11)

где 1 3, ( , ) ( ) .in
n n

n
g W G G t u e θθ µ

∞
−

=−∞

= = − ∑ 

Для уравнения 0nLu =  соответствующее характеристическое уравнение: 
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 2

2
2

2

2
2

22 1 1 0.
4 2 nn RR

n nα
αλ βλε ω

π π
ω

 
− − + + = 

 
 (12)

Построим решение задачи (9)–(10) для комплексных корней характеристического уравне-
ния (12):

 ( ) 2 22

22 2 2 2
2 2 2

1,2 22 21 1 1,
4 42 2n

n nn n
R R RR α α

α αλ βλ λ βλω ε
π π π

ε
π

   
= − + ± − + −   

   
 (13)

где ( )1,2 n nn
Re iImω ω ω= ± , n nRe qω ε= , 2 2Im 1 ,n nqω ε= − 22

2 2
2

21 .
4 2nq n n

R R
α

αλ βλ
π π

− +=

Из полученных выкладок следует
Утверждение 2. Решение исходной задачи (9) для комплексных корней представимо в виде  

 ( )1 0 2 1
1( , ) ( ) ( ) ( ) ( )

2
U t K s u s K s u s ds

π

π

θ θ θ
π −

= − + − −∫  (14)

 3
3

0

12 ( , ) ( , ) ,
2

t

K s t u s dsd
π

π

µε θ τ τ τ
π −

− − −∫ ∫ 

где 
2 1( ) ( )

2 1
1

2 1

( ) ( ) ,
(

( ) ( )
) ( )

n nt t
n n

n
n

n

e ek t
ω ωω ω
ω ω

+
−

=  
2 1( ) ( )

2
2 1

( ) ,
( ) )

( )
(

n nt t

n
n n

e ek t
ω ω

ω ω
+
−

=  
2 2

3 2 2

1
( ) ( ) ,

1
nn q t

n

n

sh q t
k t e

q
εε

ε

− ⋅
=

−
 

( , ) ( ) ( , ),j j nK t W k tθ θ=  1,2,j =  3
3 3

1 ( , ) ( , ) ( ) ,
2 n nK s t u s dsd W k g

π

π

θ τ τ τ
π −

− − =∫   2 2 1 0.nqε − <

Представление (14) позволяет находить вид приближенного решения в зависимости от ма-
лого параметра 0 1ε<   и параметров ,β  ,λ  .α  Найдем приближенные решения (9) при 

1
2

α =  с помощью метода Галеркина. Обозначим 2 .Rπρ
λ

=  Согласно методу при малых коле-

баниях решением уравнения является функция вида:
 0 1( , ) ( ) ( ) cos ( , ),u t y t y t v tθ θ θ= + +  (15)

где ( ),ky t  0,1k =  — периодические относительно переменной t  функции, функция ( , )v tθ  так-
же периодическая, кроме того обладает следующими свойствами:

 
2 2 2

0 1 2
0 0 0

1 1 1: ( , ) 0, : cos ( , ) cos 0, : sin ( , )sin 0.P v v t dt Pv v t tdt P v v t tdt
π π π

θ θ θ θ θ
π π π

= = = = = =∫ ∫ ∫
Операторы ,iP  0,1,2i =  выписаны на основании реализации условий разрешимости.

Параметр 
2

1 2 21
4 2

q
R R

λ βλ
π π

= − +  будем рассматривать в качестве бифуркационного параме-

тра. Раннее в работе [9] 1q  обозначено как 1 2

1 11 β
ρ

α
ρ

= − +  при 2 .Rπρ
λ

=

На международной конференции имени И. Г. Петровского [8] анонсировалось построение 
периодического решение задачи (9):

 ( )0
2

0
1( , , ) cos 3sin sin 3 ( ),

12
Ou θ τ ε τ ε τ τξ ε= + − +=  (16)

где ( ) 2 2 2
1 1

11 1 6( 1) ( , ( 1) ) .
4

q O q tτ ε ε = + − − + − 
 

Дальнейшие исследования показали, что после прохождения бифуркационного параметра 
через критическое значение 1 1,q =  от решения (16) ответвляется пара периодических решений:

 11 1 1( , , ) 3 2 cos 2 1sin cos ( ).u qq Oθ τ ε τ τ θ εξ ± = − − += ±  (17)
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Спектр системы имеет вид:
 { }1 11, 3, , 1, 3, ,k kq qq q− − … − − …  при 1,2,k = ….
Исследуя динамику периодических структур и проведя бифуркационный анализ, можно 

сформулировать утверждение:
Утверждение 3. Решение уравнения (9), представленное в виде (16), является устойчивым 

при 1 1.q <  После прохождения через критическое значение параметра 1 1q =  решение теряет 
свою устойчивость, рождается пара других устойчивых периодических решений (17). Пара 
ответвляющихся решений (16) существует только на интервале 31; .

2
 
 
 

Численный анализ устойчивости иллюстрирует зависимость динамики решений от пара-
метра β  (который содержится в 1q ). Его изменения приводят к изрезанности волн.

Так как 1 2

1 11 ,q β
ρ ρ

= − +  то 1q  монотонно возрастает на промежутке 0,
2
β 

 
 

 и монотонно 

убывает на промежутке , .
2
β ∞ 

 
 Динамика системы (9) при возрастании ρ  зависит от вели-

чины .β  Кроме того, 1 1( ) 1qq ρ= →  при .ρ →∞  То есть можем сделать вывод, что параметр ρ 
также является бифуркационным, его критическим значением является 1 .ρ

β
=

На рис. 1–2 представлено поведение автомодельных режимов 1 ( , , )tθξ ε±  при фиксирован-
ном значении параметра 1,4ρ =  и параметре 0.8β =  (рис. 1) и 1,4β =  (рис. 2), для которых 
характерна зависимость амплитуды колебаний от величины коэффициента нелокальной свя-
зи β  и пространственной переменной .θ

Рис. 1. Решения 1ξ
±  при 1 1,06q =

Рис. 2. Решения 1ξ
±  при 1 1, 48q =
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Утверждение 4. Увеличивая значения параметра β  при фиксированном ,ρ  увеличивается 
максимальное значение амплитуды A  (коэффициент при cosθ ). К аналогичной ситуации 
приводит увеличение параметра ρ  при фиксированном ,β  — это объясняется амплитудной 
турбулентностью, скачкообразным характером зависимости амплитуды автомодельных ци-
клов от пространственной переменной .θ  Вблизи бифуркационного значения 1ρ

β
=  ампли-

туда принимает постоянное значение равное 1,  что соответствует амплитуде синфазной вол-
ны 0 cos ( ).t Oξ ε= +

Заключение

В работе рассмотрены основные задачи теории горения, автоколебательный и спиновый 
режимы распространения фронта реакции для феноменологической модели спинового горе-
ния с псевдодифференциальным оператором ( ) ,α−∆  0 1.α< <

Впервые с помощью двойного преобразования Фурье, когда зона горения вся плоскость, 
исходная задача приводится к нелинейному интегральному уравнению с ядрами, зависящими 
от функции Бесселя. 

Для области тонкостенного цилиндра проведен анализ периодических решений уравнения 
спинового горения, в результате исследования сформулировано утверждение об устойчивости 
решения в зависимости от значения бифуркационного параметра, а также утверждение о динами-
ке рождающихся решений в зависимости от коэффициента нелокальной связи участков фронта.

Дальнейший интерес представляет изучение феноменологического уравнения спинового 
горения на полуплоскости и исследование спинового режима в тонкостенном цилиндре при 
произвольной степени α  оператора Лапласа.
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УДК 517.984.3

О СВЯЗИ ЛОКАЛЬНО ЯДЕРНЫХ ОПЕРАТОРОВ 
И ОПЕРАТОРОВ ГИЛЬБЕРТА — ШМИДТА

Воронежский государственный университет

Е. Ю. Гусева

Аннотация. Пусть X  — банахово пространство, ( )XJ  — собственный банахов идеал в 
алгебре ( )XB  всех линейных ограниченных операторов, действующих в ,X  а T  — ли-
нейный ограниченный оператор, действующий в ( , ),c

pl X  1 .p≤ ≤ ∞  Оператор T  на-
зван локально сглаживающим, если он представим в виде

( ) , ,
c

c
k km k m

m

Tx b x k−
∈

= ∈∑




где ( ),kmb X∈J  причем

( ) , , ,c
km mXb k mβ≤ ∈J 

здесь ( )X⋅ J  — норма банахова идеала, 1, ( , ),c
glβ ∈    а g — вес на .c

  Для класса локально 
сглаживающих операторов доказывается аналог классического утверждения о том, что  
произведение двух операторов Гильберта — Шмидта является ядерным оператором.
Ключевые слова: локальный оператор Гильберта — Шмидта, локально ядерный опера-
тор, наполненная подалгебра, разностный оператор, оператор свертки, норма с весом.

Введение

В докладе доказывается, что произведение двух локальных операторов Гильберта — Шмид-
та является локально ядерным оператором.

1. Основные определения

Линейное пространство B  называют [1, 9] алгеброй, если в нем определено умножение, 
обладающее свойствами

 
( ) ( ) ,

( ) ( ) ( ),
( ) , ( ) .

A BC AB C
AB A B A B

A B C AC BC A B C AB AC
α α α

=
= =

+ = + + = +
Если B  дополнительно является нормированным пространством и

 ,AB A B≤ ⋅
то B  называют нормированной алгеброй. Если нормированная алгебра является полным (т. е. 
банаховым) пространством, ее называют [1, 9] банаховой алгеброй.

Подпространство J  в алгебре B  называют (двусторонним) идеалом, если из J ∈J  и A∈B 
вытекает, что , .AJ JA∈J

Пусть H  — сепарабельное бесконечномерное гильбертово пространство. Оператор 
( )A H∈B  называют [7, гл. 7, с. 170–174, 17, 6, гл. 2, с. 81] оператором Гильберта — Шмидта, 

если для некоторого ортонормированного базиса { }ie H⊆

 2 .i
i

A Ae= < ∞∑G
 

Множество всех операторов Гильберта — Шмидта ( )A H∈B  обозначим символом ( ).HG  Из-
вестно, что множество ( )HG  является идеалом в ( ).HB  Более того
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( )

, , ( ), ( ).
H

JA AJ J A J H A H≤ ∈ ∈
B

B
G G G

S

Пусть X  — банахово пространство, а *X  — его сопряженное. Оператор ( )A X∈B  называ-
ют [8, 12, 15, 16] ядерным, если он представим в виде

 
1

( ) ,i i
i

Ax a x y
∞

=

=∑  (1)

где ,iy X∈  *,ia X∈  и

 
1

.i i
i

a y
∞

=

⋅ < ∞∑
Коротко это принято записывать так:

 
1

.i i
i

A a y
∞

=

= ⊗∑
Множество всех ядерных операторов ( )A X∈B  обозначим символом ( ).XN  Положим

 
1

inf ,i i
i

A a y
∞

=

= ⋅∑N
 (2)

где инфимум берется по всем представлениям оператора A  в виде (1).
Известно [8, 6.3.2], что множество ( )XN  является идеалом в ( ).XB  При этом
 

( ) ( ) ( ) ( )
, , ( ), ( ).

X X X X
JA AJ J A J X A X≤ ∈ ∈

B
B

N N N
N

Идеал ( )XN  является полным (т. е. банаховым) пространством относительно нормы (2).
Известно [7, с. 175], что произведение двух операторов Гильберта — Шмидта является 

ядерным оператором. Кроме того, справедлива оценка
 2 1 1 2 ,A A A A A= ≤

N N G G
 (3)

где 1 2, :A A X X→ — операторы Гильберта — Шмидта. Действительно,

 
2 2* *

2 1 1 2 1 2 1 2
1 1 1

.k k k kX XX X
k k k

A A A A e A e A e A e A A
∞ ∞ ∞

= = =

= ≤ ⋅ ≤ ⋅ =∑ ∑ ∑N N G G

Каждый ядерный оператор является оператором Гильберта — Шмидта.

2. Сглаживающие операторы

Пусть .c∈  Весом на группе c
  называют функцию : (0, ).cg → +∞  Всегда будем предпо-

лагать, что вес на c
  обладает следующими свойствами:

(a) (0) 1,g =
(b) ( ) ( ) ( )g m n g m g n+ ≤  для всех ,, cm n∈
(c) ( ) ( ),g n g n− =

(d) ln ( )lim 0
n
n

g nt
n∈

→∞

=


 для всех .ct∈

Приведем примеры [10, 5.21, 11] весов на группе .c
  Пусть 0 1,b≤ <  0a ≥  и , 0,s t ≥  тогда 

функции

 | |

| |

( ) 1,
( ) (1 | |) ,

( ) (1 | |) ,

( ) (1 | |) ln ( | |)

b

b

s

a n s

a n s t

g n
g n n

g n e n

g n e n e n

=

= +

= +

= + +
удовлетворяют условиям (a)–(d) из определения веса.
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Пусть g — вес на ,c
  а B — банахова алгебра. Пространством 1,gl  на c

  со значениями в B с весом 
g называют множество 1, ( , ),c

gl B  состоящее из всевозможных семейств { : },c
ma a m= ∈ ∈B   

для которых
 

1,
( ) .

g c
ml

m

a a g m a
∈

= = < ∞∑


Очевидно, что 1, ( , )c
gl B  — линейное пространство относительно покоординатных операций 

сложения и умножения на скаляры. Если ( ) 1,g n ≡  то пространство 1, ( , )c
gl B  совпадает с 

обычным пространством 1( , ).cl B  Относительно операции свертки, взятой в качестве умно-
жения, 1, ( , )c

gl B  превращается в банахову алгебру.
Обозначим через ( , ),c

p pl l X=   1 ,p≤ ≤ ∞  пространства последовательностей ,, c
nx X n∈ ∈  

ограниченных по обычным нормам.
Пусть X  — банахово пространство и ( )XJ  — двусторонний идеал в алгебре ( )XB . Сим-

волом ( )1, , ( )c
g Xs J  обозначим множество всех операторов ( )( , )c

pT l X∈B   вида
 ( ) , ,

c

c
k km k m

m

Tx b x k−
∈

= ∈∑




где ( )kmb X∈J  и выполнена оценка
 

( )km mX
b β≤

J

для некоторого 1, ( , ).c
glβ ∈    Операторы класса ( )1, , ( )c

g Xs J  назовем локально сглаживаю-
щими. Нетрудно показать, что ( )1, , ( )c

g Xs J  образует подалгебру (и даже идеал) в алгебре 
( )( , ) .c

pl XB   Операторы, принадлежащие подалгебре ( )1, , ( )c
g Hs  G  назовем локальными опе-

раторами Гильберта — Шмидта, а операторы, принадлежащие подалгебре ( )1, , ( )c
g Xs  N  — 

локально ядерными.
Некоторые классы локально сглаживающих операторов изучались в [2–5, 13, 14].

3. Основной результат

Следующая теорема представляет собой аналог классического утверждения о том, что про-
изведение двух операторов Гильберта — Шмидта является ядерным оператором для класса 
локально сглаживающих операторов.

Теорема. Произведение двух локальных операторов Гильберта — Шмидта является ло-
кально ядерным оператором.

Доказательство. Пусть ( )1 2 1,, , ( )c
gT T H∈s  G  — локальные операторы Гильберта — Шмид-

та. По определению они представимы в виде
 1 2( ) , ( ) , ,

c c

c
k km k m k km k m

m m

T x a x T x b x k− −
∈ ∈

= = ∈∑ ∑
 



где , ( ),km kma b H∈G  причем
 , ,km m km ma bα β≤ ≤

G G

для некоторых 1,, ( , ).c
glα β ∈    В силу определения произведения операторов для любого 

( , )c
px l H∈   имеем

 1 2 2 ,( ) ( ) , .
c c c

c
k km k m km k m l k m l

m m l

TT x a T x a b x k− − − −
∈ ∈ ∈

= = ∈∑ ∑ ∑
  



Поскольку ( , ) ( , ),c c
pl H l H∞⊆   семейство { : }c

ix i∈  ограничено. Поэтому последний двой-
ной ряд абсолютно сходится (при фиксированном k). Следовательно, его можно суммировать 
в любом порядке.

Сделаем замену переменной суммирования :l r m= −
 1 2 ,( ) , .

c c

c
k km k m r m k r

m r

TT x a b x k− − −
∈ ∈

= ∈∑ ∑
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После замены порядка суммирования получим
 1 2 ,( ) , .( )

c c

c
k km k m r m k r

r m

TT x a b x k− − −
∈ ∈

= ∈∑ ∑
 



Для того чтобы оператор 1 2TT  был локально ядерным, требуется, чтобы сумма произведений 
операторов Гильберта — Шмидта ,

c
km k m r m

m

a b − −
∈
∑


 была ядерным оператором. Поскольку произ-

ведение двух операторов Гильберта — Шмидта является ядерным оператором, каждый эле-
мент ,km k m r ma b − −  суммы является ядерным оператором, то есть представим в виде (1) и имеет 
конечную норму (2). Поскольку множество ядерных операторов ( )HN  является идеалом в 

( ),HB  любая конечная сумма таких операторов также является ядерным оператором. Приме-
няя оценку (3) для нормы ядерного оператора, являющегося композицией двух операторов 
Гильберта — Шмидта, покажем, что ряд ,

c
km k m r m

m

a b − −
∈
∑


 абсолютно сходится по норме идеала 

ядерных операторов. Имеем
 , , .

c c
km k m r m km k m r m

m m

a b a b− − − −
∈ ∈

≤ ⋅ < ∞∑ ∑
 

GN G

Более того, справедливо неравенство
 , ( * ) .

c c
km k m r m m r m r

m m

a b α β α β− − −
∈ ∈

≤ =∑ ∑
 

N
 (4)

В силу полноты идеала N  отсюда следует, что рассматриваемый ряд ,
c

km k m r m
m

a b − −
∈
∑


 сходится в 

N  и тем самым определяет оператор Гильберта — Шмидта.
Поскольку 1, ( , )c

gl    — алгебра, свертка *α β  также принадлежит 1, ( , ).c
gl    Отсюда в 

силу оценки (4) следует, что оператор 1 2TT  является локально ядерным.
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УДК 517.3

ПРИМЕНЕНИЕ ОБОБЩЕННОГО ПОТЕНЦИАЛА БЕССЕЛЯ К РЕШЕНИЮ 
НЕОДНОРОДНОГО СИНГУЛЯРНОГО УРАВНЕНИЯ ПУАССОНА

Чеченский государственный университет им. А. А. Кадырова

А. Л. Джабраилов

Аннотация. В этой статье мы рассматриваем оператор типа свертки, называемый обоб-
щенным потенциалом Бесселя. Наш главный результат — это нахождение решения неод-
нородного интегрированного сингулярного экранированного уравнения Пуассона 
( ) ,k

yI u f− ∆ =  .k N∈
Ключевые слова: обобщенная свертка; обобщенный потенциал Бесселя; дробные степе-
ни многомерных операторов; обратный оператор; преобразование Ханкеля.

Введение

Теория потенциала берет свое начало из теории электростатического и гравитационного 
потенциалов и уравнений Лапласа, волн, Гельмгольца и Пуассона. Известно, что знаменитые 
потенциалы Рисса являются реализациями действительных отрицательных степеней Лапласа 
и волновых операторов. Между тем, в теории потенциала большое внимание уделяется потен-
циалу Бесселя

 ( ) ( ) ( ) , 0,nR
a

aG f x G x y f y dy a= ∫ − >

где 

 

2
2

2

2 2

( )
2( ) ,

2

n a
n a

a n n a

K x
G x

a xπ Γ

− −
−

−=
 
 
 

и vK  обозначает модифицированную функцию Бесселя второго рода. Оператор Gα  можно 
интерпретировать как реализацию реальных отрицательных степеней оператора ( ).I −∆

1. Основные определения

Пусть nR  — n-мерное Евклидово пространство, тогда 
 { }1 1( ,..., ) , 0,..., 0 ,n n

n nR x x x R x x+ = = ∈ > >

 { }1 1( ,..., ) , 0,..., 0 .n n
n nR x x x R x x+ = = ∈ ≥ ≥

Через 1 ( ,..., )nγ γ γ=  обозначим мультииндекс, состоящий из положительных фиксирован-
ных действительных чисел 0,iy ≥  1,..., ,i n=  1 ... .ny y y= + +

Пусть ( ,)n
p pL R Lγ γ

+ =  1 p≤ < ∞  — пространство измеримых на nR+  функции четных по ка-
ждой переменной ,ix  1,...,i n=  таких, что | ( ) | ,n

p
R

t f x x dxγ

+
∫ < ∞  где ( 1) .in

i ix xγγ
== ∏

Для 1,p ≥  pLγ  — норма f  определяется формуло 1/
,( )

|| || || || ( ( ) ) .n n
p

p p
pL R R

f f f x x dxγ
γ

γ
+ +
= = ∫

Нормализованная функция Бесселя первого рода vj  определяется формулой 

 2 ( 1)( ) ( ),
v

vvv
vj x J x

x
Γ +

=

где vJ  — функция Бесселя первого рода.
Для nx R∈  будемиспользовать обозначение
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 ( )1
1 , (0, ) 1.

2
( , ) in

i i ij
j

x jx γ
γ γξ ξξ =

−= =∏

Многомерное преобразование Ханкеля функции 1 ( )níf L R+∈  определяется как 
 [ ]( ) [ ( )]( ) ( ) ( , ) .nR

yF f F f x f x j x x dxγ γ γξ ξ ξ
+

= = ∫

В качестве пространства основных функций будем использовать подпространство про-
странства быстроубывающих (шварцевых) функций:

 : sup ( ) , ,
n

a n
ev ev

x R
S f C x D f x Zβ α β

+

∞
= +

∈

 
 ∈ ∞∀


∈ 


<

где 1( ,..., ),na = ∝ ∝  1( ,..., ),nβ β β=  1,..., ,n∝ ∝  1,..., nβ β  целые неотрицательные числа, 
1 2 3

1 2 3 ... ,
n

nx x x x x∝ ∝ ∝ ∝ ∝=  1

1
,..., ,n

nx xD D Dβββ =  .
jx

j

dD
dx

=

2. Решение неоднородного интегрированного сингулярного экранированного 
уравнения Пуассона ( ) ,k

yI u f−∆ =  k N∈

Рассмотрим обобщенный потенциал Бесселя [2] ( ) ( ) ( ) ( ( )) ,ny
y

xR
G f x G y y T x y dyγα γ γ

α ϕ
+

= ∫  для 
решения неоднородного интегрированного сингулярного экранированного уравнения Пуас-
сона вида

 ( ) , .kI u f k Nγ− ∆ = ∈
Докажем теорему:
Теорема 1. Пусть ( ),n

evS Rϕ +∈  1 p≤ ≤ ∞  и ,k N∈  тогда
 2 ( ) ,a k k aG I Gγ γ γϕ ϕ+ − ∆ =  (1)

где γ∆  — оператор Лапласа — Бесселя.
Доказательство. Используя формулу 1.8.3. из [1] вида ( ) ( ) ,i i i i

i i i i i i

y y
x x x xT B B Tγ γ

γ γ=
Получим
 2( ( ) )( )a k kG I xγ γ ϕ+ − ∆ =

 ( )( ( ) ( ))n
y k

xR
G y T I x y dyγ

γγγ
α ϕ

+
− ∆= ∫ =

 1( ) ( ) ( ( ) ( ))n
y k

xR
G y y I T I x dyγγ

α γ
γ

γ ϕ
+

−= − ∆ −∆∫ =

 ( )( )1( ) ( )n
y k

xR
G y T I x y dyγ γγ

γα ϕ
+

−− ∆= ∫

 1

1
( ( )( ) ( ) .) ( )n i i

y k
x

n

y
j

R
G T dy yB I x yγ γ

α
γ

γ γ ϕ
+

=

− 
∫  

 
− − ∆∑  (2)

Пусть
 1

0
( ) () ( ) .( ( ) ) i

i i

y k
x j jj yI BG y T I x y dyγ

γ
γγ

α γ ϕ−∞
 −= ∆ ∫

Интегрирования по частям каждый jI  при 1,..., ,j n=  получим

 
0

1( ) ( () ) )( ( ) j

i i

y k
xj y j jG y T I xI B y dyγγ

γ γ
γ

α ϕ−∞
 − ∆=  ∫

 1

0
( ) ( ) ( )j y k

j x j
j j

G y y T I x dy
y y

γ γ
γ

γ
α ϕ

∞ −
 ∂ ∂

= −∆ 
∂ ∂  

∫

 1( ) ( ) ( )j y k
j x j

j j

u G y dv y T I x dy
y y

γ
α

γ γ
γ ϕ−

 ∂ ∂ = = = −∆ ∂ ∂  



50

 ( )1( ) ( ) ( ) 0j

j

y k
j x y

j

G y y T I x
y

γ γ
γ

γ
α ϕ− ∞∂

= −∆ =
∂

 1

0
( ) ( ) ( )j y k

j x j
j j

y G y T I x dy
y y

γ γ
γ

γ
α ϕ

∞ −
 ∂ ∂

− −∆ = 
∂ ∂  

∫

 1

0
( ) ( ) ( )j y k

j x j
j j

y G y T I x dy
y y

γ γ
γ

γ
α ϕ

∞ −
 ∂ ∂

− ∆ = 
∂ ∂  

= −∫

 1( ), ( ) ( )j y k
j x i

j j

y G y dv T I x y
y

u d
y

γ γ
γ

γ
α ϕ−

  = = = 
 

∂
−∆

∂ 

∂
∂

 ( )1( ) ( ) ( )j

j

y k
j x y

j

y G y T I x
y α

γ
γ

γγ ϕ− ∞
 ∂

− ∆ + 


=
∂ 

−

 
0

1( ) ( ) ( )j y k
j x j

j j

y G y T I x dy
y y

γ γγ
α γ ϕ−∞  

+  
∂ ∂

− ∆ =
∂ ∂  

∫

 1

0
( ( ) ( ) ( ) .) jy k

xi i jy jG y T I x y yB dγ
γ α

γγ
γ ϕ

∞ − =  − ∆∫
Возвращаясь к (2), получим 

 ( ) ( )2 1( ) ( ) ( ( ) () ( ) .)
n

a k k

R

y
xa

kG I x I G y y dT x yIγγ γ
γ γ γγϕ ϕ

+

+ − − ∆ − ∆= −∆ ∫
Повторяя эти действия k  раз, будем иметь
 ( ) ( )2 ( () ( ) ( )) ( ) .

n

a k k
aR

y
xG I x I G y y dT x yγ γ

γ
γ

γ γ ϕϕ
+

+  − ∆ = −∆ ∫
Применяя теперь 
 2( ) , ,k

a k aI G G k Nγ γ
γ +− ∆ = ∈  (3)

получим доказываемое утверждение (1).
По теореме 1 и свойству 
 0 , ( )n

pG L Rγ
γ ϕ ϕ ϕ += ∈  (4)

получим, что функция 2( ) ( ),kf x G xγ ϕ=  nx R+∈  есть решение уравнения
 ( ) ( ) ( ), 1, 2...kI f x x kγ ϕ− ∆ = =

Пример 1. Решение задачи ( ) ( ) ( , ),f x f x j xγ γ ξ− ∆ =  2
1(0)

1
f

ξ
=

+
 имеет вид 2( ) ( , ).xG j xγ γ ξ

Найдем сначала 2( ) ( , )xP j xγ γ ξ  переходя к сферическим координатам, применяя Лемму 1:
Лемма 1. Пусть ( )sϕ  — функция одной переменной и 1( ) ( ).nx L Rγϕ +∈
Преобразование Ханкеля радиальной функции ( )xϕ  есть снова радиальная функция и 

следующая формула имеет место 

 
1

1
20

1 2

1
2( ) ( ) ( ) ( )

2
2

n i
i

n
n

n

F x r j r r
n

γ
γ γ

γ

ϕ ξ ϕ ξ
γ

Γ

= ∞ + −
+ −

−

+ 
 
   =   + 
 
 

∏
∫

 2( ) , ,k
a k aI G G k Nγ γ

γ +− ∆ = ∈
и формулы

 ( , ) ( , ) ( , ).y
xT j x j x j yγ

γ γ γξ ξ ξ=  (5)
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1 1

12 10

( ) ( ),
(1 ) 2 ( )

v
v

v
r J ar adr K a

rÃ

µ

µµ µ µ

+ −∞

− +−=
+∫  (6)

 10 1 2 .
2

a v µ> − < < −

Для многомерного обобщенного сдвига ( , ) ( , ) ( , )y
xT j x j x j yγ

γ γ γξ ξ ξ=  (см. [3]) справедлива 
формула:

 { }2( ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , )
nx R

P j x j x P y t j x y dy y rγ
γ γ γ γ γξ ξ ξ θ

+

= = = =∫

1

1

10 ( )
2 2 21

1
2

2
( , ) ( , )

1
( )2

n
n

n S nn i
i

n
rtj x dr j r dS

y
t r

γ
γ

γ γγ

γ
Γ

ξ θ ξ θ
Γ

+

+ −
∞

+ +

=

 + + 
 
 = =

+ ∏ + 
 

∫ ∫

1

210
2 2 22

1
2

2
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nn r
i

n
rtj x j dry

t r

γ

γ γγ
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Γ

ξ ξ
Γ

+ −
∞

+ −+ +

 + + 
 
 = =

+
+

∫
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2

2

2 10 12 2 22 2

1
2

2
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nn n r

n
rtj x J dr r tp

t r
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γ

γ γγ γ

γ
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∞
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∫
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∞

++ − + +
−

 + + 
 
 = =

+
∫

{ } ( ) 1
2

2 , ( ) ( , ) .tr tp t j x K t j x e ξ
γ γξ ξ ξ π ξ −= = = =

Вычислим теперь ( ) ( , )xG j xα
γ γ ξ  используя формулу:

 ( )
1

12
2

10
2

2( )( ) ( ) ( ) ,

2

a
a

a tG x t J t P x dt
a

α γ
γ ϕ

Γ

−
−

∞

−=
 
 
 

∫  (7)

имеем
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2

a
a

t
x a

aG j x j x t J t e dt
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ε
γ γξ π ξ

γ

−
−

∞ −
−

 
= =      

 

∫

 ( )

21
21 2

2

2 2

12 1 ( )
2 ( , )2 , .

(1 )
2

a
a

a
a

a

aÃ
j x

j x
a

γ
γ

ξ
ξ ξ

π ξ
πΓ ξ

−
−

−
−

 
+  

 = =
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Таким образом, при 2a =  мы получим решение задачи: 2

( , )
( ) .

1

j x
f x γ ξ

ξ
=

+
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Заключение

В этой статье рассмотрен оператор типа свертки, называемый обобщенным потенциалом 
Бесселя. Это очень важный объект в теории потенциала с многочисленными приложениями, 
такими как решения неоднородных уравнений, теория функциональных пространств и функ-
циональное пополнение. В этой статье показано каким образом, используя обобщенный по-
тенциал Бесселя, находится решения неоднородного интегрированного сингулярного экрани-
рованного уравнения Пуассон ( ) ,kI u fγ− ∆ =  .k N∈
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ЧИСЛЕННОЕ НАХОЖДЕНИЕ ОБРАТНОГО К РАЗНОСТНОМУ ОПЕРАТОРУ

Воронежский государственный университет

Л. И. Еникеева

Аннотация. В пространстве ( , ),d
pl    1 ,p≤ ≤ ∞  рассматривается разностный оператор 

1 1 2 2( )n n n nAx x a x a x− −= + +  в предположении, что A  обратим, предложен алгоритм числен-
ного нахождения обратного.
Ключевые слова: разностное уравнение, разностный оператор, задача об ограниченных 
решениях, матричный пучок, некорректная задача.

Введение

Разностные уравнения и операторы изучаются давно и имеют многочисленные приложе-
ния [1, 2, 7]. Настоящий доклад посвящен разностному оператору 1 1 2 2( )n n n nAx x a x a x− −= + +  с 
матричными коэффициентами 1a  и 2a  размера .d d×  Оператор A  рассматривается как дей-
ствующий в пространстве ( , ).d

pl    Обратимость этого оператора равносильна однозначной 
разрешимости так называемой задачи об ограниченных решениях. Условия обратимости хо-
рошо известны [9, теорема 4.5.7]. Построение обратного оператора сводится к представлению 
характеристической функции 2 1

1 2( ) [ ]z I a z a zψ −= + +  в виде степенного ряда ( ) ,k
kk

z b zψ +∞

=−∞
=∑  

1.z =  Предлагается численный алгоритм решения этой задачи, состоящий в вычислении не 
более, чем 2d  вычетов матричнозначной функции .ψ  Поскольку нахождение вычетов являет-
ся некорректной задачей [8], точность ответа получается существенно ниже точности, с кото-
рой проводятся вычисления.

1. Разностные операторы

Пусть 1 p≤ < ∞  и .d ∈  Пространство ( , )d
p pl l=    состоит из двусторонних последова-

тельностей { : },d
nx x n= ∈ ∈   для которых сумма

 | |pp
np

n
x x

+∞

=−∞

= ∑
конечна. Пространство ( , )dl l∞ ∞=    состоит из ограниченных последовательностей с нор-
мой sup{| | : }.nx x n

∞
= ∈  Хорошо известно, что пространства pl  банаховы.

Пусть ,d d
ka ×∈  ,k∈  причем

 .k
k

a
+∞

=−∞

< ∞∑
Тогда оператор

 ( ) k n kn
k

Ax a x
+∞

−
=−∞

= ∑  (1)

действует в ( , )d
p pl l=    и ограничен [9, предложение 1.6.8, следствие 4.4.10]. Обозначим че-

рез s  множество всех операторов A  такого вида. Положим 

 .k
k

A a
+∞

=−∞

= ∑ 

Нетрудно видеть, что A A≤    и AB∈s  при условии, что , ,A B∈s  причем .AB A B≤ ⋅       
Можно показать, что относительно ⋅   множество s  образует банахову алгебру, см. определе-
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ние в [4]. Более того, s  образует наполненную подалгебру в алгебре всех ограниченных опера-
торов [9, теорема 5.2.6, предложение 4.1.2], т. е. если оператор A∈s  обратим в пространстве 

,pl  1 ,p≤ ≤ ∞  то 1 .A− ∈s
Пусть оператор A∈s  задается формулой (1). Характеристической функцией оператора A 

или матричным пучком, порожденным A, называют функцию

 ( ) ,k
k

k
z a zϕ

+∞

=−∞

= ∑  1.z =

Следующее предложение доказывается прямыми вычислениями.
Предложение 1. Пусть операторы ,A B∈s  имеют вид

 ( ) k n kn
k

Ax a x
+∞

−
=−∞

= ∑ ,      ( ) .k n kn
k

Bx b x
+∞

−
=−∞

= ∑
Тогда оператор C AB=  также принадлежит s,  т. е.

 ( ) .k n kn
k

Cx c x
+∞

−
=−∞

= ∑
При этом

 .k i k i
i

c a b
+∞

−
=−∞

= ∑  (2)

Более того, характеристические функции
 ( ) k

kk
z a zϕ +∞

=−∞
=∑ ,    ( ) k

kk
z b zψ +∞

=−∞
=∑ ,    ( ) k

kk
z c zχ +∞

=−∞
=∑

связаны соотношением ( ) ( ) ( )z z zχ ϕ ψ=  при | | 1.z =
Следствие 2. Пусть оператор A∈s  в пространстве pl ,  1 p≤ ≤ ∞,  обратим. Тогда харак-

теристическая функция оператора 1A−  задается формулой

 ( ) ( ) 1
z zψ ϕ

−
=    ,      1.z =

2. Нахождение характеристической функции обратного оператора

В настоящем докладе рассматривается оператор ,A∈s  задаваемый характеристической 
функцией или пучком

 ( ) 2
1 2 ,z I a z a zϕ = + +  (3)

где 1,a  2a  — произвольные матрицы размера ,d d×  а I  — единичная матрица размера .d d×  
В силу следствия 2 обратный оператор 1A−  имеет характеристическую функцию

 ( ) ( ) 1
.z zψ ϕ

−
=   

Числа ,z∈  для которых матрица ( )zϕ  необратима, называют собственными значениями 
пучка ϕ . Очевидно, собственные значения пучка совпадают с корнями характеристического 
уравнения

 ( )det 0.zϕ =
Собственное значение называют простым, если оно является корнем кратности один ха-

рактеристического уравнения. Поскольку в наших численных экспериментах матрицы 1a  и 2a  
берутся случайными, вероятность появления кратных собственных значений равна нулю. По 
этой причине для простоты будем предполагать, что все собственные значения являются про-
стыми (имеют кратность один).

Различные варианты следующего предложения хорошо известны, см., например [6, лемма 12.2].
Предложение 3. Множество собственных значений пучка
 ( ) 2

inv 1 2I a aϕ λ λ λ= + +
совпадает с множеством собственных значений матрицы
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2 1

0
.

I
A

a a
 

=  − − 
Доказательство. Предположим, что λ∈  принадлежит спектру матрицы .A  Это значит, 

что матрица

 
2 1

I I
a a I
λ

λ
− 
 − − − 

не имеет обратной. Очевидно, в этом случае существует такой ненулевой столбец 1

2

,
h

h
h
 

=  
 

 где 

1 2, ,dh h ∈  что

 1

2 1 2

0
.

0
I I h

a a I h
λ

λ
−    

=    − − −    
Распишем это равенство подробно:
 1 2 0,Ih Ihλ− + =

 ( )2 1 1 2 0.a h a I hλ− − + =
(Отметим, что из первого уравнения видно, что 1 0.h ≠ ) Выражая из первого уравнения 2h  че-
рез 1h  и подставляя во второе, получаем

 ( )2 1 1 1 0a h a I hλ λ− − + =
или

 ( )2
2 1 1 0.a a I hλ λ+ + =

Поскольку 1 0,h ≠  отсюда следует, что матрица ( )invϕ λ  не имеет обратной.
Проведем рассуждение в обратную сторону. Предположим, что матрица ( ) 2

inv 1 2I a aϕ λ λ λ= + +  
не имеет обратной. Это значит, что для некоторого вектора 1 0h ≠  имеем

 ( )2
1 2 1 0.I a a hλ λ+ + =

Положим 2 1.h hλ=  Далее имеем

 ( )
1 21

2 1 1 22 1 2

.
Ih IhI I h

a h a I ha a I h
λλ

λλ
− +−    

=     − − +− − −    
Здесь первая координата 1 2Ih Ihλ− +  равна нулю в силу определения 2.h  Подставляя во вторую 
координату определение 2 ,h  получаем

 ( ) ( ) ( )2
2 1 1 2 2 1 1 1 1 2 1 0.a h a I h a h a I h I a a hλ λ λ λ λ− − + = − − + = + + =

Таким образом, рассматриваемая матрица не имеет обратной.
В дальнейшем будем предполагать, что матрица 2a  обратима. Это условие для случайных 

матриц выполняется с вероятностью единица.
Следствие 4. Собственные значения пучка
 ( ) 2

1 2z I a z a zϕ = + +

совпадают с числами 1z
λ

= ,  где λ  — ненулевые собственные значения пучка

 ( ) 2
inv 1 2.I a aϕ λ λ λ= + +

Доказательство. Для 0z ≠  и 0λ ≠  утверждение очевидно. Число 0,z =  очевидно, не явля-
ется собственным значением. Но 0λ =  является собственным значением при условии, что 
матрица 2a  необратима. По этой причине нулевые собственные значения λ  мы исключаем из 
рассмотрения.

Предложение 5. Если все собственные значения пучка ϕ  являются простыми, то функцию 
( ) ( ) 1
z zψ ϕ

−
=     можно представить в виде
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 ( )
0 1

h l l
j k

j
j k k

cz f z
z z

ψ
−

= =

= +
−∑ ∑ ,

где kc  — некоторые матрицы размера d d× ,  kz  — собственные значения пучка ϕ ,  2l d≤ , 
2 2.h d≤ −
Доказательство. Перепишем матрицу ( )zϕ  в следующем виде

( )

(11) (12) (1 ) (11) (12) (1 )
1 1 1 2 2 2
(21) (22) (2 ) (21) (22) (2 )

2 21 1 1 2 2 2
1 2

( 1) ( 2) ( ) ( 1) ( 2) ( )
1 1 1 2 2 2

1 0 0
0 1 0

0 0 1

d d

d d

d d dd d d dd

a a a a a a
a a a a a a

z I a z a z z z

a a a a a a

ϕ

    
    
    = + + = + + =    
             


 


 

   
       


 

 

(11) (11) 2 (12) (12) 2 (1 ) (1 ) 2
1 2 1 2 1 2

(21) (21) 2 (22) (22) 2 (2 ) (2 ) 2
1 2 1 2 1 2

( 1) ( 1) 2 ( 2) ( 2) 2 ( ) ( ) 2
1 2 1 2 1 2

1
1

,

1

d d

d d

d d d d dd dd

a z a z a z a z a z a z
a z a z a z a z a z a z

a z a z a z a z a z a z

 + + + +
 

+ + + + =  
  + + + + 





   



где ( )
1

ija  — элементы матрицы 1,a  а ( )
2
ija  — элементы матрицы 2.a  Будем искать обратную ма-

трицу ( )zψ  методом присоединенной матрицы [3, с. 128]. Имеем

 ( )

1(11) (11) 2 (12) (12) 2 (1 ) (1 ) 2
1 2 1 2 1 2

(21) (21) 2 (22) (22) 2 (2 ) (2 ) 2
1 2 1 2 1 2

( 1) ( 1) 2 ( 2) ( 2) 2 ( ) ( ) 2
1 2 1 2 1 2

1
1

1

d d

d d

d d d d dd dd

a z a z a z a z a z a z
a z a z a z a z a z a z

z

a z a z a z a z a z a z

ψ

−
 + + + +
 

+ + + + = = 
  + + + + 





   



 
( )

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

11 12 1

21 22 2

1 2

1 ,
det

d

d

d d dd

A z A z A z
A z A z A z

z
A z A z A z

ϕ

 
 
 =  
  
 





   



где ( )ijA z  — алгебраические дополнения, представляющие собой многочлены от z  степени, 
меньшей или равной 2 2.d −  Разделим матрицу алгебраических дополнений поэлементно на 
определитель матрицы ( ),zϕ  равный

 ( ) ( )
1

det .
l

k
k

z w z zϕ
=

= −∏
Здесь 2l d≤  — степень многочлена det ( ),z zϕ  а w  — коэффициент перед старшей сте-

пенью .z  (Нетрудно видеть, что если матрица 2a  обратима, то 2 .l d= ) В результате деления 
получим

 ( )

( )
( )

( )
( )

( )
( )

( )
( )

( )
( )

( )
( )

( )
( )

( )
( )

( )
( )

11 12 1

1 1 1

21 22 2

1 1 1

1 2

1 1 1

.

d
l l l

k k kk k k

d
l l l

k k kk k k

d d dd
l l l

k k kk k k

A z A z A z

w z z w z z w z z

A z A z A z
z w z z w z z w z z

A z A z A z

w z z w z z w z z

ψ

= = =

= = =

= = =

 
 

− − − 
 
 
 = − − − 
 
 
 
 − − − 

∏ ∏ ∏

∏ ∏ ∏

∏ ∏ ∏
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Далее, раскладывая каждый элемент матрицы ( ),zψ  представляющий собой рациональ-
ную функцию, в сумму многочлена и простейших элементарных дробей, получаем

 
( )
( )

( )
( )

0 1
1

,
ijh l l

ij ij k k
kl

k k kkk

A z cf z
z zw z z

−

= =
=

= +
−−

∑ ∑
∏

где ( ) ,ij
kf  ( )ij

kc  — некоторые числовые коэффициенты. Таким образом, для ( )zψ  приходим к 
представлению

 
( )

(11) (12) (1 )
(11) (12) (1 )

0 1 0 1 0 1

(21) (22) (2 )
(21) (22) (2 )

0 1 0 1 0 1

( 1

dh l l h l l h l l
k k d kk k k

k k k
k k k k k kk k k

dh l l h l l h l l
k k d kk k k

k k k
k k k k k kk k k

d
k

c c cf z f z f z
z z z z z z
c c cf z f z f z

z z z z z z z

f

ψ

− − −

= = = = = =

− − −

= = = = = =

+ + +
− − −

+ + +
= − − −

∑ ∑ ∑ ∑ ∑ ∑

∑ ∑ ∑ ∑ ∑ ∑





   

( 1) ( 2) ( )
) ( 2) ( )

0 1 0 1 0 1

0 1
,

d d ddh l l h l l h l l
k d k dd kk k k

k k
k k k k k kk k k

h l l
k k

k
k k k

c c cz f z f z
z z z z z z

cf z
z z

− − −

= = = = = =

−

= =

 
 
 
 
 

= 
 
 
 

+ + + − − − 

= +
−

∑ ∑ ∑ ∑ ∑ ∑

∑ ∑
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d
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(11) (12) (1 )

(21) (22) (2 )

( 1) ( 2) ( )

.

d
k k k

d
k k k

k

d d dd
k k k

c c c
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c
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3. Алгоритм вычислений

Рассмотрим оператор : ,p pA l l→  заданный формулой
 ( ) 1 1 2 2.n n nn

Ax x a x a x− −= + +
Ему соответствует характеристическая функция (3). Матричные коэффициенты 1a  и 2a  

создадим с помощью датчика случайных чисел. Поэтому с вероятностью единица оператор A 
обратим. Задача состоит в нахождении явной формулы, определяющей обратный оператор. 
Для того чтобы получить представление для обратного оператора 1,B A−=  отвечающего ха-
рактеристической функции (пучку) 1( ) [ ( )] ,z zψ ϕ −=  приведем ψ  к виду

 ( ) ,k
kk

z b zψ +∞

=−∞
=∑

где kb  — некоторые матрицы размера .d d×  Чтобы найти ,kb  воспользуемся предложением 5 
и произведем следующие преобразования. Разложим ( )zψ  в степенной ряд на единичной 
окружности:

 

( )
0 1

10

0 1
10

  1,

  1

h l l
i k

i
i k k

j
k

kjh l l j
i

i k j
i k

kjj
k

cz f z
z z

z z
zf z c

z z
z

ψ
−

= =

+∞

+− =

+∞= =
+=

= + =
−


<= + =

 − >


∑ ∑

∑
∑ ∑

∑

ïðè

ïðè
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0

1

0 1
10

  1,

  1

j
k

kjh l l j
i

i k j
i k

kjj
k

z z
zf z c

z z
z

−

− +− =−∞

+∞= =
+=


<= + =

 − >


∑
∑ ∑

∑

ïðè

ïðè

1
1

0 1
10

  1,

  1

j
k

kjh l l j
i

i k j
i k

kjj
k

z z
zf z c
z z

z

− −
−

−− =−∞

+∞= =
+=


<= + =

 − >


∑
∑ ∑

∑

ïðè

ïðè

1 1

10 1
0

  1,

  1.

j j
h l l k kji

i k j ji k k kj

z z z
f z c

z z z

− − −
−

=−∞

+∞ − −= =
=

 <= + 
− >
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На единичной окружности ряды, стоящие после фигурных скобок, абсолютно сходятся; 
это позволяет внести kc  под знак суммы и поменять порядок суммирования:

 ( )
1 1

1

10
0 1

  1,

  1.

l j j
h l k k kj ki

i l j ji k k kj k

c z z z
z f z

c z z z
ψ

− − −
−

=−∞ =

+∞ − −=
= =

 <= + 
− >

∑ ∑
∑

∑ ∑

ïðè

ïðè

Отсюда находим коэффициент ,jb  стоящий перед :jz

 
1

1

1
1

  1,  0,

  1,  0,

l j
k k kk

j j l j
k k kk

c z z j
b g

c z z j

− −
=

− −
=

 < <= + 
− > ≥

∑
∑

ïðè

ïðè
 (4)

где

 
,      0,

0,      0.
j

j

f j h l j
g

j h l j
≤ − ≥

=  > − <

åñëè è

åñëè èëè
(Напомним, что добавление конечного числа слагаемых к абсолютно сходящемуся ряду не 
влияет на его сходимость.) Итак, оператор 1A−  имеет вид

 ( )1 .k n kn
k

A x b x
+∞

−
−

=−∞

= ∑
Выражение для jb  из формулы (4) содержит неизвестные матрицы .kc  Основная идея ра-

боты заключается в том, чтобы вычислять kc  по формуле, представляющей собой по существу 
правило нахождения вычетов в полюсе первого порядка:

 ( )( )lim .
k

k kz z
c z z zψ

→
= −

Задача вычисления такого предела является некорректной в смысле А. Н. Тихонова [8]. 
В связи с этим предел заменим приближенным значением

 ( ) 1
,k kc zϕ ε ε

−
≈ +  

где 0ε >  — маленькое число. Численные эксперименты показывают, что оптимальным явля-
ется 810 ,ε −=  см. ниже.

4. Численный эксперимент

В проводившихся численных экспериментах брались матрицы 1a  и 2a  со случайными эле-
ментами, распределенными равномерно в интервале ( 1;1).−  Собственные значения kz  пучка 
ϕ  вычислялись в соответствии с предложением 3 и следствием 4. Наконец, по формуле (4) 
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вычислялись коэффициенты jb  оператора 1,A−  обратного к оператору . Проводилась провер-
ка путем умножения полученного обратного оператора 1A−  на исходный оператор A  в соот-
ветствии с предложением 1.

Бралось по несколько пар матриц 1a  и 2a  размеров 10 10,×  20 20,×  50 50,×  100 100.×  Для 
каждой пары 1a  и 2a  проводились вычисления с ,ε  равными 610 ,−  710 ,−  810−  и 910 .−  Вычисля-
лось несколько коэффициентов kc  произведения ,AB  определяемых формулой (2). В качестве 
точности результата использовалось наибольшее из чисел 0 ,c I−  .kc  Наилучшая точность 
обычно достигалась при 810 ,ε −=  но для матриц размера 100 100×  иногда оптимальным ока-
зывалось 710 ;ε −=  при этом для размера 10 10×  сама наилучшая точность равна 610 ,−  для раз-
мера 20 20×  наилучшая точность равна 63 10 ,−⋅  для размера 50 50×  наилучшая точность рав-
на 52 10−⋅  и для размера 100 100×  наилучшая точность равна 410 .−

Вычисления проводились с использованием пакета «Математика» [10, 5].
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УДК 517.9

СТОХАСТИЧЕСКАЯ ЗАДАЧА ОБ ИНВЕСТИЦИЯХ

Воронежский государственный университет

В. Г. Задорожний, И. О. Русинова

Аннотация. Рассматривается задача оптимального управления инвестициями в услови-
ях рыночной неопределенности. Требуется составить портфель ценных бумаг, используя 
ограниченный капитал, чтобы получить наибольший доход. Составлена математическая 
модель изменений стоимостей состава портфеля в виде задачи Коши, коэффициенты 
дифференциальных уравнений — случайные процессы. Получен прогноз стоимости цен-
ных бумаг портфеля и критерий оптимального выбора распределения инвестиций.
Ключевые слова: вариационная производная, дифференциальные уравнения, задача 
Коши, задача линейного программирования, задача о портфеле ценных бумаг, инвести-
ции, математическое ожидание, оптимизация, случайный процесс, характеристический 
функционал.

Введение

Задача оптимального распределения инвестиций изучается многими авторами [1–5]. Осо-
бая трудность управления инвестициями связана со случайными факторами. Методы стоха-
стического управления широко используются в моделировании экономических систем, чтобы 
учесть неопределенность портфельного инвестирования. Мы рассматриваем математическую 
модель в виде линейной системы дифференциальных уравнений, коэффициенты которой яв-
ляются случайными процессами. Получено начальное распределение инвестиций, при кото-
ром математическое ожидание капитала в заданный конечный момент времени является наи-
большим.

1. Постановка задачи

Путь существует некоторый капитал для приобретения набора ценных бумаг. Требуется, 
чтобы составленный инвестиционный портфель позволял получить наибольший доход в кон-
це инвестиционного периода. Обозначим исходный капитал единицей.

Пусть 1( ),x t  2 ( )x t  — доля стоимости ценных бумаг в момент времени .t  Тогда, с учетом 
случайных изменений стоимости ценных бумаг, закон управления капиталом может быть 
представлен в виде задачи Коши:

 

1 1

2 2 1 3 2

1 0 10

2 0 20

( )
( ) ( )

( )
( ) ,

x t x
x t x t x
x t x
x t x

ε
ε ε

=
 = +
 =
 =





 (1)

где 1,ε  2 ,ε  3ε  — независимые случайные процессы, заданные характеристическим функцио-

налом [1, стр. 7] 
0

3

1
( ) exp ( ) ( ) ,

t

j j
j t

M i s v s dsψ ε
=

  
 =      

∑∫v  где v  — трехмерный вектор с компонен-

тами 1 2 3, , .v v v
Требуется определить долю стоимости ценных бумаг 1,x  2x  в начальный момент времени 

0 0,t =  то есть выбрать значения 10x  и 20x  таким образом, чтобы математическое ожидание 
дохода
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 [ ] [ ]1 2( ) ( )I M x T M x T= +  (2)
за время 1T =  был наибольшим. Здесь [ ]iM x  — математическое ожидание случайного про-
цесса ,ix  1, 2.i =

2. Сведение к детерминированной системе уравнений

Задачу нахождения математического ожидания дохода (2) сведем к детерминированной за-

даче. Введем обозначение 
0

3

1
exp ( ) ( ) .

t

j jt
j

w i s v s dsε
=

 
=  

 
∑∫  Умножим уравнение 1 1 1( )x t xε=  на w  и 

возьмем математическое ожидание, получим
 [ ] [ ]1 1 1( ) .M x w M t x wε=  (3)
Введем вспомогательное отображение 1 1( , ) [ ].y t M x w=v  Уравнение (3) можно записать в 

виде:

 1 1

1

( , ) ( , ) ,
( )

y t y ti
t v t

δ
δ

∂
= −

∂
v v  (4)

где 1

1

( , )
( )

y t
v t

δ
δ

v  — вариационная производная [1, стр. 7] функционала 1.y

Повторим те же действия для второго уравнения системы (1), то есть умножим уравнение 
2 2 1 3 2( ) ( )x t x t xε ε= +  на w  и возьмем математическое ожидание, получим

 [ ] [ ] [ ]2 2 1 3 2( ) ( ) .M x w M t x w M t x wε ε= +  (5)
Вспомогательное отображение 2 2( , ) [ ]y t M x w=v  позволяет записать (5) в виде:

 2 1 2

2 3

( , ) ( , ) ( , ) .
( ) ( )

y t y t y ti i
t v t v t

δ δ
δ δ

∂
= − −

∂
v v v  (6)

Аналогично из начальных условий системы (1) получаем 
 [ ]1 0 10( , ) ( )y t M x ψ=v v  (7)
 [ ] [ ]2 0 20 10( , ) ( ) 1 ( ).y t M x M xψ ψ= = −v v v  (8)
Мы получили детерминированную задачу Коши:

 

[ ]
[ ]

1 1

1

2 1 2

2 3

1 0 10

2 0 10

( , ) ( , )
( )

( , ) ( , ) ( , )
( ) ( )

( , ) ( )

( , ) 1 ( ),

y t y ti
t v t

y t y t y ti i
t v t v t

y t M x

y t M x

δ
δ
δ δ
δ δ

ψ

ψ

∂ = − ∂
∂ = − − ∂


 =


= −

v v

v v v

v v

v v

 (9)

решив которую, можно будет вычислить (2).

3. Решение задачи (9)

Уравнение (4) с начальным условием (7) представляют собой задачу Коши с линейным 
однородным дифференциальным уравнением с обычной и вариационной производными [1, 
стр. 20] вида:

 ( , ) ( , )( )
( )

y t u y t ua t
t u t

δ
δ

∂
=

∂
                                                              0 0( , ) ( )y t u y u=
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Решение имеет вид [1, стр. 20] 0 0( , ) ( ( , )).y t u y u a t tχ= +  Здесь 0( , , )t tχ τ  — функция пере-
менной τ  [1, стр.19] специального вида 0 0( , , ) ( )t t sign tχ τ τ= −  при τ  принадлежащем отрезку 
с концами 0min{ , }t t  и 0max{ , }.t t

Из формулы 0 0( , ) ( ( , ))y t u y u a t tχ= +  получаем решение задачи (4), (7):

 [ ]1 10 1 0 2 3( , ) ( ( , ), , ).y t M x v i t t v vψ χ= −v  (10)
Уравнение (6) с начальным условием (8) представляет собой линейное неоднородное диф-

ференциальное уравнение с обычной и вариационной производными и начальным условием 
[1, стр. 21] вида:

 ( , ) ( , )( ) ( , )
( )

y t u y t ua t b t u
t u t

δ
δ

∂
= +

∂
                                                       0 0( , ) ( )y t u y u=

Решение имеет вид [1, стр. 21] 
0

0 0( , ) ( ( , )) ( , ( , )) .
t

t

y t u y a t t b s u a s t dsχ χ= + +∫  Отсюда получаем 

решение задачи (6), (8)

 [ ] ( ) ( )
0

1 1 2 3
2 10 1 2 3 0

2

, , , ( , )
( , ) 1 , , ( , ) .

( )

t

t

y s v v v i s t
y t M x v v v i t t i ds

v s
δ χ

ψ χ
δ

−
= − − + −∫v  (11)

4. Математическое ожидание решения задачи (1)

По предположению случайные процессы 1,ε  2 ,ε  3ε  независимы, тогда характеристический 
функционал ( )ψ v  имеет вид 1 1 2 2 3 3( ) ( ) ( ) ( ),v v vψ ψ ψ ψ=v  где ( )j jvψ  — характеристический 
функционал для случайного процесса ,jε  1,2,3.j =

Теорема. Математическое ожидание решения задачи (1) имеет вид
    [ ] [ ] ( )( )1 10 1 0( ) ,M x t M x i t tψ χ= −   (12)

 [ ] [ ] ( )( ) [ ] ( )( ) [ ] ( )( )
0

2 10 3 0 10 1 0 2 3( ) 1 , , ( ) ,
t

t

M x t M x i t t M x i t s M s i s t dsψ χ ψ χ ε ψ χ= − − + − −∫  (13)

Доказательство. Поскольку 1 1( ,0) [ ],y t M x=  2 2( ,0) [ ],y t M x=  (0) 1,jψ =  то подставив 
1 2 3 0v v v= = =  в формулы (10), (11), получаем

[ ] ( )( ) ( ) ( ) [ ] ( )( ) [ ]
1 2 3

1 10 1 1 0 2 2 3 3 10 1 0 10
( ,0) , ,

v v v
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0

1 2 3

2

10 1 1 2 2 3 3 0

2 2
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2
0

( ,0)

1 ,

( ), ,
( )

t

t v v v

y t
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ψ ψ ψ χ

δψψ χ ψ χ
δ

= = =

=


= − − −



− − − =


∫

[ ] ( )( ) [ ] ( )( ) ( ) ( )( )

[ ]( ) ( )( ) [ ] ( )( ) ( ) ( )( ) [ ]

0

0

10 3 0 10 1 0 2 3

10 3 0 10 1 0 2 3 2

1 , , ,

1 , , ,

t

t

t

t

M x i t t i M x i t s iM s i s t ds

M x i t t M x i t s M s i s t ds M x

ψ χ ψ χ ε ψ χ

ψ χ ψ χ ε ψ χ

= − − − − − =  

= − − + − − =  

∫

∫
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5. Условия оптимальности

Напомним, что требуется оценить доход в момент 1,T =  поэтому критерием качества (2) 
является сумма моментов первого порядка решения системы (1).

Подставим (12) и (13) в (2), получим

 
[ ] ( )( ) [ ]( ) ( )( )

[ ] ( )( ) [ ] ( )( )

10 1 0 10 3 0

1

10 1 0 2 3
0

, 1 ,

, ( ) ,

I M x i t t M x i t t

M x i t s M s i s t ds

ψ χ ψ χ

ψ χ ε ψ χ

= − + − − +

+ − −∫
Мы получили задачу линейного программирования

 
[ ] ( )( ) ( )( ) ( )( ) [ ] ( )( )

( )( )

1

10 1 0 3 0 1 0 2 3
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3 0

, , , ( ) ,
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I M x i t t i t t i t s M s i s t ds

i t t

ψ χ ψ χ ψ χ ε ψ χ

ψ χ

 
= − − − + − − + 

 
+ − →

∫

 
[ ]
[ ]

10

10

0

1

M x

M x

 ≥


≤
по переменной 10[ ].M x  Целевая функция является линейной, значит, выбор оптимального 
управления зависит исключительно от знака коэффициента перед 10[ ]M x  — углового коэф-
фициента прямой, являющейся графиком целевой функции.

Если ( ) ( ) ( ) ( )
1

1 0 3 0 1 0 2 3
0

( , ) ( , ) ( , ) [ ( )] ( , ) 0,i t t i t t i t s M s i s t dsψ χ ψ χ ψ χ ε ψ χ− − − + − − >∫  то следует 

выбрать 10[ ] 1,M x =  иначе оптимальным будет 10[ ] 0.M x =

6. Пример

Для определения оптимального распределения капитала ценных бумаг была составлена 
математическая модель инвестиционного портфеля. 

Пусть 1 ln1,06,a =  2 ln1,08,a =  3 ln1,2,a =  11 0, 2,b =  22 0,3,b =  33 0,1b =  — коэффициенты  харак-

теристического функционала 
0

1 2 1 2 1 2
1( ) exp ( ) ( ) ( , ) ( ) ( ) ,
2

t

j j j j jj j
t T

v i a s v s ds b s s v s v s ds dsψ
 

= −  
 
∫ ∫∫  где 

0 0[ , ] [ , ].T t t t t= ×  Требуется определить знак выражения

 ( )( ) ( )( ) ( )( ) [ ] ( )( )
0

1 0 3 0 1 0 2 3, , , ( ) , ,
t

t

i t t i t t i t s M s i s t dsψ χ ψ χ ψ χ ε ψ χ− − − + − −∫  (14)

где 0 0,t =  1.t =  Преобразуем каждое слагаемое отдельно.
Первое слагаемое выражения (14):

( )( )

( )( ) ( )( ) ( )( )
0

1 0

0 0 1 0 2 1 2

,

1exp ln1,06 , , 0, 2 , , , ,
2

t

t T

i t t

i i t t s ds i t t s i t t s ds ds

ψ χ

χ χ χ

− =

 
= − − − − =  

 
∫ ∫∫

( ) ( ) ( )
0 0 0

0 0 1 0 2 1 2
1exp ln1,06 , , 0, 2 , , , ,
2

t t t

t t t

t t s ds t t s t t s ds dsχ χ χ
 

= + =  
 
∫ ∫ ∫  (15)
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( ) ( )( )
( )

0
0 0 0

2
1 2 0 0

0, 1

0, 2exp ln1,06 exp ln1,06 0,1
2

exp ln1,06 0,1 .

t t t

t tt t t

ds ds ds t t t t
= =

 
= + = − + − =  

 
= +

∫ ∫ ∫

Второе слагаемое выражения (14):
( )( )

( )( ) ( )( ) ( )( )
0

3 0

0 0 1 0 2 1 2

,

1exp ln1,2 , , 0,1 , , , ,
2

t

t T

i t t

i i t t s ds i t t s i t t s ds ds

ψ χ

χ χ χ

− =

 
= − − − − =  

 
∫ ∫∫

( ) ( ) ( )
0 0 0

0 0 1 0 2 1 2
1exp ln1,2 , , 0,1 , , , ,
2

t t t

t t t

t t s ds t t s t t s ds dsχ χ χ
 

= + =  
 
∫ ∫ ∫  (16)

( ) ( )( )
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0
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2
1 2 0 0

0, 1

0,1exp ln1,2 exp ln1,2 0,05
2

exp ln1,2 0,05 .

t t t

t tt t t

ds ds ds t t t t
= =

 
= + = − + − =  

 
= +

∫ ∫ ∫
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Подставив значения (17), (18) в третье слагаемое выражения (14), получаем интеграл 

0

2 2exp( ln1,06 0,1 ) ln1,08exp((1 ) ln1,2 0,05(1 ) ) ,
t

t

s s s s ds+ − + −∫  его значение положительно. Под-

ставим найденные значения (15), (16) в (14), мы получим оценку для выражения (14) 
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таким образом, получаем, что оптимальным выбором для получения наибольшего математи-
ческого ожидания дохода является значение 10[ ] 1.M x =

Заключение

Для определения оптимального распределения капитала ценных бумаг была составлена 
математическая модель инвестиционного портфеля. Учтены случайные изменения стоимости 
долей — коэффициенты дифференциальных уравнений представлены случайными процесса-
ми. Найдено математическое ожидание решения системы, позволяющее выявить зависимость 
прибыли от начального распределения капитала.
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ВЫЧИСЛЕНИЕ ФУНКЦИИ ОТ МАТРИЦЫ, ИМЕЮЩЕЙ ДЕЙСТВИТЕЛЬНЫЙ СПЕКТР
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Аннотация. Пусть T  — квадратная матрица, имеющая действительный спектр, и f  — 
аналитическая функция. Обсуждается задача приближенного вычисления ( ).f T  Приме-
няя разложение Шура и переупорядочивание, можно считать, что T  треугольна и ее ди-
агональные элементы (совпадающие с собственными значениями) упорядочены в 
порядке возрастания. Чтобы избежать потери точности при вычислении ii jjt t−  с близки-
ми (включая равные) числами iit  и jjt ,  предлагается представить T  в блочной форме и 
вычислять две главные блочные диагонали с помощью интерполяционных многочленов. 
Оставшиеся элементы матрицы ( )f T  предлагается вычислять с помощью алгоритма 
Шура — Парлетта. Также предлагается проводить некоторые вычисления (типа составле-
ния интерполяционных многочленов) с повышенным числом десятичных знаков.
Ключевые слова: аналитическая функция от матрицы, полиномиальная интерполяция, 
разделенные разности, переупорядочивание, алгоритм Шура — Парлетта.

Введение

Настоящий доклад подготовлен на основе статьи [17].
Пусть T  — квадратная комплексная матрица, а f  — аналитическая функция, определен-

ная в окрестности ее спектра. Функцией ,f  примененной к матрице ,T  называют [3, 5, 15] 
матрицу

 11( ) ( )( ) ,
2

f T f T d
i

λ λ λ
π

−

Γ
= −∫ 1

где Γ  — контур, окружающий спектр матрицы ,T  а 1  — единичная матрица.
Задача [3, 6, 15] нахождения аналитической функции f  от матрицы T  имеет по крайней 

мере одно важное приложение: решение дифференциального уравнения x Tx=  с матричным 
коэффициентом T  выражается через функцию .Tte  Отметим также некоторые другие важные 
для приложений функции: косинус [13, 14], степенная функция [9], сигнум [15, 16], функция 
Грина [2, 19, 23], гамма- и бета-функции [10, 27] и функция Миттаг — Леффлера [12] 

,
0

( ) ,
( )

k

k
E

kα β
λλ

α β

∞

=

=
Γ +∑  возникающая в теории уравнений с дробными производными.

Как правило, функция от матрицы может быть вычислена только приближенно. Основ-
ные задачи, стоящие при разработке алгоритмов вычисления функций от матриц: (i) приме-
нимость к матрицам большого размера, (ii) получение окончательного результата с большой 
точностью и (iii) быстрота вычислений. В настоящем докладе основной акцент делается на 
точность вычислений.

В докладе описывается алгоритм приближенного вычисления аналитической функции f  
от квадратной матрицы ,R  имеющей действительный спектр. Этот алгоритм представляет со-
бой модификацию так называемого [3, 11, 15] блочного алгоритма Шура — Парлетта. Нетри-
виальный пример матрицы с действительным спектром [1, 12.69] — матрица вида 1 ,F G−  где F  
и G  эрмитовы, причем F  положительно определена. Матрица вида 1F G−  возникает, напри-
мер, когда преобразовывают линейный пучок [4] F Gλ λ −  к виду 1 ,F Gλ λ −−1  где 1  — 
единичная матрица. В свою очередь, линейные пучки F Gλ λ −  с положительно определен-
ными матрицами F и G описывают [8, 22, 28] RC-цепи и некоторые другие пассивные системы.
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1. Описание алгоритма

Предлагаемый алгоритм состоит в следующем.
Предположим, что требуется подставить в аналитическую функцию f  матрицу ,R  имею-

щую действительный спектр. Вначале с помощью QR-алгоритма [1, 3] строится разложение 
Шура, т. е. представление ,HR QTQ=  где Q  унитарна, а T  треугольна. Отметим, что разложе-
ние Шура используется в качестве начальной стадии во многих численных спектральных ал-
горитмах. Очевидно,

 ( ) ( ) .Hf R Qf T Q=
Таким образом, задача вычисления ( )f R  сводится к вычислению ( )f T  для треугольной ма-
трицы .T  (Напомним, что диагональные элементы T  являются собственными значениями 
как ,T  так и .R ) Затем применяется дополнительное унитарное преобразование подобия, пе-
реупорядочивающее [6, с. 107] диагональные элементы T  в возрастающем порядке.

Наиболее известный и широко используемый алгоритм вычисления аналитической функ-
ции f  от верхнетреугольной матрицы T  принадлежит Парлетту [25], см. также его описание 
в [3, § 9.1.4]. Если матрица T  не имеет кратных собственных значений, то вычисление элемен-
тов ijf  матрицы ( )F f T=  (где T  — верхнетреугольна) может быть проведено по формулам

 1

1
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, .

ii ii
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jj ii ik kj ik kj
ij ij

k ijj ii jj ii

f f t
f f t f f t

f t i j
t t t t

−

= +

=
− −

= + <
− −∑  (1)

Из (1) видно, что диагонали матрицы F  могут вычисляться друг за другом. Использование 
разложения Шура и затем вычисление по формулам (1) обычно называют [3, 15] алгоритмом 
Шура — Парлетта.

К сожалению, формулы (1) неприменимы, если T  имеет кратные собственные значения, 
т. е. ii jjt t=  для некоторых .i j≠  Частичное решение этой проблемы также было предложено 
Парлеттом [24, 3, 15]: диагональные элементы следует переупорядочить таким образом, чтобы 
матрицу можно было представить в блочной форме, причем совпадающие собственные значе-
ния iit  попадали в один блок; после этого удается использовать блочный аналог [3, 15]

 1

1

( ),

, .

ii ii
j

ij jj ii ij ij jj ii ij ik kj ik kj
k i

F f T

F T T F T F F T T F F T i j
−

= +

=

− = − + − <∑
 (2)

формул (1).
Аналогичная проблема возникает, когда треугольная матрица T  имеет близкие (хотя и не-

равные) диагональные элементы iit  и .jjt  В этом случае вычисление знаменателей jj iit t−  в (1) 
приводит к значительной потере точности. Частичное решение этой проблемы было предло-
жено в [11]. Близкие собственные значения следует объединить в кластеры. После этого диа-
гональные элементы треугольной матрицы следует упорядочить таким образом, чтобы соб-
ственные значения из одного кластера следовали одно за другим. Затем матрицу T  следует 
разбить на блоки так, чтобы собственные значения из одного кластера стали собственными 
значениями одного и того же диагонального блока. Следующим этапом функция f  от диаго-
нальных блоков (имеющих маленький спектр) вычисляется с помощью многочленов Тейлора; 
после этого оставшиеся ненулевые блоки F  могут быть вычислены с помощью блочной вер-
сии (2) алгоритма Парлетта. Подчеркнем, что отсутствие jj iit t−  с близкими jjt  и iit  в соседних 
блоках обеспечивается тем, что различные кластеры находятся на значительном расстоянии 
друг от друга. Модификация этого алгоритма, не требующая переупорядочивания, предложе-
на в [18].
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В докладе рассматривается случай, когда разбиение спектра на хорошо отделенные друг от 
друга кластеры невозможно: спектр R  равномерно (в статистическом смысле) заполняет от-
резок действительной оси. Основная идея заключается в следующем. Поскольку предполага-
ется, что спектр R  действительный, можно переупорядочить диагональные элементы T  в 
возрастающем порядке. Снова разделим спектр T  на кластеры, состоящие из близких чисел. 
Сделаем это путем разрезания отрезка, содержащего спектр, на части равной длины; длины 
этих частей сделаем порядка 1, т. е. не слишком большими, но и не слишком маленькими. Раз-
режем матрицу T  на соответствующие блоки. Затем сопоставим каждой паре соседних кла-
стеров удвоенные диагональные блоки, соответствующие этой паре (при этом каждый диаго-
нальный блок кроме двух крайних попадет в два удвоенных диагональных блока). Например, 
предположим, что спектр T  содержится в [0,3] и было сформировано 3 начальных кластера: 
первый соответствует собственным значениям из [0,1], второй — собственным значениям из 
(1,2) и третий — собственным значениям из [2,3]; в этом случае рассмотрим два (налегающие 
друг на друга) удвоенных диагональных блока, соответствующие собственным значениям из 
[0,2) и [1,3]. Вычислим функцию f  от удвоенных диагональных блоков (отметим, что диаго-
нальные блоки имеют относительно маленькие спектры), используя полиномиальную аппрок-
симацию. Это можно сделать с высокой точностью, используя интерполяционные многочлены 
не слишком высокого порядка, поскольку спектры удвоенных диагональных блоков не очень 
велики. (К сожалению, поскольку соседние удвоенные блоки пересекаются, их общие части 
будут вычислены дважды. В действительности, используется незначительная модификация 
описанной идеи, позволяющая избежать такого дублирования.) Оставшиеся элементы матри-
цы ( )F f T=  вычисляются по формулам (1); поскольку невычисленные к настоящему момен-
ту элементы находятся на второй обычной (т. е. не удвоенной) блочной диагонали и выше, 
разности jj iit t−  в (1) с близкими jjt  и iit  не встретятся.

2. Детали вычислений

При вычислении действия f  на блоки с маленьким (действительным) спектром использо-
вались интерполяционные многочлены в форме Ньютона с нулями многочленов Чебышева 
1-го рода, взятыми в качестве точек интерполяции. Построение интерполяционного многоч-
лена в форме Ньютона требует вычисления разделенных разностей функции .f  Чтобы эта 
операция не приводила к потере точности вычислений, она выполнялась с увеличенным чис-
лом значащих цифр. Подчеркнем, что использование повышенной разрядности в данном слу-
чае не создает заметного увеличения времени счета (по сравнению с матричными операция-
ми). Более того, как показывают численные эксперименты, наибольшие затраты времени 
связаны с вычислениями по формуле (1) элементов, находящихся вдали от главной диагонали. 
Для ускорения подстановки матрицы в многочлен использовался алгоритм Патерсона — 
Стокмайера [26]. Также использовались представления для блоков функции от треугольной 
матрицы в виде многомерных интегралов [20] и некоторые формулы для аналитических функ-
ций от нескольких матриц [21]. Подробнее см. [17].

Проводились численные эксперименты и сравнение с другими известными алгоритмами. 
В частности, в случае экспоненциальной функции f  проводилось сравнение с наиболее ши-
роко используемым алгоритмом масштабирования и квадрирования (scaling and squaring) 
[15]; показано, что в ряде случаев предлагаемый алгоритм позволяет вычислить экспоненци-
альную функцию от матрицы с существенно более высокой точностью. Вычисления выполня-
лись в пакете «Математика» [29, 7].
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УДК 517.925

ШИФРОВАНИЕ ИНФОРМАЦИИ С ИСПОЛЬЗОВАНИЕМ МЕГАСТАБИЛЬНОЙ 
СИСТЕМЫ С 4-D РЕШЕТКОЙ СКРЫТЫХ ХАОТИЧЕСКИХ АТТРАКТОРОВ

Тульский государственный университет

О. И. Кузнецова

Аннотация. Сосуществование нескольких аттракторов, или мультистабильность, соот-
ветствует одновременному существованию более одного нетривиального аттрактора для 
одного и того же набора параметров системы. Интерес к подобным системам обусловлен 
широким спектром их прикладного использования, например, для скрытия информации 
в системах коммуникаций, биомедицинской инженерии, нечетком управлении. 

Применяя схему для безопасной системы связи, основанной на мегастабильной си-
стеме, обладающей 4-D решеткой скрытых хаотических аттракторов, удается реализовать 
стратегию криптографически защищённой связи для передачи по каналу связи информа-
ции, представляющей собой цветное изображение.
Ключевые слова: динамические системы, хаос, скрытые аттракторы, мегастабильность, 
счетное число сосуществующих аттракторов, шифрование информации, защищенная 
связь.

Введение

Мультистабильные системы и их динамические свойства являются важными темами в не-
линейной динамике. Поведение решений динамической системы зависит как от выбора их 
начальных условий, так и от значений входящих в систему параметров. Сосуществование не-
скольких аттракторов, или мультистабильность, соответствует одновременному существова-
нию более одного нетривиального аттрактора для одного и того же набора параметров систе-
мы. Это явление было обнаружено почти во всех естественных науках, включая электронику, 
оптику, биологию. Небольшие различия в начальных условиях (например, из-за ошибок окру-
гления при численных вычислениях) приводят к принципиально разным результатам для 
мультистабильных динамических систем, что делает долгосрочное предсказание их поведения 
практически невозможным. Это происходит, даже если такие системы являются детермини-
рованными, то есть их будущее поведение полностью определяется выбором начальных усло-
вий без участия случайных элементов. 

В последние годы усилия многих исследователей были направлены на создание так называ-
емых мегастабильных систем, то есть систем, которые при постоянных значениях, входящих 
в них параметров, имеют счетное число сосуществующих аттракторов. Интерес к подобным 
системам обусловлен широким спектром их прикладного использования, в частности, в шиф-
ровании изображений [1–3] и безопасной связи [4]. В данном случае роль «секретного ключа» 
играет определенный выбор начальных условий

В статье [5] предлагаются методы синтезирования мегастабильных систем с использовани-
ем систем в форме Лурье. В качестве одного из примеров в работе впервые построена система 
четвертого порядка с 4-D решеткой скрытых хаотических аттракторов, которая позволяет ис-
пользовать данную систему для шифрования данных. 

Следуя идеям, изложенным в [6], и применяя схему для безопасной системы связи, ос-
нованной на мегастабильной системе, обладающей 4-D решеткой хаотических аттракторов, 
удается реализовать стратегию криптографически защищённой связи для передачи по каналу 
связи информации, представляющей собой цветное изображение.
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1. Метод адаптивной синхронизации для общего класса хаотических 
вещественных моделей

В работе [6] предложена схема адаптивной синхронизации, которая в общем виде может 
быть записана следующим образом:

 ( ) ( ) ( ) ,x F x G x A H x B= + +  (1)

где 1 2( , , , ) , T n
nx x x x R= … ∈  ( ) :  n nF x R R→  — вектор нелинейной функции, ( ) :  n n mG x R R ×→  — 

линейная матрица-функция, ( ) :   n n mH x R R ×→  — нелинейная матрица-функция, 
1 2 ( , , , ) ,T

mA A A A= …  1 2( , , , )T m
mB B B B R= … ∈  — постоянные векторы параметров модели, кото-

рые ассоциируются с линейными и нелинейными членами, соответственно. 
Ряд хорошо известных хаотических систем, таких как схема Чуа, гиперхаотическая система 

Лю, обобщенная система Лоренца имеют вид уравнения (1).
Пусть ведущая и ведомая системы имеют следующую форму: 
 ( ) ( ) ( ) ,x F x G x A H x B= + +  (2)

 ( ) ( ) ( )ˆ ˆ ( , ).y F y G y A H y B x yθ= + + +  (3)
Здесь , nx y R∈  — векторы состояния, , mA B R∈  — постоянные векторы параметров ведущей 
системы, ˆ ˆ,A B  — неопределенные постоянные векторы параметров ведомой системы, 

: n n nR R Rθ × →  — вектор функции управления ведомой системы (3). Ошибка модуляции па-
раметров ˆ ˆ,A B  определяются следующим образом: ˆ ,Ae A A= −  ˆ .Be B B= −  Состояния ошибки 
могут быть выражены следующим образом: 

   ( ) ( ) ( )  .e t y t x t= −  (4)
Определение. Ведущая система (2) и ведомая система (3) реализуют адаптивную синхро-

низацию, если 
 

  
lim || ( ) ||  lim ||   ||  0. ( ) ( )
t t

e t y t x t
→∞ →∞

= − =

Теорема [6]. Адаптивная синхронизация между ведущей системой (2) и ведомой системой 
(3) будет достигнута, если функция вектора управления построена в следующей форме: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 1 2 3,     [ ] [ ] .A BF A Hx y x F y G x G y x H y K KB eKe eθ = − + − + − − − −  (5)

Здесь 1 11 12 1  ( , ,. . . , ),nK diag k k k=  ( )2 21 22 2  , ,. . . , , nK diag k k k=  3 31 32 3  ( , ,. . . , )nK diag k k k=  — поло-
жительно определенные вещественные диагональные матрицы, а обновление параметров мо-
дуляции выбирается в соответствии со следующими уравнениями: 

 2
ˆ    ( ( ))   ,A

Te A F y e K e= =− +

  (6)

 3
ˆ   ( ( ))   .B

Te B H y e K e= =− +

  (7)

2. Адаптивная синхронизация для мегастабильной системы 
с 4-D решеткой скрытых хаотических аттракторов

В данном подразделе применим описанную схему для достижения адаптивной синхрони-
зации из [6] между двумя идентичными хаотическими системами из [5]. Ведущая и ведомая 
системы с индексами d  и r  соответственно могут быть записаны следующим образом:

 

1 2

2 3

3 4

4 2 3 4 1 2

3 4

1.82sin
1.29sin

1.42tg(0.5 )
1.82sin 1.29sin 4.26tg(0.5 ) 1.8sin[ 3.64sin
1.29sin 2.272tg(0.5 )]

d d

d d

d d

d d d d d d

d d

x x
x x
x x
x x x x x x

x x
−

=
 = = −
 = − − + + − −

− −









 (8)
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1 2 1

2 3 2

4 3

2 3 4 14 2

43 4

3

3

1.82sin
1.29sin

1.42tg(0.5 )
1.82sin 1.29sin 4.26tg(0.5 ) 1.8sin[ 3.64sin
1.29sin 2.272tg(0.5 )]

r r

r r

r

r r r r rr

r

r

x x
x x
x x
x x x x x x

x x

θ
θ

θ

θ

= +
 = + = − +
 = − − + + − − −

− − +









 (9)

Здесь 1 2 3 4( , , , )Tθ θ θ θ θ=  — вектор-функция управления.
Ведущая система (8) и ведомая система (9) решаются численно. Фрагменты проекций 4-D 

решетки аттракторов системы (8) на координатные плоскости представлены на рис. 1–4.

Рис. 1. Проекция на плоскость 1 2( , )x x Рис. 2. Проекция на плоскость 1 4( , )x x

Рис. 3. Проекция на плоскость 2 3( , )x x Рис. 4. Проекция на плоскость 3 4( , )x x

3. Приложение для систем защищенной коммуникации

В данном подразделе описана безопасная стратегия связи, основанная на адаптивной син-
хронизации хаотических систем (8) и (9). Схема построена таким образом, чтобы разделить 
сообщение и распределить его между двумя каналами, что повышает безопасность системы 
связи и усложняет задачу дешифровки злоумышленниками. Некоторый бит информацион-
ного сигнала вводится в параметры модуляции и передается по одному из двух каналов; тем 
временем другой бит вводится в состояния передатчика и передается по второму каналу. На 
стороне приемника сообщение может быть точно извлечено с помощью адаптивных методов 
и функции дешифрования. Предложенная схема надежна к различным масштабам аддитивно-
го белого гауссовского шума (АБГШ), что будет продемонстрировано ниже. На рис. 5 изобра-
жена предложенная схема. 
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Схема включает следующие компоненты: 
– Системы передатчика и приемника: мегастабильная система с 4-D решеткой скрытых 

хаотических аттракторов из [5], которая генерирует переменные состояния ( ) nx t R∈  для пере-
датчика и ( ) ny t R∈  для приемника. 

– Блок разделения: информационное сообщение ( )S t  делится на два вектора битов 1S  и 2 ,S  
чтобы распределить его по двум каналам.

 – Блок модуляции параметров: первая часть сообщения 1( )S t  непрерывной инвертируе-
мой функцией 1ϕ  модулируется в параметры передатчика.

– Мегастабильный хаотический маскирующий блок: вторая часть сообщения 2 ( )S t  коди-
руется путем введения в нелинейную функцию 2 ,: nR R Rϕ × →  которая для nx R∈  непрерыв-
на и имеет ассоциированную непрерывную функцию 2 ,: nR R Rψ × →  которая непрерывна 

для ,nx R∈  такая, что 22 22
1( ( ) .,
2

, )x x S Sϕψ =  Шифрующая функция 2ϕ  строится на основе хао-

тических состояний. В результате генерируется сигнал 2 ( ),eS t  который несет часть сообщения. 
– Каналы: хаотические состояния, которые содержат параметры модуляции и закодиро-

ванную информационную часть 2 ,eS  передаются по двум каналам. 
– Блок синхронизации: на стороне приемника реализован блок синхронизации для получе-

ния сигналов состояния хаоса и предоставления необходимой информации для расшифровки. 
– Блок  адаптивных контроллеров: на стороне  приемника  строятся адаптивные контрол-

леры для отслеживания параметров системы передатчика. После синхронизации функция 
расшифровки 1ψ  может быть использована для восстановления первой части переданного со-
общения 1 .dS

– Блок мегастабильного хаотического декодирования: маскированная информация 2 ( )eS t  
декодируется функцией 2 2 1( ( ), ( )).d eS y t S tψ=

– Блок сбора: объединив два информационных сигнала 1dS  и 2 ,dS  получаем полное рас-
шифрованное сообщение .dS

4. Схема шифрования цветного изображения 
на основе мультипараметрической модуляции

В случае передачи по каналу связи сообщения ( ),S t  представляющего собой цветное изо-
бражение, его необходимо разложить по трем компонентам: красному, зеленому и синему ка-
налам (RGB). Параметры 1,b  2 ,b  3b  в ведущей системе (8) выбираются в качестве носителей 
сообщения для передачи изображения по RGB каналам с использованием уравнений модуля-
ции, приведенных в виде

Рис. 5. Хаотическая мегастабильная схема безопасной связи



75

{ }( ) 1,
1 , 1 1, 1, ,

10
R

e R R
R

S
S A B S b

d
ϕ= = +

 { }( ) 1,
1 , 1 1, 2, ,

10
G

e G G
G

S
S A B S b

d
ϕ= = +  (10)

{ }( ) 1,
1 , 1 1, 31

., ,
0

B
e B B

B

S
S A B S b

d
ϕ= = +

Это изображение может быть преобразовано в матрицу пикселей размером m n×  следую-
щим образом: 

 
11 1

1

s s
.

s s

n

m mn

S
 
 =  
 
 



  



 (11)

где ( , )s k l  обозначает значение изображения в пикселе в позиции ( , ),k l  где 1,2,...,k m=  
1,2,..., .l n=  Матрица пикселей преобразуется в одномерный вектор целых чисел от 0 до 255. 

Пусть ] [1 11 21 1 12 2 1 1 2, ,..., , ,..., ,..., ,.., , ,...,[ ].m m n mn mnS s s s s s s s s s s= =  Последний вектор делится на 
два вектора 1 1 2, ,...,  [ ]ks sS s=  и 2 1 2, ,...s ].,[ k k mnS s s+ +=  Первый вектор вводится в параметры пе-
редающей системы, а второй - в ее хаотические состояния.

Был проведен ряд численных экспериментов с использованием среды MATLAB & Simulink 
[7], чтобы продемонстрировать эффективность предложенной схемы шифрования для цвет-
ных изображений. Исходное цветное изображение (Kitties.jpg) размером 256 × 256 показано 
на рис. 5, а его RGB гистограмма показано на рис. 8. Зашифрованное изображение представ-
лено на рис. 6, а его гистограмма — на рис. 9. На рис. 7 проиллюстрировано восстановленное 
изображение и на рис. 10 соответствующая ему RGB гистограмма, полученное после использо-
вания предложенной схемы соответственно. Восстановленное изображение, как и его гисто-
грамма, очень похожи на исходные. 

Рис. 6. Оригинальное 
изображение

Рис. 7. Зашифрованное 
изображение

Рис. 8. Расшифрованное 
изображение

Рис. 9. Гистограмма 
оригинального изображения

Рис. 10. Гистограмма 
зашифрованного изображения

Рис. 11. Гистограмма 
расшифрованного изображения
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Для проверки робастности разработанной схемы защищенной связи используются добав-
ки аддитивного белого гауссовского шума (АБГШ) с различными значениями среднего, а для 
оценки производительности системы и качества восстановленных цветных изображений, из-
меряются пиковое отношение сигнал/шум (PSNR) [8] и индекс структурного сходства изо-
бражения (SSIM) [9]. На рис. 11–13 представлены оригинальные изображения с различными 
масштабами АБГШ. Дешифрованные изображения приведены на рис. 14–16. Результаты моде-
лирования приведены в табл. 1.

Рис. 12. Оригинальное 
изображение с АБГШ = 0.05

Рис. 13. Оригинальное 
изображение с АБГШ = 0.2

Рис. 14. Оригинальное 
изображение с АБГШ = 0.5

Рис. 15. Дешифрованное 
изображение с АБГШ = 0.05

Рис. 16. Дешифрованное 
изображение с АБГШ = 0.2

Рис. 17. Дешифрованное 
изображение с АБГШ = 0.5

Таблица 1
Оценка PSNR и SSIM для цветного изображения

Цветное изображение PSNR SSIM
Kitties 99.987 0.999875467
Kitties АБГШ = 0.05 99.956 0.9957746
Kitties АБГШ = 0.2 98.756 0.9967478
Kitties АБГШ = 0.5 96.748 0.9899866

Заключение

Хаотические системы играют важную роль в системах защищенной связи из-за их сложно-
го поведения и чувствительной зависимости от начальных условий. В литературе предложено 
множество схем хаотических (гиперхаотических) защищенных систем связи. 
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В этой работе применена новая схема защищенной связи, основанная на мегастабильной 
системе с 4-D решеткой скрытых хаотических аттракторов. Схема предназначена для разде-
ления сообщения и распределения его между двумя независимыми каналами, что повышает 
безопасность системы связи и усложняет задачу дешифровки злоумышленником. Информа-
ционный битовый поток разделяется на две части, одна из которых вводится в параметры мо-
дуляции и передается по одному каналу, тем временем другая часть битового потока вводится 
в состояния передатчика и передается по второму каналу. На стороне приемника сообщение 
может быть точно извлечено с помощью адаптивных методов и функции дешифрования. В ка-
честве тестового примера было рассмотрено цветное изображение с различными масштабами 
аддитивного белого гауссовского шума. Для оценки производительности системы и качества 
восстановленных цветных изображений, измеряются пиковое отношение сигнал/шум (PSNR) 
и индекс структурного сходства изображения (SSIM).
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ОБ АДАПТАЦИИ МЕТОДА КОНЕЧНЫХ ЭЛЕМЕНТОВ ДЛЯ МАТЕМАТИЧЕСКОЙ 
МОДЕЛИ, ОПИСЫВАЮЩЕЙ МАЛЫЕ ДЕФОРМАЦИИ НА ГЕОМЕТРИЧЕСКОМ ГРАФЕ
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Д. А. Литвинов1, С. А. Шабров2

Аннотация. В работе метод конечных элементов адаптируется для нахождения прибли-
женного решения математической модели, описывающей малые деформации растянутой 
сетки из струн. Этот метод адаптирован для нахождения приближенных решений неко-
торых математических моделей второго, четвертого порядков с негладкими решениями.
Ключевые слова: негладкое решение, малые деформации, поточечный подход, граф, ме-
тод конечных элементов, математическая модель.

Введение

В последние десятилетия возрастает актуальность моделирования и исследований процес-
сов в науке и технических приложениях, имеющих характер сетей, прежде всего в тех областях, 
где такая особенность обусловлена геометрическими свойствами исследуемых объектов. Пре-
жде всего это заметно в бурно развивающихся приложениях нанотехнологий, где субатомный 
характер технологических задач предполагает кардинально новые подходы в моделировании 
процессов и явлений, проходящих в линейных фрагментах изучаемого объекта. Это только 
одно из возможных приложений математических моделей, которые используют формализмы 
эволюционных систем с локализованными особенностями на геометрических графах. Группа 
математиков, работавших под руководством профессора Ю. В. Покорного, создала качествен-
ную теорию краевых задач второго порядка на геометрическом графе. К настоящему времени 
для уравнений второго порядка с достаточно гладкими коэффициентами, рассматриваемых 
на геометрических графах, изучен вопрос о разрешимости задачи с краевыми условиями типа 
Штурма — Лиувилля при условиях трансмиссии во внутренних вершинах графа, вопрос о 
структуре спектра, получен аналог осцилляционной теоремы Штурма, установлен аналог фор-
мулы Даламбера, разработаны алгоритмы для численного решения. Начато исследование задач 
на графе, когда коэффициенты и правая часть не только не являются непрерывными, но и мо-
гут иметь особенности типа дельта-функций и их производных. Здесь можно отметить работы 
следующих авторов: Ю. В. Покорного [3–6], О. М. Пенкина [2], В. Л. Прядиева [7], В. В. Про-
воторова [1], В. А. Юрко [8, 9], С. А. Шаброва [10–12] и других. Однако остается актуальным 
развитие имеющихся и разработка новых подходов для анализа математических моделей ма-
лых деформаций и вынужденных колебаний на геометрическом графе, численные методы и 
алгоритмы определения классических решений. В работах [13, 14] было рассмотрено построе-
ние численного метода для уравнения малых колебаний, а также оценка погрешности метода. 
В данной статье аналогичные действия будут проведены для системы малых деформаций.

1. Постановка задачи

Рассмотрим следующую математическую модель: 

 
( )

( ) ( ) ( ) = ( ) ,

( ) ( ) ( 1) ( ) ( ) | = 0.bw
w w w x w bw

d dup x u x q x f x
d dx

K b u b p b u bν
∈∂Γ

  − +  Γ  
 ′+ −

 (1)
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Эта модель возникает при описании малых деформаций натянутой сетки из струн, распо-
ложенной вдоль графа .Γ  Будем действовать аналогично показанному в [13, 14] для уравнения 
малых колебаний.

Пусть ребра графа занумерованы некоторым способом. Каждое ребро графа разобьем на 
конечное число интервалов (здесь ребро рассматривается как отрезок, лежащий в nR ), точки 
разбиения обозначим через { },i

jx  где i номер ребра, = 1, ij N  — номер точки i-го ребра, где iN  — 
количество точек на i-м ребре . Здесь = 1, ,i N  где N  количество ребер графа. Без ограничения 
общности можно считать { }i

jx  на каждом ребре занумерованы в порядке возрастания в смыс-
ле ориентации. Таким образом, 0{ }ix  и { }i

Ni
x  — начало и конец i-го ребра.

Введем следующие функции:
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Для каждой внутренней вершины ( )Iα ∈ Γ  введем два множества индексов ребер, которые 
примыкают к ней: первое множество 1( )I α  — это множество индексов ребер, для которых α  
является началом ребра, а второе 2 ( )I α  — концом.

Введем теперь функцию 

 0
( ) ( )1 2

( ) = ( ) ( ).
i i

Ni
i I i I

x x xα
α α

ϕ ϕ ϕ
∈ ∈

+∑ ∑
Положим для каждой граничной точки :wb
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где 0i  — номер ребра, для которого wb  является граничной вершиной.
Базисные функции, которые состоят из ( ),i

j xϕ  1, ,i N=  = 1, 1,ij N −  ( ),xαϕ  ( ),bw
xϕ  зануме-

руем каким-либо способом.
Нетрудно видеть, что количество базисных функций равно 

 
=1

= ( 1) | ( ) | | |,
N

i
i

M N I− + Γ + ∂Γ∑
где | |X  — мощность конечного множества .X

Обозначим занумерованные функции через ( )i xϕ  ( = 1, ).i M
Вместо искомой функции ( )u x  будем искать лишь ее значения в узловых точках и в связи 

с этим будем использовать в уравнениях вместо ( )u x  функцию 
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=1

( ) = ( ),
M

i i
i

v x v xϕ∑  (5)

где iv  — ее значение в узловой точке ,ix  то есть в такой точке в которой ( ) = 1.i ixϕ
Уравнение ( ( ) ( ))' ( ) ( ) = ( )xp x u x u x q x f xΓ′− +  умножим на базисную функцию ( )k xϕ  и проин-

тегрируем по Γ: ( ( ( ) ( ))' ( ) ( )) ( ) = ( ) ( ) .x k kp x u x u x q x x d f x x dϕ ϕΓ
Γ Γ

′− + Γ Γ∫ ∫
Разбивая интеграл в левой части последнего равенства на три, и проинтегрировав первый 

интеграл дважды по частям, второй — один раз, будем иметь 
 (( ( ) ( )) ' ( ) ( ) ( ) ( ) = ( ) ( )x k x k kp x u x x dx u x x q x d x f x dϕ ϕ ϕ

Γ Γ Γ

′ + Γ Γ∫ ∫ ∫
= 1,.., .k M  Поставив сюда вместо ( )u x  функцию (5), мы получим систему из M  уравнением с 

M  неизвестной 

 
=1 =1

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) = ( ) ( )
M M

i i k i i k kx x
i i

v p x x x dx v p x x x q x d x f x dϕ ϕ ϕ ϕ ϕ
Γ Γ Γ

′ ′ + Γ Γ∑ ∑∫ ∫ ∫  (6)

= 1,.., .i M
Следующая величина , = ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )x xp x x x dx x x q x dϕ ψ ϕ ψ ϕ ψ

Γ Γ

′ ′〈 〉 + Γ∫ ∫ является билинейным 

симметричным функционалом в пространстве E  — абсолютно непрерывных на Γ  функций, 
первая производная которых суммируема с квадратом на ,Γ  кроме того, эти функции удовлет-
воряют условиям ( )( ) ( ) ( 1) ( ) ( ) | = 0.bw

w w w x w bw
K b X b p b X bν

∈∂Γ′+ −
Очевидно, что из неотрицательности ( )p x  и ( )q x  на .Γ  ,ϕ ϕ〈 〉  является неотрицательным 

и невырожденным. Более того , 0ϕ ϕ〈 〉  для всякой ,ϕ  , = 0ϕ ϕ〈 〉  для = 0.ϕ
Поэтому ,ϕ ψ〈 〉  может служить скалярным произведением, коэффициенты матрицы си-

стемы (6) образуют матрицу Грамма системы линейно независимых функций { ( )}.i xϕ  Поэтому 
определитель системы отличен от нуля. Отсюда следует, что (6) имеет единственное решение.

2. Об оценке погрешности

Здесь доказывается следующая теорема. 
Теорема 2.1. Пусть ( )u x  — точное решение математической модели (1), ( )v x  — прибли-

женное решение, найденное с помощью адаптированного метода конечных элементов при раз-
биении i-го ребра на .iN  Тогда, справедлива оценка 

 ( , ) ,a u v u v C h− − ⋅

где = ,i

i

lh max
N

 
 
 

 C  не зависит от ,h  а ( , )a u u  — энергетическая норма: 

 2 2 2

=1
( , ) = ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ).

r

w i w
w

a u u p x u x dx u x q x d K b u b
Γ Γ

′ + Γ +∑∫ ∫
Доказательство. Нетрудно видеть, что задача, поиска решения математической модели (1) 

эквивалентна задаче минимизации квадратичного функционала ( ) = ( , ) 2( , ),I v Lv v f v−  где 
= ( ( ) ( )) ( ) ( )xLu p x u x u x q xΓ′− +  и ( , ) = ,u v uv d

Γ

Γ∫  на множестве 2H  — абсолютно непрерывных 

на Γ  функций ( ),u x  первая производная которых абсолютно непрерывна на Γ  и таких, что 
( )( ) ( ) ( 1) ( ) ( ) | = 0.bw

w w w bw
K b u b p b u bν

∈∂Γ′+ −  Перепишем выражение ( , )Lv v  в виде 
 2( , ) = ( ( ) ( ))' ( ) ( ) =xLv v p x v x vd v x q x dΓ

Γ Γ
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 2 2 2

=1
= ( ) ( ) ( ( ) ( )) ( ) ( ) .

r

w w x
w

K b v b p x v x dx v x q x d
Γ Γ

′+ + Γ∑ ∫ ∫  (7)

Таким образом, функционал, который необходимо минимизировать, принимает вид 

 2 2 2

=1
( ) ( ) ( ( ) ( ) ) ( ) ( ) ( ) .

r

w w x
w

K b v b p x v x dx v x q x d f x d
Γ Γ Γ

′+ + Γ − Γ∑ ∫ ∫ ∫  (8)

Решение математической модели (1) и дает минимум функционалу (8) на 2.H  Функционал 
(8) можно определить на функциях ( )u x  у которых первая производная ( )u x′  суммируема с 
квадратом на ,Γ  то есть на 1H



 — пополнении 2H  по норме 

 1
2 2 2 2

=1
|| || = ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) (0).

r

w iH
w

u p x u x dx u x q x d K b u
Γ Γ

′ + Γ +∑∫ ∫

Отметим, что такое расширение не может привести к уменьшению минимума: каждое но-
вое значение ( )I v  есть предел ( ),nI v  где 2

nv H∈  и 1|| || 0,n H
v v− →  если u  функция из 1,H



 на 
которой функционал ( )I v  принимает наименьшее значение. Если 2 ,u H∈  доставляет мини-
мум ( ),I v  то она становится минимизирующей на 1.H



Доказательство в обратную сторону достаточно очевидно: минимизация ( )I v  на 1H


 при-
водит к математической модели (8). Таким образом, ( )I v  мы можем минимизировать на 1.H



 
Другими словами, в качестве базисных функций мы можем действительно брать { ( )}.i xϕ

Оценим разность между точным решением ( )u x  и полученным приближенным решением ( ).v x
Сначала оценим разность между точным решением и ее интерполянтом в энергетической 

норме (модуль разности между ( )u x  и ( )v x  будет еще меньше). Последнее основано на анало-
ге классического результата теории конечных элементов, а именно: предположим, что 0 ( )u x  
минимизирует ( )I u  на множестве 1,H



 NH  — конечномерное его подпространство. Тогда
1) минимум ( )hI v  и минимум , ,h hu v u v〈 − − 〉  где hv  пробегает подпространство ,NH  до-

стигается на одной и той же функции ,hu
2) по отношению к энергетическому скалярному произведению hu  есть проекция u  на ,NH  

или, что то же самое, ошибка hu u−  ортогональна .NH  То есть
 , = 0 ;h h h Nu u v v H〈 − 〉 ∈äëÿ âñåõ  (9)
3) функция ,hu  на которой достигается минимум, удовлетворяет условиям
 1, = ( , )  h h h hu v f v v H〈 〉 ∈



äëÿ âñåõ  (10)
и

 , = ( , ) .Nu v f v v H〈 〉 ∈äëÿ âñåõ  (11)
Как и в классической теории, для нас эта теорема является ключевой. Более того, все три ее 

части тесно связаны.
Из 1) следует 2): в пространстве со скалярным произведением функция из подпростран-

ства NH , ближайшая к заданной функции u, всегда является ее проекцией на NH . Наоборот, 
1) вытекает из 2): , =h h h hu u v u u v〈 − − − − 〉 , 2 , , .h h h h h hu u u u u u v v v〈 − − 〉 − 〈 − 〉 + 〈 〉  Если справедли-
во равенство (10), то , , .h h h h h hu u u u u u v u u v〈 − − 〉 〈 − − − − 〉

Равенство возможно только тогда, когда , = 0,h hv v〈 〉  т. е. = 0.hv  Таким образом, hu  — един-
ственная функция на которой ,h hu u u u〈 − − 〉  достигает минимума, и утверждение 1) доказано.

Утверждение 2) непосредственно вытекает из 3): если равенство (11) справедливо для всех 
1v H∈


, то оно справедливо и для h Nv H∈ . Вычитая из него (10) получаем утверждение второй 
части.

Осталось доказать утверждение 3) — из него вытекает 2), а из него следует 1). Если hu  ми-
нимизирует ( )I u  на ,NH  то ( ) ( )h h hI u I u vε+  для всех ε  и ,hv  или, вспоминая, выражение 
( )I u  через ,u u〈 〉  и ( ; ),f u

 2, 2( ; ) , 2( ; ) 2 [ , ( ; )] , .h h h h h h h h h h hu u f u u u f u u v f v v vε ε〈 〉 − 〈 〉 − + 〈 〉 − + 〈 〉  (12)
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Поэтому
 20 2 [ , ( ; )] , .h h h h hu v f v v vε ε〈 〉 − + 〈 〉
Так как это верно для сколь угодно малого числа ε  любого знака, то , = ( ; ),h h hu v f v〈 〉  кото-

рое и означает равенство нулю первой вариации функционала ( )I u  в точке hu  в направлении 
hv . Таким образом утверждение 3) доказано.

Интерполянт ( )Iu x  точного решения ( )u x  математической модели (1) можно выразить че-
рез базисные функции следующим образом 

 
=1

( ) = ( ) ( ),
M

I i i
i

u x u x xϕ∑
где ( )i xϕ  определены выше, а ix  — узловые точки, в которых соответствующая базисная функ-
ция ( ) = 1.i xϕ

Через ( )w x  обозначим разность ( ) ( ).Iu x u x−  Оценим | ( ) |w x  в энергетической норме.
Оценим теперь близость ( )Iu x  к ( )u x  по энергетической норме, т. е. оценим ( , )a w w  

 2 2 2

=1
( , ) = ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ).

r

w w
w

a w w p x w x dx w x q x d K b w b
Γ Γ

′ + Γ +∑∫ ∫
Тогда, очевидно, что 

 2 2 2

=1 =1 =1
( , ) = ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ).

N N r

i i i w w
i i w

a w w p x w x dx w x q x d K b w b′
Γ Γ

+ Γ +∑ ∑ ∑∫ ∫
Обозначим : = 1, ; = 0, 1i

k ix i N k N −  — k-ю точку разбиения i-го ребра графа, в число кото-
рых могут включаться и инцидентные внутренние точки из ( ).I Γ

Тогда для всех 1[ , ]i i
k kx x x +∈  справедливо равенство 

 
0 0

( ) = '( ) = '( 0) ' = '( 0)( ) ' .
x x xi i i

i i i k i i k k ii i i i ix x x x xk k k k k
w x w d w x dw d w x x x du d

ξ ξ
ξ ξ ξ ξ

+ +

 + + + − + 
 ∫ ∫ ∫ ∫ ∫  (13)

Отсюда получим:

 
01

0

| ( ) | | '( 0) | .
ixk

i
i i k i i i

ixk

w x w x h h u
−+

+

′+ + ∨  (14)

 
011

0

( ) ( ) 1| '( 0) |=| '( 0) | | '( 0) '( ) | .
ii xki k i ii i ik

i k i k i k i i
ii i xk

u x u x
w x u x u x u d u

h h
ξ ξ

−++

+

−
′+ + − + − ∨∫   (15)

Значит для всех 1[ , ]i i
k kx x x +∈  

 
01

0

| ( ) | 2 2 .
ixk

i i i i
ix ik

w x h u h u
γ

−+

+

′ ′∨ ∨   (16)

Без ограничения общности можем считать, что ( ) = 1p x . Для начала сделаем следующее 
преобразование 

 
1 1

1 0 012 1 0
0 0 0 0 0

=0 =1
= ' = ' | ( ') = ( ( ') ( ) '( ) =

N Nii ixk' i i
i i i i i i i i i i k i kixi i kj k

w dx w dw w w w d w w d w w x w x
γ γ

− −
− −+−

+ + +
− − + ∆∑ ∑∫ ∫ ∫ ∫

 
1 1

0 01 1

0 0
=0 =0

= ( ') = ( ').
N Ni ii ix xk k

i i i ii ix xk kj j
w d w w d u

− −
− −+ +

+ +
− −∑ ∑∫ ∫  (17)

Тогда для первого слагаемого имеем 

 
1 1 1 010 01 12

0 0
=0 =0 =0 [ , ] 01

| |=| ( ') | | ( ) ( ') | | | ( ')sup
iN N N xi ii i i kx xk k'

i i i i j i ii ix x i ii k k ik k k x x xk k k

pw dx w d u w x d u w u
γ

− − − −+− −+ +

+ +
++

∑ ∑ ∑ ∨∫ ∫ ∫  
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1 1

2 2 2

=0 =0
2 ( ') 2( ') 2( ')

N Ni i

i i i i i i
k ki i i

h u u h u l
γ γ γ

− −

∑ ∑∨ ∨ ∨    (18)

 2 .2 2 2
2

=1 =1

ˆ( ) = ( ) 2 ( ') 2 ( ) ( ) = .
r r

' '
i i i

iw w i

pw x dx w x dx h u l h u M h C
γ γΓ

Γ

′ Γ ⋅∑ ∑∨ ∨∫ ∫  

Аналогично получим 

 
01 1

2 2

=1 =0 0

( ) ( ) = ( ) ( ) ( )

ixn jN i

i i i
i j ix j

w x q x d w x q x d xσ
−− +

Γ
+

Γ ∑∑∫ ∫ 

 
01 1

2 2 2

=1 =0 0

( sup ( )) 4 ( ( )) ( ),
ixnN ji

i i
ii j x j

w Q h u Q
−− +

Γ Γ+

′∑ ∑ ∨ ∨ ∨   (19)

где 
0

= ( ) ,
x

i i iQ q x dσ∫  ( )Q x  — функция, определенная на всем графе и на i-м ребре совпадающая 

с ( )iQ x  ( ih  мало и изначально может быть взято меньшим единицы); константа 3Ĉ  от ih  не 
зависит.

Так как ( ) = (0) = 0,ww b w  то 2

=1
( ) (0) = 0.

r

w
w

K b w∑
Соединяя теперь неравенства (17), (18) и (19), мы получим требуемое неравенство. Теорема 

доказана.
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УДК 531.011

О ВАРИАЦИОННОСТИ ОДНОГО ОБЫКНОВЕННОГО 
ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНОГО УРАВНЕНИЯ ВОСЬМОГО ПОРЯДКА

Российский университет дружбы народов

Т. Х. Лыу

Аннотация. В данной работе исследована прямая представимость обыкновенного диф-
ференциального уравнения восьмого порядка в форме уравнений Гамильтона-Остро-
градского. Для этого получены необходимые и достаточные условия прямой представи-
мости данного уравнения в форме уравнения Лагранжа — Остроградского и построено 
соответствующее действие по Гамильтону — Остроградскому. Определена вариационная 
структура обыкновенного дифференциального уравнения восьмого порядка.
Ключевые слова: прямая вариационная формулировка, билинейная форма, потенци-
альный оператор, действие по Гамильтону — Остроградскому, уравнения Гамильтона — 
Остроградского.

Введение

Вариационные принципы сыграли основополагающую роль в становлении и развитии 
механики [13]. В [6, 7] излагаются классические и современные методы решения основных 
задач динамики. На сегодняшний день задача исследования вариационности дифференци-
альных уравнений является достаточно актуальной. Несмотря на значительное количество 
работ, посвященных этому вопросу (см., например, [1, 5, 12]), многие задачи, такие как распро-
странение метода Остроградского на системы с бесконечным числом степеней свободы [3, 9], 
исследование вопросов о прямой и косвенной представимости дифференциальных уравне-
ний с производными высших порядков в форме уравнений Лагранжа — Остроградского, по-
строение соответствующих функционалов — действий по Гамильтону — Остроградскому и 
представление этих уравнений в форме уравнений Гамильтона — Остроградского до конца не 
решены. В связи с этим вопрос о вариационности одного обыкновенного дифференциального 
уравнения восьмого порядка приобретает особую важность, что и определило актуальность 
данной работы.

Основная цель настоящей работы — установить связь прямой вариационной формулиров-
ки обыкновенного дифференциального уравнения восьмого порядка с уравнениями Гамиль-
тона — Остроградского, т. е. получить условия прямой представимости данного уравнения в 
форме уравнения Лагранжа — Остроградского, построить соответствующий функционал-ва-
риационный принцип, применить схему Остроградского [8] для представления этого уравне-
ния в форме уравнений Гамильтона — Остроградского. Для этого также требуется определить 
вариационную структуру обыкновенного дифференциального уравнения восьмого порядка.

Следует отметить, что метод построения функционалов, предложенный в [4, 10, 11], тре-
бует введения некоторых дополнительных операторов для операторных уравнений (функций 
для обыкновенных дифференциальных уравнений). Разработанный в [2] подход позволяет 
избежать введения таких операторов (функций), а в настоящей работе он распространен на 
обыкновенное дифференциальное уравнение восьмого порядка, допускающее прямую вариа-
ционную формулировку. 
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1. Постановка задачи

Рассматривается обыкновенное дифференциальное уравнение

 ( )
8

( )
0

1
( ) ( ) ( ) , ( ) 0,i

i
i

N u a t u t a t u t
=

≡ + =∑  0 1( , ).t t t∈  (1)

Здесь ( )u u t=  — неизвестная функция, 0 1[ , ]i
ia C t t∈  ( 1,8),i =  1

0 0 1([ , ] )a C t t∈ ×  — задан-
ные функции.

Зададим область определения оператора N  (1) следующим образом:

 { 8
0 1 0 1 1 2 0 3( ) [ , ] : ( ) , ( ) , ( ) ,D N u U C t t u t u t u tφ φ φ′= ∈ = = = =

 }1 4 0 5 1 6 0 7 1 8( ) , ( ) , ( ) , ( ) , ( ) .u t u t u t u t u tφ φ φ φ φ′ ′′ ′′ ′′′ ′′′= = = = =  (2)
Введем следующую билинейную форму:

 
1

0

( , ) ( ) ( ) .
t

t

v g v t g t dtΦ = ∫  (3)

2. Необходимые и достаточные условия представимости 
обыкновенного дифференциального уравнения 

восьмого порядка в форме уравнения Лагранжа — Остроградского

Теорема 1. Оператор N  (1) является потенциальным на множестве ( )D N  (2) относи-
тельно билинейной формы (3) тогда и только тогда, когда 0 1[ , ]t t t∀ ∈  выполняются следующие 
условия:

 7 8( ) 4 ( ) 0,a t a t′− =  (4)

 5 6 8( ) 3 ( ) 14 ( ) 0,a t a t a t′ ′′′− + =  (5)

 (5)
3 4 6 8( ) 2 ( ) 5 ( ) 28 ( ) 0,a t a t a t a t′ ′′′− + − =  (6)

 (5) (7)
1 2 4 6 8( ) ( ) ( ) 3 ( ) 17 ( ) 0.a t a t a t a t a t′ ′′′− + − + =  (7)

3. Построение действия по Гамильтону — Остроградскому

Теорема 2. Если выполнены условия (4)–(7), то действие по Гамильтону — Остроградскому 
имеет вид

( )( )
1

0

2(6) (4)
8 6 4 2

1[ ] 17 ( ) 3 ( ) ( ) ( ) ( )
2

t

N
t

F u a t a t a t a t u t ′′ ′= − + − +∫ ( )( )2(4)
8 6 4

1 17 ( ) 3 ( ) ( ) ( )
2

a t a t a t u t′′ ′′+ − + +

 ( )( )2
8 6

1 6 ( ) ( ) ( )
2

a t a t u t′′ ′′′+ − + ( ) ( )2(4)
8

1 ( ) ( ) , ( ) ,
2

a t u t B t u t dt+ + 
 (8)

где

 ( ) ( )( ) ( )
1

0 0 0
0

, ( ) , ( , ) ( ) ( ) , ( ) ,B t u t a t u t u t u t d B t u tλ λ= − +∫   (9)

( )0 0( , ) ( ) ( ) ( ) ,u t u t u t u tλ λ= + −  0 0 ( )u u t=  — фиксированный элемент из ( ),D N 2
0 1([ , ] ).B C t t∈ ×



87

4. Структура обыкновенного дифференциального уравнения восьмого порядка, 
допускающего прямую вариационную формулировку

Теорема 3. Условия (4)–(7) выполняются тогда и только тогда, когда уравнение (1) имеет 
вид 

 (8) (7) (6)
8 8 6( ) ( ) ( ) 4 ( ) ( ) ( ) ( )N u a t u t a t u t a t u t′≡ + + +

 ( ) ( )(5) (4) (5)
6 8 4 4 6 83 ( ) 14 ( ) ( ) ( ) ( ) 2 ( ) 5 ( ) 28 ( ) ( )a t a t u t a t u t a t a t a t u t′ ′′′ ′ ′′′ ′′′+ − + + − + +

 ( )(5) (7)
2 2 4 6 8( ) ( ) ( ) ( ) 3 ( ) 17 ( ) ( ) ( , ( )) 0.ua t u t a t a t a t a t u t B t u t′′ ′ ′′′ ′ ′+ + − + − + =  (10)

5. Обыкновенное дифференциальное уравнение восьмого порядка, 
допускающее прямую вариационную формулировку, 

и уравнения Гамильтона — Остроградского

Теорема 4. Если уравнение (1) является уравнением Лагранжа — Остроградского для функ-
ционала (8), 8 ( ) 0,a t ≠  то это уравнение представимо в форме уравнений Гамильтона — 
Остроградского

 ( ) ( ),u t u t′ ′=  ( ) ( ),u t u t′′ ′′=  ( ) ( ),u t u t′′′ ′′′=  (4) 4

8

( )( ) ,
( )

p tu t
a t

=

 1( ) ( , ( )),up t B t u t′ ′=

 ( )(6) (4)
2 1 8 6 4 2( ) ( ) 17 ( ) 3 ( ) ( ) ( ) ( ),p t p t a t a t a t a t u t′ ′′ ′= − + − + −

 ( )(4)
3 2 8 6 4( ) ( ) 17 ( ) 3 ( ) ( ) ( ),p t p t a t a t a t u t′ ′′ ′′= − + − +

 ( )4 3 8 6( ) ( ) 6 ( ) ( ) ( ),p t p t a t a t u t′ ′′ ′′′= − + −  (11)
где

 ( )(6) (4)
1 8 6 4 2( ) 17 ( ) 3 ( ) ( ) ( ) ( )p t a t a t a t a t u t′′ ′= − + − −

 ( ) ( )(5) (4)
8 6 4 8 6 417 ( ) 3 ( ) ( ) ( ) 11 ( ) 2 ( ) ( ) ( )a t a t a t u t a t a t a t u t′′′ ′ ′′ ′′ ′′′− − + − − + +

 ( ) ( )(4) (5)
8 6 8 611 ( ) 2 ( ) ( ) 3 ( ) ( ) ( )a t a t u t a t a t u t′′′ ′ ′′+ − + − − (6) (7)

8 83 ( ) ( ) ( ) ( ),a t u t a t u t′− −

 ( )(4)
2 8 6 4( ) 17 ( ) 3 ( ) ( ) ( )p t a t a t a t u t′′ ′′= − + −

 ( ) ( ) (4)
8 6 8 66 ( ) ( ) ( ) 5 ( ) ( ) ( )a t a t u t a t a t u t′′′ ′ ′′′ ′′− − − − + (5) (6)

8 82 ( ) ( ) ( ) ( ),a t u t a t u t′+ +

 ( ) (4) (5)
3 8 6 8 8( ) 6 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ),p t a t a t u t a t u t a t u t′′ ′′′ ′= − − −

 (4)
4 8( ) ( ) ( ).p t a t u t=

Заключение

В работе получены необходимые и достаточные условия, при выполнении которых обык-
новенное дифференциальное уравнение восьмого порядка допускает прямое представление в 
форме уравнения Лагранжа — Остроградского, построен соответствующий функционал-дей-
ствие по Гамильтону — Остроградскому и исследована представимость данного уравнения в 
форме уравнений Гамильтона — Остроградского. Также определена вариационная структура 
обыкновенного дифференциального уравнения восьмого порядка.
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Аннотация. Работа посвящена изучению решений сингулярных дифференциальных 
уравнений с оператором Бесселя B γ−  отрицательного порядка 1 0.γ− < − ≤  В этой связи 
большой интерес представляют решения сингулярного дифференциального уравнения 
Бесселя 2 0,B γ λ− + =   которые в работе представлены линейно независимыми функци-

ями µ  и 1, .
2µ

γµ−

+
=  Теорема сложения является важным результатом теории специ-

альных функций математической физики. Как оказалось, для изученных в работе функ-
ций эта теорема выражена через посредство оператора псевдосдвига.
Ключевые слова: теорема сложения, сферическая симметрия, сингулярный дифферен-
циальный оператор Бесселя.

Введение

Исследование сингулярных дифференциальных операторов Бесселя с отрицательным па-
раметром начато в работе [1]. Одно из незаконченных исследований касалось определения 
сдвига, коммутирующим с указанным оператором Бесселя. Оказалось, что такой сдвиг в «чи-
стом» виде не существует. Его роль выполняет оператор, порожденный оператором сдвига 
Пуассона, но он не является сдвигом в обычном смысле, так как не выполняется основное тре-
бование: нулевой шаг сдвига не меняет функцию. Мы этот «псевдосдвиг» определили, следуя 
работе [2], в качестве оператора входящего в теорему сложения соответствующих функций 
Бесселя. Свертки функций с такого рода «псевдосдвига» изучались ранее в работах В. А. Каки-
чева и его учеников (см. например [3, 4]).

1. Оператор Бесселя с отрицательным параметром. 

Рассмотрим следующий сингулярный дифференциальный оператор Бесселя

 
2

12  , { : 0}, 1 0.iB x x x
x x xγ

γ γ+
−

−∂ ∂
= + ∈ = > − < − <
∂ ∂



Отметим, что этот оператор весьма специфичен. Например, его фундаментальное решение 
имеет вырождение в особой точке, вместо привычной сингулярности.

Сингулярное уравнение Бесселя имеет вид
 2( ) ( ) 0.B t tγ λ λ λ− + = 
Линейно независимые решения этого уравнения определены равенствами:
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 (1)

где Jµ  и J µ−  соответственно функции Бесселя первого рода, а j µ−  и jµ  — j-функции Бесселя.
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2. Обобщенный -псевдосдвиг и теорема сложения для -функций Бесселя

Будем исходить из -функций Бесселя с положительным индексом ,µ  представленной ра-
венством (1). 

Для j-функций Бесселя 

 ( ) 1( ) ,   1/ 2,
2

J xj C
x
ν

ν ν

γγ ν −
= = > −

где Jν  функция Бесселя первого рода, известен следующий вариант теоремы сложения [2]:
 ( ) ( ) ( ),j t j t T jτ

ν ν ξ νξ τ ξτ=
где обобщенный сдвиг Пуассона T τ

ξ  определён равенством

 ( )2 2 1

0

1
2( ) 2 cos  sin  , 0.

1
2 2

t t t d
π

γ

γ

ϕ τ τ α α α γ
γ

−

+ Γ 
 = + − >

   Γ Γ   
   

∫  (2)

В нашем случае число 1 0,
2

γµ +
= >  поэтому из равенств (1) имеем

 2 2 2 2( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )  ( ) ( )t t t j t t j t t t T j tµ µ µ µ τ
µ µ µ µ ξ µξ τ ξ ξ τ τ ξ τ ξ= = = 
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∫


 ( ), 2 1.y
x xµ ξ µ γ= = + 

Таким образом, имеет место теорема сложения µ -функций Бесселя: 
 1 1 1 1

2 2 2

( ) ( ) ( ), , , ,y
xx y x x yγ γ γξ ξ ξ ξ +

+ + += ∈     (3)

где 0 1,γ< <  1 0,
2

γµ +
= >  а -псевдосдвиг в евклидовом пространстве 1

+
  имеет вид
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2

µ≤ <

Отметим, что -псевдосдвиг не меняет гладкости функции, т. к. особенность знаменателя 
(возникающая при , x y=  0α = ) регулярная.
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Аннотация. В статье представлено исследование математической модели развития 
хронического лимфолейкоза, основанной на задаче Коши для системы обыкновенных 
дифференциальных уравнений. Система уравнений включает в себя соотношения, опи-
сывающие динамику изменения концентраций раковых, клеток, иммунных клеток и ле-
карственного препарата. Для данной модели проведены вычислительные эксперименты 
при отсутствии лечения, при химиотерапии препаратом циклофосфамид и при сочета-
нии химиотерапии с адоптивной иммунотерапией. Результаты исследований позволяют 
оценить динамику болезни и определить количество курсов химиотерапии и иммуноте-
рапии для достижения ремиссии.
Ключевые слова: онкология, хронический лимфолейкоз, математическое моделирова-
ние, вычислительный эксперимент, раковые клетки, иммунные клетки, динамика болез-
ни, химиотерапия, иммунотерапия, адоптивная иммунотерапия, задача Коши для систе-
мы обыкновенных дифференциальных уравнений, метод Рунге — Кутты.

Введение

По данным Всемирной организации здравоохранения онкологические заболевания входят 
в десятку ведущих причин смертности людей. Злокачественные опухоли классифицируют-
ся в зависимости от местонахождения опухоли, её размеров и по типу строения клеток (рак 
можно классифицировать как лейкоз, саркому и так далее). В рамках данной классификации 
лейкемия представляет собой гематологическое злокачественное заболевание системы крови, 
характеризующееся мутацией, нарушением формирования и созревания лейкоцитов. Самым 
распространенным видом лейкоза, встречающимся у лиц старше 55 лет, является хрониче-
ский лимфолейкоз (ХЛЛ). Хронический лимфолейкоз — это онкологическое заболевание 
иммунокомпетентной системы, характеризующееся пролиферацией зрелых лимфоцитов. 
В большинстве случаев встречается B-клеточное происхождение ХЛЛ, реже — T-клеточное. 
Данная патология характеризуется накоплением лимфоцитов в крови, лимфатических узлах, 
селезенке, печени и костном мозге. Вследствие депрессии нормального лимфоцитопоэза про-
исходит угнетение гуморального иммунитета, которое проявляется частыми инфекционными 
осложнениями, что является основной причиной смертности пациентов.

Нередко почти невозможно определить начало болезни, так как из-за медленного развития 
ХЛЛ серьезный лимфоцитоз и нарушения кроветворения возникают лишь на поздних ста-
диях. При нынешнем стандарте лечения хронический лимфолейкоз является неизлечимым, 
однако у некоторых пациентов необходимость в лечении может и не возникнуть, так как ХЛЛ 
может оставаться в стабильном состоянии в течение многих лет. Из-за токсических эффек-
тов химиопрепаратов зачастую специалисты прибегают к выжидательному наблюдению па-
циентов. Показаниями к терапии являются ухудшение общего состояния, рецидивирующие 
инфекции, быстрый рост лимфоцитов в крови, развитие цитопении и прогрессирующее уве-
личение органов. Варианты лечения включают в себя химиотерапию, препараты для поддер-
жания иммунной системы, таргетную и лучевую терапии.

Отсутствие полной картины онкологии влечет за собой трудности создания эффективно-
го и доступного лечения, позволяющего достичь полного выздоровления, от чего возникает 
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необходимость проверки гипотез динамики рака с помощью численных реализаций матема-
тических моделей. Одним из наиболее используемых подходов к моделированию онкологии 
является аппарат дифференциальных уравнений. Обыкновенные дифференциальные уравне-
ния (ОДУ) фокусируются на общих принципах развития рака, пренебрегая второстепенными 
биологическими аспектами. Задача Коши для системы ОДУ, основанная на идеи конкуренции 
Лотки — Вольтерры, позволяет биоадекватно объяснить взаимодействие здоровых и опухо-
левых клеток, а также динамику заболевания в условиях химио- и иммунотерапии. Рассма-
триваемая в данной работе модель основана на задаче Коши для системы ОДУ, описывающей 
динамику хронического лимфолейкоза. Изменение параметров системы позволяет получить 
представление о динамике болезни при назначенной терапии.

1. Описание модели

Рассмотрим общую модель динамики хронического лимфолейкоза при наличии меди-
каментозного лечения, направленного на уничтожение опухоли и укрепление иммунитета, 
представленную в [1]. В данной модели рассматривается взаимодействие между опухолевыми 
В-лимфоцитами и здоровыми Т-лимфоцитами в следующих предположениях: 

– опухолевые клетки растут в соответствии с логистическим законом;
– несмотря на наличие рака, иммунные клетки естественным образом вырабатываются ор-

ганизмом и естественным образом умирают по экспоненциальному закону;
– взаимодействие между раковыми и иммунными клетками оказывает на них негативное 

влияние, скорость которого пропорциональна количеству встреч между клетками; 
– раковые клетки стимулируют выработку новых иммунных клеток со скоростью рекрути-

рования, которая насыщается после определенного количества раковых клеток;
– фармакодинамика химиотерапевтического препарата соответствует гипотезе логариф-

мического уничтожения, но с реакцией насыщения препарата по Михаэлису — Ментен;
– препарат выводится из организма в соответствии с кинетикой первого порядка.
Введем обозначения: ( )N t  — количество опухолевых клеток, ( )I t  — количество «здоро-

вых» иммунных клеток, ( )Q t  — количество химиотерапевтического препарата в кровотоке. 
Модель, описывающая динамику заболевания, представляется системой обыкновенных диф-
ференциальных уравнений [1, 2]:
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Все параметры модели неотрицательны и означают следующее: 0k >  — пропускная спо-
собность раковых клеток; r  — скорость роста раковых клеток; 1c  и 2c  — коэффициенты вза-
имодействия между раковыми и иммунными клетками, влияющими соответственно на рако-
вые и иммунные популяции; 0s  — естественный приток иммунных клеток к месту 
взаимодействия; d  — естественная скорость гибели иммунных клеток; ρ  — скорость произ-
водства иммунных клеток, стимулированных раком; γ  — количество раковых клеток, при 
котором ответ иммунной системы составляет половину от его максимального значения; µ  и 
δ  — показатели смертности клеток от действия химиопрепарата на раковые и иммунные 
клетки соответственно; a  и b  — количество препарата, при котором такие эффекты состав-
ляют половину его максимума в каждой клеточной популяции; ( )q t  и ( )s t  — функции, отве-
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чающие за химио- и иммунотерапию соответственно; λ  — скорость вымывания данного цик-

ла неспецифическим химиотерапевтическим препаратом (
1/2

ln 2 ,
t

λ =  где 1/2t  — период 

полувыведения препарата).
Для решения начальной задачи будем задавать начальные условия: 0(0)    0,N N= >  0(0)    0I I= ≥  

и (0)  0.Q =  Параметры, используемые в модели, представлены в табл. 1 [1].
В работе представлено исследование динамики здоровых и раковых клеток при отсутствии 

лечения, при химиотерапии и при сочетании иммуно- и химиотерапии. 
Таблица 1

Параметры модели
Параметр Значение Мера измерения

r 210− 1/день
k 1210 клеток

1c 115 10−⋅ 1/(клеток ⋅день)

2c 131 10−⋅ 1/(клеток ⋅день)

0s 53 10⋅ клеток/день
d 310− 1/день
ρ 1210− 1/день
γ 210 клеток
µ 8 1/день
δ 410 1/день
a 32 10⋅ мг
b 65 10⋅ мг

2. Вычислительные эксперименты

2.1. Динамика хронического лимфолейкоза при отсутствии лечения

Соответствующая математическая модель развития заболевания при отсутствии лечения 
принимает вид

 
1

0 2

1 ,

.

dN NrN c NI
dt k
dI NIs dI c NI
dt N

ρ
γ

  = − −   

 = − + −
 +

Достоверным диагностическим признаком для постановления диагноза ХЛЛ является ко-
личество зрелых лейкоцитов более 910 10×  клеток/л, где суммарное количество лимфоцитов 
( )N I+  должно составлять 80–90 % от количества лейкоцитов [3]. Поэтому значения N  и I  
подбираются соответственно необходимому признаку. 

Будем варьировать начальное количество «больных» и «здоровых» клеток для исследова-
ния динамики болезни. Численное моделирование выполняется методом Рунге — Кутта чет-
вертого порядка. Период моделирования составляет 4000 дней, шаг сетки — 1h =  день. Ре-
зультаты расчетов при различных начальных условиях представлены на рис. 1–2.

Вычислительные эксперименты (в том числе с другими начальными данными) показали, 
что при достаточном количестве «здоровых» клеток и незначительном появлении «больных» 
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болезнь прогрессирует и в определенный момент количество раковых клеток достигает мак-
симального значения, однако иммунитет реагирует на заболевание выработкой здоровых 
клеток, за счет чего с течением времени происходит выздоровление. При превышении неко-
торого критического значения количества больных клеток иммунного ответа организма на за-
болевание недостаточно, болезнь прогрессирует. Стоит отметить случай, представленный на 
рис. 2: в начальный период количество «больных» клеток начинает снижаться, однако за счет 
снижения «здоровых» клеток болезнь возвращается; со временем количество раковых клеток 
быстро увеличивается, количество «здоровых» клеток резко снижается. 

Стоит отметить, что протекание болезни зависит от особенностей организма, т. е. от зна-
чений параметров модели.

Условия в последнем случае ( ) 11( 0 2 10 ,N = ⋅  84( ) )00 1I = ⋅  примем для исследования дина-
мики болезни при назначении лечения.

а б
Рис. 1. Динамика развития лимфолейкоза без лечения

(а — динамика изменения раковых клеток, б — динамика изменения «здоровых» клеток)
при 960) 10(N = ⋅  раковых клеток, 8(0) 10I =  здоровых клеток

а б
Рис. 2. Динамика развития лимфолейкоза без лечения

(а — динамика изменения раковых клеток, б — динамика изменения «здоровых» клеток)
при 11(0) 2 10N = ⋅  раковых клеток, 840) 10(I = ⋅  здоровых клеток
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2.2. Динамика хронического лимфолейкоза при иммуно- и химиотерапии

Зависящая от времени функция химиотерапии ( )q t  является кусочно-заданной, посколь-
ку при онкологических заболеваниях используется периодическое введение лекарственного 
препарата. Периодический приём определяется по следующей формуле:

 
0, ( 1) ( 1),

( )
0, ( 1) ,

iq d i t d i
q t

d i t d i
τ

τ
> ⋅ − ≤ < + ⋅ −

= 
+ ⋅ − ≤ < ⋅

где iq  — доза лекарства в i-м курсе химиотерапии (мг/день), τ  — количество дней введения 
лекарства, d  — количество дней (период) одного курса химиотерапии (дни введения лекар-
ства и дни перерыва),  1 , 2, , i k= …  (k  — количество курсов химиотерапии).

В данных вычислительных экспериментах в качестве химиотерапевтического препарата 
будем использовать циклофосфамид. Согласно рекомендациям [4] выберем следующую схему 
лечения: 250 мг/м2/день (миллиграмм на квадратный метр поверхности тела в день) в течение 
первых трех дней, длительность курса составляет 28 дней. Для вычисления разовой дозы пре-
парата ,iq  примем, что имеется гипотетический пациент ростом 1,7 м и весом 75 кг, тогда 
площадь поверхности тела составит 1,88 м2. Необходимая суточная доза будет равна 

 1 ,88 250  470iq = ⋅ =  мг. Согласно инструкции к препарату период полувыведения составляет от 
3 до 12 часов и зависит от особенностей организма; в наших расчетах примем 
1/2 6 1/ 4t = =(÷àñîâ) (äíÿ).  Остальные параметры были взяты из табл. 1. 

Проведем вычисления при наличии только химиолечения (функция 0(  ) s t ≡ ). Численное 
моделирование также выполнено методом Рунге — Кутта четвертого порядка. Период модели-
рования составляет 5000 дней, шаг сетки —  1 h=  день. Результаты моделирования представле-
ны на рис. 3. 

а б
Рис. 3. Динамика развития лимфолейкоза при монохимиотерапии 

(а — динамика изменения раковых клеток, б — динамика изменения «здоровых» клеток) 
при 1120) 0( 1N = ⋅  раковых клеток, 8(0) 4 10I = ⋅  здоровых клеток, 3 курса лечения

 

Результаты вычислений показали, что несмотря на успешное применение химиотерапии, 
после прекращения лечения количество раковых клеток увеличивается и долгое время нахо-
дится примерно на одном уровне («спокойный» период заболевания), однако в какой-то мо-
мент болезнь вновь начинает прогрессировать. При этом четырех курсов химиотерапии ока-
зывается достаточно для полного излечения. 
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Из-за токсического воздействия препаратов и их губительного воздействия на весь орга-
низм имеет смысл проводить иммунотерапию в сочетании с приемом лекарств. Одним из воз-
можных вариантов иммунолечения является так называемая адоптивная иммунотерапия [5]. 
Адоптивная иммунотерапия — это персонализированный вид неспецифической клеточной 
иммунотерапии активированными лимфоцитами. При данной методике иммунные клетки 
забираются из периферической крови пациента и обрабатываются цитокинами для повыше-
ния их функциональной активности. Затем клетки возвращаются пациенту, что приводит к 
активации различных звеньев иммунитета, усилению иммунного ответа в отношении злока-
чественной опухоли, преодолению существующей опухолевой иммуносупрессии, снижению 
выраженности болевого синдрома, улучшению качества жизни онкологического больного.

Введение суспензионных цитокин-активированных иммунных клеток в количестве от 2 до 
10 млн собирается и вводится пациенту паравертебрально внутрикожно в 2-4 точки стандар-
тно на 3, 5, 7, 9 и 11 дни; далее лечение продолжается по индивидуальной схеме без длительных 
перерывов. Таким образом, функция иммунотерапии ( )s t  примет вид, аналогичный функции 

( )q t  со своими значениями ,τ  d  и .k  Будем считать, что количество иммунных клеток is  в 
каждый день лечения является случайной величиной, равномерно распределенной на проме-
жутке 6 62 10 ,  1[ 0 10 .]⋅ ⋅

Проведем вычисления при сочетании двух видов лечения. Численное моделирование так-
же выполнено методом Рунге — Кутта четвертого порядка. Период моделирования составляет 
5000 дней, шаг сетки —  1 h=  день. Результаты моделирования представлены на рис. 4.

а б
Рис. 4. Динамика развития лимфолейкоза при иммуно- и химиотерапии

(а — динамика изменения раковых клеток, б — динамика изменения «здоровых» клеток) 
при 1120) 0( 1N = ⋅  раковых клеток, 8(0) 4 10I = ⋅  здоровых клеток, 3 курса химиотерапии
 
Из полученных результатов вычислительных экспериментов (при неоднократном запуске 

программы) видно, что применение иммунолечения положительно влияет на процесс излече-
ния. После прекращения лечения количество раковых клеток начинает увеличиваться, однако 
за счет роста иммунных клеток болезнь удается победить силами организма даже при отсут-
ствии иммунотерапии. Процесс выздоровления будет проходить быстрее, если количество 
курсов введения иммунных клеток увеличить.
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Заключение

Основной метод лечения пациентов с диагнозом хронический лимфолейкоз — это хи-
миотерапия, которая, в свою очередь, оказывает токсическое влияние не только на раковые 
клетки, но и на иммунные. Поскольку терапия ХЛЛ длится в течение многих лет, необходимо 
минимизировать количество побочных эффектов подбираемого лечения. Сочетание химио-
терапии с иммунотерапией позволяет достичь ремиссии при минимальном количестве курсов 
химиотерапии, что снижает цитотоксичность лечения относительно иммунной системы.
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УДК 517.95

ДВУМЕРНАЯ ОБРАТНАЯ КРАЕВАЯ ЗАДАЧА 
ДЛЯ ПСЕВДОГИПЕРБОЛИЧЕСКОГО УРАВНЕНИЯ ТРЕТЬЕГО ПОРЯДКА 

С ДОПОЛНИТЕЛЬНЫМ ИНТЕГРАЛЬНЫМ УСЛОВИЕМ

Бакинский Государственный Университет

Я. Т. Мегралиев, Р. Ш. Садыхзаде

Аннотация. В этой работе рассматривается обратная краевая задача с неизвестными ко-
эффициентами, зависящими от времени, для псевдогиперболического уравнения третье-
го порядка, имеющая дополнительное интегральное условие. Данная задача исследуется в 
прямоугольной области. При решении начальной обратной краевой задачи осуществля-
ется переход от начальной обратной задачи к вспомогательной обратной задаче. Суще-
ствование и единственность решения вспомогательной обратной задачи доказываются 
при помощи сжатых отображений. Далее снова  выполняется переход к начальной обрат-
ной задаче, в  конце выводится итог о разрешимости начальной обратной задачи.
Ключевые слова: обратная краевая задача, псевдогиперболического уравнения третьего 
порядка, метод Фурье, классическое решение.

Введение

Задачи, в которых вместе с решением того или иного дифференциального уравнения тре-
буется определить также коэффициент (коэффициенты) самого уравнения, или же правую 
часть уравнения, в математике и в математическом моделировании называют обратными за-
дачами. Теория обратных задач для дифференциальных уравнений представляет собой актив-
но развивающееся направление современной математики.  

Различные обратные задачи для отдельных типов дифференциальных уравнений в част-
ных производных изучались во многих работах.  Изучая теорию обратных задач, следует от-
метить работы М. М. Лаврентьева, В. Г. Романова, С. И. Кабанихина, А. М. Денисова, А. И. Ко-
жанова и др. [1–6].

Псевдогиперболические уравнения возникают в теории нестационарного течения вязкого 
газа при распространении начальных уплотнений в вязком газе [7], в теории солитонов [8] 
при описании процесса движения электронов в системе «сверхпроводник — диэлектрик с тун-
нельной проводимостью — сверхпроводник». 

Разрешимость обратных задач в различных постановках, с теми или иными условиями 
переопределения для псевдогиперболических уравнений была предметом исследования в ра-
ботах [9–13]. Данная работа посвящена исследованию нелинейной обратной задачи с неиз-
вестным коэффициентом для псевдогиперболического уравнения третьего порядка с допол-
нительным интегральным условием.

1. Постановка задачи

Возьмем {0 },T xyD Q t T= × ≤ ≤  где {( , ) : 0 1, 0 1}.xyQ x y x y= < < < <  Далее, пусть ( , , ),f x y t  
( , ),x yϕ  ( , ),x yψ  ( ) ( 1, 2)h t i =  — это заданные функции, которые определены при [0,1],x∈  

[0,1],y∈  [0, ].t T∈  Рассмотрим следующую обратную краевую задачу: найти пару { ( , , ) , ( )}u x y t a t  
функций ( , , ),u x y t  ( ),a t  которые удовлетворяют уравнению 

 ( , , ) ( , , ) ( , , ) ( ) ( , , ) ( , , ), ( , , ) ,tt t Tu x y t u x y t u x y t a t u x y t f x y t x y t Dα β− ∆ − ∆ = + ∈  (1)
начальными условиями
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 ( , ,0) ( , ), ( , ,0) ( , ), 0 , 1,tu x y x y u x y x y x yϕ ψ= = ≤ ≤  (2)
граничными условиями 

 (0, , ) (1, , ) 0, 0 1, 0 ,xu y t u y t y t T= = ≤ ≤ ≤ ≤  (3)
 ( ,0, ) ( ,1, ) 0, 0 1, 0 ,yu x t u x t y t T= = ≤ ≤ ≤ ≤  (4)

и с дополнительными условиями

 
1 1

0 0

( , , ) ( ), 0 ,u x y t dxdy h t t T= ≤ ≤∫ ∫  (5)

где 0, 0α β> >  — заданные числа и 
2 2

2 2 .
x y
∂ ∂

∆ = +
∂ ∂

Обозначим
 { }2,2,2 2,2,2( ) ( , ) : ( , ) ( ) , ( , ), ( , ) ( ) .T T txx tyy TC D u x t u x t C D u x t u x t C D= ∈ ∈

Определение. Пару { ( , , ), ( )}u x y t a t  функций ( , , ),u x y t  ( ),a t  будем понимать классическим 
решением обратной краевой задачи (1)–(5), если 2,2,2( , , ) ( ),Tu x y t C D∈   ( ) [0, ]a t C T∈  и выпол-
няются соотношения (1)–( 6) в обычном смысле. 

Верна следующая
Теорема 1.1. Пусть ( , ) ( ),xyx y C Qϕ ∈  ( , ) ( ),xyx y C Qψ ∈  ( , , ) ( ),Tf x y t C D∈  2( ) [0, ] ,h t C T∈  

( ) 0,h t ≠  0 t T≤ ≤  и выполняются условие согласования:

 
1 1 1 1

0 0 0 0

( , ) (0), ( , ) (0),x y dxdy h x y dxdy hϕ ψ ′= =∫ ∫ ∫ ∫  (6)

тогда задача нахождения классического решения задачи (1)–(5) эквивалентна задаче определе-
ния функций 

2,2,2
( , , ) ( ),Tu x y t C D∈  ( ) [0, ]a t C T∈  из соотношений (1)–(4),

 
1 1

0 0

( ) ( (1, , ) (1, , )) ( ( ,0, ) ( ,0, ))tx x ty tyh t u y t u y t dy u x t u x t dxα β α β′′ − + + + =∫ ∫

 
1 1

0 0

( ) ( ) ( , , ) , 0 .a t h t f x y t dxdy t T= + ≤ ≤∫ ∫  (7)

Компоненту ( , , )u x y t  решения { ( , , ), ( )}u x y t a t  задачи (1)–( 4), (7) будем искать в виде:

 ,
1 1

( , , ) ( ) cos sin ,k n k n
n k

u x y t u t x yλ η
∞ ∞

= =

=∑∑  (8)

где
 (2 1), 1, 2,..., (2 1), 1, 2,...,

2 2k nk k n nπ πλ η= − = = − =

 
1 1

,
0 0

( ) 4 ( , , ) cos sin , , 1, 2,....k n k nu t u x y t x ydxdy k nλ η= =∫ ∫
Применяя метод разделения переменных для определения искомых коэффициентов , ( )k nu t  

( 1, 2,...; 1, 2,...)k n= =  функции ( , , )u x y t  из (1), (2) получаем:  
 2 2

, , . , , ,( ) ( ) ( ) ( ; , )k n k n k n k n k n k nu t u t u t F t u aαµ βµ′′ ′+ + = , 1, 2,..., 0 ,k n t T= ≤ ≤  (9)

 , , , ,(0) , (0)k n k n k n k nu uϕ ψ′= =  , 1, 2,...,k n =  (10)

где
 2 2 2

, , , 1, 2,...,k n k n k nµ η η= + =
 , , ,( ; , ) ( ) ( ) ( ), , 1, 2,...,k n k n k nF t u a f t a t u t k n= + =

 
1 1

,
0 0

( ) 4 ( , , ) cos sin , , 1, 2,...,k n k nf t f x y t x ydxdy k nλ η= =∫ ∫
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1 1

,
0 0

4 ( , ) cos sin , , 1, 2,...,k n k nx y x ydxdy k nϕ ϕ λ η= =∫ ∫

 
1 1

,
0 0

4 ( , ) cos sin , , 1, 2,....k n k nx y x ydxdy k nψ ψ λ η= =∫ ∫
Допустим, что 

 
2 2

0 .
4

α π β− >

Решим задачу (9), (10) и найдем:

 ( ) ( )1, , 2, , 2, , 1,, ,
, 2, , 1, , , ,

,

1( ) k n k n k n k nt t t t
k n k n k n k n k n

k n

u t e e e eµ µ µ µµ µ ϕ ψ
γ

= − + − +

 ( ) ( )( )2, , 1, ,
,

0

( ; , ) .k n k n

t
t t

k nF u a e e dµ τ µ ττ τ− − 
+ − 


∫  (11)

где

 
2 2 2
, ,

, , ,( 1) ( 1,2) ,
2 4

k n k ni
i k n k n i

αµ α µ
µ µ β= − + − − =

 
2 2

,
, 2, , 1, , ,2 .

4
k n

k n k n k n k n

α µ
γ µ µ µ β= − = −

2. Исследование существования и единственности классического решения

Для определения компоненты ( , , )u x y t  решения задачи (1)–(3), (6) подставим выражение 
из (10) в (7) и получим:

 ( ) ( )1, , 2, , 2, , 1, ,
2, , 1, , , ,

1 1 ,

1( , , ) k n k n k n k nt t t t
k n k n k n k n

n k k n

u x y t e e e eµ µ µ µµ µ ϕ ψ
γ

∞ ∞

= =

 = − + − + 
∑∑

 ( ) ( )( )2, , 1, ,
,

0

( ; , ) cos sin .k n k n

t
t t

k n k nF u a e e d x yµ τ µ ττ τ λ η− − + − 


∫  (12)

Из (6), учитывая (7), получим:

 
1 1

2
0 0

( ) ( ) ( ) ( , , )a t h t h t f x y t dxdy′′= − +∫ ∫

 ( ) ( )( )1 1
, ,

1 1
( 1) ( 1) , 0 .k nk n

k n k n
k n n k

u t u t t Tλ η α β
η λ

∞ ∞
+ +

= =

 
′+ − + − + ≤ ≤ 

 
∑∑  (13)

Продифференцировав два раза (11), получим: 

 ( ) ( )1, , 2 , 2, , 1, ,
, 1, , 2, , , 2, , 1, , ,

,

1( ) k n k n k n k nt t t t
k n k n k n k n k n k n k n

k n

u t e e e eµ µ µ µµ µ ϕ µ µ ψ
γ

′ = − + − +

 ( ) ( )( )2, , 1, ,

2, ,, 1, ,
0

( ; , ) ,k n k n

k n

t
t t

k n k nF u a e e dµ τ µ ττ µ µ τ− − 
+ − 


∫  (14)

 ( ) ( )1, , 2, , 2, , 1, ,

,

2 2
, 1, , 2, , 1, , 2, , , 2, , 1, , ,

1( ) k n k n k n k n

k n

t t t t
k n k n k n k n k n k n k n k n k nu t e e e eµ µ µ µµ µ µ µ ϕ µ µ ψ

γ
′′ = − + − +

 ( ) ( )( )2, , 1, ,2 2
, 2, , 1, , ,

0

( ; , ) ( ; , ).k n k n

t
t t

k n k n k n k nF u a e e d F t u aµ τ µ ττ µ µ τ− − 
+ − +


∫  (15)
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В силу (9) и (15) имеем:
 2 2

, , , , , ,( ) ( ) ( ; , ) ( )k n k n k n k n k n k nu t u t F t u a u tαµ βµ′ ′′+ = − =

 ( ) ( )1, , 2, , 2, , 1, ,

,

2 2
1, , 2, , 1, , 2, , , 2, , 1, , ,

1 k n k n k n k n

k n

t t t t
k n k n k n k n k n k n k n k ne e e eµ µ µ µµ µ µ µ ϕ µ µ ψ

γ
= − − + − +

 ( ) ( )( )2, , 1, ,2 2
, 2, , 1, ,

0

( ; , ) .k n k n

t
t t

k n k n k nF u a e e dµ τ µ ττ µ µ τ− − 
+ − 


∫  (16)

Чтобы получить уравнение для второй компоненты ( )a t  решения { ( , , ), ( )}u x y t a t  задачи 
(1)–(4), (7) подставим выражение (16) в (13):

 ( )
1 1

1
2

0 0

( ) ( ) ( , , )a t h t h t f x y t dxdy
− 

′′= − +   


∫ ∫ 1 1
2

1 1 ,

1 ( 1) ( 1)k nk n

k k k n n k

λ η
µ η λ

∞ ∞
+ +

= =

 
+ − + − × 

 
∑∑

 ( ) ( )1, , 2, , 2, , 1, ,

,

2 2
1, , 2, , 1, , 2, , , 2, , 1, , ,

1 k n k n k n k n

k n

t t t t
k n k n k n k n k n k n k n k ne e e eµ µ µ µµ µ µ µ ϕ µ µ ψ

γ
× − + − +

 ( ) ( )( )2, , 1, ,2 2
, 2, , 1, ,

0

( ; , ) .k n k n

t
t t

k n k n k nF u a e e dµ τ µ ττ µ µ τ− − + − 


∫  (17)

Таким образом, решение задачи (1)–(4), (7) сведено к решению системы (12), (17) относи-
тельно неизвестных функций ( , , )u x y t  и ( ).a t

Для исследования вопроса единственности решения задачи (1)–(4), (7) важную роль играет 
следующая 

Лемма 2.1. Если { ( , , ), ( )}u x y t a t  — любое классическое решение задачи (11)–(4), (7), то функции

 
1 1

,
0 0

( ) 4 ( , , ) cos sin , , 1, 2,....k n k nu t u x y t x ydxdy k nλ η= =∫ ∫
удовлетворяют на [0, ]T  системе (11).

Замечание. Из леммы 2.1. получаем, что для доказательства единственности решения за-
дачи (1)–(4), (7) достаточно доказать единственность решения системы (12), (17). 

Допустим, что данные задачи (1)–(4), (7) удовлетворяют следующим условиям:

1. 
2

0, 0, 0.
8
αα β β> > − >

2. ( , ), ( , ), ( , ), ( , ), ( , ), ( , ) ( ),x xx y xy yy xyx y x y x y x y x y x y C Qϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ∈  
    2( , ), ( , ), ( , ), ( , ) ( ),xxy xyy xxx yyy xyx y x y x y x y L Qϕ ϕ ϕ ϕ ∈

    (0, ) (1, ) (1, ) 0, 0 1,x xxy y y yϕ ϕ ϕ= = = ≤ ≤

    ( ,0) ( ,1) ( ,0) 0, 0 1.y yyx x x xϕ ϕ ϕ= = = ≤ ≤  

3. ( , ), ( , ), ( , ), ( , ), ( , ), ( , ) ( ),x y xx xy yy xyx y x y x y x y x y x y C Qψ ψ ψ ψ ψ ψ ∈

    2( , ), ( , ), ( , ), ( , ) ( ),xxy xyy xxx yyy xyx y x y x y x y L Qψ ψ ψ ψ ∈

    (0, ) (1, ) (1, ) 0, 0 1,x xxy y y yψ ψ ψ= = = ≤ ≤

    ( ,0) ( ,1) ( ,1) 0, 0 1.y yyx x x xψ ψ ψ= = = ≤ ≤

4. 2( , , ), ( , , ), ( , , ) ( ), ( , , ), ( , , ), ( , , ) ( ),x y T xx xy yy Tf x y t f x y t f x y t C D f x y t f x y t f x y t L D∈ ∈

    (0, , ) (1, , ) 0, 0 1, 0 ,xf y t f y t y t T= = ≤ ≤ ≤ ≤

    ( ,0, ) ( ,1, ) 0, 0 1, 0 .yf x t f x t x t T= = ≤ ≤ ≤ ≤

5. 2( ) [0, ], ( ) 0h t C T h t∈ ≠  (0 ).t T≤ ≤
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Можно доказать следующую теорему:
Теорема 2.1. Пусть выполнены условия 1–5, тогда при малых значениях T  задача (1)–(4), (7) 

имеет единственное решение.
В силу теоремы 1.1., из теоремы 2.1. сразу вытекает однозначная разрешимость задачи (1)–

(5).
Теорема 2.2. Пусть выполняются все условия теоремы 2.1. и выполнены условия согласова-

ния (6), тогда  при малых значениях T  задача (1)–(5) имеет единственное классическое решение.

Заключение

В работе доказано существование и единственность решений обратных краевых задач 
для псевдогиперболичеcкого уравнения третьего порядка с дополнительным интегральным 
условием.
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УДК 517.957

МАТРИЦА ВАНДЕРМОНДА: ОСНОВНЫЕ СВОЙСТВА И ПРИЛОЖЕНИЯ
(НЕКОММУТАТИВНАЯ ТЕОРИЯ)

Воронежский государственный университет

А. И. Перов, И. Д. Коструб

Аннотация. В комплексной банаховой алгебре при условии разделенности и спектраль-
ной разделенности сформулированы и доказаны условия обратимости матрицы Вандер-
монда. Приводятся необходимые и достаточные признаки обратимости матрицы Вандер-
монда. Формулируются аналоги теорем Сильвестра и Вьета.
Ключевые слова: банахова алгебра, дифференциальное уравнение n-го порядка, алгебра-
ическое уравнение n-й степени, теоремы Сильвестра и Вьета, функция Коши, сопрово-
ждающая матрица Фробениуса, матрица Вандермонда.

1. Общие определения [1], [2]

В комплексной банаховой алгебре B  рассмотрим набор, состоящий из n  элементов
 1 2, ,..., .nξ ξ ξ  (1)

Поставим ему в соответствие n n× -матрицу ( )jkV v=  при 1 , ,j k n≤ ≤  которую естественно 
назвать матрицей Вандермонда (порядка n). В развернутой записи она имеет вид

 1 2
1 2

1 1 1
1 2

1 1 ... 1
...

( , ,..., ) .
... ... ... ...

...

n
n

n n n
n

V
ξ ξ ξ

ξ ξ ξ

ξ ξ ξ− − −

 
 
 =
 
 
 

 (2)

Для нас важно знать, когда эта матрица имеет обратную, то есть такую n n× -матрицу 
( ),jkW w=  где jkw  из B  при 1 ,j k n≤ ≤  для которой 

 VW E=  (3)
и

 ,WV E=  (4)
где E  — единичная n n× -матрица. В этом случае будем говорить, что множество (1) лежит в 
общем положении. 

Мы будем говорить, что выполнено условие разделенности, если существуют
 1( )j kξ ξ −−  при .j k≠  (5)
Мы скажем, что выполнено условие спектральной разделенности, если
 ( ) ( ) 0j kS Sξ ξ∩ =  при .j k≠  (6)

2. Коммутативная теория [3]

В этом пункте мы предполагаем, что алгебра B  является коммутативной. В этом случае 
 

1

det ( ).j k
n j k

U ξ ξ
≥ > ≥

= −∏  (7)

Ясно, что U  обратима тогда и только тогда, когда обратим det .U  Поэтому справедливо следу-
ющее утверждение.
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Теорема 1. Матрица Вандермонда 1 2( , ,..., )nV ξ ξ ξ  обратима тогда и только тогда, когда 
выполнено условие разделенности (5). 

Теорема 2 (достаточное условие обратимости). Если выполнено условие спектральной раз-
деленности (6), то матрица Вандермонда 1 2( , ,..., )nV ξ ξ ξ  обратима.

Доказательство основано на включении ( ) ( ) ( ),S a b S a S b− ⊆ −  справедливом в коммута-
тивной алгебре.

Теорема 3. Если матрица Вандермонда 1 2( , ,..., )nV ξ ξ ξ  обратима, то все элементы послед-
него столбца обратной матрицы 1 2( , ,..., )nW ξ ξ ξ  обратимы; точнее

 1 1 1 1
1( ) ...( ) ( ) ...( )j jn j k j j k j nw w ξ ξ ξ ξ ξ ξ ξ ξ− − − −
− −≡ = − − − −  при 1 ,j n< <  (8)

для 1j =  и j k=  аналогично.
Теорема 4. Если матрица Вандермонда 1 2( , ,..., )nV ξ ξ ξ  обратима, то при любом h  из B  

обратима матрица Вандермонда 1 2( , ,..., ).nV h h hξ ξ ξ+ + +

3. Алгебраическое уравнение [4]

Рассмотрим алгебраическое уравнение n-й степени
 1

1 1... 0n n
n nx p x p x p−
−+ + + + =  (9)

с коэффициентами из B.  Выпишем сопровождающую матрицу Фробениуса

 

1 1

0 1 ... 0
... ... ... ...

.
0 0 ... 1

...n n

A

p p p−

 
 
 =
 
 
− − − 

 (10)

Предположим, что уравнение (9) имеет корни (1), лежащие в общем положении. 
Теорема 5. При сделанных выше предположениях справедлива формула 
 1

1 2( , ,..., ) ,nA Vdiag Vξ ξ ξ −=  (11)
означающее подобие матрицы A  диагональной матрице.

Теорема 6 (теорема Вьета). По корням (1) коэффициенты алгебраического уравнения (9) 
восстанавливаются следующим образом 

 1
1

,
n

n
n k jk

j
p wξ+ −

=

= −∑  1 ,k n≤ ≤  (12)

где ( )jkW w=  — обратная к ( )jkV v=  матрица (некоммутативные формулы Вьета).

4. Пучок

Рассмотрим ассоциированный с (9) пучок
 1

1 1( ) ... : .n n
n n nl p p pλ λ λ λ−

−≡ + + + + → B  (13)
Выражение 1,λ  где λ  — комплексное число, а 1 — единица алгебры B,  следуя Т. Като [c. 274], 
кратко записываем в виде .λ  Те ,λ  для которых ( )nl λ  не имеет обратного, образуют спектр S 
пучка. Те ,λ  для которых ( )nl λ  обратим, образуют резольвентное множество R  пучка. В [4] 
доказано, что 

 ( )S S A=  и ( ),R R A=  (14)
где ( )S A  и ( )R A  — это спектр и резольвентное множество оператора (матрицы) A  (10).

Теорема 7 (теорема Сильвестра). Справедлива формула

 
1

( ).
n

j
j

S S ξ
=

=


 (15)
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Функция 
 1 1

1 1( ) ( ... ) : .n n
n n nr p p pλ λ λ λ− −

−≡ + + + + → B  (16)
называется резольвентой n-го порядка [6].

Теорема 8. Имеет место формула

 1

1
( ) ( ) .

n

n j j
j

r wλ λ ξ −

=

= −∑  (17)

5. Дифференциальное уравнение

Рассмотрим дифференциальное уравнение n -го порядка
 ( ) ( 1)

1 1... 0,n n
n nx p x p x p x−
−+ + + + =  (18)

где ( ) /k k kx d x dt=  при 0 .k n≤ ≤  Если по методу Эйлера искать решение в виде exp( ),tξ  то мы 
придем к алгебраическому уравнению (9), которое называется характеристическим.

Теорема 9. Общее решение уравнения (18) имеет вид

 
1

( ) ,j
n

t
j

j
x t e cξ

=

= ∑  (19)

где jc  — произвольные постоянные из ,B  1 .j n≤ ≤
Решение дифференциального уравнения (18) с начальными условиями (0) 0,x =  (0) 0,x =

,  ( 2) (0) 0,nx − =  ( 1) (0) 1nx − =  называется функцией Коши [7].
Теорема 10. Для функции Коши справедлива формула 

 
1

( ) .j
n

t
j

j
k t e wξ

=

= ∑   (20)

6. Основная теорема

Теорема 11. Пусть матрица Вандермонда 1 2( ) ( , ,..., )jk nV v V ξ ξ ξ= =  обратима. Тогда все эле-
менты последнего (n-го) столбца обратной матрицы 1 2( ) ( , ,..., )jk nW w W ξ ξ ξ= =  обратимы; 
точнее

 ,j jkw w≡  1 j n≤ ≤  (21)
обратимы.

Теорема 12. Если матрица Вандермонда 1 2( , ,..., , )nV ξ ξ ξ ξ  порядка 1n +  обратима, то обра-
тима матрица Вандермонда 1 2( , ,..., )nV ξ ξ ξ  порядка .n

Доказательство. Так как по условию теоремы матрица Вандермонда 1 2( , ,..., , )nV ξ ξ ξ ξ  обра-
тима для любых 1 2, ,..., ,ny y y y  из B  написанная ниже система линейных уравнений имеет 
интегральные решения 1 2, ,..., ,nx x x x  из B

 1

1 1
1

,1 ,

.

n

jk k j j
k

n

n k n
k

v x v x y j n

v x v x y

=

+ +
=

 + = ≤ ≤

 + =


∑

∑
 (22)

Это решение можно получить с помощью обратной матрицы 1 2( , ,..., )nW ξ ξ ξ

 1

1, 1
1

,1 ,

.

n

j jk k j
k

n

n k k n
k

x w y w y j n

x w y w x

=

+ +
=

= + ≤ ≤

= +

∑

∑
 (23)
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Фиксируем 1 2, ,..., ny y y  и подбираем y  так, чтобы 0.x =  Согласно последней строке в (23)

 1
1 1,

1
.

n

n n k k
k

y w w y−
+ +

=

 = − 
 
∑  (24)

По предыдущей теореме 11 1 2, ,..., ,nw w w x  обратимы, поэтому обратим 1.nw +  Подставляя y
из (24) в верхнюю строку в (23), находим

 1
1 1,

1
( ) ,

n

j jk n n k k
k

x w w w y−
+ +

=

= −∑  1 .j n≤ ≤    (25)

Формула (25) показывает какова структура 1 2( , ,..., ).nW ξ ξ ξ
Постепенно понижая порядок матрицы Вандермонда, мы приходим к случаю 2.n =  Поэто-

му справедлива 
Теорема 13. Если матрица Вандермонда 1 2( , ,..., )nV ξ ξ ξ  порядка n  обратима, то выполнено 

условие разделенности (5).
(Необходимое условие обратимости).

7. Признаки обратимости

Теорема 14. Для того, чтобы матрица Вандермонда 1 2( , ,..., )nV ξ ξ ξ  порядка n  была обра-
тимой необходимо и достаточно выполнение следующих двух условий:

1) во-первых, обратимы n  матриц Вандермонда порядка 1n −
 1 2( , ,..., )j nv V ξ ξ ξ=  при 1 j n≤ ≤  (26)

каждой матрице jv  по формуле (11) отвечает многочлен
 1 2

1 2 1( ) ... ,n n
j n nr x x p x p x p− −

− −≡ + + + +  1 j n≤ ≤  (27)
степени 1,n −  имеющий корни 1 2, ,..., ;nξ ξ ξ

2) во-вторых, обратимы
 ( )j jp ξ  при 1 .j n≤ ≤  (28)
При выполнении этих двух условий обратная матрица 1 2( , ,..., )nW W ξ ξ ξ=  имеет вид

 

1
11 1

1
2 2

1
1

... ... 1( ) 1 ... 0
... ... ... ...0 ( ) ... 0

.
... ... ... ...... ... ... ...

... ... 1... ... ... ( )

n

nn n

pp
p

pp

ξ
ξ

ξ

−
−

−

−
−

  
  
  
  
     

 (29)

Последняя формула показывает, что .WV E=
Приведем еще достаточный признак обратимости матрицы Вандермонда, основанный на 

формуле

 
1

1

1 2 1 1
1 1 1

1 1 1
1 2

1 1 ... 1
...1 ... ( ) ...( ) ... .

... ... ... ...(2 )
...

n

n
n n nn

n n n
n

W d d
i σ σ

λ λ λ
λ ξ λ ξ λ λ

π
λ λ λ

−

− −

∂ ∂
− − −

 
 
 = − −
 
 
 

∫ ∫  (30)

Предполагается, что выполнено спектральное условие разделенности (6) в более сильной 
форме

 ( ) ( ) 0j kS Sξ ξ∩ =   при ,j k≠  1 , ,j k n≤ ≤  (31)

где ( )S ξ  — замкнутая выпуклая оболочка спектра ( )S ξ  элемента ξ  контур jσ∂  охватывает 
( )jS ξ  для 1 j n≤ ≤  (сравни с [8]).
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ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНО-РАЗНОСТНАЯ СИСТЕМА НАВЬЕ — СТОКСА В КЛАССЕ 
СУММИРУЕМЫХ ФУНКЦИЙ С НОСИТЕЛЯМИ В СЕТЕПОДОБНОЙ ОБЛАСТИ

1Воронежский государственный университет
2Санкт-Петербургский государственный университет

В. В. Провоторов1, А.П. Жабко2

Аннотация. Для эволюционной дифференциальной системы Навье — Стокса с про-
странственной переменной, изменяющейся в n-мерной сетеподобной области, изучает-
ся ей соответствующая дифференциально-разностная система. Сетеподобная область 
представляет собой совокупность конечного числа подобластей, примыкающих друг к 
другу определенными частями своих границ. Формируются пространства функций (про-
странства состояний системы Навье — Стокса), носители которых определены на указан-
ной области, при этом в местах примыкания подобластей эти функции удовлетворяют 
определенным условиям. Априорные оценки для дифференциально-разностной системы 
Навье — Стокса используются при доказательстве слабой разрешимости дифференци-
альной системы Навье — Стокса и построении приближений слабых решений.
Ключевые слова: система Навье — Стокса, дифференциально-разностная система, апри-
орные оценки, условия разрешимости системы Навье — Стокса.

Введение

В работе рассматривается дифференциально-разностная система для эволюционной диф-
ференциальной системы Навье — Стокса с пространственной переменной, изменяющейся в 
n-мерной сетеподобной области. Такая область представляют собой совокупность конечного 
числа подобластей, взаимно не пересекающихся и примыкающих друг к другу определенными 
частями (поверхностями) своих границ; совокупность таких поверхностей образует узловые 
места [1, 2]. Соответственно этому необходимо формировать и исследовать классы функций, 
носитель которых определен на указанной области, при этом в поверхностях примыкания 
подобластей функции удовлетворяют некоторым изначально определенным условиями – ус-
ловиями примыкания. В задачах прикладного анализа условиями примыкания моделируют 
закономерности процесса перемещения потоков сплошных сред по узловым местам, т. е. через 
общие границы сопряженных подобластей. Анализ дифференциально-разностной системы 
Навье — Стокса, базирующийся на установлении априорных оценках норм слабых решений, 
используется для доказательства слабой разрешимости дифференциальной системы Навье — 
Стокса и построения приближений слабых решений соответствующей начально-краевой зада-
чи. Последнее является обоснованием применения метода полу-дискретизации по временной 
переменной к начально-краевой задаче для отыскания ее приближенного решения. Редукция 
дифференциальной системы к дифференциально-разностной открывает возможность пере-
носа результатов анализа задач оптимального управления, полученных для дифференциаль-
но-разностной системы, на задачи оптимального управления для дифференциальной систе-
мы. Особо отметим, что используемый в работе подход и предложенные методы исследования 
расширяют возможности анализа стационарных и нестационарных сетеподобных процессов 
гидродинамики, а также представляют новые пути и возможности анализа сетеподобных про-
цессов переноса сплошных сред иного характера [3, 4].
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1. Обозначения и понятия

Рассмотрим ограниченную сетеподобную область ,nℑ⊂   содержащую N  подобластей lℑ  
( = {1,2,..., }),Nl I N∈  соединенных между собой в ,M  1 1,M N≤ ≤ −  узловых местах jω  

( = {1,2,..., })Mj I M∈ : ˆ ˆ= ,ωℑ ℑ


 где 
=1

ˆ = ,
N

l
l

ℑ ℑ


 
=1

ˆ = ,
M

j
j

ω ω


 причем =l 'l
ℑ ℑ ∅


 ( ),l l′≠  

=j jω ω ′ ∅


 ( ),j j′≠  =l jωℑ ∅


 [1]. Узловые места определяются общими границами подо-
бластей ,lℑ  которые назовем поверхностями примыкания узловых мест. Каждое узловое ме-
сто jω  определяется фиксированном числом подобластей, а именно, подобласть l j

ℑ  и подоб-
ласти ,'ls

ℑ  ( ) ,'
s M Ml I j I∈ ⊂  = 1, .js m  Из сказанного следует, что при фиксированном Mj I∈  

существует фиксмрованная с помощью этого индекса поверхность jS  ( > 0)jmeasS  примыка-
ния l j

ℑ  к 'ls
ℑ  подповерхностями ,j sS  ( > 0),j smeasS  = 1, ,js m  причем jS  является частью гра-

ницы l j
ℑ  ( ),j l j

S ⊂ ∂ℑ  а ,j sS  — частями границ 'ls
ℑ  ,( )j s 'ls

S ⊂ ∂ℑ  и, кроме того, 
=1

= .
m j

j j s
s

S S


 Та-

ким образом, каждое узловое место jω  (при фиксированном Mj I∈ ) характеризуется и 
определяется поверхностью примыкания ,jS  для которой j sS  являются поверхностями при-
мыкания l j

ℑ  к ,'ls
ℑ  ( ),'

s Ml I j∈  = 1, .js m  Учитывая сказанное, границу ∂ℑ  области ℑ  опреде-

лим объединением границ l∂ℑ  подобластей lℑ  ( ),Nl I∈  не включающим в себя все поверхно-

сти примыкания всех узловых мест: 
=1 =1

= \ .
N M

l j
l j

S∂ℑ ∂ℑ
 

 Предполагается, что j sS  гладкие, а ,lℑ  

,Nl I∈  звездные (звездность относительно некоторого шара подобластей lℑ ).
Заметим, что область ℑ  имеет структуру ограниченного геометрического графа-дерево 

[5], причем любая подобласть области ℑ  может иметь сетеподобную структуру со своим чис-
лом узловых мест.

Далее рассматривается математическая модель процесса переноса вязкой жидкости по се-
теподобным носителям (в приложениях сетевые и магистральные трубопроводы).

2. Система Навье — Стокса

В области = (0, )T Tℑ ℑ×  для векторной функции 1 2( , ) = { ( , ), ( , ),..., ( , )},nY x t y x t y x t y x t  
, Tx t∈ℑ  ( 1 2= { , ,..., },nx x x x  <T ∞) рассматривается система

 
=1

= ,
n

i
i i

Y YY Y f grad p
t x

ν∂ ∂
− ∆ + −

∂ ∂∑  (1)

 
=1

= 0 = 0 ,
n

i i

YdivY
x

 ∂
 ∂ 
∑  (2)

с условиями примыкания, определяемыми соотношениями 
 ( , ) | = ( , ) | , = 1, ,jx S x Sj l j 'lj

Y x t Y x t m
ι ι

ι

ι
∈ ∈⊂∂ℑ ⊂∂ℑ  (2)

 
=1

( , ) ( , ) = 0,
m j

j jS Sj j

Y x t Y x tds ds
n nι ιι

∂ ∂
+

∂ ∂∑∫ ∫  (3)

на поверхностях примыкания ,jS  jS ι  ( = 1, )jmι  узловых мест ,jω  = 1,j M  для (0, ).t T∈  Здесь 
через jn  и jn ι  обозначены внешние нормали к поверхностям jS  и ,jS ι  = 1, ,jmι  соответствен-
но; начальные и граничные условия определяются следующими соотношениями: 

 =0 0( , ) | = ( ), ,tY x t Y x x∈ℑ  (4)
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 ( , ) | = 0.xY x t ∈∂ℑ  (5)
Соотношения (1)–(6) опеределяют начально-краевую задачу для системы Навье — Стокса 

(1)–(4) в сетеподобной области Tℑ  (ниже — дифференциальная система (1)–(6)) для функций 
( , ),Y x t  ( , )p x t  в области Tℑ  ( = ( ) [0, ])T Tℑ ℑ∪∂ℑ ×  с исходныеми данными 0 ( ),Y x  ( , ).f x t

В прикладных вопросах математического моделирования процессов транспортировки вяз-
ких жидкостей сетеподобная область ℑ  (носитель гидравлического потока) принадлежит 3  
и  определяет модель трубопроводной сети или магистральной гидросистемы, ( , )Y x t  являет-
ся количественной характеристикой вектора скоростей гидравлического потока в ,Tℑ  система 
уравнений Навье — Стокса (1), (2) является математической моделью транспортировки жид-
кости с вязкостью ν  по гидросистеме, соотношения (3), (4) характеризуют закономерность 
протекания потоков в местах ветвления (узловых местах) гидросистемы, ( , )p x t  — давление в 
гидросистеме [1–3].

3. Дифференциально-разностная система Навье — Стокса

Для установления условий разрешимости системы (1)–(6) рассмотрим дифференциаль-
но-разностную систему Навье — Стокса 

 =1

0

1 ( )[ ( ) ( 1)] ( ) ( ) = ( ) ( ),

( ) = 0, = 1,2,..., , (0) = ( ),

n

i
i i

Y kY k Y k Y k Y k f k grad p k
x

divY k k K y Y x

τν
τ

∂
− − − ∆ + −

∂∑  (6)

 ( ) | = 0, = 1,2,..., ,xY k k K∈∂ℑ  (7)

здесь = / ,T Kτ  [0, ]k Tτ ∈  ( = 1,2,..., 1),k K −  ( ) := ( ; ),Y k Y x k  1( ) := [ ( ) ( 1)],tY k Y k Y k
τ

− −  

( 1)

1( ) := ( ; ) = ( , ) ,
k

k

f k f x k f x t dt
τ

τ τ τ −
∫  

( 1)

1( ) := ( ; ) = ( , ) ,
k

k

p k p x k p x t dt
τ

τ τ τ −
∫  = 1,2,..., .k K

Введем необходимые пространства. Пусть 2 ( )nL ℑ  — пространство действительных функ-
ций 1 2( ) = { ( , ), ( , ),..., ( , )},nu x u x t u x t u x t  измеримых по Лебегу, со скалярным произведением и 
нормой, определяются соотвестствующими соотношениями:

 ( , ) = ( ) ( ) ,u v u x v x dx
ℑ
∫   = ( , ),u u u 

здесь и везде ниже 
=1

( ) = ( ) .
N

l
x dx x dxφ φ

ℑ ℑ
∑∫ ∫  Обозначим через ( )nD ℑ  пространство бесконечно 

дифференцируемых функций с компактными носителями в области ,ℑ  
( ) = { : ( ) , = 0}.n nD divφ φ φℑ ∈ ℑD  Пространство ( )ℑ  определим замыканием ( )nℑD  в 2 ( ) .nL ℑ  

Элементами пространства 1( )ℑ  являютсяфункции ( ) ( )xφ ∈ ℑ  с обобщенными произво-
дными 2 ( )nL

x
φ∂
∈ ℑ

∂
, скалярное произведение и норма в 1( )ℑ  определяются соответствующи-

ми соотношениями: 

 ( )1, = ( , ) , ,u vu v u v
x x
∂ ∂ +  ∂ ∂ 

   1 1= ( , ) .u u u 

Пространством состояний 1
0 ( )V ℑ  дифференциально-разностной системы (7), (8) является за-

мыкание в 1( )ℑ  множества всех функций ( ) ,nφ ∈ ℑD  удовлетворяющих условиям 

 
=1

( ) ( ) = 0.
m j

j jS Sj j

x xds ds
n nι ιι

φ φ∂
+

∂ ∂∑∫ ∫
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Пусть функции 0 ( ),Y x  ( , )f x t  удовлетворяют условиям 1
0 0( ) ( ),Y x V∈ ℑ  2,1( , ) ( )n

Tf x t L∈ ℑ  

(элементы 1( )n
Tu L∈ ℑ  пространства 2,1( )n

TL ℑ  имеют конечной норму 2 1/2
2,1

0

= ( )
T

u u dx dt
ℑ

∫ ∫    )), 

последнее означает 2( ) ( ) .nf k Lτ ∈ ℑ  Введем следующие обозначения:

 
, =1 , =1

( , ) = , ( , , ) = .
n n

j j i
k i

i j i ki i k

u v vu v dx u v u dx
x x x

ρ σ ω ω
ℑ ℑ

∂ ∂ ∂
∂ ∂ ∂∑ ∑∫ ∫

Определение 1. Совокупность функций 1
0{ ( ) ( ), = 1,2,..., }Y k V k K∈ ℑ , для которой при ка-

ждом фиксированном k  ( = 1,2,..., 1)k K −  функция ( )Y k  удовлетворяет соотношению 

 0
1 ( ( ) , ) ( ( ), ) ( ( ), ( ), ) = ( ( ), ), (0) = ( ),tY k Y k Y k Y k f k Y Y xτη νρ η σ η η
τ

+ +  (9)

для произвольных 1
0( ) ( ),x Vη ∈ ℑ  называется слабым решением дифференциально-разностной 

системы Навье — Стокса (7), (8).
Замечание. Из определения следует, что для  функции ( ) := ( ; )p k p x kτ τ  достаточно при-

надлежности ее к *( ) .nℑD  А значит, существование ( )p kτ  вытекет из существования совокуп-
ности 1

0{ ( ) ( ), = 1,2,..., }.Y k V k K∈ ℑ
Для полчения условий слабой разрешимости дифференциальной системы Навье — Стокса 

(1)–(6) обратимся к вопросу построения априорных оценок слабого решения дифференци-
ально-разностной системы (7), (8). Следующее утверждение определяет априорные оценки 
норм функций ( ),Y k  = 1,2,..., ,k K  через нормы исходных данных 0 ( ),Y x  ( ),f kτ  = 1,2,..., .k K

Теорема 1. Если 1
0 0( ) ( ),Y x V∈ ℑ  2( ) ( )nf k Lτ ∈ ℑ  ( = 1,2,..., ),k K  тогда для функций ( ),mY k  

= 1,2,..., ,k K  совокупности 1
0{ ( ) ( ), = 1,2,..., }Y k V k K∈ ℑ  справедливы априорные  оценки 

2,11) ( ) (0) 2 ( ) , = 1,2,..., ,'
m mY k Y f k k Kτ≤ +     

( )2 2 2 2
0 2,1

( )2) ( ) 2 ( ( ) ) , = 1,2,..., ,
=1

'
'm

m
'k

k Y kY k C Y f k k K
x ττν ∂

+ ≤ +
∂∑       

c независящей от τ  постоянной .C
Указанные в теореме оценки вытекают из соотношения (9) и оценок для дифференциаль-

ных форм ( , )u vρ  и ( , , ).u vσ ω

4. Разрешимость дифференциальной системы Навье — Стокса

Введем необходимые пространства: 
1,0 ( )TW ℑ  — пространство функций 2( , ) ( ) ,n

Tu x t L∈ ℑ  обобщенные производные
( , )u x t
x

∂
∂

 которых из 2 ( ) ,n
TL ℑ  1,0

1/2
2 2

( )
= ,

TW

uu u
xℑ

∂ + ∂ 
     

1( )TW ℑ  — пространство функций 2( , ) ( ) ,n
Tu x t L∈ ℑ  обобщенные производные 

( , ) ,u x t
x

∂
∂

 ( , )u x t
t

∂
∂

 которых из 2 ( ) ,n
TL ℑ  1

1/2
2 2 2

( )
= .

TW

u uu u
t xℑ

∂ ∂ + + ∂ ∂ 
         

При этом элементы пространств 1,0 ( )TW ℑ  и 1( )TW ℑ  обладают следущими свойствами: 
1) непрерывность по t  в норме 2 ( ) ,nL ℑ  
2) следы этих элементов при сечении плоскостями 0= (0, )t t T∈  области Tℑ  являются эле-

ментами пространства 2 ( ) .nL ℑ
Введем множества 1,0

1( ) ( )T TWΩ ℑ ⊂ ℑ  и 1
2 ( ) ( ),T TWΩ ℑ ⊂ ℑ  элементы которых принадлежат 

1
0 ( )V ℑ  при фиксированном (0, ).t T∈  Замыкания 1( ),TΩ ℑ  2 ( )TΩ ℑ  в соотвествующих про-
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странствах 1,0 ( ),TW ℑ  1( )TW ℑ  обозначим через 1,0
0 ( ),TW ℑ  1

0 ( ),TW ℑ  тогда | = 0u ∂ℑ  (равенство 
понимается почти всюду) при 1,0

0( , ) ( )Tu x t W∈ ℑ  или 1
0( , ) ( ).Tu x t W∈ ℑ

Определение 2. Совокупность { ( , ), ( , ) :Y x t p x t  1,0
0( , ) ( ),TY x t W∈ ℑ  *( , ) ( ) },n

Tp x t ∈ ℑD  назы-
вается слабым решением дифференциальной системы (1)–(6), если ( , )Y x t  удовлетворяет со-
отношению

 0 0

1
0 0

( , )( , ) ( , ) ( , , ) =

= ( ( ), ( ,0)) ( , ) ( , ) ( , ) ( ), ( , ) = 0,

T T

T

T

T

xY x dxd Y d Y Y d

Y x x f x x dxd x t W x T

η ττ τ ν ρ η τ ρ η τ
τ

η τ η τ τ η η

ℑ

ℑ

∂
− + +

∂

+ ∀ ∈ ℑ

∫ ∫ ∫

∫
 (10)

( )n
T

∗ ℑD  — сопряженное к ( )n
TℑD  пространство.

Теорема 2. Если 1
0 0( ) ( ),Y x V∈ ℑ  2,1( , ) ( ) ,n

Tf x t L∈ ℑ  тогда начально-краевая задача (1)–(6) си-
стемы Навье — Стокса слабо разрешима.

При доказательстве утверждения теоремы используется решение 1
0{ ( ) ( ),Y k V∈ ℑ  

= 1,2,..., }k K  дифференциально-разностной системы (7), (8). Вводятся функции ( , )KY x t  вида 
( , ) = ( ),KY x t Y k  (( 1) , ],t k kτ τ∈ −  = 1,2,..., ,k K  0( ,0) = ( )KY x Y x  и показывается ограниченность 

их в совокупности, используя априорные оценки (утверждения теоремы 1). Вытекающая от-
сюда слабая компактнсть последовательности { ( , )}KY x t  дает воможность установить суще-
ствование слабого предела подпоследовательности указанной последовательности, для кото-
рого справедливо тождество (10).

Заключение

Использование дифференциально-разностной системы для анализа дифференциальной 
системы Навье — Стокса открывает путь алгоритмизации полученных результатов при ре-
шении прикладных задач. Результаты можно использовать при анализе задач оптимального 
управления [7], стабилизации [8, 9] и при изучении различного рода сетеподобных процессов 
прикладного характера.
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УДК 517.925

ИНВАРИАНТНЫЕ ПРЯМЫЕ И ПЛОСКОСТИ ЛИНЕЙНЫХ АВТОНОМНЫХ 
ДИНАМИЧЕСКИХ СИСТЕМ ВТОРОГО И ТРЕТЬЕГО ПОРЯДКА

1Московский авиационный институт
2Институт проблем механики им. А. Ю. Ишлинского РАН

А. А. Пунтус1, А. И. Федюшкин2

Аннотация. Данная статья посвящена исследованию проблемы построения фазовых 
траекторий в окрестности особой точки, инвариантных прямых и плоскостей линейной 
однородной автономной динамической системы 3-го порядка и является продолжением 
работ авторов [1, 2]. Данной проблемы коснулся В. И. Арнольд в своем учебнике [3] в до-
статочно ограниченном объеме, предложив читателю продолжить данное исследование. 
Данная работа представляет собой более расширенное представление о данной проблеме 
и предлагает более содержательное и обоснованное развитие этого исследования, рассмо-
тренное в [3, 4] и может быть включено в программу обучения студентов и аспирантов 
университетов [5, 6]. Данные результаты имеют не только теоретическое значение для 
обыкновенных дифференциальных уравнений и теории оптимального управления, а так-
же могут быть полезны для исследования течения жидкости и газа, например, использо-
ваны при анализе численных результатов CFD моделирования.
Ключевые слова: динамические системы, инвариантные прямые и плоскости, собствен-
ные векторы, метод ортогонализации, фазовые траектории.

Введение

Вследствие сложности и новизны последующего исследования в данной работе сначала об-
ратим внимание на введение важных для последующего определений инвариантных прямых 
и плоскостей линейных однородных автономных динамических систем второго и третьего по-
рядка в окрестности особой точки — начала координат в случае различных действительных 
корней характеристического уравнения постоянной невырожденной матрицы A  данной си-
стемы [1, 2]. Для наглядности графического изображения фазовых траекторий рассматривае-
мых линейных однородных автономных динамических систем 3-го порядка вблизи особой 
нулевой точки [3, 4], проводится ортогонализация совокупности инвариантных прямых и, 
следовательно, преобразование системы координат Oxyz  в ортогональную систему 1 2 3Oξ ξ ξ  с 
помощью одного из широко известных из курса алгебры метода ортогонализации Грама — 
Шмидта или преобразованием матрицы системы к Жордановой структуре. Теоретический ма-
териал данной статьи иллюстрируется соответствующим примером.

Результаты исследования

Рассмотрим сначала автономную линейную однородную динамическую систему уравне-
ний второго порядка с соответствующей матрицей .A  Так как корни характеристического 
уравнения предполагаются действительными и различными, то, следовательно, у такой систе-
мы эта особая точка может быть типа узел или седло. Итак, рассмотрим пример автономной 
динамической системы второго порядка, имеющей различные действительные корни 1λ  и 2 λ  
характеристического уравнения, являющиеся собственными значениями матрицы .A  Для 
каждого из данных собственных значений соответственно определяются собственные векто-
ры 1H  и 2H  [1]. При этом собственные векторы определяют среди фазовых траекторий две 
независимые фазовые траектории — прямые линии, так называемые сепаратрисы. Они явля-
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ются прямыми — фазовыми траекториями независимо от системы координат, в которых мо-
жет быть записана данная система, т. е. данные собственные векторы 1H  и 2H  следовательно 
являются инвариантными прямыми. Как известно из курса линейной алгебры, если в ли-
нейном пространстве задан линейный оператор ,A  который все векторы некоторого подпро-
странства переводит в векторы того же пространства, то это подпространство называется ин-
вариантным относительно оператора .A  Плоскость же, в которой находятся эти прямые, 
является инвариантной плоскостью.

Если данные собственные векторы — инвариантные прямые не являются ортогональны-
ми, то их ортогонализацию можно провести путём преобразования матрицы данной системы 
к Жордановой форме или провести ортогонализацию совокупности инвариантных прямых и, 
следовательно, преобразовать систему координат Oxyz  в ортогональную систему 1 2Oξ ξ  с по-
мощью одного из известных из курса алгебры метода ортогонализации Грама — Шмидта. 
В результате данного преобразования собственные векторы — инвариантные прямые 1H  и 

2H  преобразуются в ортогональные между собой инвариантные прямые, определяющие 
оси декартовой системы координат 1 2.Oξ ξ

Рассмотрим далее автономную линейную однородную динамическую систему уравнений 
третьего порядка с соответствующей невырожденной матрицей .A  Полагаем, что корни ха-
рактеристического уравнения предполагаются действительными и различными 1 ,λ  2λ  и 3,λ  
являющимися собственными значениями матрицы .A  Для каждого из данных собственных 
значений определяются собственные векторы 1,H  2H  и 3H  [1]. При этом собственные векто-
ры определяют среди фазовых траекторий три независимые фазовые траектории — прямые 
линии, так называемые сепаратрисы. Они являются прямыми — фазовыми траекториями не-
зависимо от системы координат, в которых может быть записана данная система, т. е. данные 
собственные векторы 1,H  2H  и 3H  следовательно являются инвариантными прямыми. 
Плоскости же, в которых попарно находятся эти прямые, являются инвариантными плоско-
стями. 

Заметим, что для наглядности графического изображения фазовых траекторий рассматри-
ваемых линейных однородных автономных динамических систем третьего порядка вблизи 
особой точки, если инвариантные прямые окажутся не ортогональными между собой, то их 
ортогонализацию можно, по аналогии с двумерным случаем, провести путём преобразования 
системы координат в ортогональную систему 1 2 3Oξ ξ ξ  с помощью либо преобразованием ма-
трицы A  соответствующим невырожденным преобразованием к Жордановой форме или с 
помощью метода ортогонализации Грама — Шмидта. В результате данного преобразования 
собственные векторы — инвариантные прямые 1,H  2H  и 3H  преобразуются в ортогональ-
ные между собой инвариантные прямые, определяющие оси декартовой системы коорди-
нат 1 2 3.Oξ ξ ξ

Таким образом, при построении фазового портрета автономной динамической системы 
третьего порядка фазовые траектории строятся уже с учётом типа этих траекторий на ин-
вариантных плоскостях, расположенных ортогонально [4]. Данной проблемы коснулся В. И. 
Арнольд в своем учебнике [3] в достаточно ограниченном объёме, предложив читателю про-
должить данное исследование. Данная работа представляет собой более расширенное пред-
ставление о данной проблеме и предлагает более содержательное и обоснованное развитие 
этого исследования, рассмотренное в [1, 2] и может быть включено в программу обучения 
студентов и аспирантов университетов [5, 6]. Данные результаты имеют не только теоретиче-
ское значение для обыкновенных дифференциальных уравнений, а могут быть полезны для 
исследования течения жидкости и газа, например, использованы при анализе численных ре-
зультатов CFD моделирования.

Рассмотрим теперь практическое построение фазовых траекторий в окрестности особой 
точки — начала координат трёхмерного инвариантного пространства линейной однородной 
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автономной динамической системы третьего порядка с постоянной матрицей ,A  Rang 3,=A  
нижеследующего вида: 
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Некоторые примеры, аналогичные тем, которые решаются ниже, построения фазовых тра-
екторий в окрестности начала координат линейных автономных динамических систем треть-
его порядка, рассмотрены в [1, 2].

Составим характеристическое уравнение матрицы данной системы: det( ) 0Eλ− =A  или 
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 Рассмотрим случай действительных различных корней характе-

ристического уравнения данной матрицы. Раскрывая определитель, стоящий в левой части, 
получим: 3 2 0,λ µλ βλ γ+ + + =  где ,µ  ,β  γ  — различные действительные числа, 

11 22 33 ),(a a aµ = − + +   det .Aγ = −  Решив полученное кубическое уравнение, получаем действи-
тельные корни 1 , λ  2 ,λ  3.λ  Так как эти корни — действительные и попарно различные, то, 
определив собственные векторы 1,H  2H  и 3,H  получаем общее решение системы [1, 2] в сле-

дующем виде: 31 2
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 где векторы 1,H  2H  и 3H  определяют инва-

риантные прямые, являющиеся одновременно собственными векторами и фазовыми траек-
ториями.

Итак, если в данном случае корни действительные числа, каждому собственному вектору 
линейного оператора A  соответствует одномерное инвариантное подпространство, а ка-
ждой паре собственных векторов, принадлежащих различным собственным значениям, ко-
торые попарно различны между собой, соответствует двумерное инвариантное подпро-
странство. Следовательно, если 1 ,λ  2 ,λ  3λ  — действительные числа, то в 3R  имеются три 
одномерных инвариантных подпространства — три инвариантные прямые и три двумерных 
инвариантных подпространства — три инвариантные плоскости. Если собственные векторы 

имеют следующие координаты 
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 то канонические уравне-

ния инвариантных прямых имеют вид: 
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Канонические уравнения инвариантных плоскостей, содержащих инвариантные пря-
мые, имеют вид: 
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Как было отмечено ранее, инвариантные прямые в случае их ортогональности при пер-
воначальном вычислении или в результате их ортогонализации становятся координатами 
декартовой системы координат, а координатная плоскость — инвариантной плоскостью, 
и таким образом, например, в случае узла фазовые траектории, касаются одной из этих осей. 
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Таким образом, преобразование системы с матрицей из собственных векторов является 
эффективным ортогональным преобразованием инвариантных прямых. Это преобразова-
ние с целью ортогонализации инвариантных прямых будет применяться далее в конкретных 
примерах построение фазовых траекторий линейных однородных автономных динамических 
систем в окрестности особой точки – начала координат в 3.R

Рассмотрим теперь конкретные примеры построения фазовых траекторий в окрестности 
особой точки — начала координат линейных однородных автономных динамических систем 
3-го порядка при наличии различных действительных корней характеристического уравнения 
матрицы .A

Заметим, что для наглядности графического изображения фазовых траекторий рассматри-
ваемых линейных однородных автономных динамических систем 3-го порядка вблизи особой 
нулевой точки, если инвариантные прямые окажутся не ортогональными между собой, то 
обязательно необходимо провести ортогонализацию совокупности инвариантных прямых и, 
следовательно, преобразование системы координат Oxyz  в ортогональную систему 1 2 3Oξ ξ ξ  с 
помощью одного из известных из курса алгебры метода ортогонализации Грама — Шмидта 
или преобразованием матрицы A  невырожденным преобразованием с помощью матрицы из 
инвариантных векторов к Жордановой структуре из соответствующих ортогональных векто-
ров. Далее эти ортогональные векторы определяют инвариантные прямые — оси коорди-
нат, обозначаемые 1 2 3.Oξ ξ ξ

Пример 1. Рассматривается автономная динамическая система:
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Решение. Составим характеристическое уравнение: 
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Определим корни характеристического уравнения матрицы системы: 
 ( )( ) ( )( )2 22 4 4 1 2 4 3 (2 )( 1)( 3) 0.λ λ λ λ λ λ λ λ λ− − + − = − − + = − − − =

Корнями данного уравнения являются значения: 1 1,λ =  2 2,λ =  3 3.λ =  Определим для каж-
дого из данных значений соответствующие векторы — инвариантные прямые 1,H  2H  и 3.H  
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Выделив базисный минор 1 2
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 и полагая свободную переменную равной 3 1,h =  имеем 
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 Из данной системы определяем значения 1 0h =  и  2 1.h =  В итоге получаем 

собственный вектор — инвариантную прямую 1

0
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аналогии с предыдущим получаем: 2 3
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.
h h
h h
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 При 3 1,h =  получаем 1 1,h =  2 1,h =  и определяется 

собственный вектор — инвариантная прямая 2
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 Следовательно, при 3 1h =  имеем 1 1,h =  2 0,h =  и третьим собственным 

вектором — инвариантной прямой является 3
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Таким образом, общее решение данной системы имеет вид:
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В координатной форме решение можно записать в следующем виде: 
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Векторы 1
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 являются инвариантными прямыми, являющимися 

одновременно собственными векторами и фазовыми траекториями. Кроме того, эти векторы 
попарно определяют инвариантные плоскости.

Уравнения инвариантных прямых имеют вид: 
0 1

    
1

,x y z
= =  

1 1
    

1
x y z
= =  и 

1 0
    

1
.x y z

= =

Уравнения инвариантных плоскостей, включающих инвариантные прямые имеют вид: 
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Итак, инвариантные прямые в данном примере определяются векторами:
 1 (0, 1, 1),m     =   2 (1, 1, 1)m     =   и  3 (1, 0, 1).m     =
Проведём преобразование данных независимых инвариантных прямых из пространства 

Oxyz  в соответствующую ортогональную декартовую систему из этих векторов 1 2 3Oξ ξ ξ  с по-
мощью метода ортогонализации Грама — Шмидта. А именно, полагаем, что вектор имеет вид: 

1 1 (0, 1, 1).m     ξ = =  Теперь определим 2ξ  в соответствии с известным процессом ортогонализа-
ции Грама — Шмидта следующим образом:

 ( ) ( ) ( ) ( )2 1
2 2 1

1 1

( , ) (0 1 1)1, 1, 1 0, 1, 1 1, 1, 1 0, 1, 1 (1,0,0).
( , ) (0 1 1)
mm         ξξ ξ
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+ +
= − − = − =

+ +
=

Далее определяем следующую инвариантную ортогональную прямую  
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( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

3 2 3 1
3 3 2 1

2 2 1 1

( , ) ( , )   
( , ) ( , )

0 0 1(1 0 0) 1 1 1 11, 0, 1 1, 0, 0 0,1,1  1, 0, 1 1,0,0  0, , 0, ,
(1 0 0) 0 1 1 2 2 2 2

m mm

                   

ξ ξξ ξ ξ
ξ ξ ξ ξ

= − −

+ ++ +    − − = − − = −   + + + +
=

   

=

или ей коллинеарную 3 (0, 1, 1). ξ = −
Итак, данными преобразованными инвариантными векторами являются следующие ор-

тогональные векторы: 1 (0, 1, 1),  ξ =  2 (1, 0, 0),  ξ =  3 (0, 1, 1), ξ = −  определяющие соответствую-
щие инвариантные плоскости. 

Так как в каждой из инвариантных плоскостей нулевая особая точка — узел, то в данной ор-
тогональной системе координат картина фазовых траекторий имеет вид, изображённый на рис. 1.

Заключение

В последующих задачах при иллюстрации множества фазовых траекторий рассматривае-
мых динамических систем следует полагать, что, если требуется аналогичная ортогонализа-
ция, то она реализуется самостоятельно данным методом Грама — Шмидта по аналогии с про-
демонстрированным Примером 1. В результате система инвариантных прямых и инвариантных 
плоскостей либо уже ортогональны, либо преобразованы в ортогональную систему инвари-
антных прямых, инвариантных плоскостей, а фазовые траектории изображаются в ортого-
нальной системе координат 1 2 3Oξ ξ ξ  вида, аналогичного с фазовыми траекториями в двумер-
ном случае. Данные результаты имеют не только теоретическое значение для обыкновенных 
дифференциальных уравнений и теории оптимального управления, а также могут быть полез-
ны для исследования течения жидкости и газа, например, использованы при анализе числен-
ных результатов CFD моделирования [5, 6]. Материал данной статьи может быть включено в 
программу обучения студентов и аспирантов университетов.
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УДК 531.011

К БЕСКОНЕЧНОМЕРНЫМ СИСТЕМАМ БИРКГОФА: 
ВАРИАЦИОННОСТЬ, ДИСКРЕТИЗАЦИЯ И ИНТЕГРАЛЬНЫЕ ИНВАРИАНТЫ

Российский университет дружбы народов

В. М. Савчин, Ф. Т. Чинь

Аннотация. Используя заданное действие по Гамильтону, получены уравнения движения 
бесконечномерных потенциальных систем, обобщающих известные уравнения Биркго-
фа. Для них построен разностный аналог с дискретным временем. На его основе най-
дена разностная аппроксимация соответствующего интегрального инварианта первого 
порядка.
Ключевые слова: бесконечномерные системы Биркгофа, дискретизация, интегральные 
инварианты, вариационность.

Введение

В работе [1] получены необходимые и достаточные условия вариационности операторного 
уравнения с первой производной по времени
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Здесь 0 1,[ ],t T T∀ ∈    1u U∀ ∈  оператор , 1 1:u tP U V→  является линейным; 0 1 1 1:[ , ]Q T T VU× →   — 
произвольный оператор, вообще говоря, нелинейный; ˆ( )D N  — область определения операто-
ра ,N
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1
0 1 1([ , ]; ),U C T T U=    1

0 1 1([ , ]; ),V C T T V=    1,U  1V  — линейные нормированные пространства над 
полем действительных чисел ,  1 1U V⊆  Множество W  определяется внешними связями, на-
ложенными на систему.

Операторное уравнение (0.1) может быть обыкновенным дифференциальным, дифферен-
циальным уравнением в частных производных, интегро-дифференциальным уравнением, 
уравнением c отклоняющимися аргументами и др., а также системой таких уравнений.

На этом пути, в частности, выявлена взаимосвязь полученного операторного вариацион-
ного уравнения с классическими уравнениями Биркгофа [2, 3], являющимися обобщениями 
канонических уравнений Гамильтона.

Будем использовать обозначения и терминологию работ [4–6].

1. Постановка задач

Пусть состояние бесконечномерной потенциальной системы определяется вектор-функ-
цией 1 2( , ) ( ( , ), , ( , )),nu x t u x t u x t=   ( , ) [0, ],Tx t Q T=∈ Ω×  Ω  — ограниченная область из m

  с 
кусочно-гладкой границей .∂Ω

Предположим, что при этом действие по Гамильтону имеет вид
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где ( , , ),i iR R x t uα=  ( )B B uα=  — заданные гладкие функции, ,
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Будем рассматривать функционал (1.1) на множестве
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где ,Ω = ∂Ω∪Ω  (0,T),TΓ ∂Ω×=  xn  — внешняя нормаль к ;∂Ω  0 ,iϕ  1 ,iϕ  ( , )i x tνψ  — заданные 
достаточно гладкие функции. 

Цель работы — найти уравнения движения, определяемые действием по Гамильтону (1.1), 
построить их разностный аналог с дискретным временем и на этой основе найти разностную 
аппроксимацию соответствующего линейного интегрального инварианта.

2. Система уравнений движения

Обозначим плотность функции Лагранжа
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Приравнивая её нулю, находим систему уравнений движения в виде
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Справедлива
Теорема 1. Экстремали функционала (1.1) являются решениями системы уравнений (2.2).

3. Дискретизация по времени

Разобьем отрезок [0, ]T  на l  равных частей узлами ,it iτ=  0, ,i l=  где 1 .l Tτ −=  Введем опе-
раторы сужения [7]

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )0 1 1, , , , , , , , ,
T

lr lrT u x t u u x t u x t u x t u x t−= = 
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(столбец высоты 2 ( 1)r n l= + ). Такие столбцы образуют линейное пространство, которое бу-
дем обозначать .rU  Для удобства напишем ( , ),j ju u x t=  ( , ).i i

j ju u x t=
Обозначим N  — оператор дискретного аналога задачи (2.2), (1.2), полученной на основе 

функционала (1.1).
Положим

 
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

}

00 1:

1,

, , , t

2 0, , 0

,

, .,

i
js i i i i i

r r x j
x

l

u
D N u U C uu x x x

i

n

n s j l

ν

ννϕ ϕ ψ

ν

∂Ω

 ∂= ∈ = Ω ∂

=

= =

= =

=
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где , ( , ), ,i j i j jR R x t D uα=   ( ).j jB B D uα= 

Функционал (1.1) заменяем разностным действием по Гамильтону
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Из равенства нулю его первой вариации получаем систему уравнений движения в дискрет-
ном по времени случае 
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Теорема 2. Уравнения (3.2) являются разностным по времени аналогом (2.2).

4. Интегральные инварианты
4.1. Непрерывный случай

Пусть [8]
 ( ) [ ]; , , 0,1 ,u u x tλ λ= ∈Λ ⊂

однопараметрическое множество элементов из ( )D N  непрерывно дифференцируемых по .λ
Введем обозначение

 
( ); ,

.
u x t

u d
λ

δ λ
λ

∂
=

∂
Предположим, что u  и u uδ+  — два бесконечно близких решений системы (2.2).
Вдоль действительных траекторий вариация (1.1) принимает вид

 [ ]
1 0

2 2

1 1
, ,

n n
i i

i it T t T
i i

F u u R u dx R u dxδ δ δ δ
= =

= =Ω Ω

= −∑ ∑∫ ∫
где 0 1[ ] [, 0,T].T T ⊂

Пусть начальное состояние 0u  данной системы зависит от параметра 1 2( , )λ λ λ∈  и 
0 1 0 2 .; ;( ) ( )u x u xλ λ=

Получим равенство

 
1 0

2 2

1 1
.

n n
i i

i it T t T
i i

R u dx R u dxδ δ
= =

= =Ω Ω

=∑ ∑∫ ∫
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Тогда

 
2

1
.

n
i

i
i

R u dxδ
=Λ Ω
∑∫ ∫  (4.1)

является линейным интегральным инвариантом первого порядка системы, описываемой 
плотностью функции Лагранжа (2.1).

Теорема 3. Система уравнений (2.2) имеет интегральный инвариант первого порядка вида 
(4.1).

4.2. Дискретный случай

Используя (3.1), запишем функционал

 
1

0

[ ] ,
j

r j
j i

dxTF u
l = Ω

= ∑∫ 
считая, что 0 10 .j j l< < <

Вдоль действительных траекторий его первая вариация равна 

 
[ ] 01

1 0

1 0

1 1 0 0

2 2

1 1

2 2

, ,
1 1

1
1

1

1 1

,

0.

n n
jj k

j j
j j

j j

k
r r k k

k k

n n
k k

k j k j
k k

T TF u dx u dxu u
l u l u

T TR u dx R u dx
l l

δ δ δ δ

δ δ

= =Ω Ω

= =Ω Ω

−
+

+

+ −

∂∂
= −

∂ ∂

= − =

∑ ∑∫ ∫

∑ ∑∫ ∫



 

 

 

Тогда

 
2

, 1
1

, 0,
n

k
k j j

k
R u dx j lδ−

=Λ Ω

=∑∫ ∫   (4.2)

является линейным интегральным инвариантом первого порядка системы (3.2).
Теорема 4. Формула (4.2) определяет дискретный по времени аналог интегрального инва-

рианта первого порядка (4.1).

Заключение

Из вариационного принципа с использованием заданного действия по Гамильтону получе-
ны весьма общие уравнения движения бесконечномерных систем. Как частный случай из них 
следуют известные уравнения Биркгофа. Для них построен разностный аналог с дискретным 
временем. На его основе найдена разностная аппроксимация линейного интегрального инва-
рианта первого порядка.
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ЛИНЕЙНОЕ ЧАСТНО-ИНТЕГРАЛЬНОЕ УРАВНЕНИЕ ФРЕДГОЛЬМА
ВТОРОГО РОДА В ПРОСТРАНСТВЕ ЛЕБЕГА — КИПРИЯНОВА

Липецкий государственный педагогический университет имени П. П. Семенова-Тян-Шанского

Н. И. Трусова

Аннотация. Исследуется линейный весовой частно-интегральный оператор в n  в весо-
вом пространстве Лебега — Киприянова ( )pL Dγ  с мерой интегрирования 

1
, 1.i

n
i i ii

x dxγ γ
=

> −∏  
Получен достаточный признак ограниченности данного оператора в ( ).pL Dγ  Изучается 
частно-интегральное уравнение Фредгольма второго рода с линейным весовым част-
но-интегральным оператором. Решение данного уравнения построено методом последо-
вательных приближений в виде операторного ряда Неймана.
Ключевые слова: весовой частно-интегральный оператор, интегральная мера Лебега — 
Киприянова, весовое анизотропное пространство Лебега — Киприянова, уравнение 
Фредгольма второго рода.

Введение

Уравнения Фредгольма второго рода с частно-интегральными операторами в 2  с непре-
рывными ядрами и в пространстве непрерывных функций изучались в [1], [2], в простран-
ствах функций со смешанными sup L−  нормами и в анизотропном пространстве Лебега ,Lp

1 2( , )p p=p  в [3]. Иследование уравнений с весовым частно-интегральным оператором приве-
дены в пространстве Лебега — Киприянова ( )pL Dγ  в [4].

В данной работе приведены результаты исследований частно-интегрального уравнения 
Фредгольма второго рода с линейным весовым частно-интегральным оператором в ( )pL Dγ  с 
интегральной мерой Лебега — Киприянова (см. [5])

 ( )
1

, 1 , 1.i

i i

m

i

d t t dt m nα

α

γ
γ α α α αµ γ

=

= ≤ ≤ > −∏

1. Весовые частно-интегральные операторы, порожденные мерой Лебега — Киприянова

Пусть { :0 }i iD x x b= < <  — конечный параллелепипед в , ,n αα  — мультииндексы, до-
полняющие друг друга до полного мультииндекса (1, 2,..., )n  и x xD D D

α α
= ×  и m  размерность 

параллелепипеда ,xD
α

 0 .m n≤ ≤  Соответственно n m−  — размерность параллелепипеда .xD
α

 
Чтобы подчеркнуть зависимость частно-интегрального оператора от размерности области 
интегрирования иногда используем обозначение ( ) .m

xD
α

Пусть ( , ),x x xα α=  1 .m n≤ ≤  Весовым частно-интегральным оператором (далее весовым 
ЧИ-оператором) в n  назовем выражение вида

 ( )( ) ( )
( )

( ) ( ) ( ); , ,
m

t

m

D

K u x k x t u t x d t
α

αα α α α α γ αµ= ∫  (1)

 ( )
1

, 1 , 1.i

i i

m

i

d t t dt m nα

α

γ
γ α α α αµ γ

=

= ≤ ≤ > −∏
При m n=  частно-интегральный оператор превращается в интегральный оператор.
К весовому ЧИ-оператору (1) формально присоединяются «крайние» операторы: 0K  — 

оператор умножения на функцию (при 0α =  в (1) и 0m = ):



128

 ( )( ) ( ) ( )0 0 ;K u x k x u x=
( )
1,...,

n
nK  — весовой интегральный оператор (при (1,..., )nα =  и m n= ):

 ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )1, , , ., ,
n

n
n n

D

K u x k x t u t d t x t Dγµ… = ∈ ⊂∫ 

Оставшимся m операторам (т. е. для 1 m n≤ < ) соответствуют весовые ЧИ-операторы (1). 
«Крайние» операторы не являются частно-интегральными, как и в классическом случае (при 

0αγ = ) (см. [1], [2]).
Линейным весовым ЧИ-оператором называется сумма

 ( )( ) ( )( )( )
0

,
n

m

m

Ku x K u xα
α=

= ∑∑  (2)

в которой размерность области интегрирования каждого из слагаемых ( )mKα  меняется от 0 до .n
Пусть 1.iγ > −  Через ( )pL Dγ  обозначим весовое пространство Лебега — Киприянова функ-

ций с конечной нормой

 ( ) ( ) ( ) ( )
1/

1

, .i

p

p np
iL D

iD

f f x d x d x x dxγ
γ

γ γµ µ
=

 
= = 
 

∏∫ 

Пусть 1 2( , , , ),np p p= …p  1 2( , , , ),nγ γ γ γ= …  1.iγ > −  Весовое анизотропное пространство 
Лебега — Киприянова 1( )nL D Dγ ×…×p  определено нормой

( ) ( ) ( ) ( ) ) ( ))
3 2

2 1

11 1

1 2

1 2 1

//
1//

1 2 1 1 ,
nn n

n

n

n n

p pp p
pp pp

n n nL D
D D D D

u u x d x d x x dx d xγ
γ

γ γ γµ µ µ−
−

−

− −

       = … …         
∫ ∫ ∫ ∫ 

p

где (0, ).i iD b=

Неравенство Гельдера. Пусть 1 ,p≤ ≤ ∞  1 1 1,
p q
+ =  ( ; ),iγ ∈ −∞ +∞  (( )) pf x L Dγ∈  и ( ) ( ).qg x L Dγ∈  

Справедливо следующее неравенство

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

1/ 1/

.
p q

p q
p q

L D L D
D D D

f x g x d x f x d x g x d x f gγ γγ γ γµ µ µ
   

≤ =   
   

∫ ∫ ∫    

Обобщенное неравенство Минковского. Пусть 1 ,p≤ ≤ ∞  1 1 1,
p q
+ =  1,iγ > −  ( ) ( ).p xf x L Dγ∈  

Справедливо неравенство

 ( ) ( )
( )

( ) ( ) ( ), , .
p x

y y
p x

L D
D DL D

f y d y f y d yγ

γ

γ γµ µ⋅ ≤ ⋅∫ ∫

Линейным частно-интегральным уравнением Фредгольма второго рода с линейным ЧИ- 
оператором (2) называется уравнение

 ( ) ( ) ( ) , .nx K x f x xϕ λ ϕ− = ∈  (3)

2. ЧИ-уравнение Фредгольма второго рода с оператором K

2.1. Достаточный признак ограниченности линейного весового ЧИ-оператора в n

Линейный весовой ЧИ-оператор K  рассматриваем в весовом анизотропном пространстве 
Лебега — Киприянова ( ),pL Dγ  1.iγ > −

Пусть 1 ,p≤ ≤ ∞  1/ 1/ 1.p p′+ =  Введем пространство 
pL

M γ  с нормой
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 ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ),

2 2,

0
max max ,, .

1, , p tL t xp p p p
M L D L DL D D

u u u u
nγ γγ γα αγ

α αα

α
α ×

  ≠   =    ≠ …     
       

Теорема 1. Пусть
 ( ) ( )

( ) ( ) ( )
( ), , ,

0 ' 1, ,', , ' , ', ( ).p p t x x np pp p p tpk L D k L DD D D Dk Lα α α

α α α

γ γ γ γ γγ
α …∈ ∈ × × ∈ ×è

Тогда
 ( ) ( )

,
p L Dp

ML D
K u C uγ

γ
≤   

где
 ( )

( ) ( )
( ) ( ) ( )

( ) ( ),, ,
' , '' , , '

0 1, ,
, 0, 1, ,

.
pp tt x x p pp p pp

nL D L D DL D D D
n

C k k kγ γ γγ γ γα α α
α α α

α
α α α

… ×× ×
≠ ≠ …

+= +∑     

Доказательство данной теоремы приведено в работе [6].

2.2. Итерации линейного весового ЧИ-оператора в n

Далее необходимо неравенство о ограниченности натуральных степеней весового ЧИ-опе-
ратора (1)

 ( )
( )
( ) ( )( ) ( )( ),

, 1','
;;

1

,
p p tx t x ri p p xpp p

r
r

L D L D L DL D L D
i

K f k fγ γγ γ γα α αα α
αα α α α

γα α
+=

≤ ⋅∏     

где 1/ 1/ 1.p p′+ =  Соответствующее неравенство справедливо для всех значений α  и его до-
казательство приведено в работе [4].

Обозначим через 1, 1( ( ))m n mγ ακ
= −

 последовательность, состоящую из норм ядер весовых 
ЧИ-операторов
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( ) ( )( ),

,','
;

.
x t xi p pp p

L D L D
k γ γγ α αα

α α α
α 

Ведем пространство ( )
Lp

M D
γ

 с нормой

 ( ) ( ) ( )( ) ( )1 1 ;
1

0
sup , max ,

,
.

1 , p trL x p trp p p
M L D L DL D L D

r

u u u u
nγ γγ γα αγ

α α

∞

α

α
α+ +

=

≠  =    ≠ …   
       

Имеет место следующий достаточный признак ограниченности итераций порядка 
, 1, 2,...r r =  оператора .K

Теорема 2. Пусть 1,p ≥  1/ 1/ ' 1p p+ =  и натуральное число i r≤  и пусть

 ( ) ( )( ) ( )( )''
0 1 ,1, 1 ;, 1

sup , , .
t pr pp p

nm nL D L D L Dm r

G k m kγ γ γ
γ

α
κ α

∞

…= −
=

 
 
 

=    

Тогда для любого натурального числа r
 ( ) ( )

.
p L Dp

r r
ML D

K u G uγ
γ

≤   

Доказательство. Имеем для 1r =

 ( )
1

0 1, ,
1

.
p

p

n
n

nL
m L

K u K K K uγ

γ
α

α

−

…
=

 
= + + 
 

∑∑   (4)

К равенству (4) применяем неравенство Минковского для конечных сумм, далее теорему 1 
и схему доказательства, предложенную в работе [4] (теорема 2). Аналогичные действия выпол-
няем для 2,r =  3r =  и т. д. В результате получим неравенство (4).

Доказательство закончено.
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2.3. Решение ЧИ-уравнения Фредгольма второго рода с оператором K

Применяя метод последовательных приближений к приближениям решения, получим

 ( ) ( ) ( )( )
0

,r r

r

x K f x
ν

νϕ λ
=

=∑
где (0) ( ) ( ).x f xϕ =  Следовательно, предполагаем, что решение уравнения (3) имеет вид

 ( ) ( )( )
0

.r r

r

x K f x
∞

ϕ λ
=

=∑
Пусть

 ( ) ( )
1 1

' '

1

sup , ,i rp p p p
x

r
r

P D D
α

∞

µ µ
=

   =       
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0 1, , ;;
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t p xpx t xp p

nL D L D L DL D L D
S k k kγ γ γγ γγ α αα αα∞ ∞ α αα α α

α …
 

=  
 
     

Введем пространство функций 
( ),

,
pLM
∞

γ  в котором норма имеет вид

 
( ) ( )( )1, ;

1

sup .
L x p trp p

M L D L D
r

f fγ γ γα α
α α∞

∞

+
=

 
= < ∞ 

 
   

Cправедлива следующая теорема.
Теорема 3. Пусть
 ( )0 ,k L Dγ

∞∈

 ( )
( ) ( )( ) ( ),

,,; , , 1, 1,x t xp pk L D L D m m nα αα

α α α

γ γγ
α ∞ α α′∈ = = −

 ( )( )1, , ' ;n p t p xk L D L Dα α

α α

γ γ
… ∈

и пусть 1.P Sλ <  Тогда в ( ), ( )pL Dγ
∞  существует предел lim νν ∞→

Φ = Φ  функциональной последо-
вательности

 ( ) ( ) ( )( )
0

.r r

r

f x K f x
ν

ν
ν ϕ λ

=

Φ = =∑
Оператор Φ  действует ограниченно из ( ) ( ) ( )( ), ;x p tpL D L D L Dα α

α α

γ γγ
∞∞ =  в ( )pL Dγ   и

 ( ) ( ) ( ),
lim .

p pL D L Dγ γ
∞

νν ∞→
Φ ≤ Φ   

Решение уравнения (3) единственно и существует в виде 
0

( ) ( )( ),r r

r

x K f x
∞

ϕ λ
=

=∑  причем 

 ( ), .
1

L p

p

M

L

f

P S

γ
∞

γϕ
λ

≤
−

 

 

Доказательство данной теоремы проводится по схеме предложенной в работе [4] (теорема 4).

Благодарности

Автор благодарен профессору Л. Н. Ляхову за поставленную задачу и выражает искрен-
нюю благодарность за консультацию.



131

Заключение

В работе методом последовательных приближений получено единственное решение част-
но-интегрального уравнения Фредгольма второго рода с линейным весовым частно-инте-
гральным оператором в пространстве Лебега — Киприянова.
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УДК 517.9

РЕШЕНИЯ ПОЛИНОМИАЛЬНЫХ И ЭКСПОНЕНЦИАЛЬНЫХ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ 
УРАВНЕНИЙ В КВАДРАТУРАХ И ЧЕРЕЗ 3-Й ТРАНСЦЕНДЕНТ ПЕНЛЕВЕ

Военно-космическая академия им. А. Ф. Можайского

З. Н. Хакимова

Аннотация. Рассматривается третье уравнение Пенлеве, принадлежащее классу обык-
новенных дифференциальных уравнений 2-го порядка с полиномиальными правыми 
частями. Экспоненциальным преобразованием оно приведено к уравнению с экспонен-
циальной правой частью. К исходному и преобразованному уравнениям применена дис-
кретная группа 12-го порядка преобразований, замкнутых, соответственно, в классах 
дробно-полиномиальных и экспоненциальных дифференциальных уравнений. В резуль-
тате получено 48 разрешимых дифференциальных уравнений полиномиального, дроб-
но-полиномиального и экспоненциального видов, интегрируемых через 3-й трансцен-
дент Пенлеве или в квадратурах.
Ключевые слова: обыкновенное дифференциальное уравнение (ОДУ) 2-го порядка, ОДУ 
полиномиального, дробно-полиномиального, экспоненциального вида, дискретная груп-
па преобразований, группа диэдра, точное решение дифференциального уравнения, 3-е 
уравнение Пенлеве, 3-й трансцендент Пенлеве.

Введение

На рубеже 19-го и 20-го столетий французскому математику П. Пенлеве удалось найти 6 
уравнений [1] (названных позже уравнениями Пенлеве), входящих в число 50-ти канониче-
ских уравнений, имеющих лишь неподвижные критические точки. Общие решения уравне-
ний Пенлеве (в последнее время называемые трансцендентами Пенлеве [2]) — это специаль-
ные функции, не сводящиеся к другим известным функциям.

Замечание 1. Изначально трансцендентами Пенлеве назывались сами уравнения Пенлеве.
Уравнения Пенлеве имеют много приложений в теоретической физике и других областях 

естествознания.
Рассмотрим класс обыкновенных дифференциальных уравнений (ОДУ) 2-го порядка с по-

линомиальными правыми частями

 ( ) ( )
1

,i ii i
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xx x x
i

iy A x y y xy y
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а также класс дробно-полиномиальных уравнений 
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и его подкласс 
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Обозначим эти классы уравнений с помощью сумм векторов параметров, соответственно:
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1. 3-е уравнение Пенлеве и экспоненциальное уравнение
 
3-е уравнение Пенлеве с 6-ю слагаемыми в правой части [2] можно представить в следую-

щем виде с 5-ю слагаемыми в правой части, объединив 1-е и 2-е слагаемые:
 ( )1 1 1 2 1 3 1

xx x xy x yy x px y qy y x ry sy− − − − −⋅ − + + += +′′ ′ ′  (5)
или, согласно обозначениям (4), 

 ( ) ( ) ( )1, 1,1,1|1 1,2,0,0 | 1,0,0,0 |p q− − + − + − +  
 ( ) ( )0,3,0,0 | 0, 1,0,0 | .r s+ + −  
3-е уравнение Пенлеве имеет полиномиальный вид (1) и принадлежит подклассу

 ( ) ( ) ( )1 1

1

4
i ii i

m nk l
xx x x x

i
i xy x y y A x y y xy yy x y− −

=

′′ ′ ′ − ′ ′⋅ −+= ∑  (6)

класса уравнений (1).
Применение к классу уравнений (6) экспоненциального преобразования
 ,t ux e y e= =  (7)

«уничтожает» 1-е слагаемое и приводит к классу уравнений 

 ( ) ( ) ( ) ( )2

1

4
1 1i i i ii iik t l m nm m

t t
i

n u
tt ieu A u u− + + +

=

+ −= −∑    (8)

с 4-мя слагаемыми в правых частях.
Поскольку 3-му уравнению Пенлеве (5) соответствуют в (6) и (8) значения параметров 

0,i im n= =  1,2,3,4,i =  то применение к нему преобразования (7) приводит к классу уравнений 
с экспоненциальными правыми частями:

 ( ) ( )2 2 .t u t ut u t u
ttu pe qe re se+ −+ −= + + +  (9)

2. Решения 3-го уравнения Пенлеве и экспоненциального уравнения
 
Решения уравнений связаны теми же преобразованиями, что и сами уравнения. Поскольку 

общим решением уравнения (5) является 3-й трансцендент Пенлеве [2], то и общее решение 
уравнения (9) выражается через него же.

То же самое относится и к частным случаям уравнений (5) и (9).
В качестве примера рассмотрим один из частных случаев. При 0q s= =  уравнение (9) име-

ет вид
 ( )2 .t ut u

tt peu re ++= +  (10)
Подстановка w t u= +  приводит (10) к автономному уравнению, которое легко решается. 

Применяя к общему решению уравнения (10) обратное к (7) преобразование
 ln , ln ,t x u y= =  (11)

получаем общее решение в параметрическом виде
 1,,x y Pτ −= =  где 1 2, 1 , ,a b cP A B C a C A Cτ τ τ= + + = + =  
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1 1 2

1, , 1 ,
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ppb B c C C
C C

C r
C

= = − = − =
−  1 2 0)( ,C C ≠  (12)

частного случая уравнения (5) при 0:q s= =

 ( )1 1 1 2 3.xx x xy x y yy x y px y ry− − −′′ ′ ′⋅ − + +=  (13)
Замечание 2. Приведённый выше способ решения уравнения (13) значительно проще, чем 

в справочниках, в частности, в [2].
Аналогично можно рассмотреть другие частные случаи уравнений (5) и (9).

3. Группа диэдра и «размножение» разрешимых уравнений

Для классов уравнений (1), (2) и (3) были найдены дискретные преобразования, замкнутые 
в классе дробно-полиномиальных уравнений (2) [3]:
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Преобразования r  и h  в (14) и (15) являются образующими дискретной группы преобра-
зований диэдра 12-го порядка:

 { } ( )22 3 4 5 2 3 4 5 2 6
6 , , , , , , , , ., , , ,D = == =E h h h h h r hr h r h r h r h r r h hr E  (16)

Если применить группу преобразований (16) к уравнению (5), то получатся ещё 11 инте-
грируемых уравнений вида (1) или (3), причём, общие решения их выражаются через решение 
уравнения (5), т. е. через 3-й трансцендент Пенлеве.

Если же применим преобразования группы (16) к частному случаю уравнения (5) — к урав-
нению (13), то получим ещё 11 уравнений, решения которых будут полиномиальными — бу-
дут выражаться через многочлен P  в (12).

Группа преобразований (16) индуцирует в классе экспоненциальных уравнений аналогич-
ную группу диэдра преобразований также 12-го порядка с 2-мя образующими: 

 ( )*: 1*: , ; ln , ln ,t tx u y t x t u tu uy= = = − − = + −r h    (17)
где *r  — композиция преобразований (11), (14) и (7), а *h  — композиция преобразований 
(11), (15) и (7).

Аналогично, применение группы преобразований 6D  с образующими *,r  *h  из (17) к 
уравнениям (9) и (10) даёт ещё 22 разрешимых уравнения.

4. Примеры

Пример 1. Уравнение (13), согласно обозначениям (4), с помощью сумм векторов параме-
тров можно записать в виде:

 ( ) ( ) ( )1, 1,1,1|1 1,2,0,0 | 0,3,0,0 | .p r− − + − +  (18)
Применив к нему преобразование 5 ,h  получим уравнение
 ( ) ( ) ( ) 1

1,1, 1, 1|1 3,0,2, 1| 3,0,3,0 | .p r
−

− − + − − + −    (19)
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Таким образом, (19) приводится к (18) с помощью преобразования ,h  обратного к 5h  (так 
как 6 =h E).

Композиция (15) и (12), т. е. преобразования h  и общего решения уравнения (18) является 
общим решением уравнения (19) в параметрическом виде:

 
2

, , ;a b cPPx y P AP B C
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τ τ

τ τ τ τ+
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= − − = +=


 

 (20)

параметры ,a  ,A  ,b  ,B  ,c  C  указаны в (12).
Пример 2. Применив к уравнению (19) экспоненциальное преобразование (7), получим 

дробно-полиномиальное уравнение с экспонентами:
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 (21)

Общим решением уравнения (21) является композиция (11) и (20), т. е. композиция обрат-
ного к (7) преобразования и общего решения уравнения (19):

 
2

ln , ln ;P
P P

PPt u τ

τ τ

τ   +
= − = −   

   



 

 

трёхчлен 1 2( ), ,CP P Cτ=  приведен в (12).

Заключение

В представленной работе получены следующие результаты.
1. Указан способ решения частных случаев 3-го уравнения Пенлеве — более простой, чем в 

справочниках, в частности, в [2].
2. 3-е уравнение Пенлеве приведено к уравнению, содержащему сумму экспонент в правой 

части.
3. К 3-му уравнению Пенлеве и к полученному экспоненциальному уравнению применена 

дискретная группа диэдра 6D  (с соответствующими образующими) преобразований, замкну-
тых в классе дробно-полиномиальных уравнений (2) и в классе дробно-полиномиальных 
уравнений, содержащих экспоненты, соответственно.

4. Получены разрешимые уравнения полиномиального вида (1), дробно-полиномиального 
вида (3), а также разрешимые уравнения полиномиального и дробно-полиномиального вида, 
содержащие экспоненты (всего получено 48 разрешимых уравнений).

5. Указан способ нахождения общих решений всех полученных уравнений.
6. Приведены примеры нахождения общего решения для дробно-полиномиального урав-

нения, а также для уравнения, содержащего экспоненты.
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ОБ ИНВАРИАНТНОСТИ ОДНОГО ДЕЙСТВИЯ ПО ГАМИЛЬТОНУ 
И ПЕРВЫХ ИНТЕГРАЛАХ СООТВЕТСТВУЮЩЕГО ОДУ ВТОРОГО ПОРЯДКА

Российский университет дружбы народов

Т. И. Хонг

Аннотация. В данной работе исследуется инвариантность действия по Гамильтону, соот-
ветствующего обыкновенному дифференциальному уравнению второго порядка, и уста-
навливается взаимосвязь между вариационными симметриями и первыми интегралами 
рассматриваемого уравнения. Отметим, что симметрии и первые интегралы играют важ-
ную роль в математике, механике, физике. По этой причине задача нахождения первых 
интегралов рассматриваемого уравнения является актуальной. В работе используются 
методы аналитической динамики, современные методы решения обратных задач вариа-
ционного исчисления и нелинейного функционального анализа.
Ключевые слова: производная Гато, потенциальный оператор, локальная билинейная 
форма, действие по Гамильтону, генератор преобразования, абсолютный инвариант, ва-
риационная симметрия, генератор симметрии, симметрия до дивергенции, первый инте-
грал.

Введение

В работе [1] исследуется существование прямых и косвенных вариационных формулиро-
вок различных типов уравнений и их систем.

В работах [2, 3] изложены подходы к построению действия по Гамильтону для операторно-
го уравнения со второй производной по времени.

Известно, что симметрии и первые интегралы играют важную роль в математике, меха-
нике, физике. Операторный подход к построению вариационных формулировок уравнений и 
нахождению их первых интегралов с помощью вариационных симметрий изложен в [4].

Основная цель работы — исследовать инвариантность действия по Гамильтону, соответ-
ствующего обыкновенному дифференциальному уравнению второго порядка, и найти первые 
интегралы рассматриваемого уравнения. 

Будем следовать обозначениям и терминологии работ [1–5].

1. Постановки задачи 

Рассматривается ОДУ
 2( ) ( , ( )) ( ) ( , ( )) ( ) ( , ( ))( ( )) ( , ( )) 0,N u a t u t u t b t u t u t c t u t u t d t u t′′ ′ ′≡ + + + =  (1)
 0 1[ , ].t t t∈

Здесь ( )u u t=  — неизвестная функция 2
0 1([ , ] )a C t t∈ ×  и 1

0 1, , ([ , ] )b c d C t t∈ ×  — задан-
ные функции. 

Положим 
 { }2

0 1 0 1 1 2:( ) [ , ] ( ) , ( )D N u U C t t u t u tϕ ϕ= ∈ = = =  (2)

и
 { }2

0 1 0 1:( ) [ , ] ( ) 0, ( ) 0 .u hD N h U C t t t h t′ = ∈ = = =

Отметим, что в данном случае 0 1[ , ].V C t t=
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Будем рассматривать локальную билинейную форму 

 
1

0

( ; , ) ( , ( )) ( ) ( ) . 
t

t

u v g M t u t v t g t dtΦ ≡ ∫  (3)

где 2
0 1([ , ] ), ( , ( ) 0.M C t t M t u t∈ × ≠

Определение 1 [1]. Оператор : ( )N D N U V⊂ →  называется потенциальным на множестве 
( )D N  относительно локальной билинейной формы ( ; , ) : ,u V VΦ ⋅ ⋅ × →  если существует диф-

ференцируемый по Гато функционал : ( ) ( )N NF D F D N= →  такой, что 
 [ , ] ( ; ( ), )NF u h u N u hδ = Φ  ( ),u D N∀ ∈  ( ).uh D N ′∀ ∈
В этом случае говорят, что уравнение ( ) 0,N u =  ( )u D N∈  допускает прямую вариацион-

ную формулировку на ( )D N  относительно билинейной формы .Φ  При этом NF  называется 
потенциалом оператора ,N  a N  — градиентом функционала NF  и записывают .NN grad FΦ=

Теорема 1 [1]. Пусть дифференцируемый по Гато оператор : ( )N D N U V⊂ →  и локальная 
билинейная форма ( ; , ) :u V VΦ ⋅ ⋅ × →  такие, что для любых фиксированных элементов 

( )u D N∈  и , ( )ug h D N ′∈  функция ( ; ( ), )u h N u h gε ε ε→Φ + +  является непрерывно дифферен-
цируемой на отрезке [0,1].  Тогда для потенциальности оператора N  в односвязной области 

( )D N  относительно рассматриваемой локальной билинейной формы необходимо и достаточ-
но, чтобы выполнялось условие

 ( ; , ) ( ; ( ), ) ( ; , ) ( ; ( ), )u u u uu N h g h N u g u N g h g N u h′ ′ ′ ′Φ +Φ = Φ +Φ  
 ( ), , ( ).uu D N h g D N ′∀ ∈ ∀ ∈
При этом потенциал оператора N  определяется формулой 

 
1

0
0

[ ] ( ( ); ( ( )), ) [ ],N N oF u u N u u u d F uλ λ λ= Φ − +∫  

где 0 0( ) ( );u u u uλ λ= + −  0u  — фиксированный элемент из ( ).D N
Известно [2], что если N  (1) является потенциальным на множестве ( )D N  (2) относитель-

но локальной билинейной формы Φ  (3), то
 1( ) ( , ( )) ( ) [ ( , ( )) ( , ( )) ( , ( )) ( , ( ))] ( )

( , ( )) t tN u a t u t u t M t u t a t u t M t u t a t u t u t
M t u t

′′ ′ ′ ′= + + +

 2 ( ) ( , ( ))1 [ ( , ( )) ( , ( )) ( , ( )) ( , ( ))]( '( )) 0.
2 ( , ( )) ( , ( ))

M u
u u

B t u tM t u t a t u t M t u t a t u t u t
M t u t M t u t

′
′ ′+ + + =  

В этом случае действие по Гамильтону имеет вид (см. [2])

 
1

0

21[ ] ( , ( )) ( , ( ))( ( )) ( , ( )) .
2

t

N M
t

F u M t u t a t u t u t B t u t dt ′= − + 
 ∫  (4)

где 

 
1

0 0
0

( , ( )) ( , ( , )) ( , ( , ))( ( ) ( )) ( , ( )),M MB t u t M t u t d t u t u t u t d B t u tλ λ λ= − +∫  

2
0 1([ , ] ),MB C t t∈ ×  0 0( , ) ( ) ( ( ) ( )),u t u t u t u tλ λ= + −  0 0 ( )u u t=  — фиксированный элемент из ( ).D N

2. Об инвариантности действия по Гамильтону 
и первых интегралах соответствующего ОДУ второго порядка

Рассмотрим на ( )D N  бесконечно малое преобразование, определяемое формулой 
 ( , ) ( ) ( , ( ), ( )).u t u t S t u t u tε ε ′= +  (5)
Функция 1 2

0 1([ , ] )S C t t∈ ×  называется генератором преобразования (5). 
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Определение 2 [4]. Действие по Гамильтону (4) называется абсолютным инвариантом от-
носительно преобразования (5), если 

 1 1[ ] [ ] ( )T T
N NF u F u o ε= + 1 0 1 1( ), : .u D N T t T t∀ ∈ ∀ ≤ ≤

Определение 3 [4]. Преобразование (5) называется симметрией до дивергенции действия 
по Гамильтону (4), если существует функция 1 2

0 1([ , ] )f C t t∈ ×  такая, что 

 1
1 1

0

[ ] [ ] ( , ( ), ( )) ( )
TT T

N N t
F u F u f t u t ud

d
d

t
t t oε ε′= + +∫ 1 0 1 1( ), : .u D N T t T t∀ ∈ ∀ ≤ ≤

Отметим, что функция S  называется генератором симметрии (абсолютной, до диверген-
ции), а симметрии действия по Гамильтону называются также вариационными симметриями.

Теорема 2. Преобразование (5) является симметрией до дивергенции действия по Гамиль-
тону (4) тогда и только тогда, когда 

 ( )( ) , ( ), ( ) [ ( ; ( ))) ( , ( )) ( ) ( , ( ),1
( , (

(
)

)))
)

N u S t u t u t M t u t a t u t u t S t ud
M t u t

t t
dt

u′ ′ ′+ − −

 , ( ), ( ))] 0(t u t u tf ′− =  0 1:( ) .u tD N t t∀ ≤ ≤∈
Определение 4 [4]. Функционал , ( ), )( ( )t u uI t t′  называется первым интегралом уравнения 

(1) при условиях (2), если , ( ), )( ( )t u uI t t′  не зависит от ,t  когда ( )u t  есть решение задачи (1), (2). 
Теорема 3. Если преобразование (5) является симметрией до дивергенции действия по Га-

мильтону (4), то 
 ( ), ( ), ( ) ( ; ( ))) ( , ( )) ( ) ( , ( ), ( ))) , ( ), ( )( )t u t u t M t u t a t u t u t S t u t u t t u tf t uI ′ ′ ′ ′−= −

является первым интегралом обыкновенного дифференциального уравнения (1).

Заключение 

В данной работе исследована инвариантность действия по Гамильтону, соответствующего 
обыкновенному дифференциальному уравнению второго порядка, и установлена взаимосвязь 
между вариационными симметриями и первыми интегралами рассматриваемого уравнения.
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ВЫЧИСЛЕНИЕ ФУНКЦИИ ГРИНА ЗАДАЧИ ОБ ОГРАНИЧЕННЫХ РЕШЕНИЯХ 
С ПОМОЩЬЮ ПРЕОБРАЗОВАНИЯ ФУРЬЕ

Воронежский государственный университет

Е. Д. Хороших

Аннотация. Для дифференциального уравнения ( ) = ( ) ( ),x t Ax t f t′ + ,t∈  с матричным 
коэффициентом A  рассматривается задача о нахождении ограниченного решения x  при 
условии, что свободный член f  ограничен. В предположении, что матрица A  не имеет 
собственных значений на мнимой оси предложен алгоритм численного нахождения 
функции Грина, основанный на ее приближении функциями Лагерра.
Ключевые слова: функция Грина, задача об ограниченных решениях, преобразование 
Фурье, многочлены Лагерра, ортонормированный базис.

Введение

Пусть A  — квадратная матрица. Рассмотрим дифференциальное уравнение 
 ( ) = ( ) ( ), .x t Ax t f t t′ + ∈  (1)
Задачей об ограниченных решениях для этого уравнения называют задачу о нахождении 

ограниченного на   решения x  в предположении, что f  непрерывна и ограничена. Задача об 
ограниченных решениях для разных типов уравнений изучалась в [4–9, 12, 13, 17, 21] и многих 
других работах. Хорошо известно, что эта задача однозначно разрешима тогда и только тогда, 
когда спектр матрицы A  не пересекает мнимую ось. В этом случае решение может быть выра-
жено через функцию Грина :

 ( ) = ( ) ( ) .x t s f t s ds
∞

−∞
−∫ 

Настоящая работа посвящена численному нахождению функции Грина .  Ранее задача чис-
ленного нахождения функции Грина обсуждалась в [4, 18]. Мы предлагаем вычислять функцию 
Грина путем ее разложения по ортонормированному базису в 2 ( ),L   состоящему из функций 
Лагерра. Преобразованием Фурье   функции Грина является сужение 1( )i I Aω ω −−  резо-
львенты на мнимую ось. Значение этой функции в любой точке ω  эффективно вычисляется. 
Раскладывая ̂  по базису из преобразований Фурье функций Лагерра, мы находим коэффици-
енты kc  разложения функции Грина   по исходному базису. Таким образом, задача вычисле-
ния kc  сводится к вычислению некоторых интегралов. Преимущество предлагаемого метода по 
сравнению с известными состоит в том, что он позволяет оценить точность приближения.

Ниже описываются минимальные теоретические сведения, предлагаемый алгоритм и ре-
зультаты численного эксперимента.

1. Задача об ограниченных решениях

Пусть .b∈  Введем в пространстве b
  какую-нибудь норму; напомним [16, с. 162], что лю-

бые две нормы на конечномерном пространстве эквивалентны. Обозначим через = ( , )bC C    
линейное пространство всех непрерывных ограниченных функций : bf →   с нормой 

 = sup ( ) .
C t

f f f t
∈

=


Обозначим через 1 1= ( , )bC C    линейное пространство всех непрерывно дифференциру-
емых функций : ,bf →   ограниченных вместе с производной, с нормой 
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 1= = max{ , }.
C C C

f f f f ′
Нетрудно показать, что пространства C  и 1C  банаховы.
Обозначим через b b×

  множество всех комплексных матриц размера .b b×  Пусть .b bA ×∈  
Рассмотрим дифференциальное уравнение 

 ( ) = ( ) ( ), .x t Ax t f t t′ + ∈  (2)
Задачей об ограниченных решениях для этого уравнения называют задачу о нахождении 

решения 1x C∈  в предположении, что f C∈ .
Теорема 1 [6, с. 119, теорема 4.1]. Пусть A  — квадратная комплексная матрица. Уравне-

ние (2) имеет единственное решение 1x C∈  для любой функции f C∈  тогда и только тогда, 
когда спектр ( )Aσ  матрицы A  не пересекает мнимую ось. В этом случае существует такая 
функция : ,b b×→   что решение уравнения (2) допускает представление 

 ( ) = ( ) ( ) .x t s f t s ds
∞

−∞
−∫ 

Функцию   называют [6] функцией Грина задачи об ограниченных решениях для уравне-
ния (2). Функция Грина является непрерывной (и даже бесконечно дифференцируемой) всю-
ду, кроме точки = 0.t  Известно [6, c. 49, 119], что функция   экспоненциально убывает на 
бесконечности: существуют такие , > 0,N ν  что 

 ( ) .tt Ne ν−≤  (3)
Здесь ⋅  — произвольная норма в пространстве b b×

  (в силу конечномерности пространства 
b b×
  все нормы эквивалентны). Более точные оценки функции Грина можно найти в [1–3, 5, 19, 20].

Предложение 2. Функция Грина   является обратным преобразованием Фурье функции 
 1( ) .i I Aω ω −−  (4)
Доказательство. Сводится к переходу к преобразованию Фурье в равенстве (2). 

2. Алгоритм вычислений

Стандартизированным многочленом Лагерра называют [14, с. 219], [15, с. 71] многочлен 
вида 

 ( )1( ) = [ ] , = 0,1, , 0.
!

x n x n
nL x e x e n x

n
+ − ≥

Отождествим пространство 2 (0, )L +∞  с подпространством пространства 2 ( ),L   состоя-
щим из функций, равных нулю на ( ,0).−∞  Аналогичным образом, отождествим пространство 

2 ( ,0)L −∞  с подпространством пространства 2 ( ),L  , состоящим из функций, равных нулю на 
(0, ).+∞  Очевидно, пространство 2 ( )L   представимо в виде прямой суммы 

 2 2 2( ) = ( ,0) (0, ).L L L−∞ ⊕ +∞

Функциями Лагерра назовем функции 

 
/2 ( )   > 0,

( ) = = 0,1, ,
0  < 0,

x
n

n
e L x x

l x n
x

−
+ 






ïðè

ïðè

 /2

0  > 0,
( ) = = 0,1, .

( )  < 0,n x
n

x
l x n

e L x x
− 

 −


ïðè

ïðè

Известно, что функции nl
+  образуют ортонормированный базис в пространстве 2 (0, )L +∞ . 

Поэтому совокупность функций nl
+  и nl

−  образует ортонормированный базис в 2 ( ).L  Функ-
ции nl

±  похожи на типичный график функции Грина. Поэтому, чтобы приближенно вычислить 
функцию Грина, будем искать коэффициенты b b

nc± ×∈  ее разложения по этому базису (в силу 
оценки (3) функция Грина, очевидно, принадлежит 2 ( )L  ):
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=0 =0

= .n n n n
n n

c l c l
∞ ∞

+ + − −+∑ ∑  (5)

Поскольку функцию Грина мы не знаем, перейдем к преобразованию Фурье. Будем исполь-
зовать преобразование Фурье с нормировкой 

 1ˆ( ) = ( ) , .
2

i xf f x e dxωω ω
π

+∞
−

−∞

∈∫ 

В силу предложения 2 1ˆ( ) = ( ) ,i I Aω ω −−  что легко численно находится в любой точке .ω  
Поэтому вместо использования разложения (5) будем искать коэффициенты ,nc±  исходя из 
разложения 

 
=0 =0

ˆ ˆˆ = .n n n n
n n

c l c l
∞ ∞

+ + − −+∑ ∑

Вычисления показывают, что преобразования Фурье функций nl
±  имеют вид 

 1 12ˆ ( ) = (2 1) (2 ) ,n n n
nl i i iω ω ω

π
+ + − −− −

 1 12ˆ ( ) = ( ) (2 1) (2 ) .n n n
nl i i iω ω ω

π
− + − −− − + +

Таким образом, нахождение nc±  сводится к вычислению интегралов 

 
1

1

ˆ= ( ) ( ) ,

ˆ= ( ) ( ) .

n n

n n

c i I A l d

c i I A l d

ω ω ω

ω ω ω

+∞+ − +

−∞

+∞− − −

−∞

−

−

∫
∫

 (6)

Конечно, реальные вычисления состоят в замене рядов частичными суммами: 

 
1 2

=0 =0
= .

m m

n n n n
n n

c l c l+ + − −+∑ ∑  (7)

Для оценки точности вычислений можно воспользоваться тождеством наименьших ква-
дратов [10, следствие 9.8] 

 
2

1 2 1 2 1 222 2 2 22

2 2=0 =0 =0 =0 =0 =0

ˆ= = .
m m m m m m

n n n n n n n nL Ln n n n n n
c l c l c c c c+ + − − + − + −− − − − − −∑ ∑ ∑ ∑ ∑ ∑  

Чтобы вычисления по этой формуле проходили быстрее, для матриц удобно использовать 
норму Фробениуса 

 2

=1 =1
|| ||= | | .

b b

ij
i j

A a∑∑
Была написана компьютерная программа на языке пакета «Математика» [22, 11], реализу-

ющая этот алгоритм. Численный эксперимент показал следующее. В качестве матрицы A  была 
взята матрица размера 10 10,×  элементами которой являлись случайные числа, равномерно 
распределенные в промежутке ( 1,1).−  Вероятность того, что спектр такой матрицы пересека-
ется с мнимой осью, равна нулю, поэтому по теореме 1 функция Грина существует. В качестве 
начальных значений 1m  и 2m  бралось число 10. Затем вычислялись числа nc±  по формуле (6). 
Вычислялись значения n F

c± . Если последнее из этих чисел больше 0.01, соответствующее чис-
ло 1m  или 2m  увеличивалось. Находилась точность по формуле 

 
1 22 2 2

2 =0 =0

ˆ .
m m

n nL n n
c c+ −− −∑ ∑

Среднее значение точности получалось чуть больше 0.01. После этого вычислялась функ-
ция Грина по формуле (7), строился её график и сравнивался с графиком функции Грина, по-
считанной другим методом. Визуальное совпадение было хорошим.
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Аннотация. Рассматривается начальная задача для уравнения дробной диффузии с регу-
лярным аналогом гипер-Бесселева оператора типа Герасимова — Капуто и В-эллиптиче-
ским оператором по пространственным переменным. Решение этой задачи строится на 
основе соответствующего разложения по собственным функциям.
Ключевые слова: В-эллиптический оператор, гипер-Бесселев оператор, начальная задача, 
преобразование Фурье — Бесселя.
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Мы изучаем существование решений задачи Коши для уравнения диффузии с дробным 
дифференциальным оператором по времени:
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вым [1–5], определенный формулой

 
2 2 2

2 2 2
1 1 1 1

, 0, 1, , ,k k

N N n N
k

B k
k k n k k nk k k k k k k

u u u u u uu x x k n
x x x x x x x

γ γγ γ−

= = + = = +

   ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
∆ = + + = + > =   ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂   

∑ ∑ ∑ ∑ 

1
1 1{( , ) ( , , , , , , ) : 0, 1, , , 0}.N

n n N kR x t x x x x t x k n t+
+ += = > = >    Оператор в левой части уравне-

ния (1а) определим ниже.
Оператор Erd´elyi-Kober ,I γ δ

β  определим равенствами [6–7]:

 
( )

( ) 1

, 0

, 1 , 1

( ) ( ), 0,
( )

( )
1 ( )( 1) ( ) ,

tt t g d
I g t

dg tI g t I t
dt

β γ δ δβ β βγ β

γ δ
β

γ δ γ δ
β β

τ τ τ τ δ
δ

γ δ
β

− + −

+ +


− ≥ Γ= 

 + + +

∫

0, ( , ).Rβ γ≥ ∈ = −∞ +∞
Гипер-Бесселев оператор порядка (0,1)α ∈  [6] определим равенствами
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Дробные дифференциальные уравнения играют важную роль в современной концепции 
математического моделирования различных физических систем. Исследование задачи (1a)–
(1b) порождено дробным вариантом уравнения диффузии, возникающего при изучении зако-
нов дробного броуновского движения [8].

Рассмотрим формальную схему получения решения задачи Коши (1). Применяя по про-
странственным переменным преобразование Фурье — Бесселя к уравнению и начальным ус-
ловиям, мы получим

 
2 1ˆˆ ˆ ( , ), , 0,

ˆˆ( ,0) ( ),

C
Nt u u f t x R t

t
u

α
θ ξ ξ

ξ ϕ ξ

+
+

 ∂  = − + ∈ >  ∂  
 =

 (2)

где 2 2 1/2
1( ) ,nξ ξ ξ= + +  ,ˆ( , ) [ ( , )],Bu t F u x tγξ =  преобразование Фурье — Бесселя ,BF γ  определя-

ется формулой

 [ ] '' ''
,

1

( ) ( ) ( ) ( ) ,
k

N

n
ix

B v k k
kR

F x j x e x dxξ γ
γ ϕ ξ ϕ ξ

+
=

′= ∏∫
где 1 1 ,n nx x xξ ξ ξ′ ′⋅ = + +  1 1 ,n n N Nx x xξ ξ ξ+ +′′ ′′⋅ = + +  1 1 ,N Nx x xξ ξ ξ⋅ = + +

2

2
1

2 ( 1) ( 1)( ) ( ) ( 1)
2 ! ( 1)

k

k kk

v m m
k k

v k v k kv m
mk k

Ã v zj z J z v
z m m v

∞

=

+ −
= = Γ +

Γ + +∑  — нормированная функция 

Бесселя первого рода порядка ,kv  ( )Γ ⋅  — гамма-функция Эйлера, ( )vJ ⋅  — функция Бесселя 
первого рода порядка ,v  ( 1) / 2.k kv γ= −

Решая задачу Коши (2), получаем [8]:
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— двупараметрическая функция Миттаг — Леффлера. Применяя обратное преобразование 
Фурье — Бесселя, получим:
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Полученное таким образом представление решения является основой для исследования 

вопроса о существовании решения задачи (1).
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УДК 517.958

О МАТЕМАТИЧЕСКОЙ МОДЕЛИ СТАЦИОНАРНОГО 
НЕИЗОТЕРМИЧЕСКОГО ТЕЧЕНИЯ ВЯЗКОЙ ЖИДКОСТИ 

В ПЛОСКОМ КАНАЛЕ С УЧЕТОМ ВНУТРЕННЕГО ТЕПЛОВЫДЕЛЕНИЯ

Воронежский государственный университет

О. Ю. Шишкина, Е. С. Барановский

Аннотация. Рассматривается математическая модель установившегося неизотермиче-
ского течения вязкой жидкости в плоском канале под действием постоянного перепада 
давления. На стенках канала используются условия проскальзывания Навье. Предпола-
гается, что коэффициенты вязкости, теплопроводности и проскальзывания зависят от 
температуры. Рассматриваемая модель представляет собой краевую задачу для системы 
сильно нелинейных обыкновенных дифференциальных уравнений. Доказана теорема 
о существовании слабого решения в подпространстве четных функций пространства 
Соболева первого порядка. Предложен алгоритм численного решения задачи и описана 
реализация этого алгоритма в программном пакете Maple. Кроме того, выведены явные 
формулы для вычисления скорости и температуры на стенках канала.
Ключевые слова: математическая модель, вязкая жидкость, неизотермическое течение, 
условие проскальзывания Навье, система нелинейных дифференциальных уравнений, 
краевая задача, слабое решение, пространство Соболева, теорема существования, топо-
логическая степень, численные методы, метод Галеркина, пакет Maple. 

1. Постановка задачи

В работе изучается математическая модель стационарного неизотермического течения вяз-
кой жидкости между двумя параллельными плоскостями   z h=  и   –z h=  с учетом граничного 
условия проскальзывания Навье:

 ( [ ( )] ( )) , ( , ),z u z z h hµ θ ξ′ ′− = ∈ −  (1)

 ( ) 2[ ( )] ( ) [ ( )]( ( )) , ( , ),k z z z u z z h hθ θ µ θ ω′′ ′− = + ∈ −  (2)
 [ ( )] ( ) [ ( )] ( ),h u h h u hµ θ χ θ′ = −  (3)
 [ ( )] ( ) [ ( )] ( ),h u h h u hµ θ χ θ′− − = − −  (4)
 [ ( )] ( ) ( ),k h h hθ θ βθ′ = −  (5)
 [ ( )] ( ) ( ).k h h hθ θ βθ′− − = −  (6)
Здесь u — компонента скорости вдоль оси ,x  θ  — отклонение температуры от среднего значе-

ния, –ξ  — перепад давления, [ ]µ θ  — коэффициент вязкости, [ ]k θ  — коэффициент теплопрово-
дности, [ ]χ θ  — коэффициент проскальзывания, β  — коэффициент теплообмена на стенках кана-

ла, ω — интенсивность источников тепла. 
Символ ' обозначает производную по .z

Искомыми функциями в системе 
(1)–(6) являются u  и ,θ  а все остальные 
функции и константы считаются из-
вестными.

Замечание 1. Важной особенностью 
данной работы является учет функции 
диссипативного тепловыделения 

2[ ( )]( ( ))z u zµ θ ′  в уравнении энергии 
[1, 2].Рис. 1. Конфигурация течения
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2. Основные результаты работы

Пусть 1 1,2[ ],  : –[ ]– ,H h h W h h=  — пространство Соболева. Через 1 [– , ]evenH h h  обозначим 
подпространство четных функций пространства 1[ ]– .,H h h

Теорема. Предположим, что выполнены условия:
• функция :  – ,[ ]  h hω →R  является четной и принадлежит пространству Лебега 1[ ]– ;,L h h
• функции , ,  :   kµ χ →R R  непрерывны;
• существует константы , ,  ,  , ,min max min max min maxk kµ µ χ χ  такие, что
 (0     ) ,min maxsµ µ µ< ≤ ≤  (  , )0 min maxk k s k< ≤ ≤  0     ( )min maxsχ χ χ< ≤ ≤

для любого вещественного числа .s
Тогда задача (1)–(6) имеет хотя бы одно слабое решение ( ), u θ  в декартовом произведении 

1 1[ ]– , – ,[ ].even evenH h h H h h×
Если пара функций ( ),u θ  — слабое решение задачи (1)–(6), то 

 ( ) ( ) ,
[ ( )]

hu h u h
h

ξ
χ θ

= − =  21 1( ) ( ) [ ( )]( ( )) ( ) .
2 2

h h

h h

h h z u z dz z dzθ θ µ θ ω
β β− −

′= − = +∫ ∫
Замечание 2. Для доказательства этой теоремы используется подход, предложенный в ра-

боте [3]. В основе этого подхода лежат:
• методы теории топологической степени;
• метод Галеркина;
• метод компактности.
Замечание 3. При доказательстве теоремы установлено, что слабое решение ( ), u θ  является 

пределом равномерно сходящейся последовательности галеркинских приближений 1{( , )} .m m mu θ ∞
=  

Поэтому в качестве приближенного решения системы (1)–(6) можно использовать пару 
( , ),m mu θ  предполагая, что m достаточно велико. Для нахождения ( , )m mu θ  нужно решить галер-
кинскую аппроксимацию краевой задачи (1)–(6), которая представляет собой систему нели-
нейных алгебраических уравнений относительно 2m  неизвестных переменных (коэффициен-
ты в разложении функций mu  и mθ  по базисным функциям подпространства 1 [– , ]evenH h h ). Для 
решения этой системы можно воспользоваться многомерным методом Ньютона с начальным 
приближением, полученным путем линеаризации исходной модели. 

3. Вычисление и визуализация решений

3.1. Средства реализации

Для нахождения и визуализации приближенных решений задачи используется программ-
ный пакет Maple. Такой выбор обусловлен тем, что Maple позволяет выполнять сложные ана-
литические преобразования и расчеты, имеет разнообразные средства для визуализации ре-
шений, а также позволяет создавать удобные пользовательские интерфейсы.

3.2. Требования к программному и аппаратному обеспечению

Требования к программному обеспечению:
– Maple версии 2018 и выше;
– операционная система Windows 7 и выше, или Macintosh, или 64-битная система Linux.
Минимальные системные требования:
– жесткий диск не менее 4GB;
– оперативная память не менее 4GB;
– доступ в сеть Интернет.
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3.3. Реализация алгоритма

Пользователь вводит исходные функции вязкости, теплопроводности, проскальзывания, 
интенсивности теплового потока, а также перепад давления и коэффициент теплообмена на 
стенках канала. Далее нужно задать базисные функции для метода Галеркина:

После этого происходит инициализация необходимых параметров для старта метода Нью-
тона, в том числе, определяется система уравнений и вычисляется матрица Якоби.

Вычисление матрицы Якоби для функции f :
for j from 1 to N do F[j.1] := f(x,j) od:
for m from 1 to N do
  for p from 1 to N do
    DF[m,p] := diff(f(x,m), x[p]);
  od;
od;

Многомерный метод Ньютона:
while r>eplison
do
  for v from 1 to N do
    X0[v]:= evalf(x0[v,1])
od;

for v from 1 to N do
  for j from 1 to N do
    subs(x=X0,DF[v,j]);J0[v,j]:= evalf(%);
  od;
od; 
for v from 1 to N do
  subs(x=X0,F[v,1]);F0[v,1]:= evalf(%)
od;
print(‘x0=’,evalm(x0));
x1 := evalm(x0-multiply(inverse(J0),F0)):
print(x1);
print(разность, evalm(x1-x0)):
r := norm(evalm(x1-x0));

Рис. 2. Инициализация базисных функций

Рис. 3. Функция, определяющая j-е уравнение
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for v from 1 to N do
  x0[v,1] := x1[v,1]:
od:
K := K+1:
if r>eplison then
  print (_____________Следующая итерация______________)
else
  print(Рассчет окончен.Решение=,x0);
 fi;
od;

В результате данного вычисления мы получаем функцию температуры для системы без 
учета диссипации.

Далее, подставляя функцию температуры в первое уравнение системы, получаем систему 
линейных алгебраических уравнений, которая решается при помощи стандартных методов.

Таким образом, найдены функции скорости и температуры для системы без учета дисси-
пативного члена. Эти функции будем использовать как начальное приближение для метода 
Ньютона по отношению к основной системе, учитывающей диссипацию энергии.

Рис. 4. Найденное значение функции температуры без учета диссипации

Рис. 5. Нахождение функции скорости

Рис. 6. Определение исходных функций для решения многомерным методом Ньютона
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Затем проводим вычисление матрицы Якоби размером 2 2 .m m×  Используя исходные зна-
чения, методом Ньютона находим решения системы.

3.4. Интерфейс приложения

Представленное на рис. 7 окно является стартовым при запуске программы. Здесь располо-
жено несколько полей ввода следующих значений:

– перепад давления;
– функция теплового потока;
– высота канала;
– теплообмен на стенках канала;
– теплопроводность воды;
– функция проскальзывания воды;
– функция вязкости.
Для перепада давления, высоты канала и теплообмена на стенках канала следует ввести посто-

янные числовые значения, а для остальных полей — функции, выражающие зависимости от вы-
соты и температуры соответственно. Функции следует вводить согласно синтаксису языка Maple.

На окне имеются две кнопки: «Построить график» и «Выход». Кнопка «Выход» завершает 
работу программы, а кнопка «Построить график» вычисляет значения скорости и температу-
ры для установленных условий, после чего открываются графики.

На рис. 8 представлены результирующие графики скорости и температуры. Зеленым цве-
том обозначены решения без учета диссипации энергии, а красным цветом — решение с уче-
том диссипации. Кнопки «Записать скорость» и «Записать температуру» вызывают метод за-
писи значений функции в таблицу Excel. 

На рис. 9 представлен пример содержимого таблицы.
Замечание 4. Для верификации численных результатов, полученных на основе предложен-

ной выше схемы, был использован ряд точных (аналитических) решений краевой задачи (1)–
(6), которые удалось получить для некоторых частных случаев данной модели.

Рис. 7. Окно ввода данных
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Рис. 8. Окно с графиками

Рис. 9. Таблица с результатами вычислений для скорости
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УДК 517.9

О ЕДИНСТВЕННОСТИ РЕШЕНИЯ ОБЩЕГО УРАВНЕНИЯ 
ЭЙЛЕРА — ПУАССОНА — ДАРБУ

Воронежский государственный университет
Белгородский государственный национальный исследовательский университет

Э. Л. Шишкина

Аннотация. Уравнение Эйлера — Пуассона — Дарбу представляет собой вариант линей-
ного волнового уравнения с затуханием по временной переменной. В работе доказана 
теорема о единственности решения задачи Коши для общего уравнения Эйлера — Пуас-
сона — Дарбу. Для доказательства использовался энергетический метод. Решение такой 
задачи оказывается единственным только при неотрицательных значениях параметра k в 
операторе Бесселя, действующего по временной переменной. Рассмотрено также решение 
общего уравнения Эйлера — Пуассона — Дарбу при отрицательных значениях параме-
тра k. В этом случае, хоть и нет единственности решения, решения имеют определенную 
структуру.
Ключевые слова: оператор Бесселя, энергетическое неравенство, уравнение Эйлера — 
Пуассона — Дарбу.

Введение

Основным объектом исследования в этой работе выступает общее уравнение Эйлера — 
Пуассона — Дарбу вида 

 1( ) = ( ) , = ( , ), > 0, = ( ,..., ),x k t nu B u u u x t t x x xγ∆  (1)
где kB  — сингулярный дифференциальный оператор Бесселя (см., например, [1], стр. 5) вида 

 
2

2

1( ) = = , > 0, ,k
k t k

kB t t k
t t t t t t
∂ ∂ ∂ ∂

+ ∈
∂ ∂ ∂ ∂

  (2)

γ∆  — B-эллиптический оператор вида 

 
=1

= ( ) = ( ) .
n

x xi i
i

Bγ γ γ∆ ∆ ∑  (3)

Общее уравнение Эйлера — Пуассона — Дарбу исследуется методами, обобщающие клас-
сические и имеет очень много приложений, например, в электростатической теории поля, ги-
дродинамике, теории упругости и др.

В этой работе единственность решения задачи Коши для (1) при > 0k  будет установлена 
энергетическим методом. При < 0k  решение задачи Коши для уравнения (1) не единственно, 
но множество решений имеет определенную структуру.

1. Основные определения и утверждения

Пусть n
  — n-мерное евклидово пространство, 

 1 1= { = ( , , ) , > 0, , > 0},n n
n nx x x x x+ ∈   

 1 1= { = ( , , ) , 0, , 0},n n
n nx x x x x+ ∈ ≥ ≥   

1= ( ,..., )nγ γ γ  — мультииндекс, состоящий из фиксированных положительных чисел ,iγ  
= 1,..., ,i n  и 1| |= .nγ γ γ+ +

Рассмотрим открытое множество Ω  в ,n
  симметричное относительно каждой гиперпло-

скости = 0,ix  = 1,..., .i n  Пусть = n
+ +Ω Ω∩  и = n

+ +Ω Ω∩  где 
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 1 1= { = ( , , ) , 0, , 0}.n n
n nx x x x x+ ∈ ≥ ≥   

Имеем n
+ +Ω ⊆   и .n

+ +Ω ⊆   Мы рассмотрим множество ( ),mC +Ω  состоящее из m  раз 
дифференцируемых на on +Ω  функций. Через ( )mC +Ω  обозначим подмножество функций из 

( )mC +Ω  таких, что все производные этих функций по ix  для любого = 1,...,i n  непрерывно 
продолжаются на = 0.ix  Класс ( )m

evC +Ω  состоит из функций ( ),mf C +∈ Ω  таких, что 
2 1

=02 1 | = 0
k

xk
i

f
x

+

+

∂
∂

 для всех неотрицательных целых k m≤  при = 1,...,i n  (см. [1], стр. 21 и далее).

Пусть 1 2, ,..., ne e e    — единичные векторы по осям 1 2, ,..., nx x x  соответственно, 

 
1 =111

1 1 1' = ,..., =
n

in iin in i

e
x x xx x xγ γ γ γ

 ∂ ∂ ∂
∇   ∂ ∂ ∂ 

∑
— первый взвешенный оператор набла, 

 1
1

=11

' = ,..., =
n

n i
n i i

in i

x x x e
x x x

γ γγ
γ

 ∂ ∂ ∂′∇  ∂ ∂ ∂ 
∑

— второй взвешенный оператор набла, тогда 
 ( ' ' ) = .γ γ γ′∇ ⋅∇ ∆
Имеем 
 '( ) = ' ' .uv u v v uγ γ γ∇ ∇ + ∇  (4)
Для того чтобы доказать единственность решения задачи Коши для уравнения (1) нам по-

требуется обобщенная дивергентная теорема из [1].
Теорема 1. Пусть G+  — область в n

+  такая, что каждая линия, перпендикулярная плоско-
сти = 0,ix  = 1,..., ,i n  либо не пересекает G+  или имеет один общий отрезок с G+  (возможно 
вырождающийся в точку) вида 

 1 1 1( ) ( ), = ( ,..., , ,..., ), = 1,..., .i i i i i nx x x x x x x x i nα β − +′ ′ ′≤ ≤
Если 1= ( ( ),..., ( ))ng g x g x  является непрерывно дифференцируемым в G+  векторным по-

лем и 1= ( ( ),..., ( )),nF F x F x


 1
1 1 1( ) = ( ),..., ( ) = ( ),n

n n nF x x g x F x x g xγγ  то справедлива формула 

 ( ) = ( ) ,
G G

F x dx g x dSγ γ
γ ν′

+ +∂

∇ ⋅ ⋅∫ ∫


  (5)

где 1 1= cos ... cosn ne eν η η+ +
   . внешний вектор нормали поверхности ,G+∂  iη  — угол между 

вектором ν  и осью ,iOx  = 1,..., .i n
В n

+  рассматривается многомерный обобщенный сдвиг, отвечающий мультииндексу γ  вида 

 1 1
1

= ... ,yyy n n
x x xn

T TγγγT
где каждый из одномерных обобщенных сдвигов определен выражением 

 2 2 1
1 1 1

0

1
2( ) = ( ,..., , 2 cos , ,..., ) .sin1

2 2

i

yi i i
x i i i i i i i n i ii

i

T f x f x x x y x y x x d
π

γ γ

γ

α α α
γ

−
− +

+ Γ 
  + −

   Γ Γ  
  

∫

На основе многомерного обобщенного сдвига yγ T  конструируется весовое сферическое 
среднее функции f , которое при 2n ≥  имеет вид 

 
1 ( )1

1[ ( )] = ( ) ,
| ( ) |

t
t x

S n

M f x f x dS
S n

γ γ θ γ

γ

θ+
+
∫ T  (6)

где 
=1

= ,
n

i
i

i

γγθ θ∏  1 ( ) = { :| |= 1, }nS n θ θ θ+
+∈  — часть сферы в ,n

+  а 
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 =1
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1

1
2| ( ) | = .
| |2
2

n
i

i

n
S n

nγ

γ

γ
+

−

+ Γ 
 
+ Γ 

 

∏

При = 1n  положим 
 [ ( )] = ( ).t

t xM f x f xγ γ θT  (7)

Пусть ( ) = ,n
p pL Lγ γ

+  1 <p≤ ∞  — пространство всех измеримых на n
+  функций, четных по 

каждой из своих переменных ,ix  = 1, , ,i n  таких, что 
 | ( ) | < ,p

n f x x dxγ

+
∞∫



здесь и далее 
=1

= .
n

i
i

i

x xγγ ∏  

Оператор tM γ  ограничен в ( )n
pLγ +  при 1 p≤ ≤ ∞ . Кроме того, 

 , , , > 0.t p pM u u tγ
γ γ≤   

И. А. Киприянов в [2] представил В-полигармоническую порядка p  функцию. Это функ-
ция 1= ( ) = ( ,..., ),nu u x u x x  такая что = 0,puγ∆  где γ∆  — оператор (3). В-полигармоническая по-
рядка 1 функция называется В-гармонической. 

2. Единственность решения задачи Коши 
для общего уравнения Эйлера — Пуассона — Дарбу.

Рассмотрим Γ  — Лоренцево расстояние между точками ( , )x t  и ( , )ξ τ  сингулярной гипер-
плоскости: 

 2 2

=1
( , ; , ) = ( ) ( ) .

m

i i
i

x t t xξ τ τ ξΓ − − −∑
Пусть ( , )ξ τ  — точка в 1.n+

+  Через G+  обозначим часть конической области в 1,n+
+  огра-

ниченную нижней полостью конуса ( , ; , ) = 0,x t ξ τΓ  с вершиной в точке ( , )ξ τ  и плоскостями 
= 0,ix  = 1,..., ,i n  = 0.t
При = 0t  получаем основание G+  в ,n

+  представляющее собой шар (часть шара) ( , )nB ξ τ+  
с центром в точке ,ξ  радиуса :τ  ( , ) = { :| | }.n

nB x xξ τ ξ τ+
+∈ − ≤

Теорема 2. Пусть u  — функция из 2 ( ),evC G+  удовлетворяющая общему уравнению Эйле-
ра — Пуассона — Дарбу 

 ( ) = ( ) , = ( , ; )x k tu B u u u x t kγ∆  (8)
 в ,G+  и предположим, что 0,k ≥  а u  и tu  обращаются в нуль на основании ,G+  то есть 

 ( ,0; ) = ( ,0; ) = 0, ( , ),t nu x k u x k x B ξ τ+∈  (9)

тогда ( , ; )u x t k  обращается в нуль в .G+

Доказательство Теоремы 2 осуществляется применением Теоремы 1.
Следствие 1. Пусть точка ( , )x t  лежит внутри или на границе множества G+  и конус (часть 

конуса) 2 2

=1
( ) = ( ) .

m

i i
i

t t x x− −∑

  Предположим, что есть две функции lu  и 2 ,u  из 2 ( ),evC G+  удов-

летворяют уравнению (8) в ,G+  кроме того 1 2( ,0) = ( ,0)u x u x  и 1 2

=0 =0

= = 0.
t t

u u
t t

∂ ∂
∂ ∂

 Тогда 1 2u u≡  

в .G+

Объединяя результат Теоремы 2 и результаты из [1], получим следующие утверждения.
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Теорема 3. Пусть область G+  имеет вид, описанный в Теореме 2, точка ( , )x t  находится 
внутри или на границе множества G+  и пусть 2 ( ).evu C G+∈  Тогда при | | 1n kγ+ − ≤  единствен-
ное решение задачи 

 ( , ) = ( ) , = ( , ; ),k tu x t B u u u x t kγ∆

 =0( ,0; ) = ( ), | = 0,t
uu x k f x
t

∂
∂

имеет вид 
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| | 1

2 2 | | 12

0

12
2( , ; ) = ( ) ( ) ,

| | 1 | |
2 2
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t k n

n
r

kt
u x t k t r r M f x dr

k n n

γ
γ γ

γ γ

−
− − −

+ −

+ Γ 
  −

− − + +   Γ Γ   
   

∫

где ( )tM f xγ  — весовое сферическое среднее, определяемое равенством (6) или (7).
Пусть | | 1k n γ≥ + −  и 1 ,p≤ ≤ ∞  тогда решение задачи Коши из Теоремы 3 = ( , ; )u u x t k  при 

начальной функции ( )n
pf Lγ +∈   допускает оценку 

 , , , ,( , ; ) , > 0.p n k pu t k C f tγ γ γ⋅ ≤   
Кроме того, 

0
( , ; ) = ( )lim

t
u x t k f x

→
 почти при всех .nx +∈

Теорема 4. Пусть область G+  имеет вид, описанный в Теореме 2, точка ( , )x t  находится 

внутри или на границе множества G+  и пусть 
| | 2
2 ( ).

n k

evu C G
γ+ − +  + ∈  Решение задачи Коши 

 ( , ) = ( ) , = ( , ; ),k tu x t B u u u x t kγ∆  (10)

 =0( ,0; ) = ( ), | = 0t
uu x k f x
t

∂
∂

 (11)

при < | | 1,k n γ+ −  1, 3, 5,...k ≠ − − −  имеет вид 

 1 2 1( , ; ) = ( ( , ; 2 )),
m

k k mu x t k t t u x t k m
t t

− + −∂  + ∂ 
 (12)

где m  минимальное целое число, такое что | | 1
2

n km γ+ − −
≥  и ( , ; 2 )u x t k m+  — решение задачи 

Коши 
 2( ) = ( ) ,k m t xB u uγ+ ∆  (13)

 ( )( ,0; 2 ) = , ( ,0; 2 ) = 0.
( 1)( 3)...( 2 1) t

f xu x k m u x k m
k k k m

+ +
+ + + −

 (14)

Решение (12) единственно при 0k ≥  и не единственно при < 0.k  Если f  B-полигармонич-
на порядка 1

2
k−  и 1 ,k

evf C −∈  то одно из решений задачи Коши (10)–(11) при = 1, 3, 5,...k − − −  

имеет вид 
 ( , ; ) = ( ), = 1,u x t k f x k −  (15)

 

1
22

=1
( , ; ) = ( ) , = 3, 5,...

( 1)...( 2 1) 2 4 .... 2

k
h h

h

f tu x t k f x k
k k h h

γ

+
−

∆
+ − −

+ + − ⋅ ⋅ ⋅∑  (16)

Заключение

Приведённая теорема о единственности решения задачи Коши для общего уравнения Эй-
лера — Пуассона — Дарбу, доказанная энергетическим методом дополняет результаты реше-
ниях сингулярных гиперболических уравнений.



157

Литература

1. Шишкина Э. Л. Обобщенная дивергентная теорема и второе тождество Грина для B-эл-
липтических и B-гиперболических операторов / Э. Л. Шишкина // Научные ведомости Белго-
родского государственного университета Математика. Физика. – 2019. – Т. 51, № 4. – С. 506–513.

2. Киприянов И. А. Сингулярные эллиптические краевые задачи. – М. : Наука-Физматлит, 
1997.



ИСКУССТВЕННЫЙ ИНТЕЛЛЕКТ, 
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ПРИМЕНЕНИЕ МОДЕЛЕЙ МАШИННОГО ОБУЧЕНИЯ ДЛЯ ДИАГНОСТИКИ 
РАССТРОЙСТВ АУТИСТИЧЕСКОГО СПЕКТРА У ДЕТЕЙ

Воронежский государственный университет

С. В. Агеева, И. В. Замятин

Аннотация. Статья посвящена проблеме выявления расстройства аутистического спек-
тра (РАС) у детей. Для выявления диагноза предлагается использовать специальную 
скрининговую систему, которая способна проводить предварительную диагностику за-
болевания с применением моделей машинного обучения (МО).
Ключевые слова: компьютерные игры, машинное обучение, расстройства аутистическо-
го спектра, скрининговая система.

Введение

Согласно мировой статистике, расстройства аутистического спектра встречаются у 1 из 
160 детей и диагностируются во всех расовых, этнических и социально-экономических груп-
пах. Данное расстройство характеризуется дефицитом в социальных взаимодействиях и ком-
муникациях. Детям, страдающим РАС, свойственны тревожность, страхи, погруженность в 
себя. Эти состояния могут сочетаться с агрессией, самоагрессией, с негативной реакцией на 
любые изменения привычного образа жизни. Это не позволяет детям с РАС развиваться в том 
же темпе, что и их здоровые сверстники.

На сегодняшний день не существует способов лечения РАС, однако разработано множе-
ство методов терапии, позволяющей минимизировать влияние таких расстройств на качество 
жизни пациентов и предоставить ребенку возможность социализации, обучения и развития 
навыков самостоятельной жизни. Для этого важно, чтобы лечение было начато как можно 
раньше, а соответственно РАС было диагностировано в как можно более раннем возрасте. 
Отсутствие у большинства родителей необходимых специфических знаний, а зачастую – и их 
нежелание признать наличие отклонений в развитии собственного ребенка, приводят к тому, 
что дети с РАС не получают необходимой помощи своевременно. Одним из способов решения 
данной проблемы представляется анализ поведения ребенка, проводимый с помощью про-
стых, легких для восприятия родителей скрининговых опросов с дальнейшим ненавязчивым 
информированием родителей о необходимости обратиться к врачу за профессиональной кон-
сультацией.

Целью проведенного исследования являлась разработка и практическая реализация скри-
нинговой тестовой системы, способной проводить предварительную диагностику РАС у детей 
с применением моделей машинного обучения (МО).

1. Исходные данные

На первом этапе исследования была разработана специальная анкета для родителей. Дан-
ная анкета состоит из 32 вопросов, разделенных на 4 основных блока:

• Основная информация о ребенке: пол, возраст, наличии одного из диагнозов (аутизм, 
РАС и т. д.). 

• Знания ребенка об окружающем мире и себе, навыки чтения, счета, знание фигур.
• Предпочитаемые игры ребенка (обычные или компьютерные). Особенности поведения 

во время игр и способность контролировать время игры. 
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• Хотели бы родители, чтобы были разработаны специализированные игровые приложе-
ния для их детей и что должны включать в себя эти приложения для того чтобы игры были 
максимально полезными для них. 

Анкета включает в себя три типа вопросов: 
• Вопросы, в которые необходимо вписать ответ самостоятельно; 
• Вопрос с одним выбором ответа; 
• Вопросы с несколькими вариантами ответов.
В результате проведенного опроса было получено 245 ответов от родителей, у которых есть 

дети от двух до восемнадцати лет. Стоит отметить, что бóльшую часть выборки составили 
дети дошкольного и младшего школьного возраста.

Были опрошены родители здоровых детей и детей с РАС (рис. 1). Опрос родителей, у которых 
диагностированы РАС, проводился при поддержке специалистов АУ ВО ОЦРДП «Парус надеж-
ды». Для того, чтобы выборка была сбалансирована (для дальнейшего корректного обучения 
модели МО), дополнительно случайным образом был проведен опрос родителей детей без РАС, 
так, чтобы количество здоровых детей и детей с диагнозом было примерно одинаковым. 

Полученные в ходе анкетирования ответы были предварительно обработаны с целью за-
полнения пропусков, преобразования нечисловых столбцов в категориальные признаки, уда-
ления незначимых данных и т. д.

Для решения задачи было использовано несколько типов моделей МО:  RandomForestClassifier, 
XgboostClassifier и CatboostClassifier.

В рамках проводимого исследования дополнительно рассматривался вопрос о возможно-
сти диагностики РАС исключительно на основе информации об особенности игровой дея-
тельности детей в части компьютерных игр. Для этого в ходе анализа были отдельно построе-
ны модели МО, в которых предсказание осуществлялось по полному набору вопросов анкеты, 
и отдельно — только по вопросам, касающимся компьютерных игр.

2. Результаты построения моделей МО на полной выборке данных

В результате обучения на полной выборке (по всем вопросам анкеты) были получены сле-
дующие результаты (рис. 2–4):

Рис. 1. Количество здоровых детей и детей с диагнозом
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В результате наиболее точно на полной выборке обучился случайный лес. Для того, чтобы 
рассмотреть какие признаки оказались наиболее важными, построено дерево решений, ото-
браженное на рис. 5.

Рис. 2. Результат работы алгоритма RandomForestClassifier

Рис. 3. Результат работы алгоритма XGBClassifier

Рис. 4. Результат работы алгоритма CatBoostClassifier

Рис. 5. Дерево решений на полной выборке
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Отметим, что самыми значимыми вопросами при предсказании диагноза оказались:
• X2 — Есть ли у ребенка потребность играть с другими детьми?
• X3 — Если ребенок устанавливает цель и правила игры, понятны ли они окружающим?
• X6 — Любит ли ребенок выстраивать игрушки (предметы) в ряд и переставлять (перекла-

дывать) их в определенной последовательности?
• X24 — До_скольких_ребенок_умеет_считать?
• X30 — Чему должны обучать игровые приложения? Какая информация будет полезна 

ребенку?

3. Построение моделей МО на сокращенной выборке данных

После обучения модели с помощью алгоритмов RandomForestClassifier, XGBClassifier и 
CatBoostClassifier получим следующие метрики точности, представленные на рис. 6–8.

В результате на сокращенной выборке наиболее точным оказался XGBClassifier. Соответ-
ствующее дерево решений представлено на рис. 9.

Самыми значимыми вопросами при предсказании диагноза оказались:
• X10 — В компьютерные игры какого жанра ребенок играет чаще всего?
• X14 — Какова реакция ребенка, когда ему запрещают играть в компьютерную игру?
• Х19 — Какой тип действий ребенок чаще всего совершает в процессе игры?

Рис. 6. Результат работы алгоритма RandomForestClassifier

Рис. 7. Результат работы алгоритма XGBClassifier

Рис. 8. Результат работы алгоритма CatBoostClassifier
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• X30 — Чему должны обучать игровые приложения? Какая информация будет полезна 
ребенку?

Таким образом, удалось построить модель машинного обучения, которая достаточно точ-
но диагностирует наличие РАС у детей не только по стандартным критериям, но и позволяет 
предсказать возможное наличие заболевания на основании косвенных вопросов об особенно-
сти игровой деятельности детей в компьютерных играх. 

4. Практическое использование скрининговой системы.

Для того, чтобы родители могли воспользоваться разработанной программой, был создан 
пользовательский интерфейс (пример организации опроса см. на рис. 10).

После заполнения анкеты возможно получить результат для родителей и для врача. Роди-
тель видит либо рекомендацию обратиться к врачу, либо наоборот, информацию, о том, что 
предположительно всё в порядке (см. рис. 11). Для врача будет отображаться вероятность на-
личия заболевания у ребенка и список критериев, которые повлияли на полученный результат 
(см. рис. 12).

Рис. 9. Дерево решений на сокращенной выборке

Рис. 10. Фрагмент пользовательского интерфейса
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Вопросы, повлиявшие на результат одного конкретного ребенка:
• Х2 — Есть ли у ребенка потребность играть с другими детьми?
• Х3 — Если ребенок устанавливает цель и правила игры, понятны ли они окружающим?
• Х7 — Часто ли встречаются у ребенка стереотипные действия во время игры (включение 

и выключение света; пересыпание песка, мозаики, круп; раскачивание двери)?
• Х8 — В какие игры любит играть ребенок?

Заключение

В ходе проведенного исследования была построены модели МО, которые позволяют пред-
сказать возможное наличие одного из диагнозов расстройства аутистического спектра у ре-
бенка в домашних условиях. 

Высокая точность предсказания правильного ответа (0.95) обусловлена следующими фак-
торами:

1. При разработке анкеты учитывалась уже существующая методика диагностики аутизма 
«M-CHAT-R», международная классификация болезней (МКБ-10) и диагностическое и стати-
стическое руководство по психическим расстройствам (DSM-V).

2. Была собрана и сбалансирована по здоровым и больным детям выборка, которая дала 
возможность модели обучиться наиболее правильно. 

Разработанный прототип скрининговой тестовой системы имеет хорошие перспективы 
внедрения в деятельность организаций, занимающихся реабилитацией детей с РАС. 
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Рис. 11. Окно результата для родителей

Рис. 12. Окно результата для врача
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Аннотация. В данной статье затрагивается тема Обзор инструментов для классифика-
ции медицинских документов. Особое внимание уделяется методом интеллектуального 
анализа текста (text mining), для которых решают алгоритмы машинного обучения без 
учителя SVM и Naive Bayes, а также алгоритмы машинного обучения с учителем K-means. 
В статье рассматриваются вопросы создания процесса, позволяющего решать некоторые 
виды задач классификации и автоматизации медицинских документов.
Ключевые слова: классификация текста, алгоритмы искусственного интеллекта, Data 
Mining, text mining, кластеризация, категоризация, k-means, Naive Bayes, интеллектуаль-
ный анализ данных.

Введение

Базы данных больниц и медицинских учреждений постоянно увеличиваются, а их поток 
текстовых данных настолько огромен, что вмешательство человека для их классификации не 
оптимально или является очень утомительной задачей.

Необходимость автоматического метода для достижения классификации этого большого 
патока данных оказывается очень полезен.

Одна из основных мотивации этой статьи заключается в том, что, насколько нам известно, 
не существует конкретного и оптимального метода классификации именно медицинских до-
кументов.

Основная цель этой статьи — представить основные инструменты, позволяющие разраба-
тывать автоматизированные методы классификации документов в больницах и медицинских 
учреждений. В автоматической классификации существуют два типа подхода: подход с учите-
лем и подход без учителя

В контексте этой статьи нам показалось более интересным представить подход без учите-
ля (алгоритм K-means) для разделения данных путем их группировки в отдельные кластеры, 
а подход с учителем (Naive Bayes) к различным найденным кластерам, чтобы их пометить и 
классифицировать.

1. Интеллектуальный анализ текста (text mining) и автоматическая классификация

1.1. Text mining как часть Data mining

В последние годы мы стали свидетелями взрыва данных. Эти данные генерируются различ-
ными источниками, такими как социальные сети, умные устройства, интернет-магазины и т. д.

Парадокс заключается в том, что существует огромное количество данных, но недостаточ-
но информации для их эксплуатации. Чтобы удовлетворить эту потребность, родилась новая 
дисциплина: извлечение знаний из данных, обычно она называется data mining.

Статистика показывает, что более 80% генерируемых и хранимых данных текстовым ти-
пом, это привело к появлению технологии интеллектуального анализа данных, позволяющей 
проводить глубокий анализ данных этого типа: Text Mining (интеллектуальный анализ текста).

Если принято, что data mining был основой Text Mining, факт в том, что эти две технологии 
различаются по характеру обрабатываемых данных. Data mining интересуется числовыми и 
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фактическими данными, которые хорошо структурированы в базах данных, а Text Mining ин-
тересуется текстовыми неструктурированными данными, которыми обычно выражаются на 
естественном языке.

Для интеллектуального анализа текста можно рассмотреть два подхода:
• Статистический подход: он состоит в том, чтобы видеть документ только через призму 

чисел и цифр. Таким образом, статистический инструмент производит информацию о коли-
честве вхождений термина в документе или корпусе.

• Семантический подход: это метод автоматической интерпретации текстов, написанных 
на естественном языке, то есть таких, которые можно найти в документах, написанных людь-
ми и для людей. Это позволяет компьютеру понимать эти тексты, чтобы собирать из них ин-
формацию, классифицировать документы, облегчать их поиск, и т. д.

Особенность семантического подхода по сравнению с методами, основанными на ключе-
вых словах, заключается в том, что программное обеспечение наделено реальными лингви-
стическими и онтологическими навыками.

1.2. Общие сведения о задаче классификаций

Цель Text Mining состоит в том, чтобы извлечь из очень большой массы текстовых данных 
полезную информацию, чтобы ее можно было использовать на компьютере. Поэтому он вме-
шивается в: 

• Поиск информации: опрос текста по понятиями, темам, предложениям с целью получе-
ния результатов, отсортированных по степени релевантности

• Сводная конструкция: абстрагирование и сжатие текста для разработки сокращенного 
видения с максимальным сохранением семантики 

• Извлечение информации: выявление семантических элементов в тексте (сущности, свой-
ства, отношения…)

• Запрос на естественном языке: запросы к базам данных на естественном языке
• Автоматическая классификация документов: представляет собой обучение моделей для 

описания и дифференциации классов для классификации будущих документов.
Интерес классификации текстов состоит в том, чтобы сгруппировать вместе тематически 

сходные тексты в пределах одного и того же набора, чтобы впоследствии можно было осу-
ществлять поиск или извлечение полезной информации.

Ручная классификация, практикуемая экспертами-людьми, становится все более и более 
утомительной с учетом увеличения количества цифровых документов, как в Интернете, так и 
в больницах (классификация внутренних документов, рассылки, статьи и т. д.).

Для устранения этой проблемы появились подходы, направленные на создание автомати-
ческих классификаторов текста, они напрямую связаны с машинным обучением, той областью 
искусственного интеллекта, которая заинтересована в том, чтобы дать компьютерам возмож-
ность самосовершенствоваться, выполняя задачу, взаимодействуя с окружающей их средой. В 
машинном обучении есть два типа подходов: подход с учителем и без учителя. Эти два метода 
отличаются тем, как генерируются классы. На самом деле, в случае обучения без учителя, обу-
чения группы документов (классы) рассчитываются машиной автоматически, а при подходе с 
учителем, определяются экспертом.

Классификация текстов исходит из нескольких научных областей, которые не всегда ис-
пользуют одни и те же названия для обозначения различных задач. Например, автоматическая 
классификация документов по категориям, которые были определены заранее экспертом, на-
зывается классификация с учителем или категоризация, а если классификация по категориям 
выполняется автоматически без вмешательства эксперта, это называется классификация без 
учителя или кластеризация. 
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Таким образом, категоризация текстов представляет собой процедуру присвоения тексту 
одной или нескольких категорий или предопределенных классов. Сегодня в этой проблеме в 
основном используются методы машинного обучения, и к ней применяются многие алгорит-
мы обучения с учителем (алгоритмы Naive Bayes, K-NN, деревья решений, SVM, нейроны сети, 
и т. д.). 

Однако, когда набор категорий не задан в начале, и речь идет о его создании путем груп-
пировки текстов в классы, обладающие определенной степенью внутренней согласованности, 
мы находимся в контексте классификации без учителя для машинного обучения. Классифи-
кация без учителя заключается в автоматическом нахождении связной организации группы 
однородных документов для построения связных группировок (классов или кластеров), в ста-
тистике соответствует кластеризации. Процесс именования этих классов называется марки-
ровкой. Таким образом, кластеризация состоит в разделении объектов (в нашем случае тек-
стов) на группы без априорного знания их классов принадлежности.

Задача классификации выполняется по следующей схеме:

Общий подход к операции категоризации:
• Первая фаза состоит в формализации текстов, чтобы они были понятны машине и могли 

использоваться алгоритмами обучения.
• Категоризация документов — это второй этап, этот шаг, конечно, является решающим, 

потому что именно он позволит или не позволит методам обучения произвести хорошее обоб-
щение из пар (Документ, Класс).

• Для повышения производительности моделей в конце цикла проводится оценка качества 
классификаторов и сравнение результатов, полученных разными моделями.

Мы можем разделить задаче категоризации на два этапа:
a) Обучение, которое включает в себя несколько шагов и приводит к модели прогнозиро-

вания:
• у нас есть набор размеченных текстов (для каждого текста мы знаем его категорию);
• из этого корпуса извлекаем k дескрипторов (слов, терминов), наиболее соответствующих 

смыслу решаемой задачи;
• у нас есть таблица «дескрипторы люди», и для каждого текста мы знаем значение его дес-

крипторов и его метку;
b) Классификация 
1. поиск, а затем взвешивание вхождений терминов в тексте, подлежащем классификации;
2. применение алгоритма машинного обучения к этим вхождениям, чтобы предсказать 

метку этого текста.

Рис. 1. Задача классификации
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2. Основные алгоритмы машинного обучения для классификации текстов

2.1. Обучение с учителем

2.1.1. SVM (Support Vectors Machines) — Метод Опорных Векторов

Алгоритм опорных векторов очень быстр и эффективен для задач классификации текста. 
Документ d представлен вектором (td1, td2, ..., td) слов, из которых он состоит. Простой SVM 
может разделить только два класса: положительный класс L1 (обозначается 1y = + ) и отрица-
тельный класс L2 (обозначается 1y = − ).

Во введенном векторном пространстве гиперплоскость можно определить, установив y 
равным нулю ( 0)y =  в следующем линейном уравнении

 0( ) .
j

N
d j dy f t b b t= = + ∑


Алгоритм SVM определяет гиперплоскость, расположенную между положительным и от-
рицательным примерами обучающей выборки. Параметры jb  адаптируются таким образом, 
чтобы расстояние ε  (margin) между гиперплоскостью и ближайшим положительным и отри-
цательным примером было максимальным. Документы, находящиеся на расстоянии ε  от ги-
перплоскости, называются векторными опорами и определяют текущее положение гиперпло-
скости. Как правило, небольшая часть документов представляет собой векторные носители.

Документы, находящиеся на расстоянии ε  от гиперплоскости, называются векторными 
опорами и определяют текущее положение гиперплоскости. Как правило, небольшая часть 
документов представляет собой векторные носители. Новый документ с векторным термином 

dt  классифицируется в ,Lt  если значение ( ) 0,df t >  и в L2 в противном случае. Наиболее важ-
ным свойством SVM является то, что обучение почти не зависит от размеров пространства.

В настоящее время алгоритм SVM считается одним из самых эффективных из-за его про-
стого и быстрого моделирования для выполнения вычислений. Однако он вводит сложные 
концепции, которые плохо подходят для корпусов больших нефиксированных размеров.

2.1.1. Naive Bayes

Наивная байесовская классификация текста представляет собой вероятностный подход к 
простой классификации. Этот подход основан на вероятностной модели, полученной из тео-
ремы Байеса, которая предполагает, что слова, встречающиеся в документе, независимы друг 
от друга. Что не совсем так на практике. Предполагается, что класс документа связан со слова-
ми, которые появляются в документе.

Рис. 2. Гиперплоскость с максимальным расстоянием (margin) 
с примерами положительных и отрицательных классов
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Предположим, что у нас есть n категорий документов, определение того, к какой категории 
iC  будет отнесен документ ,D  сводится к вычислению вероятности принадлежности доку-

мента D  к категории .iC  На основании теоремы Байеса мы можем вычислить эту вероятность 
следующим путем:

 ( / ) ( )( / ) .
( )
i i

i
P D C P CP C D

P D
×

=

В этой формуле:
• ( / )iP C D  представляет собой вероятность принадлежности документа D к категории ,iC  

которая также может быть определена путем оценки частоты появления слов документа ,D  
связанных с категорией .iC

• ( / )iP D C  — вероятность того, что для данной категории слова документа D  относятся к 
категории .iC

• ( )iP C  — вероятность, которая связывает документ D  с категорией iC  независимо от 
содержания документа.

• ( )P D  — правильная вероятность документа .D
Чтобы действительно определить, к какой категории относится документ, необходимо вы-

числить ( / )iP C D  для каждой категории. Поскольку ( )P D  остается постоянным для всех ка-
тегорий, определение ( / )iP C D  это просто вычисления ( /) ( ).iP D P C∗

Учитывая, что документ D  состоит из набора слов, которые мы будем обозначать 1, , ,mW W  
вычисление ( / )iP D C  будет равнозначно вычислению произведения вероятностей появления 
каждого слова iW  в категория .iC  Этот расчет оправдан предположением, что все слова появ-
ляются в документе независимо друг от друга. Эта кишка, наконец, позволяет написать:

 1 2 3( / ) ( / ) ( / ) ( / ) ... ( / )i i i i m iP D C P W C P W C P W C P W C= × × × ×
Для каждой из категорий ( / )i iP W C  представляет собой отношение количества раз, когда 

слово iW  встречается в категории ,iC  к общему количеству слов в категории .iC
( )iP C  рассчитывается путем деления общего количества слов для категории iC  на сумму 

общего количества слов во всех категориях. Отсюда следующая формулировка:
 1 2 3( / ) ( / ) ( / ) ( / ) ... ( / ) ( ).i i i i m i iP C D P W C P W C P W C P W C P C= × × × × ×
Этот вычисление производится для каждой категории, и мы считаем наибольшей веро-

ятностью, чтобы выбрать какая категория будет связана с документом, который мы хотим 
классифицировать.

Алгоритм Naive Bayes известен своей эффективностью и простотой, которая сводится к 
признанному эффекту независимости между различными дескрипторами, и из-за этого пред-
положения о независимости слов в этой модели его часто квалифицируют как «Наивный», 
«Глупый», «Простой». В целом, этот тип алгоритмов позволяет выполнять ту же работу по 
классификации, что и другие алгоритмы, которые уже были проверены в полевых услови-
ях. Этот классификатор очень удобен для коротких документов, что дает очень интересные 
результаты, однако его производительность снижается, когда дело доходит до обработки 
большого словаря, поэтому отсутствие лучшего учета размера документов, тот факт, что его 
производительность при ранжировании качество ухудшается с увеличением количества ха-
рактеристик. Действительно, если количество термов увеличивается, то увеличивается и ко-
личество зависимостей между набором термов, а значит, уменьшается и проверка наивной 
байесовской гипотезы.

Заключение

Классификация текстов становится все более необходимой для обработки больших тексто-
вых баз данных.
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Внедрение методов машинного обучения значительно повысило скорость правильной 
классификации.

Комбинация двух подходов к обучению, с учителем и без учителя, проведенная в нашем 
проекте, дала очень обнадеживающие результаты.

Алгоритм K-means, используемый для группировки нашего корпуса, доказал свою способ-
ность обрабатывать большие объемы данных за довольно короткое время выполнения.

Алгоритм Наивного Байеса, использованный для классификации новых документов, дал 
хорошие результаты и подтвердил свою способность к обучению даже при небольшом обуча-
ющем корпусе.
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ИНТЕЛЛЕКТУАЛИЗАЦИЯ ПРОЦЕССОВ ОЦЕНКИ ПРОИЗВОДИТЕЛЬНОСТИ ТРУДА 
НА ОСНОВЕ МАШИННОГО ОБУЧЕНИЯ

Воронежский государственный университет

М. А. Белкин, И. Л. Каширина

Аннотация. Автоматизированная классификация деятельности сотрудников предприя-
тий может не только улучшить производительность труда, но и повысить качество обще-
го управления проектом и контроля организации работ. Знания и индикаторы различных 
видов деятельности, которые могут быть извлечены из этого процесса, могут помочь в 
принятии решений по проекту, корректировке графика проекта, управлении ресурсами. 
Данная статья посвящена обзору существующих подходов к распознаванию видов рабо-
чей деятельности с использованием алгоритмов машинного обучения.
Ключевые слова: классификация деятельности; оценка производительности труда; «ум-
ные» устройства; контролируемое машинное обучение.

Введение

Для повышения производительности труда в настоящее время используются методы, ос-
нованные на визуальном наблюдении за работниками, моделировании процессов и их оценке 
с использованием, например, диаграмм циклов деятельности. Однако в последние годы раз-
витие аудио, зрительных и сенсорных технологий повысило интерес к автоматизации этих 
технологий для замены человека-наблюдателя. Такая автоматизация может осуществляться 
с использованием машинного обучения для обеспечения непрерывного сбора данных и рас-
познавания текущей деятельности работников. На сегодняшний день существует два техноло-
гических подхода, использующих методы машинного обучения: на основе аудиоданных и ме-
тодов компьютерного зрения; и на основе на основе датчиков акселерометра и гироскопа [1]. 
При этом большинство существующих исследований, как правило, рассматривают небольшие 
наборы действий, выполняемых в соответствии с четкими инструкциями, что может привести 
к более точным результатам, чем те, которые ожидаются в реальности. Целью данного иссле-
дования является изучение возможности использования данных акселерометра и гироскопа, 
передаваемых с датчиков смарт-часов для классификации деятельности работников с помо-
щью методов машинного обучения, что позволит усовершенствовать существующие подходы 
к оценке производительности труда.

1. Анализ существующих подходов
1.1. Мониторинг с использованием подхода, основанного на компьютерном зрении

Подходы на основе компьютерного зрения, как правило, основаны на установке камер на 
объекте для классификации действий и отслеживания труда работников. В работе [2] авторы 
используют этот подход, объединив данные, получаемые с видеокамеры, с инфракрасными и 
акустическими данными, чтобы, соответственно, распознавать состояние простоя/работы по 
тепловым изображениям и определять рабочие инструменты по аудиофайлам. Была предло-
жена методика обработки изображений для идентификации состояний простоя и занятости 
гидравлических экскаваторов. Также разработаны методы идентификации рабочих и обору-
дования с использованием двумерных изображений. Авторы добились высокой точности для 
обеих задач идентификации, а в работе [3] продолжили исследование и составили карту тра-
екторий перемещения работников в течении рабочего времени. 
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Аналогично, в работе [4] авторы предложили схемы отслеживания с использованием ви-
деокамер для определения местоположения нескольких рабочих на строительных площадках, 
причем использовались как статические, так и динамические камеры. Кроме того, исследова-
тели предложили алгоритм анализа поз человека с использованием компьютерного зрения и 
машинного обучения для оценки поз строительных рабочих в реальном времени. и выявления 
любых потенциальных эргономических рисков.

Несмотря на возможность предоставления более высокого уровня информации, чем при 
использовании датчиков местоположения и аудио, эта технология имеет ряд недостатков, а 
именно: дорогостоящее оборудование; чувствительность к атмосферным условиям и освеще-
нию; чувствительность к шуму (что может быть характерно для динамичных строительных 
сред); ограниченное поле зрения и визуальные окклюзии; движущийся фон; высокие вычис-
лительные требования из-за большого объема данных для обработки и интерпретации.

1.2. Мониторинг с помощью акселерометра и гироскопа

Мониторинг человека с помощью акселерометров был впервые задуман в начале 1950-х 
годов, но считался непрактичным из-за дороговизны и больших размеров оборудования. Од-
нако с появлением в 1990-х годах инерциальных измерительных блоков с микроэлектромеха-
нической системой исследования по применению данных акселерометров для мониторинга 
деятельности человека и классификации его активности активизировались. Эти исследова-
ния получили дополнительный импульс с развитием «умных» технологий, что привело к сни-
жению цены датчиков, несмотря на улучшение точности и доступных функций. Поскольку 
каждый вид деятельности создает уникальные наборы ускорений, алгоритмы машинного обу-
чения обучаются распознавать закономерности в каждом виде деятельности, предлагая пони-
мание на уровне активности. На сегодняшний день алгоритмы распознавания повседневных 
действий, состоящих из основных движений (например: человек стоит, сидит, идет, бежит, 
прыгает, лежит, падает) достигли высокого уровня точности. С прогрессом технологий стали 
широко распространены такие устройства для сбора информации как фитнес браслеты, ум-
ные часы и смартфоны, оснащенные такими датчиками как акселерометр, который позволяет 
считывать ускорение устройства в трех осях координат, и гироскоп, который считывает изме-
нение угла наклона также в трех осях.

В отличие от технологии, основанной на компьютерном зрении, устойчивость и прочность 
этих датчиков хорошо подходят для различных условий труда, обеспечивая высокую точность 
при гораздо меньших вычислительных затратах. Кроме того, эта технология устойчива к изме-
нениям в атмосферных условиях. 

Что касается недостатков, было доказано [3], что использование нескольких датчиков в 
различных частях тела улучшает классификацию действий, однако это также оказывает вли-
яние на эргономический комфорт работников и требуемую вычислительную мощность. Что 
еще более важно, по сравнению с обычными повседневными действиями рабочие действия 
являются относительно более сложными. При этом большинство существующих исследова-
ний либо сосредоточены на разделении сложных видов деятельности по категориям [4] (и 
предсказании не самого вида деятельности, а его категории), либо делят сложные виды де-
ятельности, на несколько более простых задач. Кроме того, некоторые исследования демон-
стрируют предвзятую методологию сбора данных (например, действия выполняются отдель-
но), что снижает достоверность тестового набора данных и повышает точность полученных 
результатов [3].
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2. Методология
2.1. Извлечение признаков

Извлеченные признаки — это входные переменные, которые могут быть построены из ис-
ходных «необработанных» данных, чтобы обеспечить их лучшее представление [5]. Получение 
хорошего представления входных данных обычно зависит от предметной области. Поэтому 
часто требуется человеческий опыт для преобразования необработанных данных в полезные 
признаки, хотя также существуют методы их автоматического построения. При решении за-
дачи классификации действий на основе показаний датчиков смарт-часов в качестве необра-
ботанных данных выступают временные ряды показаний датчиков гироскопа и акселероме-
тра в трех осях координат (то есть шесть временных рядов). Для построения дополнительных 
признаков каждый временной ряд нарезается на фрагменты, размер которых равен величине 
«входного окна» модели (рис. 1).

В качестве признаков модели, помимо значений самого временного ряда могут быть ис-
пользованы [5, 6] такие атрибуты каждого входного окна, как: максимальное значение ряда; 
минимальное значение; среднее значение, стандартное отклонение; коэффициент асимметрии; 
среднее абсолютное отклонение; межквартильный диапазон и т. д. В работе [6] утверждается, 
что теоретически большее количество признаков должно обеспечивать лучшую классифика-
цию, однако эмпирически исследования показывают, что избыточные признаки могут добав-
лять шум в набор данных, ухудшая точность модели. В статье [7], учитывая широкий спектр 
методов отбора признаков, представленных в современной литературе, был применен ансам-
блевый подход, основанный на голосовании нескольких методов отбора признаков. Применя-
емыми методами отбора были: метод взаимной информации, F-тест ANOVA и рекурсивное 
устранение признаков. Результат, полученный в результате итогового ансамблирования, обе-
спечивает более надежный выбор признаков. 

2.2. Выбор алгоритма классификации

Цель алгоритма классификации состоит в том, чтобы отнести входные данные к одному 
из имеющихся классов, соответствующих распознаваемым действиям. В исследовании [8] для 
классификации деятельности строительных рабочих было применено десять различных клас-
сификаторов. Они включают пять базовых моделей и пять методов ансамблирования, а именно:

базовые модели:
• дерево решений;
• К-ближайших соседей;
• логистической регрессии;
• многослойный персептрон;
• метод опорных векторов (SVM) с различными ядрами. 

Рис. 1. «Нарезка» временных рядов показаний датчиков
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Ансамблевые методы:
• случайный лес;
• чрезвычайно рандомизированные деревья (Extra Trees Classifier);
• AdaBoost;
• градиентный бустинг.
Для выбора окончательного алгоритма в исследовании [8] все классификаторы оценива-

лись и сравнивались на основе их показателей точности при идентификации деятельности 
работников.

2.3. Методы глубокого обучения

Недавние исследования [9] выявили определенные проблемы, связанные с обычными ме-
тодами машинного обучения, которые в конечном итоге влияют на способность алгоритма 
распознавать человеческую деятельность. Эти проблемы связаны именно с этапом формиро-
вания признаков, поскольку точность алгоритма напрямую зависит от этого этапа. В каче-
стве подхода, альтернативного описанному выше, предлагается применять глубокое обучение. 
Процесс глубокого обучения может устранить необходимость извлечения признаков в целом. 
Недавно в исследованиях было предложено несколько моделей глубокого обучения, которые 
могут решить проблемы, связанные с извлечением признаков для классификации временных 
рядов. Исследования изучили некоторые модели нейронных сетей для оценки их способностей 
к распознаванию с точки зрения различных эталонных действий. Двумя основными моделя-
ми являются сверточные нейронные сети (CNN) и модели с долгой краткосрочной памятью 
(LSTM): они эффективны при проблемах распознавания действий по данным умных часов. 
При этом в [9] предлагается гибридная модель, объединяющая обе архитектуры: с помощью 
сверточной нейронной сети извлекаются значимые признаки из временного ряда, с помощью 
рекуррентной модели LSTM, предназначенной для обработки последовательных данных, осу-
ществляется классификация человеческой деятельности по данным временных рядов. 

3. Заключение

Эффективное применение методов искусственного интеллекта для решения задачи оценки 
производительности труда очень важно. Применение методов машинного обучения позволя-
ет разработать алгоритм, основанный на использовании показаний датчиков смарт-часов, для 
распознавания текущих действий работников в режиме реального времени. Такой алгоритм 
поможет решить задачу оценки производительности труда сотрудников с учетом их видов де-
ятельности, на основе подхода, существенно отличающегося от традиционного.
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МЕТОДЫ МОДЕЛИРОВАНИЯ И АНАЛИЗА НАРРАТИВОВ РУССКОЯЗЫЧНЫХ ТЕКСТОВ

Воронежский государственный университет

Е. В. Бирюкова, И. Е. Воронина

Аннотация. Рассматривается постановка задачи моделирования и анализа нарратива, 
представлены существующие подходы к решению этой задачи, выявлены потенциальные 
проблемы их применения к русскоязычным нарративам. Приведены способы адаптации 
существующих решений к текстам на русском языке. Предлагается алгоритм проведения 
исследований для моделирования нарратива русскоязычных текстов.
Ключевые слова: нарратив, нарратология, моделирование нарратива, анализ тонально-
сти текста, сети персонажей, тематическое моделирование, график тональности, диаграм-
ма отношений, график изменения тем, кластер персонажей.

Введение

Нарратив — самостоятельно созданное повествование о некотором множестве взаимос-
вязанных событий, представленное читателю или слушателю в виде последовательности слов 
или образов. Пример нарратива в литературе — история о Золушке. В книгах Братьев Гримм 
и Шарля Перро обе сказки имеют одинаковый сюжет, но написаны в разных интерпретациях.

Нарратология — дисциплина, изучающая повествовательные тексты (нарративы), исследу-
ющая природу, формы и функционирование нарратива, общие черты, присущие всем возмож-
ным типам нарративов, равно как и критерии, позволяющие отличать последние между собой, 
а также систему правил, в соответствии с которыми нарративы создаются и развиваются.

Компьютерная нарратология получила свое развитие в рамках развития компьютерной 
лингвистики. Рост интереса к интерактивным развлечениям, необходимость производить 
большие объемы контента повысили интерес к исследованиям автоматической генерации нар-
ративов. Они в свою очередь неизбежно привели к исследованиям в области компьютерного 
моделирования и изучения различных аспектов созданных человеком нарративов (наррати-
вов англоязычных текстов в частности): Plan Recognition [1], Time Tagging [2],  Story intention 
graphs [3] и т. п. К сожалению, на русском языке крупных исследований с использованием этих 
методов не проводилось.

1. Анализ существующих решений

Современные решения задачи анализа и моделирования нарратива предполагают форми-
рование модели нарратива всего изучаемого текста, а не отдельных его компонентов, на ос-
нове данных (выделение ключевых сюжетных поворотов, этапов развития сюжета, развития 
персонажей и их отношений), полученных при применении разработанных в других областях 
компьютерной лингвистики инструментов: анализа тональности текста, построения сетей 
персонажей, тематическое моделирование.

Анализ тональности текста — класс методов контент-анализа в компьютерной лингвисти-
ке, предназначенный для автоматизированного выявления в текстах эмоционально окрашен-
ной лексики и эмоциональной оценки авторов по отношению к объектам, речь о которых идёт 
в тексте.

Тональность — это эмоциональное отношение автора высказывания к некоторому объек-
ту (объекту реального мира, событию, процессу или их свойствам/атрибутам), выраженное 
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в тексте. Эмоциональная составляющая, выраженная на уровне лексемы или коммуникатив-
ного фрагмента, называется лексической тональностью (лексическим сентиментом). Тональ-
ность всего текста в целом можно определить как функцию (в простейшем случае сумму) лек-
сических тональностей составляющих его единиц (предложений) и правил их сочетания.

Для моделирования нарратива производится оценка тональности фрагментов текста, раз-
битого определенным образом (либо автором: главы, части; либо исследователем: выделенные 
при предшествующем анализе этапы повествования), а впоследствии на основе присутствия 
или отсутствия в этих фрагментах персонажей, вычисляется тональность их отношений. 

Таким образом, основываясь только на анализе тональности текста, можно делать общие 
выводы о развитии сюжета (обращая внимание на зоны с устойчивой тональностью и места, 
где она изменяется), а также об отдельных персонажах и их объединениях (рассматривая то-
нальности отношений и их динамику на протяжении повествования). 

Построение сети героев заключается в выделении кластеров персонажей на протяжении 
повествования. Под кластером персонажей подразумевается набор персонажей, часто взаи-
модействующих и находящихся рядом друг с другом: при этом учитываются не только пря-
мые взаимодействия, но и упоминания, указывающие, например, на факт знакомства героев. 
Изменения сети персонажей (плавные или резкие) означают изменения в отношениях между 
персонажами текста и могут использоваться для интерпретации нарратива. Дополнение сети 
данными о тональности отношений героев дает еще больше информации о сюжете и, как след-
ствие — о нарративе.

Тематическое моделирование — это тематическая кластеризация. В контексте задачи о 
моделировании нарратива оно применяется как для определения тем, сопутствующих персо-
нажам по ходу повествования, так и для выделения тем, доминирующих в выбранных фраг-
ментах текста. Фрагменты при этом получаются так же, как и при проведении анализа тональ-
ности. Изменение темы можно интерпретировать и как сюжетное изменение для конкретного 
персонажа, и как общий для текста сюжетный поворот. 

Таким образом, используя вышеописанные инструменты, в ходе анализа текста форми-
руются общие графики тональности и темы, а также сети персонажей, в которых отражены 
отношения и связи между ними на протяжении текста. После этого можно будет построить 
формальную модель изучаемого нарратива.

Следует заметить, что русский язык не относится к группе аналитических и это сильно 
усложняет решение задачи.

Выделение персонажей из текста на русском языке является нетривиальной задачей. Ис-
пользование методов сравнения строк с имеющимся словарем может оказаться недостаточно 
эффективным. Кроме того любой словарь содержит фиксированный набор слов, что ограни-
чивает возможности анализа: при работе с недостаточно изученным текстом важный субъект 
повествования может оказаться неучтенным.

Анализ тональности текста — классическая задача компьютерной лингвистики, для ко-
торой существует большое количество решений, в том числе открытых для всеобщего поль-
зования. Однако эти решения для русского языка показывают худшие результаты, чем для 
английского, из-за его особенностей (отсутствие фиксированного порядка слов и т. п.). Более 
того, в открытом доступе отсутствуют корпусы для обучения, основанные на художественной 
литературе, разработанные модели же не предполагают использования на текстах с большим 
объемом и сложной грамматикой, что еще сильнее снижает точность. Поэтому успех исполь-
зования этого подхода при моделировании нарратива текста на русском языке под вопросом.

Создание сети персонажей плохо приспособлено для моделирования нарратива текста 
малого объема, так как сам факт развития и изменения отношений, а также наличие разных 
групп героев, меняющихся со временем, в большей степени присущ большим текстам.
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Тематическое моделирование, вероятно, будет малоприменимо на текстах малого объема. 
Кроме того данный подход практически невозможно применить для текстов с ярко выражен-
ной однородной темой (например, военная проза).

Таким образом, для наиболее точного решения задачи необходим набор специальных при-
емов и алгоритмов, которые позволили бы моделировать нарратив русскоязычных текстов.

Для извлечения персонажей из текста предполагается использование специальных мето-
дик извлечения именованных сущностей, которое позволит работать не только с первона-
чально заданным набором героев, но и извлекать и анализировать с ними вместе на правах 
субъектов важные места или явления в зависимости от выбранного текста.

Вместо обычного анализа тональности будем использовать объектный анализ тонально-
сти [4], что способно потенциально повысить точность. Это не только нивелирует языковую 
специфику, но и сделает оценку более логичной: герои, переживающие негативный опыт в 
фрагментах текста, оцениваемых как положительные, получат соответствующую именно им 
оценку. Однако существуют ситуации, когда автор помещает героя в негативный контекст, 
подчеркивая его личную положительную оценку этого контекста, не смогут быть оценены 
адекватно. Для такого анализа нужны более тонкие методики анализа тональности.

2. Алгоритм проведения исследований для моделирования 
и анализа нарратива русскоязычных текстов

Поскольку задача анализа и моделирования нарратива, а особенно русскоязычных текстов, 
является сложной и нетривиальной, важно выработать правильную последовательность ша-
гов для проведения исследования. Предлагается действовать по следующему алгоритму:

ШАГ 1. Выбрать такой художественный русскоязычный текст, объем и тема которого по-
зволят эффективно применить предполагаемый подход. 

ШАГ 2. Разбить выбранный текст на фрагменты согласно разбиению автора.
ШАГ 3. Выбрать подходящий инструмент для анализа тональности фрагментов на основе 

проведения вычислительного эксперимента.
ШАГ 4. Провести анализ тональности фрагментов и построить график для выявления об-

щей картины сюжета.
ШАГ 5. Выделить ключевые персонажи текста с использованием методов сравнения строк 

и извлечения именованных сущностей.
ШАГ 6. Составить таблицу появления персонажей во фрагментах.
ШАГ 7. Составить индивидуальные графики тональности для каждого из персонажей на 

основе таблицы появления.
ШАГ 8. Построить сети персонажей на основе частоты их совместного появления в ка-

ждом фрагменте и тональности соответствующего фрагмента.
ШАГ 9. Построить обобщенные сети персонажей на основе смежности сетей расположен-

ных подряд фрагментов.
ШАГ 10. Построить сеть персонажей для всего текста.
ШАГ 11. Построить графики тональности отношений связанных друг с другом персонажей.
ШАГ 12. Построить сравнительные графики отношений в обобщенных сетях.
ШАГ 13. Построить диаграммы отношений между обобщенными сетями.
ШАГ 14. Построить таблицу тем для фрагментов.
ШАГ 15. Построить таблицу, ассоциирующую персонаж с темой в каждом отдельном фраг-

менте, а также в тексте в целом.
ШАГ 16. Построить графики изменения тем героев на основе их взаимодействий.
ШАГ 17. Оценить полученную модель нарратива.
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Заключение

Таким образом, на основе анализа существующих подходов к решению задачи моделиро-
вания и анализа нарратива, а также особой ее сложности при применении к русскоязычным 
текстам, предлагаются способы адаптации этих решений к текстам на русском языке. Пред-
ложенный алгоритм проведения исследований для моделирования нарратива русскоязычных 
текстов определяет предполагаемую последовательность шагов на пути достижения цели. 
Предполагаются возможные изменения алгоритма в зависимости от результатов проведения 
вычислительных экспериментов. 
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Аннотация. В данной статье рассматривается алгоритм распознавания образов при по-
мощи искусственной иммунной системы, а также методы первичной обработки изобра-
жений. Произведён вычислительный эксперимент, целью которого было сравнение точ-
ности классификации изображений при помощи различных систем.
Ключевые слова: искусственные иммунные системы, лимфоцит, антиген, распознавание 
образов, метод Отсу, алгоритм Брезенхема.

Введение

Системы, так или иначе связанные с искусственным интеллектом, внедряются во все сферы 
человеческой жизни. Разработка отечественных технологий оказалась важна как никогда в ре-
алиях импортозамещения. Практически во всех отраслях деятельности людей могут быть при-
менены генетические алгоритмы, алгоритмы, основанные на работе искусственных иммунных 
систем, системы распознавания образов и алгоритмы машинного обучения. Искусственные 
иммунные системы являются своего рода наследниками генетических алгоритмов и нейронных 
сетей. Они нашли своё применение в обработке неструктурированных данных, выявлении ано-
малий в показаниях, решении задач оптимизации, распознавания образов и классификации. 

Постановка задачи и её актуальность

Целью работы является рассмотрение алгоритма создания искусственной иммунной си-
стемы, а также разработка и исследование конкретной модели искусственной иммунной си-
стемы для распознавания объектов.

1. Математический аппарат

1.1. Метод Отсу

Метод Отсу — это алгоритм вычисления порога бинаризации для полутонового изображе-
ния, используемый в области компьютерного распознавания образов и обработки изображе-
ний для получения чёрно-белых изображений.

Данный алгоритм позволяет разделить пиксели двух классов («полезные» и «фоновые»), 
рассчитывая такой порог, чтобы внутриклассовая дисперсия была минимальной.

Пусть дано полутоновое изображение ( , ),img i j  где [1; ],i n∈  а [1; ],j m∈  n  и m  высота и 
ширина изображения, а счётчик повторений 0.k =

На первом шаге алгоритма строится гистограмма ( )p l  изображения и вычисляется часто-
та ( )N l  для каждого уровня интенсивности изображения .img

Далее вычисляются начальные значения 1 2 1 2( ), ( ), ( ), ( ).t t t tω ω µ µ
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На третьем шаге для каждого значения [1;max( )]t img∈  — полутона производим следую-
щие действия:

1. Обновляем 1 2 1 2, , , .ω ω µ µ
2. Вычисляем 2 2

1 2 1 2( ) ( ) ( )[ ( ) ( )]b t t t t tσ ω ω µ µ= −  — значение дисперсии.
3. Если 2 ( )b tσ  больше, чем имеющееся, то запоминаем 2

bσ  и значение порога .t
4. Искомый порог соответствует максимуму 2 ( ).b tσ

1.2. Алгоритм Брезенхема

Так как изображения должны быть подходящего размера для корректной работы системы, 
необходимо масштабировать их. 

Алгоритм Брезенхэма — это алгоритм, определяющий, какие точки двумерного растра 
нужно закрасить, чтобы получить близкое приближение прямой линии между двумя задан-
ными точками.

Отрезок проводится между двумя точками — 0 0( , )x y  и 1 1( , ),x y  где в этих парах указаны 
столбец и строка соответственно, номера которых растут вправо и вниз. Сначала предполага-
ется, что линия идёт вправо и вниз, причём горизонтальное расстояние 1 0x x−  превосходит 
вертикальное 1 0 ,y y−  то есть наклон линии от горизонтали — менее 45 .°  Цель состоит в том, 
чтобы для каждого столбца x между 0x  и 1x  определить, какая строка y ближе всего к линии, а 
затем нарисовать точку ( , ).x y

Общая формула линии между двумя точками:
1 0

0 0
1 0

( ) .y yy x x y
x x

−
= − +

−
Следует обратить внимание, что y уменьшается в зависимости от 0 ,y  и за каждый шаг к x 

добавляется единица, а к y  — значение наклона:
1 0

1 0

,y ys
x x

−
=

−
которое можно вычислить заранее. Более того, на каждом шаге либо сохраняется тот же ,y  
либо уменьшается на 1.

Также существует алгоритм Брезенхема для рисования окружностей. По методу построения 
он похож на рисование линии. В этом алгоритме строится дуга окружности для первого ква-
дранта, а координаты точек окружности для остальных квадрантов получаются симметрично. 
На каждом шаге алгоритма рассматриваются три пикселя, и из них выбирается наиболее подхо-
дящий путём сравнения расстояний от центра до выбранного пикселя с радиусом окружности.

Рис. 1. Результат бинаризации изображения методом Отсу
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2. Алгоритм работы искусственной иммунной системы

Алгоритм распознавания чаще всего состоит из двух частей — обучения и непосредственно 
работы (тестирования). Алгоритм, подразумевающий использование искусственной иммун-
ной системы, предполагает обучение без учителя. Системе самостоятельно необходимо обна-
ружить внутренние зависимости и закономерности для детекции объектов на изображении.

Последовательность действий выглядит следующим образом:
1. На первом этапе происходит предварительная обработка изображений – это один из са-

мых важных этапов работы программы.
1) Сначала происходит перевод изображения в серый цвет для того, чтобы сократить вре-

мя выполнения работы программы.
2) Затем изображение бинаризуется по методу Отсу, что позволяет более точно преобразо-

вать изображение в чёрно-белые цвета.
3) Если изображения большого размера, они масштабируются с помощью алгоритма Бре-

зенхема.
2. Затем происходит генерация лимфоцитов случайным образом. Лимфоцит представляет-

ся в виде класса, который хранит массив чисел, метку (соответствующую антигену) и дату 
последней активации. Простейший лимфоцит можно представить в виде массива 

0,  1,  1,  0,  1,  0,  [[ ] ,,  0 , , ]1 label date  где label  — метка соответствующего антигена, а date  — 
дата последней активации. Изображение записывается в одномерный массив, где 0  — белый 
цвет, фон, а 1 — чёрный цвет, значащая часть.

3. На вход системе подаётся массив картинок — антигены, в данном этапе участвуют толь-
ко картинки из обучающей выборки. Число всех возможных антигенов небольшое и известно 
заранее. Изображения представлены в виде массива из 0  и 1,  где 0  соответствует белому 
цвету, а 1 — чёрному. 

4. Для всех лимфоцитов сети вычисляется аффинность к данному антигену, если она боль-
ше некоторого порогового значения, т.е. если лимфоцит реагирует на этот антиген, то эле-
мент массива с индексом, равным номеру антигена (приписанный лимфоциту при создании), 
увеличивается на величину, зависящую от аффинности. Мера аффинности вычисляется по 
формуле расстояния Хэмминга, которое представляет собой количество позиций, в которых 
соответствующие символы различаются.

5. В полученном массиве находится элемент с наилучшим значением аффинности. Так как 
массив представляет собой значения аффинности (целевой функции), то выбрав среди всех 
его элементов максимальный по значению, узнаем номер антигена, к которому иммунная си-
стема обладает наибольшей аффинностью. Его индекс и будет ответом иммунной сети. 

6. Применяется оператор мутации к наилучшим лимфоцитам. Происходит случайная пе-
рестановка фрагментов лимфоцита.

7. Оператор селекции оставляет лучшие лимфоциты из текущего набора и множества му-
таций. При этом каждый лимфоцит хранит отметку времени о последней активации. Для того, 
чтобы лимфоциты, когда-либо активированные вообще, не были удалены, необходимо пери-
одически давать системе для распознавания часть обучающей выборки. Те лимфоциты, кото-
рые не активируются, подлежат удалению. 

8. Если показатель аффинности достиг желаемого порога или если превышено заданное 
число итераций, алгоритм заканчивает свою работу. Процесс обучения системы заканчивает-
ся. В противном случае происходит возвращение на 4й шаг алгоритма. 

9. Далее происходит проверка работы алгоритма на тестовой выборке. 
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3. Вычислительный эксперимент

Согласно правилу частичного совпадения две сравнивающиеся строки считаются совпада-
ющими, если они находятся друг от друга на расстоянии, не превышающем некоторого значе-
ния, рассчитанного с помощью определенных метрик (например, Евклидовой метрики). Две 
строки совпадают тогда и только тогда, когда они идентичны в определенном числе смежных 
позиций.

В ходе вычислительного эксперимента пороговое значение аффинности было принято рав-
ным 0.2 (т. е. Лимфоцит с антигеном должны совпадать как минимум на 80 %). Во время обуче-
ния для каждой поданной на вход картинки генерировалось 100 лимфоцитов. 

Первый набор картинок — известный набор fashion MNIST. Размер обучающей выборки — 
60000 картинок, тестовой 10000. Изображения имеют размер 28 на 28 пикселей, каждый пик-
сель представляет собой оттенок серого.

Таблица 1
Сравнительная таблица разных методов распознавания (для набора картинок № 1)

Метод Точность
Линейный классификатор 91,6 %
Двуслойная нейронная сеть 95,3 %
Трёхслойная нейронная сеть 97,3 %
Шестислойная нейронная сеть 99,8 %
Искусственная иммунная система 98,2 %

Данная точность представляет собой результат на тестовом множестве. В качестве метри-
ки используется accuracy, а для иммунной системы используется расстояние Хэмминга.

Второй набор картинок — Ships Image Dataset. Содержит 8506 изображений кораблей. Изо-
бражения цветные и имеют размер 600 на 416 пикселей. Это означает то, что необходимо про-
вести предобработку входных данных.

Искусственная иммунная система демонстрирует точность, сравнимую с шестислойными 
нейронными сетями, при этом обладая более простой структурой и более простым алгорит-
мом обучения. При этом иммунная система значительно быстрее обучается.

Рис. 2. Набор картинок из датасета fashion MNIST
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Таблица 2
Сравнительная таблица разных методов распознавания (для набора картинок № 2)

Метод Точность
Линейный классификатор 87,1 %
Двуслойная нейронная сеть 91,6 %
Трёхслойная нейронная сеть 91,8 %
Шестислойная нейронная сеть 97,1 %
Искусственная иммунная система 95,6 %

Заключение

В данной статье описывается алгоритм работы искусственной иммунной системы в зада-
че распознавания образов, а также математический аппарат для подготовки входных данных. 
Алгоритм бинаризации Отсу позволяет с хорошей точностью производить бинаризацию изо-
бражений, а метод Брезенхема является достаточно быстрым и практичным способом мас-
штабирования. 

Предложенный алгоритм работы искусственной иммунной системы был реализован с по-
мощью языка Python 3.
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КОНТЕКСТНО-НЕЗАВИСИМЫЙ АЛГОРИТМ ВЫБОРА ВАРИАНТА 
НЕЧЕТКОГО СРАВНЕНИЯ СТРОК
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И. Е. Воронина, Н. А. Экерт

Аннотация. Рассматривается актуальная проблема выбора варианта при нечетком 
сравнении строк. В качестве предмета исследования выбраны алгоритмы поиска ре-
дакционного расстояния Левенштейна и Дамерау — Левенштейна, а также расстояние 
Джаро — Винклера и расстояние Хемминга. Приводятся результаты вычислительно-
го эксперимента с использованием данных алгоритмов и оценкой качества их работы. 
Предлагается экспериментальный метод контекстно-независимого выбора варианта не-
четкого сравнения строк и его обоснования. Новизна результата заключается в создании 
нового алгоритма решения актуальной задачи, позволяющего достичь лучшего качества 
работы по сравнению с существующими решениями.
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Введение

В настоящее время реализуется большое количество программных продуктов различных 
видов и назначений. Все эти продукты имеют свой жизненный цикл, в рамках которого проис-
ходит периодический выпуск обновленных версий программного обеспечения (ПО).

Внедрение новых версий в процессе функционирования и эксплуатации программного 
продукта влечет за собой реакцию пользователей, которая может быть как положительной, 
так и отрицательной.

При проектировании новых версий программного обеспечения следует использовать при-
обретенный опыт, а также учитывать возможные риски и предпринимать попытки их мини-
мизации. Таким образом, сбор, накопление, обработка и анализ реакции пользователей на 
произведенные изменения является актуальной задачей и критически важным аспектом для 
выбора направления дальнейшего развития программного продукта. Особенно это важно при 
анализе систем с большим количеством пользователей.

Предварительную оценку внесенных в программный продукт изменений можно получить 
на основании отзывов пользователей, представленных в электронной текстовой форме.

Вне зависимости от того, какие механизмы оценивания отзывов будут применяться, суще-
ствуют проблемы, без решения которых не обойтись для корректного анализа информации. 
Ошибки [1], допускаемые пользователем в процессе ввода текста можно разделить на следую-
щие виды:

1. Ошибки слитно-раздельного написания (киануривз → киану ривз, приве тчеловек → при-
вет человек, м олоко → молоко).

2. Неверная раскладка клавиатуры (ghbdtn → привет).
3. Транслитерация (bukva → буква).
4. Орфографические ошибки (кинотиатр → кинотеатр).
5. Опечатки (ломось → лосось).
6. Дубликаты символов (клавиатуууууурааааа → клавиатура).
7. Ложные нажатия (припеов → припев).
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Рассмотрим задачу нормализации текста отзывов, исключая вышеперечисленные виды 
ошибок.

Для корректной обработки отзывов следует ввести ряд ограничений. Это связано с тем, 
что анализу будут подвергаться отзывы, которые оставляют не пользователи соцсетей и иных 
открытых источников, а работники организации (предприятия), где используется ПО. 

Во-первых, для проведения лингвистического анализа допускается использование симво-
лов русского алфавита и знаков препинания. Во-вторых, исключается использование ненор-
мативной лексики, сленговых выражений. В-третьих, существует ряд допущений, основанных 
на статистических данных и/или выдвинутых гипотезах.

1. Методы нечеткого сравнения строк

Проанализируем проблему опечаток [2], механизм исправления которых базируется на 
двух моделях: языковая модель и модель ошибок. Модель ошибок применяется в случае кон-
текстно-независимого исправления и использует в своей основе один из следующих методов:

1. Методы нечеткого сравнения строк.
2. Модель Бриля — Мура.
Методы нечеткого сравнения строк предназначены для поиска похожих, но не совпада-

ющих в точности строк. Несмотря на более совершенный принцип работы модели Бриля — 
Мура, основанного на вероятностях переходов одной строки в другую, применение метода не-
четкого сравнения строк, а именно вычисление редакционного расстояния с использованием 
подхода Дамерау — Левенштейна, показывает лучший результат [3]. По этой причине за осно-
ву решения задачи исправления опечаток были выбраны наиболее приемлемые методы нечет-
кого сравнения строк, среди них поиск редакционного расстояния Хэмминга, Левенштейна и 
Дамерау — Левенштейна, Джаро — Винклера. Произведем сравнение некоторых известных 
подходов.

1.1. Расстояние Хэмминга

Первым рассматриваемым методом нечеткого сравнения строк является расстояние Хэм-
минга [4]. Данный метод основан на подсчете числа позиций, в которых соответствующие 
символы двух сравниваемых слов различны. Для любого q-ичного алфавита составляются все 
возможные вариации анализируемого слова и формируется метрическое пространство. Мак-
симальное расстояние между словами равно длине сравниваемых слов.

Основным недостатком данного метода является возможность его использования для срав-
нения строк с совпадающим количеством символов, при этом он самый простой в реализации.

1.2. Расстояние Левенштейна

В основе метода поиска редакционного расстояния Левеншейна [2, 5–7] лежит принцип 
вычисления количества операций, которые необходимо совершить для преобразования ис-
ходной строки в сравниваемую с ней строку. Для классической реализации расстояния Левен-
штейна поддерживается 3 базовых операции:

• вставка символа (сыто → сытно);
• удаление символа (гидрант → гидрат);
• замена одного символа на другой (усвоить → освоить).
Расстояние по Левенштейну между двумя словами определяется как минимальное количе-

ство односимвольных операций, необходимых для преобразования одного слова в другое. Для 
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более точной пользовательской настройки, можно задать цену для каждой операции, отличную 
от 1. Преимуществом данного метода является относительная простота реализации и возмож-
ность производить сравнение строк разной длины. В качестве недостатков выступает увели-
чивающееся по экспоненциальному закону время обработки строки с увеличением ее длины 
(рис. 1) и большое расстояние при перестановке слов местами в анализируемых строках.

1.3. Расстояние Дамерау — Левенштейна

В методе поиска редакционного расстояния Дамерау — Левенштейна [8] расширен список 
поддерживаемых операций — введена операция транспозиции, позволяющая контролировать 
замену двух символов местами (прикрепить → рпикрепить).

Преимуществом данного метода является частичное решение проблемы больших расстоя-
ний при перестановке слов в анализируемых строках. Основным недостатком является увели-
чившееся время выполнения по сравнению с поиском редакционного расстояния Левенштей-
на вследствие усложнившегося алгоритма нахождения минимального числа операций.

1.4. Расстояние Джаро — Винклера

Метод Джаро — Винклера [2, 9–11] основывается на поиске точных и неточных совпаде-
ний символов в анализируемых строках. Под точным совпадением ( )em  подразумевается со-
впадение значения и порядкового номера символа, под неточным ( )fm  — совпадение значе-
ния и порядкового номера символа ±  длина совпадений :L
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где 1w  — количество символов в исходной строке, 2w  — количество символов в сравниваемой 
строке.
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где em  — точное совпадение символов в анализируемых строках, fm  — неточное совпадение 
символов в анализируемых строках.

Зная расстояние Джаро, можно вычислить расстояние Джаро — Виклера ( :)jwD
 ( (1 )),JW J n p J= + × × −   (4)

где n  — длина совпадающего префикса (количество первых совпадающих символов), p  — ко-
эффициент масштабирования (по умолчанию равен 0,1).

Преимуществами данного метода является возможность сравнения строк разной длины и 
выдача нормированного результата по умолчанию.

1.5. Оценка качества методов

Для реализации методов были разработаны программные средства на языке Python 3 без 
применения сторонних решений. Оценка скорости работы рассматриваемых методов произ-
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водилась на строках различной длины от 10 до 100 символов с шагом в 10 символов. Получен-
ные результаты отражены на рис. 1 в виде графика зависимости времени работы алгоритмов 
от длины входной строки.

Данные алгоритмы были протестированы с использованием словаря на предварительно 
сформированном наборе данных, результаты тестирования приведены в табл. 1.

Таблица 1
Результаты тестирования алгоритмов нечеткого сравнения строк

Алгоритмы

Метрики

Сложность

Время выполнения 
алгоритма 

без использования 
словаря, сек

Время выполнения 
алгоритма 

с использованием 
словаря, сек

Расстояние Хэмминга O(1) 25,9 × 10–6 462 × 10–3

Расстояние Левенштейна O(2n) 62,3 × 10–6 61
Расстояние Дамерау — Левенштейна O(2n) 1,78 × 10–3 83
Расстояние Джаро — Винклера O(n log n) 21,3 × 10–6 486 × 10–3

Критерий скорости выполнения является ключевым при выборе алгоритма. Оценки пока-
зывают преимущество методов поиска расстояний Джаро — Винклера и Хэмминга над редак-
ционным расстоянием Левенштейна более чем в 120 раз на длине строк, превышающих 20 сим-
волов. Алгоритм Хэмминга наделен существенным недостатком — возможностью работать 
исключительно со строками равной длины. Таким образом, за основу при проведении даль-
нейшего исследования был выбран алгоритм нечеткого сравнения строк Джаро — Винклера.

2. Контекстно-независимый алгоритм выбора варианта

Существуют ситуации, когда на выходе алгоритма поиска редакционного расстояния 
остается больше одного слова с одинаковым значением стоимости перестановки. В таком 
случае необходимо реализовать дополнительный алгоритм, позволяющий осуществить вы-
бор наиболее подходящего слова из предложенных вариантов с некоторым коэффициентом 
уверенности.

а)                                                                                            б)
а) сравнение редакционного расстояния Левенштейна с расстояниями Джаро — Винклера 

и Хемминга; б) сравнение расстояния Джаро — Винклера с расстоянием Хемминга
Рис. 1. Результаты тестирования времени работы алгоритмов
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Попробуем предложить для задачи выбора наиболее подходящего варианта слова экспери-
ментальный метод контекстно-независимого выбора варианта нечеткого сравнения строк и 
провести вычислительный эксперимент для его обоснования.

Алгоритм разделен на несколько этапов выбора варианта: с учетом опечаток, с учетом ор-
фографических ошибок и на основе экспериментально полученных данных.

2.1. Выбор варианта с учетом опечаток

При выборе варианта с учетом опечаток необходимо сформировать гипотезу о распреде-
лении весовых коэффициентов в зависимости от удаленности символов на устройстве ввода. 
Следует заметить, что виды ошибок могут различаться в зависимости от использования кла-
виатур различных устройств. Имеет место разделение устройств ввода на виртуальные клави-
атуры мобильных устройств и клавиатуры персональных компьютеров. Существует возмож-
ность выбора того или иного источника ввода.

В случае использования клавиатуры персонального компьютера в качестве устройства 
ввода, предполагается, что коэффициент уверенности при выборе соседствующего символа 
тем больше, чем больше площадь соприкосновения клавиш. В случае если площадь соприкос-
новения двух и более клавиш одинакова, выбирается тот символ, расстояние до которого от 
одной из крайних точек на клавиатуре минимально. Крайние точки определяются как точки, 
максимально удаленные от центра клавиатуры.

В случае использования виртуальной клавиатуры мобильного устройства, предполагается, 
что инструменты автокоррекции и предиктивного ввода отключены, коэффициент уверенно-
сти при выборе соседствующего символа тем больше, чем меньше расстояние от символа до 
нижней правой крайней точки на клавиатуре.

Согласно вышеуказанным правилам, составляется словарь распределения символов с за-
данными вручную весовыми коэффициентами.

2.2. Выбор варианта с учетом орфографических ошибок

Для выбора варианта с учетом орфографических ошибок составляется словарь распреде-
ления символов, в основе которого лежит предположение о том, что коэффициент уверенно-
сти при выборе замены тем выше, чем чаще возможна ошибка при использовании символов 
(например, на слух воспринимается малако, при этом пишется молоко). Пример такого рас-
пределения представлен в табл. 2.

Таблица 2
Распределение коэффициентов уверенности при выборе символов
Заменяемый 

символ
Коэффициент уверенности замены (k)

3 2 1
А О
Б П
В Ф
Г Х
Д Т
Е Ё И Э
Ё Е
Ж Ш
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2.3. Выбор варианта на основе экспериментально полученных данных

Для реализации данного этапа необходимо проведение вычислительного эксперимента 
с привлечением определенной группы людей [12]. Для формирования группы планируется 
использовать метод случайного отбора с целью обеспечения репрезентативности и содержа-
тельности экспериментальной выборки.

Участники группы будут выполнять скоростной набор текста через предоставленный им 
графический интерфейс с помощью двух устройств ввода: клавиатуры персонального ком-
пьютера и виртуальной клавиатуры мобильного устройства. В качестве входных данных ис-
пользуются предложения из открытых источников, выбранные в случайном порядке.

В случае искажения слова при печати, оно послужит исходным материалом для пополне-
ния набора данных. Следует заметить, что выходные данные будут разделены на две выборки 
в зависимости от типа используемого при печати устройства. Далее сформированный набор 
данных будет проанализирован на предмет количества повторений ошибок в словах из вы-
борки, исходя из этого, сформирован словарь наиболее часто встречающихся опечаток. Ча-
стотность является основным критерием в процессе назначения весовых коэффициентов.

2.4. Объединение результатов

Для выбора определенного варианта из двух или более слов при нечетком сравнении строк, 
необходимо параллельно применить к каждой паре слов вышеупомянутые алгоритмы и, по-
лучив значения в виде коэффициентов уверенности, выбрать наибольший из коэффициентов. 
Для исключения конфликтов при выборе, необходимо осуществить ручную настройку, опре-
делив дополнительный коэффициент влияния для каждого из алгоритмов. Коэффициент вли-
яния — это дополнительный коэффициент, вводимый с целью предоставления возможности 
осуществлять корректировку влияния выходного значения алгоритма на принятие решения о 
выборе определенного варианта слова.

Для оценки качества рассматриваемого алгоритма выбора варианта нечеткого сравнения 
строк планируется использовать следующие метрики:

Precision (точность) — доля объектов, названных классификатором положительными и 
при этом действительно являющимися положительными. Данная метрика позволяет отли-
чить определенный класс объектов от других классов. Для вычисления используется формула:

 ,TPP
TP FN

=
+

 (5)

где TP  (True Positive) — доля верно распознанных объектов положительного класса, FN  (False 
Negative) — доля неверно распознанных объектов отрицательного класса.

Recall (полнота) — доля объектов положительного класса из всех объектов положительно-
го класса, найденных алгоритмом. Данная метрика оценивает то, насколько верно алгоритм 
обнаруживает определенный класс:

 ,TPR
TP FP

=
+

 (6)

где FP  (False Positive) — доля неверно распознанных объектов положительного класса.
F -мера — среднее гармоническое для метрик Precision и Recall:

 2 .PRF
P R

=
+

 (7)

Анализ данных метрик позволит осуществить всестороннюю оценку качества работы ал-
горитма и, в случае необходимости, внести изменения.
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Заключение

Предварительные оценки указывают на жизнеспособность предлагаемого подхода. Даль-
нейшие исследования позволят оценить необходимость модификации алгоритма для последу-
ющего использования.
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Аннотация. В статье обоснована необходимость разработки правовой базы для приме-
нения искусственного интеллекта. Проводился анализ особенности искусственного ин-
теллекта с правовой точки зрения. Оценили риски, которые могут возникнуть при ис-
пользовании технологий искусственного интеллекта, что должно привести к созданию 
новый норм в законодательстве. Приводится необходимость в расширении существую-
щего законодательства для того, чтобы появилась возможность практического использо-
вания искусственного интеллекта в имущественном обороте.
Ключевые слова: искусственный интеллект, ИИ, информационные системы, машинное 
обучение, робототехника, компьютерное зрение, распознавание речи, виртуальные по-
мощники, платформа машинного обучение, когнитивные науки.

Введение

Цифровые технологии в современном мире оказывают большое влияние на развитие раз-
личных традиционных отраслей экономики. Они заняли уже существенные места в государ-
ственном управлении, в сфере обороны, а также безопасности государства.

Понимание искусственного интеллекта

Главные прорывы в технологии и в бизнесе произошли благодаря искусственному интел-
лекту(ИИ), данная технология встречается в беспилотных автомобилях и в аппаратах ме-
дицинской диагностики. Новейшие методы производства также получили глобальное рас-
пространение в промышленности. Массовое использование информационных технологий и 
быстрый рост вычислительной техники приводит к тому, что сфера уходит из теоретических 
исследований и становится главной частью мирового рынка, что может привезти к революци-
онным последствиям в будущем. Внешние элементы информации позволяют системе искус-
ственного интеллекта считывать погодные условия для прогноза погоды и роста урожайности 
многочисленных культур. Искусственный интеллект позволяет улучшать диагностику рако-
вых заболеваний, позволяет предугадывать эпидемии, а также увеличивать производитель-
ность труда в промышленных целях[1].

Технологии информационных систем охватывают три важных аспекта, а именно методы, 
которые используются для создания самого искусственного интеллекта, например, машинно-
го обучения, функционал приложения, например, компьютерное зрение и обработка речи, об-
ласть применения, например, сеть транспортов.

Наиболее распространенными областями применения искусственного интеллекта являются:
1. Приложения машинного обучения;
2. Платформы машинного обучения;
3. Робототехника;
4. Компьютерное зрение;
5. Виртуальные помощники;
6. Распознавание речи;
7. Управление жестами [2].
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Искусственный интеллект получил определение, как технология, которая позволяет вос-
произвести или превзойти возможности человека. Данная технология получила такие навы-
ки, как обучение и адаптация; сенсорное понимание и взаимодействие; рассуждение и плани-
рование; оптимизация процедур и параметров; автономия и творчество.

Последние десять лет разработаны новые походы к обучению искусственного интеллекта, 
самое распространенное это использование нейронных сетей для глубокого обучения, что по-
зволило значительно увеличить возможности интеллекта в распознавании сложных паттер-
нов для принятия автоматизированных решений. При этом происходит обработка огромного 
количества данных, разработка эффективного алгоритма и определение конкретных задач для 
повышения надежности, эффективности и производительности искусственного интеллекта. 

Искусственный интеллект в условиях глобальных рисков

Глобальные риски во многом способствовали оценке масштабов применения искусствен-
ного интеллекта. Существует две ветви рисков: глобальыне технологические риски и эконо-
мические. Национальная стратегия указывает, что для РФ важно занять лидерское положение 
в развитии и внедрении технологий искусственного интеллекта в мировом рынке, что позво-
лит обрести технологическую независемость и конкурентоспособность для страны. При этом 
многие ведущие мировые лидеры также принимают активные меры для обеспечения своего 
господства на данном рынке для получения долгосрочных конкурентных преимуществ[3]. 

В Национальной стратегии определяется наряду с другими направлениями и экономиче-
ская направленность ИИ, исходя из того, что использование технологий искусственного ин-
теллекта в отраслях экономики носит общий («сквозной») характер и способствует созданию 
условий для улучшения эффективности и формирования принципиально новых направлений 
деятельности хозяйствующих субъектов, в том числе за счет: 

1) увеличения эффективности планирвоания процессов, принятия решения для упралве-
ния и прогнозирования(данный пункт включает в себя прогнозирвоание отказа оборудовния 
и его техническое обслуживание, оптимизацию ланирвоания поставок товаров, принятие ре-
шений в финансовой отрасли);

2) автоматизации операций в производстве, которые требует рутинных повторений;
3) использования автономных интеллектуальных оборудований и роботизированных ком-

лексов;
4) увеличения безопасности работников при выполнении бизнес-процессов, что включает 

в себя прогнозирование рисков и неблагоприятных условий труда, уменьшение использова-
ния роли человека в процессах, которые имеют риски для его жизни и здоровья;

5) увеличение лояльности и удовлетворенности клиентов, что включает в себя отправку 
специальных предложений и сообщений, содержащих важную для них информацию;

6) оптимизации способов оубчения и подбора сотрудников;
7) создание оптимального плана работы работчников, учитывая всевозможные факто-

ры [4]. 
В современном мире государство старается все чаще обращаться к помощи ИИ, что позво-

ляет повысить производительность предоставления услгу населению, а также стимулирвоать 
развитие экономики. В рекомендациях Всемирного экономического форума указывается, что 
искусственный интеллект позволиь улучшить государственную деятельность путем управле-
ния транспортным движением или предоставлением медицинских услуг. Как вяснилось госу-
дарствам чаще всего не хватает опыта работы с современными решениями в области инфор-
мационных систем, из-за чего возникает недоверие к использованию ИИ. 



195

Расширение применения технологий искусственного интеллекта

Искусственный интеллект явлется инструментом в правовом регулировании, но в то же 
время не обладает самостоятельностью и считается объектом правового регулирования, то 
есть как имущество, которое контролируется физическим или юридическим лицом. 

Правовой охраны искусственного интеллекта только с точки зрения компьютерных про-
граммы не является достаточным. Правовые вопросы о защите прав искусственного интел-
лекта на создаваемые ими самостоятельно произведения только частично решают вопрос ис-
пользования технологий, что препятствует внедрению данных технологий. 

Достижения в области искусственного интеллекта связаны взаимодействием информа-
ционных и когнитивиных наук. Нейронная сеть, которая используется для применения ИИ 
в транспортных системах, в медицине и сфере генетики, базируется на механизмах работы 
мознга человека, применении машинного обучения на базе множества вычислительных си-
стем, организованных по принципу нейронных сетей[5].

Искусственный интеллект расценивается как комплекс решений, который имитирует ког-
нитивные способности человека(что включет в себя оубчение для поиска решений задач без 
готового алгоритма решений) и способный получить результаты при выполнении задач, мак-
симально совпадающий с резултьтатми интеллектуальной деятельности людей. Такая техно-
логия содержит в себе информационно-коммуникационную инфраструктуру , ПО, процессы 
по обработке данных и поиску решения, данные пункты позволяют считать ИИ объектом ре-
гулирования в сфере интеллектуальной собственности, что позволяет защитить интеллекту-
альные права.

Безопасность является одним из основных условий использования искусственного ин-
теллекта, что не допускает использование ИИ в целях умышленного причинения вреда граж-
данским и юридическим лицам. Также необходимо предупреждать и минимизировать риски 
возникновения различных последствий при использовании искусственного интеллекта, что 
предполагает прогноз рисков и неблагоприятных событий, уменьшение участия человека в 
процессах, которые имеют риски для его жизни. Все это предполагает, что ИИ входит в ин-
формационную безопасность. 

ГОСТ РФ при оценке рисков включает процесс обработки внутренних и внешних угроз 
уязвимости, процесс идентификации вероятности опасного события, определения способов 
управления на местах, необходимых для уменьшения распространения последствий опасных 
событий.

Развитие ИИ тесно связано с разработкой:
1) стандартизированных эталонов безопасности в функционировании искусственного ин-

теллекта;
2) комплексных систем при использовании искусственного интеллекта и его технологий;
3) этических норм взаимодействия человека с искусственным интеллектом.
Отсюда необходимость выявления и систематизация рисков при использовании ИИ, вклю-

чает правовые аспекты таких рисков, к которым можно отнести основания, формы и пределы 
ответственности ИИ, объем правосубъектности для каждой технологии искусственного ин-
теллекта, формирование специальных норм законодательства по созданию и использованию 
ИИ в рамках института интеллектуальной собственности и имущественного гражданского 
оборота, создание эталонной классификации технологий ИИ для определения режима пра-
вовой охраны и способов использования ИИ в имущественном обороте для каждой группы 
классификатора[5]. 

Увеличение объемов использования искусственного интеллекта в гражданской сфере 
предполагает создание новых правовых норм, которые будут регулировать сферу использо-



196

вания технологий искусственного интеллекта. Также необходима не только законодательная 
база для использования искусственного интеллекта, но и комплексная модель правового ре-
гулирования.

Литература

1. Нагродская В. Б. Новые технологии (блокчейн / искусственный интеллект) на службе 
права : научно-методическое пособие / под ред. Л. А. Новоселовой. – М. : Проспект, 2019. – 
128 с. 

2. Морхат П. М. Искусственный интеллект: правовой взгляд. – М. : Буки Веди, 2017. – 257 с. 
3. Карцхия А. А., Макаренко Г. И., Сергин М. Ю. Современные тренды киберугроз и транс-

формация понятия кибербезопасности в условиях цифровизации системы права // Вопросы 
кибербезопасности. – 2019. № 3 (31). С. 18–23. DOI: 10.21681/2311- 3456-2019-2-18-23. 

4. Карцхия А. А. Цифровые технологии в процессе «цифровой» адаптации права // ИС. 
Промышленная собственность. – 2019. – № 5. – С. 41–48. 

5. Карцхия А. А. Цифровые технологические (онлайн) платформы: российский и зарубеж-
ный опыт регулирования // Гражданское право. – 2019. – № 3. – С. 25–28. DOI: 10.18572/2070-
2140-2019-3-25-28. 

6. Юридическая концепция роботизации : монография / Н. В. Антонова, С. Б. Бальхаева, 
Ж. А. Гаунова и др.; отв. ред. Ю. А. Тихомиров, С. Б. Нанба. – М. : Проспект, 2019. – 240 с. 

7. Регулирование робототехники: введение в «робоправо». Правовые аспекты развития 
робототехники и технологий искусственного интеллекта / В. В. Архипов, В. В. Бакуменко, 
А. Д. Волынец и др. / под ред. А. В. Незнамова. – М. : Инфотропик Медиа, 2018. – 232 с.



197

УДК 623.746

РАЗРАБОТКА МНОГОУРОВНЕВОЙ СИСТЕМЫ УПРАВЛЕНИЯ МОБИЛЬНЫМ 
РОБОТОТЕХНИЧЕСКИМ КОМПЛЕКСОМ СПЕЦИАЛЬНОГО НАЗНАЧЕНИЯ
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А. В. Калач, С. В. Аникин

Аннотация. Сигналы, получаемые с круговых лазерных датчиков типа Lidar, обычно ис-
пользуются для определения наличия препятствия на пути следования робота. Предла-
гается использовать данные лазерного датчика в рабочей зоне для ориентации (совмеще-
ния) осей транспортного модуля и корпуса объекта загрузки. Основная цель — получение 
простого алгоритма ориентации с минимальными аппаратными и программными требо-
ваниями к системе управления.
Ключевые слова: способ ориентации; фильтры; датчики; роботы.

Введение

Современный мир очень быстро прогрессирует и развивается, каждый год появляются все 
новые технологии. В настоящее время все чаще прибегают к использованию роботизирован-
ных систем в различных сферах деятельности человека. С развитием точной механики, про-
граммирования, электроники стало возможным роботизировать даже такие технологические 
процессы, где раньше это сделать не представлялось возможным. Роботизированные системы 
позволяют увеличить скорость и точность выполнения различных операций, сократить чело-
веческое влияние на производстве, а также позволяют заменить человека в опасных и вредных 
условиях [1–3].

Робототехнические системы, построенные на основе современных манипуляционных 
устройств и систем управления, позволяют выполнять поставленные задачи с высокой точ-
ностью и быстродействием. Для полноценного выполнения обширного круга задач роботы 
должны обладать мобильностью, а также способностью интерпретировать, планировать и 
автоматически выполнять полученное задание, используя встроенную вычислительную си-
стему. За счет всевозможных датчиков робот может достигать своих целей даже в неопреде-
ленной внешней среде, избегая внешних воздействий и различных столкновений [4]. Такие 
особенности позволяют использовать роботов и робототехнические системы в различных 
сферах человеческой деятельности.

Мобильные робототехнические системы в последнее время все чаще находят применение 
в самых различных отраслях. Методы управления данными роботами построены на основе 
сформулированных моделей и алгоритмов. Основной проблемой мобильных аппаратов, кото-
рые выполняют алгоритмы движения, является навигация. В идеале робототехнический ком-
плекс должен без проблем перемещаться даже в незнакомой для него среде, а без навигации 
это сделать будет невозможно. Уверенное функционирование мобильных роботов может быть 
обеспечено в относительно знакомых и хорошо структурированных рабочих зонах. При ра-
боте же в незнакомых пространствах или изменяемом окружении, мобильный робот должен 
обладать способностью подстраиваться к неопределенной среде, реагировать на различные 
незапланированные ситуации и действовать на основании предыдущего опыта [5].

В прикладные задачи роботизации оборудования, различных технологических процессов и 
военной техники входят задачи точного позиционирования тяжелых крупногабаритных объ-
ектов [6]. Подобные операции распространены в строительстве, машиностроении и других 
отраслях. Рассматриваем операцию снаряжения (подвески) авиационных средств поражения 
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(АСП) на летательные аппараты (ЛА). Целью исследования являлось разработка робототех-
нического комплекса (РТК) специального назначения, предназначенного для осуществления 
загрузки на бомбардировщики и истребители ракет «воздух-поверхность» и «воздух-воздух».

При разработке робототехнического комплекса специального назначения были решен сле-
дующие частные задачи

– проанализированы существующие варианты подвески АСП на летательные аппараты с 
целью формирования будущей системы;

– на основе технических требований РТК осуществлен выбор подходящих элементов 
устройства ориентации и манипуляционного устройства робота;

– произведен анализ технологических операций процесса загрузки летательных аппаратов 
и составить алгоритм функционирования РТК;

– разработана многоуровневая система управления РТК. 

Разработка алгоритма автоматической загрузки ракет на летательный аппарат

При выборе алгоритма загрузки ракет на летательный аппарат необходимо учитывать су-
ществующий ряд обстоятельств. 

Во-первых, ракета представляет собой объект повышенной опасности и при транспорти-
ровке ее к точке загрузки и манипуляций с ней, необходимо исключить возможность соударе-
ний с другими объектами, рывков и колебательных движений.

Во-вторых, необходимо с высокой точностью определить исходное положение как лета-
тельного аппарата (ЛА), так и робота загрузчика с ракетой, так как от этого зависит быстрота 
и эффективность операции автоматизированной загрузки боеприпасов на ЛА.

В-третьих, процесс загрузки может происходить в сложных погодных условиях, а также 
в условиях окружающей обстановки, в частности появления посторонних объектов на пути 
движения робота.

Данные обстоятельства определяют особенности конструкции самого мобильного робота, 
перечень элементов информационной системы робота, а также выбор алгоритма выполнения 
программных движений при выполнении процесса загрузки ЛА.

Рассмотрим вариант алгоритма выполнения процесса загрузки с учетом особенностей 
конструкции робота-загрузчика и объекта манипулирования. Операцию загрузки ракет на 
ЛА предполагается выполнять в два этапа с использованием конструкции РТК и ориентиру-
ющих устройств.

На первом этапе определяется местоположение мобильного робота относительно лета-
тельного аппарата. Для реализации этого процесса необходимо использование технического 
зрения (СТЗ), лазерных и ультразвуковых датчиков.

Для формализации процессов, связанных с выполнением программных движений робо-
та-загрузчика, используем математический аппарат, получивший название однородных коор-
динат — специальных матриц 4×4. Для этого вводится понятие неподвижной системы коорди-
нат 0 0 00 ,X Y Z  связанной с летательным аппаратом и подвижных систем координат 0 T T Tx y z  и 
0 ,M M Mx y z  связанных соответственно транспортным и ориентирующим устройствами.

Методически процесс стыковки ракет с фиксирующим элементом ЛА заключается в совме-
щении системы координат, связанной с ракетой, с системой координат, связанной с ЛА. Этот 
процесс выполняется в определенной последовательности.

На рис. 1 приведена иллюстрация определения положения робота относительно ЛА. Для 
этого используются датчики, измеряющие расстояние до реперных точек, расположенных на 
корпусе летательного аппарата, в виде перекрестия. Это необходимо для коррекции простран-
ственного положения робота, выполняющего горизонтальные движения до непосредствен-
ной стыковки объекта манипулирования и ЛА. 
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Вертикальное перемещение ракет вместе с погрешностью осуществляется с помощью ко-
ординаты Z  поступательной степени подвижности ориентирующего устройства. 

Равенство расстояний от точек перекрестия по вертикали обеспечивает горизонтальное 
положение плоскости, в которой расположена ракета. Отсутствие горизонтальности приведет 
к ошибке определения положения робота относительно ЛА.

Алгоритм определения координат робота относительно ЛА

Алгоритм выглядит следующим образом. С помощью датчиков, расположенных на ориен-
тирующем устройстве, определяется расстояние 1L  и 2L  до точек 1M  и 2M  соответственно 
(рис. 1). Расстояние между точками 1M  и 2M  обозначим 0L .  Имея эти расстояния по закону 
косинусов определим углы ψ  и :γ

 
2 2 2
1 2 0

1 2

L L Larccos ;
2L L
+ −

Ψ =  (1)

 
2 2 2
0 2 1

2 0

L L Larccos .
2L L

γ + −
=  (2)

Координаты точки 0M  (начало подвижной системы координат) в системе координат само-
лета определяются следующим образом: 

 M0 2X L sin;=  (3)

 0
M0 2

LY L cos .
2

= −  (4)

При помощи транспортного устройства осуществляется перемещение робота в зону за-
грузки. Местом загрузки является точка с координатами ,(0, ),M MM Y Z  где ;MY r≤  0 ,MZ Z=  а 
r  — координата выдвижения руки робота. Величина r входит в область достижения робота, 
также, как и точка 0.

Совмещение осей координат Tx ,  Ty  с осью 0X ,  0Y  осуществляется при помощи поворота 
вокруг оси Z,  что описывается следующей матрицей:

Рис. 1. Иллюстрация определения положения робота относительно ЛА
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 q

cos q sin q    0 0
sin q cos q    0 0

A .
0            0  1 0

        
0            0  0 1

−

=  (5)

Представим схему определения положения робота относительно ЛА в виде векторов и 
изобразим на рис. 2.

Так как одной из основных задач является совмещение координат робота и ЛА, то для это-
го, ориентирующему устройству, необходимо выполнить поворот на угол .α  Этот угол обра-
зуется между векторами a  и .b



 Для нахождения угла между векторами, связанными с цен-
тральными осями ЛА и МР, используем следующее выражение:

 cos .a b
a b

α ⋅
=

⋅









 (6)

Отсюда следует, что угол находится по формуле:

  arccos .a b
a b

α ⋅
=

⋅









 (7)

При этом, векторы записываются в системе координат, связанной с мобильным роботом, 
где ось i



 направленна по продольной оси МР. Координаты вектора связаны с ЛА методом ге-
ометрических проекций. Таким образом можно считать, что вектора a  и b



 сонаправлены с 
векторами i



 и 0L


 соответственно. Следовательно, необходимо найти угол между i


 и 0L .


Найдем координаты векторов 1L


 и 2L


 разложив их на единичные вектора. Координатами 
нужных векторов являются координаты их конечных точек. Отсюда следуют выражения:

 1 1 1 1 1L =L cos i+L sin j;
  

 (8)

 2 2 2 2 2L =L cos i+L sin j.
  

 (9)
Следуя правилу сложения векторов, определим координаты 0L



:

Рис. 2. Схема определения положения в виде векторов
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 0 2 1 2 2 1 1 22 2 1L L L (L cos i+L sin j) (L cos i+L sin j)ψ ψ ψ ψ= − = − =
      

 

 2 2 1 1 2 2 1 1 (L cos  L cos )i  (L sin L sin ) j.ψ ψ ψ ψ= − + −
 

 (10) 
Используя формулу 9 найдем требуемый угол:

 
( )2 2 1 1 2 2 1 10

2 2
0 2 2 1 1 2 2 1 1

i i (L cos  L cos j(L sin  L sin ))i Lcos  
i L 1 (L cos  L cos ) (L sin  L sin )

ψ ψ ψ ψ
α

ψ ψ ψ ψ

⋅ − + −⋅
= = =

⋅ ⋅ − + −

  





 2 2 1 1
2 2

2 2 1 1 2 2 1 1

L cos  L cos ;
(L cos  L cos ) (L sin  L sin )

ψ ψ

ψ ψ ψ ψ

−
=

− + −
 (11)

 2 2 1 1
2 2

2 2 1 1 2 2 1 1

L cos  L cos arccos .
(L cos  L cos ) (L sin  L sin )

ψ ψα
ψ ψ ψ ψ

−
=

− + −
 (12)

Таким образом, получив необходимый угол, возможно начать выполнение поворота мо-
бильного робота. 

Алгоритм выполнения поступательного движения транспортного устройства МР

У мобильного РТК специального назначения система управления должна иметь не менее 
трех уровней: стратегический, тактический и исполнительный. Такая иерархия позволяет раз-
делить основную систему робота на подсистемы, каждая из которых ответственна за решение 
определенных задач. В современных мехатронных системах, как правило, используется иерар-
хия «сверху-вниз», т. е. нижний уровень подчинен вышестоящим.

Стратегический уровень предназначен для планирования движений робота. На данном 
уровне записываются всевозможные математические соотношения, выполнение которых по-
зволяет совершать роботом успешные действия. Стратегический уровень выдает информа-
цию о плане движения и целях управления в форме команд управления движением.

Тактический уровень преобразует команды, поступающие с уровня выше, в программу 
управления, которая определяет законы согласованного во времени движения всех звеньев 
механического устройства. Исполнительный уровень предназначен для расчета и выдачи 
управляющих сигналов в блок приводов робота соответствуя программе управления и учиты-
вая технические особенности системы [7]. 

Стратегический уровень управления. На стратегическом уровне управления решается за-
дача выбора траектории перемещения объекта управления из исходного положения на пози-
цию загрузки. Рассмотрим ситуацию, в которой исключается наличие препятствий на пути 
следования мобильного робота. В таком случае целесообразно рассматривать вариант переме-
щения из точки в точку по кратчайшему пути, т. е. по прямому направлению к цели.

Из исходного положения робот необходимо переместить в точку загрузки (М). Эта точка 
должна находить на оси симметричной ЛА и на расстоянии от точки стыковки ,L  где ,maxL r<  
при этом maxr  — максимальное выдвижение руки манипуляционного устройства (МУ). Эту 
точку можно получить, решив следующие уравнения: 

 ( ) ( )
( )

2 2 2
M M k

M 3 M O O

X X Y Y ;
Y tg X X Y ;

k ρ
ψ

 − + − =


= − +
 (13)

где первое уравнение — это уравнение окружности, а второе выводится из уравнения прямой 
проходящей через две точки и получаемое следующим образом:

 ( )O O M O
3 M 3 M O O

M O M O M O

X X Y Y Y Y  k tg Y tg X X Y .
X X Y Y X X

ψ ψ− − −
= → = = → = − +

− − −
 (14)
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Совместное решение этих уравнений позволит произвести расчет вектора перемещения L


:

 2 2
M ML X Y .= +



 (15)
Имея координаты точек O и M, можно определить расстояние между точками по формуле:

 ( ) ( )2 2
M O M OL X X Y Y .= − + −  (16)

Угол 3,ψ  дающий направление перемещения равен: 

 M
3

M

Yarctg .
X

ψ =  (17)

Иллюстрация определения траектории движения транспортного устройства МР приведе-
на на рис. 3. 

Тактический уровень управления. Система управления робота является многоуровневой, 
иерархически организованной. При этом тактический (кинематический) уровень — представ-
ляет собой важную составляющую, обеспечивающую построение программных движений 
приводов манипулятора. Кинематическое управление основано на использовании кинемати-
ческой модели манипулятора. Систему электроприводов, как правило, принимают идеальной, 
т. е. считают, что приводы точно воспроизводят программное движение [2].

Кинематическое управление можно разбить на два этапа. Первый этап состоит в програм-
мировании траектории, т. е. в предварительном определении программного движения степе-
ней подвижности ( )q t∗  на некотором временном отрезке [ ]0 1, .t t t∈  Второй этап непосред-
ственно заключается в отработке полученной программной траектории приводами.

Задача управления состоит в следующем: ρ в момент времени 0t  МУ находилось в точке О. 
Необходимо найти функцию ( ),q t  при которой в момент времени 1t  МУ находилось бы в точ-
ке ,( ).,M M MM x y z

При отсутствии препятствий целесообразно рассмотреть вариант движения по прямой. 
В этом случае уравнение движения выглядит следующим образом:

 0 0( ) ( ),q t q u t t= + −  (18)
где 

Рис. 3. Траектория движения транспортного устройства МР
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 1 0

1 0

.q qu
t t

−
=

−
 (19)

Необходимо при этом учитывать то обстоятельство, что составляющие вектора скорости 
u  не превышают по модулю максимальные скорости, которые могут развивать приводы.

Исполнительный уровень управления. Функции нижнего уровня управления, получившего 
название исполнительного, заключаются в формировании управляющих сигналов для испол-
нительных приводов мобильного робота.

В состав системы управления исполнительного уровня входят устройства, формирующие 
управляющие сигналы для исполнительных электроприводов. Это датчики тока, скорости и 
положения, дающие информацию о текущем положении элементов робота; регуляторы тока, 
скорости и положения, формирующие сигналы управления в соответствии с заданным про-
граммным движением робота, а также функциональные преобразователи, позволяющие реа-
лизовывать нужные законы управления.

К особенностям манипуляционного механизма как нагрузки для приводов робота отно-
сятся следующие: наличие нескольких каналов управления (по числу степеней подвижности), 
взаимная связь степеней подвижности при одновременной их работе, наличие переменных 
параметров в виде изменения момента инерции привода из-за перераспределения масс объек-
та при выполнении роботом сложных программных движений.

При проектировании следящих приводов все этапы проектирования разбиваются на две 
группы. Вначале приводы рассматриваются независимо по каждой степени подвижности. 
Взаимное влияние учитывается введением диапазонов изменения инерционных характери-
стик нагрузки.

Для получения взаимосвязей между степенями подвижности, которые необходимо учиты-
вать при формировании управляющих сигналов, используем метод Лагранжа.

Устройство ориентации представляет собой МУ, состоящее из одной вращательной ( )ϕ  и 
двух поступательных ( , )r z  степеней подвижности. Уравнения движений по этим трем коор-
динатам в векторно-матричной форме имеют вид:

 

¨

1 1 r¨

2 2ö
¨

3 3 z

r0 0 b 0 F
0 0ö b 0 M .
0 0 0 Fz

a
a

a a g
⋅ + + =  (20)

Целесообразно для получения заданных характеристик как статических, так и динамиче-
ских использовать метод расчета, получивший название метода подчиненных координат.

В основе метода лежат представления известные из теории автоматического управления. 
Передаточная функция объекта представляется в виде совокупности типовых звеньев, в кото-
рых постоянные времени делятся на большие и малые постоянные времени.

Требуемые колебательность и перерегулирование обеспечиваются выбором отношения 
постоянных времени 0 ,Ta

Tµ

=  а быстродействие определяется суммарной некомпенсирован-

ной постоянной .Tµ  При 2a =  обеспечивается минимальное время регулирования 4,7p mt T=  
при перерегулировании % 4,3 %.δ =  Там, где требуется монотонность процесса (без перере-
гулирования) 4.a ≥

Влияние элементов манипуляционного устройства на параметры электропривода прояв-
ляются в виде параметрического и координатного возмущений. Параметрическое возмуще-
ние вызвано изменением момента инерции нагрузки, приведенного к валу двигателя. 
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Заключение

Для устройства ориентации момент инерции изменяется в процессе транспортировки 
объекта манипулирования за счет изменения положения центра масс (с) транспортируемого 
объекта относительно оси вращения .z

Разработана трехуровневая система управления РТК включающая в себя стратегический, 
тактический и исполнительный уровни. 
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УДК 004.942

СИНХРОНИЗАЦИЯ ЗВУКОВЫХ СИГНАЛОВ 
И СИСТЕМЫ УПРАВЛЕНИЯ КВАДРОКОПТЕРА

Северо-Кавказский федеральный университет

М. Н. Кононов, Ю. В. Парыгина, Е. Н. Новикова, Н. В. Кононова, Д. Л. Винокурский

Аннотация. В работе решена задача по разработке инструмента, позволяющего обеспе-
чивать управление движением квадрокоптера звуковыми волнами и созданию различ-
ных композиций из элементарных движений, синхронизированных с музыкой. Была 
представлена математическая основа разработанных методов, введены различные эле-
ментарные движения и определены их траектории. Представленный метод определяет 
возможности выполнения произвольных траекторий. Описанный алгоритм использует 
выпуклую оптимизацию для планирования траекторий без столкновений для нескольких 
квадрокоптеров.  Сначала работа велась в части музыкального анализа и фокусировалась 
на аспектах, связанных с квадрокоптерами. Также рассматривались возможности эле-
ментарных движений, поскольку из-за физических ограничений летательного аппарата 
и ограниченного пространства площадки для полета не все возможные траектории могут 
быть выполнены. В связи со сложностью определения времени музыкальных тактов, для 
их выделения использовалось программное обеспечение Beat Root, В работе представле-
на последовательность синхронизированных движений, состоящих из объединения мно-
жества элементарных движений.
Ключевые слова: квадрокоптер, синхронизация, траектория движения, звуковые волны, 
управление движением, музыкальные композиции.

Введение

Современное использование мобильных роботов быстро расширяется во всем мире. Для 
успешного выполнения крупномасштабных задач, таких как экологический и аварийный мо-
ниторинг, роботы должны обладать высокой маневренностью, скоростью и точностью пере-
движения по заданным траекториям. В последние годы был разработан новый класс неболь-
ших мультироторных устройств, способных нести диагностическое и информационное фото 
или видеооборудование. Мультикоптеры обладают рядом преимуществ, таких как простота 
и надежность конструкции и схем стабилизации, а также небольшой вес при значительной 
массе полезной нагрузки, компактность и маневренность. Применение БПЛА в режиме авто-
номного полета особенно эффективно.

В то же время недостаточно изучены проблемы динамики неустойчивых режимов движе-
ния робота при внешних воздействиях, проблемы быстрого взлета, разгона и выхода с опре-
деленного уровня высоты и скорости. Особый интерес представляет изучение поведения ак-
сессуаров, предназначенных для мониторинга окружающей среды. Здесь скрываются резервы 
роботов для повышения их эффективности и производительности. Поэтому важны исследо-
вания, посвященные совершенствованию роботов — мультикоптеров на основе методов мате-
матического моделирования нестационарных режимов движения и навесного оборудования. 
В качестве объекта исследования мы выбрали робот-квадрокоптер с четырьмя вращающи-
мися винтами, оснащенный системой управления и средствами стабилизации динамических 
режимов с подвесным оборудованием.

1. Актуальность исследования

Актуальность обусловлена необходимостью увеличить разнообразие траекторий, устано-
вить направление движения квадрокоптеров, найти модели движения, отражающие природу 
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музыки. Полет квадрокоптера в музыке выглядит следующим образом: местность, по которой 
летают квадрокоптеры — сцена, а квадрокоптеры — танцоры. Но в отличие от человеческих 
танцоров, у квадрокоптеров нет рук и ног, человекоподобные роботы, в отличие от квадрокоп-
теров, могут имитировать движения танцоров-людей.  Поэтому выразительность синхронизи-
рованных движений с квадрокоптерами основана на траекториях, по которым они движутся. 

Цель работы — разработка движений квадрокоптера, адаптированных к синхронизиро-
ванным движениям, что требует творческого подхода и понимания динамики БПЛА и его 
ограничений.

Практическая значимость заключается в разработке механизмов и средств для управления 
движением квадрокоптера с помощью волн.

Нами была представлена математическая основа разработанных методов, определены раз-
личные траектории движения. Также продемонстрирован метод, определяющий выполни-
мость произвольных траекторий, описан алгоритм, использующий оптимизацию планирова-
ния траекторий без столкновений для нескольких квадрокоптеров. 

2. Разработка музыкальной структуры

В любом танцевальном произведении движения танцоров должны сочетаться с испол-
няемой музыкой. Мы использовали вместо человека квадрокоптер. Синхронные движения 
квадрокоптеров зависят от музыкальной структуры, поэтому они должны быть синхронизи-
рованы с музыкальным ритмом: Прежде чем приступить к проектированию траектории ква-
дрокоптера, необходимо обработать музыкальное произведение, сопровождающее движение 
БПЛА. На этапе музыкального анализа собранная информация помогает разработать после-
довательность движений, синхронизированных с музыкальным ритмом: Музыкальное сопро-
вождение имеет четко определенную временную структуру. Время тактового цикла — самая 
важная информация, которая отражает скорость или темп произведения. Продолжительность 
долей является наиболее важной информацией, так как от них зависит количество часов в му-
зыке. помимо ритмической части, важна также структура музыкальной композиции, напри-
мер, для разработки синхронных с музыкой движений необходимо определить припев или 
строфу. В этом контексте необходимо выделить разделы и акты музыкальной композиции, ко-
торые облегчают разработку синхронных движений. Для простоты извлечения музыкальных 
ритмов применили программу Beat Root [1] на основе Java, которая позволяет экспортировать 
время тактов в формате .txt. Путем прослушивания музыки и ее ручной маркировки иденти-
фицируем другие функции, музыкальная структура также сохраняется в файле .txt.

Последовательность синхронных и акустических движений создается путем объединения 
многих базовых движений, в результате чего формируется сложная и привлекательная траек-
тория. Во-вторых, переход между различными базовыми движениями должен выполняться 
с помощью низкоуровневого контроллера (LLC). [2] Ведь траектории полета не должны пе-
ресекаться и не должны соответствовать границам места, где будет проходит полет. Поэтому 
необходимо разработать инструмент, способный осуществлять предварительную проверку 
созданной последовательности синхронных со звуковым сопровождением движений.

3. Возможность использования траектории

Проверим траекторию, характеризуемую ( )x t  и ( ),tψ  на выполнимость с учетом ограниче-
ний для летательного аппарата. Для этого рассчитали требуемые тягу и скорость вращения 
одного двигателя для этой траектории и проверили, находятся ли они в допустимых пределах. 

Положение квадрокоптера представлено углами Эйлера, которые определяют фиксирован-
ную раму .V  Преобразование из инерциальной системы координат O  в V  следует соглаше-
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нию - -z x y  и представляется матрицей вращения ( , , ) ( ) ( ) ( ),V
O x y zR R R Rϕ θ ψ ϕ θ ψ= ⋅ ⋅  описываю-

щей три последовательных одноосных вращения.
После первого поворота вокруг оси z  направление проекции неподвижной оси x  на инер-

циальную плоскость xy  больше не меняется. Угол поиска, соответствующий первому поворо-
ту, примем как направление квадрокоптера.

Положение квадрокоптера в инерциальной системе отсчета:

( )
0 0
0 0V

Omx R m
g

ϕ
α

   
   = ⋅ −   
   
   

 — поступательная динамика,

где V
O R  — матрица вращения перехода от системы координат летательного аппарата V  к инер-

циальной системе ,O  g  — ускорение свободного падения, a m  — масса, где α  — сумма нор-
мированных по массе сил ротора

 , 1, 2,3, 4,i
i

Ff i
m

= =

где m  — масса квадрокоптера,
0 0
0 0O

f V xO R O
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 — вектор тяги в инерциальной системе отсчета.

Определив f ff
f α

= =  получаем приведенный вектор тяги 
0
0 .
1

O
VfO R

 
 = ⋅ 
 
 

Нормированный вектор тяги fO  задается анализируемой траекторией, что также опреде-
ляет третий столбец матрицы поворотов .O

V R  Это соотношение используем для восстановле-
ния текущего положения квадрокоптера.

При вращении, помимо силы iF  перпендикулярной базовой конструкции квадрокоптера, 
каждый ротор вызывает также реактивный момент ,i iM kF=  где k  — моторная постоянная. 
Обозначим угловые скорости вращения вокруг осей корпуса транспортного средства через 

( ).x y zω ω ω ω=
Динамика вращения неподвижной рамы определяется формулой:

( )
( )

( )

2 4

3 1

1 2 3 4

,
L F F

I L F F I
k F F F F

ωω ω
− 

 = − − × 
 − + − 



где L  — расстояние от каждого мотора до центра квадрокоптера, а I  — диагональная матри-
ца инерции квадрокоптера.

4. Реконструкция положения квадрокоптера

Вектор тяги параллелен закрепленной за телом оси ,z  выраженной в инерциальной систе-
ме координат, следовательно ψ  и fO  полностью описывают положение квадрокоптера. 

Матрица вращения перехода перевода от V  до O  имеет вид:

( )
cos cos cos sin sin sin cos cos sin cos sin sin
cos sin sin sin sin cos cos sin sin cos cos sin ,

sin cos sin cos cos

TO V
V OR R

ψ θ ψ θ ϕ ψ ϕ ψ θ ϕ ψ ϕ
ψ θ ψ θ ϕ ψ ϕ ψ θ ϕ ψ ϕ

θ θ ϕ θ ϕ

⋅ ⋅ ⋅ − ⋅ ⋅ + 
 = = ⋅ ⋅ ⋅ − ⋅ ⋅ + 
 − ⋅ ⋅ 

где третий столбец матрицы вращения перевода равен нормализованному вектору тяги 
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( ) ,
T

f x y zO f f f= + +

следовательно
cos sin cos sin sin
sin sin cos sin cos

cos cos cos cos

x

y

z z

f
f

f f

ψ θ ϕ ϕ ψ
ψ θ ϕ ϕ ψ

θ ϕ ϕ θ

= +
 = −
 = ⇔ =

объединяя, получим
cos sin

.x y

z

f f
arctg

f
ψ ψ

θ
+ 

=  
 

Пользуясь ортогональностью матриц вращения перехода и при ,ir  обозначающий столбец 
O
V R  имеем, что 2 1 3.r r r= ×

С помощью численного дифференцирования определяем , ,x yω ω   принимая во внимание, 
что zω  — это просто производная по времени от ψ  (это не относится к ,x yω ω  ).

Из динамики вращения вычисляем требуемую тягу одного двигателя с учетом угловых ско-
ростей. Решая уравнения относительно ,if  получаем

( )
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Далее , 1, 2,3, 4if i =  находятся путем численного дифференцирования.

5. Ограничения, связанные с летательным аппаратом

Использовав численный метод расчета сил одного двигателя на основе профиля ускорения 
( )x t  заданной траектории ( )x t  и заданного угла ( )tψ  определим возможна ли данная траекто-

рия или нет. Маневренность квадрокоптера ограничена минимальной и максимальной силой 
одного ротора, одного несущего винта:

min max , 1, 2,3, 4,i i if f f i≤ ≤ =
где значения сил положительны, так как роторы способны вращаться только в одном направ-
лении и не могут быть полностью отключены во время полета.

Несмотря на то, что двигатели довольно быстрые, они мгновенно не изменяют скорость 
вращения. Имеем ограничения на максимальную силу одного ротора двигателя:

max , 1, 2,3, 4.i if f i≤ = 

Ограничения связывают рывок ( )x t  со скоростью тела. Это указывает на то, что произво-
дные скорости тела зависят от привязки ( ),x t  четвертой производной позиции.

Определены ограничения на максимальные скорости вращения:
max , , , .k k k x y zω ω≤ =
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Данное неравенство показывает, что одиночные двигательные силы if  зависят от произ-
водной скорости тела, т. е. от kω  (углового ускорения). Были определены силы одиночного 
двигателя и скорости вращения квадрокоптера, связанные с планируемой траекторией. 

Таким образом, траектория будет удовлетворять ограничениям, если будут соблюдены два 
условия: траектория удовлетворяла ограничению max ,i if f≤   четвертая производная должна 
быть ограничена, чтобы траектория удовлетворяла ограничению max ,k kω ω≤  пятая произво-
дная должна быть ограничена.

На практике данные условия можно смягчить. Действительно, для временного шага дис-
кретизации в 20 мс и шага в рывке, результирующая числовая производная остается ограни-
ченной. Более того, в уравнении угловые ускорения перемножаются с очень малыми членами 
инерции. Поэтому влияние шагов в рывке на одиночные двигательные силы if  пренебрежимо 
мало. Несмотря на шаг в рывке, пик if  небольшой и удовлетворяет пределу тяги max .if  В теку-
щей настройке условие наличия ограниченной третьей производной представляет собой до-
вольно хорошее приближение к истинным ограничениям.

Заключение

В работе представлена математическая основа разработанных методов, введены различ-
ные элементарные движения и определены их траектории. Продемонстрирован метод, опре-
деляющий выполнимость произвольных траекторий, описан алгоритм, использующий опти-
мизацию для планирования траекторий без столкновений для нескольких квадрокоптеров. 
Также представлены инструменты, обеспечивающие управление движением квадрокоптера 
звуковыми волнами и создающие различные композиции из элементарных движений, син-
хронизированных с музыкальным ритмом. 
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Аннотация. Работа посвящена обсуждению методов оптимизации модели машинного 
обучения на основе рекуррентных GRU нейросетей при решении задачи прогнозиро-
вания продаж. Рассмотрен вариант добавления дополнительных данных (признаков) и 
связанные с этим особенности и ограничения модели, и предложен собственный метод 
получения результата, свободный от ограничений модели.
Ключевые слова: рекуррентные нейронные сети, GRU, метрики, RMSE, MAE, R2, прогноз 
объема продаж, машинное обучение, оценка модели, точность прогнозов, границы при-
менимости методов машинного обучения.

Введение

Использование рекуррентных нейронных сетей при решении задачи прогнозирования до-
статочно часто встречается в различных работах см. например [2–5], но как правило носят 
либо демонстрационный, либо исследовательский характер. В работе [1] авторами было по-
казано, что рекуррентная нейронная сеть со слоем GRU, при правильном подборе метрик мо-
жет использовать для успешного решения реальной коммерческой задачи прогнозирования 
продаж компании-производителя климатического оборудования. В исследовании использо-
вались 3 модели: модель Sarimax, рекуррентная нейронная сеть со слоем GRU и гибридная мо-
дель, сочетающая линейный регрессор и регрессор XGBoost и было проведено сравнение трех 
моделей по нескольким метрикам. Были рассмотрены метрики MAE, RMSE, R2, время обуче-
ния и прогнозирования, а также общая разницей в процентах между продажами и прогноза-
ми. Также было показано, что модель GRU обладает наибольшими возможностями настройки, 
что открывает больше возможностей для дальнейшей работы над моделью.

1. Проблемы оптимизация модели путем добавления новых признаков 

Чтобы улучшить качество прогноза нашей модели GRU, было решено добавить в модель 
дополнительные данные. Практическая цель состоит в том, чтобы найти новые полезные и 
эффективные признаки для модели. Для того, чтобы признак мог использоваться с нашими 
данными о продажах, он должен иметь ежемесячное значение. Например, если мы хотим до-
бавить среднюю мировую температуру к нашим данным о продажах, мы должны добавлять ее 
за каждый месяц с 2009 по 2021 год (временной период имеющихся данных о продажах).

Некоторые из новых признаков очень просты, например, мы применили критерии высоко-
го/низкого сезона, это значение равно 1, если месяц приходится на период с февраля по июль, 
и 0 для других месяцев. Такого рода признаки проще использовать, чем признаки, которые 
необходимо измерять непрерывно. Функция высокого/низкого сезона так же является приме-
ром, неявного, встроенного признака. Достоинством этого признака и ему подобных является 
то, что их будущие значения известны.

Также были добавлены дополнительные признаки, связанные с затратами на материалы и 
изготовление. Эти затраты обычно влияют на цену конечного продукта, и, следовательно, на 
ежемесячный объем продаж. При производстве профессиональных морозильных камер ком-
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прессор составляет 20 % стоимости, алюминий составляет около 13 %, а нержавеющая сталь — 
около 9 %. Получить эволюцию стоимости компрессоров не удалось, но достаточно просто 
получить месячную цену за тонну алюминия и нержавеющей стали, которая была добавлена 
к исходным данным. Далее, как дополнительные признаки, были добавлены данные о пого-
де. Средняя температура, уровень влажности, месячное количество осадков в городах Москва, 
Варшава и Копенгаген, поскольку именно здесь находятся основные клиенты компании.

После добавления всех этих признаков, важно проверить, влияют ли они на продажи или, 
по крайней мере, коррелируют с ними. Даже если выбор признаков был логичным, это не зна-
чит, что они влияют на продажи. Чтобы изучить влияние между объектами, мы можем ис-
пользовать корреляционную матрицу — рис. 1. Также стоит использовать простые графики 
для изучения новых данных. С помощью таких графиков мы, к примеру, можем увидеть, что 
влажность во всех трех городах имеет примерно одинаковую эволюцию, хотя они находятся 
довольно далеко друг от друга. Более того, мы также замечаем, что за последние годы цены на 
алюминий и нержавеющую сталь значительно выросли, но, с другой стороны, продажи при 
этом остались более или менее на прежнем уровне. 

Еще один аспект, который следует иметь в виду, — это эволюция корреляции между при-
знаками. Поскольку данные изменяются с течением времени, корреляция также может изме-
няться. Поэтому мы также проверили корреляцию всего набора данных и корреляцию данных 
за последние 5 лет. Чтобы иметь модель, которая лучше соответствовала последним тенден-
циям, мы решили сохранить только те критерии, которые имеют абсолютный коэффициент 
корреляции 0,3 с продажами за последние 5 лет. Поэтому в модель были добавлены следующие 
критерии: месяц, высокий сезон, средняя задержка платежа, влажность в Москве, Варшаве и 
Копенгагене, а также количество осадков в этом последнем городе.

Отметим основную проблему добавления новых признаков в контексте рассматриваемой 
модели. Наиболее проблематичным аспектом добавления такого рода признаков (имеющих 
непрерывное значение) является то, что для прогнозирования также понадобятся будущие 
значения этих признаков. Для прогнозирование целевой переменной — объема продаж, не-

Рис. 1. Матрица корреляции признаков модели (все данные)
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обходимо будет получать будущие значения всех признаков, которые мы добавили. Это без-
условно возможно, но при этом увеличивает риск роста ошибки, поскольку данные о прода-
жах прогнозируются на основе факторов, которые тоже предсказаны, уже не говоря о том что 
существенно вырастают вычислительные ресурсы и время обучения модели. Но мы можем 
работать с такими моделями успешно в объеме изучаемого набора данных.

После добавления дополнительных признаков для обучения модели было проанализиро-
вано их влияние на модель и проведено сравнение прогнозов. Мы использовали ту же струк-
туру GRU с теми же параметрами и теми же данными о продажах, которая использовалась на 
первом этапе исследования. Единственное отличие — это добавленные признаки. Затем мы 
сравнили производительность модели с признаками и модели без признаков из предыдущего 
раздела.

Добавляя признаки, мы можем заметить, что время обучения увеличилось практически в 
2 раза, увеличившись примерно с 10,213 секунд обучения с простой моделью GRU до 23,698 
секунд с моделью с признаками. Таким образом, мы уже можем сделать вывод, что добавление 
признаков значительно увеличивает требуемую вычислительную мощность модели. Графиче-
ски, на рис. 2, мы можем наблюдать, что показанная модель способна почти идеально пред-
сказывать увеличение и уменьшение во времени, чего не было в случае с нашей предыдущей 
моделью. Мы также видим, что более низкие значения и пики лучше прогнозируются моделью 
с признаками.

Эти улучшения также можно проиллюстрировать с помощью используемых метрик. Ко-
эффициент RMSE, который составлял 34 599 677,55 для простого GRU, теперь составляет 
26 644 704,640 с признаками. Такая же разница наблюдается и с метрикой MAE: 27 453 208,840 
против 219 152 946,270. Оценка R2 также улучшается до 0,84 с признаками против 0,72 без 
признаков. Метрика максимальной ошибки тоже улучшается: она равна для простого GRU 
80 375 965 и 73 312 869 для GRU с признаками. Тот факт, что метрика RMSE уменьшилась, 
означает, что модель более точна и это также означает, что она допускает меньше «больших» 
ошибок. Если мы сравним процент разницы (метрика, которая мы создали для тестирования 
наших моделей), то модель с признаками работает лучше с процентной разницей в 2,67 %, а 
простая модель имеет разницу в 10,78 %.

Отметим, что добавление новых признаков позволяет нам устранить зависимость модели 
от прошлых продаж, что является особенностью применения рекуррентных нейросетей. Те-
перь модель не делает прогноз только лишь на основе того, сколько компания продала за по-
следние месяцы. Устранение этой зависимости — хорошая вещь, поскольку будущие продажи 

Рис. 2. Прогноз на тестовых данных модели с дополнительными признаками
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зависят не только от прошлых продаж. Это означает, что внезапное падение или увеличение 
продаж окажет меньшее влияние на прогнозы, если это падение или увеличение не является 
устойчивой тенденцией.

2. Альтернативная методика расчета прогноза

Мы уже отмечали, что добавление новых признаков, с одной стороны, улучшает параме-
тры нашей модели, но и несет с собой проблему предсказания значений этих признаков. Та-
ким образом, модель GRU с признаками имеет очень большой недостаток: автоматизация с 
помощью этой модели практически невозможна из-за того, что нам нужно искать, загружать 
и добавлять будущие значения признаков. Отметим, что наша модель все еще рекуррентная 
нейронная сеть, и что у нее все еще есть некоторые ограничения этой категории моделей [6].

Чтобы уменьшить время и устранить необходимость прогнозирование признаков, авторами 
был предложен и исследован другой метод. Основная идея метода состоит в введении поправоч-
ного коэффициента, между простой и понятной исходной моделью, и более точной моделью с 
признаками. Это значит, что, умножая предсказания простой модели, мы можем получить буду-
щие предсказания, которые должны быть ближе к рассмотренной модели с признаками.

Этот подход показал очень хорошие результаты с используемыми метриками и позволил 
сэкономить много времени, так как представляет собой лишь простой расчет и нет необходи-
мости в переобучении новой модели. Отметим, что используемый коэффициент вычисляется 
на тестовом наборе данных, в значениях которого мы уверены. Поэтому для будущих данных 
(предсказаниях) коэффициент будет основываться только на прошлых данных, что, конечно, 
имеет некоторые ограничения.

Формула предлагаемого коэффициента :K

2

2( )
,feature simplev v

K
N

−
=

где N  — количество прогнозов, featurev  — значение прогноза полученное моделью с дополни-
тельными признаками, simplev  — значение прогноза полученное в исходной модели [1].

Далее, для получения нового решения, коэффициент применяется по следующему правилу:
• Если Simple GRU >= Featured GRU,  K – GRU = simple * (1 – K*2)
• Если Simple GRU < Featured GRU,    K – GRU = simple * (1 + K/2)
Здесь K-GRU — предсказание полученное с использованием введенного в (1) коэффициен-

та. Результаты, полученные с применением предложенного подхода приведены на рис. 3.

Рис. 3. Сравнение прогнозов моделей GRU (простой, с признаками, 
с использованием коэффициента)
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Детальное сравнение полученных результатов, на уровне метрик, применяемых при созда-
нии модели приведено на рис. 4.

Улучшение почти всех показателей с использованием этого метода показало, что это инте-
ресная альтернатива для прогнозирования будущих прогнозов с меньшими ограничениями и 
большей скоростью.

Заключение

Таким образом мы показали, что рекуррентные нейронные сети могут успешно применят-
ся в коммерческих задачах при правильном подборе целевых метрик [1]. Добавление новых 
признаков к модели увеличивает ее точность, но приводит к необходимости предсказывать все 
новые признаки. На практике это означает, что мы можем сделать только один шаг предска-
заний, на основе имеющегося набора данных. Желание использовать повышенную точность 
модели с дополнительными признаками при построении предсказаний, привело авторов к 
идее введения корректировочного коэффициента, вычисляемого по формуле (1). Коэффици-
ент вычисляется на всем обучающем наборе данных и при этом неявно предполагается, что 
имеющаяся корреляция между признаками сохранится и в будущем. Некоторые наблюдения 
при построении корреляционных матриц и их динамики, делают это предположение впол-
не оправданным. Таким образом используя исходную модель без дополнительных признаков, 
которая позволяет делать предсказания на интересующий нас период и вводя поправочный 
коэффициент, мы получаем результат по всем метрикам лучший, чем был ранее и при этом без 
необходимости рассчитывать значения новых признаков.
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ГЛУБОКАЯ НЕЙРОСЕТЬ НА ОСНОВЕ ТРАНСФОРМЕРА FNET 
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Аннотация. В рамках работы рассмотрена модель глубокой нейросети, основанной на се-
ти-трансформере FNet. Сети, построенные по принципу трансформеров, позволяют бо-
лее эффективно решать задачи, связанные с обработкой последовательностей, в частно-
сти, задачи распознавания и генерации текста на естественном языке, машинный перевод 
с одного языка на другой и т.п. На основе трансформеров можно строить и нейросетевые 
модели для классификации текстовых данных. В работе приведена подобная модель. Она 
предназначена для решения задачи классификации книг по жанрам по коротким тексто-
вым описаниям. По сравнению с рекуррентно-сверточной сетью, использовавшейся ав-
тором ранее, модель на основе трансформера FNet имеет более высокую точность.
Ключевые слова: искусственные нейронные сети, машинное обучение, глубокое обуче-
ние, трансформеры, классификация текста.

Введение

Методы глубокого обучения довольно активно применяются при решении сложных задач, 
связанных с распознаванием изображений и текстов, поскольку показывают более точные ре-
зультаты по сравнению с другими методами. К примеру, автором в работе [1] была рассмо-
трена классификация книг по жанрам на основе их текстовых описаний. Для решения по-
ставленной задачи была создана глубокая нейросеть, состоящая из комбинации LSTM-слоев 
и одномерных сверточных слоев. Данная сеть была обучена с нуля и показывала довольно 
неплохие результаты. 

Но область глубокого обучения непрерывно развивается, предлагая все новые и более точ-
ные модели. Одними из таких моделей являются трансформеры, которые отлично показывают 
себя при работе с последовательностями, в частности, с текстами. 

С целью улучшения точности классификации книг по жанрам было решено разработать 
новую модель глубокой нейросети, основанную на трансформерах.

1. Модель глубокой сети на основе трансформера FNet

Первоначально трансформеры были созданы для решения задач обработки естественного 
языка [2], а затем нашли применение при обработке различных последовательностей. По срав-
нению с рекуррентными нейронными сетями, часто используемыми в таких случаях, транс-
формеры позволяют добиться более высокой точности. Также они быстрее обучаются. Это 
связано с тем, что трансформерам не нужно обрабатывать последовательности по порядку, 
как это делают рекуррентные сети. Благодаря этому процесс обработки можно распаралле-
лить, за раз обрабатывая разные части последовательностей, тем самым ускорив обучение.

Для решения задачи классификации книг по жанрам была разработана сеть, базирующая 
на основе трансформера FNet. Отличительной особенностью модели FNet является более вы-
сокая скорость обучения и работы при почти аналогичном уровне точности распознавания 
[3]. Структура сети представлена в табл. 1.
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2. Обучение нейросети

Нейросеть была реализована на языке программирования Python с помощью библиотек 
глубокого обучения TensorFlow и Keras, а также специальной библиотеки KerasNLP, содержа-
щей реализацию различных моделей и отдельных слоев, используемых при создании глубоких 
нейросетей для решения задач в области обработки естественного языка.

Для обучения и тестирования сети был использован тот же набор данных, что и в преды-
дущей работе [1]. Данный датасет содержит информацию о 7612 книгах, классифицированных 
по 10-и классам: фантастика, фэнтези, детективы, проза, история и исторические науки, ин-
формационные технологии, естественные науки, медицина и здоровье, кулинария, культура и 
искусство. В качестве входных данных для нейросети выступает краткое описание книги, а в 
качестве правильных выходных — жанр.

Для обучения модели были заданы следующие параметры:
• оптимизатор Adam с коэффициентом обучения 0,001;
• функция ошибки (функция потерь, loss) — перекрестная энтропия;
• метрика для определения доли верно классифицированных примеров — верность 

(accuracy); 
• размер мини-выбоки — 64;
• количество эпох обучения — 10.
Для обучения использовалось 60 % от исходных данных, для валидации — 10 %, все осталь-

ное (30 %) — для финального тестирования. Результативность обучения оценивалась по зна-
чению функции ошибки во время валидации: наименьшее значение (0.5046) получилось на 
6-й эпохе. Весовые коэффициенты, полученные на этой эпохе, были использованы при фи-
нальной проверке модели.

Результаты обучения и проверки, а также сравнение с предыдущей моделью, представлены 
в табл. 2. Как видно, сеть на основе FNet оказалась более точной.

Таблица 1
Структура глубокой нейронной сети на основе FNet

Слой (тип) Выходная форма
Входной слой (None, 500)
Embedding() (None, 500, 300)
FNetEncoder() (None, 500, 300)
GlobalAveragePooling1D() (None, 300)
Dropout(0.2) (None, 300)
Dense(10)+Softmax (None, 10)

Таблица 2
Результаты обучения и проверки сети

Модель
Обучающая выборка Валидационная 

выборка
Тестовая 
выборка

Верность 
(accuracy)

Потери 
(loss)

Верность 
(accuracy)

Потери 
(loss)

Верность 
(accuracy)

Потери 
(loss)

Рекуррентно- 
сверточная сеть [1]

98.07 % 0.0846 72.80 % 0.8409 71.11 % 0.9345

Сеть на основе 
FNet

100.00 % 0.0026 81.60 % 0.5046 80.81 % 0.5758
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На рис. 1 демонстрируется изменение значений ошибки и верности на обучающей и ва-
лидационной выборках в процессе обучения. Можно отметить, что после 3-й эпохи значения 
ошибки и верности менялись уже в небольших пределах.

На рис. 2 представлена матрица неточностей для тестовой выборки, по которой для каж-
дого класса данных можно увидеть, какое количество примеров было классифицировано пра-
вильно и неправильно.

Заключение

В рамках данной работы удалось разработать более совершенную глубокую нейронную 
сеть для классификации книг по жанрам, основываясь на их аннотациях. В основу нейросети 
лег трансформер FNet. При проверке на тестовой выборке значение верности составило почти 
81 %, тогда как аналогичный показатель у рекуррентно-сверточной сети — 71 %.

Рис. 1. Изменение ошибки (loss) и верности (accuracy) в процессе обучения

Рис. 2. Матрица неточностей для тестовой выборки
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РАСПОЗНАВАНИЕ ЖЕСТОВ РУКИ В ВИДЕОПОТОКЕ 
В РЕЖИМЕ РЕАЛЬНОГО ВРЕМЕНИ

Воронежский государственный университет

М. И. Фалалеев, С. Н. Медведев

Аннотация. В статье представлена реализация алгоритма распознавания жестов руки в 
видеопотоке, основанного на локализации контура распознаваемого образа, посредством 
выделения объектов движения и цветовой кластеризации изображения, с последующим 
анализом моментных инвариантов контура локализированного жеста. Описано разрабо-
танное программное обеспечение, представлены результаты вычислительного экспери-
мента для демонстрации достоинств и недостатков алгоритма.
Ключевые слова: цифровая обработка изображений, распознавание жестов, распознава-
ние образов, контурный анализ.

Введение

Сегодня трудно представить мир без электронно-вычислительных машин (ЭВМ), которые 
способны производить миллионы операций в секунду, тем самым позволяя решать весьма 
трудные задачи. Одна из таких задач — это распознавание образов. В повседневном мире этот 
процесс встречается очень часто, начиная с поиска животных на изображениях и заканчивая 
автоматическим пилотированием транспортных средств.

Распознавание человеческих жестов является одним из методов человеко-машинного вза-
имодействия, который имеет большую актуальность в области медицины и не только. Напри-
мер, во время проведения сложной хирургической операции может потребоваться исполь-
зование различного программного обеспечения (ПО), но хирургу необходимо всегда иметь 
стерильные руки, что затрудняет использование, специализированного ПО.

Существует различное множество подходов к решению задачи распознавания жестов. Од-
ним из самых популярных способов распознавания является метод, основанный на алгоритме 
Виолы-Джонса, который работает с интегральным представлением изображения. Признаки, 
используемые алгоритмом, опираются на суммирование пикселей из прямоугольных регио-
нов. Данный метод имеет высокую скорость работы, но требует обучающую выборку с низкой 
скоростью обучения классификаторов. Альтернативой являются методы основанные на сег-
ментации по цветовому кластеру кожи, которые обладают низкой вычислительной стоимо-
стью, но качество их работы зависит от освещения и цветового контраста окружающей среды. 

Таким образом, целью статьи является разработка приложения, позволяющего организо-
вать человеко-машинный интерфейс взаимодействия, основанного на распознавании руки в 
видеопотоке данных в реальном времени.

Разрабатываемое приложение будет иметь графический оконный интерфейс, которое бу-
дет обрабатывать видеопоток из камеры и выводить информацию о текущем кадре на экран.

1. Алгоритм распознавания жестов

В основе реализации алгоритма будет лежать идея, описанная в статье [1], которая пред-
лагает алгоритм для распознавания жестов руки человека на видеопоследовательности, осно-
ванный на принципах цветовой кластеризации и контурного анализа. 



221

В реализуемом алгоритме выделяются три основных этапа:
1. Локализация руки на изображении;
2. Вычисление ключевых признаков;
3. Распознавание жеста на основе ключевых признаков.
Рассмотрим каждый этап более подробно.
ЭТАП 1. На данном этапе происходит обработка кадра видеопотока. Результатом обра-

ботки является контур руки на изображении. Основная идея заключается в поиске объектов 
движения и нахождении участков изображения совпадающих с цветом кожи человека. По за-
вершении этапа будет локализован контур руки.

ЭТАП 2. На данном этапе необходимо вычислить ключевые признаки, которые описывают 
собой инвариантное представление контура.

ЭТАП 3. На данном этапе сравниваются полученные значения инвариантного представле-
ния локализованного контура руки с инвариантами хранящимися в заранее подготовленном 
наборе данных. В завершении данного этапа будет известна информация о распознанном жесте.

1.1. Выделение объектов движения

Работа алгоритма будет основана на предположении, что человеческая рука не будет яв-
ляться фоновым объектом, и на основе этого можно вычислить маску объектов движения, 
которая получается путем удаления фоновых пикселей. Для этого необходимо заранее иметь 
изображение хранящие фоновый кадр. В качестве первичного фильтра необходимо привести 
изображения в серые тона и применить размытие для удаления шумов. Метод выделения объ-
ектов движения основан на вычислении межкадровой разности фонового изображения 

( , )f x y  и текущего кадра ( , )g x y  видеопоследовательности с последующим применением по-
роговой бинаризации с параметром .T  Для удаления шумов с результирующей маски, необхо-
димо применить операцию морфологического замыкания.

а)                                                                                б)

в)                                                                                г)
Рис. 1. а) фоновое изображение; б) текущий кадр; в) маска объектов движения; 

г) результирующая маска после удаления шумов



222

К пороговой бинаризации стоит уделить особое внимание, по причине того, что параметр 
T  влияет на точность бинаризации, таким образом, чем меньше этот параметр, тем больше 
выделяется разных исходных пикселей, но из-за того, что на изображении могут присутство-
вать шумы, значение T  не должно быть слишком малым.

1.2. Бинаризация по цвету кожи

Далее, предполагая, что цвет кожи будет известен заранее, можно выделить маску соответ-
ствующую коже человека. В зависимости от цветовой модели возможны различные показате-
ли ошибки распознавания по цвету кожи. На основе заимствованной идеи алгоритма [1], оп-
тимальным цветовым пространством для распознавания цвета кожи с учетом освещения, 
является модель  YCbCr  с параметрами пороговой бинаризации (1):

 
25 220;

 100 130;
140 190.

Y
Cb
Cr

≤ <
 ≤ <
 ≤ <

 (1)

Имея маску объектов движения, полученную на предыдущем этапе несложно найти ее пе-
ресечение с маской соответствующую цвету кожи и получить потенциально локализованный 
жест (рис. 2).

1.3. Выделение контура локализованного объекта

В завершение первого этапа необходимо выделить контур локализованного объекта. Идея 
состоит в том, что необходимо создать копию рассматриваемого бинарного изображения с ло-
кализированным объектом, к ней применить операцию эрозии, и потом найти разность двух 
изображений (рис. 3).

а)                                                                                б)

в)                                                                                г)
Рис. 2. а) текущий кадр в палитре  YCbCr; б) маска объектов движения; 

в) результат пересечения маски движения и маски цветовой бинаризации; 
г) результирующая маска после удаления шумов
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1.4. Вычисление ключевых признаков контура

Вычисление ключевых признаков является вторым этапом общей идеи алгоритма. Для это-
го необходимо определить моменты и семь инвариантов для текущего изображения ( , )f x y  в 
оттенках серого с учетом маски локализированного контура ( , ).g x y

Моменты изображения [2] — это численные характеристики интенсивности контура изо-
бражения, рассчитанные интегрированием (суммированием) всех пикселей контура. Геоме-
трический момент pqm  изображения ( , ),f x y  определяется по формуле (2):

 
0 0

( , ),
W H

p q
pq

x y
m x y f x y

= =
= ∑ ∑  (2)

где p  и q  — неотрицательные целые числа, p q+  — степень, а W  и H  — ширина и высота 
изображения соответственно.

Центральный момент pqµ  с дополнительными параметрами cx  и ,cy  являющимися коор-
динатами центроида контура, и нормализованный момент pqv  определяются следующим об-
разом: 
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Моменты характеризуют несколько полезных свойств изображения, такие как масштаб, ге-
ометрический центр и информацию об ориентации, такие свойства называются инварианта-
ми момента. Опубликованы [3] семь инвариантов вращения, состоящие из моментов второго 
и третьего порядка. Данные инварианты рассчитываются следующим образом:

1 20 02I v v= + ;   2 2
2 20 02 11( ) 4I v v v= − + ;

2 2
3 30 12 21 03( 3 ) (3 )I v v v v= − + − ;

2 2
4 30 12 21 03( ) ( )I v v v v= + + + ;

( )2 2
5 30 12 30 12 30 12 21 03( 3 ( ) 3(( )) )I v v v v v v v v= − + + − + +

( )2 2
21 03 21 03 03 12 21 033( ( ) 3( )) ( )v v v v v v v v+ − + + − + ;

( )2 2
6 20 02 30 12 11 03( ( ( )) )I v v v v v v= − + − + + 11 30 12 21 03(4 )( )v v v v v+ + + ;

7 21 03 21 03( )3 )(I v v v v= − + × ( )2 2
30 12 21 03 03 12( )3( ) ( ) 3v v v v v v+ − + − −× ×

( )2 2
21 02 03 12 21 03( ) 3( ) ( )v v v v v v× + + − + .

а)                                                                                б)
Рис. 3. а) маска локализированного жеста; б) результирующая маска контура
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Инварианты представляют собой вектор, состоящий из семи компонент, тогда расстояние 
между инвариантами двух изображений 1 2 3 4 5 6 7{ , , , , , , }a a a a a a a

aI I I I I I I I=  и 1 2 3 4 5 6 7{ , , , , , , }b b b b b b b
bI I I I I I I I=  

вычисляется с помощью евклидовой метрики (5):

 
7

2

1

( , ) ( ) .a b
a b k k

k

d I I I I
=

= −∑  (5)

1.5. Предварительная подготовка набора ключевых признаков

Приступая к третьему этапу алгоритма, необходимо иметь заранее подготовленную табли-
цу инвариантов с соответствующими названиями жестов. Для этого нужно будет на основе 
визуальной оценки кадра определять показанный на нем жест и заносить соответствующие 
инварианты в таблицу. Блок-схема такого алгоритма предоставлена на рис. 4.

Рис. 4. Алгоритм предварительной подготовки таблицы ключевых признаков
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1.6. Распознавание жеста на основе инварианта

Заключительным этапом в распознавании жеста является сравнение полученных инвари-
антов currentI  текущего кадра с инвариантами 1{ ,..., },b b bnI I I=  хранящимися в заранее подго-
товленной таблице. 

Основной алгоритм

Общая блок схема алгоритма распознавания жестов на видеопотоке предоставлена на рис. 5.

2. Анализ результатов

Рассмотри пример работы программы. На рис. 6 сверху показан кадр входного видеопото-
ка, на котором, изображен жест «FIVE». Ниже на изображении показан контур полученный в 
результате работы соответствующего алгоритма. Можно заметить, что контур качественный 
и отвечает жесту «FIVE». Текстом представлен результат анализа на этапе 3 алгоритма, то есть 
написано название жеста «FIVE». Таким образом приложение отработало корректно.

В большинстве случаев, с хорошим освещением, приложение справляется успешно, но на 
примере рис. 7, где изображен жест «NICE», можно увидеть, что из-за плохого освещения, 
контур получился неправильным, что по итогу повлияло на результат. Вместо «NICE» было 
выведено «THREE».

Также в качестве оценки точности работы алгоритма были проведены эксперименты в ус-
ловиях идеального освещения с четырьмя жестами, по 10 кадров на жест. Результаты экспери-
ментов следующие:

1. Жест «FIVE»: правильно распознано 8 из 10;
2. Жест «NICE»: правильно распознано 9 из 10;
3. Жест «THREE»: правильно распознано 7 из 10;
4. Жест «ROCK!»: правильно распознано 10 из 10.
По результатам работы программы, можно выделить следующие достоинства и недостатки.
Достоинства:
1. Алгоритм не требует хранения больших обучающихся баз;
2. Низкая вычислительная стоимость.

Рис. 5. Алгоритм распознавание жестов на видеопотоке
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Недостатки:
1. Некорректное распознавание при посторонних объектах в кадре;
2. Алгоритм ограничен конечным набором жестов;
3. Алгоритм учитывает только заданный цвет кожи;
4. Всегда выдает результат распознавания по заданному набору данных.
5. Не может распознать новый жест без изменения набора;
6. Результат зависит от освещения окружающей среды.
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Аннотация. В данной статье описываются принципы работы современных шахматных 
алгоритмов, построенных с использованием сквозного глубокого машинного обучения. 
Нейронная сеть с предлагаемой гибридной архитектурой позволяет сравнивать между 
собой несколько шахматных позиций, определяя наиболее выигрышную для текущего 
игрока. Без каких-либо знаний о правилах игры в шахматы, нейронная сеть обучается на 
позициях из нескольких миллионов шахматных игр и показывает результаты на уровне с 
самыми продвинутыми традиционными шахматными движками.
Ключевые слова: глубокое обучение, сквозное обучение, машинное обучение, нейрон-
ные сети, шахматный компьютер, шахматный алгоритм, шахматный движок, сравнение 
позиций, битовая доска.

Введение

В конце прошлого столетия был достигнут серьезный прогресс в создании специализиро-
ванных компьютеров для игры в шахматы. Самым выдающимся достижением той эпохи мно-
гие считают компьютер Deep Blue — знаменитый компьютер компании IBM, которому удалось 
выиграть матч из 6 партий у гроссмейстера и чемпиона мира по шахматам Гарри Каспарова. 

За последние несколько десятков лет программы для автоматической игры в шахматы 
серьезно улучшили свои показатели, пройдя путь от тренажеров, способных оказать сопро-
тивление лишь новичкам, до впечатляющих реализаций, играющих наравне с ведущими 
гроссмейстерами мира. Как правило, их алгоритмы построены на анализе каждой позиции с 
помощью вручную заданных функций оценки, а варианты развития игры анализируются при 
помощи поиска по дереву игры и альфа-бета-отсечения. Такие функции оценки позволяют 
настраивать лишь несколько параметров и предлагают очень малый потенциал для улучше-
ния показателей, а также имеют в своей реализации написанные в самом программном коде 
правила игры. В данной статье функция оценки шахматных позиций задается при помощи 
модели для дальнейшего сквозного глубокого машинного обучения на нескольких миллионах 
шахматных позиций, не используя какие-либо заранее описанные правила игры.

1. Подготовка данных

Прежде, чем приступить к сравнению шахматных позиций с помощью нейронной сети, 
необходимо определить формат ее входного слоя. Для определения выигрышности позиции 
достаточно знать положение фигур на доске, а также были ли использованы рокировки каж-
дым из игроков. Для задания позиций используется нотация битовой доски.

В шахматах существует 6 типов фигур, каждая из которых может быть черного или бело-
го цвета. Положение, скажем, белых пешек на доске можно задать битовой маской длины 64 
бита — по одному биту на каждую клетку доски. Там, где стоит белая пешка, позиция будет от-
мечена единицей, а оставшиеся биты будут равны нулю. Визуализация кодирования позиций 
белых пешек на старте игры при помощи битовой доски показана на рис. 1.
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Сделав подобный вектор для каждой из 12 типов фигур, мы получим 768 бит. Также нам 
нужен 1 бит для определения очередности хода и 4 бита для определения возможности роки-
ровок, по 2 для каждого игрока для рокировок в сторону короля и в сторону королевы. Полу-
чившиеся 773 бита и будут составлять вектор входного слоя для нейронной сети.

2. Архитектура модели сети

Для выделения высокоуровневых признаков шахматной позиции отвечают первые пять 
полносвязных слоев нейронной сети, конфигурация которой представлена на рис. 2.

Для сравнения позиций две копии первой части сети объединяются следующими четырь-
мя полносвязными слоями. Полная конфигурация сети представлена на рис. 3.

Для функции потерь была выбрана перекрестная энтропия, благодаря чему можно не накла-
дывать на последний слой функцию softmax. В качестве функции активации используется ReLU. 

3. Обучение сети

В качестве набора данных для обучения и валидации сети была использована база игр 
CCRL, состоящая из 640.000 игр, из которых белые выиграли 221.695 партий, а черные — 
164.387 партий. Из каждой игры было случайным образом выбрано 10 позиций с несколькими 

Рис. 1. Битовая маска для белых пешек

Рис. 2. Конфигурация первой части нейронной сети
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ограничениями — позиции не были из первых 5 ходов и не приводили ко взятию фигуры. 
Ходы со взятием не являются хорошим индикатором, так как чаще всего приводят к размену, 
а значит преимущество одного игрока над другим может быть неочевидно. В итоге было по-
лучен набор из 2.216.950 W-позиций, где белые в итоге выиграли партию, и набор из 1.643.870 
L-позиций, где белые в итоге проиграли. 100.000 позиций из каждого набора было отложено 
для последующей валидации, а оставшиеся были использованы в обучении.

Сеть обучалась на протяжении 1000 эпох. В каждую эпоху было случайным образом сгене-
рировано 1.000.000 пар позиций, где первая позиция был взята из набора W-позиций, а вторая 
из набора L-позиций.

Для использования сети после обучения против реальных людей и других шахматных 
движков использовалась вариация алгоритма альфа-бета отсечения, позволяющая сокра-
тить количество сравнений в дереве поиска всех возможных следующих позиций и сценариев 
развития текущей игры. Подобный подход используется во многих современных шахматных 
движках и анализаторах, однако в нашем случае функция сравнения позиций будет представ-
лена обученной моделью специальной нейронной сети.

4. Анализ эффективности обученной сети

При обучении модели точность распознавания выигрышных позиций на обучающем и те-
стовом наборах составила 95.3 % и 93.6 % соответственно. Учитывая, что набор тренировоч-
ных и тестовых данных состоял преимущественно из игр, проходивших 

на чемпионатах и шахматных первенствах, можно говорить о том, что полученная система 
имеет достаточно большой уровень мастерства, а значит проверка ее на играх более низкого 
уровня должна показать улучшенные результаты.

5. Заключение

Полученные в ходе исследования и разработки шахматной системы результаты показы-
вают, что алгоритмы машинного обучения способны эффективно заменять традиционные, 
заданные и откалиброванные человеком вручную алгоритмы выбора выигрышной стратегии. 
При этом о полной замене шахматных движков одной нейронной сетью говорить пока рано — 
генерация деревьев поиска и использование альфа-бета отсечения берут на себя большую 
часть работы, связанную с вычислением позиций. Однако не стоит забывать, что эти алгорит-
мы не влияют на непосредственную эффективность и точность оценки, а значит могут быть 
оставлены в текущем виде.

Рис. 3. Конфигурация второй части нейронной сети
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Введение

Анализ изображений является неотъемлемой частью множества задач, связанных с меди-
циной, в частности, с анализом медицинских изображений. Качество изображения влияет на 
визуализацию той области на изображении, которая является основой для постановки меди-
цинского диагноза или планирования для предстоящей операции.[2]

С быстрым развитием нейросетей, использование их технологий для сбора клинических 
данных стало основным трендом в медицинской отрасли [1]. Использование передовых ал-
горитмов искусственного интеллекта для анализа медицинских изображений стало активной 
областью исследований как в промышленности, так и в науке [2, 3]. Недавние применения 
глубокого обучения в анализe медицинских изображений включает в себя различные зада-
чи, связанные с компьютерным зрением такие как классификация, обнаружение, сегментация 
и регистрация. Среди них классификация, обнаружение и сегментация являются фундамен-
тальными и наиболее широко используемыми в задачах. 

Существует несколько обзоров на методы глубокого обучения в анализе медицинских изо-
бражений [4–13] и многие из них либо описывают базовые техники глубокого обучения или 
же ориентированные на частные медицинские случаи. 

В данной статье кратко рассматриваются технологии для различных медицинских задач 
в анализе медицинских изображений включая классификацию, обнаружение, сегментацию и 
регистрацию.

1. Нейросетевые технологии в анализе медицинских изображений

Различны типы медицинских изображений имеют собственные уникальные характери-
стики и по-разному характеризуют структуру тела пациента и различные ткани человеческо-
го тела и могут быть использованы в разных клинических целях. Наиболее используемыми 
типами медицинских изображений для диагностики пациентов являются проецированное 
изображение (например рентген), компьютерная томография (КТ), ультразвуковое изображе-
ние и магнитно-резонансная томография (МРТ). МРТ последовательность включает в себя 
характеристики Т1, Т1-w, T2, T2-w, диффузно-взвешенное изображение (ДВ-МРТ), измеряе-
мый коэффициент диффузии и др. Рис. 1 демонстрирует типы медицинских изображений в их 
реальном применении.
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2. Классификация в медицинских изображениях

Как одна из фундаментальных задач компьютерного зрения, классификация изображений 
играет важную роль в компьютерной диагностике. Прямое использование классификации в 
медицинских изображениях используется для классификации входного изображения или се-
рии изображений как содержащее одно (или несколько) предопределённых заболеваний, либо 
отсутствие болезней (в случае здорового пациента). Стандартные клинические применения 
задачи классификации являются применения в области дерматологии [16, 17], глазных забо-
леваний в офтальмологии [19, 20]. Также, классификация применима и к изображениям с па-
тологиями, например с раку груди [22] и раку мозга [23].

Свёрточные нейронные сети (CNN) являются основным инструментом в анализе изобра-
жений [24]. С развитием глубокого обучения, CNN постоянно совершенствуются. AlexNet [25] 
была одной из первых свёрточных сетей, которые состоят из повторяющихся свёрток и как 
функция активации используется ReLu вместо арктангенса для добавления в модель нелиней-
ности. Также, предложенная в [26] VHHNet использует 3×3 свёрточных слоёв и выполняется в 
окне 2×2 операцию max-pooling в пространственном пулинге для упрощения AlexNet и показы-
вает более высокую результативность простым увеличением количества и глубины сетей. Су-
ществуют также и другие более современные нейронные сети, как ResNet, DenseNet, SeNet и др. 
[27–33]. На рис. 2 представлены наиболее часто используемые CNN в задачах классификации.

Кроме того, CNN могут быть использованы не только для классификации изображения, но 
также и для других задач компьютерного зрения, таких как обнаружение и сегментация.

Рис. 1. Различные типы медицинских изображений

Рис. 2. Примеры CNN
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Чтобы провести оценку алгоритмов классификации изображения используются различ-
ные оценочные метрики. Перед переходом к самим метрикам необходимо ввести важную 
концепцию для описания этих метрик в терминах ошибок классификации — confusion matrix 
(матрица ошибок). Допустим, что у нас есть два класса и алгоритм, предсказывающий принад-
лежность каждого объекта одному из классов, тогда матрица ошибок классификации будет 
выглядеть следующим образом:
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Здесь y  — это ответ алгоритма на объекте, а y  — истинная метка класса на этом объекте. 
Таким образом, ошибки классификации бывают двух видов: False Negative (FN) и False Positive 
(FP).

Первая из метрик — Accuracy. Она является долей правильных ответов алгоритма. 
Precision — доля объектов, названных классификатором положительными и при этом дей-
ствительно являющимися положительными. Recall показывает, какую долю объектов положи-
тельного класса из всех объектов положительного класса нашел алгоритм. F-мера (в общем 
случае Fβ) — среднее гармоническое Precision и Recall, которая объединяет их в агрегирован-
ный критерий качества:
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F-мера достигает максимума при полноте и точности, равными единице, и близка к нулю, 
если один из аргументов близок к нулю.

3. Обнаружение объектов в медицинских изображениях

Алгоритмы обнаружения объектов в общем виде состоят из задачи идентификации и задачи 
локализации. Задача идентификации относится к оценке того, принадлежат ли объекты (кото-
рые находятся в определённом классе) областям интереса (ROI), в то время как задача локализа-
ции относится к пространственному положению объекта на изображении. В клинических случа-
ях, обнаружение обычно используется для нахождения патологии у пациента на ранней стадии. 

Алгоритмы обнаружения объектов можно разделить на два подхода: подход на основе при-
вязки и подход без привязки, где алгоритмы на основе привязки можно дополнительно разде-
лить на одноэтапные алгоритмы или двух/многоэтапные алгоритмы. Как правило, одноэтап-
ные алгоритмы эффективны в вычислительном отношении, тогда как двух- или многоэтапные 
алгоритмы имеют более точные резуьтаты обнаружения. Семейство YOLO [39] и однократный 
многоблочный детектор (SSD) [40] представляют собой два классических и широко использу-
емых одноэтапных детектора с простой модельной архитектурой. Как показано на рис. 3, обе 
архитектуры основаны на сверточных сетях с прямой связью, создающих фиксированное ко-
личество ограничивающих рамок (якорей) и соответствующие им оценки присутствия экзем-
пляров объектов заданных классов в рамках. Шаг немаксимального подавления применяется 
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для расчёта окончательных результатов(прогнозов). В отличие от YOLO, который работает с 
картой объектов с одним масштабом, SSD использует карты с несколькими масштабами, что 
обеспечивает лучшую результативность обнаружения. Двухэтапные схемы генерируют набор 
ROI и классифицируют каждую из них через сеть. Фреймворк Faster-RCNN [41] и его потомок 
Mask-RCNN [42] являются наиболее популярными двухэтапными каркасами. Как показано на 
рис. 3, Faster/Mask-RCNN сначала генерирует предложения объектов через сеть региональных 
предложений (RPN), а затем классифицирует эти сгенерированные предложения. Основное 
различие между Faster-RCNN и Mask-RCNN заключается в том, что Mask-RCNN имеет ветвь 
сегментации экземпляров. В последнее время наблюдается направление исследований по раз-
работке алгоритмов без привязки. CornerNet [43] — один из самых популярных. Это единая 
сверточная нейронная сеть, которая исключает использование блоков привязки за счет ис-
пользования парных ключевых точек, в которых ограничивающий прямоугольник объекта 
является левым верхним и правым нижним углами.

Существует два основных показателя для оценки эффективности методов обнаружения: 
средняя точность (mAP) и ложноположительный результат на изображение (FP/I @ recall). 
mAP используется для расчета среднего значения всех средних значений точности (AP) всех 
категорий. FP/I @ recall оценка — это мера ложноположительных результатов (FP) каждого 
изображения при определенной частоте, которая учитывает баланс между ложными срабаты-
ваниями и пропускной способностью. 

4. Сегментация в медицинских изображениях

Сегментация изображения — это проблема маркировки пикселей, которая разбивает изо-
бражение на области со схожими свойствами. Для анализа медицинских изображений сегмен-
тация направлена на определение контура органа или анатомической структуры на изобра-
жениях. Задачи сегментации в клинических приложениях включают сегментацию различных 
органов, структур органов (например, всего сердца [44] и поджелудочной железы [45]), опухо-
лей и поражений (таких как печень и опухоль печени [46]).

С тех пор как была предложена полностью сверточная нейронная сеть (FCN) [47], сегмента-
ция изображений достигла больших успехов. FCN была первой CNN, которая превратила задачу 
классификации в задачу плотной сегментации с повышением дискретизации в сети. Благодаря 
архитектуре пропуска она объединил грубую, семантическую и локальную информацию в одно 

Рис. 3. Примеры нейросетевых методов обнаружения объектов
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целое. Методы сегментации медицинских изображений можно разделить на две категории: ме-
тоды 2D и методы 3D в соответствии с размерностью входных данных. Архитектура U-Net [48] 
является наиболее популярной FCN для сегментации медицинских изображений. Как показано 
на рис. 4, U-Net состоит из сужающегося пути (сторона пониженной дискретизации) и рас-
ширенного пути (сторона повышающей дискретизации). Алгоритм работы данной нейросети 
состоит из повторного применения сверток, за каждой из которых следует ReLU и операция 
максимального объединения с шагом для понижения дискретизации. На каждом шаге пони-
жения дискретизации также удваивается количество функциональных каналов. Каждый шаг 
расширенного пути состоит из повышения дискретизации карты объектов, за которой следу-
ет деконволюция, которая вдвое уменьшает количество каналов объектов; также применяется 
конкатенация с соответствующим образом обрезанной картой объектов из сужающегося пути.

Были предложены варианты архитектуры на основе U-Net. Айсенси и др. [49] предложи-
ли общую структуру под названием nnU-Net (No new U-Net) для сегментации медицинских 
изображений, в которой применяется отпечаток набора данных (представляющий ключевые 
свойства набора данных) и отпечаток конвейера (представляющий ключевой дизайн алгорит-
мов), чтобы систематически оптимизировать задачу сегментации, формулируя набор эври-
стических правил на основе знаний предметной области. nnU-Net продемонстрировала высо-
чайшую производительность на 19 различных наборах данных с 49 задачами сегментации по 
различным органам, структурам органов, опухолям и поражениям в ряде методов визуализа-
ции (таких как КТ, МРТ).

Основными метриками оценки сегментации будут являться коэффициент подобия (DSC) 
и коэффициент пересечения по объединению (IOU), которые представлены как:
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Рис. 4. Архитектура U-Net
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5. Регистрация медицинских изображений

Регистрация изображений — это преобразование искаженного изображения некоторой 
сцены, основанное на сопоставлении искаженного изображения с эталонным изображением 
той же сцены. Цель регистрации медицинских изображений направлена на установление оп-
тимального соответствия изображений, полученных в разное время (для продолжительных 
исследований), с помощью разных методов визуализации (таких как КТ, МРТ), у разных па-
циентов (для межсубъектных исследований) или с разных точек зрения. Регистрация изобра-
жений играет важнейшую роль в предварительной обработке во многих клинических прило-
жениях, включая компьютерное вмешательство и планирование лечения [50], хирургию или 
моделирование под визуальным контролем/вспомогательной хирургией [51], а также слияние 
анатомических изображений (например, изображений КТ или МРТ) с функциональными 
изображениями (таких как позитронно-эмиссионная томография, однофотонная эмиссион-
ная компьютерная томография или функциональная МРТ) для диагностики и мониторинга 
заболеваний [52].

В зависимости от различных точек зрения методологии регистрации изображений могут 
быть классифицированы по-разному. Например, методы регистрации изображений могут 
быть классифицированы как мономодальные или мультимодальные в зависимости от задей-
ствованных модальностей визуализации. По характеру геометрического преобразования ме-
тоды также можно разделить на жесткие и нежесткие классы. По размерности данных мето-
ды регистрации можно классифицировать как 2D/2D, 3D/3D, 2D/3D и т. д., а с точки зрения 
измерения сходства регистрацию можно разделить на группы, основанные на признаках или 
на основе интенсивности. Ранее совмещение изображений широко изучалось как проблема 
оптимизации, целью которой является итеративный поиск наилучшего геометрического пре-
образования путем оптимизации меры сходства, такой как сумма квадратов разностей (SSD), 
взаимная информация (MI) и взаимная корреляция (CC).  

В [54] предложен полностью контролируемый метод глубокого обучения для выравнива-
ния 2D/3D межпредметной МРТ мозга за один шаг через U-Net-подобную FCN. В [55] также 
применили CNN для выполнения деформируемой регистрации МР-изображений брюшной 
полости, чтобы компенсировать деформацию дыхания. Несмотря на успех методов обучения, 
основанных на обучении с учителем, природа получения надежной достоверной информации 
по-прежнему остается сложной задачей. Слабо контролируемые и/или неконтролируемые ме-
тоды могут эффективно решить проблему отсутствия обучающих наборов данных с достовер-
ностью данных. 

Для оценки производительности коэффициент подобия и среднеквадратическая ошибка 
(MSE) являются двумя основными показателями оценки.

Заключение

Хотя модели глубокого обучения достигли больших успехов в анализе медицинских изо-
бражений, небольшие наборы медицинских данных по-прежнему остаются основным про-
блемным местом в этой области. Одним из возможных способов, вдохновленных идеей мето-
да обучения с переносом, является перенос домена, который адаптирует модель, обученную 
на естественных изображениях, к приложениям для медицинских изображений или от одной 
модальности изображения к другой. Другим возможным способом является применение фе-
деративного обучения [62], с помощью которого обучение может выполняться в нескольких 
центрах обработки данных совместно. Кроме того, исследователи также начали собирать эта-
лонные наборы данных для различных целей анализа медицинских изображений. В табл. 1 
приведены примеры общедоступных наборов данных.
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Таблица 1
Наборы данных с медицинскими изображениями для нейросетей

Название 
набора 
данных

Исследуемые 
области (тип 

исследования)

Размер 
изображения

Кол-во 
классов

Кол-во 
найденных 
объектов

Цель 
поиска

Ссылки

LIDC-IDRI Лёгкие/КТ 133×512×512 3 1018 Узелки в легких [56]
LUNA Лёгкие /КТ 133×512×512 1 888 Узелки в легких [56]
DDSM Грудь/маммо-

графия
— 3 2,500 Патология груди [57]

DeepLesion Различные КТ — 3+ 4427 Узлы в легких, 
опухоли печени, 
лимфатические 

узлы

[58]

LiTS Печень/КТ 432×512×512 2 131 Печень, опухоли 
печени

[59]

Brain tumor Мозг/МРТ 138×169×138 3 484 Отек, опухоль, 
некроз

[60]

Heart Сердце/ МРТ 115×320×232 1 20 Левый 
желудочек

[60]

Prostate Простата/ 
МРТ

20×320×319 2 32 Периферийная 
и переходная 

зона

[61]

Дисбаланс классов — еще одна серьезная проблема анализа медицинских изображений. 
Для решения этой проблемы был предложен ряд исследований по новому дизайну функции 
потерь, таких как фокальная потеря [63], потеря градации [63], контрастная потеря [64] и 
тройная потеря [65]. Другое направление — использование предметных знаний предметной 
области. Например, в [66] предложили метод обучения по учебной программе для классифи-
кации переломов проксимального отдела бедренной кости на рентгеновских изображениях, 
основная идея которого заключается в контроле веса выборки образцов в процессе обучения 
на основе априорных знаний. В [67] также предложили новую схему обнаружения переломов 
таза, основанную на предположении о двустороннесимметричной структуре.

Развитие передовых методов глубокого обучения позволило добиться больших успехов в 
анализе медицинских изображений с высокой точностью, эффективностью, стабильностью 
и масштабируемостью. В этой статье мы рассмотрели недавний прогресс методов глубокого 
обучения на основе CNN в клинических приложениях, включая классификацию изображе-
ний, обнаружение объектов, сегментацию и регистрацию. В этом документе также описаны 
существующие проблемы в этой области и предложены возможные решения и направления 
будущих исследований. В заключении отметим, что в наше время данная область исследова-
ний находится в активном развитии.
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ПРИМЕНЕНИЕ ЛИНЕЙНОЙ РЕГРЕССИИ ДЛЯ ПОВЫШЕНИЯ ТОЧНОСТИ 
ВЫХОДА ПЛАТФОРМЫ РОБОТОТЕХНИЧЕСКОГО КОМПЛЕКСА 

В ГОРИЗОНТАЛЬНОЕ ПОЛОЖЕНИЕ

Воронежский государственный университет

А. Ю. Яковлев, А. А. Красная, А. В. Ковалев

Аннотация. Статья посвящена разработке алгоритма автоматического вывода платфор-
мы робототехнического комплекса РОИН [2] в горизонтальное положение, оборудован-
ной четырьмя опорными стойками. Особенностью рассмотренного робототехнического 
комплекса является одноконтурная гидравлическая система приводов элементов опор-
ных стоек. Создан макет рабочей платформы робототехнического комплекса РОИН, на 
котором были проведены эксперименты по тестированию предложенного алгоритма. Ал-
горитм основан на одном из методов машинного обучения — линейной регрессии.
Ключевые слова: линейная регрессия, РОИН, машинное обучение, промышленные ма-
нипуляторы.

Введение

В работе [1] авторами был предложен подход на основе метода Q-learning для решения зада-
чи интеллектуального выбора конфигурации стрелы робототехнического комплекса РОИН. В 
качестве продолжения цикла работ, посвященных автоматическому управлению элементами 
роботизированных комплексов компании «ИНТЕХРОС», рассматривается задача автомати-
ческого вывода основной платформы комплекса в горизонтальное положение. Практическая 
значимость данного вопроса определяется скоростью и качеством подготовки робототехни-
ческого комплекса к работе.

Постановка задачи

В данной работе будем рассматривать модель робототехнического комплекса Р-700 [2]. Ком-
плекс представляет из себя многозвенный гидравлический манипулятор, закрепленный базе 

(платформе). База, в свою очередь, опирается 
на опорные стойки (аутригеры), которые обе-
спечивают устойчивость комплекса во время 
работы. Заметим, что устойчивая установка 
аутригеров, обеспечивающая горизонтальное 
положение базы, является необходимым усло-
вием работы комплекса. Каждая опорная стой-
ка оборудована телескопическим удлинителем, 
причем можно управлять только одной стой-
кой в единицу времени, что вносит ограниче-
ния при создании алгоритма выравнивания 
платформы (рис. 1). Таким образом, задача со-
стоит в создании алгоритма, обеспечивающего 
выполнение операции выравнивания робото-
технического комплекса с учетом ограничений 
управления механизмами опорных стоек.

Рис. 1. Робототехнический 
комплекс РОИН Р-700
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1. Метод решения

Решение вышеописанной задачи предлагается разбить на три этапа:
1. Разработка алгоритма горизонтирования.
2. Создание макета для проведения экспериментов.
3. Тестирование процесса горизонтирования на макете.
В качестве входных данных для алгоритма горизонтирования будем использовать углы 

Крылова положения платформы в пространстве. На рис. 2 представлены оси ориентации 
платформы, а также оси крена и тангажа.

Процесс выравнивания платформы проводится в два этапа: выравнивание по тангажу и 
выравнивание по крену. При выполнении первого этапа необходимо учитывать факт сохра-
нения исходного крена. Применение алгоритма на втором этапе в этом случае гарантирует 
сохранение полученного в ходы работы первого этапа тангажа. Для коррекции текущего угла 
наклона платформы применяется поочередное увеличение длины телескопической секции со-
ответствующего аутригера, что приводит изменению значения смежного угла. Данная процеду-
ра обусловлена возможностью изменения длины только одного аутригера в единицу времени.

Предположим, что выравнивание платформы осуществляется только за счет изменения 
длины опорных стоек — аутригеров. Рассмотрим ситуацию выравнивания по тангажу. Для 
контроля максимального подъема используется информация о давлении рабочей жидкости 
в системе управления опорными стойками. При потере контакта некоторой опорной стойки 
с поверхностью фаза движения меняется на выдвижение смежной опоры до момента потери 
контакта снова. Процесс не предполагает уменьшения длины опорных стоек.

При непосредственном применении алгоритма выравнивания завершающая итерация 
приведет к остановке процесса значениями тангажа или крена существенно отличающимися 
от нулевых, отличие может составлять несколько градусов. Для повышения точности гори-
зонтирования предполагается применять прогнозирование на текущую итерацию методом 
линейной регрессии с использованием данных о двух предыдущих итерациях.

Рис. 2. Схема платформы с точками опоры и осями вращения.
Здесь A, B, C, D — аутригеры, поворот вокруг оси X — тангаж, а вокруг оси Y — крен
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Первые две итерации проводятся безусловно до отрыва стоек. Величина крена при каждой 
итерации связана с величиной изменения тангажа сложными кинематическими зависимостя-
ми. Для выявления данных зависимостей необходима полная информация о положении каж-
дого аутригера, что подразумевает необходимость установки большого количества датчиков. 
Чтобы обойти эту проблему построим регрессионную модель [3]. Составим уравнение регрес-
сии в векторном виде

 ,XW Y=  (1)

 
1 1 1

, .

n n n

X Y
Θ Φ ∆Θ   

   = =   
   Θ Φ ∆Θ   

    (2)

Здесь X  — матрица, содержащая данные о тангаже и крене предыдущих итераций, W  — 
матрица весов модели, Y  — вектор с приращением тангажа на текущей итерации, nΘ  и nΦ  — 
тангаж и крен на итерации n  соответственно.

Далее используются данные массивов X  и Y  для вычисления коэффициентов линейной 
регрессии по формуле

 ( ) 1
.T TW X X X Y

−
=  (3)

Используя регрессионную модель, определяем, какой крен нужно создать телескопической 
частью опорной стойки, чтобы максимально приблизить тангаж к нулю на завершающей ите-
рации. Поиск необходимого крена проводим в диапазоне от минимального крена (например, 
10 процентов от среднего) до среднего крена за предыдущие итерации.

Описание алгоритма

1. Инициализация. Установка телескопических элементов опорных стоек в исходное состо-
яние. Обеспечиваем наличие надежного контакта всех стоек с поверхностью. Проверяем, что 
значения крена и тангажа платформы отличны от нулевых, но соответствуют рабочим (поло-
жение комплекса должно быть устойчивым). Под нулевым креном и тангажом будем пони-
мать величину в рамках допустимой погрешности, задаваемой исходно. Такие значения крена 
и тангажа будем считать целевыми. Под рабочим креном или тангажом будем понимать значе-
ние, которое соответствует условию [ , ],θ ε ε∈ −  где ε  задается заранее исходя из общей кон-
струкции комплекса. Пусть изначальные значения тангажа и крена платформы — 0θ  и 0ϕ  со-
ответственно.

2. Запуск процесса коррекции тангажа. По данным о текущем крене определяем опустив-
шуюся сторону платформы и соответствующую опорную стойку. Назовём для определенно-
сти данный аутригер литерой A. Стойку смежной стороны в этом случае будем называть ли-
терой B (рис. 2.).

3. Запускаем исполнительное устройство для увеличения длины стойки А за счет телеско-
пического удлинителя. При потере контакта с поверхностью стойки C, подъем останавливает-
ся. Теперь значения тангажа и крена изменятся и станут 1θ  и 1ϕ  соответственно.

4. Запускаем исполнительное устройство стойки B до момента получения исходного крена. 
Значения тангажа и крена — 2θ  и 0ϕ  соответственно.

5. Проверяем, соответствует ли величина тангажа целевой, если соответствует, то процесс 
останавливается.

6. Продолжаем подъем с помощью опорной стойки B до момента отрыва стойки D от по-
верхности. Считаем, что данная итерация закончена, значения тангажа и крена теперь 3θ  и 2.ϕ

7. Повторяем пункты 3–6.
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8. Добавляем вектор со значениями крена и тангажа прошедшей итерации 0 2 0[ , ]θ ϕ ϕ−  в 
матрицу X  (2), а также значение 3 0θ θ∆Θ = −  в вектор ,Y  после чего предсказываем разницу 
в тангаже на следующей итерации, считая матрицу W  по формуле (3) по двум последним 
строкам X  и .Y  Цель: не доводить величину крена до значения, при котором происходит от-
рыв от поверхности стоек, а удлинить телескопическую часть опорной стойки на величину 
прогноза. Таким образом, можно получить более точное значение тангажа. Используя про-
гноз, проверяем, изменит ли знак величина тангажа при увеличении длины опорной стойки, 
который приведет к отрыву от поверхности соответствующей стойки. В случае смены знака 
определяем оптимальное значение крена для текущей итерации, в противном случае — пере-
ходим к пункту 3ю Выполняем заключительную итерацию, используя спрогнозированный 
крен, после чего останавливаем алгоритм.

Описанный алгоритм выравнивает платформу по тангажу, оставляя крен неизменным, 
следовательно, для того чтобы выровнять платформу полностью, необходимо перенастроить 
алгоритм для выравнивания крена путем перестановки данных в матрице X  и векторе Y  (2). 
Для выравнивания по крену они будут иметь следующий вид:

 
1 1 1

, .

n n n

X Y
Φ Θ ∆Φ   

   = =   
   Φ Θ ∆Φ   

    (4)

После чего необходимо снова выполнить алгоритм.

Экспериментальный стенд

Для проведения экспериментов и тестирования предложенного алгоритма был создан 
стенд. Стенд разработан для корректировки угла по одной оси. В конструкцию входят две из-
меняющиеся по длине опорные стойки и две стойки постоянной длины. Стойки оборудованы 
дискретными устройствами определения контакта с поверхностью, причем фиксированные 
стойки имеют разную длину. В исходном состоянии системы все стойки находятся в контакте 
с поверхностью, крен и тангаж отличны от нуля (рис. 3). Контроля выхода за предельные гра-
ницы подвижных стоек не предусмотрено.

В схему системы управления данного стенда входят: центральный контроллер МК 
STM32F407, исполнительное устройство, блок инерциальных датчиков MPU6050, концевые 
выключатели, модуль HC06 беспроводной связи. Исполнительное устройство включает в себя 
МК Atmega 368p, двухканальный драйвер управления электрическими двигателями постоян-
ного тока, два двигателя постоянного тока.

Рис. 3. Экспериментальный стенд
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Для получения углов Крылова положения платформы применяются данные о текущей 
угловой скорости ( , , )x y zω ω ω ω  и действующего ускорения ( , , ).x y za a a a  Данные принимаются 
основным контроллером STM32F4 по шине TWI от модуля MPU6050 с частотой 400Гц. Такой 
подход обеспечивает поток данных для процесса вычисления углов Крылова с помощью филь-
тра Махони [4]. Подобный механизм применяется в инерциальном блоке ряда открытых про-
ектов систем управления БПЛА [4]. 

Результаты

На рисунке 4 приведены результаты проведенного на макете эксперимента. По оси абсцисс 
откладывается количество пройденных итераций. По оси ординат откладывается текущий для 
данной итерации тангаж. Начальный тангаж был равен 4.5 градусам. В ходе работы алгоритма 
без прогнозирования (толстая черная линия) результирующий тангаж получился равным –1,2 
градуса. С учетом прогнозирования при повторной работе алгоритма (тонкая черная линия) 
результирующий тангаж составляет менее одной десятой градуса. Для визуализации данных, 
полученных в ходе работы макета, была разработана программа на языке Processing. 

Выводы

Полученный в ходе исследований алгоритм продемонстрировал высокую эффективность 
и точность при выполнении процесса выравнивания рабочей платформы макета робототех-
нического комплекса РОИН. Помимо перечисленных преимуществ данного подхода можно 
отметить отсутствие необходимости установки большого количества датчиков обратной свя-
зи, а также возможность регулирования алгоритма в зависимости от реального устройства 
и результатов работы. Например, менять дальность прогнозирования, функцию потерь или 
добавлять сдвиг. Программный код и вспомогательные программные средства можно приме-
нять для работы с реальным комплексом. 

Рис. 4. График изменения тангажа проведенного эксперимента
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Annotation. The interest in turbulence in shallow waters, such as the Azov Sea, is caused by 
the fact that in the places of its existence there is an intensive transfer of the amount of motion 
and heat, the spread of passive impurities, the transfer of suspended particles. These process-
es significantly affect the formation and spatial structure of physical, chemical and biological 
fields of reservoirs and their spatial and temporal changes. Depending on the smoothing scale of 
the series of initial readings of the flow meters, the pulsation characteristics of the flow velocity 
were determined, which were processed in order to obtain data on turbulence and its scales. 
The research results provided empirical data on the conditions of generation and existence of 
small-scale turbulence. The collected empirical material is currently being processed to study the 
internal structure of the recorded disturbances of small-scale turbulence. In this paper, small-
scale motion is excluded from the Navier-Stokes equations by applying the filtration operation 
and is modeled using subgrid models. To do this, in two-dimensional and three-dimensional 
cases, various types of filters are used: a box filter, a Gaussian filter and a Fourier filter, with a 
gradual decrease in the filter width, which allows you to reproduce a wider frequency range of 
fluctuations of the solution.
Keywords: regular waves, turbulent exchange coefficient, physical processes, statistical patterns, 
experimental data.

Introduction

Vertical turbulent exchange plays a great role in coastal systems. In a number of cases, it deter-
mines the transport of biogenic substances, as well as the saturation of the aquatic environment with 
oxygen, as well as the occurrence of overseas phenomena in the absence of turbulent mixing in the 
water column. There is a need to calculate the vertical structure of the current to solve a number of 
applied problems, primarily anthropogenic pollution of water areas, as well as to assess the reliability 
of hydraulic structures — protective structures, oil platforms, wave converters and other devices in-
stalled in the areas of the shelf zone and shallow seas, with the effects of high tide and storm surge [1].

Despite conducting a wide range of studies focused on the problem under consideration, they did 
not fully reflect the totality of various factors and processes affecting the structure and parameters of 
vertical turbulent mixing [2–4]. This indicates the need for a systematic analysis of the problem and 
the construction of an interconnected set of models, high-performance algorithms and programs. The 
review of the currently existing mathematical models of hydrodynamics has shown that a hydrostatic 
approximation is used to calculate the hydrodynamic component, such an approach does not allow 
taking into account the acceleration of the movement of the water flow along the vertical component. 
Despite the large number of existing software systems that allow modeling hydrodynamic processes: 
POM (Princeton Ocean Model), EFDC (The Environmental Fluid Dynamics Code), DELFT, Mars3D, 
CARDINAL (Coastal Area Dynamics Investigation Algorithm, wind-wave models of the third gener-
ation WAM, SWAN (Simulation Waves Nearshore), WaveWatch, these developments have a number 
of significant drawbacks [5–8]. The analysis of these and other models shows that the vast majority of 
existing approaches to constructing models of hydrodynamic processes in the coastal zone of shallow 
reservoirs are based on the shallow water approximation, or at best on the hydrostatic approximation, 
which does not take into account turbulent heat and mass transfer in the vertical direction. On the 
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other hand, the available experimental data indicate a significant influence of these processes on the 
hydrophysics of the coastal zone, the dislocation of salts and the gas regime.

1. Large Eddy Simulation (LES)

Among the main methods of numerical modeling of three-dimensional turbulent flows, it is nec-
essary to distinguish direct numerical Simulation (DNS), large eddy simulation (LES) and solving 
Reynolds Averaged Navier-Stokes equations (RANS). There are also various intermediate approaches 
combining certain features of RANS, LES and DNS, for example, the method of modeling Detached 
Eddy Simulation (DES) [9].

Direct numerical simulation (DNS) involves the numerical solution of complete non-stationary 
three-dimensional Navier-Stokes equations. With this approach, all the scales of turbulent motion are 
resolved. To use DNS, powerful computational resources are required, and the possibilities of its appli-
cation are limited to calculations of flows with simple geometry and small Reynolds numbers. The use 
of Reynolds averaged Navier-Stokes equations (RANS) requires much less computational resources. 
This approach is successfully applied in practical calculations. However, turbulence models used to 
close Reynolds equations do not have acceptable universality, and therefore cannot be used to solve a 
wide range of applied problems.

The method of modeling large vortices (LES) is a compromise option between DNS and the RANS 
solution. This approach is limited to the study of flows only at scales exceeding a certain set value. The 
LES method solves the space-filtered Navier-Stokes equations, and only large vortices are allowed to 
move. Small vortices have a more universal structure and are modeled using Subgrid Scale Models 
(SGS) based on the concept of vortex viscosity or other rational approximations of transport processes.

The method of modeling large vortices (LES) is based on two assumptions. One of them is the pos-
sibility of dividing the flow field into the movement of large and small vortices. Large vortices under the 
direct influence of boundary conditions and carrying a maximum of Reynolds stresses are calculated. 
Small-scale turbulence is considered to be isotropic and having universal characteristics, and therefore 
less critical and more amenable to modeling. Another assumption is that it is possible to approximate 
nonlinear interactions between large and small vortices only by large vortices using subgrid models 
(SGS). Classification of subgrid models is carried out according to the same criteria as in RANS (accord-
ing to the number of relations introduced in addition to the system of filtered equations) [10–12].

The calculation results obtained using LES depend on the filter width Δ, which is included in the 
filtration operator and is usually associated with the step size of the difference grid. Reducing the filter 
width allows you to reproduce a wider frequency range of fluctuations of the solution. Increasing ∆ 
contributes to smoothing the solution, and at 0,∆→  the LES method switches to DNS. Nevertheless, 
the LES method is a promising direction in the development of methods for calculating turbulent 
flows and seems to be a significant alternative to DNS and RANS.

2. Filtering of data obtained by the ADCP probe during the expedition

To assess turbulence characteristics using direct methods, there is a problem associated with the 
need to obtain large amounts of data, as well as long and expensive expeditionary measurements.

The measurements of the water flow field in the Azov Sea were carried out vertically, starting from 
the near sensitivity zone of the ADCP probe, to the bottom. In the described experiment, data was 
stored according to three components of the velocity vector of the water flow at the current time. Thus, 
with a vertical resolution of 10 cm, and a time step of 1 s for a time interval of 20–30 minutes, there 
are more than 3,000,000 initial measurements, at each point more than 150,000. Consider the use of 
various filters for processing instantaneous water flow velocities obtained during measurements. 

Fig. 1–3 demonstrate an example of a program designed to eliminate the noise level of the meas-
ured expedition data of the water flow velocity field. The filtering procedure significantly reduces the 
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Fig. 1. Application of the box filter: 1 — initial data, 2, 3, 4 — data obtained by filtering, 
with different filter widths: 4 3 2∆ < ∆ < ∆

Fig. 2. Application of the Gauss filter: 1 — initial data, 2, 3, 4 — data obtained by filtering, 
with different filter widths: 4 3 2∆ < ∆ < ∆
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spread of data and the amplitude of fluctuations, which in turn allows for a more adequate assessment 
of the information obtained during field experiments. The presence of errors in the measurements of 
the pulsations of the vertical velocity component is one of the intractable problems and is associated 
with many phenomena occurring at the time of measurement, such as ship deviation, free surface 
fluctuations, changes in depth, stability, wind and waves. 

3. Assessment of the regular waves influence on vertical turbulent exchange for shallow waters 
based on a three-dimensional wave hydrodynamics model

The three-dimensional model makes it possible to assess the influence of regular waves on the 
vertical turbulent exchange for shallow waters. The software package, which is adapted for modeling 
hydrodynamic wave processes, is used in a wide range of parameters to calculate velocity fields and 
pressures of the aquatic environment, as well as to assess the influence of regular waves on the turbu-
lent vertical exchange for shallow waters.

Waves generate turbulence, and its generation can be carried out both as a result of wave collapses, 
and directly by the wave movement itself. A study of turbulence induced by wave motion has been car-
ried out. Synchronous measurements of the elevations of the free water surface and fluctuations of the 
three components of the velocity of water particles in the absence and presence of regular waves were 
carried out, the measured velocity fluctuations were divided into a wave component and two turbulent 
ones (induced by wave movements and background hydrodynamic turbulence). 

Based on the numerical experiments carried out, the distributions of the coefficients of vertical 
turbulent exchange obtained using Smagorinsky parametrization were analyzed, taking into account 
the influence of regular waves and in their absence. Fig. 3 shows the profiles of the vertical turbulent 
exchange coefficient (the black line is without taking into account regular waves, the blue line is taking 
into account regular waves).

Fig. 3. Application of the Fourier filter: 1 — initial data, 2, 3, 4 — data obtained by filtering, with 
different filter widths: 4 3 2∆ < ∆ < ∆
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The stratification of the wave flow into a near-surface turbulent layer induced by wave motion and 
an underlying layer with background hydrodynamic turbulence is confirmed.

A characteristic feature of the influence of regular waves on the turbulent exchange along the ver-
tical was the increase in the coefficient of turbulent exchange in the near-surface layer and its decrease 
in the bottom layer compared with the practically distribution of coefficients obtained by means of 
the Smagorinsky parametrization. Turbulence originates in the upper part of the flow, the thickness of 
the near-surface turbulent layer is linearly related to the height and wavelength, the thickness of the 
turbulated near-surface layer, according to visual estimates, has the order of the wave height. 

Numerical experiments have shown a clear delamination of the wave flow into the surface layer 
and the underlying region with a relatively long time of their existence. In the upper layer, the flow is 
induced by waves and directed to the right, and below there is a compensatory flow of the opposite 
direction. The vertical size of the intense turbulence layer is close to three quarters of the wave height. 
The turbulence characteristics of the upper layer are linearly related to the value of the envelope of the 

Fig. 4. Profiles of the vertical turbulent exchange coefficient (black line — excluding regular waves, 
blue — taking into account regular waves)

Fig. 5. Results of modeling of vertical turbulent exchange (top row – without regular waves, 
bottom row — taking into account regular waves)
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wave component of the vertical velocity of water particles, which makes it possible to consider turbu-
lence in the upper layer as induced by waves. 

The strength and intensity of turbulence changed synchronously with the wave oscillations, show-
ing a pronounced asymmetry of turbulence generation throughout the water column, including also 
the near-surface layer, where the waves amplified fluctuations in the flow velocity. Therefore, the in-
tensity of turbulence should be understood as the overall contribution to the intensity of velocity pul-
sations coming from both small-scale turbulence and orbital motions caused by gravitational waves.

Conclusion

The developed software made it possible to process a large volume of data from field observations 
of the movement and parameters of the aquatic environment in the water area of the Azov Sea, which 
was obtained during expedition studies using the ADCP hydrophysical probe, using the filtration 
procedure. The filtering procedure significantly reduces the spread of data and the amplitude of oscil-
lations, which in turn allows for a more adequate assessment of the information obtained during field 
experiments.

A box filter, a Gauss filter and a Fourier filter were applied at different filter widths. In these cal-
culations, the filter width was set based on the dimension of the hydrodynamics problem to be solved 
and the grid scale corresponding to this dimension. The obtained data are planned to be used for 
numerical simulation of three-dimensional turbulent flows using the LES approach and comparison 
with the results of averaging by RANS.

Numerical experiments have shown a clear stratification of the wave flow into the near-surface lay-
er and the underlying region with a relatively long time of their existence. In the upper layer, the flow 
is induced by waves and directed to the right, and below there is a compensatory flow of the opposite 
direction. The vertical size of the intense turbulence layer is close to three quarters of the wave height.

The turbulence characteristics of the upper layer are linearly related to the value of the envelope 
of the wave component of the vertical velocity of water particles, which makes it possible to consider 
turbulence in the upper layer as induced by waves.
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Аннотация. Развитие медицинских информационных систем требует совершенствова-
ния средств диагностики и мониторинга. Такие средства должны предоставлять расши-
ренную диагностику и автоматическую обработку информации. В работе рассмотрена 
информационная модель процесса измерения артериального давления, проведен анализ 
модели, сравнение с экспериментальными данными и предложен алгоритм определения 
артериального давления. Алгоритм позволяет проводить расширенное мониторирование 
состояния пациентов с учетом их индивидуальных особенностей без непосредственного 
участия врача, а встраивание их в медицинскую систему позволит оперативно реагиро-
вать на изменение состояния больных.
Ключевые слова: информационная модель, мониторинг состояния больных, артериаль-
ное давление, медицинская информационная система, моделирование, осциллометриче-
ские методы, объемная компрессионная осциллометрия.

Введение

При исследовании сложных технических, технологических, информационных, медицин-
ских и социальных процессов моделирование на основе физических закономерностей часто 
требует использование комплекса сложных математических моделей, большого объема вы-
числительных ресурсов и не всегда позволяет получить искомый результат. Использование 
информационных моделей позволяет значительно упростить моделирование и процесс ис-
следования.

В медицине построение информационных моделей для разработки и совершенствования 
медицинской техники, которая в свою очередь используется для лечения и мониторинга со-
стояния пациента. Особенно важно при диагностике и мониторинге состояний пациентов, 
страдающих хроническими заболеваниями. Получение оперативно объективных характери-
стик течения болезни позволяет врачу оперативно корректировать процесс лечения. Особен-
но это важно для болезней, представляющих угрозу жизни. Первое место в мире по причинам 
смертности являются болезни сердечно-сосудистой системы. При лечении заболеваний сер-
дечно-сосудистой системы одним из основных показателей является артериальное давление 
(АД). Поэтому исследования, направленные на совершенствование систем мониторинга со-
стояния пациентов, являются актуальными.

1. Анализ процесса измерения артериального давления тонометром

При измерении артериального давления проводится компрессия плеча пациента, при ко-
торой генерируются различные колебательные процессы в гемодинамической системе, кото-
рые фиксируются измерительным оборудованием. Современные приборы обычно фиксируют 
колебания давления в манжете, которой и осуществляется компрессия. Представляет интерес 
исследование традиционно осциллограмм и разновидности осциллографического метода — 
кривых, полученных методом объемной компрессионной осциллометрии (ОКО).

При разработке информационной модели на данном этапе необходимо учесть основные 
процессы, позволяющие связать колебания давления в манжете с колебаниями давления в 
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плечевой артерии. Это позволит проводить анализ осциллограмм с целью определения арте-
риального давления.

Анализ осциллограммы, полученной методом ОКО здорового пациента (рис. 1) показыва-
ет, что на кривой можно выделить три зоны. Зона 2 имеет наибольшую амплитуду колебаний 
и соответствует диапазону изменения артериального давления. Данная зона обычно опреде-
ляется на основе экспериментальных данных. В зонах 1 и 3 также имеются колебания, но их 
амплитуда ниже.

Также следует отметить, что давление в сердечно-сосудистой системе изменяется с часто-
той сердечных сокращения (~ 1–2 Гц ), а кривые имеют гармоники более высоких частот. 

Для формализации процессов с целью разработки модели использована методология 
функционального проектирования IDF0. Для того, чтобы получить данные, необходимые для 
диагностики состояния пациента показатели сердечно-сосудистой системы необходимо под-
готовить пациента к процессу измерения в соответствии с правилами измерения артериаль-
ного давления, также подготовить прибор для измерения (рис. 2).

Основной задачей исследования является разработка структура информационной модели 
процесса измерения, позволяющая определять показатели функционирования сердечно-сосу-
дистой системы, проводить анализ процессов при измерении, включая как гемодинамические 
процессы, так и процессы при обработке, получаемой информации.

Рис. 1. Экспериментальная осциллограмма, полученная методом ОКО 
для пациента с давлением 114/72 мм рт.ст.

Рис. 2. IDF0 диаграмма системы измерения артериального давления
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2. Декомпозиция задачи измерения артериального давления

Процесс определения параметров функционирования сердечно-сосудистой системы паци-
ента можно разделить на три этапа (рис.3). Первый — подготовительный (А1.1), в котором 
непосредственно участвует человек и происходит подготовка пациента к процессу измерения 
в соответствии с правилами измерения артериального давления. Второй — основной (А1.2), 
при котором происходит компрессия и декомпрессия плеча и проводятся измерения. Тре-
тий — обработка результатов (А1.3) и получение искомых параметров.

Первый и третий этапы оказывают существенное влияние на результат, но в рамках данно-
го исследования основное внимание следует уделить процессов при компрессии плеча.

Предполагалось, что измеряемые колебания давления в манжете будут определяться воз-
действие сердечно-сосудистой системы на манжету. При этом считалось, что при компрессии 
сжимаются только сосуды, остальные элементы системы считаются не сжимаемыми. Манже-
та воздействует на кровеносный сосуд, уменьшая его сечение. При увеличении давления от 
диастолического к систолическому, сосуд оказывает обратное воздействие на манжету через 
область компрессии, вызывая в манжете колебания давления. Эти колебания и будут фикси-
роваться прибором измерения.

При дальнейшей декомпозиции задачи (рис. 4) были выделены элементы взаимодействия 
кровеносных сосудов (плечевой артерии (А.1.2.1), артериол (А.1.2.2), вен (А.1.2.3), а также воз-
можен учет и других сосудов). Также предусмотрена возможность учета реакции сердечно-со-
судистой системы на компрессию (например, явление гемодинамического удара при резком 
перекрытии сосуда (А1.2.5)).

Такая структура информационной модели позволяет выделить причины колебаний и по-
лучить дополнительные данные при исследовании процесс измерения.

3. Анализ свойств информационной модели

Основным исследуемым процессом является процесс взаимодействия манжеты и крове-
носных сосудов. 

Сечение кровеносного сосуда будет определяться артериальным давлением (диастоличе-
ским ( )minp  и систолическим ( )maxp ), а также давлением в манжете ( ).extp  При линейной ап-
проксимации зависимость будет иметь вид: 

Рис. 3. Декомпозиция контекстной диаграммы
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Давление в манжете рассчитывалось на основе уравнения Менделеева-Клапейрона:

     ,
 

m RTp
M V

=
ì

 (2)

где m  — масса воздуха в манжете, R  — универсальная газовая постоянная, T  — температура 
воздуха в манжете, M  — молярная масса,  Vì  — объем манжеты.

Масса воздуха в манжете при компрессии увеличивается во времени, остальные параме-
тры можно считать постоянными.

При компрессии плечевой артерии объем манжеты будет изменяться на объем пережимае-
мой артерии. Эти колебания и будет фиксировать датчик давления. Изменение давления будет 
иметь вид, представленный на рис. 5.

В точке  P P=ì ä  после того (рис. 2.6), как давление в манжете превысит диастолическое дав-
ление в манжете, будут наблюдаться колебания, увеличивающиеся по амплитуде. После того, 
как давление в манжете превысит среднее Pñð  амплитуда начнет уменьшаться.

Разработанная информационная модель позволяет из исследуемого графика выделить три 
зоны в соответствии с поставленной задачей. Анализ результатов показывает качественно до-
статочно хорошую адекватность в зоне, соответствующей измерению артериального давления. 
Так для пациентов, не страдающих заболеваниями сердечно-сосудистой системы (рис. 6) модель-
ная кривая (сплошная линия) и результаты измерений (пунктирная линия) достаточно близки. 

Для больного (рис. 7) модель также достаточно хорошо согласуется в первой и второй зо-
нах графика, но значительно отличаются для третьей зоны. По предварительной оценке, это 
следствие гемодинамического удара при резком пережатии плечевой артерии. У таких боль-
ных увеличена жесткость сосудов и как следствие в несколько раз увеличена скорость пульсо-

Рис. 4. Диаграмма процессов при компрессии плеча
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вой волны, что может приводить к увеличению давления в мете пережатия артерии на десятки 
миллиметров ртутного столба.

Заключение

Проведенные исследования показывают, что разработанный подход может быть положен 
в основу алгоритма функционирования приборов для исследования состояния сердечно-сосу-
дистой системы при измерении артериального давления, а предложенные методы позволяют 
исследовать процесс измерения. 

Рис. 5. Изменение давления при компрессии плечевой артерии

Рис. 6. Осциллограмма, полученная по модели и экспериментальная у здорового пациента 
(давление по Короткову: 114/72)

Рис. 7. Осциллограмма, полученная по модели и экспериментальная у больного ишемической 
болезнью сердца, стабильная стенокардия напряжения (давление по Короткову: 148/79)



261

Это позволит повысить точность определения артериального давления, получить врачу 
дополнительные характеристики сердечно-сосудистой системы, которые рассчитываются на 
основе полученных данных, а, следовательно, повысит точность диагностики сердечно-со-
судистых заболеваний, снизить вероятность принятия ошибочных решений при лечении. 
Приборы, построенные на основе этого алгоритма, позволят проводить расширенное мони-
торирование состояния пациентов без непосредственного участия врача, а встраивание их в 
медицинскую систему позволит оперативно реагировать на изменение состояния больных.
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УДК 519.866

ПРОГНОЗИРОВАНИЕ ИЗМЕНЕНИЙ В ДИНАМИКЕ ВОЛАТИЛЬНОСТИ ЦЕН 
ФЬЮЧЕРСНОГО КОНТРАКТА НА ИНДЕКС РТС С ПРИМЕНЕНИЕМ 

ПРИНЦИПОВ МНОГОФАКТОРНОЙ АДАПТАЦИИ

1Российская академия народного хозяйства и государственной службы при Президенте РФ
2Военная академия связи имени Маршала Советского Союза С. М. Буденного

Е. А. Агапова1, Л. Г. Русина2

Аннотация. В работе предлагаются модели и методы, учитывающие важность прогнози-
рования изменений в динамике (роста или спада) волатильности доходности фьючерс-
ного контракта на индекс РТС с применением принципов многофакторной адаптации. 
Решение оптимизационных задач осуществляется методом, который использует гене-
тические алгоритмы, реализованный в пакете прикладных программ Matlab. Проверка 
эффективности предложенных моделей осуществляется на реальных временных рядах 
котировок фьючерсного контракта на индекс РТС, взятых на официальном сайте ЗАО 
Финам. Прогнозирование изменений в динамике волатильности производных финансо-
вых инструментов позволяет построить эффективные инвестиционные стратегии.
Ключевые слова: математическое моделирование, адаптивная многофакторная модель, 
прогнозирование волатильности, метод наименьших квадратов, оптимизационная за-
дача, генетические алгоритмы, фондовый рынок, фьючерсный контракт, торговля вола-
тильностью, инвестиционные стратегии.

Введение

Современный фондовый рынок характеризуется высоким уровнем нестабильности, поэто-
му принятие инвестиционных решений в таких условиях является актуальной проблемой для 
частных и профессиональных трейдеров. Традиционно инвесторы пытаются извлечь выгоду 
из подъёма стоимости актива. Если трейдер окажется прав, и цена финансового актива начнёт 
расти, то на его стороне прибыль, если нет — убыток. Однако даже при использовании совре-
менных методов прогнозирования, уверенно определить будущее поведение цен финансовых 
активов достаточно сложно. С развитием и ростом рынка производных продуктов появился 
другой аспект инвестирования посредством биржевой торговли производными финансовыми 
инструментами (фьючерсами) — торговля волатильностью цены. Появляется необходимость 
в разработке новых подходов к методике построения моделей и методов прогнозирования из-
менений в динамики волатильности цен производных финансовых инструментов.

1. Постановка задачи. Модели и методы

С практической точки зрения наиболее важным является прогноз изменений в динамике 
(роста или спада) волатильности, а не точность прогноза по абсолютной величине. В связи с 
этим, был предложен метод, основанный на методе наименьших квадратов (МНК), но учиты-
вающий важность прогноза изменений в динамике (роста или спада) волатильности и прин-
ципов многофакторной адаптации:

 2
1 1

1 1
(1 ) min,

t t
t j t j

j j
j j

F Gλ γ δ λ γ− −
+ +

= =

= − − →∑ ∑  (1)
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1 1 1ˆ( );j j jδ σ σ+ + += −
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2
1jσ +  — фактическое значение волатильности (дисперсии) на период 1,j +  характеризует 

степень изменчивости цен или доходности финансового инструмента;
λ  — коэффициент приоритетности прогноза изменений в динамике волатильности по 

сравнению с точностью прогноза по абсолютной величине;
( , , ) , (0 1)t jf t j γ γ γ−= < ≤  — весовая функция, 1[ , ];t T T∈
2

1ˆ jσ +  — прогнозируемое значение волатильности (дисперсии) на период 1j +  [1].
Для прогнозирования волатильности используются GARCH, NGARCH, QGARCH, 

FIGARCH — модели, описанные ниже.
GARCH-модель (Generalized Autoregressive Conditional Heteroscedastic model):

 2 2 2

1 1

ˆ ,
q p

t i t i i t i
i i

σ ω α ε β σ− −
= =

= + +∑ ∑  (2)

где 2
1~ (0, ),t t tNε σ−Ω

t,     z ~ (0,1),t t tz Nε σ=
1 1 2( , ,...)t t tε ε− − −Ω =  — предыстория процесса ,tε

2
tσ  — условная по предыстории дисперсия ,tε  т. е. 2 2

1 1( , ) ( , ),t t t t tV Eσ ε ε− −= Ω = Ω
1 1, ,..., , ,...,q pω α α β β  — коэффициенты модели.

NGARCH-модель (Nonlinear Generalized Autoregressive Conditional Heteroscedastic model):

 2 2 2

1 1

ˆ ( ) ,
q p

t i t i i t i i t i
i i

σ ω α ε θ σ β σ− − −
= =

= + − +∑ ∑  (3)

1 1 1, ,..., , ,..., , ,...,q q pω α α θ θ β β  — коэффициенты модели.
QGARCH-модель (Quadratic Generalized Autoregressive Conditional Heteroscedastic model):
 2 2 2

1 1 1ˆ ;t t t tKσ αε βσ ϕε− − −= + + +  (4)

, , ,ω α β ϕ   — коэффициенты модели.
FIGARCH(p,d,m)-модель (Fractionally Integrated GARCH) задает условную вариацию и допу-

скает наличие долгосрочной памяти в рядах волатильности. В общем виде модель может быть 
представлена в виде:

 2 1 2/ [1 (1)] {1 [1 ( )] (1 ) ( )} ,d
t tL L Lσ ω β β ϕ ε−= − + − − −  (5)

L  — лаговый оператор, для которого определены следующие равенства: 

1 1
( ) ; ( ) ;

p m
i i

i i
i i

L L L Lβ β ϕ ϕ
= =

= =∑ ∑
1 1, ..., , ,...,p mω β β ϕ ϕ  — коэффициенты модели;

( 0), ( 0), ( [0,1])p p m m d d> > ∈  — параметры модели.
Модели (2)–(5) записаны в общем виде для некоторого процесса tε  и условной дисперсии 

этого процесса 2.tσ
Для прогнозирования волатильности фьючерсного контракта на индекс РТС под величи-

ной tε  будет рассмотрена доходность финансового инструмент. Доходность актива рассчиты-
вается как логарифм отношения текущей цены к цене предыдущей (цены закрытия):

1

ln t
t

t

P
P

ε
−

 
=  

 
 — дневная доходность финансового актива;

tP  — дневная цена (цена закрытия) финансового инструмента на момент времени .t
Для оценки волатильности используется стандартное отклонение доходности, рассчитан-

ное по исторической выборке:
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jP  — цена актива на часовой момент времени j  и дневной момент времени ;t
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t

t j
jn

ε ε
=

= ∑  — выборочное среднее часовой доходности актива на момент времени t  [2–4].

Для нахождения коэффициентов моделей (2)–(5) используется предложенная модель (1), 
учитывающая важность прогнозирования тенденции (роста или спада) волатильности. Для 
решения задачи (1) применен метод, который использует генетические алгоритмы, реализо-
ванный в виде программного комплекса в среде MATLAB.

2. Вычислительный эксперимент

Верификация предложенных моделей осуществлялась на реальных временных рядах стои-
мости фьючерсного контракта на индекс РТС с 3.01.2022 г. по 26.10.2022 г., взятых на офици-
альном сайте ЗАО Финам (www.finam.ru). Для данных временных рядов были найдены значе-
ния дневных и часовых волатильностей как дневных и часовых дисперсий доходностей 
фьючерсного контракта на индекс РТС. Используя 100 значений рассчитанной дневной, часо-
вой волатильности и дневной доходности фьючерсного контракта на индекс РТС на период с 
3.01.2022 по 7.06.2022 г., применяя метод (1), учитывающий важность изменений в динамике 
волатильности, были построены модели прогнозирования волатильности GARCH, NGARCH, 
QGARCH, FIGARCH, ( 2,p =  2,q =  0,01,d =  0,1,γ =  0,9λ =  (отдаем приоритетность прогно-
зу тенденции волатильности)). Прогноз по построенным моделям осуществлялся на следую-
щие 100 наблюдений, т. е. на период с 8.06.2022 по 26.10.2022. 

Полученные результаты показали, что, используя GARCH-модель и предложенную модель 
(1), получилось спрогнозировать изменения в динамке (рост или спад) дневной волатильно-
сти стоимости фьючерсного контракта на индекс РТС с вероятностью 72 %. Для NGARCH-мо-
дели вероятность прогноза составила 62 % угадывания тенденции волатильности, для 
QGARCH-модели вероятность угадывания — 64%. Используя FIGARCH-модель и предложен-
ную модель (1), получилось спрогнозировать изменения в динамке дневной волатильности до-
ходности фьючерсного контракта на индекс РТС с вероятностью 75 % угадывания тенденции 
волатильности.  

Заключение

Предложенная модель, учитывающая важность изменений в динамике волатильности, с 
применением принципов многофакторной адаптации, может быть использована как инстру-
мент анализ и прогнозирования изменений в динамике (роста или спада) волатильности цен 
или доходности производных финансовых инструментов. Эффективность метода была дока-
зана на примере различных финансовых инструментов, в том числе на примере прогнозирова-
ния изменений в динамике волатильности фьючерсного контракта на индекс РТС. 

Предсказывая динамику дневной волатильности, можно применять нужную стратегию 
торговли волатильностью цены или доходности финансового инструмента. Если в будущем 
цена финансового актива будет сильно колебаться в сравнении с текущим днём, т. е. бу-
дет наблюдаться рост волатильности, то эффективной инвестиционной стратегией являет-
ся стратегия покупки волатильности. В то время как при спаде волатильности, т. е. малых 
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ценовых колебаний финансового инструмента, перспективней является стратегия продажи 
волатильности.

Полученные результаты имеют большое практическое значение как для частных инвесто-
ров, так и для профессиональных трейдеров на фондовом рынке, так как прогнозирование 
тенденции (роста или спада) волатильности цен производных финансовых инструментов яв-
ляется важным элементом процедуры по оценке финансовых рисков.
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МЕТРИКИ КАЧЕСТВА ДЕТЕКТИРОВАНИЯ ОБЪЕКТОВ НА ИЗОБРАЖЕНИЯХ 
И АВТОМАТИЗАЦИЯ ИХ РАСЧЕТА В СРЕДЕ MATLAB

Воронежский государственный университет

А. В. Акимов

Аннотация. Статья посвящена метрикам качества детектирования объектов на изобра-
жении. Описан базовый принцип их расчета на основе анализа степени перекрытия IoU 
между прямоугольниками (ограничивающими рамками) результата детектирования и 
реального расположения объекта поиска. Представлены самые популярные варианты 
метрик: точность Pr, полнота Rc и средняя точность AP — и разобраны формулы их рас-
чета. Описаны процедуры построения PR- и ROC-кривых, и проанализировано их пове-
дение как функций. Даны ссылки на известные существующие программные реализации 
расчета метрик качества детектирования. Описана проблема их совместимости с суще-
ствующими детекторами и инструментами разметки данных и большого числа вариаций 
метрик. Представлен и описан альтернативный подход к вычислению метрик с использо-
ванием встроенных функций среды Matlab.
Ключевые слова: детектирование объектов на изображении, метрики качества детекти-
рования, ограничивающая рамка, степень перекрытия IoU, точность, полнота, средняя 
точность AP, PR-кривая, ROC-кривая, Matlab.

Введение

Детектирование объектов на изображении или в видеопотоке является неотъемлемой ча-
стью дисциплины компьютерного зрения и находит свое приложение при решении многих 
задач в самых разных областях человеческой деятельности. Анализ потока или записей ви-
деонаблюдения [1], диагностирование в медицине [2], контроль качества производства [3], 
автономное вождение [4]. Список далеко не будет полным. Вместе с тем развитие глубоких 
нейронных сетей в последнее время породило множество вариаций подходов к задаче детек-
тирования и сильно расширило спектр ее возможного применения [5].

Принцип работы большинства современных детекторов может быть в том или ином 
приближении описан как обход изображения или кадра сканирующим окном в различных 
масштабах и положениях и принятие решения о том, содержит ли сканирующее окно опре-
деленного размера и в конкретной позиции на изображении объект интереса, с возможной 
одновременной или последующей его классификацией, если речь идет о многоклассовом по-
иске. Таким образом, результатом работы детектора обычно одновременно являются размеры 
и положение сканирующего окна, уровень уверенности принятия решения и, возможно, класс 
обнаруженного объекта [6].

Это задает определенную специфику при попытке оценить качество детектирования, так 
как стандартные подходы из области распознавания образов, такие как вероятности ошибок 
первого и второго рода в чистом виде не отражают в полной мере особенностей самой задачи 
и соответственно не всегда позволяют правильно практически проинтерпретировать резуль-
таты. По этой причине многие современные исследования, посвященные задаче детектирова-
ния, используют более специализированные метрики, которые могут разниться от работы к 
работе. Кроме того, возможны различия в постановке самого эксперимента [6, 7]. В дополне-
ние к этому, существующие инструменты оценки качества детектирования помимо неполного 
соответствия в наборах реализуемых метрик между собой нередко страдают также различием 
форматов данных [6, 8]. 
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В связи с чем сильно повышается острота проблемы если не унификации, то хотя бы чет-
кого описания процедур и инструментов сравнительной оценки качества работы различных 
методов детектирования объектов на изображении между собой [6]. В статье ниже будут рас-
смотрены базовые принципы расчета этих метрик и описаны основные и наиболее популяр-
ные из них, в том числе с указанием существующих программных продуктов оценки качества 
детектирования, а также предложено описание альтернативного подхода, заточенного под ра-
боту в инфраструктуре Matlab.

1. Степень перекрытия IoU и расчет числа детектирований

Базовым критерием оценки качества детектирования при фиксированном уровне уве-
ренности принятия решения является степень перекрытия двух прямоугольников: области 
обнаружения объекта детектором с областью реального расположения объекта. В качестве 
данного критерия выступает метрика, называемая IoU — Intersection over Union (здесь и далее 
иностранные термины представлены также в исходном англ. варианте) или пересечение по 
объединению, берущая свою основу от коэффициента Жаккара схожести двух множеств [9], 
и которая в свою очередь является основой для остальных метрик и кроме того используется 
при обучении и работе глубоких нейронных сетей для уточнения областей интереса [10, 11]. 
Данный критерий рассчитывается по формуле:

 ,p gt

p gt

S S
IoU

S S
∩

=
∪

 (1)

где pS  — площадь сканирующего окна, для которого детектор посчитал, что там находится 
объект интереса, qS  — площадь прямоугольной области реального расположения объекта. 

Иллюстрация расчета (1) также представлена на рис. 1.
Задается также порог IoU, при превышении которого детекти-

рование считается успешным или истинно положительным — TP 
от true positive. Наиболее часто используемое значение этого порога 
в экспериментах — 0,5. Реже используется порог равный 0,75 или 
производится его варьирование (в том числе при расчете отдельных 
типов метрик) [6–8, 12].

Сканирующие окна, для которых произошло срабатывание де-
тектора и которые не пересекаются ни с одной областью расположе-
ния реальных объектов, для которых порог IoU оказался бы превы-
шен, считаются ложно положительными срабатываниями — FP от 

false positive. И наоборот, области изображения, в которых расположены реальные объекты, 
для которых не нашлось ни одного сканирующего окна срабатывания детектора с превыше-
нием порога IoU, считаются ложно отрицательными детектированиями — FN от false negative. 
Все остальные области изображения принимаются за истинно отрицательные или TN (true 
negative) с точки зрения работы детектора, и при расчете производных от IoU метрик как та-
ковые не фигурируют.

Необходимо также сделать несколько замечаний по отдельным особенностям расчета ко-
личества TP, FP и FN, которые почти невозможно внятно отразить формулами и которые ни 
в одном из изученных источников явно в полном объеме не прописаны: каждая уже ранее 
рассмотренная при расчёте TP, FP и FN позиция сканирующего окна срабатывания детектора 
выбрасывается из последующего рассмотрения и каждая позиция реального расположения 
объекта на изображении также выбрасывается из рассмотрения как только для него находит-
ся хотя бы одно детектирование, для которого превышен порог IoU.

Рис. 1. Иллюстрация 
расчета IoU (1) из [6]
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Рассмотрим для иллюстрации ситуацию, представленную на рис. 2. На нем синим цветом 
схематично изображены позиции сканирующих окон срабатывания детектора, а красным — 
области реального расположения объектов поиска. В левом нижнем углу таким образом пред-
ставлена ситуация с двумя близкими срабатываниями детектора рядом с областью реального 
расположения объекта поиска, в центре — очевидное ложное срабатывание, которое будет 
посчитано как 1 FP, а в правом верхнем углу — два близко расположенных объекта поиска и 
только одно срабатывание детектора, расположенное точно между ними. 

В соответствии с описанными выше принципами, в ситуации, представленной в левом 
нижнем углу на рис. 2 только одно срабатывание детектора будет посчитано как истинно по-
ложительное TP, а второе окажется ложным или FP, что подтверждает замечание, высказыва-
емое в литературе [10], посвященной подходам к объединению или прореживанию близких 
позиций сканирующих окон, о том, что необработанные таким образом срабатывания детек-
торов увеличивают величину FP, и из за чего собственно, и рекомендуется их использовать 
в качестве постобработки результатов детектирования. Аналогично, в правом верхнем углу 
только одна из двух позиций расположения реальных объектов поиска будет посчитана за 
найденный объект, а вторая окажется ложно отрицательным срабатыванием FN. 

Кроме того, возможны случаи более сложных конфигураций расположения сразу несколь-
ких пересекающихся прямоугольников расположения реальных объектов поиска и сканирую-
щих окон результатов детектирования. Пример такой ситуации из публикации [6] представлен 
на рис. 3 (зеленым цветом в нем отмечены области реального расположения объектов, красным 
— результаты детектирования, цифрами при них обозначены уровни уверенности срабатыва-
ния детектора). В общем случае может возникнуть следующая проблема: какое срабатывание 
детектора с какой областью расположения реального объекта соотнести. Обычно здесь исхо-
дят из того, что подбирают пару пересекающихся прямоугольников областей детектирования 
и реального расположения объекта поиска с максимальным IoU [6]. В случае многоклассового 
поиска при этом естественно также учитывают необходимость совпадения классов объектов.

Рис. 2. Иллюстрация особенностей расчета TP, FP и FN (синим обозначены позиции 
сканирующих окон срабатывания детектора, красным — области реального расположения 

объектов поиска)
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2. Метрики качества детектирования

Если в качестве показателей замеров качества работы детектора ограничиться только од-
ним кадром и не учитывать скорость детектирования, то большая часть используемых в дан-
ной области метрик будет основана расчете точности и полноты [6–8, 12]. Точность представ-
ляет собой меру возможности детектора находить нужные объекты и не находить ненужные 
среди всех объектов, которые он нашел. Полнота — меру возможности детектора находить 
нужные объекты в полном объеме среди всех нужных объектов (рис. 4). Увязав их с обозначе-
ниями числа разных категорий срабатываний детектора TP, FP и FN из предыдущего раздела, 
и сделав их зависимыми от минимального порога уровня его уверенности ,τ  точность ( )Pr τ  и 
полноту ( )Rc τ  можно выразить следующими формулами:

 ( ) ( )( ) ,  ( ) .
( ) ( ) ( ) ( )
TP TPPr Rc

TP FP TP FN
τ ττ τ

τ τ τ τ
= =

+ +
 (2)

Для большей части используемых метрик, 
основанных на расчете точности и полноты, 
эксперимент обычно ставится следующим об-
разом. Фиксируются различные пороги 

: 0, 1k k Kτ = +   уверенности срабатывания де-
тектора от максимального 0τ  к минимально-
му 1Kτ +  1( k kτ τ +>  при 0, )k K=  и для каждого 
отдельного из них на графике точности и пол-
ноты выставляется соответствующая точка 
на пересечении значений ( )kPr τ  по вертика-
ли и ( )kRc τ  по горизонтали [6, 7]. Таким об-
разом получаются графики PR-кривой, по-
добные представленному в виде сплошной 
жирной линии на рис. 5.

В соответствии с формулой расчета ( )kRc τ  
из (2) при уменьшении порога kτ  не будет па-
дать число истинно положительных срабаты-
ваний ( )kTP τ  в то время, как сумма в знаме-
нателе ( ) ( )k kTP FNτ τ+  — всегда оставаться 
прежней, так как это неизменяемое полное 

Рис. 3. Иллюстрация наложения прямоугольников расположения реальных объектов поиска 
(зеленый цвет) и сканирующих окон результатов детектирования (красный) из [6]; 

цифрами обозначены уровни уверенности срабатывания детектора

Рис. 4. Геометрическая интерпретация 
понятий точности и полноты
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количество объектов поиска (левая половина рис. 4). Таким образом ( )kRc τ  является неубы-
вающей функцией при уменьшающемся .kτ  При максимальном значении порога 0( ) 0,Rc τ =  
так как в этом случае не будет никаких детектирований, а при минимальном — 1( ) 1,KRc τ + =  
так как все позиции сканирующих окон будут приняты за обнаруженные объекты. Поэтому 
при уменьшении kτ  позиция ( )kRc τ  на графике никогда не будет двигаться влево, чего нельзя 
сказать о поведении ( ),kPr τ  так как в ней одновременно и числитель и знаменатель являются 
невозрастающими функциями при уменьшающемся :kτ  при каждом следующем меньшем kτ  
может увеличится как число ( ),kTP τ  так и число ( )kFP τ  (все увеличивающееся при уменьше-
нии kτ  внутреннее содержимое круга на рис. 4). Из этого следует, что для графиков PR-кривой 
в общем случае возможно зигзагообразное поведение, как это видно на рис. 5 [6]. Отдельно 
следует отметить, что при минимальном пороге 1( )KTP τ +  станет равным общему количеству 
объектов поиска, в то время как 1 1( ) ( )K KTP FPτ τ+ ++  — полному числу сканирующих окон, что 
по факту означает, что в этом случае значение 1( )KPr τ +  показывает баланс между элементами 
проверяющей или тестовой выборки.

Тем не менее, если зафиксировать, что при максимальном пороге 0τ  значение функции 
0( )Pr τ  принимается равным единице (это случай полного отсутствия детектирований: дальше 

это число будет только зигзагообразно падать до уровня баланса между экземплярами прове-
ряющей выборки, если только все сканирующие окна не содержат объекты поиска), и восполь-
зоваться техниками  приведения ( )kPr τ  к невозрастающему виду (обычно каждую ее точку 
аппроксимируют как это представлено в виде пунктирной линии в примере на рис. 5 макси-
мальным значением справа [7]), то можно сделать общий вывод, касаемый качества распозна-
вания: чем площадь под графиком PR-кривой больше, тем детектор работает лучше [6]. 

Пользуясь этим фактом, часто при сравнении показателей работы разных детекторов вме-
сто самих графиков (рис. 5) используют интегральную характеристику, называемую средняя 
точность (Average Precision или AP), которая для аппроксимированной по указанному выше 
принципу PR-кривой обычно в общем виде [2] рассчитывается по формуле:

 ( )1
0

( ) ( ) ( ).
K

k k k
k

AP Rc Rc Prτ τ τ+
=

= −∑  (3)

Возможны разнообразные техники и спецификации расчета AP. В отдельных работах и 
конкурсах [2, 12, 14] по сравнению детекторов объектов на изображении для унификации экс-
перимента может задаваться число замеряемых точек K и принцип их перебора. Например, 
обычно предписывается брать аппроксимированные значения ( ),kPr τ  равноотстоящие друг 
от друга по значению полноты ( ):kRc τ  1( ) ( ) 1/ ,k kRc Rc Kτ τ+ − =  0( ) 1,Rc τ =  1( ) 0.KRc τ + =  В этом 
случае (3) превращается в: 

 
0

1 ( ).
K

k
k

AP Pr
K

τ
=

= ∑  (4)

Рис. 5. Пример графика PR-кривой и ее аппроксимации максимальным значением справа из [7]
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В случае многоклассового поиска обычно используется mAP (общая средняя точность или 
mean Average Precision), которая представляет собой не что иное, как усредненное по всем 
классам значение AP [2, 8, 11]. 

Существует множество других специфичных и производных от расчета точности и полно-
ты метрик, некоторые основанные в том числе на переборе порога при сравнении с IoU. С их 
списками можно ознакомиться в [2, 8, 14]. В [2] при этом перечислены различные методы 
детектирования вместе с наборами тестовых данных и метрик, используемых для оценки их 
качества работы.

Существует также подход, основанный на построении кривой рабочих характеристик или 
ROC-кривой (Receiver Operating Characteristic Curve), для которой по горизонтали откладыва-
ется число ложных детектирований FP, а по вертикали — доля или процент правильно обна-
руженных объектов поиска (фактически значение полноты Rc). Точки на графике аналогично 
PR-кривой откладываются путем перебора различных порогов срабатывания детектора. При-
мер таким образом полученного графика представлен на рис. 6. 

Графики ROC-кривой имеют своей особенностью четко неубывающее поведение (с умень-
шением порога всегда не убывает число ложных срабатываний, но также не убывает и число 
правильно обнаруженных объектов поиска), поэтому для нее не требуется такой специфич-
ной обработки при аппроксимации значений между порогами, перебираемыми в ходе экспе-
римента, а достаточно обычной интерполяции [15]. Существуют также различные подходы к 
ее анализу, с некоторыми оговорками порой, применяемые и к PR-кривой: среди них такие как 
расчет площади под кривой и построение ее выпуклой оболочки [15–17].

В целом, в сравнении с PR-кривой ROC-кривая явно не показывает соотношение между 
истинно положительными (TP) и ложно положительными (FP) детектированиями, что может 
привести к излишне оптимистичному восприятию результатов, но с другой стороны данная ее 
характеристика в случае несбалансированных выборок как раз позволяет нивелировать вли-
яние этой несбалансированности на оценку производительности детектора [11]. Существует 
также множество других более специфичных метрик.

3. Расчет метрик в среде Matlab

В связи с активным развитием области детектирования объектов на изображении на дан-
ный момент существуют разнообразные открытые наборы данных (датасеты), предназначен-

Рис. 6. Пример графика ROC-кривых из [13]
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ные для обучения и тестирования, среди них такие как PASCAL VOC [12], COCO [18] и Open 
Images Dataset [19]. Как правило вместе с ними предоставляются данные разметки, форматы 
представления которых тем не менее нередко отличаются друг от друга. Популярные соревно-
вания по сравнению качества работы детекторов также часто включают в себя или ассоции-
руются с тем или иным набором данных и, кроме того, специфицируют конкретные метрики 
и техники их расчета, которые следует использовать при участии в каждом конкретном кон-
курсе. Таковыми, например, являются PASCAL VOC и COCO. Оба также предлагают соответ-
ствующие программные инструменты [14, 20], которые реализуют данные метрики. Отдель-
ные реализации алгоритмов детектирования, например, YOLO [21], тоже имеют порой свои 
требования к форматам входных данных. С подробным сравнительным анализом датасетов, 
соревнований и алгоритмов детектирования на предмет применяемых с ними форматов дан-
ных разметки и используемых метрик можно ознакомиться в [6].

В случае использования своих обучающих или тестовых данных, существуют также разно-
образные программные инструменты для их разметки, например, Computer Vision Annotation 
Tool (CVAT) [22], LabelMe [23], Label Studio [24], Microsoft VoTT [25] или VGG Image Annotation 
Tool (VIA) [26]. Хоть при этом часто и один инструмент имеет возможность выгружать данные 
сразу в нескольких форматах, наборы допустимых форматов отличаются от инструмента к 
инструменту. Со сравнительной таблицей также можно ознакомиться в [6]. 

Все это заставляет очень внимательно подходить вместе к выбору комбинации набора данных 
и инструментов их разметки, используемых в работе, а также самого алгоритма детектирования 
и среды для его разработки, обучения и тестирования, что часто приводит к тому, что многие 
современные исследования редко используют для представления результатов более одного те-
стового набора данных. Для борьбы с этим фактом в [6] авторами создан, описан и представлен 
универсальный инструмент автоматической оценки качества детектирования [27], принимаю-
щий входные данные разметки и результатов детектирования сразу в нескольких форматах и 
позволяющий делать расчеты на выбор для набора из нескольких популярных метрик.

В качестве альтернативы таким подходам и для экономии усилий в исследовательских 
целях возможно использование единой среды Matlab. В ней присутствует свой собственный 
инструмент разметки изображений Image Labeler [28]. В наличии огромное число реализо-
ванных и готовых к использованию (обучению и тестированию) алгоритмов детектирования 
объектов на изображении [29], присутствуют также средства дизайна [30], редактирования 
и импорта [31] извне архитектур глубоких нейронных сетей. Все они поддерживают единый 
формат описания входных и выходных данных, и, что важно, реализованные в самом Matlab 
метрики расчета качества детектирования заточены на работу с теми же самыми форматами 
данных. При необходимости возможна также реализация импорта данных разметки извне с 
использованием инструментов и функций Matlab, которые позволяют работать на высоком 
уровне с большим набором форматов файлов, часто используемых для организации таблич-
ных данных [32].

В качестве базового описания как прямоугольников результатов детектирования, так и 
мест расположения реальных объектов поиска на изображении используется понятие огра-
ничивающих рамок, которые в Matlab для каждой отдельной рамки представлены в формате: 
[x y width height], где x и y — координаты по горизонтали и вертикали левого верхнего угла 
ограничивающей рамки, а width и height — ее ширина и высота. Данный формат является 
общим для самого разного рода алгоритмов и инструментов внутри Matlab, заточенных под 
задачу детектирования.

Для расчета базовых показателей качества детектирования с сохранением возможности 
расчета в дальнейшем произвольных метрик удобно использование достаточно низкоуровне-
вой функции: 
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[precision,recall] =
 bboxPrecisionRecall(bboxes, groundTruthBboxes, threshold);

которая для конкретного изображения по описанным в первом разделе этой статьи правилам 
в пределах одного класса объектов поиска сопоставляет позиции ограничивающих рамок де-
тектирований bboxes и реальных данных groundTruthBboxes, и для тех из них, для которых 
показатель IoU превышает заданный порог threshold (по умолчанию 0,5), рассчитывает по-
казатели точности precision и полноты recall. Оба параметра bboxes, groundTruthBboxes 
в данном случае представляют собой одномерные массивы описаний ограничивающих рамок 
в представленном выше формате, остальные параметры, как входные, так и выходные, явля-
ются скалярами [33].

Для гибкости в финальных расчетах для конкретного значения порога уверенности детек-
тора τ  при работе с каждым конкретным i-м изображением и зная при этом общее число де-
тектирований в нем ( )iDN τ  уже на основе известного для него локального показателя точно-
сти ( )iPr τ  удобно рассчитать локальные же показатели числа истинно положительных ( )iTP τ  
и ложно положительных ( )iFP τ  срабатываний:

 ( ) ( ) ( ),  ( ) ( ) ( ),i i i i i iTP Pr DN FP DN TPτ τ τ τ τ τ= ⋅ = −  (5)
которые затем можно просуммировать по всем N  изображениям:

 
1 1

( ) ( ),  ( ) ( ),
N N

i i
i i

TP TP FP FPτ τ τ τ
= =

= =∑ ∑  (6)

и рассчитать в соответствии (2) итоговые показатели точности и полноты, заменив 
( ) ( )TP FNτ τ+  на общее число объектов поиска среди всех изображений.
Таким образом мы получаем значения метрик точности ( )Pr τ  и полноты ( )Rc τ  для задан-

ного порога уверенности детектора τ  и можем на основе них строить графики PR-кривой 
вида, представленного на рис. 5, проводить анализ и дальнейшую обработку, в том числе рас-
считывать показатели средней точности AP, а зная общее число детектирований и объектов 
поиска вычислять и любые другие метрики, например необходимые для построения ROC-кри-
вой (рис. 6). Для случая многоклассового поиска возможно повторение описанной процедуры 
отдельно для каждого из детектируемых классов объектов и, например, расчет по итогам всего 
этого показателя mAP. 

Альтернативой этому в Matlab является использование более высокоуровневой функции 
evaluateDetectionPrecision() [34], применяемой для расчета одновременно по всем изо-
бражениям тестовой выборки и порогам уверенности детектора τ  как самих показателей точ-
ности precision и полноты recall, в виде векторов, фактически зависимых от τ  и годных 
для построения графика PR-кривой, так и средней точности averagePrecision:

[averagePrecision,recall,precision] = evaluateDetectionPrecision(
detectionResults,groundTruthData,threshold);
Реализация этой функции является специфичной для одной из техник расчета, принятых в 

соревновании Pascal VOC, — вычисления ведутся в соответствии с (3) в режиме обхода всех 
результатов детектирования, отсортированных по убыванию уровня уверенности срабатыва-
ния детектора, и использования этого значения как конкретной величины порога .kτ

Также эта функция требует более сложной организации входных параметров со специфи-
кацией в detectionResults, что на каком изображении было обнаружено и с каким уровнем 
уверенности срабатывания детектора, а в groundTruthData должны быть указаны, разбитые 
по изображениям тестовой выборки, позиции расположения реальных объектов поиска. Па-
раметр threshold здесь как и в случае с bboxPrecisionRecall() относится к порогу IoU. Под-
держивается также многоклассовый поиск. Для этого требуется указание разбиения на классы 
внутри входных параметров detectionResults и groundTruthData.
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В Matlab существуют также специализированные функции по расчету показателей и по-
строению ROC-кривых, например perfcurve() [35], но они не заточены под задачу детекти-
рования, и потому при подготовке входных параметров для них для подсчета числа срабаты-
ваний все равно  требуют предварительного анализа пересечения результатов детектирования 
с расположением реальных объектов поиска.

Заключение

В статье был разобран базовый принцип расчета метрик качества детектирования объ-
ектов на изображении на основе анализа степени перекрытия IoU между прямоугольниками 
(ограничивающими рамками) результата детектирования и реального расположения объекта 
поиска. Были представлены и описаны формулы расчета самых популярных в данной области 
метрик: точности Pr, полноты Rc и средней точности AP (в том числе для случая многоклассо-
вого поиска). Описаны техники построения PR- и ROC-кривых, и проанализировано их пове-
дение как функций. 

Далее были перечислены известные существующие программные реализации расчета ме-
трик качества детектирования, а также инструменты разметки обучающих и тестовых данных 
и даны ссылки на них. Описаны проблемы совместимости между ними и существующими 
детекторами, а также наличия большого числа вариаций возможных метрик. Представлен и 
описан альтернативный подход к вычислению данных метрик с использованием встроенных 
функций среды Matlab, который является удобным при разработке, обучении и исследовании 
алгоритмов детектирования объектов на изображении внутри инфраструктуры Matlab ввиду 
совместимости форматов входных и выходных данных.
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Аннотация. Важнейшей задачей при производстве низших алкенов (этилена и пропиле-
на) является автоматическое безопасное управление процессом выжигания кокса в зме-
евиках бензиновых пиролизных печей. До настоящего времени эта задача окончательно 
не решена из-за отсутствия современного нейросетевого математического описания про-
цесса выжигания. В статье рассмотрена нейросетевая математическая модель для расче-
та концентрации диоксида углерода в газах выжига кокса среднетоннажных этиленовых 
установок типа ЭП-60, средняя относительная погрешность модели составила 3,4 %.
Ключевые слова: низшие алкены, пиролизная печь, отложение кокса, нейросетевая мате-
матическая модель, выжиг кокса.

Введение

В объеме вырабатываемых в мире пластических масс первое место в мире занимают по-
лиолефины — полиэтилен и полипропилен. На первом месте в мире по объёму производства 
среди всех продуктов нефтехимической промышленности находится этилен. Мировое потре-
бление этилена составляет 200 млн. т/год. Основным способом получения низших алкенов 
служит высокотемпературный пиролиз жидких и газообразных углеводородов. При этом об-
разуются побочные полезные и вредные продукты: водород, арены, бутадиен-дивинильная 
фракция, кокс. Полезные продукты повышают технико-экономические показатели этилено-
вых установок, а кокс, откладываясь на стенках пирозмеевиков и закалочно-испарительных 
аппаратов (ЗИА) снижает эффективность производства. В этой связи, змеевики пиролизных 
печей и ЗИА периодически (после 1–2 месяцев непрерывной работы) переводят на режим уда-
ления кокса. 

В РФ в качестве пиролизного сырья используют в основном бензин прямой перегонки 
нефти или смесь прямогонного бензина и бензина-рафината, при пиролизе которых аппарату-
ра интенсивно закоксовывается. Из змеевиков пиролизных печей кокс удаляют выжиганием, 
а ЗИА очищают либо механически, либо выжиганием, но чаще всего механически. Процесс 
выжигания ведут крайне осторожно, строжайше соблюдая регламент выжига, так как велика 
опасность перегрева и выхода из строя чрезвычайно дорогостоящих, закупаемых по импорту 
пирозмеевиков и трубных решеток ЗИА. Одним из самых недорогих путей решения этой про-
блемы является создание системы управления выжигом, основанной на математическом мо-
делировании и оптимизации процесса выжига кокса с использованием методов искусственно-
го интеллекта в условиях соблюдения требований безопасности.

В настоящее время в РФ данной проблемой научное сообщество занимается мало ввиду 
закрытости и небольшой доступности производств этилена, пропилена и бензола для иссле-
дования и недостаточности связи отечественной науки с этими производствами.

В [1, 2] разработана имитационная модель пиролиза бензина, включающая динамические 
модели отложения кокса в змеевиках бензиновых печей и его выжигания, разработанные ме-
тодом регрессионного анализа и обладающие в этой связи ограниченной применимостью и 
недостаточной точностью (6 % отн.). На отечественных установках процесс выжига кокса ста-
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раются проводить по регламенту, предписанному фирмой — изготовителем пирозмеевиков. 
В странах дальнего зарубежья (США, Япония, частично Европейские страны) в качестве сы-
рья пиролиза чаще всего используют газообразные углеводороды, в основном этан. Побоч-
ным продуктом его пиролиза является кокс в виде пиролизного углерода, откладывающийся 
на стенках змеевиков. G. J. Heynderikx c соавторами для этого вида кокса разработали [3–5] 
детерминированные математические модели его образования и выжига, которые предлагает-
ся использовать при оптимальном управлении процессами пиролиза этана и выжига пироу-
глерода. Однако пиролизный углерод имеет состав и условия горения, сильно отличающиеся 
от состава и условий горения кокса в змеевиках бензиновых печей. В этой связи зарубежные 
наработки и результаты по выжигу кокса не могут быть использованы в отечественных про-
изводствах этилена типа ЭП-60, ЭП-300 при пиролизе бензина.

Примеры эффективного использования нейросетевого моделирования с одним скрытым 
слоем в технологических процессах для управления дозированием сыпучих масс и расчета ка-
чественных показателей описаны в [6, 7]. В [8] описаны искусственные нейронные сети с 1-м и 
2-мя скрытыми слоями, разработанные для процесса получения стекольной шихты. Однако, в 
производствах низших алкенов нейросетевое моделирование не получило должного распро-
странения. В этой связи работа актуальна, так как направлена на использование элементов ис-
кусственного интеллекта для управления выжигом кокса в пирозмеевиках бензиновых печей.

1. Материалы и методы

1.1. Архитектура нейронной сети для математической модели

Для построения нейросетевых математических моделей необходимо наличие репрезента-
тивных экспериментальных данных и нейронной сети, архитектура которой позволит за при-
емлемый промежуток времени обучить ее на этих опытных данных. В отличие от нейронных 
сетей с одним скрытым слоем, наиболее часто используемых для моделирования технологиче-
ских процессов, например [6–8], нами в качестве базовой архитектуры нейронной сети (НС) 
был выбран многослойный персептрон. Его отличает высокая точность моделирования техно-
логических процессов и относительно не сложная и доступная реализация. Количество вну-
тренних скрытых слоев было выбрано в процессе машинного моделирования. В качестве ба-
зовой архитектуры нейронной сети выбран четырехслойный персептрон. Он состоит из 
входного слоя, трех скрытых слоев и выходного слоя. Входной слой состоит из 4-х нейронов, 
каждый скрытый слой имеет по 56 нейронов, выходной слой состоит из одного нейрона 
(рис. 1). На вход сети подаются значения температуры газов на выходе змеевика печи, °С 1( ,)X  
расход воздуха в змеевик, 3 /íì ÷ 2( ,)X  расход пара в змеевик, кг/ч 3( ,)X  время выжига кокса, ч 

4( ).X  На выходе сети получаем значения концентрации диоксида углерода (ДУ) на выходе зме-
евика печи, % об. 

Обучение персептрона реализовано с помощью алгоритма обратного распространения 
ошибки. Это обучение предполагает два прохода по всем слоям сети: прямого и обратного. 
При прямом проходе вектор входных параметров подается на входной слой нейронной сети, 
после чего распространяется по сети от слоя к слою. В результате генерируется набор выход-
ных сигналов, который и является фактической реакцией сети на данный входной образ. Во 
время прямого прохода все синоптические веса сети фиксированы. Во время обратного про-
хода все синоптические веса настраиваются в соответствии с правилом коррекции погрешно-
стей, а именно: фактический выход сети вычитается из желаемого, в результате чего форми-
руется сигнал абсолютной погрешности, который распространяется затем по сети в обратном 
направлении.
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Синоптические веса рассчитываются в зависимости от степени приближения выходного 
сигнала к экспериментальному значению концентрации ДУ. Выходные значения j-го нейрона 
k-го скрытого слоя и j-го нейрона выходного слоя вычисляются по формулам:

 ( )1
, ,k k k k

j i j i jY F w Y b−= −∑  (1)
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j j j jY F w Y b−= −∑  (2)
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где w  — вектор синоптических весов нейронных связей; ,iX  Y  — входной и выходной век-
торы параметров; d  — эталонное значение выходного сигнала; ( 1)K −  — предпоследний слой 
НС: ( 1) 3.K − =

Погрешность j-го нейрона k-го скрытого слоя определяется по формуле:
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Частные производные погрешностей НС вычисляются следующим образом:

 ( )
, ,

j j k
j j j

i j j j i j

Y SE E F S Y
w Y S w

γ
∂ ∂∂ ∂ ′= =

∂ ∂ ∂ ∂
 (5)

 ( ) j j
j j

j j j j

Y SE E F S
b Y S b

γ
∂ ∂∂ ∂

= = −
∂ ∂ ∂ ∂

′  (6)

 ( )
1 1

1 1
,

k k
j j j j k k

j j jk k k k
ji j j j j j ij

Y S Y SE E F S Y
w Y S Y S w

γ
− −

− −

∂ ∂ ∂ ∂∂ ∂
= = ′

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂∑  (7)

При обучении НС каждый параметр 1,X  2 ,X  3,X  4X  подается на вход персептрона, обра-
батывается в трех внутренних слоях его структуры, затем рассчитывается выходной сигнал 
сети ,Y  который сравнивается с соответствующим значением целевого вектора, который пред-
ставляет собой требуемое значение концентрации ДУ. Далее рассчитывается ошибка моделиро-
вания и реализуется изменение весовых коэффициентов связей внутри персептрона. Векторы 
обучающего множества предъявляются последовательно, вычисляются ошибки моделирова-
ния и реализуется подстройка весов связей для каждого вектора. Процесс обучения идет до тех 
пор, пока ошибка по всему обучающему массиву не достигнет требуемого значения. Обучение 
сети (рис. 1) осуществляли на основе 58 экспериментальных данных с применением алгоритма 
RMSProp, разработанного Джефри Хинтоном с соавторами [9, 10]. Его характерной особенно-

Рис. 1. Разработанная модель четырёхслойного персептрона: i = 1 – 4; s, j =1 – 56
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стью является в большей степени учет последних величин частных производных, вместо сум-
мы квадратов градиентов используется среднее всех предыдущих квадратов градиентов, кото-
рое при этом экспоненциально затухает. Таким образом, в нем учитываются в основном 
последние значения градиентов [10]:

 2 2 2
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E g E g g
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Расчет синоптических весов реализуется в методе RMSProp по формуле:
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где w (w )
nn ng E= ∇  — градиент ошибки; n  — шаг обучения; 0,001α =  — скорость обучения; 

6.10ε −=
Количество эпох приняли равным 101000. Обучение сети заняло 2 часа, максимальная аб-

солютная ошибка обучения составила 0,07 % объемных ДУ.

1.2. Описание алгоритма программы

Программа разработана на языке Python, версия 3.9.12 с использованием фреймворка 
TensorFlow с программным интерфейсом приложения Keras. Она состоит из 3-х модулей: Data.
py; Net.py; main.py. В модуле Data.py происходит считывание данных из файла и их разделение 
на входные и выходные. Для удобной работы с большими многомерными массивами исполь-
зовалась библиотека Numpy. В модуль выборка исходных экспериментальных данных подает-
ся после нормирования.

В модуле Net.py реализовано три метода: CreateNet, Learn и Solve. Метод CreateNet создает 
модель нейронной сети, которая состоит из входных, скрытых и выходных слоев. Каждый слой 
использует функцию активации relu(z)=max(0,z) и функцию потерь – среднее квадратичное 
отклонение табличного значения концентрации диоксида углерода от модельного. Вместо сто-
хастического градиентного спуска в качестве оптимизатора использовали алгоритм RMSProp, 
входящий в программный пакет. Метод Learn используется для обучения сети. Выборка в об-
учении разделяется на половину обучающих данных и половину тестовых данных. Принятый 
размер батча равен 5. Батч — это порция данных, на которые делится вся выборка. Метод Solve 
служит для проверки ответа сети. 

Головным в программе является модуль main.py, он используется для старта программы, и 
в нем вызываются и подключаются все необходимые дополнительные модули, а также библи-
отека matplot.lib для отображения графика.

2. Результаты и их обсуждение

В табл. 1 и на рис. 2 представлены результаты нейросетевого моделирования процесса вы-
жигания кокса в пиролизном змеевике печи среднетоннажной этиленовой установки типа 
ЭП-60 с помощью четырехслойного персептрона. Данные табл. 1 и рис. 2 показывают хорошее 
совпадение ответов НС с экспериментальными данными обучающей выборки.

В результате нейросетевого вычислительного эксперимента получены оптимальные значе-
ния синоптических весовых коэффициентов для каждого из четырех слоев персептрона, ко-
торые позволяют моделировать выжигание кокса со средней относительной ошибкой на всей 
выборке данных (58 значений концентрации ДУ) равной 3,4 %. Таким образом, разработанная 
НС почти в 2 раза лучше моделирует процесс выжигания кокса, чем известные регрессионные 
и детерминированные модели. Адаптивный оптимизационный алгоритм RMSProp с динами-
ческой модификацией скорости обучения успешно справился с задачей обучения выбранного 
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экспериментально четырехслойного персептрона. Он обладает достаточно высокой скоро-
стью и точностью решения и может быть рекомендован для решения аналогичных задач. К 
недостаткам данного алгоритма относится то, что он обладает низкой обобщаемостью на на-
борах данных с большим числом параметров [11]. Это может быть обусловлено его склонно-
стью к переобучению, которая ведет к существенному повышению погрешности на тестовой 
выборке. 

Оптимальное количество эпох равное 101000 также было получено в процессе машинного 
эксперимента. Меньшее и большее их число давали большее значение средней относительной 
погрешности НС на всей обучающей выборке, что может быть объяснено как недостатком 
эпох обучения, так и переобучением персептрона.

Таблица 1
Сравнение ответов сети с экспериментальными данными

№ опыта Конц. ДУ 
мод.

Конц. ДУ 
эксп.

Абс. 
ошибка № опыта Конц. ДУ 

мод.
Конц. ДУ 

эксп.
Абс. 

ошибка
1 2,27 2,4 –0,13 30 1,21 1,2 0,01
2 2,2 2,2 0 31 0,99 1 –0,01
3 2,04 2 0,04 32 0,81 0,8 0,01
4 1,81 1,8 0,01 33 0,64 0,6 0,04
5 1,59 1,6 -0,01 34 0,41 0,4 0,01
6 1,41 1,4 0,01 35 0,21 0,2 0,01
7 1,22 1,2 0,02 36 1,01 1 0,01
8 1,01 1 0,01 37 0,83 0,8 0,03
9 0,8 0,81 –0,01 38 0,66 0,65 0,01

10 0,63 0,62 0,01 39 0,44 0,4 0,04
11 0,41 0,4 0,01 40 0,2 0,2 0
12 0,2 0,2 0 41 1,39 1,4 –0,01
13 1,88 1,8 0,08 42 1,21 1,2 0,01
14 1,61 1,6 0,01 43 1,02 1 0,02
15 1,4 1,4 0 44 0,81 0,8 0,01
16 1,21 1,2 0,01 45 0,62 0,65 –0,03
17 1,01 1 0,01 46 0,41 0,4 0,01
18 0,81 0,8 0,01 47 0,2 0,2 0
19 0,62 0,6 0,02 48 0,96 0,95 0,01
20 0,41 0,4 0,01 49 1,95 2 -0,05
21 0,2 0,2 0 50 1,71 1,7 0,01
22 1,61 1,6 0,01 51 0,55 0,7 –0,15
23 1,26 1,4 –0,14 52 1,39 1,38 0,01
24 1,01 1 0,01 53 0,49 0,56 –0,07
25 0,8 0,8 0 54 1,21 1,2 0,01
26 0,61 0,6 0,01 55 0,21 0,22 –0,01
27 0,39 0,4 –0,01 56 0,65 0,64 0,01
28 0,2 0,2 0 57 0,2 0,3 –0,1
29 1,47 1,4 0,07 58 1,12 1,1 0,02
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Заключение

Разработано программное обеспечение (ПО), которое позволяет реализовать нейросете-
вую математическую модель процесса выжига кокса в пирозмеевиках печей среднетоннажной 
этиленовой установки типа ЭП-60 в зависимости от температуры газов на выходе из пироз-
меевика, расхода воздуха и пара в змеевик и времени выжига. Данное ПО может быть исполь-
зовано в бензиновых пиролизных печах в производстве низших алкенов типа ЭП-60. Для его 
внедрения в промышленное производство необходимо организовать автоматическое измере-
ние объемной концентрации ДУ в газах выжига, температуры парогазовой смеси на выходе 
из печи, расхода воздуха и пара в змеевики печи, времени выжига. После адаптации модели к 
конкретному промышленному производству, она может быть использована для оптимального 
управления процессом выжига кокса в змеевиках пиролизных печей.
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Аннотация. В докладе приведены результаты выполнения трех различных проектов 
по применению систем искусственного интеллекта в офтальмологии. Разработаны мо-
дели, основанные на глубоком машинном обучении искусственных нейронных сетей 
(ИНС-модели), используемые при автоматизированной обработке данных пациентов. 
В первом проекте ИНС-модель является ядром информационной системы для предопе-
рационного расчета оптической силы интраокулярной линзы (ИОЛ). Второй и третий 
проекты имеют своей целью интеллектуальный анализ графических файлов, получен-
ных с томографа DRI OCT Triton 3D optical coherence tomography. Реализацию проектов 
осуществляли в симуляторе собственной разработки и с использованием языка Python 
(Keras и Tensorflow).
Ключевые слова: модели искусственного интеллекта, искусственные нейронные сети, 
глубокое машинное обучение, оптическая сила интраокулярной линзы,  оптическая коге-
рентная томография.

Введение

В настоящее время наблюдается беспрецедентное развитие систем искусственного интел-
лекта на основе искусственных нейронных сетей, которые путем глубокого машинного обу-
чения и с использованием значительных по объемам массивов эмпирических данных позво-
ляют строить адекватные модели практически в любых предметных областях. Современные 
офтальмологические центры за последние десятилетия создали хранилища данных о пациен-
тах, включающие десятки и сотни тысяч записей оцифрованных показателей. В этой ситуации 
становится очевидным, что радикальным методом решения различных проблем, так или ина-
че связанных с автоматизированной обработкой данных в области офтальмологии, было бы 
построение интеллектуальной экспертной системы, ядром которой была бы математическая 
модель, построенная с помощью искусственных нейронных сетей (ИНС-модель). 

В данном докладе приведены общие алгоритмы и результаты выполнения трех различных 
проектов по применению систем искусственного интеллекта в офтальмологии. Разработа-
ны модели, основанные на глубоком машинном обучении искусственных нейронных сетей 
(ИНС-модели), используемые при автоматизированной обработке данных.

Проект № 1. Суть проблемы, рассмотренной в данном проекте, заключается в следующем. 
Имплантация современных интраокулярных линз (ИОЛ) позволяют офтальмологам эффек-
тивно решать задачи по хирургическому лечению катаракты. Степень улучшения зрительных 
функций пациента связана с точностью предоперационного расчета оптической силы ИОЛ. 
В офтальмологии имеется значительное число различных формул, предназначенных для рас-
чета этого показателя. Их недостатками является невозможность учета нестационарности 
объекта и настройки при поступлении новых эмпирических данных, например, в случае их 
локализации, а также малое количество учитываемых входных факторов. Данные обстоятель-
ства порождают большое число локальных поправок к этим формулам, их постоянную адап-
тацию и коррекцию [1]. 
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Основная идея (гипотеза), которая легла в основу данного проекта: использование ИНС-мо-
делей для расчета ИОЛ имеет ряд преимуществ по сравнению с известными формулами. Эти 
преимущества: возможно учесть существенно большее число входных переменных (до 17 вме-
сто 3–4); в процессе работы с ИНС-моделями возможно отделить наиболее значимые входные 
переменные от менее значимых, а это открывает путь к разработке большого числа различ-
ных моделей, оперирующих не со всеми входными переменными (что может быть важно для 
практики), но обладающих сопоставимой точностью; в отличие от использования формул, 
возможно организовать процесс изменения структуры ИНС-моделей и их переучивания при 
постоянном поступлении новых данных; такой подход должен обеспечить лучшую настройку 
на локальный социум, учет нестационарности «объекта», позволит в дальнейшем учитывать 
вновь открывающиеся входные факторы; принципиально понятно, как автоматизировать рас-
четные процессы. Основные идеи, связанные с организацией расчетов ИОЛ при постоянном 
поступлении новых данных и переучиванием ИНС-модели, описаны нами ранее в работе [2]. 

При выполнении проекта использовали алгоритмы глубокого машинного обучения: гра-
диентный и cтохастический градиентный методы, метод Монте-Карло при использовании си-
мулятора ИНС нашей разработки [3], а также стандартные инструменты оптимизации Keras и 
Tensorflow: SGD, Adam и другие. С целью улучшения точности ИНС-моделей были написаны 
собственные алгоритмы на языке Python для метода покоординатного спуска (Гаусса-Зейде-
ля), хорошо работающего вблизи точки оптимума и градиентного метода, допускающие ин-
терактивное взаимодействие с пользователем в процессе обучения модели. При обучении и 
валидации моделей весь датасет (899 записей) делили на две части в отношении два к одному, 
как это и рекомендовано в классических работах по машинному обучению [4, 5]. Для оценок 
погрешностей моделей использовали методы математической статистики.

На рис. 1 показан процесс обучения ИНС-модели. Первая точка на графике (средняя отно-
сительная погрешность 5 %) получена при использовании оптимизаторов SGD и Adam. При 
этом меньшей погрешности обучения достичь не удалось. В дальнейшем были использованы 
наши программы градиентного метода и метода Гаусса — Зейделя, применение которых в ин-
терактивном режиме на локальных данных позволило достичь уровня средней относительной 
погрешности в 3,68 %, что почти в три раза лучше, чем с использованием формул, хорошо 
известных в офтальмологии. 

Рис. 1. Средняя относительная погрешность обучения ИНС-модели на разных этапах
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В офтальмологической практике расчет ИОЛ может быть признан очень удачным, если 
расчетное значение отличается от оптимального для данного пациента не более чем на 0,5 
дптр и приемлемым, если отличается не более чем на 1 дптр. В связи с этим были изучены 
статистические свойства обученных ИНС-моделей и продемонстрированные ими на выборке 
для валидации (табл. 1 и рис. 2).

Таблица 1
Статистические свойства ИНС-моделей, полученных на различных этапах (эпохах)

их обучения, продемонстрированные на выборке для валидации
Уровни средней 

относительной погрешности 
обучения ИНС-модели, %

Дисперсия абсолютной 
погрешности

Процент расчетных 
значений, входящих 

в диапазон ± 0,5 дптр
5,00 1,30 35,95
4,42 1,17 37,59
4,12 1,11 37,60
3,91 1,06 43,06
3,68 1,01 45,13
3,1* 0,89* 58*
2,8* 0,82* 64*
2,4* 0,73* 67*

* значения получены на симуляторе на ограниченных по объему локальных выборках

Из анализа табл. 1 и рис. 2 следует, что было бы желательно рассчитать значение средней 
относительной погрешности ИНС-модели, которое обеспечивало бы приемлемые уровни по-
падания расчетных значений ИОЛ для пациентов в диапазон ± 0,5 дптр. Такой расчет показан 
на рис. 3. Здесь точками показаны уже имеющиеся значения, а линией — прогноз по параболи-
ческой зависимости второго порядка. Из этого графика видно, что для достижения процента 
попаданий расчетов по модели в диапазон ± 0,5 дптр в 85 % случаев потребуется погрешность 
ИНС-модели порядка 1,8 %, для 90 % случаев потребуется погрешность ИНС-модели порядка 
1,7 %, для 95 % случаев потребуется погрешность ИНС-модели порядка 1,5 %. Такие значения 
погрешности модели могут быть достигнуты лишь по мере накопления в нашей информаци-
онной системе новых данных. 

Данный проект является законченным, но поступление новых данных о пациентах и пе-
реучивание ИНС-модели на них продолжится, что обеспечит ее большую точность и лучшие 
прогностические способности. В настоящее время с учетом полученных данных об архитек-
туре ИНС-модели и ее коэффициентах написана программа калькулятора для ее использо-
вания врачами офтальмологами. Калькулятор читает настроечные коэффициенты из файла 
coefficients, которые будут корректироваться по мере поступления новых данных о пациентах 
и переучивания ИНС-модели.

Проект № 2. В данном проекте, являющимся продолжением [6, 7], разработано специали-
зированное программное обеспечение [8], предназначенное для автоматизированного анализа 
протоколов, полученных с томографа DRI OCT Triton 3D optical coherence tomography в графи-
ческом формате, их интеллектуального анализа с использованием ИНС-моделей и автомати-
зированного составления описаний, что существенно упрощает работу врача-офтальмолога.

Общий вид протокола обследования пациента представляет собой графический файл и 
показан на рис. 4. Целью данного проекта является разработка программы для анализа карты 
толщин сетчатки глаза пациента по зонам и автоматизированного составления их описаний в 
формате MS Word.
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Алгоритм программы включает в себя следующие наиболее важные этапы: 1) загрузка ис-
ходного графического файла; 2) анализ протокола и определение, особенности какого глаза 
(правого или левого) он отражает; 3) определение координат углов карты толщин сетчатки 
глаза и запись этой карты в отдельный графический файл; 4) разработка математической или 
информационной модели принадлежности пикселя карты к одной из зон (1–9); 5) разработка 
математической модели, связывающей цвет пикселя, отраженный на шкале толщин и цветов 
(рис. 4) и толщину сетчатки в данной точке; 6) подсчет средней толщины сетчатки по зонам 
(1–9); 7) формирование окончательного протокола с описанием зон 1–9 для данного пациента 
в файле MS Word, который, при необходимости, может отредактировать врач-офтальмолог.

Рис. 2. Гистограммы распределений абсолютных погрешностей ИНС-моделей (дптр) 
на разных этапах обучения при значениях средней относительной погрешности по выборке 

для валидации: а) 5,0 %; b) 4,42 %; с) 4,12 %; d) 3,91 %; e) 3,68 %
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Рис. 3. Средняя относительная погрешность ИНС-модели (по оси абсцисс) 
и процент попаданий прогнозов в диапазон ± 0,5 дптр (по оси ординат). 

Линия при значениях средней относительной погрешности модели меньше 2,4 % — 
прогноз по параболической зависимости второго порядка

Рис. 4. Протокол обследования пациента, полученный с томографа 
DRI OCT Triton 3D optical coherence tomography
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Необходимо отметить, что блоки алгоритма 4 и 5 выполнены нами с использованием 
ИНС-моделей. В первом случае такая модель выступает в качестве классификатора принад-
лежности точки к определенной зоне, а во втором представляет собой уравнения связи между 
цветами RGB (три входа) и толщиной сетчатки глаза.

В настоящее время проект полностью реализован. При этом использованы современные 
средства разработки, объединенные и ориентированные на науки о данных в Anaconda 2.0.3, 
с поддержкой современных версий Python и тематических модулей, таких как NumPy, SciPy, 
Python Imaging Library (PIL) и др., Jupyter Lab 3.0.14 и Jupyter Notebook 6.3.0. 

Проект № 3 находится в настоящее время в стадии выполнения. Его цель — автоматизиро-
ванная идентификация аномалий (болезней глаза) на снимках, полученных в результате ска-
нирования сетчатки. Данная задача является наиболее трудной для выполнения из-за доста-
точно больших размеров изображения и большого числа возможных исходов и их сочетаний. 

Вот основные идеи, эффективность которых проверяется в настоящее время: 1) разделить 
интересующий фрагмент на три зоны — стекловидное тело (этот фрагмент можно анализиро-
вать с использованием логических методов), слои сетчатки, которые очень трудно разделить 
(этот фрагмент можно анализировать с использованием сверточных нейронных сетей CNN) 
и хориоидея, детали в которой хорошо различимы на цветных снимках (этот фрагмент мож-
но анализировать с использованием логических методов); 2) сканировать фрагменты изобра-
жений, имеющие размер 1645 × 641 пикселей по вертикали; каждый раз записывать в файл 
(таблицу) чередование доминирующих цветов или всех трех  цветов RGB; таблица этих чере-
дований и их длительностей позволит сформировать соответствующие тензоры и даст  ин-
формацию о виде аномалии, ее размерах и координатах; при таком подходе с одного снимка 
мы будем «добывать» 1645 строк данных, которые могут быть проанализированы нейронной 
сетью средствами natural language processing (NLP) [9].

На рис. 5 показан графический протокол сканирования сетчатки глаза, на рис. 6 и 7 – инте-
ресующие нас фрагменты изображений: «норма» – рис. 6 и имеющий аномалии – рис. 7. 

Рис. 5. Снимок сетчатки глаза, полученный с томографа DRI OCT Triton 3D
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Осуществляя вертикальное сканирование таких фрагментов, показанное на рис. 8, возмож-
но получить графики изменения цветов RGB, являющиеся весьма характерными для «нормы» 
и аномалий различного вида. 

В настоящее время осуществляется подготовка аннотированного датасета изображений и 
апробация алгоритмов разделения фрагментов на зоны, использование цветовых фильтров 
и поиск закономерностей смены цветов при вертикальном сканировании, характерных для 
различных видов аномалий.

Заключение

Таким образом, в докладе приведены результаты выполнения трех различных проектов по 
применению систем искусственного интеллекта в офтальмологии: идеи, алгоритмы, програм-
мы, большая часть которых доведена до уровня реального использования.

Проекты реализованы с использованием симулятора ИНС-моделей и языка Python (Keras 
и Tensorflow).

Рис. 6. Фрагмент исходного изображения «норма»

Рис. 7. Фрагмент  исходного изображения с аномалиями –1
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УДК 531

УПРУГОПЛАСТИЧЕСКОЕ СОСТОЯНИЕ ВРАЩАЮЩЕЙСЯ 
ЦИЛИНДРИЧЕСКОЙ ТРУБЫ

Воронежский государственный университет

М. А. Артемов, Е. С. Барановский, Ю. В. Некрасов, Д. И. Соломатин, Р. Г. Меджидов

Аннотация. Приводится решение задачи о вращающейся цилиндрической трубе из 
упругопластического материала. Все величины и соотношения приводятся к безразмер-
ному виду. Выбирается кусочно-линейное условие пластичности общего вида. Принима-
ется, что все кривые пластичности имеют общую точку, соответствующую одноосному 
растяжению. Получены условия для внешних параметров, определяющих возможность 
зарождения пластических областей. В пластической области задача статически неопре-
делимая. Для оценки величины напряженного состояния в области упругого состояния 
трубы вводится эквивалентное напряжение, равное выбранной функции пластичности. 
Для определения связи пластических деформаций и напряжений выбирается кусоч-
но-линейный пластический потенциал, равный функции пластичности. Пластические 
деформации и напряжения связаны ассоциированным законом пластического течения. 
Рассматривается пластически сжимаемое тело. Соотношения ассоциированного зако-
на пластического течения интегрируются, задача определения перемещений становится 
квазистатической. Результаты вычислений представлены в виде графиков напряжений, 
перемещений и деформаций.
Ключевые слова: упругопластическое тело, кусочно-линейные функции пластичности, 
теория пластического течения, плоское деформированное состояние, быстровращающа-
яся труба.

Введение

Вопросы, связанные с математическим моделированием состояния быстровращающихся 
цилиндрических тел, рассматривались в ряде работ, см., например, [1–11]. В работах [9, 10] из-
учалось напряженное и деформированное состояние быстровращающегося кругового цилин-
дра (трубы) с жестким включением. Принималось, что материал трубы под действием внешних 
воздействий может проявлять упругие и пластические свойства. Жесткое включение — абсо-
лютно твердое тело, удерживает внутреннюю стенку трубы от смещения. В качестве условия 
пластичности выбиралось условие пластичности максимального приведенного напряжения 
[11–13], которое в научной литературе рассматривается реже, чем известные условия пластич-
ности Треска [14, 13] (условие пластичности максимального напряжения) и Мизеса [15, 2, 13] 
(условие пластичности максимально октаэдрического касательного напряжения).

Постановка задачи

В настоящей работе рассматривается задача определения напряженного и деформирован-
ного состояния вращающейся цилиндрической трубы для упругого и упругопластического со-
стояний. Принимается, что материал трубы является изотропным и идеально упругопласти-
ческим. Рассматривается случай, когда деформации являются малыми. Упругие деформации 
связаны с напряжениями соотношениями закона Гука. Для условия пластичности выбирается 
кусочно-линейная функция пластичности общего вида. Пластические деформации связаны с 
напряжениями соотношениями ассоциированного закона пластического течения.

При рассмотрении осесимметричного плоского деформированного состояния направле-
ния главных осей тензора напряжений известны, поэтому соотношения ассоциированного 
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закона течения интегрируются и переходят в соотношения ассоциированного закона пласти-
ческого деформирования. При определении напряжений и деформаций в пластической обла-
сти выделяются два типа зон, которые соответствуют разным режимам пластичности: зоны 
в которых реализуется регулярные режимы пластичности и зоны в которых реализуются 
сингулярные режимы пластичности. В пространстве главных напряжений регулярному ре-
жиму пластичности соответствует грань поверхности пластичности, сингулярному — ребро 
поверхности пластичности. Для каждого типа режима пластичности алгоритм определения 
напряжений и деформаций однотипный.

Все соотношения записываются в безразмерном виде и выбирается цилиндрическая систе-
ма координат ( , , ),zρ θ  ось z  которой направлена по оси симметрии цилиндра. Внутренний 
радиус трубы обозначается символом ' ',a  внешний радиус символом ' '.b

Безразмерные величины

В качестве характерных масштабов измерения (единиц измерения) выбираются следую-
щие значения: за масштаб длины выбирается значение внешнего радиуса цилиндра — ,b  за 
масштаб измерения величин, имеющих размерность напряжений, принимаем значение вы-
бранного предела пластичности ,k  за масштаб угловой скорости принимается 1/сек. За всеми 
безразмерными величинами сохраняем обозначения соответствующих размерных величин. 
Такой прием делает все соотношения более удобочитаемыми. Переход к безразмерным вели-
чинам приводит к появлению безразмерных комплексов (чисел) в некоторых соотношениях. 

Основные соотношения

Для рассматриваемой осесимметрической задачи в случае плоского деформированного со-
стояния соотношения Коши, связывающие деформации и перемещения, имеют вид [1]

 , , 0.z

du u
d

ρ ρ
ρ θε ε ε

ρ ρ
= = =  (1)

Соотношения закона Гука [1], устанавливающего пропорциональность девиаторов напря-
жений и деформаций и пропорциональность шаровых частей тензора напряжений и тензора 
деформаций, можно представить, выразив упругие деформации через напряжения
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или выразив напряжения через деформации
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где E  — безразмерный модуль Юнга, ν  — коэффициент Пуассона. Поскольку деформации, 
являясь безразмерными величинами, имеют значения порядка 1,E−  в дальнейших численных 
расчетах рассматриваемые деформации умножаются на безразмерный модуль Юнга, т. е. ис-
пользуется запись ' '.iEε  
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Когда в упругой области необратимых деформаций нет, то упругие деформации являются 
полными, поэтому в случае плоской деформации 

 0,e
zε =  (4)

а из третьего равенства (2) следует, что
 ( ).z θ ρσ ν σ σ= +  (5)
Если исключить из системы уравнений, включающей условия совместности деформаций, 

соотношения закона Гука (2) и уравнение равновесия (если рассматривается сопутствующая 
система координат, относительно которой цилиндр неподвижен), компоненты деформаций 

,e e
ρ θε ε  и окружное напряжение ,θσ  то получим дифференциальное уравнение второго порядка 

относительно радиальной компоненты тензора напряжений
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где m  — безразмерный комплекс, отражающий влияние сил инерции. Решая уравнение (6) и 
учитывая уравнение равновесия и равенство (5), находим, что
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Используя соотношения закона Гука (2) и соотношения Коши (1) получаем формулы для 
деформаций и перемещений
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Также задачу определения напряжений в упругой области можно свести к решению систе-
мы двух дифференциальных уравнение первого порядка
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Если, согласно соотношениям Коши (1), в соотношениях закона Гука (3) выразить дефор-
мации через перемещения и подставить найденные выражения для деформаций в уравнение 
равновесия, то получим дифференциальное уравнение второго порядка относительно ради-
альной компоненты вектора перемещений
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Решая уравнение (9), находим
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Учитывая соотношения Коши (1) и соотношения закона Гука (3), находим деформации
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и напряжения
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Варианты задания граничных условий

Если на границах aρ =  и bρ =  заданы давления соответственно ap  и ,bp  то
 | ,a apρ ρσ = = −    | .b bpρ ρσ = = −  (12)
В этом случае неизвестные величины ,A B  в формулах (7) будут вычисляться по формулам

 

2 22 2

2 2

2 22 2

2 2

(3 2 )( ) ,
8(1 )

2( )(3 2 ) .
4(1 )

a b

a b

a p b pb a mA
b a

p p a ba b mB
b a

ν
ν

ν
ν

−− +
= +

− −

−−
= +

− −

 (13)

Если на границе aρ =  задано перемещение, а на границе bρ =  задано давление, то 
 | ,a au uρ= =    | .b bpρ ρσ = = −
В этом случае неизвестные величины ,A B  в формулах (7) будут вычисляться по формулам

 

4 4

2 2

2 2 2

2 2

1 (1 2 ) (3 2 ) ,
(1 2 ) 8(1 ) 1

2(3 2 )(1 2 ) 2 .
(1 2 ) 4(1 ) 1

a

a
b

aEua bA m
a b

Euab a bB a m p
a b

ν ν
ν ν ν

νν
ν ν ν

 − + −
= + − + − + 

  − −
= − + +  − + − +  

 (14)

Задание граничного условия 
 | a au uρ= =

эквивалентно условию
 | ,a apρ ρσ = = −

если давление на внутренней границе цилиндра будет изменяться по закону

 
2 2 2 2 2 2 2

2 2
2 2 2 2

2(1 ) ( ) (1 2 )( ) 2 ( ) .
(1 )( (1 2 ) ) 4( (1 2 ) )

b a
a

ab p b a Eu a b bp b a m
a b a b a
ν ν

ν ν ν
− + − − + +

= − −
− + − + −

 (15)

Закон (15) получен из формулы для радиального перемещения в (8) после подстановки в 
нее выражений (13) для величин , .A B

Из формул (8) для компонент тензора напряжений, учитывая (13) и (15), находим, что

 
22 2 4 4 4

2 2 2 2 2 2

2((1 ) )( ) 2 ( ) 4| .
4(1 )(2 ) (1 )(2 )

b a
z a

ab p aEua b b a b m
a a b a a a bρ

ννσ ν
ν ν ν ν=

 + −+ + − −
= + + − − + − − 

 (16)
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На рис. 1 приведен график, показывающий изменение давления p  на внутренней стенке 
трубы при увеличения её угловой скорости вращения.

На рис. 2 показаны графики эквивалентных напряжений, определяемых по формулам

 1

| 2 |
,

2
zF θ ρσ σ σ− −

=      2

| 2 |
,

2
zF ρ θσ σ σ− −

=      3

| 2 |
,

2
zF θ ρσ σ σ− −

=

 
1/22 2 2

2

(2 ) (2 ) (2 )
, .

2 2

nn n n
z z z

nF n Zθ ρ θ ρ ρ θσ σ σ σ σ σ σ σ σ − − + − − + − −
= ∈  + 

когда компоненты тензора напряжений вычисляются по формулам (7), (13), (15) и выбраны 
следующие значения параметров: 0.2,a =  1,b =  0.3,ν =  0,au =  0,bp =  16.n =

Функции 1 2 3, ,F F F  относятся к разным режимам условия пластичности максимального 
приведенного напряжения

 max{| 2 |, | 2 |, | 2 |} 2 .z z z kθ ρ ρ θ θ ρσ σ σ σ σ σ σ σ σ− − − − − − =

Уравнение ,F k=  в зависимости от значения параметра ,n  в пространстве главных напря-
жений определяет разные поверхности пластичности. При 1n =  получаем цилиндр Мизеса, 
при n →∞  получаем шестигранную призму для условия пластичности максимального приве-
денного напряжения.

Рис. 1. 20.2, 1, 0.3, 0, 0,a ba b u p mν= = = = = = Ω

Рис. 2. Точечная линия – гафик функции ,F  линия черного цвета — гафик функции 1,F  
красная — гафик функции 2 ,F  синяя — гафик функции 3.F  Графики построены для следующих 

значений параметров: 0.2,a =  1,b =  0.3,ν =  1.7511,Ω =  0,au =  0,bp =  16n =
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Зарождение пластической области

Графики, приведенные на рис.2 показывают, что при выбранных граничных условиях пла-
стическая область зарождается на границе aρ =  и будет выполняться режим пластичности

 2 2 .z kρ θσ σ σ− − =
Из (16) следует, что при условии 0au =  будет выполняться равенство

 
2 2 2 4 4 4

2 2 2 2 2 2

2 ( ) ( ) 4| | .
2 4(1 )(2 )

b
a z a

b p a b b a b m
a a b a a bθ ρ ρ

νσ σ ν
ν ν ν= =

 + + − −
= = + − − + − − 

Это значит, что при увеличении угловой скорости вращения трубы годограф вектора на-
пряжений будет перемещаться в плоскости ,zθσ σ=  а в проекции оси ρσ  на девиаторную 
плоскость вдоль этой проекции. Поэтому, если для всех условий пластичности нормально 
изотропного идеально пластического тела в качестве предела пластичности выбран предел 
пластичности на одноосное растяжение, то значение угловой скорости, при которой на грани-
це aρ =  будет зарождаться пластическая область, будет одним и тем же. Поэтому, выберем 
для определенности, режим 

 2 2z kρ θσ σ σ− − =  (16)
условия пластичности максимального приведенного напряжения.

Неизвестные величины , ,A B  входящие в формулы (7) и (8), определим из следующих гра-
ничных условий. На границе aρ =  должен выполняться режим (16)

 (2 ) | 2 ,z a kρ θ ρσ σ σ −− − =  (17)
на границе bρ =  задаем внешнее давление

 | .d bpρ ρσ = = −  (18)
Для граничных условий (17), (18) получаем

 

2 2 4 4

2 2 2 2

2 2
2 2

2 2 2 2

2 3 5(1 2 ) 3(3 2 ) ,
(1 2 ) 3 8(1 )((1 2 ) 3 )

2((1 2 ) 2 ) (1 2 )((3 2 ) 5 ) .
(1 2 ) 3 4(1 )((1 2 ) 3 )

b

b

a k b p a bA m
a b a b

p k b aB m a b
a b a b

ν ν
ν ν ν

ν ν ν
ν ν ν

+ − − −
= +

− − − − −

 − + − − −
= − − − − − − 

 (19)

Подставляя найденные значения ,A B  в формулу для перемещений в (8) и полагая, что на 
границе aρ =  радиальное перемещение | 0a au uρ= = = , получим формулу для вычисления зна-
чения угловой скорости, при которой на границе aρ =  зарождается пластическая область

 
2 2 2 22 2

2 2 4 4 2 2

(1 )( ) (1 )4( (1 2 ) ) .
(1 2 )( ) (3 2 ) (1 2 ) 2

bb a k b pb am
b a b a a b

ν νν
ν ν ν

− − − −+ −
= ⋅

− − − − − −
Если 0,bp =  то

 
2 2

4 4 2 2

4(1 )( (1 2 ) ) .
(1 2 )((3 2 ) (1 2 ) 2 )

b a km
b a a b

ν ν
ν ν ν

− + −
=

− − − − −
 (20)

Для пластически сжимаемого тела, когда перемещения на внутренней границе | 0au ρ= = , 
будет также выполняться равенство | | .a z aθ ρ ρσ σ= ==  Так, для режима 

 2 2 ( ) 2( )z z kρ θ ρ θσ σ σ δ σ σ σ δ− − + + + = +  (21)
угловая скорость, при которой на границе aρ =  зарождается пластическая область

 
2 2

4 2 2 2 2 2 2 4 4 2 2 2 4 4
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− + − +
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+ − + + − + − − + − +
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Функция пластичности

Рассматриваем случай, когда, выраженная через собственные значения тензора напряже-
ний, функция пластичности является кусочно-линейной. Тогда условие пластичности можно 
представить в виде 

 
1..

max{ } 2 .i i i z
i n

kθ ρα σ β σ γ σ
=

+ + =  (22)

Если 0,i i iα β γ+ + =  то в пространстве главных напряжений равенство (22) определяет 
многогранную призму, если 0i i iα β γ+ + ≠  — многогранную пирамиду.

Если рассматривается определенная i-я грань поверхности пластичности, то напряжения 
должны удовлетворять системе

 1 1 1

1 1 1

2 ,
2 ,
2 .

i i i z

i i i z

i i i z

k
k
k

θ ρ

θ ρ

θ ρ

α σ β σ γ σ

α σ β σ γ σ

α σ β σ γ σ
− − −

+ + +

 + + =


+ + ≤
 + + ≤

 (23)

Систему (23), которой в пространстве напряжений соответствует грань поверхности пла-
стичности, в дальнейшем, для краткости, будем называть режимом грани.

Когда вектор напряжений в пространстве главных напряжений перемещается по i -му ре-
бру поверхности пластичности, в пластической области компоненты тензора напряжений 
должны удовлетворять системе двух уравнений

 
2 , 1
2 , mod( 1) / 1.

i i i z

j j j z

k i N
k j i n

θ ρ

θ ρ

α σ β σ γ σ

α σ β σ γ σ

+ + = = ÷
 + + = = − +

 (24)

Систему (24), которой в пространстве напряжений соответствует ребро поверхности пла-
стичности, в дальнейшем, для краткости, будем называть режимом ребра.

Режим ребра

Из системы уравнений (24) следует, что независимой будет только одна компонента тензора 
напряжений, например, .ρσ  Остальные компоненты тензора напряжений выразим через нее

 1 1

2 2

2 ,
2 ,z

S K
S K

θ ρ

ρ

σ σ

σ σ

= +

= +
 (25)

где введены обозначения

 1

( )
,j i

i j j i

k
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γ γ
α γ α γ

−
=

−
      2

( )
,i j

i j j i

k
K

α α
α γ α γ

−
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−

 1 ,j i i j

i j j i

S
β γ β γ
α γ α γ

−
=

−
   2 .j i i j

i j j i

S
α β α β
α γ α γ

−
=

−
В пластической области, где реализуется режим ребра, задача определения напряжений бу-

дет статически определимой. Для определения напряжений имеем систему уравнений, вклю-
чающую уравнение равновесия и два условия (24), из которой получаем линейное дифферен-
циальное уравнение первого порядка для радиальной компоненты тензора напряжений

 2
1 1(1 ) 2 0.

d
S m K

d
ρ

ρ

σ
ρ σ ρ

ρ
+ − + + =  (26)

Решение этого уравнения запишем в виде

 1

2
1 1

1 1

2 .
3 1

S KmC
S Sρ
ρσ ρ −= + +
− −

 (27)
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Учитывая формулы (25), (27) находим, что окружная и осевая компоненты тензора напря-
жений будут вычисляются по формулам 

 

1

1

2
1 1

1
1 1

2
1 2

2 2 1
1 1

2 ,
3 1

2 ,
3 1

S

S
z
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S S
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S S

θ
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−

 
= + + − − 

   
= + + +   − −   

 (28)

Учитывая формулы (27), (28) для напряжений, упругие деформации в пластической обла-
сти, где реализуется режим ребра, находим согласно соотношениям (2) закона Гука

 ( ) 1

2
1 1

1 2 1 2
1 1

21 ( ) 2 ( ),
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Se KmE S S C K K
S Sρ
ρε ν ρ ν− 

= − + − + − + − − 
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 (29)

 1

2
1 1

2 1 2 1
1 1

2( (1 )) 2( ).
3 1

Se
z

KmE S S C K K
S S
ρε ν ρ ν− 

= − + − + + − − − 
Решение (27) справедливо, если величина 1 1,S ≠  или 1 3.S ≠  Величина 1 1,S =  если условие 

пластичности не зависит от первого инварианта тензора напряжений. В этом случае из ассо-
циированного закона пластического течения следует пластическая несжимаемость материала.

Запишем условие пластичности (9) в виде

 
( ) 2 ,
( ) 2 ,

i i i z i i i

j j j z j j j

s s s k
s s s k
θ ρ

θ ρ

α β γ α β γ σ

α β γ α β γ σ

+ + + + + =
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 (30)

где 1 1 ( )
3 3 ztr θ ρσ σ σ σ= = + +σ  — среднее (гидростатическое) давление, i is σ σ= −  — главные 

компоненты девиатора напряжений. 
Условие пластичности не будет зависеть от первого инварианта тензора напряжений 

1 ,I tr= σ  если коэффициенты
 0.i i iα β γ+ + =  (31)
В этом случае, учитывая, что сумма диагональных компонент девиатора напряжений
 0,zs s sθ ρ+ + =  (32)

систему (30) запишем в виде 
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 (33)

Из системы (33) и равенства (32) получаем формулы для вычисления значений компонент 
девиатора напряжений, когда реализуется режим пластичности, которому в пространстве 
главных напряжений соответствует ребро призмы поверхности пластичности
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Таким образом, когда условие пластичности не зависит от первого инварианта тензора на-
пряжений для режима ребра поверхности пластичности, значения для компонент девиатора 
напряжений вычисляются по формулам (34), а изменение значений компонент тензора напря-
жений определяется гидростатическим давлением. В этом случае уравнение (26) принимает 
вид

 2
12 0,d m K

d
σρ ρ
ρ
+ − =  (35)

Когда выполняется условие (31), находим, что 

 1 ,i i j j

j i i j

K k
α β α β
α β α β
+ − −

=
−

      2 .i j

j i i j

K k
α α

α β α β
−

=
−

Решая уравнение (23) и учитывая формулы для компонент девиатора напряжений (23), на-
ходим, что при выборе кусочно-линейной функции пластичности, не зависящей от первого 
инварианта тензора напряжений, компоненты тензора напряжений будут определяться по 
формулам

 
2

12 ln( ),
2

mC Kρ
ρσ ρ= − +

 12 ,Kθ ρσ σ= +  (36)

 22 .z Kρσ σ= +

Зная напряжения (27), (28) для режима ребра (24), упругие деформации выражаем через 
радиальную компоненту тензора напряжений, используя соотношения закона Гука
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 (37)

Для сингулярных точек поверхности пластичности предложено использовать обобщенный 
ассоциированный закон пластического течения [16], согласно которому приращение тензора 
пластических деформаций связано с тензором напряжений соотношением

 ,jp i
i j

FFd d dλ λ
∂∂

= +
∂ ∂

ε
σ σ

где ,i jF F  — функции пластичности, соответствующие смежным граням поверхности пла-
стичности. Для режима ребра (24) соотношения обобщенного закона пластического течения 
принимают вид
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 (38)

Из двух первых соотношений (38) выражаем неопределенные множители ,i jd dλ λ  через 
пластические деформации
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 (39)

Подставляя найденные выражения (39) в третье соотношение (38), получаем
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 1

2 2

1 0.p p p
z

Sd d d
S Sρ θε ε ε

 
+ + = 

 
 (40)

Интегрируя (40) получим

 * * *1

2 2

1 ( ) ( ) 0.p p p p p p
z z

S
S Sρ ρ θ θε ε ε ε ε ε− + − + − =  (41)

Если на начало этапа нагружения в теле необратимых деформаций нет, то
 * * * 0.p p p

z ρ θε ε ε= = =  (42)
Принимая гипотезу естественного состояния (42) и учитывая, что пластические деформа-

ции равны разности полных и упругих деформаций, из (31) следует, что
 1 2( ) ( ) 0.e e e

z zS Sρ ρ θ θε ε ε ε ε ε− + − + − =  (43)
В случае малых деформаций полные деформации выражаются через перемещения соглас-

но соотношениям Коши

 , .
du u
d

ρ ρ
ρ θε ε

ρ ρ
= =  (44)

Исключая из (43), (44) полные деформации, получаем дифференциальное уравнение первого 
порядка для нахождения перемещений в пластической области, где реализуется режим ребра

 1 1 2 0.e e e
z

du u
S S S

d
ρ ρ

ρ θε ε ε
ρ ρ
+ − − − =

Учитывая формулы (37) для упругих деформаций, решение этого уравнения запишем в 
виде
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В (45) учтены обозначения
 2 2

1 2 1 2 1 22 ( ) 1,M S S S S S Sν= + + − − −

 ( )1 2 1 1 2 22 ( ) ( ) ) .N S S K S S Kν ν ν ν= − − + − +
По соотношениям Коши (44) находим деформации
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Используя формулы (19) и (46) находим пластические деформации

 

( )

1 1

2
1 1 1

1 2 1 2 1 2 2
1 1

2
1

1 2 1 2
1 1 1

21 3( ) 1
2 1 9

2 3( ) 1 2 ( ),
1 3 1

S Sp K mE S S M C C S M
S S

K m NS S K K
S S S

ρ
ρε ν ρ ρ

ρν ν

− − −   = + − − − + − +   − −   
 

+ + − + − + + − − + 

 

( )

1 1

2
1 1 1

2 1 1 2 1 2 2
1 1 1

2
1

2 1 1 2
1 1 1

21(1 )
2 1 9

2(1 ) 2( ),
1 3 1

S Sp KM mE S S C C S M
S S S

K m NS S K K
S S S

θ
ρε ν ρ ρ

ρν ν

− − −   
= + − − + + − +   − −   

 
+ + − + − + + − − + 

 .p e
z zE Eε ε= −
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Пластическая несжимаемость

Когда условие пластичности не зависит от первого инварианта тензора напряжений, со-
гласно ассоциированному закону первый инвариант тензора пластических деформаций будет 
равен нулю

 0.p p p
z ρ θε ε ε+ + =

При выполнении равенств (19) величины
 2 1 1S S= =

и формула (45) для вычисления перемещений в пластической области будет содержать нео-
пределенность, раскрытие которой требует знания зависимости искомых величин 2 1,C C  от 
исходных параметров задачи. Поэтому перемещения в пластической области определяем, ре-
шая уравнение

 (1 2 )( ) 0,z

dEu Eu
d

ρ ρ
ρ θν σ σ σ

ρ ρ
+ − − − − =

в котором напряжения , , zρ θσ σ σ  вычисляются по формулам (36).

 
2

1 1
1 2

3 3(1 2 ) 3 ln( ) .
2 8 2

C KmEu C K Kρ
ρν ρ ρ

ρ
 

= + − − + + − 
 

 (47)

Учитывая соотношения Коши (1) и формулу (47) для перемещений в пластической обла-
сти, полные деформации

 

2
1 1

1 22

2
1 1

1 22

53 9(1 2 ) 3 ln( ) ,
2 2 2

3 3(1 2 ) 3 ln( ) .
2 8 2

C KmE C K K

C KmE C K K

ρ

θ

ρε ν ρ
ρ

ρε ν ρ
ρ

 
= − + − − + + − 

 
 

= + − − + + − 
 

 (48)

Пластические деформации определяем, учитывая формулы (48) для полных деформаций

 
2

1 1
1 2 12

31 5(1 2 ) ln( ) ,
2 8 2

p C KmE C K K Kρ
ρε ν ρ

ρ
 

= − + − − + + + + 
 

 
2

1 1
1 2 12

1(1 2 ) ln( ) 2 ,
2 8 2

p C KmE C K K Kθ
ρε ν ρ

ρ
 

= + − + + − + − 
 

 (49)

 
2

1 2 1(1 2 ) 2 ln( ) 2( ).
2

p
z

mE C K K Kρε ν ρ ν
 

= − − − + − − 
 

Режим грани

Известно, что соотношения ассоциированного закона пластического течения в общем слу-
чае не интегрируются [13]. Существенное упрощение при решении задач дает вариант, когда 
используется не ассоциированный закон пластического течения, а ассоциированный закон 
пластического деформирования [17], который приводит к следующим пропорциям 

 .
/ / /

p p p
z

zF F F
ρ θ

ρ θ

ε ε ε
σ σ σ

= =
∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂

Для кусочно-линейной функции пластичности (19) из ассоциированного закона пластиче-
ского течения следуют пропорции

 ,
p p p

z

i i i

d d dρ θε ε ε
β α γ

= =
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позволяющих выполнить интегрирование, что дает

 .
p p p p p p

z z

i i i

ρ ρ θ θε ε ε ε ε ε
β α γ

∗ ∗ ∗− − −
= =  (50)

Следуя гипотезе о естественном состоянии, будем полагать, что до процесса нагружения 
необратимые деформации p

iε
∗  равны нулю. В этом случае

 .
p p p

z

i i i

ρ θε ε ε
β α γ

= =  (51)

Из пропорций (51) окружную и радиальную компоненты тензора пластических деформа-
ций выражаем через осевую компоненту 

 , .p p p pi i
z z

i i
ρ θ

β αε ε ε ε
γ γ

= =  (52)

В случае плоской деформации в пластической области
 0.p e

z z zε ε ε= + =  (53)
Поэтому, осевая компонента тензора пластических деформаций 
 ( ),p e

z z z θ ρε ε σ ν σ σ= − = − + +  (54)
а радиальная и окружная компоненты тензора пластических деформаций

 
,

.

p ei
z

i

p ei
z

i

ρ

θ

βε ε
γ
αε ε
γ

= −

= −
 (55)

Компоненты тензора деформаций связаны с компонентами тензоров упругих и пластиче-
ских деформаций соотношениями

 .e p
i i iε ε ε= +  (56)

Учитывая равенства (56), соотношений закона Гука (2), (55), (53), можно получить выра-
жения для компоненты тензора полных деформаций через компоненты тензора напряжений

 

( ) ( ( )),

( ) ( ( )),

0

z z

z z

z

E

E

E

ρ ρ θ θ ρ

θ θ ρ θ ρ

βε σ ν σ σ σ ν σ σ
γ
αε σ ν σ σ σ ν σ σ
γ

ε

= + + − + +

= + + − + +

=

 (57)

Учитывая условие (23), из формул (57) можно выразить радиальную и окружную компо-
ненты тензора деформаций через радиальную и окружную компоненты тензора напряжения 

 
11 12 1

12 22 2

,

,

0,z

E

E

E

ρ ρ θ

θ ρ θ

ε σ σ

ε σ σ

ε

= ∆ + ∆ −∆

= ∆ + ∆ −∆

=

 (58)

где введены обозначения

 

2 2

11 12 222 2 2

1 22 2

2 21, , 1,

2( ) 2( ), .k k

νβ β α β αβ να αν ν
γ γ γ γ γ γ
β νγ α νγ
γ γ

+
∆ = + + ∆ = + − ∆ = + +

+ +
∆ = ∆ =
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Также можно выразить напряжения через полные деформации

 

11 12 1

12 22 2 ,

D E D E D
D D

D E D E D
D D

ρ θ
ρ

ρ θ
θ

ε ε
σ

ε ε
σ

+
= +

+
= +

 (59)

 2 ,z k θ ρ
α βσ σ σ

γ γ γ
= − −

где 
 2 2

11 2 ,D α γ ναγ= + +      12 ( ) ,D νγ γ α β αβ= − − −      2 2
22 2 ,D β γ νβγ= + +

 1 2(1 )(2 ( 2 )) ,D kν β ν γ α β= + + + −      2 2(1 )(2 ( 2 )) ,D kν α ν γ β α= + + + −

 2 2 2 2(1 )( ) 2 (1 )( ).D ν α β γ ν ν αβ αγ βγ= − + + + + + +
Таким образом в пластической области, где выполняется режим пластичности, соответ-

ствующий грани поверхности пластичности, все деформации и перемещения связаны с на-
пряжениями алгебраическими соотношениями. 

Когда в какой-либо части пластической области реализуется режим грани, можно рассма-
тривать разные алгоритмы определения напряжений и деформаций. 

Первый алгоритм. Из уравнения равновесия выражаем окружную компоненту тензора на-
пряжений

 2.
d

m
d

ρ
θ ρ

σ
σ ρ σ ρ

ρ
= + +  (60)

И подставляем в систему (58)

 

2
11 12 12 1

2
12 22 22 2

( ) ,

( ) .

d
E m

d

d
E m

d

ρ
ρ ρ

ρ
θ ρ

σ
ε σ ρ ρ

ρ

σ
ε σ ρ ρ

ρ

 
= ∆ + ∆ + ∆ + −∆ 

 
 

= ∆ + ∆ + ∆ + −∆ 
 

 (61)

Полученные выражения для радиальной и окружной компоненты тензора деформаций 
подставляем в условие совместности деформаций (55), что дает линейное дифференциальное 
уравнение второго прядка относительно радиальной компоненты тензора напряжений

 
2

2 2 2
2 3 (1 ) 2 ,

d d
S M K

d d
ρ ρ

ρ

σ σ
ρ ρ σ ρ

ρ ρ
+ + − + +  (62)

где

 
2 2

11
2 2

22

2 ,
2

S νβγ β γ
ναγ α γ

∆ + +
= =

∆ + +
     1 2

2 2
22

( ) ,
2

kK β α
ναγ α γ

∆ −∆ −
= =

∆ + +

 
2

12
2 2

22

( 3) (5 ) (3 )(3 ) .
2

M m γ ν νγ α β α α β
ναγ α γ

∆ + + − + −
= − =

∆ + +
Решение уравнения (62) имеет вид

 
2

1 1
1 2 2 2 .

1 9
S S K MC C

S Sρ
ρσ ρ ρ− − −= + + +

− −
 (63)

Из (60) и (63) находим 

 ( )
2

1 1 2
1 2 2 2

3 .
1 9

S S K MS C C m
S Sθ

ρσ ρ ρ ρ− − −= − + + + +
− −

 (64)
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Осевую компоненту тензора напряжений находим, подставляя (62), (64) в условие (60)

 
2 2

1 1
1 2 2 2

( ) 3 .
( 1) 9

S S
z

S S K M mC C
S S

β α β α β α β α ρ α ρσ ρ ρ
γ γ γ γ γ

− − − + − − −
= + + + − − − 

 (65)

Учитывая формулы (66)–(66) из (58) можно получить явный вид компонент тензора де-
формаций и перемещений.

Второй алгоритм. В системе (59) компоненты тензора деформаций выражаем через пере-
мещения согласно формулам Коши (1) и полученные выражения подставляем в уравнение 
равновесия. Получаем дифференциальное уравнение второго порядка относительно радиаль-
ной компоненты вектора перемещений

 
2

222 1 2
2

11 11 11

0.D D Dd Eu dEu DEu m
d d D D D

ρ ρ
ρ ρ

−
+ − + + =

Решение этого уравнения имеет вид

 
3

1 2 22
1 2

22 11 22 11 11

, .
9

N N D D DDmEu C C N
D D D D D

ρρ ρ ρ− −
= + + + =

− −
Напряжения и полные деформации связаны линейными соотношениями ( 0)α β γ+ + =

 

2 2 2

2 2

2 2 2

2 2

2 2 2 2

2 2 2

( 2 ) ( 2 )
2(1 )(1 2 )( )

( 2 ) ( 2 )
,

2(1 )(1 2 )( )
( 2 ) ( 2 )

,
2(1 )(1 2 )( )z

E Ek

E Ek

E Ek

ρ θ
ρ

ρ θ
θ

ρ θ

α γ ναγ ε αβ νγ εβσ
α βγ ν ν α βγ

β γ νβγ ε αβ νγ εασ
α βγ ν ν α βγ

β αβ να ε α αβ νβ εγσ
α βγ ν ν α β αβ

+ + − −
= +

− + − −

+ + − −
= +

− + − −

+ + + + +
= +

− + − + +
Таким образом, в зонах пластической области, где функция пластичности не является син-

гулярной, пластические деформации будут определяются через компоненты тензора напряже-
ний этих зон. Следствием этого, для таких зон пластической области, напряжения и деформа-
ции будут связаны линейными алгебраическими соотношениями. Также, несмотря на то, что 
задача определения напряжений не является статически определимой, аналогично решению 
задачи в упругой области, можно решать задачу в напряжениях или перемещениях последо-
вательно определяя напряжения, а затем деформации и перемещения, или наоборот, сначала 
определить перемещения, а затем деформации и напряжения. 

Случай, когда 0γ =  имеет место, например, для одного из режимов условия пластичности 
Треска. При этом задача также не будет статически определимой, поскольку из решения систе-
мы уравнений 

 

2 0,

2 .

d
m

d
k

ρ
ρ θ

θ ρ

σ
ρ σ σ ρ

ρ
βσ σ

α α


+ − + =


 = −

находим только ρσ  и θσ  
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1 /2
3

k m C α β
ρ

α ρσ ρ
α β α β

− −= − +
+ +

 
2

1 /2 .
3

k m C α β
θ

β ρ βσ ρ
α β α β α

− −= + −
+ +

Компонента zσ  определяется из выражения для компоненты e
zε  через компоненты тензо-

ра напряжений согласно закону Гука, учитывая равенства нулю осевой деформации 0,zε =  
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равенства нулю осевой компоненты тензора пластических деформаций p
zε  (следствие ассоци-

ированного закона пластического деформирования) и, как следствие, равенства нулю осевой 
компоненты тензора .e p

z z zε ε ε= −

 
2

1 /4 ( ) .
3z

k m C α ββ α ρ α βσ ν ρ
α β α β α

− − − −
= + + + + 

Гладкие функции пластичности

Для определенности выберем степенное условие пластичности, которое в разных частных 
вариантах рассматривалось в работах [18]

 

1
2 2 2 2n

2

(2 ) (2 ) (2 )
.

2 2

n n s
z z z

nf kθ ρ θ ρ ρ θσ σ σ σ σ σ σ σ σ − − + − − + − +
= =  + 

 (66)

На рис. 3 приведены графики напряжения, деформации, перемещений и пластические де-
формаций, полученных для условия пластичности [66], когда параметр 16.n =

Сравнение с графиками, построенными для условия пластичности максимального приве-
денного напряжения, показывает, что заметно только небольшое различие графиков для экви-
валентных напряжений, обусловленное отсутствием сингулярностей у функции (66). 
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УДК 536.24

ЧИСЛЕННОЕ ИССЛЕДОВАНИЕ ЕСТЕСТВЕННОЙ КОНВЕКЦИИ ЖИДКОСТИ 
С ПЕРЕМЕННОЙ ВЯЗКОСТЬЮ В ПОРИСТОМ КУБЕ НА ОСНОВЕ 

ЛОКАЛЬНО-НЕРАВНОВЕСНОЙ ТЕПЛОВОЙ МОДЕЛИ

Национальный исследовательский Томский государственный университет

М. С. Астанина, М. А. Шеремет

Аннотация. Проведено математическое моделирование свободно-конвективного тепло-
обмена в пористой кубической области под воздействием неравномерного нагрева от 
вертикальной стенки. Теплопередача внутри пористой структуры описана с использова-
нием тепловых локально-неравновесных условий. Для построения математической мо-
дели использованы безразмерные переменные. Дифференциальные уравнения решались 
методом конечных разностей второго порядка. Исследовано влияние контрольных без-
размерных чисел на структуру течения жидкости и теплообмен внутри куба.
Ключевые слова: трёхмерное моделирование; пористая полость; переменная вязкость; 
локально-неравновесная тепловая модель; метод конечных разностей.

Введение

Современные темпы развития теплоэнергетики и промышленного сектора требуют вы-
сокой теоретической проработки технологических процессов. К таким процессам относится 
проектирование тепловых систем с наиболее эффективными условиями отвода тепла. Пас-
сивные системы охлаждения, работающие за счёт естественной конвекции, наиболее доступ-
ны для реализации, а методы математического моделирования включают в себя широкий 
набор инструментов для исследования таких систем. Основное направление исследований в 
настоящее время — моделирование двумерных и трёхмерных систем охлаждения различных 
источников энергии на основе естественно-конвективных процессов. Методы численных ис-
следований позволяют включать в рассмотрение дополнительные элементы для достижения 
интенсификации теплообмена — пористые среды, материал с изменяемым фазовым состоя-
нием, различные рабочие жидкости, радиаторы, наножидкости и т. д. [1–3].

В представленной работе с помощью методов математического моделирования изучается 
трёхмерная замкнутая тепловая система с неравномерным нагревом вертикальной границы. 
Рассматриваемая область является полностью пористой и заполнена ньютоновской теплопро-
водной жидкостью, вязкость которой зависит от температуры. При моделировании считается, 
что справедливо приближение Буссинеска.

1. Физико-математическая модель задачи

Рассматриваемая задача трехмерной естественной конвекции представлена на рис. 1. Куби-
ческая полость с размером границы L заполнена пористым материалом. В качестве рабочей сре-
ды рассматривается ньютоновская теплопроводная жидкость с зависящей от температуры вяз-

костью по закону exp cT T
T

µ ζ − = − ∆ 
 [3]. Полость нагревается от вертикальной стенки 0x =  по 

закону ( )( ) + sin /w cT z T T z Lπ= ∆  и охлаждается от противоположной вертикальной стенки x L=  
с температурой .cT  Остальные поверхности куба — адиабатические. Пористая среда изотропна и 
однородна, проницаема для жидкости. Для описания пористой структуры используется подход 
Дарси — Бринкмана. Теплообмен внутри пористого слоя описывается на основе локально-не-
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равновесной тепловой модели [4]. В этом случае температуры жидкости и пористого скелета 
различны, и расчёт температуры в двух фазах проводится независимо друг от друга.

Моделирование рассматриваемых конвективных процессов ведётся на основе системы 
уравнений Обербека — Буссинеска с использованием преобразованных переменных «вектор-
ный потенциал — вектор завихрённости — температура» [3]:
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Рис. 1. Схематическая постановка рассматриваемой проблемы
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Здесь использованы следующие безразмерные переменные:
( ) ( ),  ,  ,  ,  ,  ,f f c s s cx x L y y L z z L t g T L T T T T T Tτ β θ θ= = = = ∆ = − ∆ = − ∆

0 , ,  ,  ,u u g TL v v g TL w w g TLµ µ µ β β β= = ∆ = ∆ = ∆
3 3 3,  ,  ,x x y y z zg TL g TL g TLψ ψ β ψ ψ β ψ ψ β= ∆ = ∆ = ∆

,  ,  x x y y z zL g T L g T L g Tω ω β ω ω β ω ω β= ∆ = ∆ = ∆
и безразмерные определяющие параметры такие, как 0Pr µ ρα=  (число Прандтля), 

3
0Ra g TLρ β αµ= ∆  (число Рэлея), 2Da K L=  (число Дарси), exp( )fµ ζθ= −  (безразмерный 

закон изменения вязкости), 2
fhLξ λ=   (число Нильда), ( ) ( )f sc cγ ρ ρ=  (коэффициент тепло-

ёмкости между пористым скелетом и жидкостью), s fλ λΛ =  (коэффициент теплопроводно-
сти между пористым скелетом и жидкостью).

Начальные и граничные условия для системы дифференциальных уравнений (1)–(8) име-
ют вид:
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Определяемой управляющей характеристикой процессов теплообмена являются локаль-
ное число Нуссельта Nu  на горячей поверхности и среднее число Нуссельта Nu:

 ( )
1 1

0 0 00

1 ,    .f s

xx

Nu Nu Nu dydz
x x
θ θε ε

==

 ∂ ∂ = − + − Λ = ∂ ∂  
∫ ∫  (10)

Для решения основных уравнений (1)–(8) с соответствующими начальными и граничны-
ми условиями (9) применялся метод конечных разностей на структурированной равномерной 
сетке. Уравнения параболического типа решались с помощью локально-одномерной схемы 
А. А. Самарского [3, 5]. Для дискретизации конвективных членов применялась монотонная 
аппроксимация А. А. Самарского. Диффузионные члены аппроксимировались на основе 
центральных разностей. Для решения полученной системы разностных уравнений был ис-
пользован метод прогонки. Центральные разности также использовались для дискретизации 
уравнений эллиптического типа. Для решения полученной таким образом системы алгебраи-
ческих уравнений применялся метод последовательной верхней релаксации. Для реализации 
разработанного алгоритма был создан вычислительный код на языке программирования С++. 
Предложенный метод решения задач естественной конвекции был протестирован на ряде мо-
дельных задач [3].

2. Результаты численного моделирования

Численные исследования проводились в следующем диапазоне изменения определяющих 
безразмерных параметров: пористость ( )0.9 ,ε =  число Прандтля  7 ),0( .Pr =  число Дарси 

–4 –210   1 0 ,( )Da≤ ≤  число Рэлея 4 610 10 ,( )Ra ≤≤  число Нильда 10 1 0 ,( )00x≤ ≤  параметр изме-
нения вязкости (   0.0, 1.0)z=  и безразмерное время 0 1 0 .( )0τ≤ ≤  Особое внимание уделялось 
влиянию этих параметров на структуру конвективных потоков и теплообмен в полости, сред-
нее число Нуссельта на горячей стенке, среднюю температуру внутри полости и интенсив-
ность циркуляции жидкости в полости.

На рис. 2 представлены трёхмерные поля температуры в жидкости fθ  и пористом скелете 
,sθ  а также вертикальной компоненты скорости w внутри куба в стационарном режиме при 

различных значениях числа Дарси, характеризующего проницаемость пористого слоя.

а)

б)
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в)

Рис. 2. Пространственные поля температур и вертикальной скорости 
при 510Ra = ,   1 00.0ξ = ,  1.0ζ = ,  100:τ =  a) 410Da −= ,  б) 310Da −= ,  в) 210Da −=

В полости наблюдается ламинарное течение в силу фиксированного числа Рэлея 5 1 .( )0Ra=  
Пористый скелет (алюминиевая пена) обладает хорошими свойствами теплопроводности, и от-
вод тепла происходит равномерно за счет развития конвективных течений под действием охлаж-
дения от боковой стенки. При любых значениях числа Дарси представленные поля отражают 
равномерный нагрев куба. Внутри полости образуются горячие и холодные области, свидетель-
ствующие о наличии нисходящих и восходящих потоков жидкости. Рост числа Дарси приводит к 
увеличению конвективного теплообмена и увеличению прогрева куба (рис. 2в). Кроме того, воз-
растают значения составляющей вектора скорости и усиливается охлаждающий эффект от хо-
лодной вертикальной границы. В пористом скелете преобладающим механизмом теплообмена 
является теплопроводность, поэтому в этой фазе можно обнаружить равномерный нагрев. Таким 
образом, варьирование свойств пористого слоя в тепловых системах, работающих на основе про-
цессов естественной конвекции, является эффективным методом регулирования теплоотвода.

Заключение

В настоящей работе были проведены численные исследования естественной конвекции в 
пористом кубе, заполненном жидкостью переменной вязкости. Показано влияние определяю-
щих параметров на структуру течения и теплообмен.
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МАТЕМАТИЧЕСКИЕ ОБОСНОВАНИЯ РЕКОМЕНДАЦИЙ ДЛЯ СОСТАВЛЕНИЯ 
ПРОИЗВОДСТВЕННОГО ГРАФИКА ПЕРЕРБОТКИ САХАРНОЙ СВЕКЛЫ

Национальный исследовательский Нижегородский государственный университет 
имени Н. И. Лобачевского

Д. В. Баландин, О. А. Кузенков, А. И. Эгамов, А. О. Гертель

Аннотация. В статье представлена математическая модель переработки определенного 
количества партий сахарной свеклы. Каждая партия отличается друг от друга сортом, 
исходной сахаристостью, коэффициентами деградации на различных этапах, наличием 
разного количества неорганики, находящейся внутри корнеплодов и т.д. Вследствие этого 
резонно утверждать, что для получения максимального выхода сахара, важен порядок 
переработки партий, так как от него зависит вход и, соответственно, выход конечного 
продукта. При некоторых ограничениях на параметры партий можно предложить не-
сложные интуитивно-понятные квазиоптимальные алгоритмы достаточные с точки зре-
ния практической реализации. Представлены графики целевых функций при различных 
стратегиях переработки сахарной свеклы. Особое внимание уделено алгоритму из комби-
нации так называемых жадного и бережливого алгоритмов, играющему большую роль в 
моделях, учитывающих дозаривание сахарной свеклы.
Ключевые слова: математическая модель, переработка сахарной свеклы, алгоритм, выход 
сахара, оптимальный план.

Введение

В настоящее время одним из наиболее перспективных векторов экономического развития 
является цифровизация экономики [1]. Эффективная деятельность промышленных компаний 
требует широкого применения компьютерных систем и средств, внедрения информационных 
технологий на всех этапах жизненного цикла продукта. С 2018 года в России выполняется на-
циональная программа «Цифровая экономика Российской Федерации», которая предполагает 
активное внедрение информационных технологий в промышленное производство [2]. Сейчас 
информационные технологии в производственной сфере используются чаще всего для фор-
мирования отчетных показателей на основе бухгалтерских и статистических данных, однако 
наибольшие перспективы они имеют для поддержки принятия стратегических управленче-
ских решений по развитию бизнеса, а также выработки тактических решений, направленных 
на оперативное управление и решаемых на основе базы частных, высокодетализированных 
показателей управляемого процесса. Цифровые технологии находят применение в самых раз-
личных отраслях промышленного производства, в том числе, при переработке сельскохозяй-
ственной продукции. В частности, проводимая ныне по постановлению Правительства РФ 
масштабная реконструкция Сергачского сахарного завода в Нижегородской области предус-
матривает не только модернизацию оборудования, но и оптимизацию управления на основе 
внедрения технологий искусственного интеллекта и машинного обучения, интеллектуальную 
обработку данных. 

Одной из важнейших задач, которые требуют применения программных средств в про-
мышленности, является оптимизация графика переработки сырья [3–6]. Эта задача актуальна 
для пищевой промышленности, в том числе и для производства сахара [7–10]. Здесь произ-
водственный процесс обеспечивается сырьем, заготовленным в течение краткого периода со-
зревания и сохраняющегося относительно продолжительное время до переработки. Во время 
хранения разные сорта сырья с разной скоростью снижают свою производственную ценность 
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[11–12]. Подбор оптимального графика переработки разных партий сырья позволяет суще-
ственно снизить производственные потери [13–14].

Для составления оптимальных графиков переработки целесообразно опираться на реше-
ние классической задачи о назначениях [15–16]. Задача о назначениях является частным слу-
чаем задачи линейного программирования, одной из самых известных задач комбинаторной 
оптимизации и имеет огромное количество приложений в производстве. Ее можно решить 
симплекс-методом, но специфика задачи позволяет составить более эффективные алгоритмы, 
опирающиеся на особенности структуры задачи [17–23]. В частности, широко известен вен-
герский алгоритм [24], разработанный для решения задачи о назначениях.

Существуют дополнительные серьезные проблемы при использовании указанных алго-
ритмов в условиях реального производства. Скорость потери производственной ценности 
разными партиями сырья часто зависит от условий их хранения и не может быть точно пред-
сказана на весь период хранения. Если же работать с приблизительными оценками, то можно 
свести к нулю весь выигрыш от оптимального решения. В этом случае задача оптимизации 
графика переработки принимает форму задачи о назначениях в условиях неопределенности, 
которая существенно сложнее исходной. В качестве целевой функции обычно выбираются 
разнообразные меры риска — условное значение риска, среднее значение риска, ожидаемые 
остаточные потери и т. п. [25–27]. Подобная постановка задачи позволяет оценить потери в 
наихудшем случае или математическое ожидание выигрыша. Однако алгоритмы переработ-
ки, построенные с помощью таких подходов, нередко являются достаточно сложными, трудно 
осуществляются на практике и требуют дополнительных усилий при их реализации. Реаль-
ные производства нуждаются в надежных практичных алгоритмах и соответствующих про-
граммных средствах, позволяющих дать разумные рекомендации для улучшения процесса 
переработки сырья. В таких условиях значительно больший интерес представляют легко реа-
лизуемые, простые и надежные квазиоптимальные решения, которые, хотя и не обеспечивают 
достижения абсолютного оптимума, но пренебрежимо мало отличаются от него с точки зре-
ния производителя.

Такими квазиоптимальными алгоритмами могут быть два простейших эвристических ре-
шения: «жадный» алгоритм, заключающийся в первоочередной переработке той партии сы-
рья, которая в данный момент может дать наибольший выход продукции, и «бережливый» 
алгоритм, состоящий в первоочередной переработке партии с наименьшей производственной 
ценностью. Также могут быть построены различные комбинации этих алгоритмов.

Цель настоящей статьи состоит в том, чтобы дать математически обоснованные рекомен-
дации по составлению квазиоптимального графика переработки сахарной свеклы и оценить 
возможные потери квазиоптимальных алгоритмов по сравнению с абсолютным оптимумом в 
условиях конкретного завода. 

1. Материалы и методы

Сырьем для производства сахара служит сахарная свекла, которая заготавливается осенью 
для обеспечения работы сахарного завода в течение нескольких последующих месяцев. Ко-
личество сахара, произведенного из единицы сырья, определяется химическим составом све-
клы. В первую очередь, имеет значение сахаристость свеклы, то есть процентное содержание 
сахарозы. Кроме того, существенное влияние на эффективность выработки сахара оказывает 
наличие калия, натрия, альфа-аминного азота и редуцирующих веществ. Химический состав 
свеклы может быть различным для разных сортов, может изменяться при изменении условий 
выращивания и хранения.

Предположим, имеется n  партий свеклы разных сортов одинаковой массы, которую завод 
может переработать за одну единицу времени.
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Пусть iA  — сахаристость (в %) i-й партии свеклы в момент начала ее переработки, iK  — 
количество калия (в моль/100г), iNa  — количество натрия (в ммоль/100 г), iN  — количество 
альфа-аминного азота (в моль/100 г), iI  — количество редуцирующих веществ (в %) i-й пар-
тии сырья. Обозначим is  — выход сахара при переработке i-й партии сырья. Тогда он будет 
определяться химическим составом i -й партии, т. е. будет функцией следующего вида:

( , , , , ).i i i i i is f A K Na N I=
В сахарном производстве существуют разные формулы для оценки выхода сахара по из-

вестному начальному химическому составу свеклы. В частности, выход сахара при оценке све-
клы, поступающей на переработку, оценивается по следующей формуле [28]:

1.1 ,MB CX CX= − −
где CX  — содержание сахарозы в стружке, %; 1.1 — потери сахарозы при переработке; MCX  — 
потери сахарозы в мелассе. Для расчёта потерь сахарозы в мелассе используются формулы, 
учитывающие наличие в сырье калия, натрия, альфа-аминного азота и редуцирующих ве-
ществ: 

0.1541 ( ) 0.2159 0.9989 0.1967.MCX K Na N I= × + + × + × +
Здесь ,K  ,Na  N  имеют значение содержание калия, натрия, α-аминного азота в свёкле, 

измеряемое в ммоль на 100 г свёклы; I  — содержание редуцирующих веществ, % к массе свё-
клы. Таким образом, в качестве функции f  можно взять следующее выражение

( , , , , )i i i i i is f A K Na N I= =
(0.1541 ( ) 0.2159 0.9989 0.1967).i M i i i i iA CX A K Na N I= − = − × + + × + × +

При длительном хранении сырья на кагатных полях происходит снижение содержания са-
харозы за счет превращения ее в редуцированные сахара. Обозначим 0iA  — содержание саха-
розы в i-й партии свеклы в начале переработки, 1iA  — содержание сахарозы в i-й партии 
свеклы по истечении первой единицы времени (первого этапа хранения), 2iA  — содержание 
сахарозы в i-й партии свеклы по истечении второй единицы времени (второго этапа хране-
ния) и т.д. Следует отметить, что последовательность ijA  не всегда является строго монотонно 
убывающей при возрастании j  (времени хранения). Как показывают данные наблюдений 
[29], в начале сезона переработки эти величины возрастают, что связано с дозреванием свеклы 
и дозариванием на начальных этапах хранения. Количество калия, натрия, альфа-аминного 
азота в сырье практически не меняется во время хранения, а количество редуцирующих ве-
ществ может повышаться за счет разложения сахарозы. На основе экспериментальных дан-
ных [28] зависимость количества редуцирующих веществ I  от количества дней хранения x  в 
среднем выражается следующей функцией 0( ) (1.03) ,xI x I= ⋅  где 0I  — начальное содержание 
редуцирующих веществ. Для того, чтобы отразить изменение редуцирующих веществ во вре-
мя хранения, введем обозначения: ijI  — содержание редуцирующих веществ в i-й партии све-
клы по истечение j-го этапа хранения.

Поэтому, введем переменные :ijs  при переработке i-й партии свеклы на ( 1)j + -м этапе бу-
дет получено следующее количество сахара

(0.1541 ( ) 0.2159 0.9989 0.1967).ij i j i i i i js A K Na N I= − × + + × + × +

Пусть партии сырья занумерованы в порядке переработки. Тогда общий выход продукции 
после переработки всех n  партий в течение n  единиц времени будет пропорционален следу-
ющей величине

10 21 32 1.nnS s s s s −= + + + +

Естественно возникает задача построения такой последовательности переработки имею-
щихся партий сырья, при которой выход сахара будет максимальным.
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Очевидно задача может быть решена с использованием классических алгоритмов дискретной 
оптимизации (например, венгерским алгоритмом). Для некоторых важных с практической точ-
ки зрения частных случаев можно дать простое аналитическое решение поставленной задачи.

2. Частный случай задачи

Обозначим 1ijB −  — коэффициент изменения выхода при переработке i-й партии свеклы на 
j-м этапе по отношению к тому выходу, который мог бы быть получен при переработке этой 
партии на первом этапе переработки (без хранения). Этот коэффициент показывает влияние 
хранения на изменение выхода.

Предположим, что изменение выхода не зависит от партии свеклы, а зависит только от 
номера этапа (времени хранения), то есть 

,ij jB B=  1, ,i n=  0, 1.j n= −
Обратим внимание, что из экспериментальных данных следует, что коэффициент jB  мо-

жет быть как меньше, так и больше единицы. Тогда, если партии сырья занумерованы в поряд-
ке обработки, общий выход выражается следующим образом

 10 0 20 1 30 2 0 1.n nS s B s B s B s B −= + + + +  (1)
Задача состоит в том, чтобы подобрать такую последовательность переработки имеющих-

ся партий сырья, при которой выход сахара будет максимальным. Без ограничения общности 
полагаем, что все параметры в (1) различны.

Утверждение. Наибольшее значение величины S  можно получить лишь в случае, когда для 
любых двух слагаемых в (1) меньшему значению jB  будет соответствовать меньшее значение 

10.js +

Доказательство. Пусть последовательность обработки оптимальна и партии занумерова-
ны в порядке обработки. Тогда любое изменение порядка обработки приводит к уменьшению 
величины S. Если поменять порядок обработки для i-й и k-й партий сырья, то значение S 
уменьшится, и будет иметь место следующее неравенство:

10 20 1 0 1 0 1 0 1 10 20 1 0 1 0 1 0 1... ... ... ... ,i i k k n n k i i k n ns s B s B s B s B s s B s B s B s B− − − − − −+ + + + + + + ≥ + + + + + + + 

то есть 0 1 0 1 0 1 0 1 0 0 1 1( )( ) 0.i i k k k i i k i k i ks B s B s B s B s s B B− − − − − −+ ≥ + ⇔ − − ≥
Отсюда следует, что из неравенства 1 1i kB B− −>  следует, что 0 0 ,i ks s>  и наоборот, если 
1 1i kB B− −<  следует, что 0 0.i ks s<  Это доказывает сформулированное утверждение.
Теперь, чтобы определить оптимальную последовательность переработки разных партий 

сырья, нужно упорядочить по убыванию набор коэффициентов ,jB  упорядочить по убыва-
нию исходный выход для всех партий и поставить в соответствие каждому коэффициенту jB  
в этом порядке соответствующую партию сырья. Каждому коэффициенту jB  будет соответ-
ствовать своя партия. Теперь партии следует обрабатывать в той же последовательности, как 
следуют друг за другом в течение времени соответствующие им коэффициенты .jB

В случае, когда скорости изменения химического состава разных партий сырья неодинако-
вы, задача становится более сложной. Был проведен ряд численных экспериментов на основе 
реальных данных с целью построения наилучшей комбинации «жадного» и «бережливого» 
алгоритмов для максимизации выхода продукции и оценки проигрыша построенного эври-
стического алгоритма по сравнению с абсолютным оптимумом.

3. Экспериментальная часть

Исходя из исследований в работах [30, 31], в экспериментальной части сравниваются с оп-
тимальным, жадным и бережливым алгоритмом 2 новых алгоритма с их комбинацией. Назо-



320

вем бережливым/жадным алгоритмом алгоритм, который в периоды дозаривания использует 
бережливый алгоритм, а после, в процессе увядания корнеплодов сахарной свеклы использует 
жадный алгоритм. Именно его изучение является в данной статье основной целью экспери-
ментальной части. Жадным/бережливым алгоритмом назовем алгоритм, действующий нао-
борот: в период дозаривания он использует жадный, а в период увядания — бережливый.

Пусть 15.n =  Тогда в качестве единицы (периода) времени можно взять декаду (10 дней). 
Для каждой серии экспериментов, состоящей из 50 запусков, задаются: допустимые сегменты 
количества ,K  Na  и α  — аминного азота, полученые эмпирически на основе данных, состав-
ленных за много лет на Сергачском сахарном заводе (см. таблицу 1) и представленные студен-
там: K  — [4 8 7 05],. ; .  Na  — [0.21; 0.82],  N  — аминный азот —[1.58;2.8]  (ммоль/100г.).

Первая серия экспериментов. Для каждого эксперимента этой серии 15,n =  период нача-
ла увядания 7.ν =  Посредством равномерного распределения на заданных интервалов слу-
чайным образом получим набор параметров [0 16 0 2] ,ia . ; .  ∈  [0 16 0 2] ,ijb . ; .  ∈  ,iK  iNa  и ,iN  

1, .i n=  В каждом эксперименте случайным образом взяты параметры 10(1.03) ,j
ij ioI I= ⋅  

0 (0.08;0.18).iI ∈  По вышеуказанным параметрам вычисляются 1 1... ,ij i i ijA a b b −=  ijs  и .ijB  В ка-
ждом эксперименте были найдены: функции *( ),S i  1( ),S i  2 ( ),S i  0 ( ),S i  1, ,i n=  — целевая функ-
ция для оптимального порядка, реализующего максимум (находится с помощью венгерского 
алгоритма), целевая функция для жадного алгоритма, целевая функция для бережливого алго-
ритма и целевая функция для оптимального порядка, реализующего минимум, соответствен-
но. Кроме того, вычислены функции 3 ( ),S i  4 ( )S i  — целевые функции для бережливо-жадного 
и жадно-бережливого алгоритмов, соответственно. В этих планах сначала до 7ν =  периода 
действуют по первому указанному в названии алгоритму, а после 7ν =  периода — по-второ-
му. По вышеописанным, найденным в каждом эксперименте целевым функциям подсчитаны 
и представлены в виде графиков на рис. 1 соответствующие усредненные целевые функции 
для 6 алгоритмов действия. Результаты усредненных целевых функций к концу переработки: 

*(15) 2.4557,S =  1(15) 2.1657,S =  2 (15) 2.3533,S =  0 (15) 2.0572,S =  3 (15) 2.308,S =  

4 (15) 2.1928.S =

Вычислены относительные погрешности:
*

1 1(15) (15) 0.29,S S S∆ = − =  *
1 / 11.8 %,S Sµ = ∆ ≈  2 0.1024,S∆ =  *

2 / 4.17 %,S Sµ = ∆ ≈  

Рис. 1. Бережливый алгоритм проигрывает только оптимальному
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0 0.3985,S∆ =  *
0 / 16.23%,S Sµ = ∆ ≈  3 0.1477,S∆ =  *

3 / 6.01%,S Sµ = ∆ ≈  

4 0.2629,S∆ =  *
4 / 10.7 %.S Sµ = ∆ ≈

Бережливый алгоритм проигрывает оптимальному менее 5 процентов, бережливый/жад-
ный — 6 процентов.

Вторая серия экспериментов. Для каждого эксперимента этой серии 15,n =  5,ν =  Все ia  
равны и принадлежат тому же допустимому отрезку, (1,1.16),ij ib b= ∈  1, ,i n=  1, 1,j ν= −  

0.3ˆ 1,ij i ib b b−= = <  1, ,i n=  , 1.j nν= −  ,iK  iNa  и ,iN  1, ,i n=  учитываются аналогично первой се-
рии, 0 (0.08;0.18).ij iI I= ∈

Результаты усредненных целевых функций к концу переработки: *(15) 3.1129,S =  

1(15) 3.0092,S =  2 (15) 2.88,S =  0 (15) 2.7883,S =  3 (15) 3.0615,S =  4 (15) 2.8484.S =

Вычислены относительные погрешности:
*

1 1(15) (15) 3.1129 3.0092 0.1037,S S S∆ = − = − =  *
1 / 3.33 %,S Sµ = ∆ ≈  

2 0.2329,S∆ =  *
2 / 7.48 %,S Sµ = ∆ ≈  0 0.3246.S∆ =  *

0 / 10.42 %,S Sµ = ∆ ≈  

3 0.0514,S∆ =  *
3 / 1.65 %,S Sµ = ∆ ≈  4 0.2645,S∆ =  *

4 / 8.5 %.S Sµ = ∆ ≈
Бережливый/жадный проигрывает оптимальному менее 2 процентов. Жадный алгоритм 

проигрывает оптимальному менее 3.5 процентов. 

Заключение

Введение в математическую модель переработки сахарной свеклы периода дозаривания 
позволяет ввести новые, ранее не рассматриваемые квазиоптимальные алгоритмы для пере-
работки сахарной свеклы. Приведен пример параметров партий свеклы, когда композиция 
бережливого и жадного алгоритмов уступает только оптимальному алгоритму и то менее 
2 процентов. Для случая произвольных параметров бережливый/жадный проигрывает опти-
мальному около 6 процентов. Эти примеры непосредственно указывают на то, что этот алго-
ритм довольно-таки часто является квазиоптимальным в математической модели переработ-
ки сахарной свеклы с учетом дозаривания.

Рис. 2. Комбинация бережливого и жадного алгоритмов выигрывает
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УДК 517.9, 519.6

РАЗНОСТНАЯ СХЕМА ДЛЯ ДИФФУЗИОННО-ЛОГИСТИЧЕСКОГО УРАВНЕНИЯ

Воронежский государственный университет

О. П. Барабаш

Аннотация. В статье приведена математическая модель, описывающая количественный 
рост и распространение некоторой субстанции, в частности, биологической популяции. 
Описание численности однородной популяции осуществляется с помощью обыкновен-
ного дифференциального уравнения ,du Au

dt
=  где A — темп роста, u — плотность популя-

ции. Учет пространственной неоднородности приводит к уравнению 
2

2 ( ),u u Au s u
t x

∂ ∂
= + −

∂ ∂
 

у которого первое слагаемое правой части называется диффузионным, а второе — логи-
стическим. Величина s имеет значение порога насыщения численности. Данное уравне-
ние, отражающее изменение размера биомассы под влиянием обоих перечисленных фак-
торов, называется диффузионно-логистическим. Для рассматриваемого уравнения 
построим конечно-разностную аппроксимацию. Для этого будем использовать двухслой-
ную разностную схему с весами. Получая погрешность приближения 2( ),O h τ+  мы при-
ходим к задаче решения системы линейных алгебраических уравнений.
Ключевые слова: распространение эпидемии, математическое моделирование, диффузи-
онно-логистическое уравнение, уравнение «реакция-диффузия», разностная схема, схема 
с весами.

Математическое моделирование в эпидемиологии началось в 1760 г. с работ Бернулли, де-
монстрирующих эффективность использования вакцинации против ветряной оспы. Следую-
щей значимой вехой стало появление логистического уравнения, также известного как уравне-
ние Ферхюльста, разработанного при изучении изменений численности населения. Обозначая 
через P численность популяции, время — t, приходим к дифференциальному уравнению

 1 ,dP PrP
dt K

 = − 
 

где параметр r  отвечает за скорость размножения (роста), а K  — за максимально возможную 
численность популяции. Решением этого уравнения является S-образная кривая, называемая 
логистической кривой. С 1924 году Р. Пирл [1] стал утверждать, что логистическая кривая от-
ражает закон роста народонаселения, что рост по логистической кривой — это универсаль-
ный закон роста всего живого вообще. Однако научное сообщество было не согласно, по-
скольку математическое выражение логистической кривой явным образом не содержит 
параметры реального моделируемого процесса.

Дальнейшее развитие моделей произошло в начале 20 века. Так в 1911 году Р. Россом была 
разработана модель распространения малярии [2], а в 1920–1926 годах А. Лотка [3] и В. Вольтер 
[4] независимо друг от друга предложили модель взаимодействия двух видов типа «хищ-
ник-жертва». В 1926–1927 гг. У. Кермак [5] и А. Маккендрик [6] предложили камерную SIR-мо-
дель, где популяция N разделена на три камеры (группы): S — восприимчивые, N  — инфициро-
ванные, R  — вылеченные или умершие. Для данной модели закон сохранения масс 
проявляется в равенстве .S R I N+ + =

В 1921 г. американский математик Г. Хотеллинг в своей работе для описания популяции на-
чинает учитывать кроме логистического закона еще и миграционные закономерности. Данная 
модель записывается в виде уравнения

 
2 2

2 2( ) ,P P PA p p B
t x y

ξ
 ∂ ∂ ∂

= − + + ∂ ∂ ∂ 
  (1)
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где 0A >  — темп роста, 0B >  — темп распространения, 0ξ >  — порог насыщения численно-
сти. Такие модели могут включать в себя не одно уравнение, но и системы уравнений в част-
ных производных. В работах [7–9] изучены вопросы устойчивости стационарного решения 
данного уравнения.

В 1937 г. Р. Фишер [10] и советские математики А. Н. Колмогоров, И. Г. Петровский и 
Н. С. Пискунов [11] стали основоположниками нового класса математических моделей. Раз-
работанная ими модель представляет собой уравнение в частных производных параболиче-
ского типа

 (1 ).t xxu u u u= + −  (2)
Данному уравнению, называемому КПП или уравнение Фишера, посвящено большое ко-

личество работ, связанных с распространением в пространстве волн различной природы [12, 
13]. В работе [14] для некоторых специальных случаев найдены точные решения уравнения (2).

Рассмотрим процесс изменения размера биомассы, описывающийся следующим логисти-
ческим уравнением

 
2

2 ( ).u u Au s u
t x

∂ ∂
= + −

∂ ∂
 (3)

Численное исследование уравнения (3) проведем в прямоугольнике 
 (0 1,0 ).D x t T= ≤ ≤ ≤ ≤
Зададим ненулевые граничные 
 1 2(0, ) ( ), (1, ) ( ), 0 ,u t u t u t u t t T= = ≤ ≤
и начальное условия
 0( ,0) ( ), 0 1.u x u x x= ≤ ≤
Определим сетку
 { , 0,1,.., } 1{ , 0,1,.., }.h h i jw w w x ih i N t j j Mτ τ τ= × = = = × = =  (4)

с шагами 1h
N

=  и .T
M

τ =  Заменяя производную u
t

∂
∂

 первой разностной производной, а 
2

2

u
x
∂
∂

 

второй разностной производной и обозначая через j
iy  значение в узле ( , )i jx t  сеточной функ-

ции ,y  приходим к разностной схеме 

 
1

1( (1 ) ) , 0 , 0 .
j j

j j ji i
i i i

y y y y i N j Mσ σ ϕ
τ

+
+−

= Λ + − + < < ≤ <  (5)

В данном уравнении ,xxu u= Λ  j
iϕ  — функция, аппроксимирующая правую часть 

( ) ( ).f u Au s u= −  Начальные и краевые условия аппроксимируем точно
 1 2, ,j j j j

o Ny u y u= =  (6)

 0
0( ,0) ( ),i i iy y x u x= =  (7)

 1 1
2

2 .i i i
i

y y yy
h

− +− +
Λ =  (8)

Если непрерывная функция ( , )u u x t=  в узлах сетки принимает значения ( , ),i ju x t  тогда для 
определения погрешности рассматриваемой схемы, необходимо оценить разность

 .j j j
i i iz y u= −

Введем обозначения, принятые в [15, 16]

 1 ˆˆ, , .j j
i i t

y yy y y y y
τ

+ −
= = =

В безындексных обозначениях задача (6)–(8) запишется в виде
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 1 2

0

ˆ( (1 ) ) , ( , ) ,
(0, ) ( ), (1, ) ( ), ,

( ,0) ( ), .

t h

h

y y y x t w
y t u t y t u t t w

y x u x x w

τ

τ

σ σ ϕ = Λ + − + ∈


= = ∈
 = ∈

 (10)

Подставляя y z u= +  в (10) получим для z  задачу

 
ˆ( (1 ) ) , ( , ) ,

(0, ) (1, ) 0, ,

( ,0) 0, ,

t h

h

z z z x t w
z t z t t w

z x x w

τ

τ

σ σ ψ = Λ + − + ∈


= = ∈
 = ∈

 (11)

где погрешность аппроксимации (невязка)схемы на решении определяется уравнением

 
ˆ( (1 ) ) ,

ˆ ˆ( )( ) ( ) .
tu u u

A s u u s u u
ψ σ σ ϕ
ϕ β β

= Λ + − − +
= − − + −

 (12)

Предположим, что ( , )u u x t=  имеет нужное для нас количество производных по t  и по .x

Если принять обозначение 
2

2 ,uLu
x
∂

=
∂

 запишем 

 
2

2 4( ).
12
hu Lu L u O hΛ = + +

Поскольку Λ  — линейный оператор , то  используя разложение û  в ряд Тейлора, получим
 2 ˆ ˆ( ( )) (1 ) ( )( ) ( )t tu u O u u A s u u s uψ σ τ τ σ β β= Λ + Λ + + − − + − − + −  (13)
Подставляя сюда выражения

 2 2 2ˆ 1 1( ( ) ) ( ( )) ( ),t
u uu u u O u u O u Oτ τ τ τ τ
τ τ τ
−

= = + + − = + = +  

перепишем (13) в виде

 
2 2 2

2 2 2 4 2(1 ) ( ).
12 12 12
h h hLu L u Lu L u Lu L u u O hψ σ τ σ ϕ τ

     
= + + + + − + − + + +     

     
    (14)

Окончательно определим невязку
 2( ).Lu u O hψ ϕ τ= − + + +  (15)
Заметим, что ( ),u Lu Au s u= + −  поэтому перепишем (15)
 2ˆ ˆ( ) ( )( ) ( ) ( ).Au s u A s u u s u u O hψ β β τ= − − + − − + − + +  (16)
Применяя известное разложение ˆ,u  получим:
 2 2( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ),A s u u s u u O h A s u u O hϕ β β τ τ= − − + − + + = − + +

тогда 2 2( ) ( ) ( ) ( ).Au s u Au s u O h O hψ τ τ= − − + − + + = +
Таким образом, погрешность аппроксимации нелинейного дифференциального уравне-

ния (3) составляет 2( ).O hψ τ= +  В результате мы получаем систему линейных алгебраических 
уравнений, решение которых осуществляется методом прогонки. Для данного метода вычис-
лительные затраты оказываются существенно меньше по сравнению с другими методами. Во-
просу устойчивости схемы будет посвящена следующая работа.
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РЕШЕНИЕ ЗАДАЧИ ПО ОПТИМАЛЬНОЙ СТРАТЕГИИ 
В АНТАГОНИСТИЧЕСКИХ ИГРАХ

Воронежский государственный университет

А. С. Барков

Аннотация. В данной работе проводится изучение решения задач с конфликтными ситу-
ациями на примере решения задач с матричными играми.
Ключевые слова: теория игр, антагонистические игры, матричные игры.

Введение

При решении ряда практических задач исследования операций приходится анализировать 
так называемые конфликтные ситуации (ситуации, в которых сталкиваются две или более 
стороны, преследующие различные цели, причем результат операции для каждой из сторон 
зависит от того, какой образ действий выбирает другая сторона). Необходимость анализиро-
вать такие ситуации вызвала к жизни специальный математический аппарат — теорию игр. 

Теория игр — математическая теория конфликтных ситуаций.
Задача этой теории — выработка рекомендаций по рациональному образцу действий 

участников конфликта.
Любая претендующая на адекватность математическая модель социально-экономического 

явления должна отражать присущие этому явлению черты.

1. Постановка задачи

Две политические партии участвуют в предвыборной кампании. Имеется n  избиратель-
ных участков, занумерованных от 1 до ,n  которые обычно голосуют за кандидата партии II. 
По числу избирателей эти участки распределены следующим образом: 1 2 ... 0.na a a> > > >  
Партия I объявила, что она намерена захватить один из этих участков с целью приобрести для 
себя голоса. Партия II будет пытаться ослабить кампанию партии I путем контрпропаганды. 
Средства и финансы ограничены, так что каждая из партий может направить свои усилия 
только на один участок. Предположим, что предвыборная кампания такова, что, если партия I 
захватывает участок ,j  ее выигрыш можно оценить числом ,ja  если район не защищается 
партией II, и числом jpa  (0 1),p≤ <  если этот участок защищается. Коэффициент p  можно 
рассматривать как меру эффективности партийных ораторов и т. д. Каждая партия имеет n 
чистых стратегий. Матрица выигрыша равна

 

1 1 1

2 2 2

...

...
. . .

.
. . .
. . .

...n n n

pa a a
a pa a

A

a a pa

 
 
 
 

=  
 
 
  
 

 (1.1)

Таким образом, всякий конфликт представлен в виде игры
 { } { }, , ,i ii I i I

I X WΓ
∈ ∈

=  (1.2)
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где I  — множество игроков, iX  — множество стратегий игрока ,i I∈  1 2 ... nx X X X∈ × × ×  на-
зывается ситуацией, 1

1 2: ...i nW X X X R× × × →  — функция выигрыша игрока i I∈  и ( )iW x  — 
значение выигрыша игрока i  в ситуации 1 2 ... .nx X X X∈ × × ×

Среди всех игр, описанных выше, естественным образом выделяется класс антагонических 
игр, в которых число игроков равно двум, а значение их функций выигрыша в каждой ситуации 
равны по величине и противоположны по знаку. Формально антагонистическая игра Γ  — это 
тройка , , ,X Y WΓ =  где X  — множество стратегий первого игрока, Y  — множество страте-
гий второго игрока, X  и Y  — непустые множества произвольной природы, 1:W X Y R× →  — 
функция выигрыша первого игрока, тогда W  — есть функция выигрыша второго игрока.

2. Анализ

Антагонистические игры, в которых оба игрока имеют конечные множества стратегий, на-
зываются матричными.

Пусть 1{ ,..., },nX α α=  1{ ,..., }mY β β=  и ( , ) ,i j ijW aα β =  1, ,i n=  1, .j m=
Тогда игра Γ  полностью определяется заданием матрицы 1, 1( )n m

ij i jA a = ==  (отсюда и название 
игры — матричная). В дальнейшем такую игру будем обозначать ( ).AΓ

Если матрица игры A  такова, что существуют 0i  и 0j  такие, что 
0 0 0 0

,ij i j i ja a a≤ ≤  1, ,i n=  
1, ,j m=  то соответствующая игра называется вполне определенной, стратегии 

0
,ia  

0i
β  — оп-

тимальными стратегиями соответственно первого и второго игроков, а 
0 0i jV a=  — значение 

игры.
Будем говорить, что вектор 1( ,..., )na a a=  строго доминирует вектор 1( ,..., ),nb b b=  если 

i ia b>  для 1, .i n=
Теорема 1. Если k-я строка матрицы игры A строго доминирует i-ю строку, то без измене-

ния множества оптимальных стратегий I-го игрока i-я строка может быть вычеркнута из .A
Теорема 2. Если k-й столбец матрицы игры A  строго доминирует i-й столбец, то без из-

менения множества оптимальных стратегий II-го игрока k-й столбец может быть вычер-
кнут из .A

Теорема 3. Если k-я строка матрицы A  строго доминируется выпуклой линейной комби-
нацией оставшихся строк, то без изменения множества оптимальных стратегий I-го игрока 
k-я строка может быть вычеркнута из .A

Теорема 4. Если k-й столбец матрицы A  строго доминирует некоторую выпуклую линей-
ную комбинацию оставшихся столбцов, то без изменения множества оптимальных страте-
гий II-го игрока k-й столбец может быть вычеркнут из .A

Теорема 5. Пусть матрица игры A  имеет вид:

 1 2

3 4

.
A A

A
A A

 
=  
 

 (2.1)

Если каждый столбец 2A  строго доминирует некоторую выпуклую комбинацию столбцов 
1A  и каждая строка 2A  строго доминируется некоторой выпуклой комбинацией строк 1,A  то 

подматрицы 2 ,A  3A  и 4A  могут быть вычеркнуты.
Замечание. Вычеркивание k-й строки (k-го столбца) означает, что k-я чистая стратегия 

I-го (II-го) игрока не используются ни в одной из оптимальных стратегий I-го (II-го) игрока, 
то есть 0 0kx =  0( 0).ky =

3. Решение задачи

Найдем условия, при которых данная игра будет вполне определенной. Из матрицы A  ви-
дим, что
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 1,paυ =  { } 1 1 2
1 2

2 1 2

,
max , .

,
pa pa a

pa a
a pa a

υ
>

= =  <

åñëè

eñëè

1,paυ υ υ= = =  если 1 2.pa a≥
Решением является 1,paυ =  0 1,X =  0 1.Y =
Приведем числовой пример вполне определенной игры.
Пример. Имеется 5 избирательных участков: 1 1500,a =  2 700,a =  3 600,a =  4 500,a =

5 400.a =  Коэффициент 0,5.p =  Определить является ли игра вполне определенной, найти ре-
шение и оптимальные стратегии игроков.

Решение.
Составляем матрицу :A

 

750 1500 1500 1500 1500
700 350 700 700 700
600 600 300 600 600
500 500 500 250 500
400 400 400 400 200

A

 
 
 
 =
 
 
 
 

750,υ υ υ= = =  ⇒  1,r =  то есть 1 перспективный участок из 5.
Оптимальная стратегия первого игрока: 0 1.X =
Оптимальная стратегия второго игрока: 0 1.Y =
Ответ: 750,υ υ υ= = =  0 1,X =  0 1.Y =

Заключение

В результате работы была решена задача по изучению стохастических процессов.

Литература

1. Петросян Л. А. Теория игр / Л. А. Петросян, Н. А. Зенкевич, Е. А. Семина. – М. : Высш. 
шк., Книжный дом «Университет», 1988. – 304 с.

2. Зенкевич Н. А. Конечные антагонистические игры / Н. А. Зенкевич, В. А. Еськова. – Кеме-
рово : КГУ, 1989. – 85 с.

3. Исследование операций. Часть 1. Математическая модель операции: пособие для студен-
тов 4–5 курсов всех форм обучения математического факультета / сост. И. В. Михайлова. – Во-
ронеж, 2003. – № 718. – 23 с.

4. Карлин С. Математические методы в теории игр, программировании и экономике. – М. : 
Мир, 1964.



332

УДК 004.942:681.586.2

МОДЕЛИРОВАНИЕ ОТКЛИКА ЦИЛИНДРИЧЕСКОГО РЕЗОНАТОРА ТВЕРДОТЕЛЬНОГО 
ВОЛНОВОГО ГИРОСКОПА НА ЭЛЕКТРОМЕХАНИЧЕСКОЕ ВОЗБУЖДЕНИЕ

Воронежский государственный технический университет

И. Л. Батаронов, Г. Е. Шунин, С. А. Кострюков, В. В. Пешков

Аннотация. Численно решена смешанная краевая задача для уравнений электроупруго-
сти, описывающих колебания цилиндрического резонатора твердотельного волнового 
гироскопа с пьезоэлектрическими преобразователями. Определена эволюция форм ко-
лебаний резонатора, временная зависимость амплитуды напряжения на пьезоэлементах, 
уровень фонового переменного напряжения на приёмных пьезоэлементах, расположен-
ных под углом 45 градусов к пьезоэлементам системы возбуждения, проведена оценка 
времени выхода твердотельного волнового гироскопа на рабочий режим.
Ключевые слова: твердотельный волновой гироскоп, цилиндрический резонатор, сме-
шанная краевая задача, конечно-элементный анализ, рабочий режим.

Введение

В настоящее время широкое применение в технике находят сравнительно дешёвые твердо-
тельные волновые гироскопы (ТВГ) средней и низкой точности с металлическими резонато-
рами различной формы. Довольно эффективной оказалась конструкция ТВГ с цилиндриче-
ским резонатором [1]. Она часто используется в качестве прототипа при разработке ТВГ как 
в России, так и за рубежом [2]. Для решения требуемых целевых задач вносятся изменения 
в конструктивную схему прототипа разрабатываемого ТВГ. Это приводит к необходимости 
математического моделирования ТВГ с целью достижения заданных метрологических пара-
метров и характеристик. Моделирование осуществляется с помощью систем конечно-эле-
ментного анализа, таких, как Comsol Multiphysics, Ansys и других. Так, например, в работе [3] 
рассчитывались термоупругие потери и влияние дефектов формы и малых неоднородностей 
плотности цилиндрического резонатора ТВГ на его собственные частоты. В работе [4] изуча-
лось влияние пьезоэлементов, расположенных на цилиндрическом резонаторе ТВГ, на спектр 
его собственных частот.

В данной работе определена эволюция формы колеблющегося резонатора, рассчитана вре-
менная зависимость амплитуды напряжения на пьезоэлементах и проведена оценка времени 
выхода ТВГ на рабочий режим.

Постановка задачи

Математическая модель электромеханических процессов в резонаторе ТВГ определяется 
системой связанных дифференциальных уравнений в частных производных линейной теории 
электроупругости [5]

2

2 0,
t

ρ ∂
−∇⋅ =

∂
u

σ

0,∇⋅ =D
0,∇× =E

где ρ  — плотность материала, pc  — удельная теплоёмкость, u  — векторное поле смещений, 
E  — вектор напряжённости электрического поля, D  — вектор индукции электрического 
поля, σ  — тензор напряжений второго ранга.
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Используются линейные материальные соотношения
*: ,= − ⋅c s d Eσ

: ,= + ⋅D e s Eε

0 r ,ε=ε ε
электрическое поле выражается через скалярный потенциал :V

E .V= −∇
Здесь c  — тензор модулей упругости 4-го ранга, *1

2 ( ( ) )= ∇ + ∇s u u  — тензорное поле де-
формаций 2-го ранга, e  — тензор пьезоэлектрических модулей 3-го ранга, 0ε  — абсолютная 
диэлектрическая проницаемость, rε  — тензор относительной диэлектрической проницаемо-
сти материала 2-го ранга.

Задаются начальные условия в области решения задачи :Ω
0 0,=u

0 0,=u
и граничные условия на соответствующих частях границы

0,=u
0,⋅ =nσ

0,V =
,V V=


где V


 — заданная функция времени. 
Для решения этой задачи использовалась интегрированная система конечно-элементного 

анализа гравиинерциальных датчиков [6]. 

Результаты и их обсуждение 

Для вычислительных экспериментов был взят один из возможных вариантов датчика ТВГ 
[1]. Конструктивная схема и геометрия сечения этого датчика плоскостью, проходящей через 
ось симметрии, показана на рис. 1.

Предполагалось, что корпус и цилиндрический резонатор датчика изготовлен из стали 
марки 12Х18Н10Т (плотность — 7900 кг·м–3, модуль Юнга — 198·109 Па, коэффициент Пуассо-
на — 0.3). Восемь пьезоэлементов размером 8×2×0.25 мм3 из керамики PZT-4 (плотность 
7500 кг·м–3; ненулевые элементы матриц: модулей податливости 11 22c c= =12,3·10–12 Па–1, 

33c = 15,5·10–12 Па–1, 12 21c c= =–4,05·10–12 Па–1, 13 31 23 32c c c c= = = = –5,31·10–12 Па–1, 44 55c c= = 
44 55c c= =39·10–12 Па–1, 66c =32,7·10–12 Па–1; пьезоэлектрических модулей 31 32d d= = –123·10–12 Кл·Н–1, 

33d =289·10–12 Кл·Н–1, 24 15d d= = 496·10–12 Кл·Н–1; относительной диэлектрической проницаемо-
сти 11 22r rε ε= = 1475, 33rε =1300), с металлизированными верхними и нижними гранями, на-
клеены на резонатор, как показано на рис. 1. 

Пьезоэлементы были разбиты на призматические, а корпус и резонатор на тетраэдральные 
лагранжевы элементы 2-го порядка. Число конечных элементов было около 379 тыс., среднее 
качество элементов — 0,68, число степеней свободы — около 1,93 млн. 

На верхней поверхности основания корпуса (3 на рис. 1) задавалось граничное условие 
0,=u  а на других частях поверхности датчика ТВГ граничное условие 0.⋅ =nσ
Для определения временных зависимостей электрических сигналов на пьезоэлементах 

было необходимо численно решить смешанную краевую задачу связанных уравнений элек-
троупругости. Её решение позволило определить эволюцию форм колебаний резонатора, вре-
менную зависимость амплитуды напряжения на пьезоэлементах и оценить время выхода ТВГ 
на рабочий режим. Из-за ограниченности вычислительных ресурсов используемых ПК (объ-
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ём оперативной памяти 32 Гб, 8-ядерный процессор с частотой 3.4 ГГц) задача решалась во 
временном интервале от 0 до 0.015 с.

На рис. 2 показана нумерация точек на пьезоэлементах и торце резонатора, с которых вы-
водилась информация в вычислительных экспериментах. 

На рис. 3 показана эволюция формы колебаний резонатора, возбуждаемого переменным 
синусоидальным напряжением с амплитудой 5 В и рабочей частотой 5690.14 Гц приложенным 
к двум противоположным пьезоэлементам, в разные моменты времени.

На рис. 4 показана временная зависимость амплитуды синусоидального электрического 
потенциала, приложенного к двум противоположным пьезоэлементам (точка 1).

На рис. 5 показана временная зависимость компонент вектора смещений в точке 1.
На рис. 6 показана временная зависимость амплитуды генерируемого электрического по-

тенциала на электроде пьезоэлемента (точка 3).

Рис. 1. Конструктивная схема и геометрия сечения датчика ТВГ (размеры в мм):  
1 — цилиндрический резонатор, 2 — пьезоэлемент, 3 — основание корпуса, 4 — корпус

Рис. 2. Нумерация точек на пьезоэлементах и торце резонатора
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а                                                                              б

в                                                                             г
Рис. 3. Формы колебаний резонатора в моменты времени: 

а) t = 0.00019 c; б) t = 0.00036 c; в) t = 0.00045 c; г) t = 0.01337 c

Рис. 4. Синусоидальный электрический потенциал возбуждения резонатора ТВГ



336

Из рис. 6 видно, что амплитуда генерируемого переменного напряжения растёт линейным 
образом с увеличением времени возбуждения резонатора и достигает значения 0.08 В при 
t = 0.015 c. Отсюда следует, что для выхода на рабочий режим 5 В в силу линейности роста на-
пряжения необходимо время раскачки порядка 1 с. Линейность роста напряжения обусловле-
на линейностью инерционно-упругого отклика резонатора ТВГ при возбуждении на частотах, 
близких к рабочей собственной частоте. Вязкость материала резонатора и наличие внешней 
системы съёма сигнала с пьезоэлементов естественно приведёт к нелинейности роста напря-
жения и, вследствие этого, к некоторому увеличению (в 1,5–2 раза) времени выхода ТВГ на 
рабочий режим. Для учёта этого влияния в вычислительных экспериментах необходимо рас-
ширение используемой для расчётов математической модели электроупругости. 

На рис. 7 показана временная зависимость амплитуды генерируемого электрического по-
тенциала на электроде приёмного пьезоэлемента (точка 2).

Важными представляются результаты, приведенные на рис. 7, которые показывают уро-
вень фонового переменного напряжения (порядка 0.02 В) на приёмных пьезоэлементах, рас-
положенных под углом 45 градусов к пьезоэлементам системы возбуждения. Его величина 
зависит от размеров пьезоэлементов и их положения на резонаторе. Необходимы дополни-
тельные вычислительные эксперименты по подбору оптимальных значений этих параметров.

Рис. 5. Амплитуда колебаний резонатора ТВГ в точке 1

Рис. 6. Амплитуда потенциала на электроде пьезоэлемента (точка 3)
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На рис. 8 показана временная зависимость компонент вектора смещений в точке 2.
На рис. 9 показана временная зависимость компонент вектора смещений в точке 4.

Рис. 7. Амплитуда электрического потенциала на электроде приёмного пьезоэлемента (точка 2)

Рис. 8. Амплитуда колебаний резонатора ТВГ в точке 2

Рис. 9. Амплитуда колебаний резонатора ТВГ в точке 4
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ПОСТРОЕНИЕ УЛЬТРАМЕТРИЧЕСКИХ ПРОСТРАНСТВ 
РАНДОМИЗИРОВАННЫМИ СИСТЕМАМИ ИТЕРИРОВАННЫХ ФУНКЦИЙ

Воронежский государственный аграрный университет имени Императора Петра I

Т. Я. Бирючинская, А. Г. Буховец

Аннотация. В нашей работе предлагается рассмотреть подход к построению ультраме-
трического пространства с использованием рандомизированных систем итерированных 
функций. Основной особенностью такого подхода, в отличие от традиционного построе-
ния pQ  как расширения пространства Q  в ультраметрике произвольного простого числа 

,p  является зависимость получаемого множества от некоторого параметра ,ξ  принима-
ющего произвольные значения в единичном интервале. Это позволяет более гибко подхо-
дить к моделированию структур многомерных данных, используя результаты моделиро-
вания для аппроксимации.
Ключевые слова: рандомизированные системы итерированных функций, усиленное не-
равенство треугольника, ультраметрические пространства, фрактальные множества.

Введение

Системы итерированных функций (СИФ) представляют собой  в самом общем виде опре-
деленный набор функций { } 1

,K
i i

f
=

 выполняемых в заданной последовательности. Результатом 
выполнения СИФ при определённых значениях параметров является некоторое компактное 
множество, обладающее фрактальными свойствами [2]. Однако более удобным (и естествен-
ным!) с точки зрения программной реализации является подход, при котором на каждой ите-
рации реализуется только одна из функций ,if  взятая в соответствии с заданным вероятност-

ным распределением { } 1
/ ,K

i i i
f p

=
 0,ip >  

1
1.

K

i
i

p
=

=∑  Такой подход к выполнению набора функций 
носит название рандомизированного, а сама система — рандомизированной системы итери-
рованных функций (РСИФ). 

Естественность такого подхода в построении систем искусственного интеллекта до неко-
торой степени можно объяснить тем, что механизм речи человеческой речи исключает воз-
можность одновременного произнесения двух и более слов. Рассматривая результат выполне-
ния РСИФ как некоторое ультраметрическое пространство, можно использовать его как базу 
для моделирования на нем когнитивных процессов [4].

1. Методика выполнения РСИФ

Наиболее простой вид функций { } 1
,K

i i
f

=
 составляющих систему — линейный, и при допол-

нительных ограничениях функция представляет собой выпуклую комбинацию
 ( ) ( )( ) (1 ) ,j i

i i jf x x Zξ ξ= + −  (1)
где ξ  — фиксированное значение (параметр) и { } 1

,K
i i

Z
=

 — параметры, определяющие вид ли-
нейной функции; i  — номер итерации.

Результат выполнения конечного числа итераций вида (1) представляет совокупность ко-
нечного числа точек { } 1

,N
i i

X
=

 предельное множество, которых является аттрактором РСИФ. 
Было показано, что это полученные в результате выполнения процедуры множества обладают 
следующими свойствами [2, 3]:

1. Множества вполне несвязны (вполне разрывны). Такие множества представляет собой, 
как уже было отмечено выше, объединение отдельных одноточечных множеств.
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2. Эти множества имеет нулевую лебеговскую меру. Практически это означает, генерируе-
мые множества состоят из отдельных точек, т.е. представляет собой объединение одноточеч-
ных множеств.

3. Получаемые множества является совершенными, т. е. они замкнуты и не содержат изо-
лированных точек. Другими словами, в окрестности каждой точки множества, (при этом име-
ются в виду предельные множества), будут находиться другие точки этого же множества.

4. Множества Х могут быть гомеоморфно отображены на канторово множество, т. е. име-
ется возможность построить взаимно однозначные отображения — прямое и обратное — 
между канторовым множеством (или его подмножеством) и множеством, полученным при 
выполнении указанной ранее процедуры, которые являются непрерывными. 

5. Построенные множества являются самоподобными, т. е. существуют части множества, 
каждая из которых получается из целой части посредством преобразования подобия.

Итеративное выполнение процедуры (1) приводит к получению соотношения
 0 1 2(... ( ( ) ) ),n nx ξ ξ ξ ξα α α α= + + + +  (2)

где 1 ( )(1 ) ,i
i jZα ξ ξ −= −  которое легко переписать в виде
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n n n m
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x a aξ α ξ ξ ξ α ξ
−

− − −
−

=

= + + + = ∑  (3)

Перегруппировав слагаемые и изменив порядок суммирования, получим 

 1 2
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n m k m m
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∞
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где (1 ) ,v
i

v
a ξ ξ= − ∑  1,2, ,i K=   причем 0;la ≥  1.

K

l
i s

a
=

=∑
2. Построение ультраметрического пространства

Полученное соотношение (4) позволяет сделать вывод о возможности построения фрак-
тального множества, изменив порядок операций. А именно: сначала сформировать коэффи-
циенты (1 ) ,v

i
v

a ξ ξ= − ∑  1,2, , ,i K=   а затем образовать из них строку 1 2( , , , )i i i iKA a a a=   ма-

трицы ij N K
A a

×
=  размера ,N K×  где N  — число элементов, полученных итерационным 

способом. Сформированная таким образом матрица A  позволяет получить множество точек 
фрактала .X AZ=

Рассмотрим совокупность векторов 1 2( , , , ),i i i iKA a a a=   представленных в виде строк ма-
трицы ,A  как некоторое множество { }; ,iA Aξ =  на котором определим метрику ( , )s td A Aξ  сле-
дующим образом. 

 max ,i j ijA a
ξ ξ
=  (5)

где (1 )( ) ,s s s s s
ija
ξ ξ

ξ ξ ξ ξ ξ ξ′ ′′ ′′′= − + + + + =   где min{ , , ,...}.s s s s′ ′′ ′′′=

Тогда индуцированная метрика ( , )s t s td A A A Aξ ξ
= −  будет, как легко видеть, удовлетво-

рять все трём аксиомам, причём  

 ( ) ( ) { }( , ) max ,s t S t s q t q s q t qd A A A A A A A A A A A Aξ ξ ξ ξξ
= − = − − − ≤ − − =

 ( ) ( ){ } ( ) ( )max , , , , , .s q t q s q t qd A A d A A d A A d A Aξ ξ ξ ξ
= < +  (6)

Полученное соотношение указывает на то, что для предложенной метрики выполняется не 
только неравенство треугольника, но и более сильное неравенство — т.н. усиленное неравен-
ство треугольника. Более подробно вопросы выбора метрики ультраметрического простран-
ства на аттракторе РСИФ отражены в [1, 3].
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Выводы и заключение

Интерес к р-адическим числам значительно вырос в последние десятилетия во многом бла-
годаря работам В. С. Владимирова, И. В. Воловича, А. Ю. Хренникова [6, 7] и ряда других учё-
ных. Практические приложения эта область математики находит в квантовой механике, в мо-
делях сложных и наноскопических систем, молекулярной биологии и других современных 
областях науки. Множества р-адических чисел интересны уже тем, что им присущи свойства, 
не имеющие места в классическом вещественном анализе. Как правило, наиболее часто ис-
пользуемые в практике ультраметрические пространства pQ  строятся как расширение про-
странства Q  в ультраметрике произвольного простого числа p  [5]. Построения ультраметри-
ческих пространств как некоторых вложений в метрические пространств пока не дали 
ощутимых результатов.

В нашей работе предлагается несколько другой подход к построению ультраметрического 
множества чисел, а именно с использованием РСИФ. Основной особенностью такого подхо-
да является зависимость получаемого множества от некоторого параметра ξ, принимающего 
произвольные значения в единичном интервале. Это позволяет более гибко подходить к моде-
лированию структур многомерных данных, используя результаты моделирования РСИФ для 
аппроксимации. 

Построенное ультраметрическое пространство в задачах классификации, как было пока-
зано является некоторым инвариантом задачи, позволяющим гомеоморфно отображать его 
на массивы исходных данных [5]. В работе [4] показано, что использование ультраметриче-
ских пространств в задачах классификации позволяет учитывать когнитивные процессы и их 
отражение в фенологические модели. Характерно, что эти ультраметрические пространства 
являются составной частью алгоритма решения самой задачи. Эта алгоритмическая состав-
ляющая часть решения классификационной задачи напрямую связывается с когнитивными 
процессами и интерпретируется, как модель процессов, присущих умственной деятельности. 
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ИССЛЕДОВАНИЕ ЧУВСТВИТЕЛЬНОСТИ НЕЙРОСЕТЕВОЙ МОДЕЛИ 
С НЕСКОЛЬКИМИ ОТКЛИКАМИ

Липецкий государственный технический университет

С. Л. Блюмин, А. В. Галкин, А. С. Сысоев

Аннотация. Построение сложной системы часто сопряжено с оценкой влиятельности на 
отклик исследуемых входов (аргументов, факторов), выявлением важных связей между 
используемыми переменными, редукцией модели за счет сокращения числа ее входов. 
Указанные задачи относятся к проблемам анализа чувствительности по факторам мате-
матических моделей, многообразие существующих методов которого может быть класси-
фицировано на пять больших групп в зависимости от применяемых подходов и интерпре-
тации получаемых результатов. В статье представлен подход, основанный на применении 
анализа конечных изменений для оценки чувствительности системы, включающей в себя 
несколько моделей. Численные эксперименты проведены на наборе данных neuraldat би-
блиотеки NeuralNetTools языка обработки данных R.
Ключевые слова: чувствительность модели, показатели чувствительности, нейронные сети, 
отклик, факторы, анализ конечных изменений, теорема Лагранжа о промежуточной точке.

Введение

Важным этапом при исследовании сложных систем является определение чувствительно-
сти по факторам моделей, описывающих поведение рассматриваемых систем. Анализ чувстви-
тельности — это исследование того, как неопределенность на выходе математической модели 
или системы (численной или иной) может быть разделена и распределена между различными 
источниками неопределенности на ее входах [1]. В зависимости от преследуемой цели задача-
ми анализа чувствительности могут быть: понимание взаимосвязей между входными пере-
менными (факторами) и выходами (откликами); редукция моделей системы путем идентифи-
кации факторов, вызывающих значительную неопределенность на выходе; выявление важных 
связей между наблюдениями, входными данными модели и предсказаниями, что приводит 
к разработке более качественных моделей. Развитию анализу чувствительности посвящено 
много работ, однако, исследуются лишь модели, откликом которых являются скаляры, а не 
векторы. В представленной работе предпринята попытка численного исследования нейросе-
тевой модели с двумя выходами, формирующими вектор отклика системы.

1. Состояние предметной области

Постановка задачи в случае скалярного отклика выглядит следующим образом. Обозначим 
через 1( ,..., ) d

dX x x R= ∈  вектор входов модели, y R∈  — отклик. Тогда существующая функ-
циональная зависимость, их связывающая символически может быть обозначена через ( ):f ⋅

 ( ).y f X=  (1)
Стоит отметить, что на структуру модели (1) не накладывается ограничений. Это может 

быть дифференциальное уравнение, система таких уравнений, нейросетевая структура, про-
граммный код и т. д.

Основная задача анализа чувствительности заключается в нахождении влияния каждого 
из факторов на отклик. Исторически первые попытки решить указанную проблему связаны с 
оценкой влияния малых возмущений на отклик модели. Эти детерминированные схемы при-
водят к вычислению частных производных модели в определенных точках [2]. Но основным 
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ограничением этого семейства методов является исследование изменения только одного входа 
в определенные моменты времени (анализ локальной чувствительности), что не совсем кор-
ректно. Напротив, следующие методы учитывают информацию о вариации всех входов (гло-
бальный анализ чувствительности) (например, [3] и т. д.).

В существующих работах, посвященных анализу чувствительности, предлагается ряд под-
ходов, которые могут быть разделены на пять больших классов. 

Подходы, относящиеся к первому классу, основаны на графическом представлении изуча-
емого набора данных анализируемой модели [4]. Рассматриваются наборы данных  

( ) ( ) ( )
1( ,..., , ),i i i

nx x y   1 ,..., .i m=  Парные диаграммы рассеяния между входами модели и ее откликом 
могут наглядно показать наличие или отсутствие линейной или нелинейной связи между y  и 
каждым .ix  Но, поскольку парные (двумерные) диаграммы рассеяния не всегда могут опреде-
лить эффекты взаимодействия переменных между собой и с выходом модели, то используется 
также анализ параллельных координат.

К этому семейству относится и аппроксимация рассматриваемой модели линейной регрес-
сионной моделью [5]. В этом случае в качестве мер чувствительности могут быть использова-
ны: коэффициент корреляции Пирсона ( , );jx yρ  стандартизированные коэффициенты ре-
грессии ( ;)SRC  частный коэффициент корреляции ( ).PCC  После их вычисления можно 
применить следующую интерпретацию. Если ( , )jx yρ  по абсолютному значению близок к 1, 
то рассматриваемый фактор и отклик связаны линейно. Если входы независимы, то каждый 

2
jSRC  показывает долю дисперсии отклика, объясняемую входом. PCC  определяет чувстви-

тельность y  к ,jx  когда влияние других входных переменных не существенно. Следует отме-
тить, что сама аппроксимация системы линейной моделью может быть источником ошибки.

Второе семейство — это вариационные методы (например, [6]). Такие методы основаны на 
вычислении производных модели. Это предположение естественно, так как производная 
функции в заданной точке показывает тенденцию к ее увеличению с изменением ее аргумен-
тов. Описанный анализ заключается в нахождении чувствительности f  по отношению к из-
менению :x  ( ).df X

dx
 Здесь : df R R→  — дифференцируемая функция с непрерывными про-

изводными и 
1

,..., .
T

X
n

f f
x x

 ∂ ∂
∇ =  ∂ ∂ 

Самый простой способ применения подхода — зафиксировать все переменные модели, 
кроме изучаемой, изменить ее и оценить изменение отклика. Более продвинутый подход пред-
полагает построение схем численной аппроксимации градиента на основе конечных разно-
стей и последующее вычисление его значения. Однако этот подход имеет два недостатка. 
Во-первых, вычислительные затраты существенно возрастают с увеличением размерности d 
вектора ,X  и, во-вторых, выбор приращений jx∆  является критическим.

Подходы, подобные представленным в исследованиях [7—8], предполагают использование 
дизайна экспериментов для скрининга. Качественный отбор (скрининг) факторов необходим 
для построения точных моделей процессов и систем. Необходимость изучения большого чис-
ла входных переменных в небольшом количестве экспериментов является трудностью при 
проектировании экспериментов. 

Наиболее часто используемый метод скрининга основан на так называемой схеме «один за 
один раз», когда каждый вход изменяется при фиксировании остальных.

Следующее семейство подходов [9] основано на применении составных показателей. Идея 
этих методов заключается в построении составного показателя, объединяющего несколько 
факторов с некоторыми весами. Композитный показатель ,y  который агрегирует d  входных 
переменных ,ix  чаще всего является средневзвешенным арифметическим 

1
,

d

j i ji
i

y w x
=

=∑  
 1 ,..., ,j n=  где jix  — нормированные значения показателя ,j  а iw  — вес переменной .jx
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Подход к определению коэффициентов чувствительности Соболя заключается в разложе-
нии модели как функции в конечное иерархическое разложение функций. Способом реализа-
ции этой процедуры является функциональный дискриминантный анализ (функциональный 
ANOVA, FANOVA).

Пятое семейство процедур [10] — это методы, основанные на оценке дисперсии модели. 
Одним из наиболее ярких представителей этой категории методов является алгоритм Гарсона, 
используемый для оценки чувствительности нейросетевых моделей. Данный метод основан 
на исследовании весов построенной нейросетевой модели. Считается, что вариация исследуе-
мых коэффициентов может объяснить характеристики «черного ящика» нейронной сети.

2. Применение анализа конечных изменений для исследования чувствительности моделей

Впервые анализ конечных изменений как обобщение экономического факторного анализа был 
представлен в [11]. Его основная задача состоит в том, чтобы на основе исходной модели постро-
ить новую модель, связывающую конечные изменения отклика и конечные изменения факторов.

В случае конечных приращений существует модель, позволяющая трансформировать мо-
дель системы к виду точной связи между конечными приращениями отклика и конечными 
приращениями ее факторов. Это теорема Лагранжа о среднем значении (формула конечных 
приращений, теорема о промежуточной точке дифференциального исчисления) для функций 
многих переменных, определенных и непрерывных в замкнутой области и имеющих непре-
рывные частные производные внутри этой области. Она формулируется следующим образом:

 
( )

1

( ) ,
md

i
i i

f Xy x
x=

∂
∆ = ⋅∆

∂∑  (2)

 ( ) ( ) ( ) ( ) (0)
1( ,..., ), , 0 1.m m m m

d i i iX x x x x xα α= = + ⋅∆ < <
Здесь средние (или промежуточные) значения аргументов (факторов) ( )m

jx  определяются зна-
чением .α

В таком случае исходная модель системы замещается моделью, связывающей приращения 
отклика и соответствующих входов:

 
1 1 ... ,

dx x dy A x A x∆ = ⋅∆ + + ⋅∆
где величины 

1x
A  называются факторными нагрузками. Подобный подход напоминает по-

строение модели составного показателя, однако, в предлагаемом подходе отсутствует потеря 
точности при замещении исходной модели. С позиции экономического факторного анализа 
это означает, что решена проблема неразложимого остатка.

В работе [12] представлено применение описанного подхода к модели нейронной сети. По-
казано, что подход является непротиворечивым в сравнении с известными индексами Соболя 
и оценками чувствительности, полученными с применением алгоритма Гарсона.

Интерес представляет исследование применения метода к системе, имеющей несколько от-
кликов, объединенных общими входами. 

3. Исследование чувствительности нейросетевой модели 
с несколькими откликами: численный пример

Рассмотрим систему, имеющую векторный отклик и описываемую нейросетевой моделью вида

 

3 3

1 0 1
1 1

3 3

2 0 1
1 1

( ) ,

( ) .

j jm m
j m

j jm m
j m

f X b w b w x

f X b w b w x

ψ ψ

ψ ψ

= =

= =

   = + +   
   


   = + +     

∑ ∑

∑ ∑
 (3)
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Обе функции в модели (3) имеют одинаковую структуру. jw  и jmw  — весовые коэффициенты 
моделей, 0b  и 1b  — свободные члены на выходе и скрытом слое соответственно; в качестве 
функций активации использованы логистические функции.

Модель (3) обучена методом обратного распространения ошибки на наборе данных 
neuraldat библиотеки NeuralNetTools языка обработки данных R. 

На рис. 1 представлены диаграммы размахов изучаемого массива с данными.
Стоит отметить, что, использованные в 

качестве откликов модели системы пере-
менные 1Y  и 2Y  нормированы и скоррели-
рованы между собой 1 2( ( , ) 0, 4575).Y Yρ =  
Набор с данными содержит 2000 реали-
заций, что позволяет получить 1999 ко-
нечных приращений откликов и соответ-
ствующих им аргументов.

К приращениям модели (3) был при-
менен анализ конечных изменений — 
каждый выход рассматривался как са-
мостоятельная нейросетевая модель. В 
итоге было получено шесть наборов фак-
торных нагрузок для каждого из факто-
ров по каждому отклику. Для усреднения 
показателей чувствительности была ис-
пользована медиана оценок.

Результаты анализа представлены 
на рис. 2. Дополнительно были рассчита-
ны коэффициенты линейной корреляции 

Пирсона. Стоит отметить, что результаты анализа согласуются по силе и направлению с оценка-
ми линейной связи между откликами и факторами в случае модели рассматриваемой структуры.

Рис. 1. Диаграммы размахов переменных 
исследуемого набора данных

Рис. 2. Результаты анализа чувствительности на основе предлагаемого подхода в сравнении 
с мерами линейной корреляции откликов и соответствующих факторов
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Заключение

В статье приведена классификация существующих методов исследования чувствительно-
сти по факторам математических моделей с одним откликом. Предложен подход, основанный 
на применении анализа конечных изменений, построенного на основе теоремы Лагранжа о 
промежуточной точке. Исследовано приложение указанного методы для модели системы, 
имеющей два отклика, описываемого нейросетевыми структурами. Полученные результаты 
согласуются по силе и направлению с оценками линейной связи между откликами и фактора-
ми в случае модели рассматриваемой структуры. Следующим этапом исследования является 
синтез анализа конечных изменений для вектор-функций.
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УДК 519.17

СВЯЗИ МАТРИЦ ИНЦИДЕНТНОСТИ, ВЕСОВ И РАССТОЯНИЙ 
ВЗВЕШЕННОГО ДЕРЕВА И ОБРАТНОГО К НЕМУ

Липецкий государственный технический университет

С. Л. Блюмин, А. С. Сысоев, Н. Ю. Жбанова

Аннотация. На характерном примере проиллюстрировано соотношение матриц инци-
дентности, весов и расстояний графа. В качестве примера используется простое взвешен-
ное направленное дерево. Кроме этого, используется так называемое «обратное» дерево, 
веса которого обратно пропорциональны весам исходного дерева. Представленное соот-
ношение является основой некоторых недавних результатов.
Ключевые слова: матрица инцидентности, матрица весов, матрица расстояний, взвешен-
ное ориентированное дерево, матричные соотношения графов.

Введение

Данная работа подсказана циклом работ, выполняемых школой известного индийского 
специалиста по теории и приложениям графов Р. Л. Бапата. Из подходящих для целей данной 
работы укажем лишь [1, 2].

Анализ привел к основному представленному в данной работе соотношению, которое свя-
зывает между собой матрицы инцидентности, весов и расстояний исходного взвешенного де-
рева и обратного к нему:

 .C D I W D I W C= ⋅ ⋅ = ⋅ ⋅ =  

1. Основные положения

Рассматривается основное соотношение, которое связывает между собой матрицы инци-
дентности, весов и расстояний исходного взвешенного дерева и обратного к нему:

 .C D I W D I W C= ⋅ ⋅ = ⋅ ⋅ =  

Для доказательства используем метод математической индукции, подсказанный выводом 
формулы для обратной к матрице расстояний в том случае, когда она обратима, в [1], Theo-
rem 2.1.

Посылка индукции для 2:n =  граф имеет две вершины 1, 2, и одну дугу (1,2); его матрицы

 1 1
2 2 1 2 2 1 2

1 1

1/1
,    ,    ,    1/ ,    .

1/1
w w

I W w D W w D
w w

−     
= = = = =    
     

 

Вычисления 

 1
2 2 2 2 1

1

1 1 1 1
1/

1 1 1 1
w

C D I W w
w

− −         
= ⋅ ⋅ = ⋅ ⋅ = ⋅ =         −        



и

 1
2 2 2 2 1 2

1

1/ 1 1 1 1
.

1/ 1 1 1 1
w

C D I W w C
w

− −         
= ⋅ ⋅ = ⋅ ⋅ = ⋅ = =         −        

 

показывают, что посылка математической индукции обоснована.
Пусть теперь n  любое и выполняется соотношение
 .n n n n n n n nC D I W D I W C= ⋅ ⋅ = ⋅ ⋅ =  
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Требуется доказать, что
 1 1 1 1 1 1 1 1.n n n n n n n nC D I W D I W C+ + + + + + + += ⋅ ⋅ = ⋅ ⋅ =  

Для этого нужно выполнить переход от n  к 1.n +
Рассмотрим взвешенное дерево T  с n  вершинами 1, 2, ..., ,n  и сформируем новое взвешен-

ное дерево T  с вершинами 1, , 1n +  посредством добавления к исходному дереву T  висячей 
вершины 1,n +  смежной с вершиной n  через ребро весом .nw  Положив, что ne  представляет 
собой единичный базисный вектор в ,nR  а nΘ  представляет собой вектор из единиц в ,nR  
получим следующие очевидные соотношения

 1 1 1,    ,    
1 1/

nn n n
n n n

n n

WI e W
I W W

w w+ + +

 −   
= = =    
     





и соотношения [1]
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Вычислим
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(учитывая, что 0,   0,   1T T T
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В этих выкладках особенно хорошо видно, что (1/ ) 1.n nw w⋅ =

2. Пример

Матричные методы эффективно используются в алгебраической теории графов; это в пер-
вую очередь матрицы инцидентности, смежности, валентности и связывающие их лапласиа-
ны [1]. В случае взвешенных графов используются матрицы весов; при решении некоторых 
прикладных задач используются матрицы расстояний.

Цель данной работы — на характерном примере проиллюстрировать соотношение между 
матрицами инцидентности, весов и расстояний 

 .D I W D I W⋅ ⋅ = ⋅ ⋅   (1)
Смысл использованных здесь обозначений раскрывается ниже. 
Это соотношение подсказано работами [2,3], посвященными связи матриц расстояний с 

лапласианами и псевдообращению этих матриц. Оказалось, что в основе этих связей лежит 
более простое матричное соотношение (1).
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В работе [2] рассматривается обращение матрицы расстояний в том случае, когда она обра-
тима, а в работе [3] — ее псевдообращение в том случае, когда она необратима. Особенностью 
работы [3] является то, что в ней, в обобщение общепринятых представлений, допускаются 
отрицательные веса дуг графа. 

Вспомогательным результатом этих работ, который приобрел в дальнейшем самостоятель-
ное значение, явилось полученное в [2], лемма 4.1, и в [3], лемма 9, соотношение, связывающее 
матрицу расстояний D  и лапласиан L  графа:

 2 (2 ) ,TLD E+ = Θ−∆ ⋅Θ
где E — единичная матрица, Θ — столбец из единиц, ∆ — столбец из степеней вершин графа. После 
ряда преобразований оно приводит к соотношению (1), чего в [2, 3] сделано не было. Одна из при-
чин состоит в том, что в этих работах не используется определение лапласиана через матрицы 
инцидентности и весов, предложенное в [1], ,TL I W I= ⋅ ⋅  а именно это определение приводит к 
соотношению (1). Не обосновывая его в общем виде, проиллюстрируем его на простом примере.

В качестве примера используется взвешенное ориентированное дерево T  из [3] с множеством 
вершин {1,...,7} и множеством дуг 1{ (1,2),a =  2 (1,3),a =  3 (1, 4),a =  4 (2,5),a =  5 (2,6),a =  6 (2,7)},a =  
снабженных множеством весов соответственно 1{ 4,w = −  2 2,w =  3 9,w =  4 5,w = −  5 1,w = −  6 1}.w = −

Матрицы инцидентности и весов

 

1 1 1
4

1 1 1 1
2

1
9

,    .1
5

1
1

1
1

1

I W

− − − 
−  − − −   
  
  = =    −  
 − 
   −   

Матрица расстояний 

 

0 4 2 9 9 5 5
4 0 2 5 5 1 1

2 2 0 11 7 3 3
.9 5 11 0 0 4 4

9 5 7 0 0 6 6
5 1 3 4 6 0 2
5 1 3 4 6 2 0

D

− − − − 
 − − − − − 
 − − − −
 =  
 − − − − −
 
− − − − − 
 − − − − − 

Уместно напомнить, что расстояние между вершинами во взвешенном графе определяется 
как сумма весов дуг пути, соединяющего эти вершины.

Для целей работ [2, 3] в них введено так называемое «обратное» дерево T  с теми же верши-
нами и дугами, но с весами, обратными к весам дерева T : 1{ 1/ 4,w = −  2 1/ 2,w =  3 1/ 9,w =  

4 1/ 5,w = −  5 1,w = −  6 1},w = −  так что его матрица весов

 

1/ 4
1/ 2

1/ 9
,

1/ 5
1

1

W

− 
 
 
 

=  − 
 −
 

− 
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а потому матрица расстояний 

 

0 1/ 4 1/ 2 1/ 9 9 / 20 5 / 4 5 / 4
1/ 4 0 1/ 4 5 / 36 1/ 5 1 1

1/ 2 1/ 4 0 11/18 1/ 20 3 / 4 3 / 4
1/ 9 5 / 36 11/18 0 61/180 41/ 36 41/ 36
9 / 20 1/ 5 1/ 20 61/180 0 6 / 5 6 / 5
5 / 4 1 3 / 4 41/ 36 6 / 5 0 2
5 / 4 1 3 / 4 41/ 36 6 / 5 2 0

D

− − − − 
 − − − − − 
 − −
 = − − − − 
 − − − − −
 
− − − − − −

 − − − − − − 

 .




Для проверки соотношения D I W D I W⋅ ⋅ = ⋅ ⋅   вычислим, с одной стороны,

 

4 2 9 5 1 1
1/ 4

4 2 9 5 1 1
1/ 2

4 2 9 5 1 1
1/ 9

( ) 4 2 9 5 1 1
1/ 5

4 2 9 5 1 1
1

4 2 9 5 1 1
1

4 2 9 5 1 1

D I W D I W

− − − − 
−  − − −   
  − − − − −
  ⋅ ⋅ = ⋅ ⋅ = ⋅ =− − − − −    −  − −  − 

− −    −  − − 

 

 

1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 1 1
,1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1

 
 − 
 −
 = − 
 − −
 
− − 
 − − 

и с другой стороны,

 

1/ 4 1/ 2 1/ 9 1/ 5 1 1
4

1/ 4 1/ 2 1/ 9 1/ 5 1 1
2

1/ 4 1/ 2 1/ 9 1/ 5 1 1
9

( ) 1/ 4 1/ 2 1/ 9 1/ 5 1 1
5

1/ 4 1/ 2 1/ 9 1/ 5 1 1
1

1/ 4 1/ 2 1/ 9 1/ 5 1 1
1

1/ 4 1/ 2 1/ 9 1/ 5 1 1

D I W D I W

− − − − 
−  − − −   
  − − − − −
  ⋅ ⋅ = ⋅ ⋅ = ⋅ =− − − − −    −  − −  − 

− −    −  − − 

 

 

1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 1 1
,1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1

 
 − 
 −
 = − 
 − −
 
− − 
 − − 
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то есть тот же результат. Представляет интерес интерпретация этой матрицы с точки зрения 
теории и приложений графов. 

Заключение

Обоснование соотношения (1) в общем случае можно выполнить, например, по схеме, ис-
пользованной при доказательстве теоремы 2.1. из [2], посвященной обращению матрицы рас-
стояний в том случае, когда она обратима, и использующей математическую индукцию, осно-
ванную на том, что к некоторому взвешенному дереву T  добавляется вершина, смежная с 
некоторой вершиной данного дерева и имеющая некоторый вес. Необходимые для шага ин-
дукции выражения для матриц инцидентности и весов очевидны, а для матриц расстояний 
получены в [2], так что имеются все необходимые данные для доказательства соотношения (1) 
методом математической индукции. 

В заключение следует отметить, что работам [2, 3], подсказавшим соотношение (1), сопут-
ствовали работы, исследовавшие матрицы расстояний графов, например, [4, 5].
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РАЗРАБОТКА АЛГОРИТМА СОГЛАСОВАННОГО РАСПРЕДЕЛЕНИЯ ПОДДЕРЖКИ 
ПРЕДПРИЯТИЙ РЕГИОНА В РЕАЛИЗАЦИИ ПОЛИТИКИ ИМПОРТОЗАМЕЩЕНИЯ

Воронежский государственный университет

Ю. В. Бондаренко, О. С. Гуськова

Аннотация. Работа посвящена разработке алгоритма распределения государственных 
мер поддержки предприятий региона в реализации программ импортозамещения. В ра-
боте представлен алгоритм согласованного распределения вариантов поддержки: субси-
дий и адресной помощи предприятиям, обеспечивающим экономический и технологиче-
ский суверенитет страны, а также его реализация. Алгоритм построен на математических 
моделях, опирающихся на рациональное распределение собственных и заимствованных 
средств руководством предприятий. Разработанный для реализации алгоритма про-
граммный продукт позволяет осуществить вычислительные расчёты, которые требуются 
для обоснования выбора правил распределения финансовой помощи между предприяти-
ями регионов, а также сформировать плановые значения показателей результативности 
хозяйствующих субъектов.
Ключевые слова: субсидии, предприятие, регион, меры поддержки, управление, матема-
тические модели, импортозамещения.

Введение

На территории Российской Федерации разрабатываются и реализуются программы под-
держки политики импортозамещения. Под импортозамещением будем понимать стратегию 
развития государства, направленную на переход к использованию товаров собственного про-
изводства вместо потребления импортных. К актуальным задачам импортозамещения можно 
отнести обеспечение продовольственного, производственного, экономического и техноло-
гического суверенитета. Для достижения поставленных задач руководству страны требует-
ся разрабатывать дополнительные меры поддержки национальных предприятий: создавать 
программы и стратегии социально-экономического развития. Такие программы позволяют 
зафиксировать важные для региона задачи и направления развития, определить необходимые 
целевые показатели для достижения поставленных задач. 

Так, по информации Комитета Совета Федерации по экономической политике, в проекты, 
направленные на поддержание импортозамещения, в период с 2015 по 20121 год, было финан-
сировано более 3 трлн руб., при этом прямая государственная поддержка составила свыше 500 
млрд руб. Анализ основных направлений импортозамещения показывает, что наиболее при-
оритетными областями, в которых в первую очередь требуется проведение политики импор-
тозамещения и реализация программ, являются: агропромышленность, сельское хозяйство и 
животноводство, автомобильная промышленность и машиностроение, авиастроение, радио-
электронная промышленность, развитие информационных технологий, развитие медицины и 
фармацевтики. 

Так, в Воронежской области, на протяжение многих лет реализуется политика импорто-
замещения в области сельского хозяйства, где в результате реализации программ импортоза-
мещения в Воронежской области были созданы молочный и мясной кластеры. Например, на 
молочном комбинате «Воронежский» производится 550 тонн молочной продукции, в числе 
которой: молоко, кефир, йогурты, сыры, творог, сметана и другое. 

Для повышения эффективности реализации программ импортозамещения и решения пе-
речисленных выше задач требуется разработка дополнительных мер и алгоритмов государ-
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ственной поддержки национальных предприятий и бизнеса, где субсидирование, осуществля-
емое государством, является одной из наиболее значимых и эффективных мер поддержки. 

1. Материалы и методы

Сформулируем задачу исследования следующим образом: разработка инструментария со-
гласованного распределения финансовых мер поддержки и определение методов порядка их 
предоставления из федерального и региональных бюджетов. Для решения поставленной зада-
чи определим основные шаги формирования алгоритма предоставления мер поддержки для 
реализации программ импортозамещения:

Шаг 1. В первую очередь необходимо сформировать множество предприятий, претендую-
щих на получение финансовой поддержки в рамках реализации программ импортозамеще-
ния. Далее, для таких предприятий  необходимо определить результаты их деятельности. В ис-
следование будем рассматривать только множество экономических показателей деятельности, 
тогда для предприятия ,m  претендующего на получение поддержки, получаем: 1( ,..., ),m m m

Ns s s=  
где ( 1,.., ).n N=  Дополнительно, для каждого показателя определим множество плановых по-
казателей развития региона в реализации программ импортозамещения: ,R j  ( 1,.., ).j J=  Да-
лее, необходимо определить наличие зависимости между установленными плановыми показа-
телями развития региона и показателями предприятий региона, получающих поддержку в 
рамках программ импортозамещения ,R  ( 1,.., ).j J=  Дополнительно, для каждого показате-
лями множества R  определим зависимость от показателей деятельности предприятий, пре-
тендующих на получение поддержки: 1( ,..., ).m

j j s sR R=
Шаг 2. Следующим шагом введём правила, определяющие объем финансовой поддержки 

предприятиям в рамках реализации программ импортозамещения. Правила могут иметь ли-
нейную и нелинейную форму зависимостей. Пусть p — экономический показатель деятельно-
сти предприятия, выбранный для определения объема финансовой поддержки, 1p  — пороговое 
значение показателя, fα  — мера финансовой поддержки из федерального бюджета, rα  — мера 
финансовой поддержки из областного бюджета, тогда ( ) ( ) ,f rF p pα α= + ⋅  — линейное пред-

ставление формулы расчёта объёма финансовой поддержки, 1

1

( ) ,0
( )

( ) ,
f r

f r

p p p
F p

p p p
α α

α α

+ ⋅ ≤ ≤=  + ⋅ ≥
 — 

нелинейное представление формулы расчёта объёма финансовой поддержки. 
Таким образом, на данном шаге формируется совокупность правил для расчёта меры фи-

нансовой поддержки: 1 1 1{ ( ,.., ),.., ( ,.., )}.N h Ns s s sF FΓ =  Важно учитывать, что для каждого пра-
вила определения финансовой поддержки предприятиям, потребуется выбрать стратегию 
определения параметров правила для проведения расчётов, где рекомендуемыми к использо-
ванию являются: стратегия привлечения экспертов, стратегия генерирования параметров, 
смешанная стратегия.

Шаг 3. Данный шаг необходим для построения модели рационального распределения фи-
нансовых средств поддержки и анализа результатов экономической деятельности предприя-
тия, в зависимости от правила m

nϕ  изменения показателя n  предприятия m  для обеспечения 
получения предприятием с индексом m  максимальной прибыли ( ):mπ ⋅

( , ( , )) max,m m m m m
ñ hs u Bπ Φ →

0( , ( , )), 1,..,)(m mm m m m
c hn n n Nss u Bϕ Φ= =

Далее определим какое влияние оказывается каждым правилом hF  (где 1,..,h H= ) финан-
совой поддержки на деятельность получателей финансовой поддержки для достижения необ-
ходимых экономических показателей деятельности: 1( ,.., ),M

h h hs s s=
  

 1,.., .h H=
Шаг 4. На данном шаге проведём сравнение правил оказания финансовой поддержки и 

выберем наилучшее правило. Наилучшим правилом будем считать то, которое позволяет по-
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лучить наибольшее значение интегрального показателя: * *

11( ,.., ) ( ,.., ),max h hh h
J J

h H
R R R RΦ

∈
=  где 

1
1

1
( ,.., ) ( ,.., )

J
Mnorm

J jj
j

s sR R RΦ λ
=

= ∑  — интегральный показатель для всех вариантов распределе-
ния финансовой поддержки на реализации программ импортозамещения, jλ  — коэффици-

ент приоритетности j-го показателя развития региона, 
1

( 0, 1);
J

j j
j

λ λ
=

≥ =∑  1( ,.., )norm
j Ms sR  — нор-

мированное значение показателя .j  1 1( ,.., ) ( ,.., ) / ,M Mnorm
j j js s s sR R R=   если увеличение показа-

теля j  благоприятно, иначе 1 1/( ,.., ) ( ,.., ).M Mnorm
j j j

Rs s s sR R= 
Таким образом, было получено наилучшее правило распределения финансовой поддерж-

ки в реализации программ импортозамещения, обеспечивающее приближение региональных 
показателей экономического развития к плановым, применяя модель рационального распре-
деления финансовых средств руководством предприятия региона.

2. Практическая реализация и обсуждения

Реализацию модели, описанной на шаге 3 приведенного алгоритма, будем осуществлять с 
помощью разработаного приложения на языке программирования Java. Предлагается осуще-
ствить расчёты, основываясь на открытых данных по программам импортозамещения молоч-
ного производства в Воронежской области.

Для проведения расчётов необходима следующая информация: 
• фактические и целевые показатели деятельности предприятий по Воронежской области, 

получающих субсидии и адресную помощь в сфере молочного производства по программам 
импортозамещения (табл. 1);

• меры поддержки в реализации программ импортозамещения (табл. 2). 
Таблица 1

Целевые и плановые значения показателей предприятий

Показатели предприятий Плановые 
значения (2021 г)

Целевые 
значения (2021 г)

Производство молока во всех категориях хозяйств 
Воронежской области, тыс. тонн

813 1 000

Число созданных рабочих мест, шт 235 300
Среднегодовая заработная плата, руб/месяц 31 800 40 000

Таблица 2
Меры поддержки

Мера поддержки (ставка субсидии) Размер меры поддержки (руб/т)

Sô
4 600

Sî
800

Таблица 3
Результаты 

Оптимальная федеральная мера 
поддержки (субсидия) (руб/т)

Оптимальная региональная мера 
поддержки (субсидий) (руб/т)

Объем выпускаемой 
продукции (тыс. тонн)

890 4 690 950 613

Исходя из результатов вычислений, можно наблюдать, что увеличение мер финансовой 
поддержки администрацией региона и распределения мер поддержки по программам импор-
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тозамещения молочного производства в Воронежской области способствуют достижению 
значений целевых показателей.

Заключение

В представленной работе определён подход к решению актуальной задачи регионального 
управления, связанной с формированием мер поддержки предприятий в новых для регионов 
условиях обеспечения экономического и технологического суверенитета. Предложенный в ра-
боте алгоритм и его детализация позволяют повысить обоснованность процедуры распреде-
ления финансовых мер поддержки.
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УДК 533.72

ОЦЕНКА ПОСТОЯННОЙ ЛЕБЕГА В СЛУЧАЕ ВЫБОРА В КАЧЕСТВЕ УЗЛОВ 
ИНТЕРПОЛЯЦИИ ТОЧЕК ЭКСТРЕМУМА ПОЛИНОМА ЧЕБЫШЕВА

Северный (Арктический) федеральный университет имени М. В. Ломоносова

О. В. Гермидер, В. Н. Попов

Аннотация. Проводится двусторонняя оценка постоянной Лебега интерполяционного 
процесса Лагранжа с узлами в точках экстремума многочлена Чебышева первого рода. 
Показано, что в случае четного числа узлов, выражения для границ этой оценки мож-
но получить в виде конечной суммы асимптотического знакочередующегося ряда путем 
рассмотрения множества узлов интерполяции Лагранжа, заданного в нулях многочлена 
Чебышева. На основе этих выражений вычислены близкие друг к другу значения этих 
границ в зависимости от степени полинома.
Ключевые слова: постоянная Лебега, интерполяционный процесс Лагранжа, оптималь-
ные точки интерполяции, точки экстремума многочлена Чебышева.

Введение

Константа Лебега является ценным числовым инструментом в задачах интерполяции и 
обеспечивает обусловленность и устойчивость этих задач. Ее значение определяется набором 
узлов интерполяции. Обзор некоторых результатов для констант Лебега и поведения функций 
Лебега с учетом оптимальных точек интерполяции приведен в [1]. Кроме того,  публикаций 
[1–3] посвящено поиску оптимальных точек интерполяции в том смысле, что эти точки при-
водят к минимальной константе Лебега для интерполяционных задач на отрезке [–1, 1]. Пред-
ставленная работа посвящена оценке константы Лебега интерполяционного рационального 
процесса Лагранжа на отрезке [–1, 1] с узлами в точках экстремума полинома Чебышева пер-
вого рода ( ):nT x

 cos , 0... .k
kx k n

n
π = = 
 

 (1)

Множество элементами, которого являются точки, определенные равенством (1), обозна-
чим через .nΩ  Заметим, что для произвольного отрезка [ , ]a b  точки [ , ],nu a b∈  соответству-
ющие точкам экстремума полинома ( ),nT x  получаются путем выполнения линейного преоб-
разования, выражения для них будут 

 cos , 0... .
2 2n

a b b a ku k n
n
π+ −  = + = 
 

Сформулируем задачу оценки значений возмущенного полинома в форме Лагранжа в слу-
чае одномерной алгебраической интерполяции в узлах (1). 

1. Постановка задачи

Пусть значения интерполируемой непрерывной на отрезке [–1,1] функции  известны в точ-
ках (1) с некоторой погрешностью, не превышающей величины .δ  В этом случае для отклоне-
ния построенного возмущенного полинома в форме Лагранжа ( )np x  от невозмущенного по-
линома ( )np x  имеем следующую оценку

 ,| ( ) ( ) | ,n n np x p x δ Ω− ≤ Λ

где ,nΩΛ  — постоянная Лебега для множества узлов интерполяции ,nΩ  определяемая через 
фундаментальные полиномы Лагранжа ( )kl x  следующим образом:
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 , [ 1,1] 0
max | ( ) |.

n

n kx k
l xΩ ∈ −

=

Λ = ∑  (2)

2. Вычисление постоянной Лебега 

Обозначим 

 
0

( ).
n

n i
i

x xω
=

= −∏
Тогда, выражение (1) перепишем в виде

 , [ 1,1] 0 ,

( )max .
( ) ( )

n
n

n x k k n x k

x
x x x

ω
ωΩ ∈ −

=

Λ =
′−∑  (3)

В силу единственности существования интерполяционного многочлена Лагранжа на мно-
жестве nΩ  и того факта, что точки (1) являются нулями полинома Чебышева второго рода с 
коэффициентом 12n n−  при 1nx +  [4], имеем

 
1

''
, [ 1,1] 0 0,

2 max | |,
n nn

n ix k i
i k

x x
n

−

Ω ∈ −
= =

≠

Λ = −∑ ∏  (4)

где двойной штрих у знака конечной суммы в выражении (4) означает, что первое и последнее 
слагаемое умножается на 1/2. Из определения точек (1) вытекает, что функция Лебега, задан-
ная на множестве ,nΩ  является четной функцией на отрезке [–1,1]. Тогда для нахождения по-
стоянной Лебега, которая определяет ее максимальное значение на этом отрезке, достаточно 
рассмотреть отрезок [0,1]. При =[ / 2 1]...i n n+  разность ix x−  принимает неотрицательные 
значения. Знак ix x−  при =0...[ / 2]i n  определяем из условий: 0ix x− ≥  и .k i≥  С учетом этого 
выражение (4) примет вид 

 
1

''
, [0,1] 0 0,

2 max ( 1) ( ),
n nn

q
n ix k i

i k

x x
n

−

Ω ∈
= =

≠

Λ = − −∑ ∏  (5)

где 0q =  для =[ / 2 1]...i n n+  или ( )arccos /  ,n x kπ  <   иначе 1.q =

Рассматривая x на отрезке 1 ,[ , ]l lx x +  где ( )0... 1 / 2 ,l n −  =  значение q  в выражении (5) 
определяем следующим образом: для [ ]/ 2 1 ...i n n= +  или l k<  параметр q  равен нулю, в про-
тивном случае 1.q =  Далее исследуем на максимум функцию Лебега на каждом интервале.

Если n нечетное, то точкой максимума функции Лебега, заданной на множестве ,nΩ  явля-
ется 0.x =  Полагая cos ,x t=  в этом случае имеем 

 
1

,
0

1 1 ,
| cos |

n

n
k kn t

−

Ω
=

Λ = ∑    arccos .k kt x=  (6)

Учитывая, что cos cos 0,k n kt t −= − >  где ( )0... 1 / 2,k n= −  для 1n >  выражение преобразуем 
к виду

 
( 1)/2

,
0

1 11 .
cos

n

n
k kn t

−

Ω
=

 
Λ = + 

 
∑  (7)

Откуда следует, что в случае нечетного числа узлов 1 2n + >  постоянная Лебега , 1.nΩΛ >  
Принимая во внимание, что нули полинома Чебышева первого рода ( )nT x  на отрезке [–1,1] 
определяются равенствами [4]:

 ( )* * *cos , , 0... 1,
2k k k

kx t t k n
n n
π π

= = + = −  (8)

выражение (7) преобразуем к виду [5]



359

 
*1

,
0

1 ctg ,
2

n
k

n
k

t
n

−

Ω
=

Λ = ∑  (9)

что позволяет сделать вывод о том, что если n  — четное, то , , 1,n nΩ Θ −Λ = Λ  где nΘ  — множество 
элементами, которого являются точки (8). Оценим (9). Разложим функцию ctg t  в ряд Макло-
рена. C использованием свойств логарифмической производной от гаммы-функции Эйлера и 
дзета-функции Римана [6–8] имеем

 1 , 1,n n nm M− Ω −≤ Λ ≤  (10)

 
4 2

* 4 2
4 2

2 ,
(2 1)(2 3)

l
l

n n l

Bm m
l nπ

+
+

+= −
+ +

 

 
4 2 4 1 4 2 4 1

* 4 2 4 2
4 2

2 (1 2 ) 2 | | (2 1) 1 ,
(2 1)( 1) (4 2)!

l l l l
l l

n n l

B BM m
l n l

π
π

+ − − + +
+ +

+

 − −
= + − + + + 

 

 

*

2 2 11 2 22
2 2

2 2
1

2 4 1ln ln(3 2n)
3 2

2 | | (2 1)1 (1 2 ) 21 , 2 1 ,
( 1) (2 )! (2 3)

n

j jj jl
j j

nj j
j

m
n

B B
l s

j n j n

γ
π π

π
π

−−

=

 = + + + − + + 
  −−

+ − − − <    + +  
∑

 

 
2 23 16 (n 1) 1

1.
4ns

π + + +
= − 
  

 

Здесь γ  — постоянная Эйлера, 2 jB  — числа Бернулли.
Если n  четное, то точкой максимума функции Лебега на отрезке [0,1] является [ ]/2 1 /2, .n nx x x−∈  

В этом случае получаем

 
1

''
,

0

1 sin | sin | ,
| cos cos |

n

n
k k

t nt
n t t

−

Ω
=

Λ =
−∑
 



  arccos .t x=   (11)

Учитывая, что с увеличением n  происходит рост, то в случае нечетного числа узлов на мно-
жестве nΩ  приходим к следующей оценке

 , 1 , , 1.n n nΩ − Ω Ω +Λ < Λ < Λ  (12)

Заключение

В представленной работе получена оценка постоянной Лебега при выборе узлов интерпо-
лирования в точках экстремума многочлена Чебышева первого рода. Выражения для границ 
этой оценки представлены в виде суммы членов усеченного асимптотического знакочереду-
ющегося ряда путем сведения к интерполяционному процессу Лагранжа в точках, которые 
являются нулями многочлена Чебышева, и использования свойств логарифмической произ-
водной от гаммы-функции Эйлера и дзета-функции Римана. В зависимости от степени мно-
гочлена Чебышева найдены предельные значения для индекса суммирования в усеченном 
асимптотическом ряде.
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УДК 358.1

АНАЛИЗ ТРАЕКТОРИИ УГЛА АТАКИ НЕУПРАВЛЯЕМОГО АВИАЦИОННОГО 
СНАРЯДА ПРИ ПУСКЕ С САМОЛЕТА НА СВЕРХНИЗКИХ ВЫСОТАХ

1Военный учебно-научный центр Военно-воздушных сил «Военно-воздушная академия 
имени профессора Н. Е. Жуковского и Ю. А. Гагарина»,

2Воронежский государственный университет

В. Е. Глушаков1,2, А. В. Николаев1, Т. Н. Глушакова2

Аннотация. В данной статье исследуется траектория угла атаки неуправляемого авиаци-
онного снаряда при полете самолета на низких и сверхнизких высотах. Решение полной 
системы дифференциальных уравнений движения авиационного неуправляемого снаря-
да находится для высот от 50 м до 300 м и скоростей от 1000 м/с до 3000 м/с. Приводятся 
соответствующие графики и дается их анализ.
Ключевые слова: внешняя баллистика, авиационный неуправляемый снаряд, математи-
ческое моделирование, низкие и сверхнизкие высоты.

Введение

Задача исследования траектории угла атаки неуправляемого авиационного снаряда при по-
лете самолета на низких и сверхнизких высотах в настоящее время достаточно актуальна, так 
как именно на этих высотах (особенно на 50 м) самолет практически невозможно засечь, при 
этом очень высока точность попадания прямо в цель [1]. Для этого была рассмотрена пол-
ная система дифференциальных уравнений движения авиационного неуправляемого снаряда, 
подробно рассмотренная в [2, 3]. Она описывает движение центра масс (ЦМ) снаряда и его 
движение относительно ЦМ. 

1. Постановка задачи

Рассмотрим полную систему дифференциальных уравнений движения снаряда, представ-
ленную в [2, 3]. 

 cos cos ,x v ϕ λ=  (1)
 sin ,y v λ=  (2)
 sin cos ,z v ϕ λ= −  (3)

 sin ,Xv g
m

λ= − −  (4)

 ( )1 cos sin cos ,gY Z
m v v

λ χ χ λ= + −  (5)

 ( )1 sin cos ,
cos

Y Z
m v

ϕ χ χ
λ

= − −  (6)

 1

2

1 ,
2

z
xa x xa

x

S lm
J

ω ρω ϑ ω=  (7)

 ( ) 1

2 2
2

1 1
1 ,

2 2 2
z

ya za x axa xa z M xa z ya
z

S l S l S lJ m m m
J

ωδ δρ ρ ρω ω ω ω ϑ β ϑω α ϑω
 

= − + + − 
 

  (8)

 ( ) 1

2 2
2

1 1
1 ,

2 2 2
z

za ya x xa axa z M xa z za
x

S l S l S lJ m m m
J

ωδ δρ ρ ρω ω ω ω ϑ α ϑω β ϑω
 

= − + + − 


  (9)
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  ( ) ( )1 1sin cos sin sin cos sin cos cos ,
cosza

gY Z Y Z
mv m v v

α ω χ χ λ β χ χ λ β
λ

 
= + − − + − 

 
  (10)

 
( )(

) ( )

1 1 sin cos sin cos sin
cos cos

1cos cos cos sin cos sin sin ,

ya Y Z
m v

gY Z
m v v

β ω χ χ λ β α
α λ

λ α χ χ λ β α


= − − −


 

− − + −  
  



 (11)

где

 ( ) ( )1 sin cos sin cos cos cos sin
cosaxa Y Z

m v
ω χ χ λ β α λ α

λ
= − − + −

 
( )

( )( )

1 1cos sin cos sin cos
cos

1 sin cos sin cos sin cos cos
cosya

gY Z
m v v

Y Z
mv

χ χ λ β α
α

ω χ χ λ β α λ α
λ

 
− + − + × 
 


× − − − −


 (12)

 ( )1 cos sin cos sin sin sin .gY Z
m v v

χ χ λ β α α
 

− + −  
  

Уравнения (1)–(3) — кинематические уравнения движения центра масс снаряда, (4)–(6) — 
динамические уравнения движения центра масс снаряда, уравнения (7)–(12) описывают закон 
движения снаряда относительно центра масс.

Здесь вектор ( ( ), ( ), ( ))x t y t z t  описывает траекторию движения снаряда, ( )v t  — скорость 
поступательного движения снаряда, λ  — угол пикирования, ϕ  — угол курса, α  — угол атаки, 
β  — угол скольжения относительно оси ,Y  ( , , )xa ya zaω ω ω ω=

  — угловая скорость снаряда.
Рассмотрим теперь константы: X  — сила лобового сопротивления, Y  — подъемная сила, 

Z  — боковая сила, m  — масса снаряда, 9.8g = ì/c  — ускорение свободного падения, ρ  — 
плотность воздуха, ϑ  — крутизна нарезов ствола, 

2

4
dS π=  — характерная площадь снаряда, 

d  — калибр (диаметр) снаряда, l  — характерная длина), χ  — аэродинамический угол крена, 
1

1
z

xmω  — коэффициент демпфирующего аэродинамического момента по оси ,X  1
1
z

zmω  — коэф-
фициент демпфирующего аэродинамического момента по осям Z  и ,Y  1zmδ  — коэффициент 
статического опрокидывающего момента по оси ,Z  Mmδ  — коэффициент момента силы Магну-
са, JJx  — полярный момент инерции (относительно оси X ), JJz  — экваториальный момент 
инерции (относительно осей Y  и Z).

Для численного решения системы (1)–(12) использовались следующие значения: 
0.02385 ,ϑ = ì  ,

9
πχ =  0.3887m = кг, 0.03 ,d = ì  3

50 1.219 ,ρ = êã/ì  3
100 1.213 ,ρ = êã/ì  

3
200 1.202 ,ρ = êã/ì  3

300 1.190 ,ρ = êã/ì  0.14283 ,l = ì  1 ,X = Í  0.1 ,Y = Í  0.01 ,Z H=  
1

1 0.0008,z
xmω =  1 0.62,zmδ =  1

1 0.19,z
zmω =  0,Mmδ =  648.56 10 ,JJx −= ⋅  6528.38 10 .JJz −= ⋅

В качестве начальных условий были выбраны следующие данные: (0) 0,x =  (0) 0,z =  
(0) 0,λ =  (0) 0,ϕ =  (0) 0,α =  (0) 0,β =  (0) 8605.90021xaω =  рад/c, (0) 78.49yaω =  рад/c, 

(0) 132.014zaω = −  рад/c.
Начальная высота полета снаряда (0)y  принимает значения 50 м, 100 м, 200 м, 300 м. Начальная 

скорость поступательного движения снаряда (0)v  меняется от 1000 до 3000 м/c c шагом 1000 м/c.
Для численного решения системы (1)-(12) был использован программный математический 

пакет Maple 13. Приближенное решение было найдено методом Рунге — Кутты — Фельберга 
4–5 порядков.



363

2. Результаты

 Полученные графики функций для угла атаки снаряда представлены на рис. 1–4, для траек-
торий движения снаряда по оси OZ (боковое отклонение) — на рис. 5.

а                                                      б                                                      в
Рис. 1. Траектория угла атаки снаряда (высота 50 м):

а) для (0) 1000v = ì/c,   б) для (0) 2000v = ì/c,   в) для (0) 3000v = ì/c

а                                                      б                                                      в
Рис. 2. Траектория угла атаки снаряда (высота 100 м):

а) для (0) 1000v = ì/c,   б) для (0) 2000v = ì/c,   в) для (0) 3000v = ì/c

а                                                      б                                                      в
Рис. 3. Траектория угла атаки снаряда (высота 200 м):

а) для (0) 1000v = ì/c,   б) для (0) 2000v = ì/c,   в) для (0) 3000v = ì/c
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3. Анализ и обсуждение

Рассматривая графики, представленные на рис. 1–4, можно заметить, что для (0)y  от 50 м 
до 200 м частота колебаний увеличивается с увеличением (0),v  при этом вид графика меняет-
ся незначительно, а вот для (0) 300y = ì  вид графика меняется, «выравниваясь» с увеличени-
ем (0).v

Из рис. 1–4 видно, что меньше всего угол атаки меняется для (0) 200y = ì,  (0) 1000v = ì/c. 
Из рис. 5 видно, что наименьшее значение бокового отклонения достигается при наименьшей 
высоте — 50 м. 

Заключение

Таким образом, можно предположить, что наиболее предсказуемым является поведение 
снаряда для (0) 50y = ì ,  хотя для более детального исследования траекторий угла атаки сна-
ряда необходимо рассмотреть зависимости и от других параметров. 

а                                                      б                                                      в
Рис. 4. Траектория угла атаки снаряда (высота 300 м):

а) для (0) 1000v = ì/c,   б) для (0) 2000v = ì/c,   в) для (0) 3000v = ì/c

                         а                                           б                                         в                                          г
Рис. 5. Траектории бокового отклонения снаряда:

а) для (0) 50y = ì ,  б) для (0) 100y = ì ,  в) для (0) 200y = ì ,  г) для (0) 300y = ì
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УДК 358.1

ИССЛЕДОВАНИЕ ТРАЕКТОРИЙ НЕУПРАВЛЯЕМОЙ АВИАЦИОННОЙ РАКЕТЫ 
ПРИ ПУСКЕ С ВЕРТОЛЕТА В РЕЖИМЕ КАБРИРОВАНИЯ

НА МАЛЫХ И СВЕРХМАЛЫХ ВЫСОТАХ

1Военный учебно-научный центр Военно-воздушных сил «Военно-воздушная академия 
имени профессора Н. Е. Жуковского и Ю. А. Гагарина»,

2Воронежский государственный университет

В. Е. Глушаков1,2, А. В. Николаев1, Т. Н. Глушакова2

Аннотация. Данная статья посвящена исследованию траекторий движения снаряда в за-
висимости от начальной скорости поступательного движения и высоты бросания сна-
ряда. Для этих целей была рассмотрена полная математическая модель, описывающая 
движение центра масс снаряда и его движение относительно центра масс. Приведены ре-
зультаты исследования влияния начальной скорости и высоты бросания на траекторию 
движения снаряда, поступательной скорости, траекторию угловой скорости вращения 
снаряда, а также траектории углов курса, пикирования, атаки и скольжения, представле-
ны графики данных траекторий.
Ключевые слова: внешняя баллистика, авиационный неуправляемый снаряд, математи-
ческое моделирование.

Введение

В настоящее время большое значение занимает исследование траектории полета неуправ-
ляемой авиационной ракеты (НАР) на малых и сверхмалых высотах. О преимуществах пуска 
ракет с вертолета в режиме кабрирования достаточно подробно написано в [1].

Кабрированием называется полет самолета или вертолета с набором высоты и задранным 
выше горизонта носом. Пуск по навесной траектории позволяет перебросить НАР через вер-
тикальное препятствие, что невозможно при пуске с прямым наблюдением цели. Одновремен-
но препятствие играет роль маскирующего вертолет элемента, закрывая его от обнаружения 
и наблюдения со стороны цели. Прячась за возвышением, вертолет запускает НАР в большей 
безопасности. При работе по площадной цели, защищенной местной ПВО, кабрирование при 
пуске снарядов позволяет выполнить задачу, не входя в зону видимости или действия ПВО. 
Невозможность укрыться от навесного падения снарядов в окопах и траншеях, помимо само-
го поражения, оказывает сильное деморализующее действие на живую силу противника.

В данной статье исследуются траектории движения НАР при полете вертолета на малых 
и сверхмалых высотах в режиме кабрирования. Для этого была использована полная система 
дифференциальных уравнений движения авиационного неуправляемого снаряда, подробно 
рассмотренная в [2–3]. Она описывает движение центра масс (ЦМ) снаряда и его движение 
относительно ЦМ. Ее решение находится для высот от 50 м до 300 м и скоростей от 300 м/c до 
400 м/c. Приводятся соответствующие графики и дается их анализ.

1. Постановка задачи 

Рассмотрим полную систему дифференциальных уравнений движения снаряда, представ-
ленную в [2–3]. 

 cos cos ,x v ϕ λ=  (1)
 sin ,y v λ=  (2)
 sin cos ,z v ϕ λ= −  (3)
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 sin ,Xv g
m

λ= − −  (4)

 ( )1 cos sin cos ,gY Z
m v v

λ χ χ λ= + −  (5)

 ( )1 sin cos ,
cos

Y Z
m v

ϕ χ χ
λ

= − −  (6)

 1

2

1 ,
2

z
xa x xa

x

S lm
J

ω ρω ϑ ω=  (7)

 ( ) 1

2 2
2

1 1
1 ,

2 2 2
z

ya za x axa xa z M xa z ya
z

S l S l S lJ m m m
J

ωδ δρ ρ ρω ω ω ω ϑ β ϑω α ϑω
 

= − + + − 
 

  (8)

 ( ) 1

2 2
2

1 1
1 ,

2 2 2
z

za ya x xa axa z M xa z za
x

S l S l S lJ m m m
J

ωδ δρ ρ ρω ω ω ω ϑ α ϑω β ϑω
 

= − + + − 


  (9)

( ) ( )1 1sin cos sin sin cos sin cos cos ,
cosza

gY Z Y Z
mv m v v

α ω χ χ λ β χ χ λ β
λ

 
= + − − + − 

 
   (10)

 
( )(

) ( )

1 1 sin cos sin cos sin
cos cos

1cos cos cos sin cos sin sin ,

ya Y Z
m v

gY Z
m v v

β ω χ χ λ β α
α λ

λ α χ χ λ β α


= − − −


 

− − + −  
  



 (11)

где 

 ( ) ( )1 sin cos sin cos cos cos sin
cosaxa Y Z

m v
ω χ χ λ β α λ α

λ
= − − + −

 
( )

( )( )

1 1cos sin cos sin cos
cos

1 sin cos sin cos sin cos cos
cosya

gY Z
m v v

Y Z
mv

χ χ λ β α
α

ω χ χ λ β α λ α
λ

 
− + − + × 
 


× − − − −


 (12)

 ( )1 cos sin cos sin sin sin .gY Z
m v v

χ χ λ β α α
 

− + −  
  

Уравнения (1)–(3) — кинематические уравнения движения центра масс снаряда, (4)–(6) — 
динамические уравнения движения центра масс снаряда, уравнения (7)–(12) описывают закон 
движения снаряда относительно центра масс.

Здесь вектор ( ( ), ( ), ( ))x t y t z t  описывает траекторию движения снаряда, ( )v t  — скорость 
поступательного движения снаряда, λ  — угол кабрирования, ϕ  — угол курса, α  — угол ата-
ки, β  — угол скольжения относительно оси ,Y  ( , , )xa ya zaω ω ω ω=

  — угловая скорость снаряда. 
Значения угла кабрирования лежат обычно в пределах 17–25 градусов. В данной статье все 
расчеты проводились для угла 20λ = °  (0.349 рад).

Рассмотрим теперь константы: X  — сила лобового сопротивления, Y  — подъемная сила, 
Z  — боковая сила, m  — масса снаряда, 9.8g = ì/c  — ускорение свободного падения, ρ  — 
плотность воздуха, ϑ  — крутизна нарезов ствола, 

2

4
dS π=  — характерная площадь снаряда, 

d  — калибр (диаметр) снаряда, l  — характерная длина), χ  — аэродинамический угол крена, 
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1
1
z

xmω  — коэффициент демпфирующего аэродинамического момента по оси ,X  1
1
z

zmω  — коэф-
фициент демпфирующего аэродинамического момента по осям Z  и ,Y  1zmδ  — коэффициент 
статического опрокидывающего момента по оси ,Z  Mmδ  — коэффициент момента силы Магну-
са, JJx  — полярный момент инерции (относительно оси X ), JJz  — экваториальный момент 
инерции (относительно осей Y  и Z).

Для численного решения системы (1)–(12) использовались следующие значения: 
0.02385 ,ϑ = ì  ,

9
πχ =  0.3887m =  кг, 0.03 ,d = ì  3

50 1.219 ,ρ = êã/ì  3
100 1.213 ,ρ = êã/ì  

3
300 1.190 ,ρ = êã/ì  0.14283 ,l = ì  1 ,X = Í  0.1 ,Y = Í  0.01 ,Z = Í  1

1 0.0008,z
xmω =  1 0.62,zmδ =  

1
1 0.19,z

zmω =  0,Mmδ =  648.56 10 ,JJx −= ⋅  6528.38 10 .JJz −= ⋅
В качестве начальных условий были выбраны следующие данные: (0) 0,x =  (0) 0,z =  

(0) 0.349λ =  рад (20 ),°  (0) 0,ϕ =  (0) 0,α =  (0) 0,β =  (0) 8605.90021xaω =  рад/c, (0) 78.49yaω =  рад/c, 
(0) 132.014zaω = −  рад/c.
Начальная высота полета снаряда (0)y  принимает значения 50 м, 100 м, 300 м. Начальная 

скорость поступательного движения снаряда (0)v  — 300 м/c и 400 м/c. 
Для численного решения системы (1)–(12) был использован программный математический 

пакет Maple 13. Приближенное решение было найдено методом Рунге — Кутты — Фельберга 
4–5 порядков.

2. Результаты

Полученные графики функций представлены на рис. 1–16.

                                а                                                         б                                                        в
Рис. 1. Траектории движения снаряда для (0) 50:y =

а) по оси OX,  б) по оси OY,  в) по оси OZ

                                 а                                                      б                                                         в 
Рис. 2. Траектории движения снаряда для (0) 100:y =

а) по оси OX,  б) по оси OY,  в) по оси OZ
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                                    а                                                      б                                                    в
Рис. 3. Траектории движения снаряда для (0) 300 :y = ì

а) по оси OX,  б) по оси OY,  в) по оси OZ

                                  а                                                         б                                                       в
Рис. 4. Траектории поступательной скорости снаряда:

а) для (0) 50y = ì,   б) для (0) 100y = ì,   в) для (0) 300y = ì

                                                          а                                                                         б 
Рис. 5. Траектории угла атаки для (0) 50 :y = ì

а) для (0) 300v = ì/c,   б) для (0) 400v = ì/c
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                                                         а                                                                              б 
Рис. 6. Траектории угла атаки для (0) 100y = ì:

а) для (0) 300v = ì/c,   б) для (0) 400v = ì/c

                                                             а                                                             б 
Рис. 7. Траектории угла атаки для (0) 300 :y = ì

а) для (0) 300v = ì/c,   б) для (0) 400v = ì/c

                               а                                                            б                                                      в
Рис. 8. Траектории для (0) 50 :y = ì

а) угла кабрирования,  б) угла курса,  в) угла скольжения
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                           а                                                                б                                                      в
Рис. 9. Траектории для (0) 100 :y = ì

а) угла кабрирования,  б) угла курса,  в) угла скольжения

                               а                                                               б                                                    в
Рис. 10. Траектории для (0) 300 :y = ì

а) угла кабрирования,  б) угла курса,  в) угла скольжения

                                                          а                                                                    б 
Рис. 11. Траектории угловой скорости по оси OY для (0) 50 :y = ì

а) для (0) 300v = ì/c,   б) для (0) 400v = ì/c
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                                                           а                                                                     б 
Рис. 12. Траектории угловой скорости по оси OY для (0) 100 :y = ì

а) для (0) 300v = ì/c,   б) для (0) 400v = ì/c

                                                       а                                                                          б 
Рис. 13. Траектории угловой скорости по оси OY для (0) 300 :y = ì

а) для (0) 300v = ì/c,   б) для (0) 400v = ì/c

                                                         а                                                                       б 
Рис. 14. Траектории угловой скорости по оси OZ для (0) 50 :y = ì

а) для (0) 300v = ì/c,   б) для (0) 400v = ì/c
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3. Обсуждение и анализ

Анализируя графики, представленные на рис. 1–3, можно заметить, что траектория посту-
пательного движения снаряда для малых скоростей и высот начинает искривляться. Откло-
няются от прямой также траектории угла кабрирования и угла курса (рис. 8–10), причем с 
увеличением высоты это отклонение увеличивается.

Для скорости поступательного движения (рис. 4) наблюдается следующий эффект — ско-
рость сначала падает, а затем увеличивается, причем, чем больше высота бросания снаряда, 
тем сильнее происходит увеличение скорости.

Для траекторий угла атаки (рис. 5–7) и угловых скоростей (рис. 11–16) выявить какие-либо 
закономерности не удалось.

Заключение

Из анализа полученных результатов видно, что для малых значений начальной скорости 
и высоты бросания их изменение приводит к изменению практически  всех рассмотренных 

                                                                а                                                               б 
Рис. 15. Траектории угловой скорости по оси OZ для (0) 100 :y = ì

а) для (0) 300v = ì/c,   б) для (0) 400v = ì/c

                                                          а                                                                     б 
Рис. 16. Траектории угловой скорости по оси OZ для (0) 300 :y = ì

а) для (0) 300v = ì/c,   б) для (0) 400v = ì/c
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величин. Очевидно, что для более детального исследования их траекторий необходимо рас-
смотреть зависимости и от других параметров. 

Материалы статьи могут представлять практическую ценность для специалистов, занима-
ющихся разработкой и использованием вооружения.
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УДК 358.1

К ВОПРОСУ ОБ ИЗМЕНЕНИИ ПОСТУПАТЕЛЬНОЙ И УГЛОВОЙ СКОРОСТЕЙ 
НЕУПРАВЛЯЕМОЙ АВИАЦИОННОЙ РАКЕТЫ ПРИ ПУСКЕ НА НИЗКИХ 
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2Воронежский государственный университет

В. Е. Глушаков1,2, А. В. Николаев1, Т. Н. Глушакова2

Аннотация. Данная статья посвящена исследованию траекторий поступательной и угло-
вой скоростей движения неуправляемой авиационной ракеты для малых и сверхмалых 
высот. Для этого была рассмотрена полная система дифференциальных уравнений дви-
жения авиационного неуправляемого снаряда, описывающая движение центра масс сна-
ряда и его движение относительно центра масс, построены и проанализированы соответ-
ствующие графики скоростей.
Ключевые слова: внешняя баллистика, авиационный неуправляемый снаряд, математи-
ческое моделирование, полная математическая модель движения авиационного снаряда.

Введение

В настоящее время исследование траекторий движения снаряда на низких и сверхнизких 
высотах приобретает особую актуальность. На малых высотах достигается очень высокая точ-
ность поражения, к тому же средствам ПВО противника труднее засечь самолет [1].

1. Постановка задачи

Для исследования траекторий угловых скоростей снаряда была рассмотрена полная систе-
ма дифференциальных уравнений, описывающая движение авиационного неуправляемого 
снаряда [2 3]. 

 cos cos ,x v ϕ λ=  (1)
 sin ,y v λ=  (2)
 sin cos ,z v ϕ λ= −  (3)

 sin ,Xv g
m

λ= − −  (4)

 ( )1 cos sin cos ,gY Z
m v v

λ χ χ λ= + −  (5)

 ( )1 sin cos ,
cos

Y Z
m v

ϕ χ χ
λ

= − −  (6)

 1

2

1 ,
2

z
xa x xa

x

S lm
J

ω ρω ϑ ω=  (7)

 ( ) 1

2 2
2

1 1
1 ,

2 2 2
z

ya za x axa xa z M xa z ya
z

S l S l S lJ m m m
J

ωδ δρ ρ ρω ω ω ω ϑ β ϑω α ϑω
 

= − + + − 
 

  (8)

 ( ) 1

2 2
2

1 1
1 ,

2 2 2
z

za ya x xa axa z M xa z za
x

S l S l S lJ m m m
J

ωδ δρ ρ ρω ω ω ω ϑ α ϑω β ϑω
 

= − + + − 


  (9)
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( ) ( )1 1sin cos sin sin cos sin cos cos ,
cosza

gY Z Y Z
mv m v v

α ω χ χ λ β χ χ λ β
λ

 
= + − − + − 

 
   (10)

 
( )(

) ( )

1 1 sin cos sin cos sin
cos cos

1cos cos cos sin cos sin sin ,

ya Y Z
m v

gY Z
m v v

β ω χ χ λ β α
α λ

λ α χ χ λ β α


= − − −


 

− − + −  
  



 (11)

где

 ( ) ( )1 sin cos sin cos cos cos sin
cosaxa Y Z

m v
ω χ χ λ β α λ α

λ
= − − + −

 
( )

( )( )

1 1cos sin cos sin cos
cos

1 sin cos sin cos sin cos cos
cosya

gY Z
m v v

Y Z
mv

χ χ λ β α
α

ω χ χ λ β α λ α
λ

 
− + − + × 
 


× − − − −


 (12)

 ( )1 cos sin cos sin sin sin .gY Z
m v v

χ χ λ β α α
 

− + −  
  

Уравнения (1)–(3) — кинематические уравнения движения центра масс снаряда, (4)–(6) — 
динамические уравнения движения центра масс снаряда, уравнения (7)–(12) описывают закон 
движения снаряда относительно центра масс.

Здесь вектор ( ( ), ( ), ( ))x t y t z t  описывает траекторию движения снаряда, ( )v t  — скорость 
поступательного движения снаряда, λ  — угол пикирования, ϕ  — угол курса, α  — угол атаки, 
β  — угол скольжения относительно оси ,Y  ( , , )xa ya zaω ω ω ω=

  — угловая скорость снаряда.
Рассмотрим теперь константы: X  — сила лобового сопротивления, Y  — подъемная сила, 

Z  — боковая сила, m  — масса снаряда, 9.8g = ì/c  — ускорение свободного падения, ρ  — 

плотность воздуха, ϑ  — крутизна нарезов ствола, 
2

4
dS π=  — характерная площадь снаряда, 

d  — калибр (диаметр) снаряда, l  — характерная длина), χ  — аэродинамический угол крена, 
1

1
z

xmω  — коэффициент демпфирующего аэродинамического момента по оси ,X  1
1
z

zmω  — коэф-
фициент демпфирующего аэродинамического момента по осям Z  и ,Y  1zmδ  — коэффициент 
статического опрокидывающего момента по оси ,Z  Mmδ  — коэффициент момента силы Магну-
са, JJx  — полярный момент инерции (относительно оси X ), JJz  — экваториальный момент 
инерции (относительно осей Y  и Z).

Для численного решения системы (1)–(12) использовались следующие значения: 
0.02385 ,ϑ = ì  ,

9
πχ =  0.3887m =  кг, 0,Mmδ =  3

50 1.219 ,ρ = êã/ì  3
100 1.213 ,ρ = êã/ì  

3
200 1.202 ,ρ = êã/ì  3

300 1.190 ,ρ = êã/ì  0.03 ,d = ì  0.14283 ,l = ì  1 ,X = Í  0.1 ,Y = Í  0.01 ,Z = Í  
1

1 0.0008,z
xmω =  1 0.62,zmδ =  1

1 0.19,z
zmω =  648.56 10 ,JJx −= ⋅  6528.38 10 .JJz −= ⋅

В качестве начальных условий были выбраны следующие данные: (0) 0,x =  (0) 0z =  м, 
(0) 0,λ =  (0) 0,ϕ =  (0) 0,α =  (0) 0,β =  (0) 8605.90021xaω =  рад/c, (0) 78.49yaω =  рад/c, 

(0) 132.014zaω = −  рад/c.
Начальная высота полета снаряда (0)y  принимает значения 50 м, 100 м, 200 м, 300 м. Начальная 

скорость поступательного движения снаряда (0)v  меняется от 1000 до 3000 м/c c шагом 1000 м/c.
Для численного решения системы (1)–(12) был использован программный математический 

пакет Maple 13. Приближенное решение было найдено методом Рунге — Кутты — Фельберга 
4–5 порядков.
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2. Результаты

Полученные графики функций  представлены на рис. 1–11.

                               а                                                          б                                                          в
Рис. 1. Траектория угловой скорости снаряда по оси Y (высота 50 м):
а) для (0) 1000 ,v = ì/c   б) для (0) 2000 ,v = ì/c   в) для (0) 3000v = ì/c

                                  а                                                        б                                                         в
Рис. 2. Траектория угловой скорости снаряда по оси Z (высота 50 м):
а) для (0) 1000 ,v = ì/c   б) для (0) 2000 ,v = ì/c   в) для (0) 3000v = ì/c

                                  а                                                        б                                                          в
Рис. 3. Траектория угловой скорости снаряда по оси Y (высота 100 м):

а) для (0) 1000 ,v = ì/c   б) для (0) 2000 ,v = ì/c   в) для (0) 3000v = ì/c
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                                   а                                                       б                                                         в
Рис. 4. Траектория угловой скорости снаряда по оси Z (высота 100 м):

а) для (0) 1000 ,v = ì/c   б) для (0) 2000 ,v = ì/c   в) для (0) 3000v = ì/c

                                   а                                                       б                                                         в
Рис. 5. Траектория угловой скорости снаряда по оси Y (высота 200 м):

а) для (0) 1000 ,v = ì/c   б) для (0) 2000 ,v = ì/c   в) для (0) 3000v = ì/c

                                   а                                                       б                                                           в
Рис. 6. Траектория угловой скорости снаряда по оси Z (высота 200 м):

а) для (0) 1000 ,v = ì/c   б) для (0) 2000 ,v = ì/c   в) для (0) 3000v = ì/c
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                                 а                                                         б                                                         в
Рис. 7. Траектория угловой скорости снаряда по оси Y (высота 300 м):

а) для (0) 1000 ,v = ì/c   б) для (0) 2000 ,v = ì/c   в) для (0) 3000v = ì/c

                                 а                                                        б                                                          в
Рис. 8. Траектория угловой скорости снаряда по оси Z (высота 300 м):

а) для (0) 1000 ,v = ì/c   б) для (0) 2000 ,v = ì/c   в) для (0) 3000v = ì/c

                              а                                                        б                                                         в
Рис. 9. Траектории поступательной скорости снаряда (высота 100 м):

а) для (0) 1000 ,v = ì/c   б) для (0) 2000 ,v = ì/c   в) для (0) 3000v = ì/c
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3. Анализ и обсуждение

Рассматривая графики, представленные на рис. 1–8, можно заметить, что частота колеба-
ний (число «пиков») для угловых скоростей по осям Y  и Z  отличается максимум на единицу, 
их графики очень похожи, но со сдвигом по временной оси. 

На графиках поступательной скорости снаряда (рис. 9–11) видно, что для (0) 1000v = ì/c  
с увеличением высоты график все больше отклоняется от прямой, постепенно закругляясь. 

Заключение

Анализируя все полученные графики, можно предположить, что наиболее предсказуемы-
ми и наименее меняющимися являются угловые скорости для (0) 200 .y = ì

Очевидно, что для более детального исследования траекторий угловых скоростей требует-
ся рассмотреть зависимости и от других параметров. 
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                                 а                                                           б                                                      в
Рис. 10. Траектории поступательной скорости снаряда (высота 200 м):

а) для (0) 1000 ,v = ì/c   б) для (0) 2000 ,v = ì/c   в) для (0) 3000v = ì/c

                                а                                                         б                                                         в
Рис. 11. Траектории поступательной скорости снаряда (высота 300 м):

а) для (0) 1000 ,v = ì/c   б) для (0) 2000 ,v = ì/c   в) для (0) 3000v = ì/c
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УДК 358.1

ИССЛЕДОВАНИЕ ТРАЕКТОРИИ ДВИЖЕНИЯ АВИАЦИОННОГО
НЕУПРАВЛЯЕМОГО СНАРЯДА В ЗАВИСИМОСТИ ОТ НАЧАЛЬНОЙ СКОРОСТИ 

ПРИ ПОСТУПАТЕЛЬНОМ ДВИЖЕНИИ

1Воронежский государственный университет
2Военный учебно-научный центр Военно-воздушных сил «Военно-воздушная академия 

имени профессора Н. Е. Жуковского и Ю. А. Гагарина»

В. Е. Глушаков1,2, А. В. Николаев2, А.В. Калмыков2

Аннотация. Данная статья посвящена исследованию траектории движения со сверхзву-
ковой и гиперзвуковой скоростями авиационного снаряда в зависимости от начальной 
скорости поступательного движения. В данной статье была рассмотрена полная система 
дифференциальных уравнений движения авиационного неуправляемого снаряда, описы-
вающая движение центра масс снаряда и его движение относительно центра масс; приве-
дены результаты исследования влияния начальной скорости поступательного движения 
снаряда на его траекторию движения, траекторию угловой скорости вращения снаряда, а 
также траектории углов курса, пикирования, атаки и скольжения.
Ключевые слова: внешняя баллистика, авиационный неуправляемый снаряд, математи-
ческое моделирование, полная математическая модель движения авиационного снаряда.

Введение

Движение обычного артиллерийского снаряда исследовано достаточно глубоко. В настоя-
щее время наибольший интерес представляет изучение движения снаряда со сверхзвуковыми 
и гиперзвуковыми скоростями, в частности, эффективность боевого применения неуправляе-
мого авиационного средства поражения, определяемая, в том числе, точностью решения зада-
чи прицеливания. Данной проблеме посвящено достаточно много работ. Остановимся лишь 
на некоторых из них.

Проблеме точности решения прямой задачи внешней баллистики посвящена статья 
[1], возможность применения метода крупных частиц в моделировании полета снаряда со 
сверхзвуковой скоростью рассмотрена в [2], моделированию стрельбы с подвижного носите-
ля посвящены работы [3–5]. В [6] описаны проблемы, взникающие при написании расчетных 
программ для исследований эффективности стрельбы. Решению обратной задачи внешней 
баллистики посвящена работа [7]. В [8] рассмотрена математическая модель движения центра 
масс вращающегося снаряда в атмосфере.  

Настоящая статья посвящена исследованию полной системы дифференциальных уравне-
ний движения авиационного неуправляемого снаряда, подробно рассмотренной в [9–10]. Эта 
модель описывает движение центра масс (ЦМ) снаряда и его движение относительно ЦМ. Ре-
шение данной системы уравнений дает ответ на два вопроса: какова траектория ЦМ снаряда 
и как снаряд движется относительно ЦМ. С точки зрения боевого применения первый вопрос 
важнее, так как ответ на него позволяет решить задачу прицеливания — выбрать такие усло-
вия броска, при которых снаряд попадет в цель.

В данной статье исследуется изменение траектории движения, а также ряда других параме-
тров, в зависимости от начальной скорости поступательного движения снаряда. 

1. Постановка задачи

Для построения системы уравнений была использована правая прямоугольная декартова 
система координат .OXYZ  Ее начало находится на поверхности Земли, а ось Y  проходит через 
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точку бросания снаряда по нормали к поверхности Земли. Ось X  направлена в сторону бро-
сания снаряда так, чтобы плоскость ,XY  называемая плоскостью бросания, содержала вектор 
начальной скорости снаряда 0 0( ,0,0).v v=

  Плоскость XZ  является плоскостью местного гори-
зонта точки бросания. 

Рассмотрим полную систему дифференциальных уравнений движения снаряда, описан-
ную в [9–10]. 

 cos cos ,x v ϕ λ=  (1)
 sin ,y v λ=  (2)
 sin cos ,z v ϕ λ= −  (3)

 sin ,Xv g
m

λ= − −  (4)

 ( )1 cos sin cos ,gY Z
m v v

λ χ χ λ= + −  (5)

 ( )1 sin cos ,
cos

Y Z
m v

ϕ χ χ
λ

= − −  (6)

 1

2

1 ,
2

z
xa x xa

x

S lm
J

ω ρω ϑ ω=  (7)
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2 2
2

1 1
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2 2 2
z

ya za x axa xa z M xa z ya
z

S l S l S lJ m m m
J

ωδ δρ ρ ρω ω ω ω ϑ β ϑω α ϑω
 

= − + + − 
 

  (8)

 ( ) 1

2 2
2

1 1
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2 2 2
z

za ya x xa axa z M xa z za
x

S l S l S lJ m m m
J

ωδ δρ ρ ρω ω ω ω ϑ α ϑω β ϑω
 

= − + + − 
 

  (9)

 sin sin cos ,zaα ω ϕ λ β λ β= − −    (10)

 ( )1 sin cos sin cos cos sin sin ,
cos yaβ ω ϕ λ β α λ α λ β α

α
 = + − − 

 

  (11)

 ( )sin cos cos cos sin sin cos sin .axaω ϕ λ β α λ α λ β α β α= + − + 

  (12)
Уравнения (1)–(3) — кинематические уравнения движения центра масс снаряда, (4)–(6) — 

динамические уравнения движения центра масс снаряда, уравнения (7)–(12) описывают закон 
движения снаряда относительно центра масс.

Здесь вектор ( ( ), ( ), ( ))x t y t z t  описывает траекторию движения снаряда, ( )v t  — скорость 
поступательного движения снаряда, λ  — угол пикирования, ϕ  — угол курса, α  — угол атаки, 
β  — угол скольжения относительно оси ,Y  ( , , )xa ya zaω ω ω ω=

  — угловая скорость снаряда. 
Рассмотрим теперь константы: X  — сила лобового сопротивления, Y  — подъемная сила, 

Z  — боковая сила, m  — масса снаряда, 9.8g = ì/c  — ускорение свободного падения, ρ  — 

плотность воздуха, ϑ  — крутизна нарезов ствола, 
2

4
dS π=  — характерная площадь снаряда, 

d  — калибр (диаметр) снаряда, l  — характерная длина, χ  — аэродинамический угол крена, 
1

1
z

xmω  — коэффициент демпфирующего аэродинамического момента по оси ,X  1
1
z

zmω  — коэф-
фициент демпфирующего аэродинамического момента по осям Z  и ,Y  1zmδ  — коэффициент 
статического опрокидывающего момента по оси ,Z  Mmδ  — коэффициент момента силы Магну-
са, JJx  — полярный момент инерции (относительно оси X ), JJz  — экваториальный момент 
инерции (относительно осей Y  и Z).

Подставляя уравнения (5)–(6), (11) в уравнение (12), уравнения (5)–(6) — в уравнение (10), 
уравнение (12) — в уравнения (8)–(9), получим новую систему из 11 дифференциальных урав-
нений, в которой уравнения (10)–(11) примут вид
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( )
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za Y Z
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m v v

α ω χ χ λ β
λ
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= + − −

 
− + − 
 



 (10')

 
( )(

) ( )

1 1 sin cos sin cos sin
cos cos

1cos cos cos sin cos sin sin ,

ya Y Z
m v

gY Z
m v v

β ω χ χ λ β α
α λ
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λ
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− + − + × 
 


× − − − −


 
− + −  
  

 (12')

Для численного решения системы (1)–(9), (10'), (11') использовались следующие значения: 
0.02385ϑ =  м, 

9
πχ = ,  0.3887m =  кг, 1.112ρ =  3 ,êã/ì  0.03d = ,ì  0.14283l = ,ì  1X = ,Í  

0.1Y = ,Í  0.01Z = ,Í  1
1 0.0008z

xmω = ,  1 0.62zmδ = ,  1
1 0.19z

zmω = ,  0Mmδ = ,  648.56 10JJx −= ⋅ , 
6528.38 10 .JJz −= ⋅

В качестве начальных условий были выбраны следующие данные: (0) 0x = ,  (0) 1000y =  м, 
(0) 0z =  м, (0) 0λ = , (0) 0ϕ = , (0) 0α = , (0) 0β = , (0) 8605.90021xaω =  рад/c, (0) 78.49yaω =  рад/c, 

(0) 132.014zaω = −  рад/c.
Начальная скорость поступательного движения снаряда (0)v  меняется от 1000 м/c до 5000 м/c 

c шагом 2000 м/c.
Для численного решения системы (1)–(9), (10'), (11') был использован программный мате-

матический пакет Maple 17. Приближенное решение было найдено методом Рунге — Кутты — 
Фельберга 4–5 порядков.

2. Результаты

Полученные графики функций представлены на рис. 1–9. 

Рис. 1. Траектория движения снаряда в пространстве
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                                 а                                                      б                                                          в
Рис. 2. Траектории движения снаряда: а) по оси OX, б) по оси OY, в) по оси OZ

                                 а                                                                б                                                     в

                                              г                                                                          д
Рис. 3. Траектории скорости поступательного движения, угла курса и угла пикирования:

а) траектория скорости поступательного движения снаряда, 
б)  траектория угла курса,  в) траектория угла пикирования, 

г) зависимость углов курса и пикирования от поступательного движения снаряда, 
д) зависимость углов курса и пикирования от скорости поступательного движения снаряда
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                             а                                                         б                                                        в
Рис. 4. Траектории угла атаки:

а) для (0) 1000 /v = ì c,  б) для (0) 3000 /v = ì c,  в) для (0) 5000 /v = ì c

                                         а                                                  б                                                     в
Рис. 5. Траектории углов атаки и скольжения:

а) траектория угла скольжения, б) изменение угла атаки и угла скольжения  относительно 
поступательного движения снаряда, в) изменение угла атаки и угла скольжения 

относительно скорости поступательного движения снаряда

                                а                                                        б                                                          в
Рис. 6. Траектории угловых скоростей вращения снаряда по оси OY:
а) для (0) 1000 /v = ì c,  б) для (0) 3000 /v = ì c,  в) для (0) 5000 /v c= ì
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                                 а                                                       б                                                           в 
Рис. 7. Траектории угловой скорости вращения снаряда по оси OZ:
а) для (0) 1000 /v = ì c,  б) для (0) 3000 /v = ì c,  в) для (0) 5000 /v = ì c

                       а                                                         б                                                        в
Рис. 8. Траектории угловых скоростей вращения снаряда в плоскости ya zaOω ω :

а) для (0) 1000 /v = ì c,  б) для (0) 3000 /v = ì c,  в) для (0) 5000 /v = ì c

                       а                                                         б                                                        в

Рис. 9. Траектории угловых скоростей вращения снаряда: а) в пространстве для  
(0) 1000 /v = ì c, б) в пространстве для (0) 3000 /v = ì c, в) в пространстве для (0) 5000 /v = ì c,  

г) по оси OX,  д) в пространстве для  (0) 1000,3000,5000 /v = ì c
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3. Обсуждение и анализ

Анализ полученных графиков (рис. 1–9) для заданных начальных значений (0)v  показыва-
ет, что траектории поступательного движения ( )x t  и угловой скорости вращения снаряда по 
оси OX  ( )xa tω  — линейные возрастающие функции, причем значения функции ( )x t  с увели-
чением (0)v  увеличиваются, а ( )xa tω  остаются неизменными. Траектории угла курса ( )tλ  и 
угла пикирования ( )tϕ  — линейные убывающие функции, траектория поступательной скоро-
сти движения снаряда ( )v t  — убывающая функция, график которой близок к линейному, при-
чем значения этих функций с увеличением (0)v  увеличиваются.

Траектория высоты полета снаряда ( )y t  — убывающая парабола, траектория бокового от-
клонения ( )z t  — возрастающая, причем значения этих фунций не меняются с изменением 
(0).v  Значения угла скольжения ( )tβ  близки к линейной убывающей функции, с увеличением 
(0)v  все более приближаясь к прямой. 

Наиболее интересными являются графики угла атаки ( )tα  и координаты угловых скоро-
стей вращения ( ),ya tω  ( )za tω  по осям OY  и ,OZ  которые носят колебательный характер. 
Сравнивая их, можно заметить, что частота колебаний (число «пиков») на графиках этих 
функций совпадает для каждого из значений (0),v  графики этих функций очень похожи, осо-
бенно для угловых скоростей.

Заключение

Из анализа полученных результатов видно, что увеличение начальной скорости поступа-
тельного движения снаряда (0)v  приводит к изменению всего лишь части параметров — тра-
ектории поступательного движения снаряда, траектории скорости поступательного движения 
снаряда, траекторий угла курса и угла пикирования, причем характер этих кривых не меняет-
ся; при этом дальность полета снаряда увеличивается без изменения высоты и бокового от-
клонения. Графики угла атаки и угловых скоростей вращения снаряда по осям OY  и OZ  для 
соответствующих значений начальной скорости схожи. 

Очевидно, что для более детального исследования представленной модели движения сна-
ряда необходимо рассмотреть зависимости и от других параметров: угла атаки, высоты бро-
сания снаряда и т. д. 

Материалы статьи могут представлять практическую ценность для специалистов, занима-
ющихся разработкой и использованием вооружения. 
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УДК 519.177

СРАВНИТЕЛЬНЫЙ АНАЛИЗ СПЕКТРАЛЬНЫХ МЕТОДОВ 
ВЫДЕЛЕНИЯ СООБЩЕСТВ

Финансовый университет при Правительстве Российской Федерации

Н. В. Гринева

Аннотация. В работе исследованы методы спектральной кластеризации для обнаруже-
ния сообществ неориентированного графа. Эти алгоритмы получены из задач секциони-
рования графов и стали одним из самых популярных способов определения структуры в 
последние годы. Реализованы несколько видов традиционных алгоритмов спектрального 
анализа на языке программирования Python для выделения сообществ в неориентиро-
ванном графе, а также произведен сравнительный анализ методов, который будет являть-
ся уникальной информацией для корректного выбора способа обнаружения структуры 
сети. Практическая значимость работы заключается в возможности наилучшего выбора 
реализации алгоритма на основе спектральных методов для выделения сообществ, исхо-
дя из свойств конкретной сети и целей разбиения.
Ключевые слова: теория графов, структура сообществ, спектральный анализ, кластери-
зация, матрица Лапласа, модулярность.

Введение

Существует большое разнообразие сложных систем, которые могут быть смоделированы 
и проанализированы в виде графов. Многие сети реального мира имеют структуру модулей 
или сообществ. Например: если изобразить в виде графа контакты между людьми в компа-
нии, где вершины будут представлять сотрудников, а ребра — наличие взаимодействия между 
ними, то будут заметны области, в которых связей между вершинами будет больше, чем вне 
этой группы. Они представляют некоторые отделы компании и являются структурой сложной 
сети. Таким образом, возможно представление сообщества в виде подграфа с большим коли-
чеством ребер, соединяющих узлы одной группы, и сравнительно меньшим количеством свя-
зей, соединяющих вершины разных групп. Модули или сообщества отражают топологические 
отношения между элементами базовой системы и функциональными сущностями.

Обнаружение структуры сообщества в сложных сетях имеет решающее значение, посколь-
ку оно обеспечивает понимание подструктур всей сети и позволяет нам вывести особые и 
скрытые отношения между вершинами, для того чтобы иметь полное представление о вза-
имодействии различных структур и использовать полученную информацию в реализации 
проектов. Однако разработка эффективного алгоритма до сих пор остается ключевой задачей 
теории сложных сетей. Проблема состоит в том, что нет единого критерия измерения струк-
туры сообщества, что является основным недостатком многих реализаций. Но несмотря на 
большое разнообразие методов, исследователи выделяют спектральную кластеризацию как 
один самых мощных инструментов по выделению сообществ, так как результаты, полученные 
спектральными методами, очень часто превосходят другие, такие как алгоритм K-средних и, 
кроме того, спектральный подход очень прост в реализации и может быть решен стандартны-
ми методами линейной алгебры.

Целью работы является выработка рекомендаций по применению спектральных методов 
для выделения сообществ и обоснование наилучшего выбора для конкретной сети. 
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1. Анализ использованных тестовых выборок для проверки методов

Для проверки корректности спектральных методов, а также проведения их сравнитель-
ного анализа, целью которого является выделение преимуществ и недостатков исследуемых 
способов кластеризации, необходимы тестовые данные. Поэтому в качестве тестирующих да-
тасетов работы алгоритмов использовались три сети. 

Первая — встроенная в библиотеку networkx сеть членов клуба каратэ Закари, созданная 
в 1977 году. Это хорошо известный граф, часто используемый в качестве эталона для тестиро-
вания алгоритмов обнаружения сообщества [1]. Второй достаточно популярной сетью с из-
вестным количеством реальных сообществ является набор данных командного турнира по 
американскому футболу на сезон 2000 года. Вершины в графе представляют команды (иден-
тифицированные по названиям их колледжей), а ребра представляют состоявшееся соревно-
вание между ними. 

Особенность этих двух примеров заключается в том, что мы заранее знаем о существую-
щей структуре сообществ. Поэтому в качестве эксперимента была рассмотрена реальная сеть, 
представляющая сотрудничество ученых в одном из институтов. Структура сети не была изу-
чена ранее. Узлы сети представляют сотрудников института, а ребра — наличие связи между 
учеными, которые опубликовали хотя бы одну совместную работу в течение некоторого пе-
риода. На рис. 1 изображена сеть сотрудничества, на которой отмечены предположительные 
сообщества. 

2. Основные термины и обозначения

Прежде чем дать подробное описание сравниваемых алгоритмов, введем некоторые терми-
ны, которые широко используются в следующих разделах. 

Под G  понимается неориентированная сеть, представленная в виде графа и состоящая из 
множества вершин 1 2{ , ,..., }nV ν ν ν=  и множества ребер .E  Для описания графа в матричной 
форме используют матрицу смежности ,A  где элемент ija  обозначает количество ребер, соеди-
няющих узлы iv  и .jv  D  является диагональной матрицей, где id  — степень вершины ,iv  вы-
числяемой по формуле .ii ijj

d a=∑  Матрицей L  называется матрица Лапласа, вычисляемая 
как ,L D A= −  а нормализованная матрица Лапласа normL  определяется следующим образом:

Рис. 1. Представление разбиения сети сотрудничества ученых в институте
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Вычисленные собственные значения будем обозначать 1... ,nλ λ  а собственные вектора 
1... .nx x  Одной из основных характеристик стандартной матрицы Лапласа является вектор Фи-

длера, используемый для двустороннего разделения сети и соответствующий второму наи-
меньшему собственному значению — значению Фидлера. [6] Оно приблизительно соответ-
ствует минимальному срезу графа, необходимому для разделения графа на два связанных 
подграфа. Каждое значение в векторе Фидлера дает нам информацию о том, какой стороне 
разреза принадлежит этот узел, относительно знака. 

Для распределения узлов на сообщества на основе значений собственного вектора для не-
которых алгоритмов будет и
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3. Анализ методов выделения сообществ на базе спектрального анализа

Многие системы могут быть представлены в виде сетей или графов — наборов вершин, со-
единенных в пары ребрами. Одной из общих характеристик многих сетей является их структу-
ра сообществ. Структура сообщества играет важную роль в функциональных свойствах слож-
ной сети, а её обнаружение имеет важное практическое значение. В [2] авторы разделяют все 
методы по типам в зависимости от способа их реализации. Существуют модели оптимизации 
модульности, латентного пространства, распространения меток, алгоритмы неотрицательной 
матричной факторизации, аппроксимации блочной модели и спектральной кластеризации. В 
статье [3] ученые из Китая выделяют общую идею спектральной кластеризации в использо-
вании базового метода обнаружения сообществ на соответствующих собственных векторах 
матрицы Лапласа. Существуют разные способы определения лапласиана, имеющие разные ма-
тематические интерпретации, и поэтому кластеризация также имеет разные интерпретации.

3.1. Классический метод спектральной кластеризации

Первый рассмотренный алгоритм – классический метод спектральной кластеризации. Он 
основан на нахождении собственных значений матрицы Лапласа. После их вычисления нахо-
дится вектор Фидлера, соответствующий первому минимальному собственному значению по-
сле 0, и строится векторное пространство для каждой вершины. Каждому узлу соответствует 
вектор, размерность которого равна числу кластеров. 

Алгоритм классического метода спектральной кластеризации
Вход :G  исследуемая сеть 

:k  количество предполагаемых кластеров
Выход { }:iv  разбиение V  на сообщества

1. Определить матрицу правдоподобия ;A
2. Вычислить диагональную матрицу ;D
3. Вычислить лапласиан ;L
4. Вычислить k  первых собственных векторов, соответствующих k  наименьшим 
ненулевым собственным значениям ;L
5. Построить матрицу, образованную первыми k  собственными векторами; 
6. Произвести кластеризацию узлов графа на основе этих признаков (например, с 
использованием кластеризации k-средних)
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Особенностью данного метода кластеризации является то, что мы определяем количество 
кластеров заранее. Но зачастую невозможно визуально оценить точное число сообществ, осо-
бенно если сеть включает в себя более 100 узлов. 

Полученные на последнем шаге алгоритма разбиения сети сотрудничество ученых на со-
общества были визуализированы в виде графа на рис. 2, для сети научного сотрудничества 
было не только совершено неверное распределение внутри кластеров, но и не было определе-
но предположительное число сообществ близкое к реальному. 

3.2. Спектральный метод наименьшего разреза, основанный на матрице Лапласа

Алгоритм спектрального метода наименьшего разреза
Вход :G  исследуемая сеть
Выход { }:iv  разбиение V  на сообщества

1. Определить матрицу правдоподобия ;A
2. Вычислить диагональную матрицу ;D
3. Вычислить лапласиан ;L
4. Определить собственный вектор, соответствующий значению Фидлера;
5. На основе отобранного вектора построить индикаторный вектор .f

В отличие от предыдущего этот метод использует только один собственный вектор и спо-
собен обнаружить только два сообщества. Для того чтобы обнаружить полную структуру 
сообществ в сети, была применена рекурсия, критерием вызова которой являлось убывание 
метрики. 

На рис. 3 изображено разбиение сети сотрудничество ученых на сообщества. 

3.3. Спектральный метод наименьшего разреза на основе нормализованного лапласиана

Ученые Сюэ-Ци Чэн и Хуа-Вэй Шэнь, исследуя динамику диффузии в сетях, в [4] доказали, 
что структура сообщества может быть идентифицирована с помощью собственных значений 
и собственных векторов нормализованной матрицы Лапласа. Главным преимуществом нор-
мированного лапласиана является то, что он учитывает плотность по двум направлениям: как 
плотность связей между группами, так и плотность связей внутри группы, в том время как 
обычный рассматривает только частоту связей между кластерами. 

Рис. 2. Результаты разбиения алгоритма классического метода спектральной кластеризации
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Алгоритм наименьшего разреза на основе нормализованного лапласиана совпадает с пре-
дыдущим рассмотренным алгоритмом. Единственное отличие заключает в том, что после на-
хождения матрицы L  происходит ее нормировка. 

На рис. 4 заметно, что алгоритм становится более чувствительным к связям внутри каждо-
го кластера и старается сгруппировать сообщество таким образом, чтобы плотность внутри 
каждого была примерно одинаковая. Поэтому по сравнению с предыдущим было обнаружено 
меньшее число сообществ для больших сетей. 

3.4. Спектральный метод максимизации модулярности

Модулярность — это мера, определяющая силу разделения сети на кластеры. Сети с высо-
кой модульностью имеют сильные связи между узлами внутри сообщества, но слабые между 
узлами в разных группах. Основным недостатком метрики является то, что она не распознает 
маленькие сообщества. 

В [5] группа ученных из Сингапура предложила использовать матрицу модулярности в 
спектральном методе для обнаружения структуры сообществ. 

На рис. 5 изображены результаты выделения сообществ в тестовых данных рассмотрен-
ным алгоритмом. Например, для выборки сообщества ученых по рисунку заметим, что вер-
шины {32,134,394,153,76} отнесены к сообществу, с которым не имеют ни одного общего ребра.

Рис. 3. Результаты разбиения алгоритма метода наименьшего разреза

Рис. 4. Результаты разбиения алгоритма метода наименьшего разреза 
на основе нормализованного лапласиана
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4. Сравнительный анализ рассмотренных методов

При реализации методов производилось построение графов с выделенными в ходе рабо-
ты программы сообществами. Граф представляет визуализацию сети, каждая из которых об-
ладала уникальным свойством. Так, например, для сети каратэ клуба заранее была известна 
эталонная структура сообществ. В наборе данных, представляющем группировку команд в 
университетском турнире, присутствуют очень плотные связи между кластерами, что услож-
няет задачу обнаружения всех существующих подмножеств. Сеть связей между учеными в 
некотором институте состояла из большого количества узлов, превосходящее в несколько раз 
предыдущие датасеты. Для того чтобы определить, какой алгоритм справляется лучше с по-
ставленной задачей, использовались метрики, которые с разных сторон оценивают оптималь-
ность разбиения определенной сети.

Индекс Калински-Харабаша называют критерием отношения дисперсий, который может 
использоваться для определения оптимального значения k  в кластеризации. Значение индек-
са является мерой того, насколько узел удален от центроида предположительного кластера и 
общего центроида сети. Для его нахождения используется отношение суммы межкластерной 
дисперсии и внутрикластерной дисперсии для всех выделенных групп, где дисперсия опреде-
ляется как сумма квадратов расстояний. Оценка алгоритма с помощью данной метрики про-
изводилась на третьей сети, так как для нее характерно большее количество сообществ с раз-
ряженными связями между друг другом. Самое низкое значение было у классического метода, 
а самое высокое — у метода на основе матрицы Лапласа, что свидетельствует о том, что наи-
лучшее разбиение было достигнуто вторым алгоритмом несмотря на то, что число выделен-
ных сообществ одинаково. Стоит также заметить, что значение для нормализованного лапла-
сиана также близки к максимуму.

Алгоритм спектрального метода максимизации модульности
Вход :G  исследуемая сеть
Выход { }:iv  разбиение V  на сообщества

1. Определить матрицу правдоподобия ;A
2. Вычислить матрицу Лапласа ;L
3. Построить матрицу модулярности ;B
4. Определить собственный вектор, соответствующий максимальному собственно-
му значению;
5. На основе отобранного вектора построить индикаторный лапласиан .f

Рис. 5. Результаты разбиения алгоритма максимизации модулярности
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Второй использованной метрикой был индекс Дэвиса-Булдина, который основан на соот-
ношении внутрикластерных и межкластерных расстояний. Если два кластера расположены 
близко друг к другу, то есть отношение расстояния между сообществами маленькое, но имеют 
большое среднее расстояние между узлами в подмножествах и их центроидами, то это индекс 
Дэвиса-Булдина будет большим, указывая на то, что эти кластеры не очень различимы. То 
есть, более низкие значения метрики указывают на компактные, хорошо разделенные класте-
ры. Нахождение оптимального алгоритма согласно данной метрики производилось на основе 
набора данных о разбиение команд. Наихудший результат определения структуры сообществ 
показал алгоритм наименьшего разреза основанный на нормализованной матрицы Лапласа, 
лучший результат был достигнут при использовании классического алгоритма.

Для того чтобы воспользоваться информацией об эталонном разбиении клуба карате была 
выбрана статистика нормализованной взаимной информации (NMI) в качестве меры сход-
ства между двумя возможными разделами сети. NMI основан на определении матрицы пута-
ницы, показывающей ошибки при выделении кластеров. Таким образом, метрика принимает 
максимальное значение 1, если эталонное разделение идентично полученному, и NMI = 0, если 
они статистически независимы.  Главным минус этого способа оценки алгоритма является то, 
что он не может объективно оценить оптимально разбиение сети на сообщества, и так как лю-
бой алгоритм обнаружения сообщества зависит от определенной функции выгоды (например, 
в последнем методе заложена функция основанная на модулярности), то зачастую мы имеем 
не высокое значение индекса нормализованной взаимной информации. Наилучший результат 
показали методы наименьшего разреза на основе матриц Лапласа. 

Модулярность – одна из важных характеристик сети при выделении кластеров, так как она 
позволяется оценить, насколько сильны связи между вершинами сообщества и ослаблены вне 
его. Поэтому реализованные алгоритмы были протестированы на показатель данной метрики. 
Наилучший результат, как и ожидалось, показал метод максимизации модульности. Самая 
минимальная модулярность была зафиксирована при втором алгоритме, но стоит отметить, 
что для всех четырех разбиений наблюдались достаточно высокие значения.

По времени работы программы наиболее трудозатратным оказался последний метод, а са-
мым быстрым — классический алгоритм. Результаты оцененных метрик представлены в табл. 1.

Таблица 1
Сравнительная характеристика реализованных алгоритмов

Сравнительные характеристики Метод 1 Метод 2 Метод 3 Метод 4
Индекс Калински-Харабаша 15.9594 18.3554 18.1479 16.2419
Индекс Дэвиса-Булдина 1.6165 2.4536 3.7249 2.0859
NMI 0.2065 0.7324 0.7324 0.5791
Модулярность 0.5546 0.5044 0.5050 0.6514
Время работы программы 460 мс 562 мс 461 мс 41 с

Таким образом, при выборе метода в первую очередь нужно опираться на характеристики 
датасета и целей разбиения. Если необходимо найти подмножества сети, в которой наблю-
даются очень тесные взаимосвязи между предполагаемыми сообществами, то эффективнее 
использовать классический метод спектральной кластеризации, основанный на К-средних. 
Если стоит задача выделить все возможные кластеры таким образом, что плотность внутри 
выделенных групп выше, чем вне, то для этих целей более подходит алгоритм максимизации 
модулярности. При использовании сетей с большим количеством узлом для выделения струк-
туры сообществ лучше применять алгоритм, основанный на нормализованном лапласиане, 
так как он позволяет снизить влияние вершин с большим количеством связей и оптимизиро-
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вать поиск кластеров с помощью минимального разреза, учитывающего плотность связей и 
обеспечивающего сбалансированное разбиение.

Заключение

В работе был проведен анализ спектральных методов обнаружения структуры сообществ 
и оценок кластеризации. На его основе были отобраны методы спектрального анализа и пока-
затели качества разбиения сети на кластеры, также были выделены особенности реализации 
алгоритмов и применимость метрик в зависимости от целей интерпретации полученных ре-
зультатов.

Для проведения сравнительного анализа на основе метрик были отобраны тестовые вы-
борки для оценки методов. Каждая сеть благодаря уникальным характеристикам позволила 
проанализировать с разных сторон результаты работы алгоритмов.

В процессе работе были реализованы четыре метода выделения сообществ на основе спек-
тра матриц, и описаны результаты работы каждого из алгоритмов. После был проведен срав-
нительный анализ с использованием оценок качества кластеризации. 

По итогам работы выработаны рекомендации по применению спектральных методов для 
обнаружения структуры сложных сетей в зависимости от их свойств и целей разбиения на 
сообщества. Таким образом, цель исследования была достигнута.
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О ПРИМЕНЕНИИ ГЕНЕТИЧЕСКОГО АЛГОРИТМА
В ЗАДАЧЕ УПРАВЛЕНИЯ СКОРОСТЬЮ ДВИЖЕНИЯ АВТОМОБИЛЯ
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Аннотация. Использование алгоритмов, основанных на машинном обучении, позволяет 
получать достаточно хорошие результаты в широком классе задач, где недоступно или 
слишком трудозатратно построение строгого алгоритмического решения. В настоящей 
работе исследуется возможность применения генетического алгоритма в задачах управ-
ления, связанных с динамическими процессами. В качестве иллюстрации рассматривает-
ся задача управления скоростью автомобиля, находящегося в движущемся потоке. Опи-
саны преимущества, недостатки и специфика использования генетического алгоритма в 
данной задаче, продемонстрированы результаты проведённого вычислительного экспе-
римента.
Ключевые слова: машинное обучение, эвристический алгоритм, эволюционный алго-
ритм, генетический алгоритм, нейронная сеть, обучение с подкреплением, математиче-
ское моделирование, вычислительный эксперимент.

Введение

В настоящее время широко распространены решения, базирующиеся на применении тех-
нологий машинного обучения. Для задач, плохо поддающихся формализации и составлению 
решения на основе классических алгоритмических конструкций, машинное обучение, как 
правило, позволяет получить в достаточной степени надёжный и применимый на практике 
результат. Однако большинство популярных методов машинного обучения использует так на-
зываемый подход «привлечения учителя». Это означает, что в процессе обучения модель об-
рабатывает запросы, точные ответы на которые известны заранее. Таким образом, каждое ре-
шение, предоставленное моделью, может быть использовано для корректировки модели при 
помощи значения ошибки, вычисленного при сравнении полученного решения с желаемым.

Эта особенность затрудняет использование подобных методов при необходимости реше-
ния задач управления в рамках динамических процессов, когда должно быть оптимизировано, 
а значит, и оценено поведение модели в контексте некоторой среды на протяжённом участке 
времени. Становится невозможным уточнение оценки в конкретных точках приложения мо-
дели, а значит, усложняется или становится неразрешимой задача корректировки.

Кроме того, даже при наличии способа составления оценки последовательности принятых 
решений с учётом их влияния на динамически меняющуюся среду, далеко не всегда существу-
ет чётко заданный результат, которого должна достичь обучаемая модель. Зачастую важен на-
бор критериев, каждый из которых имеет свой вес при решении задачи. 

Всё вышесказанное приводит к идее использования генетического алгоритма обучения, 
который позволяет преодолеть обозначенные проблемы. В рамках данной работы исследуется 
применимость генетического алгоритма в задаче управления скоростью движения автомоби-
ля, находящегося в дорожном потоке, являющейся частным случаем задачи управления в кон-
тексте динамического процесса.
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1. Описание подхода, основанного на применении генетического алгоритма 
в задачах управления в условиях динамически меняющейся среды

1.1. Генетический алгоритм

Генетический алгоритм — это метод оптимизации, предложенный Джоном Холландом в 
1975 г. [1, 2], основанный на принципе естественного отбора в природе. Работа генетического 
алгоритма заключается в итеративном прохождении этапов оценивания, селекции, кроссин-
говера и мутации получаемых поколений решений [3–6]. Следует отметить, что каждая особь 
(решение) в алгоритме идентифицируется своей хромосомой, обычно представляющей собой 
числовой массив фиксированной длины. При этом оптимизируемая функция определена на 
множестве таких массивов.

Использование генетического алгоритма в качестве метода машинного обучения наследу-
ет преимущества подхода «обучения с подкреплением»: данными, на которых производится 
обучение модели, выступают не пары «ситуация — решение», как в алгоритмах с привлече-
нием учителя, а только оценка каждого решения, полученного в ходе предыдущей итерации. 
Таким образом, при обучении модели важны не ответы, полученные в конкретных ситуациях, 
а соответствие наблюдаемого поведения желаемому, то есть подчинение определённой страте-
гии. Это позволяет вместо заранее подготовленного набора обучающих эмпирических данных 
использовать математическое моделирование целевой среды, которая может динамически 
меняться как под влиянием решений, принятых моделью, так и под действием собственных 
законов. Вследствие изменчивости среды, особенно удобно использование алгоритмов, в ка-
честве функции оценки которых выступает система штрафов, назначаемых за некорректное 
поведение модели. Использование функции оценки (которая в генетических алгоритмах но-
сит название фитнесс-функции), заданной в виде взвешенной суммы штрафов, позволяет од-
новременно учитывать несколько поведенческих аспектов, формируя и корректируя целевую 
стратегию обучения путём выбора коэффициентов при функциях, выражающих штрафы, что 
существенно повышает гибкость модели и возможность повторного использования алгорит-
ма при желании получить различные результаты.

Использование генетического алгоритма также имеет и определённые недостатки: являясь 
эвристическим алгоритмом с частым применением вероятностных операторов, алгоритм не 
даёт гарантий сходимости за приемлемое количество итераций, а успех обучения зависит не 
только от его параметров, но и от значений случайных величин. К тому же значения параме-
тров алгоритма в большинстве случаев подбираются эмпирически, что требует дополнитель-
ных усилий при настройке процесса обучения.

Таким образом, хотя генетический алгоритм не гарантирует быструю сходимость, его ис-
пользование предполагает модель, которая легко может быть адаптирована для оценки дли-
тельного процесса управления, что вместе с гибкостью оценивания делает данный подход 
хорошим кандидатом при выборе алгоритма обучения в задачах, решаемых в контексте дина-
мических процессов.

1.2. Обучение нейронных сетей с помощью генетического алгоритма

Нейронная сеть — одна из самых распространённых моделей искусственного интеллекта. 
В общем случае нейронная сеть представляет собой совокупность конфигурации (количество 
слоёв сети, количество нейронов в каждом из слоёв, функция активации нейрона, формат вво-
да и вывода) и набора весовых коэффициентов. При фиксированной же конфигурации можно 
сказать, что нейронная сеть полностью определяется своими коэффициентами — массивом 
действительных чисел. Это позволяет рассматривать настроенную нейронную сеть в качестве 
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решения, которое ищется генетическим алгоритмом [7]. При этом в качестве хромосомы вы-
ступает упорядоченная последовательность весов сети, а в качестве минимизируемой фит-
несс-функции — произвольно заданная функция ошибки. Таким образом, работа генетиче-
ского алгоритма будет состоять в поиске таких весовых коэффициентов нейронной сети, при 
которых достигается наилучшее поведение модели.

2. Применение рассмотренного подхода к решению задачи управления 
скоростью движения автомобиля

2.1. Описание математической модели

В процессе обучения виртуальная среда обрабатывается при помощи математической мо-
дели, описывающей прямолинейное движение автомобилей друг за другом. В основе модели 
лежит упрощённое представление физических законов, определяющих движение реального 
автомобиля. Рассматриваемые силы изображены на рис. 1.

Силы mg  и N  — сила тяжести и сила реакции опоры соответственно — уравновешивают 
друг друга; Fy  — сила, направленная на ускорение автомобиля, её значение определяется 
управляющим решением и лежит в интервале от нуля до некоторого значения, определяемого 
параметрами системы; Fc  — сила сопротивления движению, её значение частично зависит от 
управляющего решения, однако на него также влияет состояние среды.

Математическая модель движения выглядит следующим образом:

[ ]

2

,
,

,
; ,

Fy Fc ma
Fc Nv
N mg

µ

µ µ µ

− =
 =
 =
 ∈ ìèí ìàêñ

где a — текущее ускорение автомобиля; v — текущая скорость объекта; µ — один из множите-
лей силы сопротивления, принимающий неотрицательные значения от минимального, до 
максимального, достигаемого при приложении наибольшего усилия торможения. Данная си-
стема может быть решена относительно пройденного расстояния и скорости методом Рунге — 
Кутты с произвольным временным разрешением при подстановке ,v x=   .a v= 

В заданных условиях среды действует модель исполнителя — нейронная сеть. Задача ней-
ронной сети состоит в многократном принятии управляющего решения, выраженного веще-
ственным числом, лежащим на отрезке [ ]1;1 .−  Входные значения нейронной сети — три веще-

Рис. 1. Физические силы, действующие на автомобиль
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ственных числа: расстояние до впереди идущего автомобиля, скорость сближения с впереди 
идущим автомобилем, текущая скорость. Количество и строение скрытых слоёв может ме-
няться между различными сессиями обучения.

Корректность поведения конкретной нейронной сети определяется в ходе виртуального 
эксперимента: перед автомобилем, управляемым моделью, располагается объект с заданной 
траекторией движения. Оценка складывается из взвешенных значений интегральных сумм 
следующих величин: разницы между желаемым и действительным расстояниями до детерми-
нированного объекта, разницы между желаемой и действительной скоростями автомобиля, 
прикладываемых усилий ускорения и торможения. Задание весов при этих значениях, а также 
желаемых значений скорости и расстояния до движущегося впереди объекта позволяют на-
страивать целевую стратегию поведения модели.

Для обучения модели исполнителя используется генетический алгоритм, чья задача состо-
ит в подборе весовых коэффициентов нейронной сети. Полученная в ходе виртуального экс-
перимента оценка играет роль фитнесс-функции.

2.2. Вычислительный эксперимент

Для подтверждения общей пригодности описанного подхода был проведён вычислитель-
ный эксперимент со следующими параметрами оценивания: был установлен ненулевой штраф 
за расстояние, отличное от желаемого, с целевым значением 100 м, а штраф за столкновение 
был подобран так, чтобы в любом эксперименте быть больше штрафа за расстояние. Обучение 
производилось на популяции из десяти особей в течение десяти поколений, при этом детерми-
нированный объект, моделирующий впереди идущий автомобиль, был задан в соответствии с 
моделью исполнителя, принимающей управляющее решение по синусоидальному закону. Мо-
делирование движения детерминированного и обученного объектов представлено на рис. 2 
в верхней и нижней строке графиков соответственно.

В ходе эксперимента расстояние между детерминированным и обученным объектами ле-
жит в отрезке от 80 до 100 метров, что не является оптимальным поведением, однако доста-
точно близко к нему, чтобы удовлетворять требованиям предметной области. Стоит отметить, 
что в качестве модели исполнителя была использована нейронная сеть без промежуточных 
слоёв, что может накладывать ограничения на предельную приспособленность полученного 
решения к условиям оценивания.

Рис. 2. Поведение полученного решения экспериментальной задачи
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Заключение

В представленной работе исследован и реализован подход к машинному обучению с при-
менением генетического алгоритма, позволяющий создавать гибкие модели, решающие задачи 
управления в рамках динамически меняющейся среды. Применение данного подхода проил-
люстрировано решением задачи управления скоростью движения автомобиля в движущемся 
потоке, а также вычислительным экспериментом, который подтвердил применимость метода.
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УДК 004

МАТЕМАТИЧЕСКАЯ МОДЕЛЬ ЗАМИРАНИЙ ДЛЯ КАНАЛОВ БЕСПРОВОДНОЙ СВЯЗИ

Военная академия связи им. С. М. Буденного

В. И. Дырин, А. Исса, А. С. Ишимов

Аннотация. Длительные наблюдения показывают, что примерно в 60–70 % или даже 90 % 
случаев при отражении от ионосферы (тропосферы) амплитуды сигнала имеют обобщен-
ное распределение Рэлея, сюда включаются и случаи чисто рэлеевского распределения. 
В некоторых опытах примерно 20 % и более случаях отмечены замирания сигнала бо-
лее глубокие, чем в рэлеевском канале; в 30 % экспериментальные кривые распределения 
амплитуд имеют двугорбый вид. Все эти случаи обобщаются четырехпараметрическим 
распределением амплитуд [1].

С совершенствованием развития средств беспроводной связи потребность в модели-
ровании каналов связи возросла, так как традиционно используемые до этого модели за-
мираний проводились с помощью различных классических моделей замираний, таких 
как распределения Рэлея, Райса, Накагами-m  и односторонне-нормального распределе-
ния. Эти модели замираний, не всегда адекватно соответствовали эмпирическим данным, 
однако некоторые из них давали хорошие результаты, соответствующие реальным кана-
лам. Для решения данной проблемы в статье предлагается модель замираний, которая 
включает в себя, как классические модели замираний, так и новые. Математическая мо-
дель κ µ−  замираний обеспечивает хорошее соответствие экспериментальным данным, 
в том числе благодаря универсальности и гибкости этой модели.
Ключевые слова: замирания; κ µ−  распределения; κ µ−  замирания; односторонне-нор-
мальное распределение; распределение Рэлея; распределение Накагами- ;m  распределение 
Райса.

Введение

Общая модель κ µ−  замираний является относительно новой моделью замираний. Она 
возникла в следствии повышенного спроса на моделирование современных каналов связи, 
учитывающих различного рода замирания и из-за неадекватного соответствия эксперимен-
тальных данных, наблюдаемых во многих случаях. Распределение κ µ−  замираний обычно 
используется исследователями для анализа систем беспроводной связи.

Модель распределения κ µ−  замираний соответствует модели приема сигнала, состояще-
му из сумм копий переданного сигнала пришедших по лучам с различными задержками и 
сдвигами по фазе, которые в общем случае могут быть объединены в группы (кластеры). Фазы 
являются случайными, но имеют одинаковое время задержки внутри одной группы, однако, 
время задержки для разных групп относительно велико. Предполагается, что кластеры много-
лучевых волн имеют рассеянные волны одинаковой мощности, и каждый кластер имеет доми-
нирующую компоненту с произвольной мощностью [2].

В отличие от моделей замираний Накагами-m  и ,η µ−  распределение κ µ−  подходит для 
моделирования среды прямой видимости (LOS). Подобно замираниям Накагами-m и распре-
делениям ,η µ−  распределение κ µ−  может также моделировать обобщенные замирания, ко-
торые включают неоднородную среду, состоящую из отражающих препятствий, рассеиваю-
щих элементов и т. д. с различными физическими свойствами. Модель замираний κ µ−  
обеспечивает лучшее соответствие экспериментальным данным, наблюдаемым в различных 
каналах связи.
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1. Классические распределения замираний

В классических распределениях замираний рассматриваются распределения замираний, 
которые широко используются для различных видов замираний.

1.1. Распределение замираний Рэлея

При распространении в условиях отсутствия прямой видимости (NLOS) между передат-
чиком и приемником, передаваемый сигнал достигает приемника после отражения (гладкая 
и большая поверхность), преломления (из одной среды в другую) и рассеяния (шероховатые 
поверхности) от различных препятствий (например, зданий, лесов, холмов и т. д.), располо-
женных рядом с приемником. Поэтому эффект многолучевости переданного сигнала, посту-
пающего в приемник с множества направлений, с различными задержками и фазовыми сдви-
гами. На основе применения центральной предельной теоремы квадратурные составляющие 
принятого сигнала представляют собой гауссовскую случайную величину (случайный про-
цесс). Распределение амплитуд для этого случайного процесса моделируется, как распреде-
ление Рэлея. Плотность распределения вероятностей (п.р.в.) замирания Рэлея определяется 
выражением [3]
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Распределение Рэлея представляет собой огибающую двух независимых и одинаково рас-
пределенных гауссовских случайных величин с нулевыми математическими ожиданиями и 
одинаковыми дисперсиями:

 2 2 2 2
1 2 1 2; (0, ); (0, ).X X X N X Nα σ σ= +  

Обозначение 2( , )N m σ  означает распределение Гаусса со средним значением m  и диспер-
сией 2.σ

Среднее значение и дисперсия определяются выражением
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производящая функция моментов распределения Рэлея определяется выражением
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плотность распределения вероятностей и интегральная функция распределения (ф.р.) Рэлея 
изображены на рис. 1 для различных значений средних и дисперсий.
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1.2. Распределение замираний Райса

Если имеется сильное зеркальное отражение или линия прямой видимости (LOS) в сильно 
диффузной среде с замиранием Рэлея, то замирание ведет себя, как замирание Райса. Плот-
ность распределения вероятностей Райса задается следующим образом
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Можно показать, что распределение Райса представляет собой огибающую 2 2
1 2X X+  двух 
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1 2 2 .m m σΩ = + +  На рис. 2 представлена плотность распре-

деления вероятностей и функция распределения для различных значений параметра Райса .K  
Очевидно, 0K =  соответствует распределению Рэлея [4].

1.3 Распределение замирания Накагами-m

Замирание Накагами-m  представляет собой общую модель, полученную в результате ана-
лиза экспериментальных данных. Преимущество замирания Накагами-m  состоит в том, что 
оно может моделировать широкий диапазон статистических данных замирания, регулируя па-
раметр замирания .m  Плотность распределения вероятностей замираний Накагами-m  опре-
деляется выражением [5]
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Рис. 1. а) плотность распределения вероятностей Рэлея; б) функция распределения Рэлея

Рис. 2. а) плотность распределения Райса; б) функция распределения Райса 
( 1 0,1, 2;m =  2 0;m =  2 1σ = )
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Обычно для описания замирания канала используется распределение Накагами- .m  Част-
ным случаем этого распределения является распределение Рэлея. Параметр замирания m из-
меняется от 1

2
 до ,∞  при этом 1

2
m =  (односторонне-нормальное распределение), 1m =  (рас-

пределение Рэлея) и m →∞  (без замираний АБГШ) .

2. Модель −κ µ  замирания

Подобно моделям замираний Накагами-m  и ,η µ−  предполагается, что компоненты мно-
голучевости в принимаемом сигнале имеют форму кластеров в распределении .κ µ−  Каждый 
кластер имеет ряд разбросанных многолучевых компонентов. Разброс задержки различных 
кластеров относительно больше, чем разброс задержки компонентов многолучевого распро-
странения внутри кластера [6]. Предполагается, что каждый кластер имеет одинаковую сред-
нюю мощность. В отличие от замираний η µ−  и других, подобных замираниям Накагами- ,m  
предполагается, что синфазная и квадратурная фазовые составляющие независимы и имеют 
одинаковую мощность при замираниях .κ µ−  Однако предполагается, что каждый кластер 
имеет некоторые доминирующие компоненты, считающиеся компонентами LOS. В такой мо-
дели представление огибающей X сигнала с замираниями несколько отличается от представ-
ления замираний Накагами-m  и/или .η µ−

Таким образом,
 2 2 2

0
(( ) ( ) ),n

i i i ii
X I p Q q

=
= + + +∑

где n  — количество кластеров в принятом сигнале, а ( ) ( )i i i iI p Q q+ + +  — соответственно 
синфазный и квадратурный фазовый компоненты результирующего сигнала n-го кластера. 
И ,iI  и iQ  взаимно независимы и распределены по Гауссу с нулевым средним значением, т. е. 

( ) ( ) 0i iE I E Q= =  и равной дисперсией, т. е. 2 2 2( ) ( ) .i iE I E Q σ= =  ip  и iq  являются соответ-
ствующими средними значениями синфазной и квадратурной составляющих n-го кластера в 
принятом сигнале. Ненулевое среднее значение синфазной и квадратурной фазовых составля-
ющих показывает наличие доминирующей составляющей в кластерах принятого сигнала.

Опять же, как и в случае моделей замираний Накагами-m  и ,η µ−  амплитуда замираний 
может быть выражена, как 2 2

0
( )n

ii
X R

=
=∑  с 2 2 2( ) ( ) .i i i i iR I p Q q= + + +  Из того факта, что iI  и 

iQ  распределены по гауссовскому закону, следует, что 2
iR  имеет нецентральное распределение 

хи-квадрат. В этом случае значение амплитуды замирания κ µ−  может быть задано [7]
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+ +
= ≥

Ω
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где κ  — отношение общей мощности в доминирующих (LOS) компонентах к мощности рассе-
янных компонентов, а 0µ >  — параметр замирания, напрямую связанный с количеством кла-

Рис. 3. а) плотность распределения вероятностей Накагами; 
б) функция распределения  Накагами при 1Ω =
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стеров n  в принятом сигнале, как ,nµ =  с ограничением, что значения µ  должна быть дис-
кретной за счет дискретных значений n. Чтобы параметр μ принимал непрерывные значения, 
его также определяют, как 2 2

1 1 2 .
( ) (1 )V X

κµ
κ

+
=

+
Отношение сигнал-шум (сигнал/шум) в случае каналов с замираниями изменяется про-

порционально квадрату амплитуды принятого сигнала. Таким образом, что касается распре-
делений, плотность распределения вероятностей отношения сигнал/шум совпадает с квадра-
том распределения амплитуд. Плотность распределения вероятностей отношения сигнал/шум 
может быть получен из плотности распределения вероятностей амплитуды в уравнении (9) с 
использованием методов преобразования случайных величин. Таким образом, плотность рас-
пределения вероятностей распределенного мгновенного сигнал/шум κ µ−  можно предста-
вить, как [8]
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где 2

1 1 2 .
( ) (1 )V y

κµ
κ

+
=

+

3. Частные случаи замирания −κ µ

Распределение κ µ−  может моделировать общие условия замираний. Это позволяет нам 
представлять разные каналы замирания, выбирая разные значения параметров замирания, κ  и 

.µ  Но определенные значения κ  и µ  могут моделировать определенные распределения, кото-
рые хорошо известны и полезны при моделировании беспроводных каналов с замираниями.

Чтобы обсудить частный случай, мы снова обратимся к физической модели. Ограничьте 
количество кластеров в полученном сигнале до 1, что представляет 1.µ =  Тогда выражение 
уравнения (8) сводится к [9]

 2 2( ) ( ) ,X I p Q q= + + +  (2)
где I  и Q  распределены по нормальному закону с нулевым средним значением и равной дис-
персией. Но в этом случае синфазная и квадратурная фазовые составляющие содержат неко-
торую доминирующую составляющую, средние значения синфазной составляющей и квадра-
турной составляющей равны соответственно p  и .q  Это соответствует определению 
распределения замираний по Райсу, которое обычно используется для моделирования канала 
с замираниями в условиях прямой видимости, т. е. значение 1µ =  представляет замирание по 
Райсу как специальное распределение замираний .κ µ−  В этом случае κ представляет собой 
K-фактор Райса, который также определяется, как отношение общей мощности доминирую-
щего компонента к мощности рассеянных компонентов.

Распределение замирания Райса может моделировать сценарии замираний в диапазоне от 
столь серьезных, как замирания Рэлея, до менее серьезных замираний, включая полное отсут-
ствие замираний. Аналогично, в выражении уравнения (11), если учесть отсутствие домини-
рующей компоненты, т. е. 0,p q= =  оно сводится к

 2 2 ,X I Q= +  (3)
что в точности совпадает с амплитудой модели замирания Рэлея, которая представляет собой 
квадратный корень из суммы двух квадратов независимых случайных величин, распределен-
ных по Гауссу. Этот случай получается при отсутствии доминирующей компоненты, т. е. 

0.K κ= =  Таким образом, замирание Рэлея можно представить, как частный случай κ µ−  за-
мирания со значениями 0κ =  и 1µ =  [10].
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Опять же, ограничивая значение κ  до 0, можно рассмотреть еще один случай, когда 
1/ 2.µ =  Это означает половину скопления без доминирующего компонента, что невозможно 

объяснить с помощью физической модели. Но его можно описать с учетом предыдущего слу-
чая, в котором 1µ =  представляет собой сумму квадратного корня из двух квадратов распре-
деленных по Гауссу случайных величин. Таким образом, в случае 1/ 2µ =  его можно рассма-
тривать, как единую распределенную по нормальному закону случайную величину. Поскольку 
плотность распределения вероятностей распределенной случайной величины κ µ−  ограни-
чивается только положительными значениями, этот случай представляет собой односторон-
нее гауссово замирание.

Снова рассмотрим, что принятый сигнал поступает в виде кластеров, но кластеры не име-
ют какой-либо доминирующей составляющей, т. е. положим, 0i ip q= =  в физической модели 
κ µ−  замирания, представленной в уравнении (1). Это приводит выражение к следующему 
виду:

 2 2 2
0
( ),n

i ii
X I Q

=
= +∑  (4)

модель, точно такую же, как у замирания Накагами- .m  Таким образом, замирание Накагами-
m  можно представить, как частный случай замирания κ µ−  для значений 0κ =  и .mµ =  Как 
описано для особых случаев замирания Накагами- ,m  аналогичные манипуляции с параметра-
ми замираний распределения κ µ−  также могут представлять все особые случаи замирания 
Накагами- .m

Таблица 1
Значения параметров замираний для представления различных распределений замираний 

как частного случая распределения замираний κ µ−  [6]
Распределение κ µ

Односторонне нормальное 0 0.5
Рэлей 0 1
Накагами-m 0 m
Райса K 1

Итак, κ µ−  распределение включает в себя в качестве своих частных случаев односторон-
нее распределение Гаусса, Рэлея, Райса и Накагами-m  замираний. Значения параметров зами-
рания κ µ−  для этих особых случаев перечислены в табл. 1.

Графики плотности распределения вероятностей для особых случаев распределенной нор-
мализованной огибающей κ µ−  строятся, как показано на рис. 4. Можно заметить, что кри-
вые плотности распределения вероятностей сдвигаются вправо для ненулевых значений κ  по 
сравнению с тем же значением µ  (см. случай Рэлея и Райса на рис. 4 (это происходит из-за 
более сильной составляющей LOS для большего значения κ )).

Рис. 4. Плотность распределения 
вероятностей некоторых частных 

случаев распределения κ µ−
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4. Интегральная функция распределения −κ µ

Функция распределения — это статистическая функция случайных величин (в нашем слу-
чае мгновенного отношения сигнал/шум), которая является одной из наиболее важных при 
оценке показателей производительности системы беспроводной связи. В целом функция рас-
пределения целесообразна при анализе вероятности выхода из строя систем беспроводной 
связи.

Функция распределения κ µ−  можно получить путем интегрирования плотности распре-
деления вероятностей распределения отношения сигнал/шум с распределением .κ µ−  Плот-
ность распределения вероятностей распределения отношения сигнал/шум κ µ−  может быть 
задана как [11]
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Таким образом, функция распределения может быть представлена в виде
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∫  (6)

Приведенный выше интеграл можно преобразовать, представив следующим образом
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∫  (7)

Чтобы вычислить приведенный выше интеграл, необходимо сделать следующую замену 
2(1 ) ,
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+
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µ κ+  Следовательно, интеграл можно представить в виде
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Интеграл в приведенном выше выражении имеет вид Q-функции Маркума. Таким обра-
зом, функция распределения распределенного отношения сигнал/шум κ µ−  может быть зада-
на, как

 2 (1 )( ) 1 2 , .Y
yP y Q

y
µ

µ κµκ −

 + = −
 
 

 (9)
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5. Производящая функция моментов распределения −κ µ

Производящая функция моментов — это статистическая функция случайных величин 
(в нашем случае мгновенного отношение сигнал/шум), которая является одной из наиболее 
важных при оценке показателей производительности системы беспроводной связи. В общем, 
производящая функция моментов полезна для анализа частоты ошибок по битам (BER)/ча-
стоты ошибок по символам (SER) в системах беспроводной связи [1].

Производящая функция моментов случайной величины определяется, как
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Таким образом, производящая функция моментов распределенного отношения сигнал/
шум κ µ−  можно представить, как
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∫  (11)

Приведенный выше интеграл можно оценить, представив функцию Бесселя с использова-
нием бесконечного ряда:
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Используя приведенное выше представление функции Бесселя, интеграл можно решить, 
как
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Интеграл в приведенном выше выражении можно оценить, используя определение гам-
ма-функции, которое дается, как
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− − −=∫  (14)

Теперь производящую функцию моментов распределения отношения сигнал/шум κ µ−  
можно представить, как

 

1 2

1
2

11 022

(1 )
(1 ) ( )( ) .

! ( ) (1 )

n

y n
n

y
y nM s

n n
se y y

µ

µ

µ µµ
µκ

κ κµ
µ κ Γ µ

Γ µ µ κ
κ

− +

+
∞

+ +− − =

 +
 

+ + =
+  +

+ 
 

∑   (15)

После несложных преобразований окончательно получаем
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Заключение

Преимущество распределения κ µ−  состоит в том, что можно моделировать несколько 
классических моделей замираний, таких как модели Рэлея, Райса, Накагами- m  и модель од-
ностороннего нормального распределения, как частные случаи. Кроме того, поскольку рас-
пределение κ µ−  является более гибким, чем другие распределения замираний, оно может 
лучше соответствовать экспериментальным данным. Так как классические замирания обычно 
являются частными случаями обобщенных замираний, можно провести анализ производи-
тельности беспроводной связи при обобщенных замираниях и вывести характеристики при 
классических замираниях, как частные случаи. Это позволяет совершенствовать анализ про-
изводительности беспроводной связи в каналах с замираниями.
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УДК 656.132

РАСЧЕТ ОБОГРЕВА САЛОНА ЭЛЕКТРОБУСА ПРИ ЕГО ЭКСПЛУАТАЦИИ 
В УСЛОВИЯХ ХОЛОДНОГО КЛИМАТА РЕГИОНОВ РОССИИ

Казанский национальный исследовательский технический университет им. А. Н. Туполева–КАИ
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Аннотация. В данной работе рассмотрена проблема эксплуатации электробусов в уме-
ренно холодных климатических регионах России. Впервые по результатам численного 
моделирования оценен расход энергии на работу климатической системы электробуса 
при температуре окружающего воздуха минус 25 °С. Показано, что для оценки уровня за-
трат энергии можно использовать корреляционные зависимости, полученные при более 
высоких температурах среды. Обсуждена схема климатической установки для выполне-
ния требований регламентирующих стандартов России к системам отопления, вентиля-
ции и кондиционирования пассажирского транспорта.
Ключевые слова: электробус, климатическая система пассажирского автобуса, числен-
ное моделирование, эксплуатация транспорта в регионах умеренно холодного климата.

Введение

Климатическая система электробуса является одним из основных потребителей энергии 
в системе, не относящимся к реализации процесса перемещения транспортного средства [1]. 
Согласно численным и экспериментальным результатам [2–5] на обогрев или охлаждение са-
лона может расходоваться до 40 % заряда аккумуляторов, что снижает запас хода автобуса на 
эквивалентную величину в процентном соотношении. В отличие от электромобилей рабочий 
цикл электробуса связан с постоянным открыванием дверей, на которые приходится до 20 % 
тепловых потерь [6]. Именно поэтому моделирование климатических систем электробусов яв-
ляется обособленной задачей с использованием передовых технологий в области проектиро-
вания энергоустановок.

Очевидно что затраты энергии на обеспечение работы климатической установки напрямую 
связаны с температурой окружающего воздуха: чем больше перепад температуры во внешней 
среде и комфортной для пассажира автобуса температурой внутри салона, тем больше энергии 
потребляет климатическая система. Из двух предельных случаев (теплый регион и холодный) 
максимальный перепад температуры будет приходиться на случай обогрева салона зимой.

Существующие разработки климатических систем электробусов ориентированы на их ис-
пользование в регионах центральной Европы, Северной Америки и Китая, где температура 
зимой не достигает значений меньше минус 15 °С. Если рассмотреть использование таких 
электробусов в условиях умеренного холодного климата России (температура не ниже минус 
25 °С), то здесь возникает множество технических проблем. В большинстве случаев нельзя 
просто увеличить интенсивность обогрева, так как в климатических системах используются 
хладагенты, использование которых при таких температурах невозможна. Очень часто кли-
матическая система электробусов является универсальной для работы в режиме обогрева и 
охлаждения, однако такой подход существенно сокращает диапазон её применения. В идеаль-
ном случае электробус должен быть оборудован двумя отдельными системами для охлажде-
ния и обогрева салона. Теплоизоляция таких электробусов также не рассчитана на большой 
градиент с внешней температурой. Таким образом, существующие модели электробусов могут 
не выполнять требования регламентирующих документов России [7], которые намного жест-
че по требованиям, чем их европейские и американские аналоги, а попытка обогрева салона 
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приведет к сильному снижению запаса хода. Данный спектр проблем является одной из при-
чин малого использования электробусов в России. Стоит отметить, что стандарт [7] пока еще 
не адаптирован для электробусов.

Сама по себе задача моделирования нагрева или охлаждения салона электробуса не яв-
ляется новой. Однако нижний диапазон температуры окружающего воздуха регламентиро-
вался регионами проживания исследователей и рынком сбыта продукции автотранспортных 
производств. Это можно наглядно увидеть на рис. 1, где все экспериментальные и  численные 
результаты ограничены снизу температурой минус 15 °С.

Целью данной работы является развитие отечественного направления разработки элек-
тробусов, ориентированных на использование в условиях холодного климата регионов России 
с температурой до минус 25 °С.

1. Численное моделирование прогрева салона автобуса

1.1. Постановка задачи

В качестве прототипа была использована модель салона нового электробуса КамАЗа, рис. 2. 
Автобус имеет пять отопителей в нижней части салона, десять потолочных дефлекторов и шесть 
дефлекторов в кабине водителя (дефлекторы могут работать как на прогрев, так и охлаждение). 
Выходная температура теплого воздуха из климатической системы плюс 25 °С, температура 
окружающего воздуха минус 15° С. Автобус имеет три двери с общей площадью остекления 
двойным стеклопакетом (стекло 5 мм, воздушная прослойка 6 мм, стекло 4 мм) 7.5 м2, общая 
площадь пакетов остекления (стекло 5 мм, воздушная прослойка 10 мм, стекло 5 мм) салона 
20.8 м2, общая площадь обшивки (сталь 0.5 мм, пластик 1 мм, пенополистирол 50 мм) салона 
77.6 м2. Для каждого вида многокомпонентной стенки был оценен эквивалентный коэффици-
ент теплопроводности (двери 0.063; стеклопакеты 0.051; обшивка 0.031 Вт/м·град).

Численное моделирование процесса работы сепараторы выполнено в расчетном пакете 
ANSYS Fluent в нестационарной постановке. В качестве рабочей среды использовался воздух с 
изменением плотности по закону идеального газа. Для описания закона движения и изменения 
температурных полей воздуха использовались: уравнение неразрывности, уравнение энергии 

Рис. 1. Потребление энергии климатическими системами с электрическими подогревателями 
12-метровых городских автобусов при средней скорости на маршруте
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и осредненные по Рейнольдсу уравнения Навье — Стокса с замыканием изотропной моделью 
турбулентности k-e RNG. Параметры решателя Fluent были выбраны исходя из опыта других 
авторов при моделировании процесса работы климатических установок салонов автобусов. Для 
интерполяции давления использована схема Presto, для связи давления и скорости алгоритм 
SIMPLE, для определения моментов алгоритм QUICK, параметры турбулентности аппроксими-
ровались схемой дифференцирования второго порядка с разностями против потока (upwind).

1.2. Требования стандарта по обогреву салона

В качестве целевого результата прогрева были взяты требования Российского стандарта 
[7] для пассажирских автобусов с вместимостью более 22 сидячих и стоящих пассажиров и 
массой более 5 тонн (категория M3, класс I). Согласно этому нормативному документу про-
грев салона автобуса с начальной температурой минус 25 °С до требуемой температуры (зона 
пояса сидящего пассажира 15 °С, зона пояса стоящего пассажира 12 °С) должна быть обеспе-
чена за 20 минут при закрытых дверях автобуса. При этом допускается снижение температу-
ры до 12 °С на сиденьях, расположенных непосредственно за входной дверью и допускается 
снижение температуры до 10° С в зоне накопительной площадки ближе 1 м к входной двери.

1.3. Результаты моделирования

По результатам серии расчетов был оценен потребный расход воздуха 0.6 кг/с из систе-
мы обогрева электробуса и модернизирована модель электробуса, что в совокупности должно 
обеспечить выполнение стандарта [7], (рис. 3). 

Полученная потребная мощность всех отопителей в данной схеме составила порядка 
28 кВт, что очень хорошо согласуется с аппроксимацией результатов [5] на более низкие тем-
пературы (рис. 1). Столь относительно низкая потребная мощность климатической системы 
по сравнению с другими авторами вызвана тем, что рассчитываемая конструкция автобуса 
изначально была выполнена исходя из его панируемой эксплуатации в холодном климате. Бо-
лее того, эта величина может быть уменьшена за счет дальнейшей работы по усилению тепло-
защиты поверхностей.

2. Выбор системы отопления салона

Климатические, которые в настоящее время внедряются в электрические автобусы, в ос-
новном основаны на конструкции климатических систем автобусов с двигателем внутреннего 

Рис. 2. Полноразмерная упрощенная модель электробуса
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сгорания и используют либо те же нагреватели дизельного топлива (поэтому они не считают-
ся транспортными средствами с полностью нулевым уровнем выбросов), либо совместимые 
электрические нагреватели сопротивления [8]. В дополнение к этим двум классическим схе-
мам для снижения энергопотребления разрабатываются альтернативные схемы. В настоящий 
момент существует четыре типа подогревателей воздуха в салонах электробусов [2, 9]: гене-
рация тепловой энергии за счет сжигания жидкого топлива; электронагреватели; тепловые 
насосы, использующие контур хладагента, который  приводится в действие электрическим 
компрессором, работающего от тяговой батареи автобуса; система накопления тепловой энер-
гии. Также в этот перечень можно добавить перспективную систему HVAC с топливными эле-
ментами [10].

Если исходить из основополагающей идеи электробусов, то необходимо использовать 
климатическую систему с аккумуляторами тепловой энергии. Но на данном этапе развития 
использование такой системы в сильные холода потребует колоссального по массе и объему 
накопителя тепловой энергии. При этом возникает вопрос, что делать с этими тепловыми ак-
кумуляторами летом. Поэтому единственно действительно рабочей при низких температурах 
климатической системой пока является система с отеплителями на жидком топливе. Однако 
данная система может использоваться в комбинацией с другим типом системы и использо-
ваться только при сильных морозах, а в более теплое время года обогрев салона будет осу-
ществляться без выбросов вредных веществ. Здесь главным уже становится суммарный вес 
и объем климатической системы. Использование даже в качестве вспомогательной системы 
тепловых аккумуляторов из этих соображений кажется спорным. Система с тепловым насо-
сом потребует использования хладагента R744 с высоким рабочим давлением, так как системы 
с R134a имеют сложности с эксплуатации в мороз. А поскольку она, как и более простая тех-

Рис. 3. Тепловое состояние пассажирского салона и кабины водителя после 10 минут 
прогрева при закрытых дверях, температуре внешнего воздуха и начальной температуре 

воздуха внутри электробуса минус 25 °С
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нически система с электронагревателем потребляет заряд тяговой батареи, то предпочтитель-
ным кажется второй вариант. Исходя из данных и емкости тяговой батареи, можно подобрать 
температуру, при которой следует переключаться между системами с отопителям на жидком 
топливе и с электронагревателем, чтобы максимально сохранить дальность хода электробуса.   
Добавление электронагревателя в климатическую систему с жидким отопителем практически 
никак не отразится на массе автобуса, но позволит существенно сократить вредные выбросы 
и экономить на жидком топливе при не сильно отрицательных температурах.

Заключение

По результатам исследования показано, что затраты энергии на обогрев салона электробу-
са в условиях его эксплуатации в холодных климатических регионах России при правильном 
подходе к выбору теплоизоляционных материалов корпуса составляют примерно 30 кВт. Дан-
ный объем энергии составляет существенную долю от общей емкости аккумуляторов. Сни-
жение протяженности хода автобуса, в свою очередь, требует изменения сетки расположения 
станций подзарядки в зимнее время, что является экономически необоснованным. На осно-
ве проведенного анализа существующих климатических систем предложено использование 
климатической системы обогрева с возможностью автономной работы на газообразном или 
жидком топливе.
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ТЕМПЕРАТУРНЫЙ РЕЖИМ ПРИВОДА ИЗ МАТЕРИАЛА 
С ЭФФЕКТОМ ПАМЯТИ ФОРМЫ

Московский государственный технический университет им. Н. Э. Баумана

В. Н. Зимин, Г. Н. Кувыркин, И. Ю. Савельева, А. О. Шахвердов

Аннотация. Перспективным направлением использования приводов из материалов с эф-
фектом памяти формы является их применение в крупногабаритных трансформируемых 
космических конструкциях. Управляющим воздействием на активный элемент из мате-
риала с эффектом памяти формы может быть только температурное поле. Для правиль-
ной реализации процесса раскрытия крупногабаритной трансформируемой конструкции 
необходимо точное моделирование процесса работы привода. В связи с этим появляется 
необходимость углуб-лённо исследовать температурный режим активного элемента.
Ключевые слова: температура, привод, память формы, математическая модель, конечные 
элементы, раскрытие, космическая конструкция.

Введение

Перспективы развития космической техники в настоящее время тесно связаны с созда-
нием принципиально новых крупногабаритных трансформируемых космических конструк-
ций. Усложнение конструктивных схем и габаритов современных трансформируемых косми-
ческих систем вследствие повышения их эксплуатационных функциональных возможностей 
приводит к необходимости совершенствования их массовых характеристик [1, 2]. Дальнейшее 
совершенствование массовых характеристик трансформируемых космических конструкций 
возможно с использованием материалов с эффектом памяти формы для создания приводов, 
обеспечивающих управляемое безударное их раскрытие из транспортного состояния в рабо-
чее положение. Управляющим воздействием для привода из материала с эффектом памяти 
формы является температурное поле [3–5]. Таким образом одной из главных задач при раз-
работке подобных конструкций является создание модели теплового режима привода из ма-
териала с эффектом памяти формы. В данной работе представлены экспериментальные ис-
следования температурного режима активного элемента, а также математическая модель для 
исследования изменения температуры по длине и толщине активного эле

1. Экспериментальные исследования температурного режима

В условиях космического пространства единственным надёжным методом нагрева актив-
ного элемента привода раскрытия является пропускание через него электрического тока [6–8]. 
Однако во время лабораторных испытаний в условиях атмосферы довольно сложно точно 
определить при какой именно температуре происходит срабатывание активного элемента, так 
как процесс нагрева электрическим током протекает со значительной скоростью.

Для осуществления контролируемого нагрева, активный элемент помещался в термока-
меру (рис. 1). Рабочая зона термокамеры имеет цилиндрическую форму диаметром 50 мм и 
длинной 200 мм. Для нагрева используется керамический нагреватель, работающий от сети 
220 вольт и позволяющий прогревать рабочую зону до 250 градусов Цельсия. Нагрев камеры 
происходит по всей площади цилиндрической поверхности, торцы заглушаются силиконовы-
ми пробками для уменьшения влияния конвективного теплообмена. 

Нагрев производился с шагом в 5 градусов и увеличение температуры производилось толь-
ко после достижения активным элементом той же температуры, что и у керамического нагре-



418

вателя. Из данного эксперимента был получен график изменения длины активного элемента от 
его температуры, показанный на рис. 2. На данном графике хорошо видно, что превращения в 
активном элементе начинаются при температуре в 130 ⁰С и происходят при этой же темпера-
туре с поглощением тепла, что наглядно просматривается на обратном изгибе кривой графика.

2. Расчёт теплового режима в MATLAB

2.1. Анализ температуры по длине активного элемента

Расчёт температурного режима производился в программном комплексе MATLAB. Темпе-
ратурный расчёт производился с помощью встроенного решателя дифференциальных урав-
нений в частных производных «PDE Toolbox». Задача решалась в нестационарной постановке 
с помощью метода конечных-элементов.

Моделирование начинается с построения геометрической модели рассматриваемого ак-
тивного элемента. В данном случае он представляет из себя цилиндр длинной 0.176 м и ради-
усом 0.00075 м. Далее создаётся сетка конечно-элементной модели, которая состоит из тетраэ-
дров с максимальным заданным размером стороны 0.001 м (рис. 3).

Рис. 1. Экспериментальная установка для нагрева воздухом

Рис. 2. График изменения длинны активного элемента от его температуры
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Затем необходимо задать тепловые характеристики иссле-
дуемого материала: коэффициент теплопроводности, плот-
ность материала и удельную теплоёмкость. На следующем 
шаге задаём краевые условия. В рассматриваемой задаче будем 
учитывать только конвективный теплообмен по цилиндриче-
ской поверхности, а также теплоотдачу на торцах, учитываю-
щую теплообмен с активного элемента с конструкцией закре-
пления.

Далее задаём начальную температуру модели и источник 
нагрева. Так как нагрев осуществляется пропусканием через 
активный элемент электрического тока, то нагрев в модели за-
даётся внутренним объёмным тепловым потоком, величина 
которого рассчитана по закону Джоуля — Ленца.

Полученное в результате расчёта распределение темпера-
туры по длине активного элемента показано на рис. 4а. Раз-
ница между самой низкой температурой на концах проволоки 
и температурой основной части составляет 8 °С, что меньше 

5 %. Также из рис. 4б видно, что часть в которой наблюдается градиент температуры занимает 
малую долю объёма активного элемента. Из данного расчёта можно сделать вывод, что при 
расчёте нагрева активного элемента, его температуру можно с хорошей точностью считать 
однородной по всей длине.

а б
Рис. 4. Результаты расчёта: а — температурное поле на одном из концов активного 

элемента; б — температурное поле всего активного элемента

2.2. Анализ температуры по толщине активного элемента

Рассмотрим изменение температуры по толщине активного элемента. Построение модели 
проводилось аналогично расчёту, описанному выше. Однако для того чтобы корректно учесть 
изменение температуры по толщине проволоки, необходимо значительно уменьшить размер 
конечно-элементной сетки. В связи с этим чтобы сэкономить вычислительные мощности был 
рассмотрен только небольшой отрезок активного элемента длиной 0.00176 м. Максимальная 
заданный размер стороны тетраэдра в данном расчёте был 0.0001 м (рис. 5а).

Рис. 3. Конечно-элементная 
сетка модели активного 

элемента
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Так как данный расчёт проводился для вырезанной средней части активного элемента, то в 
расчёте не учитывался теплообмен на торцах. Из полученных результатов, показанных на рис. 
5б, видно, что разница между температурой на поверхности активного элемента и в середине 
различается всего на 0.1 °С. Исходя из данного расчёта можно сделать вывод, что в процессе 
нагрева температура, замеряемая на поверхности активного элемента, соответствует темпе-
ратуре всего материала. Также в расчётах можно пренебрегать разницей в скорости нагрева 
внешнего и внутреннего слоёв активного элемента.

а б
Рис. 5. Расчёт изменения температуры по толщине активного элемента: 

а — конечно-элементная сетка; б — температурное поле

Заключение

Проведённые экспериментальные и теоретические исследования позволяют более точно 
оценить температурный режим активного элемента привода для раскрытия крупногабарит-
ных трансформируемых космических конструкций. Полученные данные позволят разрабо-
тать модель нагрева активного элемента, которая необходима для расчёта динамики раскры-
тия трансформируемой конструкции. Подобные модели целесообразно использовать при 
разработке перспективных конструкций, так как они существенно уменьшают затраты на от-
работку и макетирование.
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УДК 519.17:519.6

АВТОМАТИЧЕСКОЕ ПОСТРОЕНИЕ ТРАЕКТОРИЙ ЦИКЛОНОВ
НА ОПЕРАТИВНЫХ СИНОПТИЧЕСКИХ КАРТАХ ПОГОДЫ

Дальневосточный федеральный университет

Б. Н. Иванов

Аннотация. Циклоны на синоптических картах погоды идентифицируются структурой 
вложенности изолиний поля атмосферного давления. В статье для циклона в изолиниях 
вводятся определения его центра и основания. Траектория циклона составляется из от-
резков. Каждый такой отрезок является перемещением центра циклона за время между 
двумя последовательными картами погоды. Критерием распознавания циклона на следу-
ющей карте относительно его текущего положения является пересечение его оснований 
на каждой из этих карт.
Ключевые слова: траектории циклонов.

Введение

Составление траекторий циклона на общих синоптических картах погоды является от-
дельной и очень важной задачей оперативных служб погоды [1]. Идентификацией циклона 
называется задача поиска циклонических образований на общих синоптических картах по-
годы. Выделенные циклонические образования связываются с циклонами. Основными (базо-
выми) параметрами циклона выступают его координаты центра и площадь охвата циклоном 
пространства (его размеры). Задача построения траектории перемещения циклона по данным  
ряда последовательных карт погоды называется его трекингом.

Историю возникновения и развития современных практических подходов трекинга до-
вольно полно представлены в работах [2–4]. Циклоны в обзорных работах рассматриваются 
как области пониженного давления. На синоптических картах такие области представляются 
замкнутыми изобарами (изогипсами для полей геопотенциала). Траектория циклона пред-
ставляется ломаной, соединяющей упорядоченные во времени их центры. Пара циклонов на 
последовательных синоптических картах объединяются в одну траекторию, если расстояние 
между их центрами окажется минимальным среди всех возможных таких пар. Такая процеду-
ра получила устойчивое название алгоритма «ближайшего соседа».

Накопленный в разных странах значительный материал по трекингу внетропических ци-
клонов опубликован в международном обзоре [5]. Авторы склоняются к тому, что задача вы-
деление циклонов на отдельных картах погоды сегодня решается довольно уверенно. Неопре-
деленность возникает на шаге построения ломаной кривой траектории циклона в алгоритме 
«ближайшего соседа». Для уменьшения указанной неопределенности, как правило, прибегают 
к следующим процедурам. В первом случае шаг интерполяции синоптических полей умень-
шают до 1 часа. При таком шаге центры циклонов можно считать «неподвижными». Во вто-
ром случае строят прогноз координат центров циклонов на следующий срок. Это приводит к 
уменьшению разброса центров циклонов в работе алгоритма «ближайшего соседа».

1. Постановка задачи

В данной работе основными параметрами в процедуре вычисления траекторий циклонов 
выступают его размеры. Современная служба погоды оснащена довольно полно развитыми 
программными и аппаратными средствами. Рассматриваемый метод формирования траекто-



423

рий циклонических образований реализован в рамках программного комплекса ГИС «Океан» 
[1] и широко используется в практической оперативной работе службы погоды. Для обработ-
ки основной поток данных гидрометеорологической информации поступает от следующих 
прогностических мировых центров погоды: Москва, Вашингтон, Брекнелл, Япония. Поля 
атмосферного давления на уровне моря и поля геопотенциала на всех стандартных высотах 
выступают основными данными в предлагаемом подходе идентификации циклонов и вычис-
лении траекторий циклонов. Формирование траекторий перемещения циклонов осуществля-
ется в формате мультипликации графических образов синоптических карт погоды. Прогноз 
гидрометеорологических полей прогностическими центрами погоды выпускаются с шагом 6 и 
12 часов. Прогноз выпускается от 5 до 10 суток. Мультипликация на экране компьютера фор-
мируется покадрово. В каждый момент времени отображается одна карта погоды. Плавную и 
устойчивую картину мультипликации довольно хорошо обеспечивает смена кадра при поша-
говой интерполяции 3 часа. В формате мультипликации мы можем лишь наблюдать движе-
ние циклона. Однако это не дает никаких оснований для рисования в автоматическом режиме 
линию траектории циклона. Для рисования линии траектории циклона надо на каждом шаге 
мультипликации на текущем и следующем его кадре распознать циклон и связать его центры 
отрезком. Линия траектории циклона при таком подходе будет представлять ломаную, состав-
ленную из отрезков шагов мультипликации циклона.

Первый параметр циклона — это его центр, а второй — его размеры. С размерами цикло-
на связывается его протяженность основания. Связывать два циклонических образования на 
двух последовательных картах мультипликации в одну траекторию циклона предлагается по 
наличию их пересечения оснований. При шаге мультипликации в 3 часа данный критерий свя-
зывания циклонических образований в одну траекторию дает стопроцентный выход оправ-
дываемости даже на «неразвитых» циклонах.

В данной работе формализация понятий основания и центра циклона и их вычисление 
дается в рамках полей данных атмосферного давления (геопотенциала), представленных на 
синоптических картах в изолиниях. Циклоны на таких картах характеризуются вложенностью 
изолиний и обладают динамической устойчивостью во времени. 

Новизной данной работы является предложенный подход к выделению изолиний осно-
ваний циклонов из общего поля изолиний. Пересечение таких изолиний оснований, постро-
енных для последовательных моментов времени, принимается в качестве критерия, что соот-
ветствующие им циклоны представляют один циклон в разные моменты времени, а, значит, 
можно связать их в одну траекторию. Далее рассмотрим практическое решение задачи вычис-
ления в формате мультипликации карт погоды линии траектории циклона и распознавание 
циклона на картах мультипликации.

2. Корневое дерево структуры вложенности изолиний

Изолинии полей давления являются исходными данными в задаче идентификации цикло-
нов и вычисления их траекторий. Дадим определение поля изолиний.

Определение 1 (поля изолиний). Будем считать, что числовое поле в узлах сеточной обла-
сти определяется функцией двух переменных ( , ) ,z f x y=  где , .x y D∈  Изображение изоли-
ний на плоскости представляется уравнением ( , ) ,f x y b=  где параметр b  определяет значе-
ние на изолинии (уровень изолинии). Поле изолиний собирается из всего их множества, 
вычисленных для различных значений (уровней) b  в диапазоне 

, ,
min ( , ) max ( , ).
x y D x y D

f x y b f x y
∈ ∈

   
При численном решении формирования поля изолиний параметр b  пробегает равномерно в 
указанном диапазоне с заданным шагом. Подробное описание численного алгоритма форми-
рования изолиний приводится в статье [6]. Построение траекторий циклонов и их идентифи-
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кация выполняется в условиях замкнутых изолиний. Поэтому полагаем, что границы области 
проведения изолиний дополняют незамкнутые изолинии до замкнутых. Пусть 0 1 2, , , , mP P P P…  
есть рассматриваемое поле изолиний. Каждая изолиния такого поля была проведена для сво-
его уровня .b  Каждая изолиния при численной реализации представляется вектором своих 
опорных точек 1 2( , , , ),k k k knP p p p=   где ( , )ki ki kip x y=  — координаты опорных точек, kn  — 
число точек на k-й изолинии.

Определение 2 (центра и основания циклона). Пусть выражение i jP P∩  обозначает пре-
сечение областей, заключенных в изолиниях iP  и ,jP  а выражение i jP P⊇  обозначает, что 
изолиния iP  включает изолинию jP  или изолиния jP  является вложенной в изолинию .iP  Цен-
тром циклона будем называть изолинию, которая не включается ни в какую другую изоли-
нию. Центр циклона имеет максимальный уровень включения (вложенности) изолинии. По-
следовательность расположенных подряд включенных изолиний, если считать от изолинии 
центра, будем называть циклоном в изолиниях. Любая изолиния циклона, без учета его цен-
тра, должна включать ровно одну изолинию циклона нижнего уровня. Последнюю изолинию, 
если подниматься от изолинии центра, будем называть основанием циклона.

На рис. 1 можно увидеть демонстрацию поля изолиний, показанного в качестве примера, а 
на рис. 2 представлены выделенные из этого поля его циклоны.

Рис. 1. Пример поля изолиний Рис. 2. Поле циклонов

Определение 3 (отношения охватывающего соседства изолиний). На множестве поля 
изолиний 0 1, , , mP P P…  введем бинарное отношение ( )  соседства изолиний. Полагаем, что от-
ношение i jP P  будет истинным, если i jP P⊇  и для всех ,kP  не равных ,jP  также истинное 
отношение .k j k iP P P P⊇ ⇒ ⊇  Такая изолиния iP  является ближайшей, которая охватывает 
изолинию .jP

Отношение охватывающего соседства (см. определение 3) на поле изолиний 0 1, , , mP P P…  
представим корневым деревом ( , )G X U=  их вложенности, где 0 1{ , , }, mX P P P= …  — множе-
ство вершин; U  — множество ребер. Ребро ( , )j iu P P U= ∈  включается в дерево, если отноше-
ние i jP P  истинное. Корнем такого дерева является изолиния границы области. В таком 
дереве все ребра направлены к корню. В качестве примера на рис. 3 для поля изолиний, пока-
занного на рис. 1, составлено его корневое дерево.

Для решения рассматриваемой задачи необходимо выполнить численное представление 
корневого дерева ( , ).G X U=  Отметим, что проверку вложенности одной изолинии в другую 
довольно просто выполнить последовательным полным перебором всего перечня изолиний. 
Данная процедура подробно рассматривается в работе [7]. В результате формируются два век-
тора. Первый вектор — это вектор счетчиков 0 1, , ,, mC C C…  где элемент iC  равен числу изоли-
ний из общего их перечня, которые охватывают данную изолинию .iP  Значение iC  показыва-
ет уровень вложенности изолинии iP  в корневом дереве ( , ).G X U=  Второй формируемый 
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вектор 0 1, , , mQ Q Q…  — это реберный список представления корневого дерева, где jQ  соответ-
ствует изолинии jP  и обозначает номер ближайшей охватывающей ее изолинии. Например, 
если ,jQ i=  то это означает, что отношение i jP P  истинное, а в дереве ( , )G X U=  существует 
ребро ( , ).j iu P P=  Корневая изолиния (граница области) jP  включает в себя все изолинии 
поля. Для нее значение jQ  будет не определено. Для изолинии границы области полагаем, что 

1.jQ = −  Для дерева ( , )G X U=  на рис. 3 вектор счетчиков 0 1 12, , ,C C C…  и реберный список 
0 1 12, , ,Q Q Q…  для исходной последовательности изолиний 0 1 12, , ,P P P…  примут вид 

0 1 12 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12) (0 ,1 , 2 ,3 , 4 ,5 ,2 ,3 ,4 ,3 ,4( , , ,1 , 2 ),,C C C… =

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 20 12 11 ) ( 1 ,0 ,1 , 2 ,3 , 4 ,1 ,6 ,7 ,2 ,9( , , ,0 ,11, ).Q Q Q −… =

Рис. 3. Корневое дерево поля изолиний Рис. 4. Циклоны корневых деревьев

Выполним сортировку исходного списка изолиний 0 1, , , mP P P…  по возрастанию величин 
0 1, , ., mC C C…  В новой последовательности 0 1, , , mP P P…  порядковый номер любой вложенной 

изолинии всегда будет больше порядкового номера изолинии, которая охватывает ее. Началь-
ной изолинией 0P  сортированного списка будет изолиния границы области, так как уровень 
ее вложенности равен нулю. Необходимо переупорядочить и реберный список 0 1, , , mQ Q Q…  
представления корневого дерева ( , ).G X U=  В этом списке будет 0 1.Q = −  Отметим, что в но-
вой последовательности 0 1, , , mQ Q Q…  корни поддеревьев встречаются раньше своих вершин. 
В такой форме реберный список 0 1, , , mQ Q Q…  корневого дерева позволяет выполнить переход 
к любой другой структуре данных его представления.

3. Поиск центров и оснований циклонов

Рассмотрим построенные циклоны корневого дерева ( , )G X U=  поля изолиний (рис. 4). 
Можно отметить, что на рис. 4 циклоны корневых деревьев представлены в перевернутом 
виде. На нижнем уровне такого дерева размещается изолиния центра. На последнем уровне 
циклоны корневого дерева расположена изолиния основания циклона. Каждая изолиния ци-
клона от центра до основания включает ровно одну изолинию этого циклона. Центр циклона 
не включает других изолиний. Изолиния основания циклона обладает тем свойством, что сле-
дующая изолиния после основания охватывает изолинию основания и, как минимум, еще 
одну изолинию поля. Поэтому идентификация циклона характеризуется множеством изоли-
ний, последовательно включающих ровно по одной изолинии предыдущего уровня по корне-
вому дереву. Именно данное свойство изолиний положим в основу поиска центров и основа-
нии циклонов в изолиниях.

Утверждение 1. (i) Выполним подъем по корневому дереву изолиний (рис. 4) снизу-вверх. 
Если на текущем шаге степень вершины превышает единицу, то изолиния основания цикло-
на была пройдена на предыдущем шаге. (ii) Второй возможный случай. При подъеме достигли 
корня дерева и все пройденные вершины в дереве имели степень единицу. Тогда основанием ци-
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клона тоже будет изолиния, пройденная на предыдущем шаге, так как изолиния корня — это 
изолиния границы области.

Процедура обхода снизу-вверх коревого дерева ( , )G X U=  дает возможность последова-
тельно просмотреть изолинии снизу-вверх. Описание алгоритма в его программной реализа-
ции довольно подробно приводится в работе [8, стр. 48].

4. Вычисление линий траекторий циклонов

Пусть в момент t  на карте погоды, представленной корневым деревом поля изолиний 
рис. 3, выделены множество циклонов 1 2{ , , , }

t

t t t t
nV V V V=   и 1 2{ , , , }

t t

t t t t t t t t
nV V V V
+∆

+∆ +∆ +∆ +∆=   — вы-
деленные циклоны в изолиниях в момент .t t+ ∆

Далее пытаемся связать циклоны на каре в момент t  и на карте в момент t t+ ∆  в одну тра-
екторию их перемещения. Для этого выполняется проверка пересечения площадей оснований 
циклонов каждого с каждым в момент t  и в момент .t t+ ∆

Положим, что ( )t
iVµ  обозначает площадь основания циклона в момент ,t  а через ( )t t t

i jV Vµ +∆∩  
обозначим площадь пересечения оснований циклонов t

iV  и .t t
jV +∆  Из найденных площадей 

пересечения оснований циклонов определяем максимальную площадь пересечения основа-
ний 

1,2, ,
( ) max ( ) 0.

t t

t t t t t t
i j i k

k n
V V V Vµ µ

+∆

+∆ +∆

=
∩ = ∩ ≠



 Отсюда заключаем, что циклоны t
iV  и t t

jV +∆  на раз-

ных карта представляют один циклон. Поэтому линию траектории от изолинии центра цикло-
на t

iV  продолжает отрезок до изолинии центра циклона .t t
jV +∆

Заключение

Решена задача построения траекторий циклонов в рамках оперативных синоптических 
карт погоды. Циклоны на синоптической карте погоды характеризуются структурой вложен-
ности изолиний поля атмосферного давления. Для циклона в изолиниях вводятся понятия 
его центра и основания. Новизной данной работы является предложенный подход к выделе-
нию изолиний центра и оснований циклонов из общего поля изолиний. Пересечение таких 
изолиний оснований, построенных для последовательных моментов времени, принимается в 
качестве критерия, что соответствующие им циклоны представляют собой один циклон в раз-
ные моменты времени, а, значит, можно связать их в одну траекторию. Предложенный метод 
формирования траекторий циклонических образований реализован в рамках программного 
комплекс ГИС «Океан» [1]. Рассмотренный подход к формированию траекторий циклонов 
можно применять и к другим типам полей. Произвольное поле изолиний также характеризу-
ется своей структурой вложенности (низких и высоких значений элементов поля).
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АНАЛИЗ ВЛИЯНИЯ ГЕОМЕТРИЧЕСКИХ ПАРАМЕТРОВ ШАХТНОЙ ВЫРАБОТКИ 
И СВОЙСТВ ГОРНОЙ ПОРОДЫ НА НАПРЯЖЕННО-ДЕФОРМИРОВАННОЕ 

СОСТОЯНИЕ МЕХАНИЧЕСКОЙ СИСТЕМЫ

Пермский национальный исследовательский политехнический университет

А. А. Каменских, А. А. Аль-Раммахи

Аннотация. В рамках работы выполнено исследование влияния геометрической конфи-
гурации выработки в массиве калийной соли на деформационные параметры системы. 
Исследованы технологии создания преднапряженного состояния в прикладном пакете 
ANSYS. Проанализировано влияния степени дискретизации системы на численное реше-
ние задачи. Подобрано рациональное конечно-элементное разбиение с градиентным сгу-
щением элементов к области шахтной выработки. Выполнена оценка влияния размеров 
четырёх геометрических параметров горной выработки на деформирование системы: 
радиуса скругления, высоты и ширины выработки, а так же высоты модели. Проанализи-
ровано влияние механических свойств калийной соли на напряженно-деформированное 
состояние системы.
Ключевые слова: шахтная выработка, геометрические параметры, напряжения, дефор-
мации, численный эксперимент, моделирование, горная порода, свойства материалов, 
упругость, преднапряженное состояние.

Введение

Угольная промышленность занимает одно из важнейших мест в топливно-энергетическом 
комплексе. Проблемы энергетического сектора экономики всегда были в центре внимания 
учёных в связи с его важностью для экономики и безопасности любого государства. Соглас-
но распоряжениям Правительства Российской Федерации № 1039-р от 21 июня 2010 г. «Об 
утверждении стратегии развития геологической отрасли на период до 2030 года» и № 2914-р 
от 22 декабря 2018 г. «О стратегии развития минерально-сырьевой базы РФ до 2035 года» акту-
альными являются исследования, направленные на развитие отрасли и внедрение цифровых 
технологий.

1. Влияние геометрических параметров и упругих свойств калийной соли 
на поведение системы с выработкой

В Российской Федерации рассматривается ряд вопросов связанных с проектированием но-
вых, а также восстановлением ранее построенных шахтных выработок. Более актуальной ста-
новится проблема обеспечения длительной устойчивости выработок, от успешного решения 
которой зависит безопасность и эффективность работы предприятий. В настоящий момент 
представляет интерес влияния геометрических параметров горной выработки на деформа-
ционные характеристики механической системы [1]. Активно внедряются методы математи-
ческого моделирования в недропользование [2, 3]. Таким образом, численное моделирование 
влияния выработки в целом и ее геометрических параметров в частности на деформирование 
системы является актуальной междисциплинарной задачей.

В рамках работы создана численная модель массива калийной соли с шахтной выработкой 
(рис. 1). Выполнена параметризация модели по геометрическим параметрам.

Задача моделируется в рамках теории упругости с учетом преднапряженного состояния 
в плоской постановке. На систему действует вес отброшенной части массива калийной соли, 
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другие нагрузки не учитываются. Действия отброшенной части массива калийной соли заме-
няются условиями симметрии.

Работа строилась в два этапа. Первый — численное моделирование преднапряженного со-
стояния массива калийной соли и технологий создания шахтной выработки. А также анализ 
влияния степени дискретизации системы на численное решение задачи. Второй — исследова-
ние влияния геометрических параметров шахтной выработки и свойств калийной соли на на-
пряженно-деформированное состояние системы. Все исследования выполнены в программ-
ном комплексе ANSYS с использованием метода конечных элементов.

В качестве стандартных размеров шахтной выработки на первом этапе исследования вы-
брано 1,5R =  м, 5,1vl =  м, 3vh =  м, 50h =  м. В рамках исследования подобраны размеры ко-
нечно-элементной сетки вблизи выработки. А так же рассмотрено влияние технологий реали-
зации преднапряженного состояния и создания выработки в численном пакете. Выполнена 
рационализация конечно-элементное разбиение путем градиентного сгущения элементов 
вблизи области выработки. Характерный размер конечных элементов на удалении от массива 
выработки 50,vl  вблизи области 100.vl  Свойства калийной соли на первом этапе исследова-
ния постоянны: модуль упругого сжатия 13,5 ГПа и коэффициент Пуассона 0,25.

Модуль упругости каменной соли и сильвинита варьируется в широком диапазоне в пре-
делах 1,5–39 ГПа, а значение коэффициента Пуассона соляных пород находится в диапазоне 
0,25–0,45 [4]. Геометрическая конфигурация шахтных выработок определяют в соответствии 
с правилами безопасности, ширина выработки определяется суммированием ширины транс-
портных средств и требуемых зазоров [5]. Таким образом, деформирование системы калий-
ной соли с шахтными выработками во многом зависит от геометрических параметров систе-
мы и свойств материалов. На втором этапе исследования была предпринята попытка оценить 
влияние геометрии выработки и свойств калийной соли на НДС системы.

В рамках исследования варьировались 4 геометрических параметра системы ,R  ,vl  vh  и ,h  
а также упругие свойства материала (табл. 1).

Таблица 1
Диапазон изменения параметров модели

Параметр ,R  м ,vl  м ,vh  м ,h  м ,E  ГПа v
Диапазон изменения 1–2 4,1–6,1 3–5 10–50 1,5–39 0,25–0,45

Установлены зависимости влияния параметров на характеристики деформационного по-
ведения системы: интенсивности напряжений и деформаций, перемещения и т. д. В качестве 
примера показано влияние свойств горной породы на интенсивность напряжений (рис. 2) и 
деформаций (рис. 3) в точке А, показанной на рис. 1.

Распределение значений интенсивности напряжений, абсолютно нелинейные, так как точ-
ка А близка к концентратору напряжений. Минимальное значение возникает при значении 
коэффициента Пуассона 0,35. По интенсивностям деформаций решения выходят на стацио-
нарный режим при 16,5 ГПа.

Рис. 1. Шахтная выработка
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Рис. 2. Интенсивность напряжений в точке А Рис. 3. Интенсивность деформаций в точке А

Интенсивность напряжений и деформаций максимальна в концентраторах напряжений. 
Свойства материала оказывают влияние на характер распределения интенсивности напряже-
ний в калийной соли вблизи выработки. В целом свойства калиной соли оказывают незначи-
тельное влияние на характер распределения интенсивности деформаций.

Заключение

Оценено влияние нескольких геометрических параметров выработки в массиве калийной 
соли на деформирование системы: радиуса скругления, отброшенной в модели части пластов, 
ширины и высоты выработки в программном комплексе ANSYS. Проведён анализ влияния 
упругих свойств калийной соли на поведение системы с выработкой.

Дальнейшим направлением исследования является модернизация модели по средствам пе-
рехода к трехмерной постановке задачи и учет конструктивных элементов: перемычки, укре-
пление сводов и т. д.
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СМАЗОЧНЫЙ МАТЕРИАЛ СФЕРИЧЕСКОГО СЛОЯ СКОЛЬЖЕНИЯ 
ОПОРНОЙ ЧАСТИ МОСТОВОГО ПРОЛЕТА: ПРОЦЕДУРА ИДЕНТИФИКАЦИИ, 

МОДЕЛИ ПОВЕДЕНИЯ, ТЕСТОВЫЕ ЗАДАЧИ

Пермский национальный исследовательский политехнический университет

А. А. Каменских, Ю. О. Носов

Аннотация. Исследование контактного взаимодействия поверхностей сопряжения с ис-
пользование слоя смазочного материала и углублений под смазку является актуальной 
задачей. Активное развитие вычислительной техники позволяет проводить первона-
чально численную оценку работы и долговечности конструкции. Компьютерный инжи-
ниринг сокращает время оценки применимости того или иного решения (подбор мате-
риала, рационализация и оптимизация геометрии и т. д.), необходимого для увеличения 
времени эксплуатации любых конструкций, в том числе и контактных систем. В данной 
работе, для описания пастообразных смазок, предложено использование тела Максвелла, 
при использовании 2 моделей: ряды PRONY; модель ANAND. В рамках работы созданы 
численные процедуры идентификации вязкоупругопластических свойств смазочных ма-
териалов, погрешность между экспериментальными данными составляет менее 1 %, пу-
тем минимизации функционала оптимизационным алгоритмом Нелдера — Мида.
Ключевые слова: контактное взаимодействие, смазочный материал, ряды PRONY, мо-
дель ANAND, вязкоупругопластические свойства, чистый сдвиг, метод Нелдера — Мида, 
численный эксперимент, моделирование, вязкость.

Введение

В настоящее время существует ряд актуальных задач связанных с определение долговеч-
ности контактных пар элементов конструкции. Во многих сферах деятельности человека для 
уменьшения износа поверхностей сопряжения используются смазочные материалы: мосто-
строение [1], биотехника [2], машиностроение [3], и т. д. Следовательно, возникает задача по 
исследованию поведения смазочного материала и качественного описания физико-механиче-
ских моделей смазки с учетом реологии материалов.

За частую, математическая модель смазки представляет собой классическую ньютонов-
скую среду, согласно одного из допущений гидродинамической теории смазочных материалов 
[4]. Это опровергается при проведении натурных экспериментов [5]. Вязкоупругопластиче-
ское поведение смазочного материала не только приводит к значительным изменениям фрик-
ционных свойств, в процессе ее эксплуатации, но и изменение физико-механических свойств.

На основе экспериментов [5] смазочный материал ведет себя как тело Максвелла, в работе 
в качестве математических моделей описания поведения смазочного материала пред-ложено 2 
варианта: ряды PRONY, модель ANAND. 

1. Ряды PRONY

В качестве первой модели описания смазочного материала выбраны ряды PRONY. Модель 
заключается в формировании ядра релаксации в виде суммы распределения экспонент, с ис-
пользованием времен релаксации и весовых коэффициентов:

 ( ) ( )0
10

2 exp ,
t n

i
i i

tt G G dτσ α ε τ
β∞

=

  −
= + −  ′  

∑∫  (1)
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где 0G  — модуль сдвига при 0;t =  n — количество рядов PRONY; τ  — время релаксации; iα  — 
коэффициенты сдвигового модуля; 

( )
i

i A t
ββ ′ =  — приведенное время; ( )A t  — функция сдвига.

Для описания зависимости времени от температуры модели используется температур-
но-временная аналогия:

 ( ) ( )
( )

1

2

,r

r

C T T
A t

C T T
−

=
+ −

 (2)

где T  — текущая температура, rT  — постоянная базовая температура, 1,C  2C  — эмпириче-
ские постоянные для материала.

Зависимость сдвигового модуля от времени релаксации при использовании модели PRONY:

 ( ) 0
1

exp .
n

i
i i

tG t G α α
β∞

=

  
= + −  ′  

∑  (3)

Из уравнения (3) формируется вектор неизвестных ( , ),i it b  которые находятся с использо-
ванием оптимизационного алгоритма Нелдера — Мида, описанного далее в разделе 3.

2. Модель ANAND

По сравнению с рядами PRONY модель ANAND позволяет описать помимо вязкоупругого 
поведения, также и пластическое поведение материала. Модель ANAND позволяет оценить 
влияние скоростей сдвига на физико-механические свойства материалов, что дает возмож-
ность оценить точность модели при большой выборке натурных экспериментов.

Модель ANAND включает в себя скорость вязкой деформации:
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где ( ) ( ) ( ) ˆ ˆ, , ,s t t t Eσ σ= −x x x  — девиатор тензора напряжений; ( ), / 3kktσ σ=x  — среднее на-

пряжение; q  — эквивалентное напряжение, 3 ˆ ˆ:
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Модель включает эволюционное уравнение
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= −  *
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 σ  — интенсивность напряжений; S  — сопротивление де-

формации; *S  — величина насыщения функции упрочнения; R  — универсальная газовая по-
стоянная; U  — энергия активации; T  — абсолютная температура; ,A  ,a  ,m  ,n  0 ,h  ,ξ  1S  — 
эмпирические коэффициенты, которые находятся с использованием оптимизационного 
алгоритма Нелдера — Мида, описанного разделе 3.
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3. Численная процедура поиска неизвестных коэффициентов моделей 
при помощи оптимизационного алгоритма Нелдера — Мида

Для верификации математической модели с экспериментом, моделируется численное ре-
шение задачи на чистый сдвиг (рис. 1), для определения касательных напряжений при опреде-
ленном воздействии на испытуемый образец.

Для использования предложенных моделей необходимо проводить поиск неизвестных 
членов уравнения. Для решения данной задачи используется оптимизационный алгоритм 
Нелдера — Мида. Формируется вектор неизвестных коэффициентов ,x  и решается задача не-
линейной оптимизации, функционал, которого имеет вид:

 ( ) ( ) min,e s

e

G G x
x

G
′ ′−

= →
′

Ô  (7)

где eG′  — экспериментальное значение модуля сдвига; ( )sG x′  — значение модуля сдвига, най-
дено численно.

Поиск неизвестных останавливается при достижении погрешности менее 1 %. Общий вид 
процедуры идентификации математических моделей представлен на рис. 2.

Рис. 1. Эксперимент на чистый сдвиг

Рис. 2. Схема численной процедуры поиска неизвестны рядов PRONY и модели ANAND
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Численная процедура позволяет провести идентификацию математической модели вяз-
коупругпластического поведения смазочного материала, при помощи известных эксперимен-
тальных данных. После чего, подобранную модель можно использовать для проведения серии 
численных экспериментов об исследовании долговечности контактного взаимодействия эле-
ментов конструкции.

Заключение

В рамках работы реализована численная процедура идентификации вязкоупругопласти-
ческого поведения смазочного материала. Рассмотрено тело Максвелла, описанием которого 
выполнено 2 методами: ряды PRONY; модель ANAND.
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ЧИСЛЕННОЕ ИССЛЕДОВАНИЕ ГРАДИЕНТНО-ДРЕЙФОВОЙ НЕУСТОЙЧИВОСТИ 
В УСЛОВИЯХ ЭКВАТОРИАЛЬНЫХ ПЛАЗМЕННЫХ ПУЗЫРЕЙ

Балтийский федеральный университет имени Иммануила Канта

Н. М. Кащенко, С. А. Ишанов, Е. В. Зубков, Л. В. Зинин, П. М. Каратаева

Аннотация. Представлены результаты численных расчетов пространственного распре-
деления электронной концентрации и потенциала электрического поля, формирующихся 
в результате градиентно-дрейфовой неустойчивости в области развитых экваториальных 
плазменных пузырей. Характерной особенностью плазменных пузырей является наличие 
больших градиентов электронной концентрации и больших скоростей дрейфового пере-
носа, что создает условия возникновения больших положительных значений инкремен-
та градиентно-дрейфовой неустойчивости, приводящих к усилению мелкомасштабных 
неоднородностей ионосферной плазмы с пространственно-временными масштабами, 
характерными для экваториального F-рассеяния. Полученные результаты согласуются с 
предыдущими работами авторов, направленных на исследование особенностей инкре-
мента градиентно-дрейфовой неустойчивости.
Ключевые слова: градиентно-дрейфовая неустойчивость, инкремент нарастания, F-рас-
сеяние, неустойчивость Релея — Тейлора, ионосферные пузыри, геомагнитное поле.

Введение

Данные спутниковых и наземных измерений, результаты численного моделирования про-
цессов развития экваториальных плазменных пузырей в ионосфере Земли и теоретические 
оценки показывают, что градиенты логарифма электронной концентрации на границах пу-
зырей могут достигать значений 10–3 м–1, а скорости переноса плазмы превышать 1000 м·с–1. 
Такие параметры создают условия для различных видов мелкомасштабных неустойчивостей 
градиентного типа, в частности градиентно-дрейфовой. При положительном значении инкре-
мента такие неустойчивости могут усиливать неоднородности пространственно-временные 
масштабы которых характерны для экваториального F-рассеяния.

В данной статье представлены результаты расчетов пространственно-временного распре-
деления неоднородностей с использованием численной модели градиентно-дрейфовой неу-
стойчивости.

Областью решения является окрестность плазменных пузырей в экваториальной F-обла-
сти являющихся сильно неоднородными и нестационарными образованиями [1–2] и форми-
рующихся при развитии неустойчивости Релея — Тейлора [3–4].

Данная работа является продолжением исследований, описанных в работах авторов [6–7]. 
Фоновая концентрация получена на двумерной модели неустойчивости Релея — Тейлора в 
приближении сильной вытянутости плазменных пузырей вдоль силовых линий геомагнитно-
го поля [3–4].

1. Математическая модель градиентно-дрейфовой неустойчивости

В модели использована прямоугольная система координат ( , , ),x y z  где координата x направ-
лена вдоль силовых линий на юг, координата y горизонтальная, направленная на восток, коор-
дината z вертикальная, направленная вверх. Все результаты представлены в плоскости ( , ).y z

Для получения модели градиентно-дрейфовой неустойчивости, обозначим через 0N  не-
возмущенную концентрацию электронов, через 0 yV  и 0zV  обозначим невозмущенные скоро-
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сти дрейфа, через rv  обозначим скорость рекомбинации электронов. Эти значения получены 
из решения фоновой модели неустойчивости Релея — Тейлора. Через N  обозначим возмуще-
ние электронной концентрации, через Φ  обозначим возмущение потенциала электрического 
поля, который обезразмерен делением на индукцию магнитного поля. Тогда система уравне-
ний для величин N  и Φ  имеет вид [5–7]:

 0 0
0 0 ,y z r

N NN N N N NV V N
t y z y z z y y z z y

ν ∂ ∂∂ ∂ ∂ ∂Φ ∂Φ ∂Φ ∂ ∂Φ ∂
+ + + + − = − +

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
 (1)

 0 0

0 0

0.y zV VN N
N z N y

∂ ∂
∆Φ + + =

∂ ∂
 (2)

Эта система описывает пространственно-временное распределение величин N  и Φ  и 
имеет квадратичную нелинейность в правой части уравнения (1). В работах [5–7] представлен 
линейный инкремент неустойчивости, имеющий вид:

 0 02

1 ( )( ).g r z y y z y y z z
y z

V k V k L k L k
k L L

γ ν= − + + −

Здесь 1 10 0ln ln,y z
N NL L

y z
− −∂ ∂
= =

∂ ∂
 — величины, описывающие масштабы фоновой концен-

трации.
Значение инкремента gγ  зависит от соотношения yk  и ,zk  в частности максимальное зна-

чение его равно:

 ( ) ( )( )2 2 2 2
max 0 0 0

1 1 .
2 2g r y z z y y z oy z

y z y z

L V L V L L V V
L L L L

γ ν= − + − + + +

Длины волн в описанной модели ограничены сверху размерами плазменных неоднородно-
стей, на фронтах которых они развиваются, а снизу длиной свободного пробега заряженных 
частиц. Отсюда получаем оценку на границы длин волн примерно от 10 м до 1000 м.

На рис. 1 показано распределение десятичного логарифма концентрации электронов eN  
(см–3) в развитом плазменном пузыре в экваториальной плоскости, полученное с использова-
нием двумерной модели неустойчивости Релея — Тейлора [3–4].

На рис. 2 показаны зависимости концентрации (А), горизонтальной составляющей скоро-
сти (Б) и вертикальной составляющей скорости (В) от y  для условий рис. 1 и уровня высоты 

450z =  км.

Рис. 1. Распределение концентрации электронов eN  (см–3) в плазменном пузыре
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А) Б) В)
Рис. 2. Графики зависимости десятичного логарифма концентрации (А), горизонтальной 

составляющей скорости (Б) и вертикальной составляющей скорости (В) от y  для условий 
рис. 1 и уровня высоты 450z =  км

 
2. Численная модель градиентно-дрейфовой неустойчивости

Численное моделирование проводилось в экваториальной плоскости в два этапа. На пер-
вом этапе решались уравнения модели неустойчивости Релея — Тейлора [3–4] в области, огра-
ниченной снизу высотой 100 км и сверху 1700 км, по координате протяженность области ин-
тегрирования принята равной 500 км. Гелио-геомагнитные условия расчетов соответствовали 
среднему уровню солнечной активности (F10.7 = 150) и низкому уровню геомагнитной активно-
сти ( 1).pk =  В результате были получены распределения электронной концентрации 0( )N  и 
скоростей дрейфа 0( yV  и 0 ),zV  пример такого распределения показан на рис. 1–2.

На втором этапе решались уравнения модели (1–2) в области указанной на рис. 1 прямо-
угольником. Протяженность этой зоны по горизонтали равна 20 км, а по вертикали 200 км. 

Уравнение модели (1) решалось по схеме расщепления, одномерные уравнения схемы рас-
щепления решались по монотонизированной Z-схеме [8–11]. Эллиптическое уравнение (2) ре-
шалось прямым методом — методом редукции.

3. Результаты численных экспериментов

В силу сказанного выше, моделирование проведено для yk  и zk  равных различным комби-
нациям значений из множества: {–0.002 м–1, 0.002 м–1, –0.020 м–1, 0.020 м–1}. Заметим, что на 
рисунках не показаны результаты для отрицательных волновых чисел и разно-знаковых пар 
волновых чисел. Это связано с тем, что при изменении знака у одного из волновых чисел рас-
пределение концентрации и потенциала почти симметрично к исходному относительно оси 
плазменного пузыря, а при одновременном изменении знаков получается распределение поч-
ти идентичное исходному. Такое свойство возникает из-за очень малой асимметрии одиноч-
ного плазменного пузыря. В качестве начального значения для величины N  задано синусои-
дальное распределение в овале размерами 6 км по переменной y  и 60 км по переменной z  с 
амплитудой 100 и параметрами, соответствующими волновым числам yk  и .zk

На рис. 3А–3В приведены зависимости амплитуды от времени развития различных значе-
ний волновых чисел.

Скорость нарастания на отрезке времени от 75 с до 125 с составила при этом для условий 
рис. 3А — 0.00083 с–1, для условий рис. 3Б скорость нарастания равна 0.0054 с–1 и для условий рис. 
3В эта величина равна 0.011 с–1. Особенностью приведенных результатов является наличие нерав-
номерного изменения амплитуды от времени. Это связано с перестройкой распределения вслед-
ствие сложной структуры фоновых значений параметров плазмы в области плазменного пузыря.

Результаты этих численных экспериментов, качественно согласуются с оценками на основе 
инкрементов [6–7]. Количественные отличия обусловлены тем, что оценки на основе инкре-
мента являются локальными (точечными), тогда как процесс захватывает некоторую область, 
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в которой плазма взаимодействует с собой посредством электрического поля. Другой причи-
ной отличия является нелинейность системы (1–2).

Заключение

Представленные выше результаты численных экспериментов позволяют сделать следую-
щие выводы.

Результаты прямого численного моделирования процесса развития неоднородностей в 
виде пространственно ограниченной волны приводят к скорости возрастания амплитуды, ка-
чественно согласовывающемся с оценками на основе инкрементов.

Количественные отличия обусловлены тем, что оценка на основе инкремента является ло-
кальной, тогда как процесс захватывает некоторую область. Другой причиной отличия явля-
ется нелинейность системы.

Рис. 3А. Рассчитанная зависимость амплитуды от времени развития для волновых чисел 
0.002yk =  м–1 и 0.002zk =  м–1

Рис. 3Б. Рассчитанная  зависимость амплитуды от времени развития для волновых чисел
0.002yk =  м–1 и 0.02zk = м–1

Рис. 3В. Рассчитанная  зависимость амплитуды от времени развития для волновых чисел
0.02yk = м–1 и 0.002zk =  м–1
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Модель описывает процессы развития и усиления начальных неоднородностей с характер-
ными размерами от нескольких десятков метров, таким образом, градиентно-дрейфовая не-
устойчивость может являться причиной генерации мелкомасштабной структуры на фронтах 
плазменных пузырей в вечернее и ночное время с характерными для условий экваториального 
F-рассеяния параметрами.
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УДК 519.237

РАЗРАБОТКА ПРОГРАММНОГО ПРИЛОЖЕНИЯ ДЛЯ ИЗУЧЕНИЯ ВЛИЯНИЯ 
УСЛОВИЙ ФЕРМЕНТАЦИИ НА ФУНКЦИОНАЛЬНЫЕ И ТЕХНОЛОГИЧЕСКИЕ 

ХАРАКТЕРИСТИКИ ПИЩЕВОЙ ПРОДУКЦИИ

Воронежский государственный университет инженерных технологий

Е. Н. Ковалева

Аннотация. В статье предлагается реализация программного приложения, позволяю-
щего проводить оценку качества мясных изделий, в рецептуру которых включено био-
модифицированное вторичное сырье. Проведено исследование процесса разработки 
рецептуры мясного изделия с модифицированным компонентом, разработка математи-
ческой модели, учитывающей влияние дозировок фермента и условий ферментации на 
функционально-технологические характеристики мясного полуфабриката, определение 
оптимальных значений параметров процесса. Практический интерес представляет разра-
ботка программного модуля, позволяющего рассчитать оптимальный состав рецептуры 
с учетом показателей качества получаемого изделия. В коде программы оптимизации ис-
пользуется метод полного факторного эксперимента.
Ключевые слова: полный факторный эксперимент, совокупность измерений, сенсорный 
анализ, уровень измерений, оптимальные значения, параметры процесса, обобщенная 
оценка параметров.

Введение

Снижение себестоимости пищевой продукции при гарантированном сохранении стан-
дартного качества является важнейшим условием расширения ассортимента и увеличения 
объемов выпуска этого вида продукции. Решением этой задачи является разработка и внедре-
ние новых технологий, ориентированных на интенсификацию комплекса сложных биохими-
ческих превращений, которые протекают в мясном сырье в процессе его посола, осадки при 
производстве колбасных изделий. Целью исследования является программная реализация 
оценки качества продукции с применением вторичного мясного сырья, основанная на методе 
полного факторного эксперимента, позволяющая определять оптимальные значения параме-
тров процесса и составление рецептуры нового изделия.

1. Постановка задачи

Сенсорные (органолептические) экспертные методы являются весьма распространённым 
средством получения информации о качестве пищевого сырья и готовой продукции. К этому 
методу оценивания прибегают при невозможности или нецелесообразности по конкретным 
причинам использовать технические средства. При надлежащей организации и правильном 
использовании методов органолептического анализа полученные результаты считаются рав-
ноценными результатами измерений. Далее определяется обобщённая оценка органолептиче-
ских показателей качества продукта. В качестве обобщённой оценки, обладающей лучшей по 
сравнению с суммарной и среднеарифметической оценками различительной способностью, 
будем использовать среднегеометрическую оценку органолептических показателей качества 
продукта. Целью исследования является разработка математической модели, учитывающей 
влияние дозировок фермента и условий ферментации на функционально-технологические ха-
рактеристики мясного полуфабриката с последующей программной реализацией оценки каче-
ства продукции с применением вторичного мясного сырья.
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В основе математического моделирования исследования влияния условий ферментации 
на функционально-технологические характеристики мясного полуфабриката был применен 
метод полного факторного эксперимента. Этот метод дает возможность получить математи-
ческое описание некоторой области факторного производства [1–4]. Решение задачи плани-
рования эксперимента начинается с выбора области эксперимента. В области эксперимента 
устанавливают основные уровни факторов и интервалы их варьирования. Основным, или ну-
левым, уровнем фактора является его значение, принятое за исходное в плане эксперимента. 
Интервалом варьирования является число, прибавление к основному уровню дает верхний 
уровень фактора, а вычитание — нижний уровень.

2. Применение метода полного факторного эксперимента 

Для удобства записи и вычислений факторы варьируют на двух уровнях, кодированное 
значение X  состоит +1 (верхний уровень) и –1 (нижний уровень). Кодированные значения 
факторов определяют по формуле: 
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где ix  — натуральное значение i-го фактора, 0
ix  — натуральное значение i-го фактора на ос-

новном уровне, iΕ  — интервал варьирования i-го фактора.
Число опытов определяется по формуле: 
 2 ,nN =   (2)

где n  — число факторов. Для полного факторного эксперимента типа 22  (число факторов 
2n = ) уравнение имеет вид: 
 0 1 1 2 2 12 1 2.y b b X b X b X X= + + +   (3)
После выбора плана эксперимента основных уровней и интервала варьирования перехо-

дят к проведению эксперимента в соответствии с матрицей планирования. Для исключения 
появления случайных погрешностей каждый эксперимент проводят K  раз (обычно 2 5K = − ).

Для каждой серии параллельных экспериментов вычисляют средние значения функции: 
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где j  — номер опыта, 1 ,j N= …  i  — номер параллельного опыта, 1 ,i K= …  N  — число опы-
тов, K  — число параллельных опытов. Далее вычисляется дисперсия для каждой серии парал-
лельных экспериментов: 
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Однородность дисперсий и воспроизводимость экспериментов устанавливают при помо-
щи критерия Кохрена: 
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Расчетное значение критерия Кохрена сравнивается с табличным значением для заданных 
условий значимости P  и числа степеней свободы 1.f K= −  Если выполняется данное усло-
вие, то дисперсия однородна и опыты считаются воспроизводимыми: 

 .p TG G≤   (7)
Если опыты не воспроизводимы, то необходимо выявить и устранить источник нестабиль-

ности эксперимента, а также использовать более точные методы и средства измерений. Далее, 
если дисперсии являются однородными, то вычисляют дисперсию воспроизводимости: 
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Затем на основании результатов полного факторного анализа вычисляют коэффициенты 
уравнения регрессии: 
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Некоторые из коэффициентов уравнения регрессии могут оказаться незначительными, т. 
е. пренебрежительно малы. Значимость коэффициентов устанавливают с помощью критерия 
Стьюдента. Оптимизация проводилась с помощью программы «Statistica» и были определены 
оптимальные параметры проведения процесса биомодификации: 1 5,1%,x =  2  40,58x =  ч, 

3 5,54x =  ед. рН.

3. Результаты вычислительного эксперимента

Процесс разработки программного приложения при проектировании рецептуры изделия 
показан на рис. 1, а диаграмма декомпозиции первого уровня представлена на рис. 2.

Рис. 1. Проектирование рецептуры изделия

Рис. 2. Диаграмма декомпозиции первого уровня. Функциональная модель (АS-IS)
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Данная диаграмма состоит из трех частей, которая описывает нахождения математическо-
го описания процесса проектирования рецептуры и определяет по полученной математиче-
ской модели предполагаемые качественные показатели изделия [5–8]. В качестве механизма 
расчета представлен пакет Statistica. Применение разработанного программного продукта 
вносит изменения в функциональную модель, которая представлена на рис. 3.

На этой диаграмме показан алгоритм работы программы, с помощью которого показана 
работоспособность разработанного программного продукта. Сначала происходит запуск (на-
чало работы программы), после этого мы вводим рецепт готового продукта, и эта информа-
ция отправляется в базу данных, после чего мы получаем список тех рецептов, которые мы 
ввели. Затем вводятся показатели рецептуры. Затем, после этого, на экране должны отобра-
жаться показатели качества этого продукта. Введенному рецепту присваивается номер, после 
чего вводятся показатели полученной математической модели. Далее, в соответствии с индек-
сами каждого рецепта, сортировка выполняется внутри каждого элемента списка рецептов: 
элемент–победитель = лучший из списка рецептур.

Заключение

При работе с программным продуктом на стадиях заполнения, а также эксплуатации 
базы данных необходимо участие следующих категорий пользователей: пользователь, адми-
нистратор. В функции пользователя входит добавление рецептур, просмотр рецептур, про-
смотр показателей качества рецептур, а также просмотр оптимальных решений. В функции 
администратора входит также добавление рецептур, а также добавление, изменение, удаление 
пользователей.

Программный продукт работает с базой данных, которая построена на платформе 
PostgreSQL 9.6. База данных заполняется администратором или технологом. В представленном 
программном продукте реализована возможность просмотра таблиц базы данных. Вид связей 
в таблице один-ко-многим и один-к-одному.

Программный продукт разработан и написан на языках высокого уровня Python 3.6. Си-
стемные требования: Сервер: Intel Сore i58700. ОЗУ:16 Гб. ПЗУ:100ОС: Linux debian 8. ПО: 
PostgreSQL9.6; Python 3.6 с библиотеками: django, django-rest, psycorg2, djoser; node.js 10.13.0; 
Vue.js 2.0. Клиент: любое устройство с поддержкой браузера на WebKit.

Результатом статьи является моделирование процесса ферментации и реализация про-
граммного продукта для оценки условий ферментации производственного процесса по функ-
ционально-технологическим характеристикам мясного полуфабриката.

Рис. 3. Контекстная диаграмма
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КЛАСТЕРИЗАЦИЯ СЕТИ С ИЕРАРХИЧЕСКОЙ СТРУКТУРОЙ
В ЗАДАЧЕ МНОГОАГЕНТНОЙ МАРШРУТИЗАЦИИ

Крымский федеральный университет им. В. И. Вернадского

М. Г. Козлова, В. А. Лукьяненко, О. О. Макаров, М. С. Германчук

Аннотация. Рассматриваются задачи моделирования реальных логистических систем, 
устроенных иерархическим образом. В прикладных моделях многоагентной маршрути-
зации учитываются специфика организации структуры сети, цели системы и локальные 
цели агентов. Выделяется класс задач многих коммивояжеров (mTSP) разного уровня ие-
рархии (HCmTSP). Построение маршрутов HCmTSP согласовано с естественной класте-
ризацией сложной инфраструктурной сети. Приводится обзор задач, методов и алгорит-
мов, основанных на разных эвристиках. Выделяется иерархическая кластеризация сети. 
Показано, что в зависимости от логистических целей должен быть выбран различный тип 
кластеризации, согласованной с mTSP. Сравниваются результаты вычислительного экс-
перимента по типам кластеризации и маршрутам. Отдается предпочтение иерархической 
кластеризации, согласованной с mTSP.
Ключевые слова: задача коммивояжера TSP и mTSP, согласованная иерархическая кла-
стеризация, алгоритмы решения mTSP.

Введение

Рассматриваются проблемы моделирования реальных задач прикладной алгоритмической 
логистики с помощью многоагентных иерархических задач маршрутизации. Логистика пере-
возок на сложных сетях включает в себя задачи планирования транспортных маршрутов с 
учетом: необходимых транспортных средств; распределения грузов по потребителям (клиен-
там); количества перевозок; расписания (график) работы водителей (если это автомобильные 
перевозки); времени в пути, временных окон для погрузочных и разгрузочных работ и др. 
Глобальная модель содержит огромное число переменных, множество локальных и техноло-
гических критериев оптимальности, большое число ограничений и т. п. В этом случае про-
верка разрешимости, устойчивости, разработка и реализация алгоритмов является практи-
чески нереализуемой задачей. Необходим набор достаточно простых, реализуемых моделей, 
направленных на снижение размерности (например, с помощью декомпозиции) таких, чтобы 
на подсистемах (кластерах) было возможно использовать полиномиальные алгоритмы или 
экспоненциальные (точные) на кластере сети малой размерности. Поставленной цели можно 
добиваться с помощью иерархической кластеризации HC (Hierarchical Clustering) и межкла-
стерной многоагентной маршрутизацией. Существенным является использование любой до-
ступной информации о структуре сети, прецедентных моделях, использованию мобильных и 
спутниковых коммуникационных технологий, а также возможность снятия некоторых огра-
ничений для упрощения модели по управлению логистическими процессами для оптимально-
го использования всех ресурсов в режиме реального времени. 

Актуальность темы связана с большим числом прикладных задач построения многоагент-
ных маршрутов в сложно организованных сетях [1–4]. Например, из некоторого центра не-
обходимо доставить товар в региональные центры, где они будут перегружены и доставлены 
потребителям за наименьшее время или с минимальной стоимостью. Здесь сочетаются задачи 
обхода кластеров (кластерная задача коммивояжера) и локальные задачи коммивояжеров на 
каждом кластере. Иерархия вершин различного типа с выделением распределительных цен-
тров или центров доставки вносит специфику в математические модели и применяемые ме-
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тоды. В задаче маршрутизации с несколькими центрами [5]  строится общий маршрут с по-
следующим разрезанием на кластеры. Иерархическая декомпозиция применена в [6]. В работе 
[7] метод ветвей и границ применяется в задаче с иерархией вершин (центров), правилами 
чередования прохождения вершины с общим местом сбора (депо). Другие модели связаны с 
применением в задачах мониторинга инфраструктурных сетей беспилотных летательных ап-
паратов — дронов (БПЛА). В многоагентных задачах для дронов существенным является их 
согласованное поведение и возможность взаимодействия (обмен информацией на определен-
ном расстоянии) [8]. Исходной сети ставится в соответствие более простая сеть облета и упро-
щается исходная задача многих коммивояжеров (Multiple Travelling Salesman Problem, mTSP). 
Для исследования иерархических mTSP применяются современные подходы, основанные на 
точных и приближенных алгоритмах, с использованием эвристик, метаэвристик, генетических 
алгоритмов и нейросетевого подхода, интеллектуализированной обработки больших данных.

1. Кластеризация, согласованная с многоагентной задачей коммивояжера

Задачи коммивояжера (Travelling Salesman Problem, TSP) и многоагентная TSP (mTSP) хо-
рошо известны в литературе я являются NP-трудными [9]. Впервые для численного решения 
TSP был предложен алгоритм Данцига, Фалкерсона и Джонсона, где использовался метод вет-
вей и границ (МВГ), с помощью которого было обнаружено, что среднее время вычисления 
слишком велико, чтобы МВГ можно было применять в реальных задачах TSP. Поэтому TSP 
решалась с помощью различных метаэвристик, таких как колонии муравьев ACO, имитация 
отжига RS, генетические алгоритмы GA и другие. Новые алгоритмы продолжают появляться, 
и их интересно использовать в классических задачах и различныз обобщениях mTSP. 

В работе рассматриваются решения проблемы со многими различного уровня узлами (вер-
шинами сети) и многими агентами. Многоагентные TSP остается предметом текущих исследо-
ваний, на TSP можно пробовать проверять новые различные эвристические стратегии. Суще-
ствуют различные приложения в задачах с большим количеством вершин (узлов). Например, 
задача доставки заказов, формулировка которой мотивирована проблемой комплектования за-
казов на складах, где продукты одного и того же типа хранятся на разных складах или в разных 
местах на одном и том же складе. Кроме того, различные постановки задачи могут быть преоб-
разованы в TSP с большим количеством вершин (узлов), например, проблема маршрутизации 
транспортных средств или проблема составления расписания работы магазинов. В последнем 
случае проблема с n  рабочими местами и m  машинами — это TSP с n m⋅  вершинами. С другой 
стороны, для решения задач с большим числом вершин можно использовать различные методы 
кластеризации, основанные на прототипах, центрах, компонентах графа и плотностях.

Для решения задачи TSP использовались различные методы и приемы, например, алго-
ритм LinKernighan, предложенный в [10]. Кроме того, GA с кластерами CAG был представлен 
в работе [11], где авторы отмечают, что с помощью CAG удается найти оптимальное решение 
за меньшее время, чем стандартным GA (алгоритм SGA). Также в [11] описан механизм обуче-
ния, используемый для группировки похожих объектов в кластеры, гарантируя, что, несмотря 
на различные доступные методы кластеризации, существует общая стратегия, которая рабо-
тает одинаково для разных задач. Однако напрашивается вывод, что лучше использовать про-
стые механизмы. В некоторых источниках предложено решение TSP с помощью кластеров, 
например, в [12] предложен подход названный CTSP (кластерная задача коммивояжера). Ши-
роко представлены исследования решения задачи TSP с использованием колонией муравьев, 
имитацией отжига и генетическими алгоритмами. Некоторые авторы считают, что наилучшие 
результаты были получены с помощью генетических алгоритмов, что верно для выделенного 
класса задач. Из-за высокой сложности TSP не существует алгоритма глобальной точной оп-
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тимизации с полиномиальной сложностью. Например, алгоритм Хельда — Карпа приближен-
но решает задачу с 2(4 )O n  сложностью. Для того чтобы обеспечить приемлемое решение ре-
альных задач TSP, обычно решаются с помощью некоторой эвристической задачи оптимизации. 

В работе [13] авторы предложили метод иерархической кластеризации, очень похожий на 
CTSP, в котором используется стратегия постепенного группирования объектов и построения 
структуры классификации, называемой дендрограммой. Тем не менее, качество получаемых 
кластеров ненадежно. Для преодоления этой проблемы применяется глобальная оптималь-
ная стратегия построения дендрограммы, которая заключается в нахождении оптимального 
кругового маршрута, который минимизирует общее расстояние для посещения всех объек-
тов вдоль ветвей дендрограммы. Построенный маршрут моделирует TSP и решает задачу с 
использованием метода переменного поиска в окрестности. Когда моделируется кластерная 
дендрограмма, она основана на информации, определяемой заявками. Авторы [14] обсудили 
методы кластеризации, которые могут быть использованы для обработки пространственных 
и временных шаблонов в большом объеме данных, что позволяет наблюдать существование 
различных пространственных и временных кластеров. Авторы [15] реализовали алгоритмы 
кластеризации для методов, используемых в интеллектуальном анализе данных, что позво-
ляет анализировать наборы данных, используя алгоритм k-means для вычисления значения 
стоимости на основе евклидова расстояния, подобного TSP.

В [16] предложено использовать алгоритм k-means для решения задачи поступления дан-
ных с несколькими кластерами, генерируемыми динамически и без повторения, что сокра-
щает время вычислений, обеспечивая более точные результаты. Поэтому первоначальная 
группировка выполняется на основе статистических данных с использованием k-means. Затем 
следующие точки, наибольшее расстояние между центром тяжести и самой дальней точкой 
используется для определения следующей точки, которая находится в кластере, повторяя про-
цесс для охвата всех данных.

Исходя из упомянутых выше работ, можно сделать вывод о возможности использования 
различных эвристик, которые позволяют решать TSP эффективно. Например, в [5] эвристика 
NEH (первые буквы имен авторов) предназначена для решения проблемы планирования ра-
боты магазина. Авторы [17] улучшили этот алгоритм с помощью двух методов. Во-первых, для 
сокращения времени вычисления разрабатаны и вводятся некоторые уточнения в алгоритм 
NEH. Во-вторых, правила тайм-брейка применяются для получения хороших решений. Пред-
ставленные результаты моделирования показывают, что эти два метода улучшают результаты, 
полученные в алгоритме NEH. Представляет интерес решение CTSP, применяющее комбина-
цию эвристики в алгоритме NEH [5] и модификацию метаэвристического локального поиска с 
многократным перезапуском MRSILS [18]. 

В [19] также предложен эвристический метод решения CTSP, который является обобще-
нием TSP, где множество узлов делится на кластеры с целью нахождения минимальной стои-
мости гамильтонова цикла. Авторы [19] предложили алгоритм ILS решения CTSP, в котором 
генерируются случайные потомки итерационным локальным поиском. Утверждается, что 
эвристические методы являются конкурентоспособными при параллельном использовании 
программного обеспечения. Алгоритм ILS [20] является одним из самых популярных, исполь-
зующих простую эвристику, он признается многими авторами относительно простым, а также 
имеющим структуру, порождающую для задач комбинаторной оптимизации. Алгоритм ILS 
успешно применяется для обеспечения практически оптимальных решений различных задач 
логистики, транспортировки, производства и т. д. Так как он разработан для решения проблем 
в детерминированных сценариях, поэтому он не отражает фактическую стохастическую при-
роду реальных систем.

Алгоритмы, основанные на кластеризации, более эффективны, чем генетические алгорит-
мы. Выбор алгоритмов кластеризации отвечает цели работы и поставленным задачам. От типа 
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кластеризации зависит решение mTSP с одним или несколькими депо, особенно в случае ие-
рархической структуры вершин и их специализации.

Прежде чем решать задачу mTSP на сети G  с различной иерархической структурой вершин, 
рассмотрим типичные ситуации. Часть вершин D V G⊂ ⊂  являются складами (депо), а осталь-
ные — простыми вершинами. Пусть заданы вершины верхнего уровня 1D D⊂  и нижнего уров-
ня 2 ,D D⊂  1 2 ,D D D=  1 2 .D D =∅  Например, из вершин 1D  доставляется ресурс в верши-
ны 2 ,D  откуда он перераспределяется по остальным узлам 1 ,V V⊂  1 2 1D D V V=   каким-то 
количеством агентов-коммивояжеров. При этом все узлы и их специфика могут быть заданы и 
требуется только распределить вершины 1V  между агентами для построения каждым из них 
замкнутых маршрутов TSP так, чтобы общий вес маршрутов был минимальным. Возможна 
задача синтеза иерархической структуры сети с поиском иерархии вершин, обеспечивающей 
наилучшее решение mTSP. Следующий вариант состоит в построении одного замкнутого 
маршрута по всем вершинам сети G  ( 0)D =  с помощью m  агентов-коммивояжеров. 

Реальные задачи приводят к различным постановкам, не укладывающимся в рассмотрен-
ные варианты. Может ставиться задача об определении количества различного типа комми-
вояжеров, например, большегрузные средства передвижения (СП) обеспечивают доставку 
грузов на узлы нижнего уровня, где они перегружаются на СП меньшей грузоподъемности 
и доставляются потребителям по кольцевым (или радиальным) маршрутам  на выделенных 
узлах (кластерах) (см. рис. 1).

Рассмотренным вариантам маршрутизации соответствуют схемы включения этапа класте-
ризации для снижения сложности решения mTSP с учетом специфики вершин (узлов). В це-
лом соответствующие алгоритмы являются эвристическими и требуют анализа их эффектив-
ности для конкретного варианта иерархической кластеризации mTSP (HCmTSP).

Рассмотрим двухуровневую логистическую сеть по доставке грузов. Предполагается на-
личие центрального склада или распределительного центра (РЦ), с которого груз доставля-
ется на региональные распределительные центры (РРЦ) — склады, перевалочные пункты, с 
которых в свою очередь грузы распределяются по потребителям. Вариант такой структуры 
сети приведен на рис. 1. Региональный центр (база высшего уровня) перераспределяет грузы 
по базам нижнего уровня (РРЦ), которые обслуживают один или несколько кластеров потре-
бителей. Такую задачу будем называть иерархической многоагентной задачей коммивояжера 
HmTSP (Hierarchical multiple Traveling Salesman Problem). Более сложной является задача син-
теза иерархической сети такого типа. 

Рис. 1. Иерархическая mTSP с m  кластерами, d  базами и базой высшего уровня
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Предположим, что груз (товар) концентрируется на распределительном центре (РЦ). Это 
может быть центральная база снабжения (склад), из которой грузы распределяются по реги-
ональным РЦ (базам), где грузы перегружаются, например, с большегрузных ТС на мелкие 
ТС, с помощью которых груз доставляется потребителям, объединенным в кластеры вокруг 
баз нижнего уровня (см. рис. 1). Задача сводится к mTSP по обходу РЦ и РРЦ; кластеризации 
потребителей, согласованной с маршрутами коммивояжера на каждом кластере, привязанном 
к своей базе (РРЦ). Все зависит от того, какая информация является исходной. 

Пусть задана транспортная сеть ( , , ),S D V R=  0 1( , ,..., ),kD d d d=  1 2( , ,..., ),nV v v v=  { },ijR r=  
, D Vi j I I∈   — веса (расстояния, время прохождения дуги ( , )i j ), m  — число кластеров потре-

бителей. Используется следующий алгоритм.
Алгоритм HCmTSP
Вход: Сеть ( , , ).S D V R=
Выход: Маршруты доставки грузов.

1. Построить m кластеров потребителей jC  (вершин из V ) с учетом их структуры и требо-
ваний близости вершин.

2. На каждом кластере jC  найти решение ,jTSP  1, .j m=
3. Сравнить маршруты jTSP , 1,j m= , согласно заданным критериям.
4. Уточнить кластеры ,jC  перебрасывая вершины, и построить маршруты ,jTSP  1,j m=  

(шаг 2).
5. Если маршруты на кластерах удовлетворяют заданным требованиям.
6. Для каждого кластера jC  найти ближайшую базу ,id  1, .i k=
7. Найти решение TSP на вершинах ,id  {0,1,2,..., }.Di I k∈ =

Количество кластеров m  может быть равно числу РРЦ с вершинами из .D  Вершины D 
могут быть фиксированными или определяться. Например, jd  — вершины кластеров ,jC  

1, ,j m=  а 0d  ближайшая ко всем ,jd  1, .j m=
В алгоритме HCmTSP критерием оптимальности считается минимальность расстояния по 

всем маршрутам (РЦ, РЦ и маршруты ,jTSP  1,j m= ).
Далее, аналогично работам авторов данной статьи [4, 21, 22], для кластеризации использу-

ется алгоритм k-means, согласованный с .jTSP

2. Реализация алгоритмов mTSP с использованием кластеризации

В разработке алгоритмов кластеризации сети для решения задачи mTSP использована би-
блиотека Scikit-learn для Python, что позволяет проводить эксперименты для тестовых приме-
ров из библиотеки TSPLIB. В результате проведенных экспериментов можно сделать вывод о 
том, что в зависимости от структуры сети, иерархичности задачи mTSP, наличия одного или 
нескольких депо, необходимо выбирать подходящий алгоритм кластеризации, согласованной 
с mTSP. В работе [21] по нахождению многоагентных маршрутов в чрезвычайных ситуаци-
ях условия для реальных данных Большой Ялты исходной городской инфраструктурной сети 
ставится в соответствие сеть в виде полного графа, для которого расстояние между вершина-
ми находится по прямой. Проводится согласованная с mTSP кластеризация, а затем осущест-
вляется проекция найденных маршрутов сети облета на реальную городскую сеть.

В данной работе рассмотрена сеть (более 1000 вершин) из библиотеки TSPLIB. Проведена 
кластеризация для 2, 3, 4, 5 агентов различными методами. Базовыми являются k-means и гео-
метрическое распределение вершин, расположенных в круге по углу.

Выбор маршрутов на каждом кластере каждым агентом осуществляется с помощью жад-
ных алгоритмов и уточнения с помощью локальных преобразований. Кластеры уточняются 
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по результатам сравнения найденных маршрутов с помощью процедуры перебрасывания вер-
шин из одного в другой кластер (согласованная с jTSP  кластеризация) (рис. 2).

Вычислительный эксперимент подтверждает необходимость согласованной с иерархи-
ческой структурой сети кластеризации с целью существенного снижения времени решения 
mTSP. В рассмотренных примерах время решения задачи для двух агентов в несколько раз 
превосходит время для 4 агентов. Таким образом, построение маршрута коммивояжера для 
сети большой размерности разумно использовать mTSP и у каждого агента может быть своя 
стратегия поиска маршрута на локальном кластере (применение роевых, генетических алго-
ритмов и др.). Объединение локальных маршрутов в один общий является самостоятельной 
задачей, решаемой с помощью эвристик за разумное время.

Заключение

Для задач TSP с большим количеством узлов многоуровневая оптимизация превосходит 
одноуровневую оптимизацию. В рассмотренной многоуровневой оптимизации множество уз-
лов разбивается на кластеры или на иерархию кластеров. Для каждого кластера выполняется 
отдельная локальная оптимизация TSP, а затем локальные маршруты объединяются в гло-
бальный маршрут. Процесс иерархической кластеризации может быть совмещен с поиском 
маршрутов коммивояжеров, уточнение маршрута при добавлении вершины в кластер может 
не приводить к сильному изменению построенного ранее маршрута. В случае устойчивости 
эффективны методы реоптимизации (постоптимальный анализ). В зависимости от наличия 
одного или многих депо, структуры сети необходимо выбирать соответствующую кластериза-

Рис. 2. Маршруты коммивояжеров для различных кластеризаций
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цию. Для реальных задач учет всей имеющейся информации позволит разработать эффектив-
ный алгоритм для конкретной задачи или класса задач.
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УДК 51.77

ГАРМОНИЧЕСКИЙ АНАЛИЗ ПРИ МОДЕЛИРОВАНИИ ДИНАМИКИ 
РЫНОЧНЫХ ИНСТРУМЕНТОВ

Финансовый университет при Правительстве РФ

Н. В. Концевая

Аннотация. В работе предлагается алгоритм пошаговой обработки дневных котировок 
отдельных инструментов финансовых рынков с целью выявления возможных периоди-
ческих составляющих. Разложение в ряды Фурье может быть использовано для решения 
задач отбора лучших гармоник, которые возможно учитывать при прогнозировании. 
Приведены результаты моделирования и прогнозирования.
Ключевые слова: моделирование, прогнозирование, финансовые рынки, сглаживание, 
ряд Фурье, гармоника, цикличность, временной ряд.

Введение

Логика рыночного развития предполагает изменения рыночных цен в ответ на когда-то 
управляемые, но чаще случайные события, что делает практически невозможным количе-
ственное оценивание будущих рыночных состояний. Вместе с тем, запрос на прогнозирова-
ние динамики финансовых рынков возрастает не только в связи с ростом объемов средств, 
вкладываемых в рыночные активы, это связано и с растущей сложностью геополитических 
трансформаций. В связи с тем, что математический функционал ограничен в вопросах про-
гнозирования случайных процессов, в данной работе предложен пример использования алго-
ритма прогнозирования динамики рыночных инструментов.

Этапы исследования и прогнозирования рыночной динамики

1. На первом этапе решается проблема анализа данных на предмет наличия пропусков и 
ошибок в измерениях. Выбор метода заполнения пропусков представляет отдельную сложную 
задачу, т. к. заполнение с использованием конкретной алгоритмики будет вносить упорядо-
ченность в массивы данных, что не может не сказаться на их дальнейшем моделировании. 
Ранее эти вопросы рассматривались, например [2, с. 262]. Разные тайм-фреймы предполагают 
использование разных методов, т. к. структура данных отличается на разных временных мас-
штабах.

2. При исследовании динамики отдельных инструментов основную сложность при модели-
ровании вызывает их волатильность. Бороться с этой проблемой возможно с помощью проце-
дур скользящего усреднения или методов, подобных им. На практике есть смысл сравнивать 
эффективность множества методов сглаживания, например [1, 3]. В данном исследовании 
предпочтение отдано методу взвешенного усреднения [3, с. 74–76]. Отдельным вопросом сто-
ит выбор наилучшего окна для усреднения.  Критерий выбора размера предложен, например 
[4, с. 125–127].

3. Применение разложения в ряд Фурье [см., например, 5] рекомендуется на дневных ко-
тировках. В этом случае актуальными являются предыдущие шаги, т.к. пропуски наблюдений 
объективно существуют в связи с перерывами в работе рынков. При этом, обращаясь к схеме 
разложения, мы соглашаемся с существованием скрытой внешней периодичности, обуслов-
ленной влиянием внешних факторов, также имеющих циклическую природу. В такой логике 
инструмент разложения на периодические составляющие возможен только при работе с днев-
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ными (недельными, месячными) данными. Если в исходной информации имеются скрытые 
закономерности, то мощность выделенных гармоник может служить инструментом их отбора 
для формирования модели прогнозирования динамики. 

Результаты исследования

Покажем на примере инструментов валютного рынка. Этот рынок выбран в связи с одно-
временностью изменений основных курсов, что позволяет сравнивать мощности гармоник 
при разложении рядов основных показателей. Отбор гармоник близкой частоты позволит 
предполагать существование объективных внешних закономерностей. Были рассмотрены 
ранжированные гармоники в паре в четырех основных валютных парах за период с 1995г. и 
были отобраны периоды, характерны для всех периодограмм. 

В качестве эксперимента была построена модель, включающая две главные гармоники, 
представляющие основной цикл, и выбраны три гармоники большей частоты с наибольшей 
мощностью среди оставшихся. Для примера приведен фрагмент моделирования пары USD/
CHF. На рис. 1 представлены результаты моделирования указанной валютной пары с последу-
ющим прогнозом динамики.

Нельзя не отметить, что результаты моделирования, в первую очередь, зависят от количе-
ства отобранных гармоник и их частот. Это тот момент субъективного отбора, который харак-
терен для многих методов технического анализа. Поэтому в работе показан один из вариантов 
возможной модели, но на основе предлагаемой логики появляется возможность формулиро-
вать критерии для улучшения моделей.

На рис. 2 показаны результаты реализации прогнозирования на базе предложенной мето-
дики. 

Заключение

Предложенный алгоритм может служить инструментом выявления скрытых закономерно-
стей рынка, возникающих в следствии воздействия внешних факторов при условии их цикли-
ческой природы. Методика с осторожностью может быть использована для прогнозирования 
динамики инструментов финансовых рынков.

Рис. 1. Фрагмент результатов моделирования и прогнозирования USD/CHF



455

Литература

1. Kai Y., Jia W., Zhou P., Meng X. A New Approach to Transforming Time Series into Symbolic 
Sequences // In Proc. 1st joint BMES/EMBS Conf. – 1999. – Vol. 2, 10. – 974.

2. Концевая Н. В. Метод рандомизации заполнения пропусков во временных рядах при ис-
следовании рыночных показателей / Н. В. Концевая // Системы управления и информацион-
ные технологии. – 2012. – № 2.2(48). – C. 259–263.

3. Агранович Ю. Я. Сглаживание временных рядов показателей финансовых рынков на ос-
нове многоугольных чисел / Ю. Я Агранович, Н. В. Концевая, В. Л. Хацкевич // Прикладная 
эконометрика. – 2010. – № 3(19). – C. 3–9.

4. Концевая Н. В. Оптимизация процедур сглаживания показателей финансовых рынков / 
Н. В. Концевая // Аудит и финансовый анализ. – 2011. – № 1. – C. 122–127.

5. Бари Н. К. Тригонометрические ряды / Н. К. Бари. – М. : Физматлит, 1961. – 936 с.

Рис. 2. Результаты моделирования и прогнозирования USD/CHF



456

УДК 681.518.3
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СИСТЕМЫ ОБНАРУЖЕНИЯ ДЕФЕКТОВ НА ОСНОВЕ МЕТОДА MUSIC, 
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Воронежский государственный университет инженерных технологий

Л. А. Коробова, И. А. Матыцина, В. А. Калугин

Аннотация. В работе рассмотрены подходы к моделированию системы обнаружения 
дефектов трубопровода. Представлены этапы проведения исследования: рассмотрение 
свойств материала трубопровода, анализ динамических характеристик каждого сегмента 
стенда в отдельности и моделирование 3D системы участка трубопровода для проведения 
эксперимента. Выбран способ фиксации изменений исходного сигнала. Проанализиро-
ваны результаты динамики изменения исходного сигнала для трубопроводов с изгиб и 
без них из разных материалов. Построена 3D модель замкнутого участка трубопровода 
в среде AutoCAD Plant. Выбор среды моделирования обоснован возможность поддержи-
вать импорт и экспорт моделей, что позволит в дальнейшем проводить эксперименты с 
различными конфликтными ситуациями в трубопроводе.
Ключевые слова: трубопровод, система, обнаружение дефектов, исследование, модели-
рование, экспериментальный стенд.

Введение

Необходимость провести исследование при помощи 3D-модели возникла в ходе разработ-
ки системы обнаружения дефектов. Система должна быть универсальной и гибкой, для этого 
необходимо учесть такую проблему, как неоднородность материалов трубопровода. Сегменты 
трубопровода могут быть изготовлены из разных материалов, которые в свою очередь по-раз-
ному реагируют на сигналы. Полученные результаты колебаний свидетельствуют о наличии 
дефектов или их отсутствии. Для проведения подобных исследований, был разработан экспе-
риментальный стенд (рис. 1.) [1].

Проводимое исследование включает три этапа.
1. Исследование свойств материалов трубопроводов.

Рис. 1. Схема экспериментального стенда:
1 — гибкое соединение, 2 — основная магистраль, 3 — основная магистраль с дефектом, 

4 — соединения датчиков, 5 — сменное соединение, • — места установки датчиков
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2. Анализ динамических характеристик различных сегментов стенда.
3. Моделирование 3D системы исследуемого участка трубопровода.
Первый этап включает в себя изучение свойств материалов трубопроводов. На основе это-

го осуществляем выбор способа определения и регистрации дефекта.
Второй этап — регистрация динамических характеристик прямых сегментов эксперимен-

тального стенда. Каждая новая запись проводится после замены исследуемого сегмента на 
аналогичный, но выполненный из иного материала. В ходе исследования рассмотрены:

1) тонкостенный и толстостенный металлические сегменты;
2) полимерный сегмент.
Запись динамических характеристик производится посредством нескольких компактных 

микрофонов, которые закреплены на различных участках сегментов системы (рис. 1).
Третий этап — описание разрабатываемой 3D модели для фиксирования динамических 

характеристик производственного трубопровода.
В заключение работы произведен анализ результатов. Достоинством данного исследования 

является возможность внесение корректировок в процесс разработки системы обнаружения 
дефекта, а также в конструкцию экспериментального стенда (особенно касательно способа 
фиксации дефекта и калибровки оборудования).

1. Исследование свойств материалов трубопроводов

Для обнаружения дефектов в системе могут быть использованы три способа фиксации из-
менений исходного сигнала:

– первый способ основан на использовании микрофонов, закрепляемых на участках тру-
бопровода, как показано на рис. 1. Микрофоны будут осуществлять снятие шума работы уста-
новки в постоянном режиме;

– второй способ основан на использовании вибродатчика, типа передатчик-приемник. 
В данном случае датчики будут генерировать ультразвуковой сигнал, и фиксировать скорость 
его распространения до следующего участка по трубопроводу;

– третий способ основан на методе отраженной волны. Датчики, генерирующие ультраз-
вуковой сигнал погружены в трубопровод и передают его по участку непосредственно через 
среду, т.е. анализируют скорость прохождения сигнала.

Проанализировав достоинства и недостатки вышеописанных способов обнаружения де-
фекта, принято решение применить в эксперименте первый способ фиксации отклонений. 
Основание для выбора этого способа послужила его относительно низкая техническая слож-
ность, а также стоимость компонентов. Применение второго или третьего способов требуют 
значительного увеличения размеров экспериментального стенда и повышения стоимости его 
разработки, а также излишнего усложнения системы, что является не целесообразным.

В результате, на две основные магистрали стенда (c дефектом и без дефекта) были установ-
лены микрофоны (из конструкции смартфона Samsung i9100).

В результате полученные звуковые дорожки были преобразованы в среде MATHLAB по-
средством программного кода, основанном на принципах множественной классификации 
сигнала MUSIC. Получены спектрограммы, по характеру пиков амплитуды которых, можно 
судить о наличии дефектов [2].

При этом спектрограмма, изображенная на рис. 2, получена на прямолинейном участке 
трубопровода, не имеющего в своей структуре изгибов. Спектрограмма на рис. 3 получена при 
расположении микрофона непосредственно в месте сгиба сегмента трубы. 

Разница в характере спектрограмм говорит о возможном возникновении турбулентных 
потоков в местах сгиба трубопровода. Ее следует учитывать, чтобы избежать ложных сраба-
тываний системы. Для этого необходима установка датчиков непосредственно до и после мест 
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изгиба. Важно понимать, что необходима калибровка порогового значения амплитуды для 
каждого случая в отдельности [3].

На графиках (рис. 2–5) представлены спектрограммы, красным цветом представлено нор-
мальное значение амплитуды при полном отсутствии возмущений. А черным — изменение ам-
плитуды и частоты во времени при посылке сигнала для определения дефектов трубопровода.

1.1. Исследование металлических труб

При дефектоскопии металлических труб могут возникнуть следующие проблемы.
1. Возможное наличие изолированных стыков, фланцев и муфт. Стыки препятствуют про-

хождению сигнала генератора при использовании в работе системы вибродатчиков. Данный 
факт можно использовать, поскольку разрабатываемая система обнаружения дефектов подра-
зумевает сегментацию на отдельные участки трубопровода. Так, изолированные стыки будут 
препятствовать прохождению сквозь них посторонних шумов из другого сегмента, упрощая 
процесс анализа трубопровода в целом.

2. Коррозия материала оказывает ложное воздействие на прохождение сигнала генератора 
(поврежденный верхний слой играет роль подавителя колебаний).

3. Изгибы и углы трубопровода, а также наличие вентилей оказывает негативное влияние 
на исследование участка, т. к. в результате происходит концентрация и наложение звуковых 
или ультразвуковых волн.

4. Ближайшие источники шума также усложняют процесс обнаружения дефектов, оказы-
вая постороннюю вибрацию на трубопровод.

Исследование металлического участка трубопровода рекомендуют выполнять, генерируя 
частоту ультразвукового сигнала более 5 кГц.

В виду особенностей материалов трубопровода сигнал генератора может проходить от-
дельные его участки с разной степенью чувствительности. В случае плохой проходимости сиг-
нала следует увеличить мощность и частоту сигнала. Так, на участке трубопровода до 200м 
будет достаточной частота до 100 кГц.

Рис. 2. Спектрограмма участка с дефектом на прямолинейном участке трубопровода

Рис. 3. Спектрограмма участка с дефектом на изгибе трубопровода
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1.2. Исследование пластиковых труб

Применение малоразмерных и среднеразмерных труб из полиэтилена или поливинилхло-
рида сейчас вполне является нормой в различных отраслях.

В настоящее время множество предприятий заинтересовано в развитии передовых систем в 
промышленности, в том числе, позволяющих осуществлять анализ трубопроводов из пластика. 

Говоря о проблемах при дефектоскопии пластиковых труб, стоит упомянуть следующее.
1. Неэффективность традиционных акустических методов дефектоскопии применимых к 

пластиковым трубопроводам.
2. Большее усугубление проблемы неэффективности акустических методов дефектоскопии 

в пластиковых трубах, расположенных в песке или аналогичном мягком грунте, ввиду полного 
или частичного поглощения звуковых или ультразвуковых сигналов.

3. Собственное напряжение материала трубы, возникающее при формовке или увеличе-
нии нагрузок, может вызывать возникновение сторонних вибраций, способных помешать 
стабильной работе системы.

4. Возможно также проявление неустойчивости к динамическим нагрузкам при высоком 
давлении, ввиду гибкости кристаллической решетки материала трубы.

2. Запись и сравнение динамических характеристик различных сегментов стенда

В ходе исследования проведен эксперимент, в процессе которого был заменен металличе-
ский сегмент трубопровода стенда рис. 1 на аналогичный из полимера. В результате сделан 
вывод, что при прохождении потока воздуха через сегменты трубопровода, изготовленных 
из разных материалов, формируются различные типы звуковых (вибрационных) колебаний 
(рис. 4, 5). Это объясняется разнородностью структур используемых материалов [4].

В процессе эксперимента выявлено, что прохождение воздушного потока через пластико-
вый сегмент проводит звуковые колебания с минимальной амплитудой, из-за особенностей 
полимерной кристаллической решетки, которая при направлении волны высокой амплитуды 
гасит ее на узловых точках кристаллической решетки.

Наиболее благоприятный и чистый сигнал, удобный для последующего анализа получен 
при исследовании среды с металлическим сегментом. При этом, чем толще труба, тем лучше 

Рис. 4. Спектрограмма магистрали из металла без дефекта

Рис. 5. Спектрограмма магистрали из полимера без дефекта
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среда сопротивляется наличию фонового шума. На рис. 4 видно, шум компрессора все же ока-
зывает некоторое незначительное воздействие на среду даже при отсутствии дефектов [5].

Таким образом, для различных трубопроводов перед использованием разрабатываемой си-
стемы обнаружения дефектов необходимо обязательная калибровка параметров конкретного 
участка системы поисков дефектов, а именно допустимого отклонения амплитуды сигнала.

3. Моделирование 3D системы исследуемого участка трубопровода

В ходе исследования построена 3D модель рассматриваемого участка трубопровода (рис. 
6). Моделирование осуществлялось в среде AutoCAD Plant 2021. Данный продукт является 
достаточно удобным инструментом при проектировании различных объектов нефтегазовой 
отрасли. Он имеет русифицированный интерфейс, обладает удобным и обширным инстру-
ментарием, есть возможность использовать существующие шаблоны элементов из каталогов, 
а также создавать новые. Данный программный продукт имеет большие объемы справочных 
материалов [6].

При построении модели использован миникатолог элементов CS150 Flanged, где 150 — 
класс давления. Размер трубы — 100мм.

При создании оборудования — насоса и расширительного резервуара — использовалась 
панель создания аппаратуры AutoCAD Plant. Она позволяет удобно задавать размеры и визу-
ализировать необходимое оборудование (рис. 7, 8).

Следующий этап моделирования — создание штуцеров на модели оборудования для того, 
чтобы подключить созданные элементы к системе трубопровода (рис. 9). В процессе определя-
ются тип и параметры штуцера, а также задается конкретное место расположения в системе.

Следует учитывать, что при трассировке трубопровода у всех использующихся объектов 
доложены совпадать типы данных, класс давления, размеры трубы и прочие параметры. Иначе 
трассировщик не сможет проложить путь к объектам. 

Рис. 6. 3D модель исследуемого участка трубопровода:
1 — расширительный резервуар; 2 — насос; 3 — замкнутый участок трубопровода

Рис. 7. Создание расширительного резервуара
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Далее, для подключения оборудования к участку трубопровода необходим фланец из упо-
мянутого ранее каталога CS150 Flanged, использующий те же параметры, что и остальные эле-
менты модели (рис. 10).

После добавления фланцев в модель, а именно соединив их со штуцерами, можно прокла-
дывать трассу трубопровода к оборудованию и успешно соединить, исключив всевозможные 
ошибки.

Данная модель послужит основой для проведения компьютерных экспериментов при воз-
можности изменения параметров материалов, конфигурации системы трубопровода, с целью 
имитации возникновения различных дефектов на любых участках трубопровода. 

Рис. 8. Создание насоса

Рис. 9. Добавление штуцеров

Рис. 10. Добавление фланца
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Заключение

На основе проведенных исследований делаем следующие выводы.
1. Универсальность разрабатываемой системы изначально подразумевает калибровку под 

параметры каждой отдельной системы трубопроводов. При наличии в системе трубопрово-
дов, изготовленных из разных материалов, калибровка должна производиться для каждого 
разнородного сегмента.

2. При исследовании трубопроводов следует учесть фактор скорости распространения зву-
ка в различных средах. От значения этого параметра напрямую будет завесить частота уста-
новки датчиков на участках трубопровода. Расстояние между ближайшими датчиками при 
анализе сегмента трубопровода из полимера должно быть равно ¾ расстояния между датчи-
ками металлического сегмента.

3. Рассмотрев три способа проведения экспериментов по нахождению дефектов в трубо-
проводе, принято решение об использовании способа, основанного на использовании ми-
крофонов. Немаловажную роль в выборе данного метода сыграла его низкая стоимость, до-
ступность, относительно низкая требовательность к производительности системы с целью 
получения непрерывного сигнала всех участков трубопровода.

4. Были выявлены следующие недостатки двух других предложенных методов:
– низкая эффективность вибродатчиков при работе с материалами плохопроводящими ви-

брацию;
– более высокая чувствительность к стороннему воздействию в случае использования ви-

бродатчики;
– необходимость интеграции датчиков типа «источник-приемник» непосредственно в тру-

бопровод;
– большая сложность, при эксплуатации в системе с множеством изгибов;
– более высокие затраты в плане мощностей и энергопотребления.
5. В процессе исследования была построена 3D модель замкнутого участка трубопровода 

в среде AutoCAD Plant. Выбор среды AutoCAD Plant обоснован возможностью поддерживать 
импорт и экспорт моделей, т.е. можно импортировать модель из другой среды моделирова-
ния, так и наоборот экспортировать разработанную модель в другую среду. Это в дальнейшем 
позволит использовать ее для моделирования различных конфликтных ситуаций в процессе 
функционирования, в том числе дефектоскопии.
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КОМПЬЮТЕРНЫЕ АЛГОРИТМЫ РЕАЛИЗАЦИИ 7-МЕРНЫХ АЛГЕБР ЛИ

1Воронежский государственный университет
2Воронежский государственный технический университет

В. В. Крутских1, А. В. Лобода2

Аннотация. Обсуждаются способы извлечения алгебр Ли, имеющих невырожденные по 
Леви 7-мерные орбиты в комплексном пространстве 4 ,  из обширных списков абстракт-
ных 7-мерных вещественных алгебр Ли. Рассмотрение и компьютерный перебор про-
стейших необходимых условий существования таких орбит подтверждают выводы пре-
дыдущих работ авторов о невозможности для большинства 7-мерных алгебр Ли 
реализаций с такими условиями. Тем самым, список алгебр Ли, отвечающих голоморфно 
однородным вещественным гиперповерхностям в 4 ,  удается свести к обозримым раз-
мерам за счет использования компьютерных алгоритмов.
Ключевые слова: алгебра Ли, абелева подалгебра, абелев идеал, векторное поле, ком-
плексное пространство, голоморфная функция, компьютерный алгоритм, система диф-
ференциальных уравнений.

Введение

Ниже обсуждается задача реализации абстрактных вещественных алгебр Ли в виде алгебр 
голоморфных векторных полей в многомерных комплексных пространствах. Эта задача свя-
зана с описанием голоморфно однородных вещественных гиперповерхностей пространств 

.n
  При 2n =  и 3n =  такие описания получены (см. [1, 2]) с использованием полных списков, 
соответственно, 3-мерных и 5-мерных вещественных алгебр Ли. Изучение следующей размер-
ности 4n =  сопряжено с большими техническими трудностями. Как показано ниже, значи-
тельную часть таких трудностей в обсуждаемой математической задаче удается снять за счет 
использования компьютерных алгоритмов.

Схемы, примененные в [1, 2], связаны с вещественными алгебрами Ли, размерность кото-
рых является минимально возможной для однородных гиперповерхностей и удовлетворяет 
равенствам dim( ) 2 1,g n= −  где n  — размерность обсуждаемого комплексного пространства 

.n
  В связи со случаем 4n =  нас интересуют ниже 7-мерные вещественные алгебры Ли и их 
7-мерные орбиты в пространстве 4.

При этом естественно рассматривать в первую очередь алгебры, допускающие в качестве 
орбит невырожденные по Леви гиперповерхности. Опыт пространства 3

  и первые результа-
ты для случая 4

  (см. [3–5]) показывают, что такие алгебры являются достаточно редкими 
среди множества всех алгебр Ли обсуждаемых размерностей. Нашей основной целью является 
выделение (с помощью компьютерных алгоритмов) алгебр, не имеющих реализаций с невы-
рожденными орбитами в 4 ,  из множества всех 7-мерных алгебр Ли. 

Отметим сразу, что семейство 7-мерных алгебр Ли содержит 1325 типов алгебр. Большие 
фрагменты классификации таких алгебр опубликованы в работах [6–8]. Мы рассмотрим здесь 
128 типов алгебр Ли из работы [8]. Уточним, что каждая из этих 7-мерных алгебр имеет 5-мер-
ный нильпотентный идеал (ниль-радикал).

1. Алгебры Ли

Алгебра Ли — это линейное пространство с антикоммутативным умножением. Всякая 
7-мерная алгебра Ли описывается своей «таблицей умножения», т. е. множеством коммутаци-
онных соотношений вида
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[ , ] ,i j k k
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e e eα

=

=∑  (1)

где 1e … 7e  — какой-либо базис обсуждаемой алгебры, [ , ]x y  — антикоммутативное произве-
дение (коммутатор) элементов ,x  y  обсуждаемой алгебры.

Мы будем обсуждать 7-мерные алгебры Ли, задавая каждую из них таблицей коммутаци-
онных соотношений. Однако в [8] все алгебры заданы в краткой закодированной форме. На-
пример, алгебра 1.1L  имеет в этой работе следующую кодировку (табл. 1).

Таблица 1
Кодировка алгебры 1.1L

No. A B [ , ]X Y
1.1L  (1, 1,0,0,0)− (0,0,0,0,1) 3 4X Xσ +  

где A  и B  — диагональные матрицы 5-го порядка, определяемые  коммутационными соотно-
шениями между базисными элементами ниль-радикала, и двумя дополнительными базисны-
ми элементами этой алгебры, {0,1}.σ ∈

На первом шаге 128 закодированных типов алгебр Ли из [8] переведены программным об-
разом в табличные описания. Упомянутая алгебра 1.1L  задается теперь следующей «таблицей 
умножения» (табл. 2).

Таблица 2
Коммутационные соотношения алгебр 1.1L

1.1L  1e  2e 3e 4e 5e 6e 7e
1e 3e 1e
2e 2e−
3e
4e
5e 5e
6e 3 4e eσ +

7e

Опыт изучения реализаций 5-мерных алгебр Ли в пространстве трех комплексных пере-
менных показывает важную роль максимальных абелевых идеалов и абелевых подалгебр ис-
ходных алгебр.  Напомним, что подалгебра Ли алгебры g  называется абелевой, если коммута-
тор любых двух элементов подалгебры равен нулю. Абелева подалгебра Ли I g⊂  называется 
(абелевым) идеалом, если для любых ,a g∈  b I∈  их коммутатор [ , ]a b  является элементом .I

Для поиска абелевых идеалов и подалгебр 7-мерных алгебр Ли были написаны процедуры 
в пакете Maple. Описание этих процедур приведено в [9]. В результате выполнения программ 
установлено, что 4-мерный абелев идеал имеют 95 из 128 типов алгебр Ли (при этом 48 первых 
алгебр из списка [8] имеют ровно два таких идеала), а 33 алгебры — лишь 3-мерный абелев идеал.

Например, алгебра 1.1L  имеет, как легко увидеть, два 4-мерных абелева идеала 
4 2 3 4 5, , ,I e e e e=< >  и 4 1 3 4 5, , , .I e e e e′ =< >

Этими же процедурами установлено, что 127 из 128 типов обсуждаемых алгебр имеют 
4-мерную абелеву подалгебру (при этом 101 алгебра имеет, как минимум, две такие подалге-
бры). Последняя алгебра 1L  из списка [8] не имеет 4-мерных абелевых подалгебр, но содержит 
ровно три 3-мерные абелевы подалгебры, одна из которых является абелевым идеалом. 

Ниже мы разберем ситуации, связанные с наличием в обсуждаемых 7-мерных алгебрах 
Ли не менее чем одного 4-мерного абелева идеала (или абелевой подалгебры), т. е. 127 типов 
алгебр из списка [8], содержащего 128 типов.
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2. Три случая упрощения базиса абелевой подалгебры

Из математического анализа и дифференциальных уравнений известно, что произвольное 
ненулевое векторное поле

 
1 2 3 4

( ) ( ) ( ) ( )a z b z c z d z
z z z z
∂ ∂ ∂ ∂
+ + +

∂ ∂ ∂ ∂
 (3)

в пространстве 4 ,  содержащее дифференцирования (с некоторыми функциональными коэф-
фициентами) по всем 4-м переменным, можно «выпрямить» голоморфной  заменой координат 
до состояния 

1

.
z
∂
∂

 Для краткости будем записывать голоморфные векторные поля в виде

 ( ( ), ( ), ( ), ( )).i i i i ie a z b z c z d z=  (4)
В [10] предложена схема совместного выпрямления нескольких коммутирующих голомор-

фных векторных полей в многомерном комплексном пространстве. Для поиска реализаций 
абстрактных алгебр Ли в виде алгебр векторных полей в 4

  мы воспользуемся леммой из [3], 
являющуюся модификацией схемы [10]. 

Согласно этой лемме, любую упорядоченную четверку коммутирующих линейно незави-
симых векторных полей на невырожденной гиперповерхности в 4

  (например, четверку 2 ,e  
3,e  4 ,e  5e  на гипотетической невырожденной орбите алгебры 1.1L ) можно привести (голомор-

фной) заменой координат в этом пространстве к одному из трех видов
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При упрощенном виде четырех из семи базисных полей коммутационные соотношения, 
имеющиеся в произвольной 7-мерной алгебре Ли, позволяют получить относительно простой 
вид остальных элементов базиса. В качестве следствия для большинства рассматриваемых ал-
гебр достаточно легко получить вывод о возможных или невозможных реализациях с невы-
рожденными орбитами. 

Однако три указанных случая означают, что потенциально количество возможных реали-
заций алгебр Ли с 4-мерной абелевой подалгеброй увеличивается в три раза (т.е. необходимо 
рассмотреть не 127 случаев реализаций алгебр, а как минимум 381 различный по сложности 
случай). В связи с такими объемами требуемых вычислений естественным образом мы прихо-
дим к необходимости использования компьютерных алгоритмов. 

Работу предлагаемого алгоритма рассмотрим на примере алгебры 1.1.L

3. Первый случай формул (5)

Алгоритм базируется на специальном порядке рассмотрения коммутационных соотноше-
ний в алгебре. Всего у 7-мерной алгебры имеется 21 коммутационное соотношение: 6 соотно-
шений между базисными элементами абелевой подалгебры; 12 соотношений между элемента-
ми подалгебры и элементами, не входящих в абелеву подалгебру; оставшиеся 3 соотношения 
между тремя базисными элементами из дополнения к идеалу.

Напомним, что из 128 типов алгебр Ли 95 семейств имеют 4-мерный абелев идеал. Наличие 
такого идеала в абстрактной алгебре гарантирует нам, что в первом случае из (5) базисные 
элементы потенциальной реализации такой алгебры, т.е. векторные поля, будут линейными 
по четырем комплексным переменным. 
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В самом деле, из соотношения 1 2 3[ , ] ,e e e=  выполняющегося в алгебре 1.1L  (как и во мно-
гих других обсуждаемых алгебрах), следует, что производная по переменной 1z  поля 1e  равна 

3 (0,1,0,0).e =  Аналогичные выводы, легко реализуемые компьютерным образом, следуют из 
соотношений 1 3[ , ] 0,e e =  1 4[ , ] 0,e e =  1 5[ , ] 0.e e =  Тогда все поле 1e  имеет вид

 1 1 1 1 1 1( , , , ),e A z B C D= − +  (6)
где 1,A  1,B  1,C  1D  — комплексные константы.

Аналогично получим следующий вид полей 6 ,e  7:e

 6 1 6 6 6 6

7 7 7 7 4 7

( , , , ),
( , , , ).

e z A B C D
e A B C z D
= +
= +

 (7)

Далее компьютерным образом легко вычисляются коммутаторы полей 1,e  6 ,e  7e

 
1 6 1 1 6 1 1 1 1 1

1 7
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[ , ] ( , ,0,0) ( , , , ),
[ , ] (0,0,0,0) 0,
[ , ] ( ,0,0, ) (0, ,1,0).

e e A z A A z B C D
e e
e e A D σ

= − − + = − +
= =
= =

 (8)

Сравнение результатов этих вычислений с данными из таблицы коммутационных соотно-
шений для каждой конкретной алгебры Ли приводит к системе линейных уравнений на ком-
плексные коэффициенты из формул (8). В первом случае из (5) такая система легко исследует-
ся программным образом. Если она не имеет решений, то обсуждаемая алгебра не имеет 
реализаций в виде алгебр векторных полей в 4

  (такая ситуация является характерной для 
большинства из обсуждаемых 128 алгебр Ли). 

Искомые реализации абстрактных алгебр Ли могут получиться, если формулы (8) не про-
тиворечат таблицам коммутационных соотношений. Однако часть подобных «реализаций»  
не удовлетворяет заложенным в алгоритм проверочным условиям, связанным с линейной 
независимостью базисных векторных полей и наличием невырожденных орбит у изучаемых 
алгебр.

Реализации алгебр Ли, прошедшие все этапы алгоритма, записываются в итоговый файл. 
Более детальными рассмотрениями этого файла можно показать, что еще у некоторых из по-
лученных реализаций все орбиты также вырождены, т.е. предложенный алгоритм имеет воз-
можности для усовершенствования. Однако представляется вполне перспективным следую-
щий вывод из уже проведенного компьютерного исследования первого случая.

Предложение 1. Из 127 типов обсуждаемых алгебр Ли в рамках первого случая формул (5) 
невозможны реализации в 4

  с невырожденными орбитами для 95 алгебр. 

4. Второй и третий случаи формул (5)

В рамках второго и третьего случаев формул (5) исследование алгебр из списка [8] с помо-
щью компьютерных алгоритмов пока оказывается менее продуктивным. 

Во втором случае рассмотрены первые 61 типов алгебр Ли из этого списка. Каждая из этих 
алгебр Ли имеет две 4-мерные абелевы подалгебры. При этом либо обе они, либо хотя бы одна 
из двух является абелевым идеалом, что значительно упрощает обсуждения.

В частности, при фиксированном абелевом идеале, рассмотренном в первом случае (5), об-
суждение второго случая для таких алгебр фактически сводится к схеме первого случая, при-
меняемой для «запасной» абелевой подалгебры. В итоге здесь использование разработанных 
компьютерных программ приводит к следующему утверждению. 

Предложение 2. В рамках второго случая формул (5) из первых 61 типов алгебр Ли из спи-
ска [8] лишь два типа могут иметь невырожденные орбиты. 

Третий случай формул (5) является наиболее сложным для программных вычислений, 
т. к. базисные поля гипотетических реализаций, дополнительные к максимально упрощенной 
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четверке (5), теряют, вообще говоря, свой линейный характер. Модификация основного ал-
горитма для третьего случая пока оказывается эффективной для алгебр с двумя 4-мерными 
абелевыми идеалами (напомним, что в списке [8] имеется 48 типов таких 7-мерных алгебр Ли). 

В такой ситуации оказывается полезным подсчет вхождений базисных элементов одного 
из двух абелевых идеалов I  обсуждаемой алгебры в разложения коммутаторов вида [ , ],a b  где 

,a g∈  .b I∈  Перед применением основной леммы элемент, который реже всего встречается в 
описанных выше разложениях, удобно переставить на вторую позицию в упрощаемом упоря-
доченном базисе (5) этого идеала. Несложными рассуждениями показывается, что такая пере-
становка не влияет на обсуждения двух первых случаев.

В третьем же случае две компоненты одного из базисных полей
 3 3 1 3 1(0,0, ( ), ( ))e c z d z=  (9)

упрощенной четверки (5) содержат пару функций, зависящих от переменной 1.z  Это приводит 
к появлению нелинейных слагаемых в формулах для трех остальных базисных полей. Однако 
все такие слагаемые зависят только от переменной 1,z  а потому очередные этапы предлагае-
мого алгоритма  используют процедуры формирования и решения систем обыкновенных 
дифференциальных уравнений относительно  этих функций (вместо исследования системы 
линейных алгебраических уравнений относительно неизвестных числовых коэффициентов).

Для первых 48 алгебр из списка [8] все эти этапы реализованы. Как и в двух первых случа-
ях, алгоритмическое рассмотрение значительной части обсуждаемых абстрактных алгебр Ли 
и здесь приводит к противоречиям. 

Предложение 3. В рамках третьего случая формул (6) из первых 48 типов алгебр Ли из спи-
ска [8] невырожденные орбиты могут иметь не более чем 15 типов алгебр. 

5. Пример исследования 3-го случая

Рассмотрим алгоритм исследования третьего случая на примере той же алгебры 1.1.L  Здесь 
является удобным следующее упорядочение базисных полей одного из двух абелевых идеалов: 

 

2

3

4 4 1 4 1

5

(0,1,0,0),
(0,0,1,0),
(0,0, ( ), ( )),
(0,0,0,1),

e
e
e c z d z
e

=
=
=
=

 (10)

Рассматривая коммутационные соотношения оставшихся полей с выпрямленными поля-
ми идеала, получаем

 
1 1 1 1 1 2 1 1 1 1

6 6 1 2 6 1 6 1 6 1

7 7 1 7 1 7 1 4 7 1

( ( ), ( ), ( ), ( )),
( ( ), ( ), ( ), ( )),
( ( ), ( ), ( ), ( )).

e a z b z z c z d z
e a z z b z c z d z
e a z b z c z z d z

= − +
= − +
= +

 (11)

Из соотношения 1 4[ , ] 0e e =  следует, что 1 1( ) 0.a z ≡  А голоморфной заменой координат поле 
6e  можно привести к виду

 6 2(1, ,0,0).e z= −  (12)
Использование коммутационных соотношений, связанных с 1 6[ , ],e e  4 6[ , ],e e  6 7[ , ],e e  при-

водит к выводам 

 

1 1 1
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z
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−
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=

= + + + +

 (13)

Отметим, что исследовать далее систему уравнений на компоненты этих полей, которая 
получается из коммутационных соотношений между ними, нет необходимости. Дело в том, 
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что в этом примере тройка полей 2 ,e  4 ,e  5e  является линейно зависимой в комплексном смыс-
ле, а это означает вырожденность всех орбит обсуждаемой реализации алгебры 1.1.L

Заключение

В табл. 3 приведена итоговая информация о 
проведенных с помощью компьютерных алгорит-
мов рассмотрениях алгебр Ли из списка [8]. 

Заполненные числами клетки таблицы означа-
ют, что соответствующий блок алгебр рассмотрен 
компьютерной программой.

Само число в клетке означает обнаруженное 
программой количество реализаций в виде алгебр 
векторных полей в 4

  для абстрактных алгебр из 
этого блока. Истинное количество таких реализа-
ций с невырожденными орбитами оценивается 
сверху числом из соответствующей клетки, т. к. 
алгоритм проверяет некоторую (не полную) сово-
купность необходимых условий существования 
таких орбит. 

Благодарности

Работа выполнена при поддержке РФФИ (грант 20-01-00497) и Московского центра фунда-
ментальной и прикладной математики МГУ им. М. В. Ломоносова.

Литература
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5,4g  1L  
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УДК 519.688

МЕТОД ПОИСКА ПРЯМЫХ НА ИЗОБРАЖЕНИИ 
ПРИ ПОМОЩИ ПРЕОБРАЗОВАНИЯ РАДОНА

Воронежский государственный университет

В. С. Кустовинов

Аннотация. Работа посвящена изучению возможности автоматического определения ко-
нечного множества прямых и их расположения на растровых изображениях при помощи 
преобразования Радона. Рассмотрены основные принципы и необходимая для примене-
ния метода последовательность операций. Приведены примеры реализации метода для 
возможных направлений практического применения при поиске прямых на изображени-
ях, связанных с медициной и представленных в виде матриц, в программе Matlab. Оцени-
вается точность полученного результата.
Ключевые слова: анализ изображение, преобразование Радона, поиск прямых, биоин-
форматика.

Введение

Популярность применения и разработки множества новых методов распознавания обра-
зов обусловлена стремительным повышением качества и эффективности многих процессов 
жизнедеятельности человека как в бизнесе, так и в бытовом плане. Современные программы 
позволяют определять невидимые невооруженным взглядом болезни, структуру и дефекты 
различных изделий особого или общественно значимого назначения, астрономические из-
менения, правонарушения и другие важные явления при обработке изображений. Поэтому 
задача автоматического поиска таких примитивов как прямые, кривые, окружности и прочие 
объекты часто является ключевой при анализе изображений. 

Интегральное преобразование Радона функций нескольких, для изображения как правило 
двух, причисляется к одним из базовых методов для распознавания прямых линий на изобра-
жениях. Применение функции radon из пакета Image Processing Toolbox в Matlab позволяет де-
тектировать местонахождение прямых на заранее подготовленных или преобразованных изо-
бражениях, а автоматическая обработка — подготовить изображение к анализу, найти пики 
преобразования Радона и построить прямые на исходном изображении.

1. Постановка и решение задачи поиска прямых 
на изображении при помощи преобразования Радона

Задача поиска прямых на изображении заключается в автоматическом выполнении после-
довательности действий, направленных на:

– подготовку исходного изображения;
– применение преобразования Радона;
– поиск пиков на матрице, полученной после выполнения преобразования;
– определение кратчайшего расстояния и соответствующего угла от центра исходного изо-

бражения до точки пересечения найденной прямой;
– нанесение линий на исходное изображение.
Пусть ( , )f x y  функция двух действительных переменных, определённая на всей плоскости 

2R  финитная или достаточно быстро убывающая на бесконечности (так, чтобы соответствую-
щие сходились). Преобразование Радона, как интеграл по параметру t  в виде [1]
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 [ ]( , ) = ( cos sin , sin cos ) .R f p f p t p t dtξ ϕ φ ϕ ϕ
∞

−∞

− +∫
Введем обозначение 1 = cos ,ξ ϕ  2 = sin .ξ ϕ  Тогда для преобразования Радона на плоскости 

получим следующее представление

 1 2 2 1[ ]( , ) = ( , ) ,R f p f p t p t dtξ ξ ξ ξ ξ
∞

−∞

− +∫
где 1 2= ( , )ξ ξ ξ  — единичный вектор в 2.R

Если имеется изображение ( , ),I x y  то ( , )I x y  — финитная функция и преобразование Ра-
дона применяется к ( , )I x y  с использованием дельта-функции :δ

 
2

[ ]( , ) = ( , ) ( cos sin ) .
R

R f p I x y x y p dxdyξ δ ϕ ϕ+ −∫∫
В Matlab преобразование Радона реализуется функцией radon.
Изображение для его дальнейшего анализа должно являться растровым и иметь бинарный 

формат с выделенными границами при помощи фильтра. При реализации метода в програм-
ме Matlab для этого можно использовать функцию бинаризации im2bw(fn), где fn — исход-
ное изображение. Для наложения фильтра выделения границ применима функция edge(bi), 
где bi — изображение, полученное. В результате бинаризации. Поскольку Matlab работает с 
изображениями как с матрицами, вместо исходного изображения в качестве входных данных 
можно использовать бинарную матрицу.

После подготовки входных данных необходимо составить по ним R-матрицу преобразо-
вания Радона, которая наглядно отобразит пиковые значения и выбрать их координаты. Для 
этого необходимо использовать функцию radon из пакета Image Processing Toolbox в виде вы-
ражения [R,xp] = radon(BF, theta), где R — проекция интенсивности изображения на ради-
альную линию, ориентированную под определенным углом theta; xp — вектор, содержащий 
радиальные координаты, соответствующие каждой строке матрицы; BF — бинарная матрица, 
являющаяся входными данными; theta — угол, лежащий в диапазоне [0..179]. Максимальные 
значения функции R(theta, xp) будут соответствовать конкретной точке на преобразованной 
матрице, где была найдена прямая линия.

Автоматическое определение и выбор пиковых значений R-матрицы можно реализовать с 
помощью функций max и find, определив максимальное значение R и записав в массивы дын-
ные о номерах строк и столбцов пиковых значений.

После поиска максимальных значений пиков R-матрицы, выраженных в координатах, для 
построения прямых, найденных преобразованием Радона, необходимо воспользоваться функ-
цией, описывающей эти прямые. Полученные массивы строк и столбцов будут являться рас-
стояниями от центра исходного изображения до найденной прямой p  и углами ,ϕ  выражен-
ных как угол между осью Ox  и перпендикуляром к найденной прямой из центра исходного 
изображения, можно воспользоваться формулой для определения точек x  и y  для построе-
ния этой прямой [2]:

 cos .
sin

p xy ϕ
ϕ

−
=

Для поиска этих прямых в Matlab необходимо учесть особенности возрастания индексов 
на изображениях — значения оси Oy  возрастают сверху-вниз, а Ox  слева-направо.

Финальным действием является построение прямых через найденные точки. Воспользу-
емся функцией line для автоматического нанесения линий красного цвета и толщиной 2 на 
исходное изображение:

 line([x0+MX,x1+MX],[y0+MY,y1+MY],»LineWidth»,2,»Color»,»red»),
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где x0 — ширина исходной матрицы, MX — поделенная на 2 ширина исходной матрицы, x1 — 
отрицательная величина высоты исходной матрицы, y0 и y1 — найденные массивы точек, 
MY — поделенная на 2 высота исходной матрицы

2. Практическое применение метода поиска прямых 
на изображении при помощи преобразования Радона

Одной из сфер, где активно применяется обработка изображения при помощи преобразо-
вания Радона является медицина. Современное оборудование с встроенными или автономны-
ми программами позволяют более детально исследовать, например, снимки ультразвукового 
излучения, рентгеновских снимков, магнитно-резонансную томографию, и помочь специали-
сту поставить правильный диагноз или назначить правильное лечение. 

Пример 1. В качестве первого примера практического применения рассмотрим рентгенов-
ский снимок правой голени. Результат выполнения автоматизированного поиска прямых при 
помощи преобразования Радона приведен на рис. 1.

Рассмотрев полученное изображение, можно сделать вывод, что в результате автоматиче-
ского поиска прямых на изображении при помощи метода преобразования Радона были пра-
вильно найдены и построены некоторые линии. Поскольку количество линий прямо зависит 
от границ выбранных значений R-матрицы и обратно точности, поиск значений для построе-
ния прямых производился в ближних границах к максимальному.

Метод может быть также использован в других целях. Хорошим примером будет являть-
ся сравнение геномов, представленных в виде 2-х строк нуклеотидов, на основании которых 
можно составить матрицу сходства. Так как для данной задачи используется достаточно длин-
ные последовательности, то человек физически не способен самостоятельно их сравнивать. 
Для автоматического решения этой проблемы на первом этапе можно использовать метод 
поиска прямых при помощи преобразования Радона и получить первичную информацию о 
степени сходства цепочек. Чем больше прямых будет найдено – тем существеннее сходство. 

Пример 2. Возьмем две нуклеотидные последовательности ренина человека и мыши, взя-
тые с сайта NCBI. Ренин — это протеолитический фермент позвоночных животных и чело-
века, регулирующий кровяное давление [3]. Первичная структура предшественника ренина 

Рис. 1. Результат выполнения метода на примере правой голени человека
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включает 406 аминокислот. Построим точечную матрицу их сходства в Matlab при помощи 
команды seqdotplot(Seq1, Seq2), где Seq1 — первая последовательность и Seq2 — вторая после-
довательность. 

Рассмотрим рис. 2.

Изучив полученное изображение с учетом выбора близлежащих значений для определения 
прямых около максимального значения R-матрицы, можно сказать о том, что нуклеотидные 
последовательности имеют значительное сходство, так как найдена четкая диагональ.
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Рис. 2. Результат выполнения метода на примере матрицы соответствия нуклеотидных 
последовательностей renin человека и мыши
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АНАЛИЗ ТОНАЛЬНОСТИ ТЕКСТА МЕТОДАМИ МАШИННОГО ОБУЧЕНИЯ
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Аннотация. В работе рассматривается решение задачи анализа тональности текста на 2 
оценки — позитивная и негативная, используются такие алгоритмы машинного обучения 
как наивный классификатор Байеса, алгоритм логистической регрессии, метод опорных 
векторов, многослойный персептрон. Представлены результаты вычислительного экспе-
римента. Проведен сравнительный анализ качества работы рассматриваемых алгоритмов 
с использованием метрик полноты, точности и F1-меры.
Ключевые слова: анализ данных, анализ тональности, машинное обучение, метод опор-
ных векторов, наивный байесовский классификатор, алгоритм логистической регрессии, 
нейронные сети.

Введение

Современный мир нельзя представить без чтения и обработки информации. Объём ин-
формации, который человек получает постоянно, огромен, и более того — растёт с каждым 
днём. В то же время всё более популярным и используемым становится делегирование различ-
ных задач компьютерной технике, в том числе и нейронным сетям. Искусственные нейронные 
сети прочно вошли в нашу жизнь и в настоящее время широко используются при решении 
самых разных задач и активно применяются там, где обычные алгоритмические решения ока-
зываются неэффективными или вовсе невозможными. Всеобщее увлечение нейросетевыми 
технологиями не обошло стороной и компьютерную лингвистику — автоматическую обра-
ботку текстов на естественном языке. В связи с этим представляется актуальным проведение 
сравнительного анализа статистических и нейросетевых алгоритмов применительно к задаче 
анализа тональности текста.

1. Постановка задачи

Рассматривалась задача автоматического определения эмоциональной окраски текста на 
примере классификации психического здоровья для определения депрессии по комментариям 
в Reddit. 

Имеем d D∈  — множество документов (объектов), каждый документ d  можно предста-
вить в виде вектора признаков 1,.., ,nx x  который необходимо отнести к классу 1 1{ , },y y y−=  где 

1y  — нет депрессии или 1y−  — наличие депрессии.
Для контроля качества разрабатываемой модели в качестве оценки точности использова-

лись следующие метрики. 
• Точность Precision / ( )TP TP FP= +  — доля документов, являющихся позитивными от об-

щего числа примеров, классифицированных как позитивные. Здесь true positive (TP) — истин-
но-положительное решение, false positive (FP) — ложно-положительное решение.

• Полнота Recall / ( )TP TP FN= +  доля правильно классифицированных позитивных при-
меров от общего числа позитивных примеров. Здесь false negative (FN) —ложноотрицательное 
решение.

• F1-мера — среднее гармоническое точности и полноты.
2 Precision Recall .
Precision Recall

F ⋅ ⋅
=

+
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2. Методы исследования и построение моделей

В работе рассматривается работа следующих классификаторов: наивный байесовский 
классификатор (предполагается, что вероятность признаков является гауссовой), алгоритм 
логистической регрессии, метод опорных векторов, трехслойный персептрон. 

Алгоритмы машинного обучения не умеют работать с текстом, поэтому необходима пред-
варительная обработка данных, чтобы подготовить их для обучения. Необработанные данные 
зачастую искажены и ненадежны, и они могут иметь пропущенные значения. Использование 
таких данных при моделировании может приводить к неверным результатам.

Реальные данные собираются для последующей обработки из разных источников и про-
цессов. Они могут содержать ошибки и повреждения, негативно влияющие на качество набо-
ра данных. Типичные проблемы с качеством данных являются:

1. Неполнота: данные не содержат атрибутов, или в них пропущены значения.
2. Шум: данные содержат ошибочные записи или выбросы.
3. Несогласованность: данные содержат конфликтующие между собой записи или расхож-

дения.
Предварительную обработку данных можно разделить на несколько частей. На рис. 1 пред-

ставлена схема предварительной обработки данных. 
К главным этапам предварительной обработки данных 

относятся:
1. Очистка данных: заполнение отсутствующих значе-

ний, обнаружение и удаление шума данных и выбросов.
2. Очистка текста — удаление внедренных символов, ко-

торые могут нарушать выравнивание данных.
3. Токенизация — это процесс разбиения текста на токе-

ны, то есть на слова или предложения.
4. Удаление стоп-слов. Под стоп-словами обычно пони-

маются артикли, междометия, союзы и т. д., которые не не-
сут смысловой нагрузки. При применении алгоритмов ма-
шинного обучения такие слова могут добавить много шума, 
поэтому лучше избавляться от них.

5. Лемматизация. Позволяет привести словоформу к 
лемме — ее нормальной (словарной) форме. Другими сло-
вами, лемматизация схожа с выделением 

6. Векторизация текста или преобразование текста в 
численную форму. Данная стратегия называется представ-
лением «Мешок слов». Документы описываются вхождени-
ями слов, при этом полностью игнорируется информация 
об относительном положении слов в документе. По мешку 
слов находят количество появлений каждого слова во всем 
тексте. 

Все эти шаги служат для уменьшения шума, присущего любому обычному тексту, и повы-
шения точности результатов классификатора. 

Алгоритм Байеса — алгоритм обучения с учителем, использующий теорему Байеса

1
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где y  — переменная класса, 1,.., nx x  — зависимый вектор признаков.

Рис. 1. Этапы предварительной 
обработки данных
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Параметры yµ  и yσ  оцениваются методом максимального правдоподобия. Предполагает-
ся, что вероятность появления признаков гауссова.

Алгоритм логистической регрессии является линейной моделью классификации. Для двух-
классовой задачи классификации модель логистической регрессии предсказывает вероятность 
положительного класса как: 

0

1( ) ,
1 exp( )i

i

p X
X w w

=
+ − −



где 1,.., nx x  — вектор признаков, 1( ,.., )pw w w=  — вектор, получаемый в модели линейной ре-
грессии 0 1 1( , ) ... ,p py w x w w x w x= + + +  y  — прогнозируемое значение.

Метод опорных векторов решает следующую задачу

, , 1

1min ,
2

( ) 1 ,
0,

n
T

iw b i

T
i i

i

w w C

y w x b

ξ
ξ

ξ
ξ

=

  +  
 

 − ≥ −
 ≥


∑

где 1,.., ,i n=  C  — некоторый штраф, 1/ .Ñ α=  Главная цель данного алгоритма — найти урав-
нение разделяющей гиперплоскости 1 1 0... 0n nw x w x w+ + + =  в пространстве ,nR  которая раз-
делила бы два класса неким оптимальным образом.

Также рассматривался алгоритм работы простой нейронной сети (многослойный пер-
септрон) с 2 полносвязными слоями с 64 выходными нейронами и активационной функцией 
Relu (фактор нелинейности) и 1 выходным с 1 выходом. Последний слой имел сигмоидальную 
активационную функцию, так как рассматриваемая задача является задачей бинарной класси-
фикации. Обучение сети проводилось на 5 эпохах.

3. Результаты работы

Был выбран набор данных, содержащий 7731 комментарий в Reddit. Проектирование мо-
делей проводилось на языке Python с использованием библиотек nltk, sklearn, фреймворка 
keras. Сначала была проведена предварительная обработка текста: очистка данных, токениза-
ция, удаление стоп-слов, лемматизация, векторизация. После обработки данных, построение 
моделей, рассматриваемых в рамках данной статьи алгоритмов, проводилось по следующим 
шагам:

1. Разделение данных на обучающую и тестовую выборки.
2. Выбор модели.
3. Использование обучающих данных для настройки параметров модели
4. Использование обученной модели на новых, ранее не рассматриваемых входных данных 

для создания прогнозов.
5. Получение метрик оценки качества модели, таких как точность на обучающей выборке, 

точность, полнота и F1-мера на тестовой выборке.
Сравнительный анализ алгоритмов приведён в табл. 1.
Посмотрев на данную сравнительную таблицу, можно сказать классификатор Байеса, к со-

жалению, показал самые плохие результаты с точностью 0,84. Алгоритм многослойного пер-
септрона показывает более низкую точность, равную 0,968, чем статистические алгоритмы ло-
гистической регрессии и метода опорных векторов с точностью 0,987 и 0,998 соответственно. 
При этом многослойный персептрон имеет более высокий показатель полноты, равный 0,937.
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Заключение

В работе были рассмотрены различные методы для обработки естественного языка. Разра-
ботаны статистические модели машинного обучения, такие как алгоритм Байеса, логистиче-
ской регрессии и метода опорных векторов, а также нейросетевая модель — многослойный-
персептрон. Проведен сравнительный анализ разработанных моделей. Анализ показал, что 
из рассмотренных моделей алгоритм многослойного персептрона не показывает более высо-
кие показатели по сравнению со статистическими алгоритмами. Из рассматриваемых моде-
лей можно сказать, что лучше всего справляется с задачей анализа тональности текста метод 
опорных векторов с точностью 0,998.

Литература

1. Бенгфорт Б. Прикладной анализ текстовых данных на Python. Машинное обучение и со-
здание приложений обработки естественного языка / Б. Бенгфорт, Р. Билбро, Т. Охеда. – СПб. : 
Питер, 2019. – 368 с.

2. Макмахан, Б. Знакомство с PyTorch: глубокое обучение при обработке естественного 
языка / Б. Макмахан, Д. Рао. – СПб. : Питер, 2020. – 258 с.:

3. Грушевицкая Т. Г. Культурология : учебник для вузов / Т. Г. Грушевицкая, А. П. Садохин. – 
3-е изд., перераб. и доп. – Москва : ЮНИТИ-ДАНА, 2008. – 687 с.

4. Круглов В. В. Искусственные нейронные сети. Теория и практика / В. В. Круглов, В. В. Бо-
рисов – Москва : Горячая Линия-Телеком, 2002. – 382 с.

5. Фаустова К. И. Нейронные сети: применение сегодня и перспективы развития / К. И. Фа-
устова // Территория науки. – 2017. – №3. – с. 89-91.

6. Шолле Ф. Глубокое обучение на Python / Ф. Шолле. – СПб.: Питер, 2018. – 400с.
7. Элбон К. Машинное обучение с использованием Python. Сборник рецептов / К. Элбон. – 

Санкт-Петербург: БХВ - Петербург, 2020ю – 384с.
8. Ясницкий Л. Н. Введение в искусственный интеллект / Л. Н. Ясницкий – 2-е изд., испр. – 

Москва : Академия, 2008. – 176 с.

Таблица 1
Сравнительный анализ построенных моделей

Алгоритм Точность на 
обучающей 

выборке

Точность 
(precision) на 

тестовой выборке

Полнота (Recall) 
на тестовой 

выборке

F1-мера на 
тестовой 
выборке

Классификатор 
Байеса

0.844 0.785 0.939 0.855

Логистическая 
регрессия

0.956 0.987 0.924 0.954

Метод опорных 
векторов

0.954 0.998 0.909 0.951

Многослойный
персептрон

0.953 0.968 0.937 0.951
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АДАПТАЦИЯ АЛГОРИТМА ГРОВЕРА ДЛЯ РЕШЕНИЯ ЗАДАЧИ 
ДОКАЗАТЕЛЬСТВА ВЫПОЛНИМОСТИ БУЛЕВЫХ ФУНКЦИЙ
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В. К. Мазуров

Аннотация. Данная статья посвящена теме квантовых вычислений. В статье анализиру-
ется алгоритм Гровера и его применение для решения задачи доказательства выполни-
мости булевых функций. Большое место в статье занимает рассмотрение эффективности 
адаптированного алгоритма Гровера относительно классических алгоритмов. В заключе-
нии делается вывод о том, что адаптированный алгоритм Гровера может быть успешно 
применён для решения задачи доказательства выполнимости булевых функций. Статья 
рассчитана на читателей, знакомых с основами квантовых вычислений.
Ключевые слова: алгоритм, квантовые вычисления, алгоритм Гровера, булевы функ-
ции, выполнимость булевых функций, SAT, SATCNF, DPLL, асимптотическая сложность, 
NP-полная задача.

Введение

Тема данной работы посвящена квантовым вычислениям (Quantum Computing), изуча-
ющим алгоритмы, основанных на явлениях квантовой механики, таких как суперпозиция и 
квантовая запутанность (сцепленность) и выполняемых на квантовых компьютерах [1]. Ос-
новной интерес в квантовых вычислениях связан с потенциальным превосходством кванто-
вых компьютеров над классическими в некоторых классах задач [2].

Одним из таких классов задач является класс NP-полных задач, для которых не известен 
алгоритм, решающий задачу за полиномиальное время, а также любую другую задачу в этом 
классе можно свести к данной. Термин «NP-полная задача» впервые ввёл Стивен Кук в своей 
статье в 1970 году, в которой также доказал NP-полноту для задачи о выполнимости булевых 
функций (boolean function satisfiability problem или SAT), записанных в конъюнктивной нор-
мальной форме (SATCNF).

В данной работе рассматривается применение квантового поиска, для решения SATCNF. 
Квантовый поиск (Quantum Search) — метод квантовых вычислений, позволяющим с высо-
кой вероятностью читать решения из квантовых состояний для определённого класса задач, в 
котором многократно выполняется проверка потенциального решения [3]. Обобщенной реа-
лизацией квантового поиска является алгоритм Гровера, предложенный американским мате-
матиком Ловом Гровером в 1996 году.

Наиболее эффективным классическим алгоритмом решения задачи о доказательстве вы-
полнимости булевых функций в конъюнктивной нормальной форме является алгоритм Деви-
са — Патмена — Логемана — Лавленда, также известный как DPLL, имеющий экспоненциаль-
ную асимптотическую сложность и являющийся полным алгоритмом поиска с возвратом [4].

Адаптированный алгоритм Гровера, описываемый в данной работе, позволяет получить 
квадратичное ускорение относительно алгоритма DPLL.

Для обозначения квантовых состояний в статье используется нотация Дирака [5].

1. Алгоритм Гровера

Алгоритм Гровера позволяет с высокой точностью найти элемент в неструктурированной 
базе данных за ( )O n  запросов к базе данных, в отличии от традиционного алгоритма, имею-
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щего асимптотическую скорость ( )O n  [6]. Запрос к базе данных задаётся в виде функции Ора-
кула, которая принимающая на вход элемент и возвращает истину, если передан искомый эле-
мент, в противном случае возвращается ложь.

Количество шагов алгоритма Гровера t  вычисляется по формуле 1.1 для искомого количе-
ства состояний ,M  для системы из N  переменных.

 2( , ) .
4

N

t N M floor
M

π 
=   

 
 (1.1)

На рис. 1 представлен алгоритм Гровера.

2. Адаптированный алгоритм Гровера

Поскольку алгоритм Гровера является обобщённым алгоритмом квантового поиска, требу-
ется провести его адаптацию для решения поставленной задачи.

Для начала введём функцию дизъюнкции ( , ).OR x out  Данная функция принимает на вход 
набор кубитов ,x  соответствующих переменным входящих в дизъюнкцию, и кубит результата 

,out  состояние которого должно быть инвертировано, если дизъюнкция переданных кубитов 
x  истинна. 

Поскольку в контексте заданной задачи, подразумевается проверка выполнимости конъ-
юнкции нескольких дизъюнкций, необходимо, после применения шлюза ,MCNOT  восстано-
вить состояние всех инвертированных кубитов кроме управляемого, чтобы предотвратить 
искажения последующих дизъюнкций. 

Теперь модифицируем Оракул. Основное действие Оракула — добавление негативной 
фазы к целевому состоянию. В нашем случае искомым состоянием является то, в котором все 
служебные кубиты находятся в состоянии 1 .  Для этого применяют преобразование 

( , )MCPHASE x out  (Multi-Controlled Phase), которое изменяет относительную фазу кубита out, 
если все управляющие кубиты находятся в состоянии 1 .

Одним из вариантов реализации MCPHASE  является применение ,MCNOT  управляемым 
кубитом которого делают специальный выделенный кубит ,out  который предварительно пе-
реводят в следующее состояние:

 
110 .
12

out H NOT  
= − = ⋅ =  − 

 (2.1)

Это добавляет к текущему состоянию системы отрицательную относительную фазу, преоб-
разуемую итерациями Гровера в разницу амплитуд итоговых состояний системы. Далее в об-
ратном порядке применяются преобразование Адамара и отрицание к кубиту ,out  чтобы вы-
полнить отмену вычислений и привести кубит в исходное состояние, что делает кубит 
доступным для других операций. Для решения задачи, поставленной в данной работе, над ку-
битом out  не предполагается дальнейших вычислений, и, следовательно, можно оптимизиро-
вать количество операций не выполняя отмену вычислений.

Рис. 1. Алгоритм Гровера
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Очевидно, что применение отрицания ( )MCNOT  к состоянию 0 ,  переводит его в состо-
яние 1  при этом фаза кубита остаётся неизменной. Тогда можно отказаться от использова-
ния вспомогательного управляемого кубита для реализации ,MCPHASE  а использовать один 
из управляемых кубитов преобразования .OR  Для корректности данной реализации следует 
убрать из MCPHASE  отрицание управляемого кубита в формуле (2.1). Для доказательства 
равносильности подобной реализации рассмотрим 4 случая:

1. По крайней мере один управляющий кубит находятся в состоянии 0 ,  управляемый 
кубит находится в состоянии 0 .  Тогда преобразование ( )NOT out  не будет применено, а пре-
образование MCPHASE  можно свести к следующему:

 ( 01...1 , 0 ) 0 0 .MCPHASE H H= ⋅ =  (2.2)
2. По крайней мере один управляющий кубит находятся в состоянии 0 ,  управляемый 

находится в состоянии 1 .  Тогда, как и в предыдущем случае, ( )NOT out  не будет применено:
 ( 01...1 , 1 ) 1 1 .MCPHASE H H= ⋅ =  (2.3)
3. Управляющие кубиты находятся в состоянии 1 ,  управляемый кубит находится в состо-

янии 0 ,  тогда преобразование ( )NOT out  будет применено, но, так как управляемый кубит 
находится в состоянии 0 ,  отрицательная фаза не будет добавлена:

 ( 1...1 , 0 ) 0 0 .MCPHASE H NOT H= ⋅ ⋅ =  (2.4)
4. Управляющие и управляемый кубиты находятся в состоянии 1 ,  тогда преобразование 

( )NOT out  будет применено, и отрицательная фаза будет добавлена:
 ( 1...1 , 1 ) 1 1 .MCPHASE H NOT H= ⋅ ⋅ = −  (2.5)
Преимущество данного подхода заключается в отсутствии необходимости использовать 

дополнительный кубит, но при этом требуется применять на 2t −  преобразований больше, 
где t  — количество повторяемых шагов алгоритма Гровера.

С учетом описанной выше оптимизации адаптированный алгоритм Гровера примет вид, 
представленный на рис. 2.

3. Эффективность адаптированного алгоритма Гровера

Асимптотическая сложность адаптированного алгоритма Гровера составляет ( 2 ),nO m  
где n  — количество переменных заданной булевой функции, а m  — количество дизъюнкций.

Сравнительный график времени выполнения адаптированного алгоритма Гровера (крас-
ная линия) и алгоритма DPLL (синяя линия) представлен на рис. 3.

 
 

Рис. 2. Адаптированный алгоритм Гровера без применения дополнительного служебного кубита
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Заключение

В ходе исследования был проанализирован алгоритм Гровера квантового поиска и прове-
дена его адаптация для решения задачи доказательства выполнимости булевых функций.

Проведён сравнительный анализ эффективности адаптированного алгоритма Гровера и 
алгоритма DPLL. Адаптированный алгоритм Гровера предлагает квадратичное уменьшение 
времени выполнения относительно алгорима DPLL.
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УДК 533.69

ГИСТЕРЕЗИС ПРИ ОБТЕКАНИИ СУЖАЮЩЕГОСЯ СОПЛА

Институт автоматизации проектирования РАН

Ф. А. Максимов

Аннотация. Выполнены расчеты сверхзвуковых осесимметричных и плоских течений 
около сужающегося сопла. Рассматриваются условия, когда возможно образование раз-
ных схем обтекания. При движении по параметру с разных сторон выявляются области 
гистерезиса. Приведены примеры гистерезиса при обтекании конического сопла в осе-
симметричном случае и двух клинов для плоского течения. Сопоставляется область ги-
стерезиса для осесимметричного и плоского течений.
Ключевые слова: сверхзвуковые осесимметричные и плоские течения, сужающее сопло, 
гистерезис.

Введение

Из экспериментальных исследований известно, что в сужающемся коническом сопле, при 
его определенных параметрах, возможно образование двух схем течения — с прямым скачком 
перед соплом и с косым скачком уплотнения, присоединенным к передним кромкам сопла [1]. 
Образование той или иной схемы течения зависит от истории ее построения. В частности, в 
[1] экспериментально показано, что если при обтекании с первоначально меньшим числом 
Маха около сопла реализуется течение с прямым скачком, то и при увеличении числа Маха в 
некотором диапазоне эта схема обтекания будет сохраняться. Однако если это же сопло мгно-
венно поместить в поток с большим числом Маха, то образуется схема с косым скачком. Пере-
стройка течения (переход от одной схемы течения к другой) приводит к резкому изменению 
картины обтекания и оказывает значительное влияние на аэродинамическое сопротивление.

В данной работе выполнены расчеты осесимметричного и плоского обтекания коническо-
го сужающего сопла при различных вариантах движения по геометрическому параметру (из-
менении угла наклона образующей, смещение элементов геометрии с изменением проницае-
мости) и числа Маха.

При проведении расчетов в качестве начальных данных используется решение, получен-
ное ранее с близким значением параметра, что фактически определяет первоначальную схе-
му обтекания. Заданная схема обтекания в процессе установления могла либо сохраняться, 
либо разрушалась с образованием другой схемы обтекания. В последнем случае определяет-
ся критическое значение параметра, при котором происходит перестройка схемы обтекания. 
Проведение расчетов с изменением параметра в двух направлениях позволяет определить об-
ласть гистерезиса, когда характеристики имеют неоднозначное значение. Выявление областей 
гистерезиса и физических причин этого явления имеют большее значение как для однознач-
ного определения аэродинамических свойств обтекаемых тел, так и формирования способов 
управлять структурой течения.

1. Метод моделирования

В [2] реализован метод моделирования осесимметричного и плоского обтекания набора 
тел. Метод основан на многосеточной технологии. Для внешней области течения строится 
регулярная сетка с прямоугольными ячейками. Данная сетка не связана с обтекаемыми те-
лами. На данную сетку накладывается набор криволинейных сеток, связанных с поверхно-
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стью обтекаемых тел. При построении сеток около тел, каждая из которых строится только 
в небольшой окрестности около поверхности тела, узлы около поверхности сгущаются для 
возможности описания вязкого пограничного слоя. Граничные условия на внешней границе 
для сеток около обтекаемых тел определяются из решения на внешней сетке. В свою очередь, 
значения газодинамических функций в узлах внешней прямоугольной сетки, которые попада-
ют во внутреннюю область сеток около тел, после каждого шага интегрирования по времени 
также пересчитываются из решения на сетках около тел. Изначально не предполагается, что 
какие-либо узлы могут совпадать и пересчет газодинамических функций с одной сетки на дру-
гую производится с помощью интерполяции. Это позволяет осуществлять перемещение тел с 
сеткой около них относительно внешней сетки. Фактически при смещении тела надо только 
определить новые интерполяционные коэффициенты. Очень важной возможностью является 
то, что при перемещении тела, в качестве начального поля течения можно оставить то поле 
течения, которое сформировалось при близком значении параметра смещения. Это ускоряет 
установление, и, фактически, при этом решение будет определяться не только геометрией за-
дачи, но и историей его формирования. С другой стороны, решение может получаться и при 
других начальных данных. Обычно решение методом установления получается при использо-
вании в качестве начальных данных условий в набегающем потоке во всем поле течения. Если 
задача имеет единственное решение, то независимо от начальных данных получается одно ре-
шение. Но в задачах обтекания системы тел часто обнаруживаются режимы, когда возможны 
два различных режима обтекания. Аэродинамические свойства тел и системы в целом при 
этом существенно различны.

2. Результаты расчетов осесимметричных течений

Приведем результаты расчета конического сопла, которое образуется отрезком длины 2, 
расположенным на расстоянии 4Y =  от оси симметрии. Отрезок относительно своей середи-
ны может поворачиваться на угол .ϕ  Рассматривается обтекание при числе Маха набегающего 
потока M 3.=  В зависимости от величины φ около данного сопла реализуются две схемы те-
чения. На рис.1 приведены результаты при 10ϕ =  и 25 .°  Течение представлено изолиниями 
давления. Если угол наклона образующей сопла маленький, то образуется течение с косым 
скачком. Решение при 25ϕ = °  получено при начальных данных с меньшим значением угла 
наклона .ϕ  При дальнейшем увеличении угла φ схема обтекания качественно изменяется. На 
рис. 2 приведено решение при 26ϕ =  и 60 .°  

Образуется отошедшая ударная волна. После образования отошедшей ударной волны, если 
теперь уменьшать угол ,ϕ  то данная схема обтекания сохраняется при меньших значениях угла 
ϕ  до 19 .ϕ = °  На рис. 3 приведено два варианта течения около сопла с углом наклона 20 .ϕ = °

Рис. 1. Течение с косым скачком уплотнения, 10ϕ =  и 25°
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Разница в качественной картине обтекания отражается количественно в коэффициенте со-
противления Cx.  На рис.4 приведен коэффициент Cx  сопла в зависимости от .ϕ  В качестве 
характерной площади площадь круга с радиусом 4 (расстояние от оси до точки вращения об-
разующей). Набор данных на линии 1 получается при постепенном увеличении ,ϕ  на линии 
2 — при постепенном уменьшении .ϕ  В области 19  25ϕ° ≤ ≤ °  реализуется две возможных схе-
мы течения.

Аналогичные результаты получаются если в качестве параметра использовать число Маха 
набегающего потока. Рассмотрим сопло с углом наклона 20 ,ϕ = °  по результатам расчетов ко-
торого известно, что при M 3=  возможно образование двух режимов обтекания. На рис. 5 
приведены результаты расчета при M 2.0=  и 3.5.

Если провести расчеты, используя в качестве начальных данных решение при M 2.0,=  с 
увеличением числа Маха, то получим критическое число Маха, до которого может реализовы-
ваться режим с отошедшей ударной волной. Наоборот, если проводить от M 3.5=  с уменьше-
нием числа Маха, то получим второе критическое число Маха, до которого может реализовы-

Рис. 2. Течение с отошедшей ударной волной, 26ϕ =  и 60°

Рис. 3. Течение с косой и отошедшей ударной волной, 20ϕ = °

Рис. 4. Коэффициент сопротивления сопла от ϕ
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ваться режим с косой ударной волной. На рис.6 приведен коэффициент сопротивления Cx  в 
зависимости от M:  линия 1 — расчеты с увеличением по числу Маха, 2 — с уменьшением по 
M.  Так же и при изменении угла ,ϕ  при изменении числа M  есть область 2.4 M 3.2,≤ ≤  когда 
возможна реализация двух схем обтекания.

3. Результаты расчетов плоских тчений

Для обобщения полученных данных об области гистерезиса проведены расчеты плоского 
течения. В этом случае параметр, по которому осуществлялось изменение картины течения, 
является расстояние между сужающими поток наклонными пластинами. Пластины по отно-
шению к набегающему потоку наклонены на угол 20 градусов. Первоначально расстояние от 
центральной точки пластины до плоскости симметрии течения 0.5Y =  (при продольном раз-
мере пластины 2.). Течение рассматривается в условиях набегающего потока M 3.=  При дан-
ном досточно малом расстоянии между пластинами перед сужающим соплом образуется пря-
мой скачок уплотнения. Далее пластины раздвигаются и данная картина течения сохраняется 
до достаточно большего расстояния между пластинами — Y =  до 2.1. При дальнейшем увели-
чении расстояния схема с прямым скачком уплотнения замещается картиной течения с косы-
ми скачками уплотнения. На этом режиме две стороны сужающего сопла обтекаются факти-
чески независимо и одинаково. Если при достаточно большом расстоянии между пластинами 
расчет проводить с использованием в качестве начальных данных набегающий поток, или пу-
тем использования решения, полученного для больших расстояний между пластинами, то 
данный режим будет образовываться или сохраняться при расстояния между пластинами 
больше чем 1.1.

На рис. 7 приведен коэффициент сопротивления от .Y  Линия 1 соответствует движению по 
парметру с увеличением ,Y  линия 2 — с уменьшением .Y  Обнаруживается область двузначно-
сти решения. На рис. 8 приведены две возможных картины плоского течения при 1.5.Y =  Тече-

Рис. 5. Течение около сопла 20ϕ = °  при M 2.0=  и 3.5

Рис. 6. Коэффициент сопротивления сопла от числа M
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ние визуализировано распределением давления на поверхности определяемой плотностью, что 
позволяет дополнительно, кроме давления, визуализировать области с градиентом плотности. 
При этом хорошо подчеркиваются не только ударные волны, но и контактные разрывы.

4. Сопоставление осесимметричных и плоских течений

При обтекании упорядоченных систем тел для обобщения результатов часто используется 
понятие проницаемости. В рассматриваемых случаях — это отношение площади протока к пол-
ной площади, суммы миделя обтекаемой системы и площади протока. С учетом того, что пол-
ный размер отрезков определяющих наклонную поверхность равен 2., для осесимметричной 

задачи проницаемость определяется уравнением 
2

sin ,
sin

Y
Y

ϕη
ϕ

 −
=  + 

 а для плоской sin .
sin

Y
Y

ϕη
ϕ

−
=

+
 

На рис.9 обобщены результаты расчетов: линии 1, 2 и 3 соответствуют расчетом осесимме-
тричного течения при 2,Y =  4 и 6 соответсвенно. С увеличением Y  область неоднозначности 
течения уменьшается, но критическое значение параметра 1 0.75,η ≈  больше которого реали-
зуется течение только с косыми скачками уплотнения остается почти постоянным. Второе 
критическое значение 2 ,η  меньше которого реализуется течение только с прямым скачком 
уплотнения зависит от .Y  Линия 4 соответствует результатам расчетов плоского течения. 
Представляет интерес, что и в данном случае 1η  приблизительно такое же, как и для осесим-
метричной задачи.

 

Рис. 7. Коэффициент сопротивления сопла от .Y  Плоское течение

Рис. 8. Два варианта течения при 1.5Y =
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Заключение

Метод численного моделирования на системе сеток с возможностью проведения расчетов 
по параметру позволяет учитывать режим обтекания, в котором система находилась до изме-
нения параметра. Реализованный подход к проведению расчетов позволяет выявить область 
гистерезиса. Смоделирован эффект гистерезиса при обтекании сопла при изменении угла на-
клона или расстояния между сжимающими поверхностями, числа Маха набегающего потока. 
Расчеты выполнены для осесимметричной и плоской постановках задачи. При построении 
области гистерезиса в зависимости от параметра проницаемости есть аналогия между осесим-
метричными и плоскими течениями.

Литература

1. Зубин М. А., Туник Ю. В. Запуск осесимметричного сопла Лаваля в гиперзвуковом пото-
ке // Известия РАН. Механика жидкости и газа. – 2014. – № 4. – С. 155–160.

2. Максимов Ф. А., Шевелев Ю. Д. Математическое моделирование проницаемых поверхно-
стей // Математическое моделирование. – 2018. – № 11. – С. 127–144.

Рис. 9. Коэффициент сопротивления в зависимости от коэффициента проницаемости η
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Аннотация. В статье проведено исследование операционной системы МСВС на предмет 
наличия в ней сетевых уязвимостей, которые могут способствовать реализации угроз 
безопасности информации, хранимой и обрабатываемой в информационных системах 
под управлением данной ОС. Для исследования и правильной оценки сетевых уязвимо-
стей ОС МСВС, подробно изучена структура ОС, круг решаемых её задач и границы её 
применения.
Ключевые слова: операционная система, МСВС, сетевые уязвимости, угроза безопасно-
сти, несанкционированный доступ(НСД).

Введение

Во времена полного импортозамещения, в том числе и цифровых продуктов, необходимо 
наличие отечественных «доверенных» операционных систем, обеспечивающих необходимый 
уровень защиты информации. Защита информации представляет собой принятие правовых, 
организационных и технических мер, направленных на:

1) обеспечение защиты информации от неправомерного доступа, уничтожения, модифи-
цирования, блокирования, копирования, предоставления, распространения, а также от иных 
неправомерных действий в отношении такой информации;

2) соблюдение конфиденциальности информации ограниченного доступа;
3) реализацию права на доступ к информации [1].
Такой платформой, имеющей развитый набор прикладных программ, является ОС МСВС.

1. Исследование операционной системы МСВС

Операционная система МСВС — отечественная защищённая ОС. Она предназначена для 
построения на её основе защищённых информационных систем, обладает развитыми сред-
ствами управления доступом пользователей к ресурсам ОС, включающими механизмы ман-
датного, дискреционного и ролевого управления доступом. МСВС является 32-разрядной се-
тевой ОС, построенной на концепции UNIX-систем.

В состав МСВС входят 4 комплекса: базовая конфигурация ОС, система графического ин-
терфейса, система защиты от НСД и средства разработки.

ОС МСВС содержит обширный набор средств обеспечения безопасности и является слож-
ным программным продуктом, а значит, может содержать ошибки и «чёрные ходы», через ко-
торые возможен несанкционированный доступ к защищаемой информации. ОС в нормаль-
ном режиме может функционировать штатно, но как поведёт себя система, например, при 
сбое, экстренной перегрузке или нарушении условия нормального функционирования неиз-
вестно. Отсюда следует, что эти факты требуют детального исследования, после чего можно 
будет сделать вывод о защищённости ОС МСВС.

В настоящее время на предприятиях компьютеры, не объединённые общей сетью, практи-
чески отсутствуют, что делает актуальным проектирование архитектуры сетевой коммутации 
всех компьютеров предприятия и построение эффективной защиты на уровне сети.
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Учитывая тот факт, что локальные вычислительные сети многих организаций обычно свя-
заны между собой и имеют выход в Internet, возникает угроза удалённого вторжения и НСД к 
информации. Сетевые атаки, условно можно разделить на пассивные и активные.

При пассивных атаках злоумышленник никак на даёт обнаружить себя и не вступает в 
прямое взаимодействие с другими системами. Суть пассивной атаки сводится к наблюдению 
за доступными данными или сессиями связи.

Одной из таких атак является подслушивание (Sniffing), что представляет собой перехват 
сетевого потока и его анализе. Для осуществления подслушивания злоумышленнику необхо-
димо иметь доступ к машине, расположенной на пути сетевого потока, который необходимо 
анализировать, например, к шлюзу или маршрутизатору. При получении достаточных прав 
на этой машине с помощью специального программного обеспечения сможет просматривать 
весь трафик, проходящий через данный интерфейс. Второй вариант — злоумышленник полу-
чает доступ к машине, которая расположена в одном сегменте сети с системой, которой имеет 
доступ к сетевому потоку. Например, в сети Ethernet сетевая карта может быть переведена в 
режим, в котором она будет получать все пакеты, циркулирующие по сети, а не только адресо-
ванной ей конкретно.

Поскольку TCP/IP-трафик, как правило, не шифруется, злоумышленник, используя соот-
ветствующий инструментарий, может перехватывать TCP/IP-пакеты и извлекать из них имена 
пользователей и их пароли. Стоит отметить, что данный тип атаки невозможно отследить, не 
обладая доступом к системе злоумышленника, так как сетевой поток не изменяется.

Активные атаки — это прямое взаимодействие злоумышленника с получателем информа-
ции, отправителем, промежуточными системами, с возможностью изменения передаваемых 
пакетов данных. Злоумышленник предпринимает определенные шаги для перехвата и моди-
фикации сетевого потока или попыток «притвориться» другой системой.

Существует атака, основанная на предсказании TCP sequence number (IP spoofing). Цель 
атаки — притвориться другой системой, которой «доверяет» система-жертва, например, в слу-
чае использования протокола rlogin/rsh для беспарольного входа. Если в случае IP spoofing’а 
злоумышленник инициировал новое соединение, то в данном случае он перехватывает весь 
сетевой поток, модифицируя его и фильтруя произвольным образом. Метод является комби-
нацией подслушивания и IP spoofing’а. В этом случае злоумышленник, прослушивая линию, 
может взять на себя функции посредника, генерируя корректные пакеты для клиента и серве-
ра и перехватывая их ответы. Метод позволяет полностью обойти такие системы защиты, как, 
например, одноразовые пароли, поскольку злоумышленник начинает работу уже после того, 
как произойдет авторизация пользователя.

Заключение

Как видим, операционная система МСВС, не смотря на её защищённость, подвержена раз-
личным видам сетевых атак, а значит, вопрос безопасности этой платформы все также остаёт-
ся актуальным для дальнейшего изучения.
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Аннотация. В статье рассмотрены основные алгоритмы поиска ключевых точек и их де-
скрипторов. Существует немало алгоритмов и каждый из них отличается скоростью и 
качеством работы. Поэтому на основе рассматриваемых алгоритмов производится выбор 
лучшего (лучших) из них, исходя из некоторых требований. Сначала дается теоретиче-
ское обоснование ключевых точек и их дескрипторов. После этого описываются требо-
вания к алгоритмам (основной упор делается на требования к задаче фотограмметрии) и 
далее производится сравнительный анализ. После этого дается описательная характери-
стика каждого из алгоритмов и выделяются их сильные и слабые стороны.
Ключевые слова: ключевые точки, дескрипторы, детектор, ORB, SIFT, SURF, AKAZE, 
BRISK, AGAST, FAST, разность гауссианов.

Введение

Сопоставление изображений является важным аспектом многих приложений компьютер-
ного и машинного зрения, особенно в задачах навигации роботов, обнаружения и отслежива-
ния объектов, дополненной реальности и сшивки панорам.

Однако сопоставление изображений невозможно без стадии извлечения их признаков. 
Многие компании пытаются отыскать быстрый и качественный способ извлечения призна-
ков. Некоторые методы пытаются скопировать поведение человеческого мозга, разрабатывая 
и обучая нейронные сети, другие используют классические математические подходы. Однако 
одно можно сказать точно — практически каждый из современных алгоритмов извлечения 
признаков состоит из поиска ключевых точек и их дескрипторов. Ключевые точки описывают 
характерные места на фотографии, например, яркий пиксель на изображении. Дескрипторы 
же нужны для сопоставления изображений. Они содержат основную информацию об окрест-
ности ключевой точки и её особенностях и помогают определить похожие ключевые точки 
на изображениях. Чем больше похожих ключевых точек на двух изображениях, тем больше 
вероятность того, что фотографии схожи. 

Идеальный метод выделения признаков должен быть устойчивым к изменениям освеще-
ния, поворота, масштаба и другим преобразованиям, но при этом достаточно быстрым, чтобы 
его можно было использовать в сценариях реального времени. На текущий момент это не так, 
каждый используемый метод имеет свои преимущества и недостатки.

В работе предоставлены сравнение и анализ нескольких современных алгоритмов извлече-
ния ключевых точек и их дескрипторов.

1. Ключевые точки и дескрипторы

Чтобы найти похожие фотографии, необходимо найти расстояния между ними. Для поис-
ка расстояния между изображения необходимо выделить подмножество локальных призна-
ков изображения.

Ключевые или особые точки — это точки (пиксели) на изображении, которые определяют 
некоторую особенность на изображении. Причина, по которой ключевые точки являются осо-
бенными, заключается в том, что независимо от того, как изменяется изображение: вращает-
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ся, сжимается или расширяется, перемещается или подвергается искажению, детектор должен 
быть в состоянии найти те же самые ключевые точки в этом измененном изображении при 
сравнении с исходным изображением.

Процесс поиска локальных точек называется детектирование, а программа, выполняющая 
ее, — детектором.

Таким образом, ключевые точки должны удовлетворять следующим свойствам:
1. Определенность. Ключевая точка должна выделяться на фоне других точек (по яркости, 

например).
2. Устойчивость. Ключевая точка должна быть устойчива к изменению яркости всего изо-

бражения, и при их изменении позиция ключевой точки не должна изменяться. Также пози-
ция не должна изменяться при добавлении некоторых шумов, не достигающих определенного 
порога.

3. Инвариантность. Ключевая точка должна быть устойчива к поворотам изображения, 
изменению масштаба и переносу.

У каждой ключевой точки есть ее описатель – дескриптор. Дескриптор представляет собой 
числовой или бинарный вектор параметров, который определяет особенности в окрестности 
ключевой точки. Размерность вектора определяется в зависимости от алгоритма.

2. Постановка задачи

Целью данной статьи является сравнение и анализ алгоритмов SIFT [1], SURF [2], AKAZE 
[3], ORB [4], BRISK [5] и нахождение их сильных и слабых сторон, а также поиск наиболее под-
ходящего алгоритма для задачи фотограмметрии.

Для достижения цели необходимо решить следующие задачи:
1. Проанализировать работу каждого из перечисленных алгоритмов.
2. Провести сравнительный анализ алгоритмов.
3. Выбрать наиболее подходящий алгоритм для задачи фотограмметрии, который удовлет-

воряем нескольким критериям: 
1. Алгоритм должен искать все возможные (покрывающие от 60 % объекта) «подходящие» 

ключевые точки изображения и их дескрипторы. Под «подходящими» точками понимаются те 
точки, которые выделяют сканируемый объект и его внутреннюю часть;

2. Алгоритм должен иметь возможность удалять, либо не искать вовсе «ложные» ключевые 
точки. Под «ложными» точками понимаются те точки, которые находятся вне сканируемого 
объекта;

3. Алгоритм должен быть инвариантен к масштабированию, повороту и переносу.

3. Описание алгоритмов извлечения ключевых точек и их дескрипторов

Рассмотрим известные алгоритмы и проанализируем их преимущества и недостатки. На 
данный момент существует несколько популярных алгоритмов поиска особых точек и их дес-
крипторов: AKAZE, BRISK, ORB, SIFT, SURF.

 
3.1. AKAZE

Детектор AKAZE базируется на алгоритме KAZE [6] и состоит из 3 частей: вычисление 
множителя контрастности, построение нелинейного масштабного пространства и обнаруже-
ние ключевых точек.

Детектор AKAZE использует определитель матрицы Гессе. Качество инвариантности к вра-
щению улучшено с помощью фильтров Шарра [7]. 
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Дескриптор AKAZE основан на алгоритме Modified Local Difference Binary (MLDB) [8], ко-
торый также очень эффективен. AKAZE инвариантен к масштабу и вращению.

3.2. BRISK

Алгоритм BRISK включает в себя две основные части: обнаружение ключевых точек и их 
описание. Сначала строится масштабная пространственная пирамида. Далее с помощью ал-
горитма AGAST [9] (оператор адаптивного обнаружения углов) извлекаются стабильные экс-
тремумы в непрерывном масштабном пространстве и фильтруются с помощью FAST Corner 
score.

Детектор BRISK основан на определении характерного направления каждой функции. Для 
обеспечения инвариантности освещения результаты простых тестов яркости также объеди-
няются, а дескриптор создается в виде бинарной строки. BRISK инвариантен к масштабирова-
нию и вращению.

3.3. ORB

Алгоритм ORB является комбинацией алгоритмов FAST (Features from Accelerated Segment 
Test) [10] (детектор) и BRIEF (Binary Robust Independent Elementary Features) [11] (дескриптор).

FAST обнаруживает углы объектов в каждом слое пирамиды шкалы, а угловатость обнару-
женных точек оценивается с использованием метода Harris Corner. Поскольку метод описания 
BRIEF крайне нестабилен при вращении, была использована модифицированная версия дес-
криптора BRIEF. ORB инвариантен к масштабированию и вращению.

3.4. SIFT

Детектор SIFT основан на операторе разности гауссианов (DoG), который является ап-
проксимацией лапласиана Гаусса (LoG). Характерные точки обнаруживаются путем поиска 
локальных максимумов с использованием DoG в различных масштабах изображений объекта. 
Метод описания извлекает окрестности 16x16 вокруг каждой обнаруженной функции и до-
полнительно сегментирует область на подблоки, отображая в общей сложности 128 значений. 
SIFT инвариантен к поворотам изображения и масштабу.

3.5. SUFR

Детектор SURF основан на определителе матрицы Гессе и использует интегральные изобра-
жения для повышения скорости обнаружения признаков. 64-битовый дескриптор SURF опи-
сывает каждую обнаруженную ключевую точку с распределением откликов вейвлета Хаара в 
определенной окрестности. Ключевые точки, полученные по алгоритму SURF инвариантны к 
вращению и масштабированию. Однако дескриптор может быть расширен до 128 значений, 
чтобы иметь дело с большими изменениями точки обзора.

4. Преимущества и недостатки методов

Следует понимать, что универсального метода извлечения ключевых точек не существует. 
Для каждой задачи могут подходить несколько методов.

Так, например, алгоритмы SIFT и SURF являются закрытыми и их коммерческое исполь-
зование невозможно без покупки лицензии. Также нельзя вносить изменения в их алгоритм. 
В свою же очередь, алгоритмы ORB, AKAZE и BRISK являются свободно распространяемыми.
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Из всех алгоритмов ORB находит больше всего ключевых точек, однако большинство из них 
являются шумами и не могут быть использованы в дальнейшем. Алгоритмы AKAZE, BRISK 
находят значительно меньше точек из всех представленных алгоритмов, но «ложных» среди 
них практически нет. SIFT и SURF являются долгими по скорости работы, но фаворитами в 
поиске ключевых точек. Они извлекают все возможные ключевые точки, избегая «ложных».

По скорости работы алгоритм ORB является самым быстрым при поиске ключевых точек и 
их дескрипторов, далее следуют AKAZE и BRISK. SIFT и SUFR оказались самыми медленными.

Все представленные алгоритмы в статье инвариантны относительно масштаба, вращения и 
переноса и аффинных преобразований. 

Вычисление расстояния между дескрипторами происходит быстрее у алгоритмов ORB, 
AKAZE и BRISK, поскольку их дескрипторы являются бинарными.

Табл. 1 демонстрирует основные характеристики алгоритмов.
Таблица 1

Основные характеристики алгоритмов

Открытость 
алгоритма

«Ложные» 
срабатывания

Оптимальное 
количество 
ключевых 

точек

Быстрый поиск 
ключевых 
точек и их 

дескрипторов

Быстрый поиск 
расстояния 

между 
дескрипторами

ORB + + + + +
AKAZE + – – + +
BRISK + – – + +
SIFT – – + – –
SURF – – + – –

Как описывалось ранее, выбор детектора признаков очень сильно зависит от задачи. На-
пример, если требуется быстрый поиск ключевых точек и не сильно важно качество, то мож-
но использовать детектор FAST (алгоритм ORB). Для сшивания изображений, распознавания 
образов и других задач, связанных с дескрипторами признаков, предпочтительны детекторы, 
которые дают меньше ложных срабатываний (AKAZE, BRISK). Если же важно и количество 
ключевых точек и их качество (исключение ложных срабатываний), то тут помогут алгоритмы 
SIFT и SURF. Однако придется пожертвовать скоростью поиска. Таким образом, для задачи 
фотограмметрии предпочтительными алгоритмами будут SIFT и SURF. Поскольку они подхо-
дят под критерии, указанные в постановке задачи.

Заключение

Таким образом, сопоставление изображений — это важный аспект многих приложений 
компьютерного и машинного зрения. Однако он не возможен без этапа извлечения признаков. 
На этапе извлечения признаков происходит поиск ключевых точек и их дескрипторов. Суще-
ствует множество алгоритмов поиска ключевых точек, но качественных и зарекомендовавших 
себя с течением времени существует немного. Среди них — ORB, AKAZE, BRISK, SIFT и SURF.

Все эти алгоритмы имеют преимущества и недостатки, и каждый подходит для решения 
своего типа задач. Универсальных алгоритмов нет. В каких-то задачах не важна скорость рабо-
ты, но важно качество, а в каких-то задачах наоборот, качеством можно пренебречь.
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Аннотация. В работе разработан метод структурной адаптации цифровых сетей связи 
к изменениям входного трафика на основе приращений обобщенного показателя — ко-
эффициента полезного использования возможностей сети по передаче и хранению ин-
формации, который позволяет обеспечить ее функционирование с допустимым уровнем 
потерь информационных пакетов. Для практического осуществления метода получена 
структурная схема устройства адаптации, элементы которой технически реализуемы и 
обеспечивают выполнение всех необходимых операций. Проведено имитационное мо-
делирование информационного обмена в цифровых сетях связи с заданными структура-
ми в условиях изменения входного трафика при использовании разработанного метода 
адаптации. Результаты моделирования подтвердили работоспособность и эффектив-
ность предложенного метода, выражающиеся в существенном расширении полосы про-
пускания по входному трафику и повышении коэффициента полезного использования, 
что может быть реализовано в комплексной многоконтурной адаптации цифровых сетей 
связи к изменяющимся условиям функционирования.
Ключевые слова: цифровая сеть связи, структурная адаптация, информационные по-
тери, граница структурной адаптации, условие смены структур, полоса пропускания, 
устройство адаптации.

Введение

Для современных цифровых сетей связи (ЦСС) в условиях высокого и изменяющегося 
входного трафика характерным является значительный рост потерь информационных паке-
тов (информационных потерь), сказывающийся на резком снижении эффективности инфор-
мационного обмена (ИО) — информационной эффективности сетей. Выходом из сложившей-
ся ситуации является реализация своевременной структурной адаптации ЦСС к изменениям 
режима функционирования. Это позволит минимизировать информационные потери и, как 
следствие, обеспечить работу сетей при параметрах ИО близких к потенциальным возмож-
ностям, исходя из заданных технических характеристик ЦСС. Для решения данной задачи 
требуется правильная оценка изменений состояния функционирования сети, заключающаяся 
в учете информационных потерь на сетевом уровне с применением обобщенного показателя 
оценки эффективности ИО, а также в определении граничных значений входного трафика и 
условия смены топологий ЦСС. В этой связи не вызывает сомнений актуальность задачи реа-
лизации структурной адаптации ЦСС с учетом информационных потерь и формирования на 
ее основе практических рекомендаций, направленных на повышение и поддержание близких 
к потенциально возможным параметров и характеристик ИО для конкретных условий функ-
ционирования. Под структурной адаптацией ЦСС с учетом потерь информационных пакетов 
(информационных потерь) будем понимать способность сети приспосабливаться к изменяю-
щимся условиям функционирования (изменениям входного трафика) путем последователь-
ных переходов с основной на резервную структуру и обратно, которые обеспечивают поддер-
жание эффективности ИО в ЦСС не ниже порогового значения обобщенного показателя с 
допустимым уровнем информационных потерь.
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Анализ известных подходов к реализации структурной адаптации в ЦСС показывает, что 
они основываются на использовании параметров и характеристик, таких как: D  — достовер-
ность вскрытия структуры системы связи, Dïîð  — ее пороговый уровень, позволяющих до-
биться повышения устойчивости системы при воздействии деструктивных воздействий на ее 
структурные элементы за счет упреждающей реконфигурации по критерию D D> ïîð  [1]; риск 
средних материальных потерь пользователя RÑÌÏ  при условии сильного физического воздей-
ствия на сеть, определяемого изменением вероятности 1( 1)kP Z =  обеспечения надежной пере-
дачи информации между корреспондентами по k-му каналу связи [2]; коэффициент полезного 
использования (КПИ) возможностей сети по передаче и хранению информации η  и его поро-
говое значение ,ηïîð  позволяющие определить интервал эффективной работы ЦСС по входно-
му трафику — полосу пропускания [ , ],γ γâõ ïîð âõ ïîð

îñí ðåç
1 2  а также границу структурной адаптации и 

условия перехода с основной на резервную структуру и обратно [3]. Недостатками данных спо-
собов структурной адаптации являются: реализация без учета изменений интенсивности вход-
ного трафика в процессе функционирования, невозможность увеличения интервала эффек-
тивной работы сети по входному трафику (полосы пропускания) и поддержания требуемой 
эффективности ИО (первый и второй способы); невозможность реализации в условиях изме-
нения входного трафика с допустимым уровнем информационных потерь (третий способ).

Таким образом, цель данной работы заключается в поддержании требуемой эффективности 
ИО ЦСС в соответствии с заданным пороговым значением КПИ возможностей сети по передаче 
и хранению информации (далее просто КПИ) в расширенной полосе пропускания по входному 
трафику с обеспечением допустимого уровня  потерь информационных пакетов на основе раз-
работки метода и устройства структурной адаптации ЦСС, которые позволяют определить по-
казатель — удельное приращение КПИ по входному трафику ,D  а также новые граничные зна-
чения входного трафика и условие  перехода с основной на резервную структуру и обратно. 

1. Материалы и методы

При реализации предлагаемого метода структурной адаптации ЦСС представляется в 
виде объекта 1 (рис. 1), состоящего из следующих основных блоков: 2 — блок устройств ввода 
информации в ЦСС (БУВИ); 3 — блок запоминающих устройств (БЗУ); 4 — блок устройств 
передачи информации (БУПИ); 5 — блок устройств вывода информации из ЦСС (БУВВИ).

Сущность предлагаемого метода заключается в том, что путем измерений в блоках: БУВИ, 
БЗУ, БУПИ, БУВВИ находится интервал эффективной работы ЦСС на основной структуре с 
учетом допустимых информационных потерь 1[ , ].Dγ γâõ ïîð âõ

îñí îñí  Для чего через заданный проме-
жуток времени tçàä  измеряются текущие значения входного трафика ,iγ âõ  определяются теку-
щие значения КПИ iη

îñí  и его удельных приращений по входному трафику iDîñí  для основной 
структуры сети, после чего проверяется выполнение неравенства 

 1 ,i iD D −≥îñí îñí  (1)
где 1iD −

îñí  — удельного приращения КПИ на предыдущем интервале времени .tçàä

Если неравенство (1) выполняется, то описанные выше измерения и вычисления повто-
ряются, а работа ЦСС продолжается на основной структуре, иначе определяется пороговое 
значение удельного приращения КПИ по входному трафику

 ,D
η
γ

∆
=

∆
ïîð ÈÏ

ïîð
âõ ïîð

îñí
îñí  (2)

где η∆ ïîð ÈÏ  — пороговое значение приращения КПИ с учетом появления в сети информаци-
онных потерь, γ∆ âõ ïîð

îñí  — пороговое значение приращения входного трафика для основной 
структуры ЦСС.



498

При этом осуществляется проверка условия 
 .iD D> ïîð

îñí îñí  (3)
Если условие (3) выполняется, то измерения и вычисления iDîñí  продолжаются через ,tçàä  а 

ЦСС по-прежнему функционирует на основной структуре. В противном случае, измеряется и 
запоминается значение входного трафика ,tgαγ âõ

îñí  которое является границей структурной 
адаптации ЦСС с учетом обеспечения допустимых информационных потерь.

После чего проверяется выполнение условия
 1 1.γ γ<âõ ïîð âõ ïîð

îñí ðåç  (4)
Если условие (4) не выполняется, то осуществляется выбор новой резервной структуры 

ЦСС и повторяется проверка условия (4), иначе проверяется выполнение условия
 1 .Dγ γ≤âõ ïîð âõ

ðåç îñí  (5)

Рис. 1. Структурная схема реализации метода структурной адаптации ЦСС 
с учетом допустимых информационных потерь
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Если условие (5) не выполняется, то осуществляется выбор новой резервной структуры 
сети и последовательно повторяется проверка условий (4) и (5). 

При выполнении неравенства (5) осуществляются измерения текущих значений входного 
трафика и если

 ,i Dγ γ<âõ âõ
îñí  (6)

то работа ЦСС продолжается на основной структуре сети. 
Иначе осуществляется переход на резервную структуру, для которой, аналогично выраже-

нию (2), определяется значение Dïîð
ðåç  и контролируются: текущие значения входного трафика 

(6) и удельного приращения КПИ iDðåç  с проверкой условий аналогичных выражениям (1) и 
(3) для резервной структуры. Если условие аналогичное (3) для резервной структуры не вы-
полняется, то измеряется и запоминается значение входного трафика ,Dγ âõ

ðåç  которое является 
верхней границей полосы пропускания ЦСС с учетом обеспечения допустимых информаци-
онных потерь. 

В дальнейшем на интервале ( ) 1[ , ]Dγ ηΠ γ γ=
âõ ïîð âõ ïîð âõ
Ñòð.àä. ÈÏ îñí ðåç  через ,tçàä  продолжаются измерения 

только значений входного трафика с проверкой условия (6), при выполнении которого ЦСС 
работает на основной структуре, в противном случае — на резервной структуре.

Сущность предлагаемого метода структурной адаптации ЦСС поясняется следующим. 
При определении Dïîð

îñí  (2) и аналогично Dïîð
ðåç  использованы пороговые значения: приращений 

входного трафика для основной minNγ γ∆ = ⋅∆âõ ïîð êàí âõ
îñí îñí  и резервной minNγ γ∆ = ⋅∆âõ ïîð êàí âõ

ðåç ðåç  струк-
тур ЦСС, где Nêàí

îñí  и Nêàí
ðåç  — число каналов связи в основной и резервной структурах сети, 

соответственно, minγ∆ âõ  — минимальное приращение интенсивности входного трафика в ка-
ждом канале связи равное величине 1 пакет/с, выбранное для условий функционирования 
сети с постоянной загрузкой каналов связи [4]; приращения КПИ с учетом допустимых ин-
формационных потерь в ЦСС 0,1%,η∆ =ïîð ÈÏ  определенное на основе моделирования и 
оценки эффективности  ИО ЦСС с заданными структурами с учетом требований по потерям 
информационных пакетов, определенных в рекомендациях Международного союза электрос-
вязи [5, 6]. В результате слева полоса пропускания ЦСС ограничивается в соответствии с за-
данным пороговым значением КПИ значением входного трафика 1,γ âõ ïîð

îñí  полученным для ос-
новной структуры, а справа — ,Dγ âõ

ðåç  которое определяется путем проверки неравенства 
аналогичного (3) для текущих значений удельного приращения КПИ iDðåç  на резервной струк-
туре ЦСС.

Структурная схема устройства реализующего предлагаемый метод структурной адапта-
ции ЦСС включает в себя следующие блоки (рис. 1): 6 — измерителя-вычислителя КПИ и ин-
тервала эффективной работы основной структуры ЦСС (БИКОС); 7 — измерителя-вычисли-
теля КПИ и интервала эффективной работы резервной структуры ЦСС (БИКРС); 8 — блок 
измерения входного трафика (БИВТ); 9 — блок определения удельного приращения КПИ ос-
новной структуры ЦСС (БОПОС); 10 — блок запоминающего устройства (БЗУ1); 11 — блок 
сравнения (БС1); 12 — блок определения порогового значения удельного приращения КПИ 
основной структуры ЦСС (БОПЗПОС);13 — блок сравнения (БС2); 14 — блок запоминающего 
устройства (БЗУ2); 15 — блок сравнения (БС3); 16 — блок задержки (БЗ); 17 — блок сравнения 
(БС4); 18 — блок определения удельного приращения КПИ резервной структуры ЦСС (БО-
ПРС); 19 — блок запоминающего устройства (БЗУ3); 20 — блок сравнения (БС5); 21 — блок 
определения порогового значения удельного приращения КПИ резервной структуры ЦСС 
(БОПЗПРС); 22 — блок сравнения  (БС6); 23 — блок сравнения (БС7).

С использованием данного устройства метод структурной адаптации ЦСС с учетом ин-
формационных потерь, осуществляется следующим образом (рис. 1). Нахождение текущих 
значений КПИ сети основной iη

îñí  и резервной iη
ðåç  структур через заданный интервал време-

ни измерений ,tçàä  определяемый условиями информационного обмена в ЦСС [7], а также их 



500

интервалов эффективной работы 1 2[ , ]γ γâõ ïîð âõ ïîð
îñí îñí  и 1 2[ , ],γ γâõ ïîð âõ ïîð

ðåç ðåç  соответственно, производит-
ся по известному способу [3] в блоках 6 (БИКОС) и 7 (БИКРС). Измерение текущих значений 
входного трафика iγ âõ  через tçàä  осуществляется в блоке 8 (БИВТ) (из блока 2 ЦСС), выполнен-
ном, например, в виде счетчика одиночных элементарных посылок в единицу времени. 

Далее с использованием текущих значений КПИ основной структуры ЦСС iη
îñí  и входного 

трафика ,iγ âõ  поступающих с выхода 1 блока 6 на вход 1 блока 9 (БОПОС) и с выхода 2 блока 
8 на вход 2 блока 9, определяется текущее значение удельного приращения КПИ основной 
структуры ЦСС по методике, изложенной в работе [3]. Полученное значение iDîñí  с выхода 
блока 9 подается на вход блока 10 (БЗУ1), где оно запоминается. Далее через tçàä  (аналогично 
описанному выше), с использованием блоков 6, 8, 9 определяется следующее текущее значение 
удельного приращения КПИ для основной структуры ЦСС ,iDîñí  которое также подается на 
вход блока 10 (БЗУ1). При поступлении в блок 10 следующего текущего значения iDîñí  оно 
запоминается и выдается на выход 2 блока 10, а предыдущее значение удельного приращения 
КПИ 1iD −

îñí  выдается на выход 1 блока 10. С выходов 1 и 2 блока 10, соответственно, значения 
1iD −

îñí  и iDîñí  поступают на входы 1 и 2 блока 11 (БС1), где проверяется выполнение неравенства 
(1). В случае выполнения неравенства на выход 1 блока 11 (являющийся Вых. 1 устройства) 
выдается сигнал продолжения работы ЦСС на основной структуре, а также измерений и вы-
числений в блоках 6, 8 – 11. Если условие в блоке 11 не выполняется, с выхода 2 блока 11 пода-
ется сигнал на вход 2 блока 13 (БС2). 

Одновременно с этим в блоке 12 (БОПЗПОС), согласно выражению (2), с использованием 
порогового приращения КПИ 0,1%η∆ =ïîð ÈÏ  и информации о числе каналов связи основной 
структуры ,N îñí

êàí  поступающей из блока 4 (БУПИ) ЦСС определяется пороговое значение 
удельного приращения КПИ для основной структуры сети ,Dîñí

ïîð  которое подается на вход 1 
блока 13. В блоке 13 проверяется выполнение неравенства (3). В случае выполнения неравен-
ства на выход 1 блока 13 (являющийся Вых. 2 устройства) выдается сигнал продолжения рабо-
ты ЦСС на основной структуре, а также измерений и вычислений в блоках 6, 8–11. Если усло-
вие в блоке 13 не выполняется, с выхода 2 блока 13 подается сигнал на вход А2 шины Ш1, далее 
с выхода В2 шины Ш1 на управляющий вход (упр. вх.1) блока 14 (БЗУ2) для записи текущего 
значения ,iγ âõ  поступающего с выхода 1 блока 8 (БИВТ) на вход блока 14, как значения вход-
ного трафика ,Dγ âõ

îñí  которое является границей структурной адаптации ЦСС с учетом обеспе-
чения допустимых информационных потерь. 

Далее с выходов 2 блоков 6 и 7, соответственно, подаются значения 1γ âõ ïîð
îñí  и 1γ âõ ïîð

ðåç  на входы 
1 и 2 блока 15 (БС3), где проверяется условие (4) соответствия резервной структуры ЦСС ос-
новной структуре по входному трафику. В случае, если условие в блоке 15 не выполняется, с 
выхода 2 блока 15 на выход схемы (являющийся Вых. 3 устройства) выдается сигнал несоот-
ветствия резервной структуры основной структуре ЦСС по полосе пропускания, при котором 
осуществляется замена резервной структуры. Одновременно данный сигнал подается на вход 
А0 шины Ш1, далее с выхода В0 шины Ш1 на управляющие входы 1 (упр. вх. 1) блоков 6, 7 и 8 
для прекращения измерений текущих значений ,iη

îñí  iη
ðåç  в блоках 6, 7 и iγ âõ  в блоке 8, соот-

ветственно, а также в блок задержки 16 (БЗ). По прибытию сигнала в блок 16 он задерживает-
ся на интервал времени tðåê  реконфигурации структуры ЦСС, за который в ЦСС осуществля-
ют выбор новой резервной структуры. Далее с выхода блока 16 сигнал подается на вход А1 
шины Ш1, далее с выхода В1 шины Ш1 на упр. вх. 2 блоков 6, 7 и 8 для возобновления измере-
ний текущих значений ,iη

îñí  iη
ðåç  в блоках 6, 7 и iγ âõ  в блоке 8, соответственно, через .tçàä

При выполнении условия в блоке 15, с выхода 1 подается управляющий сигнал на упр. вх.2 
блока 14, после чего записанное значение Dγ âõ

îñí  с выхода 1 блока 14 одновременно направляется: 
на вход 1 блока 17 (БС4) и на вход 1 блока 23 (БС7). В блоке 17 проверяется выполнение условия 
(5) соответствия резервной структуры ЦСС основной структуре с учетом допустимых инфор-
мационных потерь, сравнивая Dγ âõ

îñí  со значением 1,γ âõ ïîð
ðåç  поступающим на вход 2 блока 17 с 
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выхода 2 блока 7. Если условие (5) не выполняется, то выдается сигнал на выход 2 блока 17 и на 
выход схемы (явлющийся Вых. 3 устройства) сигнал несоответствия резервной структуры ос-
новной структуре ЦСС по полосе пропускания с учетом информационных потерь и осущест-
вляется замена резервной структуры. Аналогично описанному выше, одновременно данный 
сигнал подается на вход А0 и далее с выхода В0 шины Ш1 на упр. вх. 1 блоков 6, 7 и 8 для пре-
кращения измерений в блоках 6, 7 и  8, а также в блок 16, где после его задержки на интервал 
времени реконфигурации структуры ЦСС ,tðåê  формируется сигнал (через вход А1 и выход В1 
шины Ш1 на упр. вх. 2 блоков 6, 7 и 8) на возобновление измерений в блоках 6, 7 и 8.

Если условие (5) в блоке 17 выполняется, то выдается сигнал на выход 1 блока 17 (являю-
щийся Вых. 4 устройства) соответствия резервной структуры основной структуре ЦСС по 
полосе пропускания с учетом информационных потерь. После чего прекращаются измерения 
и вычисления в блоках 6, 9–13 для основной структуры ЦСС. При этом блоке 23 (БС7) прове-
ряется выполнение неравенства (6) путем сравнения значения границы структурной адапта-
ции ЦСС с учетом обеспечения допустимых информационных потерь ,Dγ âõ

îñí  поступающего на 
вход 1 блока 23 с выхода 1 блока 14, с текущим значением входного трафика ЦСС ,iγ âõ  направ-
ляемым на вход 2 блока 23 с выхода 1 блока 8. Если условие (6) в блоке 23 выполняется, то на 
выход 1 блока 23 (являющийся Вых. 5 устройства) выдается сигнал продолжения работы на 
основной структуре ЦСС (с работой только блоков 8, 14 и 23 по измерению текущих значений 
входного трафика и границы структурной адаптации ЦСС Dγ âõ

îñí ). При невыполнении неравен-
ства (6) в блоке 23 выдается сигнал на выход 2 блока 23 (являющийся Вых. 6 устройства) и 
производится «прямой» переход на резервную структуру ЦСС. При этом аналогично пред-
ставленному выше для основной структуры ЦСС осуществляется определение параметров 
ИО на резервной структуре блоках 7, 18–22. В случае невыполнения неравенства iD D> ïîð

ðåç ðåç  в 
блоке 22 с его выхода 2 подается сигнал на вход А3 шины Ш1, далее с выхода В2 шины Ш1 на 
упр. вх.1 блока 14 для записи текущего значения ,iγ âõ  поступающего с  выхода 1 блока 8 (БИВТ) 
как значения входного трафика ,Dγ âõ

ðåç  которое является границей полосы пропускания ЦСС с 
учетом обеспечения допустимых информационных потерь. Записанное значение Dγ âõ

ðåç  одно-
временно выдается на выход 2 блока 14 (являющийся Вых. 9 устройства). После чего измере-
ния и вычисления в блоках 7, 18–22 прекращаются, а осуществляются через tçàä  только изме-
рения и контроль значений входного трафика (блок 8) с проверкой условия (6) в полосе 
пропускания ЦСС с учетом допустимых информационных потерь ( ) 1[ , ]Dγ ηΠ γ γ=

âõ ïîð âõ ïîð âõ
Ñòð.àä. ÈÏ îñí ðåç  с 

помощью блока 23. Подобный цикл измерений и вычислений в блоках 8 и 23 повторяется в 
течение всего функционирования ЦСС, обеспечивая тем самым структурную адаптацию ЦСС 
с учетом допустимых информационных потерь. 

Доказательством технической реализуемости метода и устройства структурной адаптации 
ЦСС с учетом информационных потерь, является то, что для их осуществления требуются 
стандартные элементы микроэлектроники, существующие средства измерительной и вычис-
лительной техники, например, такие как: шины данных, счетчики, запоминающие устройства, 
вычитающие устройства, схемы сравнения, линии задержки, а также программное обеспече-
ние, основой которого являются элементарные математические операции, которые могут быть 
практически выполнены на базе быстродействующих микроконтроллеров [8].

2. Результаты и их обсуждение

Для проверки работоспособности разработанных метода и устройства структурной адапта-
ции получена имитационная модель ИО в условиях изменения входного трафика в ЦСС с ос-
новными видами сетевых структур: звезда, ячеистая, регулярные (с индексами регулярности 

4r =  и 6r = ) и полносвязная. Результаты работы моделей в виде графиков зависимости КПИ 
от входного трафика — функций информационной эффективности, представлены на рис. 2. 
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В качестве базового варианта выбрана сеть с топологией звезда (из 8 узлов коммутации) с 
минимальной структурной избыточностью, для которой определен пороговый уровень КПИ 

10 %,η =ïîð  используемый при нахождении полосы пропускания в ходе реализации разрабо-
танного метода структурной адаптации. Анализ результатов моделирования показывает, что 
при увеличении топологической избыточности исследуемых структур ЦСС происходит повы-
шение КПИ ηÑòð.àä. ÈÏ  с 15,5 до 36 % и расширение полосы пропускания по входному трафику 
с 700DγΠ =

âõ

îñí  пак/с до ( ) 5600γ ηΠ =
âõ ïîð

Ñòð.àä. ÈÏ  пак/с. Правильный подбор параметров моделей ре-
зервных структур позволил обеспечить совмещение их интервалов функционирования с уче-
том обеспечения допустимых информационных потерь в сети. При этом наблюдаемые прова-
лы в точках смены топологий характерные для разработанного метода структурной адаптации 
не опускаются ниже определенного порогового уровня КПИ, обеспечивая тем самым суще-
ственное расширение полосы пропускания по входному трафику.

Результирующая функция информационной эффективности ЦСС отмечена на рис. 2 жир-
ной сплошной линией, как огибающая зависимостей ( )η γ âõ  для базовой и резервных струк-
тур. Это позволяет говорить о реализуемости и работоспособности предложенного метода 
структурной адаптации, а также об эффективности его применения для увеличения интерва-
ла обеспечения качественного ИО в ЦСС по входному трафику с учетом допустимых инфор-
мационных потерь в процессе функционирования. 

Заключение

Таким образом, цель работы можно считать достигнутой. Новизна предложенных метода 
и устройства от известных аналогов состоит в том, что в результате их работы обеспечивается 
поддержание требуемой эффективности ИО ЦСС в соответствии с заданным пороговым зна-
чением КПИ при изменении входного трафика в расширенном интервале эффективной рабо-
ты (полосы пропускания) сети, образующемся «слиянием» интервалов эффективной работы 
ЦСС основной Dγ âõ

Ï îñí  и резервных Dγ âõ
Ï ðåç  структур с учетом обеспечения допустимого уровня 

информационных потерь. При этом на  основе контроля удельных приращений КПИ по вход-
ному трафику D  определяются: конкретное значение входного трафика, при котором осу-

Рис. 2. Результаты моделирования ИО в ЦСС при реализации метода структурной 
адаптации с учетом допустимых информационных потерь
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ществляется смена основной и резервной структур ЦСС Dγ âõ
îñí  — граница структурной адапта-

ции; условие перехода с основной на резервную структуру и обратно (6), а также граница 
полосы пропускания ЦСС с учетом обеспечения допустимых информационных потерь .Dγ âõ

ðåç  
Построенные зависимости функций информационной эффективности позволяют наглядно 
наблюдать процесс структурной адаптации и определить наилучшие условия работы на от-
дельных топологиях ЦСС при обеспечении допустимых информационных потерь. Представ-
ленный подход предлагается использовать при организации алгоритмов и устройств ком-
плексной многоконтурной адаптации ЦСС к изменяющимся условиям ИО в реальном 
масштабе времени, что позволит обеспечить повышение (поддержание) структурной устой-
чивости и информационной эффективности сети.
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ПОИСК ВЫХОДА ИЗ ЛАБИРИНТА 
С ИСПОЛЬЗОВАНИЕМ МУРАВЬИНОГО АЛГОРИТМА

Воронежский государственный университет

А. Ю. Минакова, О. А. Медведева

Аннотация. Данная статья посвящена разработке модифицированного муравьиного 
алгоритма для нахождения выхода из лабиринта. Генерация лабиринта реализована ал-
горитмом Уилсона. В статье подробно описаны особенности различных ситуаций при 
обработке лабиринта. А также проведён анализ параметров алгоритма и разработаны ре-
комендации по их настройке.
Ключевые слова: муравьиный алгоритм, лабиринты, поиск выхода из лабиринта, вычис-
лительный эксперимент.

Введение

На сегодняшний день поиск выхода из лабиринта очень актуальная задача, особенно для 
компьютерных игр. Лабиринты используются для моделирования разнообразных ситуаций. 
Они могут выступать не только как самостоятельный класс игр, но и быть основой для созда-
ния локаций в играх других жанров.

Для поиска выхода из лабиринта существует множество методов. Один из них это «пра-
вило левой руки». Данное правило применимо, если лабиринт является односвязным, то есть 
все его стены соединены между собой или с внешней границей лабиринта, оно заключается 
в том, что, не отрывая одной из рук на каждом повороте, игрок обязательно придет к выходу 
[2]. Волновой алгоритм позволяет построить трассу(путь) между двумя элементами в любом 
лабиринте [3]. Алгоритм Тремо представляет собой эффективный метод выхода из лабиринта, 
отмечая пройденные пути. На каждом перекрёстке пути либо не отмечены, либо отмечены 
один раз или дважды. Когда выход достигнут, пути, отмеченные только один раз, указывают 
путь назад к началу [4].

1. Алгоритм для поиска выхода из лабиринта

В данной статье рассматривается задача нахождения выхода из заданного лабиринта. Для 
построения исходного лабиринта предлагается использовать известный метод Уилсона [1]. 
При этом в лабиринте будет один вход и один выход. Для нахождения выхода из заданного ла-
биринта предлагается использовать муравьиный алгоритм [5], модифицированный с учётом 
специфики задачи. 

Один за другим, муравьи будут искать новые пути в лабиринте. Один муравей равен од-
ному возможному пути. «Возможному» означает, что по достижении выхода путь текущего 
муравья будет сравниваться с уже имеющимся на предмет повторения. Каждый из муравьёв 
рассматривает до четырёх возможных направлений: вправо, влево, вверх и назад. 

В ходе работы с лабиринтом, построенным алгоритмом Уилсона, возникнут некоторые си-
туации. Рассмотрим каждый из случаев обработки лабиринта подробно. 

1. Муравей оказывается в тупиковой ячейке, т. е. у него только один вариант движения — 
путь назад (рис. 1). В таком случае ему необходимо вернуться к предыдущей развилке. При 
этом в каждой ячейке текущего пути обнулить значения феромонов  0ijτ =  и удалить пометки 
текущего пути. На рис. 1 зелёным цветом со стрелками был построен текущей путь муравья, 



505

красным отмечена часть пути, которая была удалена и на которой было обнулено значение 
феромона. 

2. У муравья есть больше одного варианта выбора пути. Он может пойти по прямой вперёд 
или назад, а также попасть в развилку с вариантами вправо или влево (рис. 2).

В этом случае необходимо посчитать вероятность перехода с помощью формулы (1). 
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ijJ
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P t

t

α

α

τ
τ
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∑
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где t  — номер итерации,
( )ij tτ  — уровень феромонов на ребре ( , )i j  на итерации ,t

α  — некоторая константа, 
J  — множество ячеек, доступных на итерации t  из вершины .i
И с помощью процедуры вероятностного выбора пути определить дальнейшее направление 

движения. Затем необходимо обновить содержание феромона в ячейке согласно формуле (2). 
 ( 1) (1 ) ( ) ,ij ijt p t Aτ τ+ = − ⋅ +  (2)

где t  — номер итерации, 
( )ij tτ  — уровень феромонов на ребре ( , )i j  на итерации ,t

p  — интенсивность испарения феромонов 
A const=  — количество феромонов, которые откладывает муравей.

3. Муравей попал в цикл (рис. 3).
При этом муравью необходимо вернуться к предыдущей развилке, удалив все пометки, 

оставленные в цикле. Убрать феромоны, оставленные муравьём, при прохождении пути в ци-
кле. Красным цветом на рис. 3 показан удалённый путь. 

4. Муравей попал в ячейку, которая является выходом. Это означает, что найден путь k-го 
муравья (рис. 4). 

Рис. 1. Муравей попал в тупиковую ячейку

Рис. 2. Муравей находится на развилке
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Итак, алгоритм поиска выхода из лабиринта на основе муравьиного алгоритма будет иметь 
вид:

1. Ввести матрицу навигации Path  (матрица навигации будет показывать число дальней-
ших возможных направлений в каждой ячейке). 

2. Инициализировать параметры алгоритма: ,α  интенсивность испарения феромонов — 
,p  константу, отвечающую за количество феромонов — ,A  количество муравьёв — ,N  длина 

лучшего пути — .result
3. Задать начальную концентрацию феромонов для ячеек — .A
4. 1k =  (цикл по всем муравьям).
5. Запустить k-го муравья со стартовой позиции. 
6. Внести пометку в ячейку ( ). ijCheckMatrix true=
7. Если 1ijPath =  (т.е. существует лишь одно напраление, куда муравей может пойти) и 

ячейка является выходом, то, следовательно, найден путь k-го муравья. Проверить путь на 
уникальность и перейти к шагу 19. 

8. Если 1ijPath =  — обрабатываем тупик. Возвращаемся до предыдущей развилки, убираем 
пометки данного пути и присваиваем ячейкам значения феромонов равные 0. Перейти к шагу 6. 

9. Если 2ijPath =  и ячейка не является выходом, передвигаться до следующей развилки, 
оставляя пометки и обновляя феромоны по формуле (2).

10. Если 2ijPath =  и ячейка является выходом, то найден k-й путь. Проверить путь на уни-
кальность и перейти к шагу 19.

11. Продолжить движение в данном направление до ближайшей развилки, при этом обнов-
ляя феромоны по формуле (2) и ставя метки. Перейти к шагу 6.

12. Если 2ijPath >  (т. е. будет принимать значение 3 или 4) и является выходом, то, следо-
вательно, найден путь k-го муравья. Перейти к шагу 19. 

13. Если 2ijPath >  (т. е. будет принимать значение 3 или 4) и не является выходом, то пере-
йти к следующему шагу.

14. Вычислить вероятность ( )ijp t  по формуле (1).

Рис. 3. Нахождение муравья в цикле и выход муравья из цикла

Рис. 4. Путь k-го муравья
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15. Если вероятность ( ) 0ijp t =  для всех направлений, то вернуться на прошлую развилку. 
Убрать пометки и обнулить феромон для текущего направления, оставленные в текущем на-
правлении. Перейти к шагу 6. Иначе перейти к шагу 15.

16. Если выбрана ячейка, которая уже использовалась(отмечена), значит муравей попал в 
цикл. Нужно вернуться на предыдущую развилку. Убрать феромоны, что оставил муравей, и 
удалить пометки. Перейти к шагу 6. Иначе перейти к шагу 17.

17. Если ( )ijp t  отлична от 0, то перейти в следующую ячейку с помощью вероятностного 
перехода.

18. Обновить феромоны по формуле (2), выбрать шаг 5.
19. Получен k-й путь, подсчитаем количество меток ijCheckMatrix true=  (ячеек, из кото-

рых состоит путь муравья) и сравним c .result  Если длина маршрута оказалась короче, то пе-
реобновляем лучший путь. 

20. Если ,k N=  то прошли все муравьи. Конец алгоритма, строим кратчайший путь му-
равьёв. Иначе 1;k k= +  перейти к шагу 4.

2. Вычислительный эксперимент

Исследовалось разное количество муравьёв в колонии, а именно 100, 150 и 200. Размерно-
сти лабиринта: 30 × 30, 70 × 70 и 100 × 100. Для каждой размерности лабиринта проводилось 
по 20 тестов. Ячейки старта и финиша были выбраны согласно рис. 5. 

Позиция входа отмечена зелёным цветом, а позиция выхода красным цветом. Точное рас-
стояние между входом и выходом подсчитано с помощью правила нахождения гипотенузы в 
прямоугольном треугольнике с использованием длины и ширины лабиринта. Заданы следую-
щие значения параметров: интенсивность испарения 0.6,p =  начальное количество феромо-
нов ( ) 0.5,ij tτ =  добавляемое количество феромонов муравьями 0.3.A =  В результате получе-
ны данные о среднем времени выполнения алгоритма и средней длине пути, которую 
преодолеют муравьи (табл. 1).

Согласно данным, представленным в табл. 1, можно сделать следующие выводы. При уве-
личении количества муравьев в колонии уменьшается средняя длина получаемого пути, а зна-
чит алгоритм работает точнее. При этом среднее время работы алгоритма увеличивается, но 
незначительно.

В следующем эксперименте проведён анализ интенсивности испарения феромона p (табл. 2). 
Количество муравьёв зафиксировано и равно 200. 

Согласно данным, представленным в табл. 2, можно сделать вывод о зависимости длины 
полученного пути и времени его поиска от интенсивности испарения. С ростом значения дан-

Рис. 5. Позиции старта и финиша
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ного параметра среднее время выполнения алгоритма уменьшается. Причём чем больше зна-
чение интенсивности испарения, тем случайнее поиск. Так, при 1p =  получен самый длинный 
путь муравья относительно остальных значений.

Таблица 1
Эксперимент с разным количеством муравьёв

Размерность 
лабиринта

Расстояние от 
входа до выхода

Количество 
муравьёв

Среднее время 
выполнения 
алгоритма

Средняя длина 
пути прохождения 

алгоритмом

30×30
43 100 0.0023 57
43 150 0.0061 57
43 200 0.012 54

70×70
100 100 0.0341 160
100 150 0.0354 14
100 200 0.0402 112

100×100
142 100 0.1358 201
142 150 0.14 175
142 200 0.156 172

Таблица 2
Эксперимент с разным значением испарения

Размерность 
лабиринта

Расстояние от 
входа до выхода

Значение 
испарения p

Среднее время 
выполнения 
алгоритма

Средняя длина 
пути прохождения 

алгоритмом

30×30

3 0.05 0.0048 56
43 0.1 0.04 56
43 0.3 0.045 56
43 0.6 0.00395 54
43 0.8 0.00407 57
43 1 0.0037 65

70×70

100 0.05 0.402 122
100 0.1 0.039 120
100 0.3 0.048 118
100 0.6 0.0412 112
100 0.8 0.0373 128
100 1 0.0398 145

100×100

142 0.05 0.241 176
142 0.1 0.238 176
142 0.3 0.16 172
142 0.6 0.156 172
142 0.8 0.142 179
142 1 0.1358 201
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Заключение

Согласно результатам экспериментов, представленных в таблицах ранее, можно сделать 
следующие выводы:

1. При увеличении количества муравьев в колонии уменьшается средняя длина получа-
емого пути, а значит алгоритм работает точнее. При этом среднее время работы алгоритма 
увеличивается, но незначительно.

2. При небольших значениях интенсивности испарения 0.3–0.6 алгоритм показывает луч-
шие значения длины построенного пути. При значениях меньше — время работы значительно 
больше, а результаты хуже. А чем больше значение, тем случайнее поиск, так при 1p =  полу-
чен самый длинный путь муравья относительно остальных значений.
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СРАВНИТЕЛЬНЫЙ АНАЛИЗ КАЧЕСТВА БАЗ ЗНАНИЙ,
ПОСТРОЕННЫХ НА ОСНОВЕ ПРОЦЕДУР КЛАСТЕРИЗАЦИИ

Воронежский государственный университет

Т. А. Моисеева, Т. М. Леденева

Аннотация. В статье рассматриваются различные методы построения базы правил для 
нечеткой системы, решающей задачу аппроксимации. Архитектура нечеткого системы 
базируется на моделях Мамдани и Такаги — Сугено. В основе методов построения базы 
правил лежат процедуры кластеризации. Для сравнения различных реализаций нечеткой 
системы используются синтетические данные, сгенерированные с помощью различных 
тестовых функций. Критерием сравнения служит точность аппроксимации в форме сред-
неквадратической ошибки. Анализ результатов вычислительного эксперимента показал, 
что модели Мамдани и Такаги — Сугено демонстрируют различные показатели точности 
в зависимости от типа исходных данных, что позволяет сделать вывод о необходимости 
предварительного анализа исходных данных для выбора подходящей модели.
Ключевые слова: нечеткая система, аппроксимация, база правил, модель Мамдани, мо-
дель Такаги — Сугено, кластеризация.

Введение

Нечеткие системы (НС) получили широкое распространение в различных областях: в ме-
дицине, обслуживании оборудования, прогнозировании, системах управления и поддержки 
принятия решений [1–6]. По сути, НС является универсальным аппроксиматором, при этом 
аппроксимируемая функция приближенно описывается набором если-то правил. В связи с 
этим считается, что НС, включающие «знания о функции» в форме таких правил, реализуют 
принцип «серого моделирования». 

В настоящее время методы компьютерного анализа и интерпретации данных различных 
наблюдений находят широкое применение в различных областях научного знания и приклад-
ных исследований. Одна из важнейших задач, связанная с обработкой наблюдаемых данных, 
заключается в восстановлении функциональных зависимостей. Такая задача рассматривается 
в регрессионном анализе [7], при выявлении трендов временных рядов [8]. Согласно теореме 
о нечеткой аппроксимации, любая система может быть аппроксимирована системой, осно-
ванной на нечеткой логике [9].

Особенностью НС является использование продукционных правил для приближенного 
описания неизвестной функции. С этой целью для входных и/или выходных переменных ис-
пользуются лингвистические модели представления информации, которые позволяют сфор-
мировать лингвистические шкалы. Пусть 1,{ }x i i nL A

=
=  и 1,{ }y j j mL B

=
=  — лингвистические 

шкалы входной и выходной переменных соответственно. В лингвистической модели [10] по-
сылка и заключение являются нечеткими высказываниями, и правило имеет вид 

: , ,i jR x A y Båñòü åñòüåñëè òî

где ,x y  — входная и выходная лингвистические переменные; ,i jA B  — термы лингвистиче-
ских шкал соответствующих переменных. В модели Такаги — Сугено [10] посылка является 
нечетким высказыванием, а заключение представляет собой произвольную функцию

( ): , .i i iR x A y f x=åñòüåñëè òî
Здесь входная переменная x  является лингвистической, а выходная переменная y  пред-

ставляет собой обычную функцию.
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В [11] утверждается, что оценка качества нечеткой модели в основном характеризуется 
двумя параметрами: интерпретируемостью и качеством (в свою очередь, основным показате-
лем качества является точность). Для оценки интерпретируемости лингвистической модели 
предлагаются различные подходы, например, в [12]. Считается, что модель Такаги — Сугено 
способна с высокой точностью аппроксимировать нелинейные системы [13]. Если для аппрок-
симации возможно использовать и модель Мамдани, и модель Сугено, то имеет смысл про-
вести их сравнительный анализ. В литературе такое сравнение выполняется, например, при 
решении задачи прогнозирования транспортного потока [14], при вычислении резонансной 
частоты антенн [15]. В этих задачах модель Такаги — Сугено показала более высокую точ-
ность. В [16] проводилось исследование компактности обеих моделей при решении задачи ап-
проксимации. Результат исследования показывает, что минимальные конфигурации систем 
сравнимы друг с другом. При выборе модели целесообразно использовать визуальный анализ 
наблюдаемых данных.

Существует три подхода к созданию базы правил НС: с участием экспертов, на основе на-
блюдаемых данных либо при совместном использовании знаний эксперта и данных. Первый 
подход требует большой аналитической работы эксперта, которому часто бывает невозможно 
в полном объеме представить свои знания, опыт и интуицию в рамках формальных моделей 
представления знаний. Второй подход к получению знаний позволяет автоматически извле-
кать знания из данных, производить их оценку и использовать в базах знаний НС. Эксперт 
может принимать участие на этапе оценки сформированной базы знаний и ее корректировки.

Процесс создания базы правил НС осуществляется в несколько этапов [17]: разбиение 
пространств входных и выходных переменных, формирование начальной базы правил, со-
кращение числа правил и адаптация параметров оставленных в базе правил. На первом этапе 
происходит разбиение области определений входных и выходных переменных на отрезки, на 
каждом из отрезков задается функция принадлежности для каждой переменной определяют-
ся нечеткие множества с лингвистическими значениями. Вид функции принадлежности, как 
и способ разбиения пространств входных и выходных переменных, могут быть различны. 
Второй этап может осуществляться двумя способами. Первый подход основан на генерации 
множества правил исходя из возможных сочетаний нечетких высказываний в предпосылках 
и заключениях правил. В рамках второго подхода изначально каждому примеру в обучающей 
выборке ставится в соответствие отдельное правило. Третий этап — сокращение числа правил, 
или оптимизация базы правил. Поскольку изначально сформированная база правил наверняка 
является избыточной — с одинаковыми предпосылками и разными заключениями, то набор 
правил необходимо оптимизировать. Сделать это можно как на основе эмпирических гипотез 
(информации от экспертов), так и путем адаптации к имеющимся экспериментальным данным 
(обучающей выборке), что приводит к существенному уменьшению и к ликвидации противо-
речивости правил, оставляемых в базе. Одним из способов сокращения базы правил является 
подход, основанный на определении рейтингов правил. После подсчета рейтингов правил из 
базы правил исключаются правила с наименьшими рейтингами. И, наконец, последний этап — 
адаптация параметров правил — осуществляется в соответствии с наблюдаемыми данными и 
принятым критерием и является, по сути, этапом параметрической оптимизации конечного 
набора правил. Количество этапов и реализация самих этапов могут варьироваться в зависи-
мости от конкретной постановки задачи и выбранного метода построения базы правил. 

Целью статьи является сравнительный анализ баз знаний, основанных на моделях Мамда-
ни и Сугено и сгенерированных на основе наблюдаемых данных с помощью алгоритма эллип-
соидальной кластеризации. Для оценки качества полученных баз правил используется пока-
затель точности в форме среднеквадратичной ошибки. Также в статье проверяется гипотеза 
об увеличении точности НС при уменьшении носителей нечетких множеств входной и/или 
выходной переменной для моделей обоих типов. 
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1. Нечеткая кластеризация

Кластеризация — это объединение объектов в группы (кластеры) на основе схожести при-
знаков для объектов одной группы и отличий между группами. Нечеткие методы кластериза-
ции позволяют одному и тому же объекту принадлежать одновременно нескольким (или даже 
всем) кластерам, но с различной степенью. Исходной информацией для кластеризации явля-
ется матрица наблюдений ( ) ,ij M NX x ×=  где M  — количество наблюдений, N  — количество 
признаков. Задача кластеризации состоит в разбиении объектов из X  на несколько подмно-
жеств (кластеров), в которых объекты более схожи между собой, чем с объектами из других 
кластеров. В метрическом пространстве «схожесть» обычно определяют с помощью функции 
расстояния. Обычно координаты центров кластеров (прототипов) заранее неизвестны — они 
находятся одновременно с разбиением данных на кластеры. Нечеткие кластеры описываются 
матрицей нечеткого разбиения ( ) ,ij M KU u ×=  [0,1]iju ∈ , где iju  — степень принадлежности объ-
екта iX  кластеру ,jC  K  — количество кластеров. Условия для матрицы разбиения выглядят 

следующим образом: 
1

0
M

ij
i

u
=

>∑  ( 1, ),j K=  
1

1
K

ij
j

u
=

=∑  ( 1, ).i M=  Первое условие обеспечивает, 

чтобы кластеры не были пустыми, второе — чтобы все элементы из набора данных были рас-
пределены по всем кластерам, то есть сумма степеней принадлежности по всем кластерам 
должна быть равна 1 для каждого элемента данных. Выбор нормы, которая лежит в основе 
функции расстояния, влияет на форму кластера. Базовый алгоритм нечетких с-средних позво-
ляет получить кластеры шарообразной формы и предполагает использование нормы Евклида. 
Обобщенный алгоритм нечетких с средних предполагает использование произвольной нор-
мы, заданной в общем виде  2 ( ) , ,

A
x c x c A x c− = − −  где A  — положительно определенная 

симметрическая матрица, x  – вектор признаков, c  — центр кластера. Алгоритм кластериза-
ции Густавсона — Кесселя позволяет найти кластеры произвольной формы, используя 
адаптивную норму для каждого кластера. 

2. Генерация правил на основе матриц ковариаций и минимальных эллипсов

После того, как получены кластеры, необходимо поставить в соответствие каждому кла-
стеру нечеткое правило [18]. Для осуществления данной процедуры можно аппроксимиро-
вать кластеры с помощью эллипсов. Таким образом, возникает задача аппроксимации полу-
ченных на предыдущем шаге кластеров эллипсами. Одним из подходов к решению данной 
задачи является использование матрицы ковариаций кластера K  в качестве параметра, опре-
деляющего эллипс, в данном случае эллипс задается выражением 2 1( ) ( ).Tx c K x cα −= − −  Пара-
метр α  определяется как 1max(( ) ( )),T

i ii
x c K x cα −= − −  где i  — номер точки, принадлежащей 

кластеру с центром .c  Тем не менее, при использовании данного подхода наблюдается расхож-
дение между пространством, заключенным внутри эллипса, и реальным геометрическим ме-
стом точек кластера. В данной статье проверяется гипотеза, что при уменьшении эллипса уве-
личивается точность аппроксимации функции нечеткой системой. Таким образом, необходимо 
построить эллипс минимальной площади, заключающий в себе все точки кластера. Формаль-
но постановка задачи выглядит следующим образом:

( )
( ) ( )( ) ( )

1
2

1

det min

, 1 1, ,

0,
i i

P

P x c x c i k

P

−

 →

 − − ≤ =


>
где 0P >  — положительно определенная матрица. Согласно данной постановке, требуется 
определить вектор c  и матрицу ,P  минимизирующие целевую функцию. Для решения данной 
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задачи в [19] предлагается перейти к двойственной задаче Лагранжа в расширенном простран-
стве и воспользоваться алгоритмом Хачияна. 

После того, как построены эллипсы, аппроксимирующие кластеры, можно перейти к сле-
дующему этапу генерации нечетких продукционных правил. Для этого полученные эллипсы 
вписываются в прямоугольники и проецируются на оси координат входных и, в случае модели 
типа Мамдани, выходных переменных. Далее функции принадлежности задаются аналити-
чески, причем длина проекции задает носитель нечеткого числа. В случае модели SISO (когда 
нечеткие правила содержат одну входную и одну выходную переменные) формулы проекций 
имеют вид:

1 2
1 2 1 2

cos sin sin cos
2 , 2 .

θ θ θ θ
ρ α ρ α

λ λ λ λ

   
= + = +      

   
В случае модели типа Такаги — Сугено заключение нечеткого правила определяется боль-

шой осью эллипса. На рис. 1 проиллюстрировано получение базы правил типа Такаги — Суге-
но на основании исходных данных с помощью алгоритма кластеризации.

3. Вычислительный эксперимент
 
Целью эксперимента является сравнение баз знаний типа Мамдани и Сугено по критерию 

точности 

( )2

1

1 ,
M

i i
i

E y y
M =

= −∑
где iy  — точное значение исходной функции, iy  — приближенное значение, полученное с по-
мощью НС, M  — количество тестовых точек.

Для проведения эксперимента была реализована НС на языке Java, включающая следую-
щие модули: модуль кластеризации алгоритмом Густавсона — Кесселя; модули построения эл-
липсов на основе матриц ковариаций кластеров и на основе минимальных эллипсов; модули 
построения функций принадлежностей на основе эллипсов; модуль построения заключений 
правил типа Такаги — Сугено на основе больших осей эллипсов.

Для проведения эксперимента было сгенерировано 1000 точек данных на основе следую-
щих тестовых функций с добавлением шума: 

( ) ( )( )( )( ) [ ]1 3 1 1.9 0.7 1.8 , 2,2 ;f x x x x x x x= − − − + ∈ −

Рис. 1. База правил типа Такаги — Сугено, полученная на основе исходных данных
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( ) [ ]
2 2 20.1 0.75 0.8

0.25 0.15 0.1
2 10 8 4 , 1,1 ;

x x x

f x e e e x
− − −     − − −     

     = − − ∈ −

( ) [ ]
0.8 0.6

0.2 0.3 0.1
3 10 , 1,1 ;

x x x

f x e e e x
− +

− − −
= + + ∈ −

( ) [ ]4 sin , 7,5 ;f x x x x x= + ∈ −

( ) ( ) [ ]2
5 8sin 10 5 1 , 0.5,0.5 ;f x x x x= + + ∈ −

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) [ ]6 10sin 4 0.1 sin 14 sin 11 0.2 sin 17 0.3 , 0.5,0.5 .f x x x x x x= + + + − + + ∈ −
Исходные данные представлены на рис. 2–7.

Рис. 2–7. Исходные данные, сгенерированные на основе функций 1 6f f−  (слева направо)

В табл. 1 приведена среднеквадратическая ошибка E  для каждой из тестовых функций для 
разбиения на 5, 9 и 17 кластеров для моделей двух типов Мамдани (М) и Такаги — Сугено (ТS). 
Для НС каждого типа нечеткие правила строились двумя способами: с использованием ма-
триц ковариаций кластеров (К) и с использованием минимальных эллипсов (Э). 

На основе данных, приведенных в табл. 1, можно сделать следующие выводы:
1. С увеличением количества кластеров повышается детализация описания данных, в ре-

зультате чего в большинстве случаев ошибка уменьшается.
2. Способ построения эллипсов оказывает значительное влияние на точность аппрокси-

мации как для модели Такаги — Сугено, так и для модели Мамдани: использование эллипсов 
минимальной площади в среднем дает значительное уменьшение ошибки.

3. Как показывает среднее значение ошибки для каждого класса функций, нельзя сделать 
однозначных выводов о предпочтительности той или иной модели в случае использования 
критерия точности при выборе модели. Так, для класса полиномиальных функций модель Та-
каги — Сугено показывает лучший результат, чем модель Мамдани, для класса тригонометри-
ческих функций модель Мамдани выдает более точные значения, а в классе экспоненциальных 
функций обе модели сравнимы по точности. Таким образом, выбор модели в случае важности 
критерия точности должен осуществляться на основе анализа вида исходных данных.



515

Литература

1. Karakose M. Complex Fuzzy System Based Predictive Maintenance Approach in Railways / 
M. Karakose, O. Yaman // IEEE Transactions on Industrial Informaticsю, Sept. 2020. – Vol. 16. – 
№ 9. – P. 6023–6032. – doi: 10.1109/TII.2020.2973231.

2. Baban M. A Fuzzy Logic-Based Approach for Predictive Maintenance of Grinding Wheels 
of Automated Grinding Lines / M. Baban, C. F. Baban, B. Moisi // 23rd International Conference 
on Methods & Models in Automation & Robotics (MMAR), 2018. – P. 483–486. – doi: 10.1109/
MMAR.2018.8486144.

3. Nguyen H. Building a Fuzzy System for Pulse Based Disease Diagnosis and Acupuncture Thera-
py / H. Nguyen, T. Thuy // Journal of Advanced Computational Intelligence and Intelligent Informat-
ics, 2020. – Vol. 24. – P. 656–661. – doi: 10.20965/jaciii.2020.p0656.

4. Gandhmal D. P. Systematic analysis and review of stock market prediction techniques / Datta-
tray P. Gandhmal, K. Kumar // Computer Science Review, 2019. – Vol. 34. – P. 100190. – doi: 10.1016/j.
cosrev.2019.08.001

5. Aydin I. The prediction algorithm based on fuzzy logic using time series data mining method / 
I. Aydin, M. Karakose, E. Akin // World Academy of Science, Engineering and Technology, 2009. – 
Vol. 39. – P. 91–98.

6. Improta G. Fuzzy logic-based clinical decision support system for the evaluation of renal func-
tion in post Transplant Patients / G. Improta, V. Mazzella, D. Vecchione, S. Santini, M. Triassi // Jour-
nal of evaluation in clinical practice. – 2020. – Vol. 26, № 4. – P. 1224–1234.

7. Дрейпер Н. Прикладной регрессионный анализ. Книга 1: Пер.с англ. / Н. Дрейпер, 
Г. Смит. – М. : Финансы и статистика, 1986. – 366 с.

8. Айвазян С. А. Прикладная статистика: Исследование зависимостей / С. А. Айвазян и 
др. – М. : Финансы и статистика, 1985. – 487 с.

9. Kosko B. Fuzzy systems as universal approximators / B. Kosko // Proceedings IEEE International 
Conference on Fuzzy Systems, 1992. – P. 1153–1162.

Таблица 1 
Оценка величины корня из среднеквадратичной ошибки

Тестовая 
функция 1f 2f 3f 4f 5f 6f

Средн 
знач. 
ошиб.
эксп. 

функц

Средн 
знач. 
ошиб. 
триг. 

функц

Средн 
знач. 

ошиб.

5 кл.
K

М 16.946 4.424 2.378 1.852 3.752 15.890 3.401 7.165 7.541
TS 12.773 4.117 2.485 3.841 3.604 16.099 3.301 7.848 7.153

Э
М 15.484 3.945 2.350 1.740 3.347 15.664 3.148 6.917 7.088
TS 11.885 4.208 2.573 3.405 3.014 15.767 3.390 7.395 6.809

9 кл.
К

М 15.806 3.586 2.437 1.777 3.344 15.203 3.012 6.775 7.026
TS 13.271 3.367 2.348 2.096 2.908 15.456 2.858 6.820 6.574

Э
М 14.119 3.511 2.482 1.499 2.734 14.739 2.997 6.324 6.514
TS 12.468 3.727 2.382 1.974 2.363 15.418 3.055 6.585 6.389

17 кл.
К

М 14.147 3.203 2.406 1.455 3.234 13.457 2.805 6.049 6.317
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ЧИСЛЕННЫЙ ПОДХОД К РЕАЛИЗАЦИИ МОДЕЛИ 
АНОМАЛЬНЫХ ДИФФУЗИОННО-ДРЕЙФОВЫХ ПРОЦЕССОВ

Амурский государственный университет

Л. И. Мороз

Аннотация. Работа посвящена построению и программной реализации вычислительно-
го алгоритма для дробного по времени диффузионно-дрейфового уравнения в ограни-
ченной области. Построена неявная конечно-разностная схема на основе аппроксимации 
производной Капуто. В концепции рассмотренной математической задачи приведен при-
мер детерминированной модели процесса зарядки диэлектрических материалов. Разра-
ботана прикладная программа, реализующая сконструированный численный алгоритм. 
С использованием тест-примера проведена верификация приближенного решения зада-
чи. Представлены иллюстрации результатов вычислительных экспериментов при варьи-
ровании порядка дробной производной.
Ключевые слова: аномальная диффузионно-дрейфовая модель, производная дробного 
порядка Капуто, неявная конечно-разностная схема, вычислительный эксперимент.

Введение

На сегодняшний день математическое моделирование нашло свое применение во всех сфе-
рах науки и техники. Во многих случаях построение математических моделей основывается 
на применении дифференциальных уравнений. Особое место среди них занимает уравнение 
диффузии и его вариации (реакция-диффузия, адвекция-диффузия и др.), которые позволяют 
описывать пространственно-временные изменения различных характеристик, а в случае диф-
фузии носителей заряда — рекомбинацию и дрейф заряженных частиц. 

В некоторых случаях результаты моделирования, полученные при использовании уравне-
ния классической диффузии, недостаточно хорошо согласуются с экспериментальными дан-
ными. Как правило, это происходит когда речь идет о средах со сложной пространственной 
структурой и многофазным составом. Также это относится к фрактальным объектам, обла-
дающим сложно-структурированной межфазной границей. Происходящие в таких средах 
процессы могут сопровождаться значительными градиентными изменениями или очень дли-
тельным временем ожидания эффектов последействия. Один из подходов построения модели 
неклассической (аномальной) диффузии основывается на применении аппарата дробно-диф-
ференциального исчисления. Для учета эффектов памяти и пространственной корреляции в 
уравнения вводятся соответствующие дробно-дифференциальные операторы [1–4]. 

В контексте настоящей работы рассматривается диффузионно-дрейфовое уравнение, опи-
сывающее физические явления, при которых эволюция некоторой физической характеристи-
ки состояния системы происходит за счет двух процессов: диффузии и переноса в некотором 
направлении. Адвективное слагаемое в зависимости от контекста может называться дрей-
фовой или конвективной компонентой. Преобразуем детерминированную модель нестаци-
онарного адвективно-диффузионного процесса (в рамках одномерной по координате задаче) 
к модели аномальной диффузии на основе замены целых производных дробно-дифференци-
альными аналогами:

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ), , ,
, ,

u x t u x t u x t
d x v x f x t

t x x

α β

α β

∂ ∂ ∂
= − +

∂ ∂ ∂
 (1)

где ( , )u x t  — функциональная характеристика состояния (концентрация вещества, темпера-
тура, плотность носителей заряда и др.), ( )d x  — коэффициент диффузии, ( , )f x t  — функция 
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источника или стока, 0 1,α< ≤  1 2β< ≤  — порядки дробных производных (определение 
дробной производной специфицируется в каждом случае), v  — скорость процесса (относяща-
яся к различным физическим интерпретациям в терминах броуновского движения, переноса 
тепла, диффузии заряда в электрическом поле, процессов переноса в пористой среде, гидроло-
гии подземных вод и т. д.).

Заметим, что при варьировании порядков дробных производных можно получить уравне-
ния, описывающие режимы супердиффузионной и субдиффузионной природы [4]. Уравнение 
аномальной диффузии с адвективным слагаемым нашло применение в описании таких про-
цессов, как аномальный перенос радионуклидов в сильно неоднородных геологических фор-
мациях [5], сток радона из пород с фрактальными свойствами в приземный слой атмосферы 
[6], а также в моделировании роста опухоли в бессосудистой фазе развития [7] и бактериаль-
ного хемотаксиса [8]. 

В настоящее время большое количество исследований посвящено поиску аналитических и 
численный решений данного класса задач. Например, на основе преобразований Меллина, Ла-
пласа и свойств H-функций получено точное решение начальной задачи для уравнения адвек-
ции-дисперсии с дробной производной по времени [9]. Аналитическое решение дробного по 
времени уравнения адвекции-диффузии в области ( , ) (0, ) (0, )x t ∈ ∞ × ∞  было получено в [10]. 
Точное решение начальной задачи для дробного по координате уравнения адвекции-диффу-
зии представлено в [11]. Поиск аналитического решения на основе обобщенной функции Рай-
та для нелокального уравнения аномальной диффузии-адвекции, описывающего перенос ра-
дона в системе грунт-атмосфера при 0;t >  z−∞ < < ∞  приведен в работе [6].

На основе различных численных методов получено приближенное решение уравнения 
дробной диффузии. Одним из наиболее часто используемых является метод конечных разно-
стей. Так, дискретизация дробных производных, основанная на взвешенных и сдвинутых раз-
ностных операторах Грюнвальда, разработана и применена для решения уравнения адвекци-
и-дисперсии в [12]. Авторы [13] описали многомерные неявные схемы и локально-одномерные 
схемы для уравнения диффузии дробного порядка с краевыми условиями третьего рода в мно-
гомерной области. С помощью принципа максимума для рассматриваемой задачи доказаны 
устойчивость и равномерная сходимость локально-одномерной схемы для 0.5 1,α< ≤  α  — по-
рядок дробной производной по времени. В [14] рассмотрено дробное уравнение адвекци-
и-диффузии с нелинейным членом на конечной области. Предложены явная и неявная схемы 
Эйлера. В работе [15] предлагается численный подход к решению одномерного нелинейного 
пространственно-временного дробного уравнения реакции-адвекции-диффузии с граничны-
ми условиями Дирихле. Численная схема основана на сдвинутых полиномах Чебышева чет-
вертого рода. Метод конечных разностей [16] и метод Монте-Карло был применен для реше-
ния дробного по пространственной переменной уравнения адвекции-диффузии [17].

Заметим, что к уравнениям диффузионного типа приводят математические модели при ис-
следовании механизмов кинетики носителей заряда в неупорядоченных полупроводниковых 
и диэлектрических системах [18, 19]. В частности, диффузионно-дрейфовое уравнение фор-
мализует процессы кинетики носителей зарядов — электронов и дырок в полупроводниках и 
диэлектриках [20]:

 ( ) ( ) ( ) ( )
2

2

, , ,
, ,n x

x t x t x t
D E G x t

t x x
ρ ρ ρ

λ
∂ ∂ ∂

= − +
∂ ∂ ∂
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где ( , )x tρ  — объемная плотность заряда, Кл/м3; L  — геометрический размер объекта, м; 
2

0 2

( )exp
2

cx xG G
σ

 −
= − 

 
 — генерационное слагаемое, отвечающее за действие объемного источ-

ника зарядов в объекте, Кл/(м3·с); E  — напряженность поля, В/м; n
kTD
e

λ=  — коэффициент 
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диффузии электронов, м2/с; nλ  — дрейфовая подвижность электронов, м2/(В·с); k  — констан-
та Больцмана, Дж/К; T  — температура, К; e  — заряд электрона, Кл.

Моделирование эффектов полевого воздействия электронных пучков на полярные диэлек-
трики при диагностике и модификации их свойств в неравновесных условиях электронного 
обучения представлено в работах [21–23]. Модификация данной модели на основе решения 
нелокального уравнения с запаздыванием предложена в [24]. Концепция настоящего иссле-
дования строится на дробно-дифференциальной модификации модели зарядки полярных ди-
электриков. В частности, в качестве объекта исследования рассматривается класс полярных 
диэлектриков — сегнетоэлектрики, которые обладают свойствами самоподобия и демонстри-
руют эффекты памяти [25]. 

Настоящая работа направлена на конструирование и программную реализацию вычис-
лительного алгоритма, предназначенного для компьютерного моделирования аномальных 
диффузионно-дрейфовых процессов в аспекте потенциального применения результата для 
исследования процессов зарядки полярных диэлектрических материалов при вариации дина-
мических режимов. 

1. Математическая постановка задачи моделирования и вычислительная схема

Уравнение непрерывности (или уравнение сохранения заряда) в общем виде сводится к 
начально-граничной задаче для уравнения аномальной диффузии:

 ( ) ( ) ( ) ( )
2

* *
0* 2

, , ,
, , 0 , / / ,ob

u x u x u x
d v f x x L t t t t

t t x x

α

α

θ θ θ
θ θ

∂ ∂ ∂
= − + < < < ≤

∂ ∂ ∂
 (3)

где 0 1α< ≤  — порядок дробного дифференцирования по времени, *t  — некоторое характер-
ное время процесса, */t tθ =  — безразмерное время, ,d  v — положительные параметры модели.

Дополним уравнение (3) соответствующими начальным и граничными условиями III рода:
 ( ) ( )0,0 ,u x u x=  при 0 ,x L< <   (4)
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u x
d g u x u

x
θ

θ
Γ

Γ

∂
− = −

∂
  * *

0 / / ,obt t t tθ< ≤  (5)

где ,g  bu  — положительные параметры модели, 0 ( )u x  — заданное начальное распределение. 
В работе [26] доказана глобальная разрешимость и локальная единственность решения 

краевой задачи для стационарной модели электронно-индуцированной зарядки полярных ди-
электриков в классическом случае 1.α =

Введение безразмерного времени θ  связано с необходимостью удовлетворения требова-
нию контроля размерностей в условиях конкретных прикладных задач. В противном случае, 
например, коэффициент диффузии в (3) имел бы размерность 2[ ] [ ] ,l t α−  где [ ]l  — размерность 
пространственной координаты, [ ]t  — времени. 

В качестве определения нецелой производной рассмотрим левостороннюю дробную про-
изводную в форме Капуто [1]:

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1

0

1 , 1 ,
t

n n
CD f t t f d n n

n
αα τ τ τ α

α
− −= − − < ≤

Γ − ∫  (6)

где 0α >  — порядок дробной производной, [ ] 1,n α= +  [ ]α  — целая часть, 0 { } 1α≤ <  — дроб-
ная часть числа ,α  ( )αΓ  — гамма-функция Эйлера.

Пусть ( ){ ( ), 0, , , 0, }j
x ix i x i M j j Nθ θ θ∆

∆Ω = = ∆ = = ∆ =  — пространственно-временная 
сетка, покрывающая расчетную область, где x∆  — шаг по координате, θ∆  — шаг по времени. 
В работе [27] использована следующая аппроксимация дробной производной по времени для 
0 1:α< ≤
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весовые функции kw  принимают значения:

 

( )
( )

( )
( ) ( )
( )

0

1
1

1 1
2

1 11

1 1

1 1 ,

2 2 2 1 ,

1 2 2 2 3 1 ,

1 2 1 , 3 1,

1 ,
k

j

w

w

w

w k k k k j

w j j

α

α α

α αα

α α

ζ α

ζ α

ζ α

−

− −

− −−

− −

= − −

= − + + −

= − + ⋅ + − −

= − − + + ≤ ≤ −

= − −
где ( )ζ α  — дзета-функция Римана.

Аппроксимируем вторую производную следующим образом:
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В качестве приближения дрейфового слагаемого для сохранения второго порядка точно-
сти многие авторы используют центральную разностную схему:
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Несмотря на то, что в некоторых случаях, использование формулы (9) приводит к хоро-
шим результатам, дополнительного исследования требует вопрос о монотонности получен-
ных на основе (9) конечно-разностных схем. Так для классических уравнений адвекции-диф-
фузии известно, что при аппроксимации u

x
∂
∂

 центральными разностями условия монотонности 

будут выполнены только при достаточно малых шагах сетки. 
Чтобы избежать ограничений по монотонности для вычислительной схемы, аппроксима-

цию дрейфового слагаемого построим в соответствии со схемой Роберта-Вейсса [21, 28, 29]:
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Поставим в соответствие непрерывной задаче (3)–(5) ее конечно-разностный аналог:
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Для аппроксимации производных первого порядка из граничных условий III рода (5) ис-
пользуем несимметричные конечно-разностные формулы:
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Для оценки отношения вкладов диффузии и дрейфа можно воспользоваться безразмер-
ным критерием Пекле:

 .LPe
d
ν

=  (14)

Очевидно, что при 1Pe ≤  доминирует диффузия, соответственно при 1Pe >  — дрейф. 
В первом случае задачи относят к виду регулярно возмущенных, во втором — к виду сингу-
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лярно возмущенных. Сингулярно возмущенные задачи могут отличаться наличием областей 
сильного изменения решения. Для реализации таких моделей привлекают специальные вы-
числительные алгоритмы. В данной работе рассмотрен случай с преобладающей диффузией.

2. Тест-пример

Результат программной реализации алгоритма продемонстрируем на примере численного 
решения следующей тест-задачи. 

Рассмотрим дробно-дифференциальное уравнение, описывающее аномальный диффузи-
онно-дрейфовый процесс:

 ( ) ( ) ( ) ( )
2

2

, , ,
, , 0 1, 0 ,ob

u x t u x t u x t
f x t x t

t x x

α

α θ
∂ ∂ ∂

= − + < < < ≤
∂ ∂ ∂

 (15)

с начальным условием 
 ( ),0 0, 0 1,u x x= ≤ ≤   (16)

и заданными граничными условиями:

 ( ) ( )5 5

0 1

, ,
, , 0 ,ob

x x

u x t u x t
t t t t

x x
π π

= =

∂ ∂
= = − ≤ ≤

∂ ∂
 (17)

где ( ) ( ) ( ) ( )( )
5

5120, sin sin cos .
(6 )

tf x t x t x x
α

π π π π π
α

−

= + +
Γ −

Для соблюдения размерностей введем замену */ ,t tθ =  а затем снова вернемся к времени .t  
Все расчеты проводились в относительных единицах, характеристическое время расчета * 1,t =  

1.obt =  Функция 5( , ) sin( )u x t t xπ=  является аналитическим решением задачи (15)–(17). Чис-
ленное решение, полученное на основе программной реализации конечно-разностной схемы 
(9), приведено на рис. 1а. Сравнение приближенного решения с точным решением в послед-
ний момент времени при 0.03x t∆ = ∆ ≈  и 0.9α =  представлено на рис. 1б. 

а б
Рис. 1. Пространственно-временное распределение функции ( , )u x t  — а; визуализация ана-

литического – 1 и численного решений тест-задачи — 2 при 0.03x t∆ = ∆ ≈  — б

Сравнительный анализ полученных результатов дает основание заключить, что вычис-
лительная схема (11) обеспечивает приемлемую точность в расчетах. Данный аспект требует 
проведения дальнейших исследований с использованием детального численного анализа на 
основе применения известных подходов.
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Заключение

Таким образом, в настоящей работе представлены результаты разработки вычислительных 
и программных средств для реализации математической модели процесса аномальной диффу-
зии с дрейфовым слагаемым. На основе определения Капуто дробной производной сконстру-
ирована неявная конечно-разностная схема. Варьирование порядка дробной производной 
позволяет настраивать модель в соответствии с закономерностями, наблюдаемыми в экспери-
ментах. Представленная задача служит прототипом основания модели зарядки и может быть 
использована для прогнозирования уровня зарядки полярных диэлектриков при электронном 
облучении. Дальнейшие исследования будут направлены на развитие этого подхода. В частно-
сти, предполагается дополнение модели реакционным слагаемым.
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УДК 519.245

О ВЛИЯНИИ СТРУКТУРЫ ПОКРЫВАЮЩЕГО МНОЖЕСТВА НА ОЦЕНКУ 
ФРАКТАЛЬНОЙ РАЗМЕРНОСТИ РЕАЛИЗАЦИЙ КЛАСТЕРОВ УЗЛОВ

Воронежский государственный технический университет

П. В. Москалев

Аннотация. В зависимости от структуры стартового подмножества вероятности распро-
странения кластеров узлов на квадратной решетке в разных направлениях могут суще-
ственно различаться. Рассмотрено влияние структуры покрывающего множества на ста-
тистическую оценку фрактальной размерности реализаций кластеров в задаче узлов на 
квадратной решетке с (1,0)-окрестностью фон Неймана. Показано, что для прямоуголь-
ных покрывающих множеств, масштабируемых в одном направлении, оценка фракталь-
ной размерности 1d  перколяционных кластеров будет принадлежать интервалу (0,1),  а 
для квадратных покрывающих множеств, масштабируемых в двух ортогональных на-
правлениях, оценка фрактальной размерности аналогичных кластеров будет принадле-
жать интервалу (1,2).
Ключевые слова: квадратная решетка, окрестность фон Неймана, перколяция узлов, мас-
совая фрактальная размерность.

Введение

Теория решеточной перколяции занимается изучением геометрических моделей фазовых 
переходов второго рода, основная особенность которых состоит в наличии скачков вторых 
производных термодинамических потенциалов по интенсивным параметрам системы. Рас-
смотрим простейшую модель перколяции узлов на квадратной решетке с дискретными коор-
динатами и равномерно распределенными весами узлов. Одной из задач, возникающих при 
практическом применении моделей решеточной перколяции, является задача оценки фрак-
тальной размерности формируемых на решетке кластеров узлов [1]. Для однородных решеток 
характеристики кластеров узлов в первую очередь определяются относительной долей дости-
жимых узлов p  и размером l  перколяционной решетки [2]. Несколько позднее в работе [3] 
было показано, что на статистические характеристики кластеров не менее существенно влия-
ет функция распределения ( )F p  случайной величины, взвешивающей узлы перколяционной 
решетки. 

1. Метод оценки фрактальной размерности реализаций кластеров узлов

Оценка массовой фрактальной размерности реализаций кластеров узлов d  вытекает из 
скейлингового соотношения ,dN r∝  где N  — число узлов, покрываемых подобными элемен-
тами с характерным размером .r  Линеаризация этого соотношения приводит к регрессион-
ной модели [2], минимизируемой методом наименьших квадратов 

2
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Статистическая оценка массовой фрактальной размерности реализаций кластеров узлов 
соответствует второй компоненте 1d  вектора параметров d  регрессионной модели (1)
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На рис. 1 показаны примеры прямоугольных (а-в) и квадратных (г-е) множеств, покрыва-
ющих реализации кластеров на равномерно взвешенной квадратной решетке размером 65l =  
узлов, при различных стартовых подмножествах для суб-, около- и сверхкритических значе-
ний :p  а, г) ;cp p<  б, д) ;cp p≈  в, е) ,cp p>  где 0,592746cp ≈   — критическое значение от-
носительной доли p  в задаче узлов на квадратной перколяционной решетке с (1,0)-окрестно-
стью фон Неймана. Входящие в перколяционный кластер узлы квадратной решетки показаны 
белым цветом, а все остальные узлы — различными оттенками серого цвета. 

На рис. 1 (а-в) стартовое подмножество узлов состоит из достижимых узлов вдоль нижней 
границы перколяционной решетки 0 0 0{( , 31)},S x y= = −  левая и правая границы которых обо-
значены символами «+». Символами «×» обозначены центры масс для показанных реализаций 
кластеров узлов. Покрывающее множество образовано прямоугольниками с варьируемой вы-
сотой 1,3,5,7,11,15,21,31,45,63r =  узлов и фиксированным основанием длиной 63b =  узла, 
закрепленным вдоль нижней границы решетки.

а) б) в)

г) д) е)
Рис. 1. Примеры прямоугольных (а-в) и квадратных (г-е) множеств, покрывающих 

реализации кластеров при различных значениях относительной доли 
достижимых узлов решетки: а, г) cp p ;<  б, д) cp p ;≈  в, е) cp p>

На рис. 1 (г-е) стартовое подмножество узлов состоит из единичного узла в центре перко-
ляционной решетки 0 0 0{( 0, 0)},S x y= = =  обозначенного символом «+». Символами «×» обо-
значены центры масс для показанных реализаций кластеров узлов. Покрывающее множество 
образовано квадратами варьируемого размера 1,3,5,7,11,15,21,31,45,63r =  узлов с центром, 
совпадающим со стартовым узлом в центре решетки.
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2. Результаты оценки фрактальной размерности реализаций кластеров узлов

Анализ приведенных примеров показывает, что помимо индивидуальных особенностей 
распределения кластеров узлов, связных с различной структурой стартовых подмножеств, су-
щественное влияние на статистические оценки вида (2) может оказывать структура покрыва-
ющего множества. На рис. 2 показаны статистические оценки массовой фрактальной размер-
ности 1 ,Nrd ρ=  построенные по модели (1) с помощью прямоугольных (а-в) и квадратных (г-е) 
множеств, покрывающих ранее показанные на рис. 1 реализации кластеров при суб-, около- и 
сверхкритических значениях относительной доли достижимых узлов перколяционной решет-
ки: а, г) ;cp p<  б, д) ;cp p≈  в, е) .cp p>

а) б) в)

г) д) е)
Рис. 2. Примеры оценки массовой фрактальной размерности 1 Nrd ρ=  с помощью 

прямоугольных (а-в) и квадратных (г-е) множеств, покрывающих реализации кластеров 
при различных значениях доли достижимых узлов: а, г) cp p ;<  б, д) cp p ;≈  в, е) cp p>

Из рис. 1 можно видеть, что с ростом относительной доли достижимых узлов 1p → −  при 
фиксированной псевдослучайной последовательности значений случайной величины, взве-
шивающей узлы перколяционной решетки, различия, вызванные структурой стартового под-
множества узлов, постепенно нивелируются, чего нельзя сказать о статистических оценках 
массовой фрактальной размерности 1.d  

На рис. 2 показано, что для прямоугольных покрывающих множеств с фиксированным го-
ризонтальным и варьируемым вертикальным размерами (а-в), оценка фрактальной размерно-
сти 1d  перколяционных кластеров будет принадлежать интервалу от 0 до 1, в то время как для 
квадратных покрывающих множеств, масштабируемых как в вертикальном, так и в горизон-
тальном направлениях (г-е), оценка фрактальной размерности 1d  в целом аналогичных кла-
стеров будет принадлежать интервалу от 1 до 2.
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Заключение

Приведенные на рис. 2 (а-в) оценки массовой фрактальной размерности 1d  от 0 до 1 для 
реализаций кластеров со стартовым подмножеством достижимых узлов вдоль нижней грани-
цы перколяционной решетки, вполне соответствуют модели одномерного перколяционного 
процесса, распространяющегося от нижней до верхней границы решетки. Приведенные на 
рис. 2 (г-е) оценки массовой фрактальной размерности 1d  от 1 до 2 для реализаций кластеров 
со стартовым подмножеством из единичного узла в центре перколяционной решетки, также 
соответствуют модели двумерного перколяционного процесса, распространяющегося от цен-
тра решетки к ее границам.

Приведенные оценки позволяют выдвинуть эмпирическую гипотезу о том, что форма, рас-
положение и способ масштабирования покрывающего множества оказывают существенное 
влияние на величину статистических оценок массовой фрактальной размерности 1d  класте-
ров узлов на квадратных решетках с (1,0)-окрестностью фон Неймана.
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РОБАСТНОЕ УПРАВЛЕНИЕ В АВТОМАТИЗИРОВАННОЙ СИСТЕМЕ
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Аннотация. В статье рассмотрен процесс управления в автоматизированных системах 
сбора и обработки стохастической информации в условиях неопределенности. Для оцен-
ки показателя качества функционирования системы используется вероятностно-допу-
сковый критерий. На основании этого критерия построен робастный алгоритм управле-
ния. Этот алгоритм повышает надежность работы человека- оператора в системе.
Ключевые слова: автоматизированная система,  стохастичекая информация, управление, 
робастный алгоритм.

Введение

Автоматизированная система сбора и обработки радиолокационной  информации функ-
ционирует в условиях воздействия случайных внешних возмущений и априорной неопреде-
ленности свойств объекта управления. Анализ и синтез таких систем выдвигает ряд проблем. 
Одна из них связана с созданием адаптивных систем управления, приспосабливающихся к 
условиям функционирования, другая — с созданием робастных систем. Алгоритмы адаптив-
ного управления оказались не только сложными в практической реализации, но они особо 
чувствительны к случайным внешним и параметрическим возмущениям. Эти свойства могут 
сделать их полностью неработоспособными [1]. Робастные системы могут быть малочувстви-
тельными или нечувствительными к заданному множеству параметров. Робастность синтези-
рованной системы к внешним факторам определяется различным образом в зависимости от 
того, какие её свойства, характеристики или показатели качества анализируются на чувстви-
тельность [2]. Особенностью робастного управления является понятие неопределенности. 
Это понятие связывают как с неопределенностью цели функционирования объекта, так и с 
неточностью его математической модели [1].

Цель статьи заключается в исследовании возможности создания робастного управления в 
атоматизированной  системе  человек – оператор.

Материалы и методы

Рассмотрим подсистему «человек-оператор — радиолокационная станция обнаружения», 
где человека можно рассматривать как управляющую систему, а радиолокационную стан-
цию — как объект управления [3]. Покажем, что данная система является робастной системой 
управления. 

Выход рассматриваемого объекта управления случаен даже при фиксированных векторах 
1( ,... )T

nX x x=


 контролируемого входа и управлений 1( ,... ) .T
mU u u=



 Радиолокационная стан-
ция функционирует в условиях априорной неопределенности, которая вызывается многими 
факторами, в том числе неконтролируемыми возмущениями (помехами). Отсюда следует, что, 
во-первых, результаты функционирования объекта нужно рассматривать в вероятностном 
смысле. Во-вторых, при фиксированном векторе iX



 контролируемого входа вектор управле-
ния должен учитывать случайность выхода, закон распределения которого априори неизве-
стен. В-третьих, сформированный вектор управления U



 должен обеспечивать робастность 
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(грубость) некоторого показателя рассматриваемого объекта. В качестве такого показателя 
используется условная вероятность нахождения выходной переменной в установленном допу-
ске, которая должна быть не меньше заданной [4]. Присущая объекту априорная неопределен-
ность такова, что уверенно можно говорить лишь о принадлежности условного закона распре-
деления выходной переменной некоторому классу распределений. Экспериментальные 
исследования яркостных характеристик подсистемы «человек-оператор — радиолокационная 
станция обнаружения» позволяют предположить нормальность условного закона распределе-
ния выходной переменной.

С помощью математической модели
 1 1ˆ ˆ( ,..., ;  ,..., )n my y x x u u=  (1)

зависимости выходной переменной y  от входных контролируемых 1,..., nx x  и управляющих 
1,..., mu u  переменных при фиксированном векторе ix  в пространстве управлений U



 нужно 
построить такую область ,uS  что для каждого uU S∈



 0{ [ , ] ,P y A B P∈ ≥  (2)
где [ , ]A B  — допуск на выходную переменную, 0P  — заданное значение вероятности.

Поскольку наш объект функционирует в условиях помех, вычисленное по модели (1) зна-
чение выхода является условным математическим ожиданием, а сама модель — уравнением 
регрессии [4].

Предположим, что требования к скалярному выходу одномерного объекта задаются нера-
венством (2). Считается, что для каждого фиксированного значения входной (управляющей) 
переменной распределение выходной переменной y  нормально с параметрами / ,y um  / ,y uσ  

min max[ , ]u u u∈  и описывается плотностью

 
2

/
/ 2

//

( )1 exp .
22

y u
y u

y uy u

y m
w

σσ π

 −
= −  

 
Вероятность нахождения выходной переменной в заданном допуске [A, B] равна

 /( ) {( / [ , ]} ( / ).
B

y u
A

F u P y u A B W d y u= ∈ = ∫
Обозначим /y um ( ),f u=  /y uσ ( ),uϕ=  где ( )f u  и ( )uϕ  — функции, определенные на интер-

вале min max[ ,  ],u u  имеющие в нем непрерывную производную. Поскольку ( ) 0,uϕ >  то для веро-
ятности ( )F u  имеем 

 
2

2

1 ( ( ))( ) exp .
2 ( )( ) 2

B

A

y f uF u dy
uu ϕϕ π

 −
= − 

 
∫  (3)

Задача нахождения интервала качества, допустимого по вероятностному критерию, сво-
дится к нахождению такого интервала (или интервалов) значений управляющей переменной 
u, для каждой точки которого

 0( ) .F u P≥  (4)
Значение вероятности 0P  выполнения целевого условия в неравенстве (4) определяется 

требованиями к результату функционирования объекта. Эта вероятность должна быть как 
можно большей. Однако, она не может превышать максимальной вероятности max ,F  которая 
определяется возможностями и точностными характеристиками процесса управления.

Исходя из условий функционирования подсистемы «индикатор-оператор», выбираем 
0 0,75P =  и 0 0,95.P =  Пусть для одномерного объекта со скалярным выходом условное сред-

неквадратичное отклонение /( ) 0, 21 ;y uu constϕ σ= = =  допуск на выходную переменную 
1[ 0, ,] [ 0]2 ,A B =  а линейная регрессия выходной переменной имеет вид:

 ( ) ,pf u t mx c= = +
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где pt  — квантили нормального распределения, соответствующие вероятности обнаружения 
0,1;( ) 0,9p∈  яркости сигнала ,x

 2

( )

( )

ii p
i

i
i

x x t
m

x x

−
=

−

∑
∑

 — тангенс угла наклона,

 
1

1 N

i
i

x x
N =

= ∑  — оценка среднего по N  наблюдениям.

Результаты и их обсуждение

Используя методы регрессионного анализа [5], получаем
 ( ) 0,5 0,21.f u u= +
Подставляя эти данные в уравнения (3) и (4), приходим к уравнению
 0( ) 0.F u P− =  (5)
В общем случае это уравнение аналитически не решается, а применение численных мето-

дов [7] требует задания интервалов, содержащих корни уравнения. Для решения этого урав-
нения был использован математический пакет MATLAB [6].

Решение уравнения (5) отыскивается в интервалах (1, 5); (1, 10); (10, 20) для 0 0,75P =  и дает 
следующие значения управляющей переменной: 2; 2; 11,93. Для 0 0,95P =  решение уравнения 
(5) было найдено в интервалах (1, 10); (10, 20). Значения управляющей переменной равны 5,94; 
12,55.

Таким образом, вероятностно допусковый алгоритм, задавая достаточно жесткие допу-
ски на размах выходной переменной и довольно высокую вероятность нахождения выходной 
переменной в этих допусках, является грубым, робастным. Он обеспечивает определенную 
свободу в выборе управляющих воздействий и поэтому малую чувствительность выхода к 
точности используемой математической модели и предположению о нормальности условного 
распределения выходной переменной. Робастность человеко- машинных систем управления 
повышает надежность их использования в авиации как военной,  так и гражданской. 

Заключение 

Проанализировано адаптивное и робастное управление в автоматизированной системе 
«человек–оператор — радиолокационная станция обнаружения». Создана математическая мо-
дель управления. Для оценки качества работы этой модели используется вероятностно-допу-
сковый критерий. Данные, полученные в экспериментах с человеком-оператором, учитывают-
ся. Благодаря такому подходу, создано робастное управление в автоматизированной системе.
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МОДЕЛЬ ПОЛИКОМПОНЕНТНОГО СУХОГО ТРЕНИЯ В. Ф. ЖУРАВЛЕВА 
В ЗАДАЧЕ О ЗАНОСЕ ЗАДНЕПРИВОДНОГО КОЛЕСНОГО АППАРАТА

МИРЭА — Российский технологический университет

А. П. Новодерова

Аннотация. Изучается динамика четырехколесного транспортного средства (аппарата) 
на начальном этапе заноса, развивающегося в результате блокировки или пробуксовки 
колес задней ведущей оси, в случае, когда колеса передней оси также теряют сцепление с 
дорогой [1–3]. С помощью асимптотических методов и метода фазовой плоскости в рабо-
те получены и аналитически исследованы уравнения велосипедной модели аппарата. Для 
описания взаимодействия колес с дорогой используются и сравниваются модели трения 
Кулона и поликомпонентного сухого трения В. Ф. Журавлева [1, 4].
Ключевые слова: колесный аппарат, занос, велосипедная модель, четырехколесная мо-
дель, момент верчения, модель поликомпонентного трения Журавлева, модель кулонова 
трения, метод фазовой плоскости, фракционный анализ, блокировка, пробуксовка. 

Введение

Работа направлена на изучение движения транспортного средства, имеющего две оси (пе-
редняя и задняя), по два колеса на каждой. Начальным этапом заноса назовем ситуацию,  когда 
поперечная и угловая скорости корпуса транспортного средства принимают малые ненулевые 
значения. Рассмотрим такие движения аппарата, что задние (ведущие) колеса заблокированы 
или пробуксовывают, передние колеса также начинают скользить по дороге [1–3]. 

Для адекватного описания динамики в конкретной задаче необходимо выбрать подходя-
щую модель сил взаимодействия колес с дорогой. При исследовании движения автомобилей 
и различных колесных транспортных средств моменты трения верчения, ортогональные пло-
скости дороги, часто не учитываются. Обоснование этого предположения основано на изло-
женной в работе [5] щеточной модели, которая описывает контактные силы и моменты. Дан-
ная модель ориентирована, в первую очередь, на описание динамики транспортных средств с 
пневматическими деформируемыми колесами и при определенных условиях, позволяет пре-
небрегать моментами трения верчения. В случае транспортных средств с жесткими колесами 
требуемые условия могут нарушаться, и возможность влияния моментов трения верчения на 
занос не может быть исключена. В работах [4, 6] доказано, что в этом случае эффекты, та-
кие как шимми, традиционно описываемые с помощью некорректной в данном случае модели 
микропроскальзывания, могут быть объяснены моделью поликомпонентного сухого трения 
В. Ф. Журавлева, которая учитывает скольжение и верчение колес относительно дороги. 

В данной работе проводится анализ движения при использовании двух моделей сухого 
трения — традиционной модели трения Кулона, а также модели поликомпонентного сухо-
го трения В. Ф. Журавлёва. Рассматривая начальный этап заноса колесного транспортного 
средства, первая модель демонстрирует его движение в пренебрежении размерами областей 
контакта колес с дорогой, вторая модель дает возможность найти значения угловой скорости 
верчения и оценить размеры областей контакта, при которых моменты трения верчения вли-
яют на динамику и занос. 
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1. Постановка задачи

Заднеприводное колесное транспортное средство движется по однородной плоскости (до-
роге). В результате блокировки или пробуксовки задних колес корпус аппарата входит в занос. 
Передние колёса также начинают скользить. 

Проведем исследование начального этапа заноса транспортного средства, когда быстрые 
процессы блокировки или пробуксовки задних колес завершены. Контактные силы взаи-
модействия колес одной оси с дорогой принимают близкие значения, и в таких задачах для 
упрощения аналитического решения часто используется двухколесная велосипедная модель 
(рис. 1). Ограничения, которые накладываются на задачу, и возможность применения велоси-
педной модели были описаны в [7]. Управляемым является переднее колесо.

Будем рассматривать транспортные средства, масса колеса которых существенно меньше 
массы самого аппарата.

2. Методы исследования

Математические модели динамики транспортного средства строятся с использованием ме-
тодов разделения быстрых и медленных движений, основанных на подходах фракционного 
анализа [8] и теории сингулярных возмущений [9]. В качестве малых параметров выступают, 
например, отношение поперечной скорости корпуса к продольной и отношение массы колеса 
к массе корпуса. Устремляя малые параметры к нулю, получаем модель более простую для ана-
лиза по сравнению с исходной, и проводим качественное исследование этой модели. Дальней-
шее решение проводится с помощью методов построения асимптотических разложений по 
малым параметрам, качественных методов решения дифференциальных уравнений, а также 
метода фазовой плоскости. Один из выводов, который сделан в результате анализа системы, 
заключается в сравнении разных моделей трения — Кулона и Журавлева, описывающих кон-
такт колес с дорогой. Также оценивается влиянии каждой из них на занос.

Рис. 1. Велосипедная модель
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Заключение

В работе получено, что в ходе исследуемого движения, передние колеса обретают сцепле-
ние с дорогой. Для модели трения Кулона, в момент времени, когда передние колеса обретают 
сцепление, угловая и поперечная скорости корпуса принимают в общем случае значения от-
личные от нуля. Если же модель трения учитывает верчение в областях контакта колес с доро-
гой, то занос транспортного средства развивается менее интенсивно, по сравнению со случаем 
модели трения Кулона. Для каждой модели трения установлены области начальных значений 
угловой и поперечной скоростей корпуса, при которых занос будет полностью прекращен на 
начальном этапе, в случае поликомпонентного сухого трения В. Ф. Журавлёва эта область зна-
чительно больше. Выведены формулы, которые позволяют сделать вывод об изменении аб-
солютного значения угловой скорости корпуса транспортного средства в зависимости от его 
продольной скорости.

Полученные выводы могут быть полезны для изучения более сложных математических 
моделей динамики транспортных средств и построения систем безопасности, устраняющих 
занос на начальном этапе его развития.
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Аннотация. В статье рассматриваются вопросы моделирования помехозащищенного 
информационного канала. Моделирование проводится в программной среде Wolfram 
Mathematica. Передаваемая кодовая комбинация дополняется проверочным битом. Про-
верка на четность с использованием логической операции суммы по модулю два позволя-
ет обнаружить ошибки, вызванные помехами информационного канала. Для записи дан-
ных используется метод криптопрограммирования. Рекуррентная последовательность 
регистрового сдвига максимальной длины М формируется M-генератором с обратной 
линейной связью. Обучение модели проводится с помощью нейронной сети.
Ключевые слова: сумма по модулю два, проверочный бит, рекуррентная последователь-
ность регистрового сдвига максимальной длины, обратная линейная связь, неприводи-
мый примитивный многочлен, функция Эйлера, поле вычетов Галуа, простое число, обу-
чающий алгоритм, рекуррентный слой с фильтром.

Введение

Характеристики псевдослучайных рекуррентных последовательностей регистрового сдви-
га максимальной длины, иначе М-последовательностей, дал американский математик Соло-
мон Голомб в 1967 году [1, 2]. М-последовательности нашли широкое применение в системах 
передачи информации [3–5]. Они строятся на основе неприводимых примитивных двоичных 
многочленов. При этом используются следующие основные характеристики М-последова-
тельностей:

– периодичность, 2 1;nT = −  
– в пределах одного периода количество символов, принимающих значение 1, должно быть 

на единицу больше, чем количество символов, принимающих значение 0;
– сумма по модулю два любой М-последовательности с ее произвольным циклическим 

сдвигом — есть М-последовательность. 
В статье рассматривается алгоритм моделирования зашумленного информационного ка-

нала, в котором передаваемая информация суммируется по модулю два с создаваемой генера-
тором М-последовательностью. Для дешифрования кодового слова при приеме информации 
также используется генератор М-последовательности. Считается, что вид последовательности 
автору известен. Информационная система содержит один изменяемый параметр.

1. Выбор неприводимого примитивного многочлена

Для формирования М-последовательности используем сдвигающие регистры и логиче-
скую операцию суммы по модулю 2 (Xor).⊕  Запишем выражение

 1 1 1 2 2
1

... ,
n

m m n m m m n m n
m

M M a M a M a M a+ − − − −
=

= ⋅ = ⋅ ⊕ ⋅ ⊕ ⊕ ⋅∑  (1)

где mM  — значение текущего символа; n ma −  — весовые коэффициенты неприводимого прими-
тивного двоичного многочлена; n  — длина сдвигающего регистра, соответствующая степени 
неприводимого примитивного двоичного многочлена. Причем параметры   ,m m nM a −  могут 
быть только «0» или «1».
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Сформируем М-последовательность с помощью неприводимых примитивных многочле-
нов. Передаваемую информацию будем последовательно записывать в регистр, складывая по 
модулю два с М-последовательностью. 

Определение 1. Неприводимыми многочленами называются такие многочлены, которые 
нельзя представить в виде произведения многочленов низших степеней. Такие многочлены – 
неприводимые элементы кольца многочленов [6].

Определение 2. Примитивными многочленами называются неприводимые многочлены, 
корнями которых являются примитивные элементы [6].

В поле вычетов Галуа операции с неприводимыми простыми многочленами 
1

1 1 0( ) ...n n
n n nP x a x a x a x a−

−= + + +  подобны операциям с простыми числами p  [6–10]. Для фор-
мирования М-последовательности над полем вычетов Галуа 4( ) (2 )nGF p GF=  используем не-
приводимый примитивный двоичный многочлен 4

4 ( ) 1.P x x x= + +  Рассчитаем максимальный 
период М-последовательности: 42 1 2 1 15.nT = − = − =  

Используя выражение (1), запишем рекуррентную формулу М-последовательности
 1 1 2 2 3 3 4 4.i i i i iM M a M a M a M a− − − −= ⋅ ⊕ ⋅ ⊕ ⋅ ⊕ ⋅  (2)

Коэффициенты многочлена 4
4 ( ) 1P x x x= + +  равны: 2 3 0 1 40, 1.a a a a a= = = = =  Тогда урав-

нение (2) запишется как

 1 1 2 2 3 3 4 4

1 4

,
.

i i i i i

i i i

M M a M a M a M a
M M M

− − − −

− −

= ⋅ ⊕ ⋅ ⊕ ⋅ ⊕ ⋅
= ⊕

 (3)

Используя выражение (3), рассчитаем элементы М-последовательности максимальной 
длины

 

0
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M M M
M M M
M M M
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M M M

=
= ⊕ = ⊕ =
= ⊕ = ⊕ =
= ⊕ = ⊕ =
= ⊕ = ⊕ =
= ⊕ = ⊕ =
= ⊕ = ⊕ =
= ⊕ = ⊕ =
= ⊕ = ⊕ =
= ⊕ = ⊕ =
= ⊕ = ⊕ =
= ⊕ = ⊕ =

Таким образом на выходе сдвигающего регистра формируется M-последовательность 
100011110101100.

При разных его начальных значениях генерируется такие последовательности:
0001=>(000111101011001), 0010 => (001000111101011),
0011=> (001111010110010) и т. д.

2. Формирование сдвигающих регистров 

Структурная схема сдвигающего регистра приведена на рис. 1. Из n ячеек шины сдвига 
используем 4 триггера T, т. е. 4.n =  Четырем ячейкам памяти соответствует неприводимый 
простой многочлен четвертого порядка. Данная схема предусматривает возможность измене-
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ния последовательности подключения триггеров, что позволяет менять порядок неприводи-
мых многочленов и формировать кодовые последовательности различной длины. Используе-
мые в алгоритме формирования М-последовательности неприводимые примитивные 
многочлены приведены в табл. 1.

Таблица 1
Неприводимые примитивные многочлены

Поле вычетов 
Галуа ( )nGF p

Количество 
элементов

Неприводимый 
примитивный многочлен

2(2 )GF 4 2 1x x+ +

3(2 )GF 8
3 1x x+ +

3 2 1x x+ +

4(2 )GF 16
4 1x x+ +

4 3 1x x+ +

3. Моделирование помехозащищенного информационного канала

Для выделения информационных параметров используем рекурсивный фильтр Калма-
на — Бьюси [11–13]. Он описывается разностным уравнением первого порядка

 
0 1[ ] [ ] [[ 1] ].Y nT a X nT b Y n T= + −  (4)

В выражении (4) первое слагаемое определяет прямую связь, а второе — обратную. Под ,X  
Y  понимаем входные и выходные отсчеты изменяемого параметра соответственно.

Входные информационные параметры опишем n-мерным вектором состояния системы X
 1X[ 1] X[ ] [ ],n A n B n+ = + ε  (5)

где ,A  B  — заданные матрицы коэффициентов размерностей n n×  и ;n r×  X[ ],n  X[ 1]n +  — 
эволюция модели; 1ε  — r-мерный векторный случайный процесс, определяющий неконтро-
лируемые помехи информационного канала. Уравнение (5) — разностное матричное уравне-
ние первого порядка.

Результаты наблюдения за системой представим в виде m-мерного вектора наблюдения Y
 2Y[ ] X[ ] [ ],n C n n= + ε

где C  — заданная матрица коэффициентов размерности ;n m×  2ε  — m-мерный векторный 
случайный процесс, определяющий помехи измерительного устройства.

Рассмотрим алгоритм криптопрограммирования. Передаваемые кодовые слова H сумми-
руются по модулю два с М-последовательностью максимальной длины BitXor[H, M]:

Рис. 1. Структурная схема сдвигающего регистра
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In[43]:= H = {10100, 10110, 11001};
         M = 100011110101100;
         H1 = IntegerString[BitXor[H, M], 2]
Out[45]= {10110101111010110100110101100001101011100011000, 
          10110101111010110100110101100001101011100010010, 
          10110101111010110100110101100001101101010010101}.

Получаемая кодовая комбинация суммируется по модулю два с такой же М-последователь-
ностью максимальной длины для дешифрования информации. К передаваемым кодовым ком-
бинациям добавляется проверочный бит [13, 14]. Запишем десятичное число 22: Xor[10110]=1.  
К числу 10110 добавим еще один разряд, в который запишется 1: 101101. Пусть при передаче 
числа изменился четвертый разряд:101001. Нечетное количество единиц в принятой кодовой 
комбинации показывает ошибку.   

При моделировании помехозащищенного канала используем обучающую нейросеть. Запи-
шем следующий программный код:
In[46]:= GeoNearest[Entity[«Country»], Here]
         FindGeoLocation[]
         data = Table [RandomPrime[10, RandomPrime[{1, 10}]], 3]   
         net = NetChain[{GatedRecurrentLayer[3], SequenceLastLayer[], 3, Ramp, 1}]
         trained = NetTrain[net, Map[# -> Max[#] &, data]]
         data[«Country»]
         data1 = NetInitialize@GatedRecurrentLayer[3,
         «Input» -> NetEncoder[{«Characters», Automatic, «UnitVector»}]]
         data1[«Country»] // MatrixForm
         IntegerString[{data}, 2]
  Out[47] = GeoPosition[{51.99, 4.22}]

Out[48]= 

Результаты инициализации изучаемых параметров нейронной сети показаны на рис. 2. Об-
учающая программа визуализирует таблицу передаваемых случайных кодовых слов. На рис. 3 
показан рекуррентный слой с фильтром, задаваемый в программном коде. Визуализация обу-
чающего процесса нейронной сети изображена на рис. 4.

Результаты моделирования обучающей нейросети приведены в табл. 2. Передаваемое кодо-
вое слово определяется масштабирующими коэффициентами.

Рис. 2. Результаты инициализации обучаемых параметров нейронной сети

Рис. 3. Рекуррентный слой с фильтром
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Таблица 2
Результаты обучения нейросети

Кодовое 
слово Масштабирующие коэффициенты

Country 0.07599592953920364 0.005398715380579233 0.0249257180839777
0.09425736963748932 0.0033039057161659002 0.07029202580451965
0.04384542629122734 0.09608156979084015 0.06686103343963623
0.04037673398852348 0

− − −
− −
−
− .005644753575325012 0.03651752322912216
0.07339010387659073 0.04617341607809067 0.06827770918607712
0.02804572694003582 0.10811696201562881 0.013595256954431534
0.03933229297399521 0.15321846306324005 0.101

− −
− − 87576711177826

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Заключение

Моделирование в программной среде Wolfram Mathematica показало, что для правильного 
дешифрования передаваемых кодовых слов необходимо обеспечить полную синхронизацию 
работы генераторов М-последовательностей каналов передачи и приема информации. Анализ 
проведенных ранее исследований показал, что при передаче больших данных необходимы 
М-последовательности с периодом, гораздо большим, чем 42 1 15T = − =  [7, 9]. В настоящее 
время решается вопрос поиска ненулевых коэффициентов неприводимого примитивного 
многочлена, период которого близок к числу Мерсенна, равному 19937 199372 1T = −  [15]. Зада-
ча криптозащиты высокоскоростного генератора М-последовательности еще не решена.
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УДК 53.092

МЕХАНИКА ФРИКЦИОННОГО КОНТАКТНОГО ВЗАИМОДЕЙСТВИЯ ЭЛЕМЕНТОВ 
СФЕРИЧЕСКИХ ОПОРНЫХ ЧАСТЕЙ МОСТОВ С РАЗНЫМ КОНСТРУКЦИОННЫМ 

ОФОРМЛЕНИЕМ АНТИФРИКЦИОННОГО СЛОЯ СКОЛЬЖЕНИЯ

Пермский национальный исследовательский политехнический университет

А. П. Панькова

Аннотация. В работе представлено численное исследование деформационного поведе-
ния модели сферической опорной части Л-100 производства ООО «АльфаТех», г. Перми. 
Конструкция сферической опорной части состоит из двух стальных плит со сферическим 
сегментом и сферическим вырезом, а так же антифрикционного слоя скольжения. В дан-
ной работе в качестве материала слоя скольжения рассматривается модифицированный 
фторопласт. Рассмотрено влияние геометрического оформления нижней стальной плиты 
и толщины слоя скольжения (4 мм — стандартная толщина прослойки; 6 и 8 мм — пред-
ложенные для рассмотрения) на работу конструкции.
Ключевые слова: сферическая опорная часть, антифрикционные материалы, модифици-
рованный фторопласт, полимерные материалы, композиционные материалы, контактная 
задача, трехмерное численное моделирование, узел трения, контактное давление, кон-
тактное касательное напряжение.

Введение

В современном мире вопрос о качественном строительстве мостовых сооружений стоит 
достаточно остро. В связи с этим предъявляется большое количество требований к мостовым 
сооружениям и к их отдельным конструкциям в частности. Одними из требований являет-
ся надежность, высокая долговечность, экономичность, экологичное производство и т.д. Так, 
исследование деформационного поведения мостовых сооружений под воздействием темпера-
турно-силового, сейсмического [1, 2] и других процессов [3], влияющих на их работу является 
актуальной задачей. В частности, ответственными элементами мостовых строений являются 
опорные части. Существует достаточно большое разнообразие видов геометрической конфи-
гурации опорных частей [4], однако в последнее время учеными-исследователями и произ-
водителями, отмечается, достоинство сферических опорных частей мостовых сооружений, а 
именно: более равномерное распределение воспринимающей нагрузки от мостового пролета; 
более долговременная работа слоя скольжения между стальными плитами; повышенная дол-
говечность и т. д. При этом актуальным остается вопрос рационализации и оптимизации ге-
ометрической конфигурации сферических опорных частей мостов. Данный факт приводит к 
необходимости исследования влияния геометрии конструкционных элементов на работу узла 
в рамках численного моделирования и компьютерного инжиниринга.

В качестве слоя скольжения между стальными плитами используют полимерные мате-
риалы и композиты на их основе. В последнее время отмечается рост производства новых 
современных полимерных материалов, которые могут использоваться в качестве антифрик-
ционного слоя в узлах трения. Однако отмечается недостаток информации об их физико-ме-
ханических свойствах и поведения в рамках нелинейной механики. Что приводит к необхо-
димости построения моделей их поведения, апробации и верификации моделей на тестовых 
задачах, а также дополнительных численных и натурных экспериментов для анализа работы 
материалов в реальных конструкциях.

Данное исследование направлено на анализ влияния местоположения сферического ан-
тифрикционного полимерного слоя скольжения относительно нижней стальной плиты опор-
ной части на работоспособность конструкции сферической опорной части.
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1. Постановка задачи

Построена численная трехмерная модель сферической опорной части Л-100 производства 
ООО «АльфаТех» гор. Перми. Конструкция сферической опорной части состоит из следую-
щих элементов: 1 — верхняя стальная плита со сферическим сегментом; 2 — нижняя сталь-
ная плита со сферическим вырезом; 3 — антифрикционная прослойка. Ранее задача рассма-
тривалась в осесимметричной постановке с действием номинальной вертикальной нагрузки. 
Однако для более точного моделирования работы конструкции требуется также учитывать и 
действие горизонтальной нагрузки. Тем самым требуется совершить переход к рассмотрению 
половинки трехмерной модели. Между данными этапами реализован промежуточный этап, 
который включает в себя моделирование четвертинки конструкции, верификацию модели и 
подбор параметров конечно-элементной сетки. В рамках моделирования рассмотрено вли-
яние местоположения прослойки относительно нижней стальной плиты при увеличении ее 
толщины при действии номинальной вертикальной нагрузки 1000 кН. На рис. 1 представлена 
расчетная схема и трехмерный вид рассматриваемой конструкции.

На рис. 2 представлен фрагмент расчетной схемы слоя скольжения, включающий буртик 
нижней стальной плиты и основные геометрические параметры параметризации математиче-
ской модели опорной части. В настоящей работе варьируются следующие параметры: ph  — 
толщина слоя скольжения; 

1ph  — величина области без контакта; 
2ph  — величина области, 

внедренная в нижнюю стальную плиту. Рассматриваются следующие варианты толщины слоя 
скольжения: ph  — 4, 6, 8 мм. Для всех вариантов толщины рассмотрены параметры 

1ph  и 
2ph  в 

соотношении 1:1, а так же для ph  = 6 мм: 1:2, 2:1; для ph  = 8 мм: 1:3, 3:1.
Слой скольжения выполнен из радиационно-модифицированного фторопласта, в качестве 

модели поведения материала выбрана деформационная теория пластичности для случая ак-
тивного нагружения.

2. Анализ полученных результатов

В рамках серии численных экспериментов были получены контактные параметры на всех 
поверхностях сопряжения прослойка-плиты и деформационные характеристики полимерно-
го слоя скольжения. Интерес представляют параметры контакта на поверхности 

1
,KS  по кото-

Рис. 1. Расчетная модель сферической опорной части:
а) расчетная схема; б) трехмерный вид конструкции



543

рой возможен поворот сферического сегмента, а также на относительно свободной части слоя 
скольжения по торцу 

3
.KS  В процессе деформации слоя скольжения под действием нагрузки 

происходит переход в бесконтактное состояние области, находящейся вблизи буртика. На 
рис. 3 представлены контактное давление и перемещения по нормали торца на относительно 
свободной от контакта поверхности 

3
.KS

Отмечается, что при увеличении параметра 
1
,ph  отвечающего за величину поверхности от-

носительно свободной от контакта на 
3KS  увеличиваются и максимальные значения переме-

щения по нормали торца слоя скольжения. Максимальные значения перемещений по нормали 
торца наблюдаются у прослоек с соотношением сторон: 

1 2p ph h  = 2:1 и 
1 2p ph h  = 3:1 при толщи-

нах 6 и 8 мм соответственно. Остальные же варианты толщины и расположения слоя скольже-
ния не дают такие значительные изменения параметров контакта и деформационных характе-
ристик. При дальнейшем исследовании стоит рассмотреть увеличение толщины слоя 
скольжения, а также диапазон толщины свободного края полимерного слоя от 1,5 до 2,5 мм.

Заключение

В ходе работы была построена численная трехмерная модель сферической опорной части. 
Проведен анализ деформационного поведения конструкции под действием номинальной вер-

Рис. 2. Фрагмент расчетной схемы слоя скольжения

Рис. 3. Контактное давление (а) и перемещения по нормали торца (б) для прослоек различной 
толщины при разном расположении слоя скольжения
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тикальной нагрузки 1000 кН. В ходе анализа влияния геометрического оформления нижней 
стальной плиты сферической опорной части были получены следующие результаты: макси-
мальные значения контактных параметров на поверхности 

3KS  наблюдаются при соотноше-
нии сторон: 

1 2p ph h  = 2:1 и 
1 2p ph h  = 3:1 при толщине прослойки 6 и 8 мм соответственно (тол-

щина края слоя скольжения находящегося в первоначальном контакте составляет 2 мм); для 
всех рассмотренных вариантов толщины слоя скольжения, при 

1ph  = 2 мм, наблюдается схо-
жесть распределения контактных параметров и их величин. Требуется рассмотреть увеличе-
ние толщины слоя скольжения до 12 мм, при 

1ph  = 1,5÷2,5 мм.
Для полноты картины работы сферической опорной части, необходимо рассмотреть влия-

ние комплексного учета вертикальной и горизонтальной нагрузок.
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АЛГОРИТМЫ ФИЛЬТРАЦИИ И СГЛАЖИВАНИЯ ЗАШУМЛЕННЫХ СПЕКТРОВ

Московский государственный университет имени М. В. Ломоносова

Т. Б. Подосенова

Аннотация. Задачи сглаживания и фильтрации спектров, относящиеся к этапу пред-
варительной обработки спектра, для многих классов экспериментов приводят к целому 
ряду математически некорректно поставленных задач. В работе описаны два алгоритма 
сглаживания спектров излучения с целью уменьшения разброса ошибок в исходных за-
шумленных данных — с помощью полиномиального сглаживающего кубического филь-
тра Савицкого — Голея и с помощью регуляризирующего алгоритма Тихонова. Приведена 
математическая модель зарегистрированных спектров излучения.
Ключевые слова: спектр излучения, линейчатый спектр, локализация линии, фильтра-
ция, сглаживающий фильтр Савицкого — Голея, регуляризирующий алгоритм, функцио-
нал Тихонова, уравнение Эйлера.

Введение

Применение методов спектрометрии в таких областях фундаментальных и прикладных 
исследований, как физико-химические исследования, медицина, экология, делает актуальной 
задачу автоматизации обработки результатов спектрометрических экспериментов. 

Аппаратно зарегистрированные спектры излучения представляют собой конечные наборы 
дискретных данных типа временных рядов. Проблема обработки спектров излучения сводит-
ся к определению характеристик пиков спектральной кривой, основные из которых — число 
пиков, их положения, интенсивности и полуширины. Для успешного решения этой проблемы 
требуется проведение предварительной обработки спектров. Задачи сглаживания спектра, по-
иска фрагментов локализации резонансных линий в спектре и аппроксимации базовой ком-
поненты спектра обычно относят к задачам предварительной обработки спектра. Эти задачи 
для многих классов экспериментов приводят к целому ряду математически некорректно по-
ставленных задач. 

1. Модель спектров излучения

Рассматриваемые в работе аппаратно регистрируемые спектры ( )f E  гамма-излучения 
ядер вещества предполагаются линейчатыми, т. е. представляющими собой суперпозицию 
одиночных линий типа дельта-функций, положения которых совпадают с энергиями kjE  излу-
чения ядер [1]:

 
0

1 1
( ) ( ),

kk j

k kj kj
k j

f E S I E Eδ
= =

= ⋅ −∑ ∑
kjI  — парциальные интенсивности линий, kS  — количество ядер. Измерительная аппаратура 

привносит значительные искажения в теоретическое представление спектра. Механизм реги-
страции излучения ( )f E  описывают интегральным оператором свертки:

 
0

( ) ( , ) ( ) ,N E z E f dξ ξ ξ
+∞

= ∫
где ядро интегрального преобразования инвариантно относительно сдвигов: 
( , ) ( ) 0z E z Eξ ξ= − >  для всех , 0,E ξ >  — и представляет собой аппаратную функцию — функ-

цию отклика прибора на излучение, 
2

( , ) 1.
L

z E ξ =
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При регистрации спектры ( )N E  преобразуются к дискретному виду и помещаются в бу-
ферную память экспериментальной установки, а диапазон шкалы регистрации разбивается на 
поддиапазоны, количество которых соответствует числу каналов регистрации. В i-м канале 
накапливается информация о числе зарегистрированных частиц iy  с энергиями из соответ-
ствующего поддиапазона ( ( ), ( )):i i i iE w E E w E− +

 
( )

( )

( ) ( ) ,
i i

i i

E w E

i
E w E

y E N E dEψ
+

−

= ∫  

где 0( ) 0,iw E w= >  1, , ,i n=   02w  — ширина (цена) канала, а ( )Eθ ψ=  — функция эффектив-
ности регистрации излучения, 0 ( ) 1.Eψ≤ ≤

В результате исследуемая зависимость ( )y x  определяется на конечном множестве точек 
{ ,ix i= 1,..., }i n=  и записывается в виде ( ) { ,iy x y=  1,..., },i n=  где n — число каналов. Случайные 
величины iy  рассматривают как статистически независимые. Функции эффективности ( )Eθ ψ=  
и калибровочные зависимости ( )E xϕ=  позволяют установить функциональную связь между 
показаниями регистрирующего устройства и реальными характеристиками излучения.

2. Математическая модель спектров излучения.

С математической точки зрения в спектре { }iy  могут быть выделены три составляющих: 
гладкая базовая компонента ( )B x  (проявляется на значительной части спектра), совокупность 

( )Y x  локальных пикообразных унимодальных функций, характеризующих в спектре процес-
сы резонансного характера (связаны с проявлением отдельных фрагментов «линейчатых» 
спектров компонент вещества), и шумовая компонента, обусловленная ошибками измерений 
при регистрации данных:

 ( ) ( ) ,i i i iy Y x B x ε= + +   1,..., ,ix i n= =   ( ) ( ; , ).j j jj
Y x A g x µ β= ⋅∑

Здесь ( ; , )g x µ β  — модель резонансной линии (модель аппаратной функции), а , , 0j j jAµ β ≥  
— центры, полуширины и амплитуды резонансных компонент. Предполагается справедли-
вость нормального или по Пуассону закона распределения ошибок в данных: ( ) 0,iE ε =  

2( ) max(1, ).i i iD yε σ= =  Относительно базовой компоненты спектра ( )B x  обычно полагают, 
что 0 ( ) ,i i iB x y σ≤ ≤ +  и что поведение функции ( )B x  гораздо более гладкое, чем у резонанс-
ных компонент. 

Во многих случаях спектр монохроматического гамма-излучения можно с достаточной 
степенью точности описать гауссовой кривой с постоянной полушириной линии, и тогда мо-
дель аппаратной функции задается как:

 
2 2( ) /(2 )g ( ; , ) e ,xx µ βµ β − −=  g ( ; , ) 2 ,x dxµ β π β

∞

−∞
=∫  0.β >

3. Фильтрация зашумленных данных

При решении задачи локализации резонансных линий в спектре в случае больших значе-
ний разброса данных 2( )i iD ε σ=  некоторые случайные флуктуации могут быть приняты за 
пики. Для уменьшения разброса ошибок в исходных зашумленных данных, что в конечном 
итоге ведет к снижению погрешностей анализа спектров, мы используем один из эффектив-
ных методов сглаживания данных — полиномиальный SG-фильтр Савицкого — Голея [2, 3]. В 
работе [3] рассмотрен ряд вопросов математического обоснования построения этого фильтра.

При SG-фильтрации исходные величины iy  заменяются значениями локальных аппрокси-
мирующих полиномов в центральных точках ix  скользящих окон { , ... , , ... , }i m i i mx x x− + =  

{ , ... }.i sx s m m+= = −  Коэффициенты этих полиномов, полученные методом наименьших ква-
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дратов, определяются только шириной окна сглаживания (2 1)m +  и заданным порядком поли-
нома 2 1.k m< +  В качестве m  мы используем значения, мажорантные для значения полуши-
рин линий спектра. 

В нашем случае — случае спектрометрических данных — мы задаем 3k =  и используем 
сглаживающий кубический SG-фильтр, коэффициенты которого определяются квадратич-
ным полиномом 

 
2 23{(3 3 1) 5 }( ) ,

(2 3)(2 1)(2 1)
m m sh s

m m m
+ − −

=
+ + −

  ... ,s m m= −

где m  — оценка полуширины резонансной линии [3]. Значения коэффициентов SG-фильтра в 
центре и на краях скользящего окна — величины порядка (0) 0.07,h ≈  ( ) ( ) 0.04h m h m= − ≈ −  [3].

SG-фильтры с шириной окна (2 1),m +  ,m β=  хорошо аппроксимируют высокочастотные 
компоненты сигнала, но в тех областях спектра, где отсутствуют резонансы, фильтрация гаус-
совыми фильтрами ширины / 3β  приводит к лучшему результату по сравнению с SG-филь-
трами [3]. Заметим, что преобразованные SG-фильтрами спектры ( )y x  не обладают гладко-
стью на областях локализации базовой компоненты спектра (рис. 1), и потому по спектрам 

( )y x  сложно смоделировать близкую к истине базовую компоненту спектра. Вследствие этого 
при обработке спектров используются и регуляризирующие алгоритмы. 

На рис. 1 приведены графики: исходного смоделированного зашумленного спектра ( )y x  
(серого цвета), отфильтрованного SG-фильтром спектра ( )y x  (изображен черным цветом), 
модельной базовой кривой ( )B x  (синего цвета). Модельный спектр был задан суммой двух 
широких и четырех узких пиков гауссовой формы. Красным цветом на рис. 1 изображен гра-
фик кривой ( ),p x  полученной из исходного спектра ( )y x  сглаживанием по методу регуляри-
зации Тихонова (раздел 4).

4. Регуляризирующий алгоритм сглаживания

Задача сглаживания зашумленной функции 2( ) [ , ],y x L a b∈  ,a x b≤ ≤  сводится к одномер-
ной краевой вариационной задаче поиска минимума функционала Тихонова [4]: 

 1
2 2

2 2( ) ,
L W

M p p y pα α= − +   1
2( ) [ , ],p x W a b∈   1

2

2 2 2{ ( ) { '( )} } ,
b

W a
p p t p t dt= +∫

где либо ( ) ( ) 0,p a p b= =  либо ' ( ) ' ( ) 0,p a p b= =  либо '' ( ) '' ( ) 0.p a p b= =  Указанная задача есть 
задача на условный минимум, а параметр регуляризации 0,α >  по сути, есть неопределенный 
множитель Лагранжа. Решение задачи поиска минимума функционала ( )M pα  существует и 
единственно [4], а функция ( ),p x  на которой достигается минимум, удовлетворяет уравнению 
Эйлера [5]: 

 1 2 2( ) , , 1 ; ( ) '' .lp x y q lp x p q pλ λ α λ−= − = = + = −
Уравнение Эйлера заданного функционала представляет собой линейное неоднородное 

обыкновенное дифференциальное уравнение (ОДУ) 2-го порядка, где дифференциальный 
оператор есть 2( ) '' .lp x p q p= −

В работе [6] рассмотрена постановка и получены аналитические решения краевых задач 
для указанного уравнения Эйлера для трех различных способов задания краевых условий на 
функцию ( ).p x  Общее решение неоднородного ОДУ получено в [6] методом вариации посто-
янных. Аналитическое выражение для решения краевой задачи ( ) ,lp x yλ= −  ,a x b≤ ≤  

'' ( ) '' ( ) 0,p a p b= =  например, имеет вид:

 

2

1

( ) { sh ( ( )) ( ) sh ( ( )) ( ) }
sh ( ( ))

{sh ( ( )) ( ) sh ( ( )) sh ( ( )) ( ) sh ( ( )) },
sh ( ( ))

x b

a x

qy x q b x y a q x a y b
q b a

q q b x y t q t a dt q x a y t q b t dt
q b a

λ

λ

−

−

= × − ⋅ + − ⋅ +
−

+ × − ⋅ ⋅ − + − ⋅ ⋅ −
− ∫ ∫
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( ) 0.5( ).x xsh x e e−= −  Предполагая, что экспериментально измеренный спектр 2( ) [ , ]y x L a b∈  
есть функция, заданная на конечном множестве точек 

 0 ,ix x ih= +   0,h >   0 ,x a=   ,nx b=   
1

( ) ( ) ,i

i

x

i x
y x y t dt

−

= ∫   1... ,i n=

численное решение ( )p x  краевой задачи с условиями на значения 2-й производной функции, 
'' ( ) '' ( ) 0,p a p b= =  вычисляется для значений аргумента { , 1... }ix i n=  как [6]:

 

2

2
1

1

( ) { sh ( { }) ( ) sh ( ) ( ) } +
sh ( { })

2 sh (0.5 ) { sh ( { }) ( ) sh ( { 0.5})
sh ( { })

sh ( ) ( ) sh ( { 0.5}) } .

i

i

k
k

n

k
k i

p x qh n i y a qhi y b
q q b a

qh qh n i y x qh k
q q b a

qhi y x qh n k

λ

λ
=

= +

= × − ⋅ + ⋅
⋅ −

⋅
+ × − ⋅ ⋅ − +

⋅ −

+ ⋅ ⋅ − +

∑

∑
Значения ( )p x  в граничных точках могут быть использованы при моделировании базовой ли-

нии спектра кубическими сплайнами на заданных фрагментах локализации полезного сигнала.

5. Анализ результатов обработки модельных спектров

Модельные спектры на рис. 1, 2 заданы суммой двух широких и четырех узких пиков гаус-
совой формы. На рис. 1 задано значение 3,β =  на рис. 2 — 10.β =  Кривая ( )p x  получена на 
рис. 1, 2 для значения параметра регуляризации 0.001.α =  

Как видно (рис. 1), разброс ошибок в отфильтрованном SG фильтром спектре ( )y x  в не-
сколько раз меньше, чем в зашумленном исходном модельном спектре ( ).y x  Однако график 
кривой ( )y x  сильно флуктуирует. Относительно кривой ( ):p x  график сглаженного спектра ( )p x  
достаточно хорошо аппроксимирует гладкую кривую ( )B x  — модельную базовую линию — во 
всех точках аргумента, кроме фрагментов локализации резонансных линий. В областях лока-
лизации полезного сигнала график ( )p x  проходит выше графика ( )B x  и повторяет динамику 
поведения заданного для сглаживания спектра. Потому представляет интерес использовать 
данный факт для обнаружения или уточнения локализации резонансов в исходном спектре.

На рис. 2 приведены графики: исходного смоделированного зашумленного спектра ( )y x  
(серого цвета), отфильтрованного SG-фильтром спектра ( )y x  (изображен черным цветом), 

Рис. 1. Графики кривых ( )y x , ( )y x , ( )B x , ( )p x  
(серый, черный, синий и красный цвета соответственно)
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сглаженной по методу регуляризации функции ( )p x  (красного цвета), модельной базовой 
кривой ( )B x  (серого цвета, штриховая линия). Синим цветом изображен график кривой ( )z x , 
полученной из спектра ( )y x  сглаживанием методом медианной фильтрации, при задании ши-
рины скользящего окна равной 3 ,m  .m β≥  Как видно из рис. 2, применение медианного филь-
тра привело к уплощению вершин резонансных линий в кривой ( ).z x  Кривая ( )p x  для рис. 2 
была получена как решение краевой задачи ( ) ,lp x zλ= −  1 2400,x≤ ≤  2400.n =

В нижней части рис. 2 показаны графики вейвлет-коэффициентов, используемых при ре-
шении задачи поиска резонансных линий в спектре [7]. Это кривые: 

4 0( ( )), ; y xW a xϕ   (черного 
цвета), 

4 0( ( )), ; z xW a xϕ  (синего цвета), 
4 0( ( )), ; p xW a xϕ  (красного цвета, закрашен), задан мас-

штаб вейвлета 0 ( 1) 1.15 12.65.a β= + ⋅ =  Указанные вейвлет-коэффициенты получены методом 
непрерывного вейвлет-преобразования спектров, с использованием базисных гауссовых вей-
влетов 4-го порядка [7].

Заключение

Описанные в работе алгоритмы могут быть использованы при обработке не только изме-
ренных спектров излучения, но и других дискретных наборов данных типа временных рядов 
наблюдений.
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УДК 004.056

АНАЛИЗ СУЩЕСТВУЮЩИХ ПОДХОДОВ К МОДЕЛИРОВАНИЮ 
ИНФОРМАЦИОННЫХ ПРОЦЕССОВ

Воронежский государственный университет

Н. А. Полехин

Аннотация. В настоящей работе показано, какие существуют типы моделей, их свойства, 
характеристики и признаки. Также косвенно упомянуто про языки моделирования.
Ключевые слова: модели, свойства, моделирование, языки моделирования.

1. Моделирование информационных процессов

1.1. Общие сведения о моделировании систем

Моделирование — это не что иное, как отображение некого хорошо известного и изучен-
ного объекта на другой, менее изученный при определенных допущениях и с некоторым до-
пустимым уровнем точности. При этом цель создания модели — это как можно более точное 
воспроизведение некоторого известного набора свойств исследуемой системы, изучение кото-
рых предполагается в ходе рассматриваемой задачи.

Все модели обладают следующими свойствами:
1. Адекватность — высокая степень соответствия свойств модели изучаемым свойствам 

системы.
2. Конечность — модель воспроизводит конечное множество свойств системы.
3. Упрощенность — модель воспроизводит только значимые для исследования свойства 

системы.
4. Приблизительность — модель отображает систему с определенной точностью.
5. Информативность — модель содержит достаточную информацию о системе в пределах 

условностей моделирования.
Существуют следующие типы моделей: 
1. Познавательная — теоретическая модель для организации и представления знаний с це-

лью объединения новых и старых.
2. Прагматическая — прикладная модель для осуществления практической деятельности, 

некоторого представления задач системы с целью управления ею.
3. Инструментальная — средство построения, изучения и практического применения 

прагматических или познавательных моделей.
Физические модели воспроизводят искомые физические характеристики системы при по-

мощи следующих видов моделирования:
1. Натурного.
2. Квазинатурного.
3. Масштабного.
4. Аналогового.
Знаковые модели включают модели:
1. Лингвистические, описывающие систему формализованной языковой структурой.
2. Визуальные, представляющие отношения и связи моделируемой системы, в том числе в 

динамике.
3. Графические, представленная геометрическими объектами.
4. Математические, описывающие систему при помощи математической формализации.
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Математические модели в свою очередь можно разделить по способу представления на:
1. Аналитические — являются математическими выражениями выходных параметров при 

помощи функций от входных и внутренних параметров, которые имеют единственные реше-
ния для любых начальных условий.

2. Численные — математические выражения, имеющие решения при определенных на-
чальных условиях.

3. Алгоритмические — представлены набором алгоритмов, описывающих функциониро-
вание и развитие системы.

4. Имитационные — позволяют производить испытания или исследование эволюции и по-
ведения объекта при помощи вариации отдельных или всех параметров модели.

1.2. Моделирование компьютерных сетей

В зависимости от целей и задач моделирование компьютерных сетей может быть разделено 
на аналитическое и имитационное.

Аналитические методы могут рассматриваться отдельно от иных только в ограниченном 
числе случаев, подразумевающих исследование процессов в сетях сугубо в первом приближе-
нии и на узком множестве частных задач. Для таких случаев аналитическое моделирование 
позволяет расширить эвристические методы, такие как методы операционного анализа, диф-
фузионной аппроксимации или аналитические сетевые модели.

При выводе набора математических соотношений, которые связывают между собой вход-
ные и выходные характеристики сети, неизбежно происходит упрощение процесса функцио-
нирования сети. В хоте таких упрощений представляется как совокупность узлов, соединен-
ных каналами связи. Приходящие на узлы сообщения находятся некоторое время в ожидании 
прежде, чем будут обработаны, и могут при это образовывать очереди на обработку.

Полное время задержки сообщения или время передачи D определяется по следующей 
формуле:

 ,pD T S W= + +  (1.1)
где ,pT  S и ,W  соответственно, время распространения, время обслуживания и время ожидания.

Модели на основе сетей Петри
Математического аппарата сетей Петри часто находит применение в задачах моделиро-

вания и анализа сложных параллельных и асинхронных систем. Современная теория сетей 
Петри достаточно проработана и содержит большое количество хорошо изученных моделей, 
методов и средств анализа, которые широко применяются для различных средств вычисли-
тельной техники.

Сети Петри производят событийное моделирование посредствам определения действия, 
происходящих в системе, предшествовавших этим действиям состояний системы и последу-
ющих после их реализации. Реализация цепи событий модели описывает поведение системы. 
Анализ результатов такого моделирования показывает наборы состояний система, в которых 
она пребывала в различные моменты, а также множество принципиально недостижимых со-
стояний системы, не давая, однако, численных показателей, характеризующих эти состояния. 
Развитием теории сетей Петри стало появление «цветных» или «раскрашенных» сетей Петри.

Сети Петри описываются формулой:
 ( , , ), ,N T P A T P∩ =∅=  (1.2)

где 1 2{ , ,..., }nT t t t=  — подмножество вершин, называющихся переходами;
1 2{ , ,..., }mP p p p=  — подмножество вершин, называющихся позициями (местами);

( ) ( )A T P P T⊆ × ∩ ×  — множество ориентированных дуг.
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Имитационное моделирование
При всей мощи современного аппарата математического моделирования, адекватно пред-

ставить значительная часть реальных систем с помощью математических моделей по-преж-
нему невозможно. И этом даже при потенциальной формализуемости системы задача опти-
мизации оказаться слишком сложной для современного математического аппарата и, таким 
образом, не разрешимой практически.

Имитационные модели разделяют по следующим признакам:
1. Способу изменения модельного времени (непрерывные или дискретные).
2. По способу взаимодействия с пользователем.
3. Цели эксперимента.
Основные преимущества ИМ состоят в:
1. Возможности описания поведения элементов или систем с хорошим уровнем детализа-

ции.
2. Отсутствии корреляции между параметрами ИМ и состоянием внешней среды.
3. Возможности изучения динамики взаимодействия элементов во времени и простран-

стве параметров системы.
При проведении имитационного моделирования сети могут быть определены следующие 

параметры:
1. Время отклика ЭВМ сети.
2. Пропускная способность сегментов сети.
3. Зависимость потерь пакетов от загрузки элементов.
4. Способы оптимизации топологии сети.
5. Влияние установки новых хостов на перераспределение сетевых потоков.
6. Определение предельной нагрузки на вычислительные ресурсы.
7. Оценка влияния информационных воздействий на сеть.
8. Выбор протоколов маршрутизации и их параметров.

1.3. Средства имитационного моделирования компьютерных сетей

Процесс реализации имитационной модели сети заключается в разработке программы, ко-
торая пошагово воспроизводит события, происходящие в моделируемой сети. Обычно гово-
рят о двух способах реализации имитационной модели:

1. Использование специализированных языков моделирования.
2. Использование специализированной системы имитационного моделирования. 
В данном случае разработчик строит модели, используя систему имитационного моделиро-

вания (СИМ), базируясь на математический аппарат, заложенный в основу конкретной СИМ.

2. Языки моделирования

2.1. Общие сведения

Универсальные алгоритмические языки программирования обеспечивают возможность 
реализации на вычислительных средствах разнообразных моделей (моделей сети в частно-
сти), однако, недостатком их использования в решении задач имитационного моделирования 
является сложность реализации и количество времени, затрачиваемое на разработку и иссле-
дование имитационных моделей по причине их универсальности. Примерами универсальных 
языков являются: С, C#, С++, Java, Delphi и другие.

Существуют специальные языки имитационного моделирования, которые облегчают про-
цесс создания программной модели по сравнению с использованием универсальных языков 
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программирования. Примерами языков имитационного моделирования могут служить такие 
языки, как SIMULA, GPSS. Языки имитационного моделирования обладают определенным 
рядом преимуществ по сравнению с универсальными языками:

1. Снижение трудоемкости реализации имитационных моделей.
2. Четкая классификация компонентов имитационной модели.
3. Обеспечение гибкости, необходимой для изменения реализации имитационной модели.
4. Описание связей между компонентами имитационной модели.
5. Возможность управления модельным временем.
6. Способность накапливать выходные данные.
7. Способность проводить статистический анализ накапливаемых данных.
8. Способность распределять выходные данные по заранее заданным форматам.
9. Возможность выявлять и регистрировать логические несоответствия и другие ситуации, 

связанные с ошибками.

2.1. Системы имитационного моделирования

Система имитационного моделирования (СИМ) — комплекс программных средств для 
создания имитационной модели и ее симуляции (имитации). При использовании СИМ упро-
щается процесс построения имитационной модели, так как в них обычно уже реализованы 
атомарные компоненты для построения модели КС: каналы, сетевые устройства, модели про-
токолов и приложений. СИМ строят модель сетей на основе:

1. Исходных данных о ее топологии, алгоритмах и методах обработки трафика.
2. Интенсивности потоков запросов между узлами сети.
3. Пропускной способности и номинальной задержки каналов связи.

GNS3
GNS3 (графический сетевой симулятор) — программа с открытым исходным кодом, с по-

мощью которой возможно имитировать сложные сети. Симулятор имеет графический интер-
фейс и является кроссплатформенным, включая Windows, Linux и Mac. GNS3 позволяет созда-
вать различные сетевые топологии, так же используется в качестве лабораторного стенда, где 
можно проверить технологию или схему.

Common Open Research Emulation (CORE)
Common Open Research Emulation (CORE) — это сетевой эмулятор, который был разра-

ботан научно-техническим отделом Boeing для исследовательской лабораторией ВМС США. 
CORE предназначен для Linux или BSD и использует множество инструментов с отрытым ис-
ходным кодом. Во многих случаях, это просто внешний интерфейс к тому, что можно сделать 
в командной строке Linux. Это делает инструмент чрезвычайно гибким. 

EVE-NG
EVE-NG (Emulated Virtual Environment Generation) — это многопользовательский эмуля-

тор виртуальной сети, который был разработан для частных лиц и небольших предприятий.

Tactical Network Modeller
Tactical Network Modeller — инструмент, позволяющий моделировать тактическую сеть и 

ее взаимосвязи. TNM использует новые методы для упрощения и построения сетей модели 
с использованием теории графов, ограниченной иерархическим деревом, которое отражает 
структуру организации.
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Omnet++
Omnet++ — это модульная, компонентно ориентированная C++ библиотека и фреймворк 

для дискретно событийного моделирования, используемая прежде всего для создания симу-
ляторов сетей.

Заключение

Анализ подходов к моделированию инфокоммуникационных сетей, показал, что аналитиче-
ское моделирование таких объектов обладает высокой сложностью при невысоком уровне досто-
верности получаемых моделей. Данный факт обуславливает выбор имитационного моделирова-
ния в качестве основного подхода к моделированию компьютерной разведки в социальных сетях. 

Среди четырех основных направлений имитационного моделирования: моделирование 
динамических систем, дискретно-событийное моделирование, системная динамика и агент-
ное моделирование основной методологией моделирования сложных систем являются дис-
кретно–событийные подходы к моделированию сложных систем. 

Дальнейший анализ средств имитационного моделирования показал, что наиболее широ-
кий инструментарий, позволяющий в удобной форме осуществлять не только моделирование 
сетей любой топологии, но и генерацию в них трафика с заданными статистическими характе-
ристиками, а также сбор статистической информации о результатах информационного обмена 
с моделируемой сети, предоставляет пакет дискретно-событийного моделирования OMNET++. 

Данная среда моделирования не только позволяет реализовывать дискретно-событийные 
модели с заданными математическими характеристиками, но и обладает обширной библиоте-
кой классов, реализующих различные объекты для моделирование инфокоммуникационных 
сетей, такие как клиент-серверные приложения стека TCP/IP, сетевое оборудование, каналы 
связи и т. д.
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МУРАВЬИНЫЙ АЛГОРИТМ ДЛЯ РЕШЕНИЯ ЗАДАЧИ МАРШРУТИЗАЦИИ 
ТРАНСПОРТА С НЕСКОЛЬКИМИ ЦЕНТРАМИ И ЧЕРЕДОВАНИЕМ ОБЪЕКТОВ

Воронежский государственный университет

Д. И. Пономарев, О. А. Медведева

Аннотация. В статье рассматривается задача маршрутизации транспортных средств с 
несколькими центрами и чередование объектов, ее постановка и математическая модель. 
Предложен алгоритм ее решения, основанный на применении муравьиного алгоритма. 
Дополнительно представлена модификация алгоритма с использование «элитных» му-
равьёв. В заключении проведен анализ алгоритма и разработаны основные рекомендации.
Ключевые слова: задачи маршрутизации, математическая модель, метаэврестический 
алгоритм, муравьиный алгоритм, вероятностно-пропорциональное правило.

Введение

Задачи маршрутизации транспорта (ЗМТ) имеют большое значение в областях транспорт-
ных перевозок, перемещения и логистики. Основной целью в транспортной логистике явля-
ется построение эффективных с точки зрения стоимости маршрутов объезда транспортными 
средствами пунктов-продавцов и пунктов-покупателей. Правильная организация транспор-
тировки может уменьшить экономические затраты на перевозку. Поэтому проблема маршру-
тизации транспорта становится более актуальной и востребованной.

Благодаря различным ограничениям и условиям существует множество видов задачи 
маршрутизации транспорта и алгоритмов их решения. Все эти задачи являются NP-трудными, 
поэтому с увеличением размерности время вычисления сильно возрастает. Для небольшой 
ЗМТ, как правило, используют точные методы решения, такие как метод ветвей и границ, ме-
тод ветвей с отсечением [1]. ЗМТ большой размерности решаются эвристическими и метаэв-
ристическими алгоритмами [2]. Они генерируют решения, приближенные к оптимальному, но 
за меньшее по сравнению с точными методами время.

В данной статье будет рассмотрена ЗМТ с несколькими центрами и чередованием объек-
тов. Основное ее отличием от классической ЗМТ заключается в существовании двух видов 
объектов с обязательным условием их чередования. Также будет рассмотрен метаэврестиче-
ский алгоритм решения.

1. Постановка задачи

Задача маршрутизации с несколькими центрами и чередованием объектов представляет 
собой совокупность неподвижных объектов двух типов: целевые объекты (А) и центры (В). 
Также существует единая база, откуда мобильные объекты начинают совой путь. Известны 
затраты на перемещения между объектами. Необходимо минимизировать суммарную стои-
мость всех маршрутов мобильных объектов с условием, что на протяжении своего пути они 
должны чередовать целевые объекты и центры. Также запрещено посещать целевые объекты 
более одного раза, а центры можно посетить сколько угодно раз.

Практический смысл задачи можно представить в виде большого поля, на котором распо-
ложены стога сена, они и будут являться целевыми объектами. Центры можно представить 
как грузовые машины. Мобильными объектами будут являться трактора, которые на протя-
жении маршрута собирают стога и отвозят в грузовые машины. Еще одним важным условием 
является то, что все тракторы начинают и заканчивают свой путь в одном месте — в базе.
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2. Математическая модель

Для составления математической модели введем основные обозначения:
n  — количество центров (В),
m  — количество целевых объектов (А).
Матрица C  — матрица затрат размера ,n m×  где элемент ijc  отвечает за затраты для пере-

мещения между i-м центром и j-м целевым объектом.
Введем специальные переменные для учета условия чередования объектов, для этого будем 

рассматривать связку «В – А – В» (рис. 2), которая отвечает за мини-маршрут.
Элемент {0,1},ijkx ∈  1, , ,i n=   1, , ,j m=   1, , ,k n=   причем 1,ijkx =  если мобильный объ-

ект перемещается от i-го центра к j-му целевому объекту и перемещается от него к k-му цен-
тру, и 0ijkx =  в противном случае.

Пусть p  — количество мобильных объектов.
Вычислим новую матрицу *C  размера n m n× ×  отвечающую за суммарные затраты для 

перемещения между i-м центром, j-м целевым объектом и k-м центром, где элемент 
 ,ijk ij jkc c c= +  1, , ,i n=   1, , ,j m=   1, , .k n= 

Целесообразно базу рассматривать, как связку из целевого объекта с индексом 1j m= +  и 
центра с индексом 0i =  (рис. 3), что позволит не нарушать условие чередования при реализа-
ции алгоритма. Расстояние между этими объектами равно нулю.

Рассмотрим основные математические ограничения с учетом всех особенностей и условий 
данной задачи.

Рис 1. Задача маршрутизации с несколькими центрами и чередованием объекта

Рис. 2. Связка: В – А – В

Рис. 3. Представление базы в качестве связки
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Ограничение 1. К каждому целевому объекту может приехать один мобильный объект и из 
каждого целевого объекта уезжает только один мобильный объект.
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x
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=∑∑  1, .j m∀ =  (1)

Первое суммирование отвечает за то, что из любого i-го центра можно заехать в опреде-
ленный целевой объект ,j  второе суммирование отвечает за то, что из фиксированного целе-
вого объекта можно поехать в любой k-й центр.

Ограничение 2. Если мобильный объект приехал к центру, то он должен уехать из него.
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Если мобильный объект приезжает к k-му центру, он из него уедет.
Ограничение 3. Нужно p  раз уехать из нулевого центра.
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В зависимости от того, сколько мобильных объектов, столько раз нужно уехать из нулево-
го центра.

Ограничение 4. Каждый мобильный объект приезжает к нулевому центру.
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В зависимости от того, сколько мобильных объектов, столько раз нужно приехать в нуле-
вой центр.

Ограничение 5. Каждый мобильный объект приезжает в ( 1)m + -й целевой объект и уезжает 
из него.
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В зависимости от того сколько мобильных объектов, столько раз они заезжают в ( 1)m + -й 
целевой объект и уезжает из него.

Ограничение 6. Из ( 1)m + -го целевого объекта мобильные объекты едут в нулевой центр.

 ( 1)0
0

.
n

i m
i

x p+
=

=∑   (6)

В зависимости от того сколько мобильных объектов, столько раз они приезжают из ( 1)m + -го 
целевого объекта в нулевой центр.

Ограничение 7. Из нулевого центра нельзя приехать в ( 1)m + -й целевой объект.
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Связка ( 1)m + -го целевого объекта и нулевого центра считаются единым целым т. к. это 
база и можно ехать только из ( 1)m + -го целевого объекта в нулевой центр.

Ограничение 8. Отсутствие подциклов (связность маршрута).
Из любого центра есть путь в любой целевой объект и также из любого целевого объекта 

есть путь в любой центр.
Целевая функция. Суммарные затраты должны быть минимальными.
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Необходимо построить такой маршрут, который удовлетворяет всем ограничениям и при 
этом будет минимальный по затратам.
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Таким образом, учитывая все ограничения задачи, получена итоговая математическая мо-
дель (1)–(8) с дополнительным условием отсутствия подциклов.

3. Алгоритм решения

ЗМТ с несколькими центрами и чередованием объекта будем решать с использованием 
муравьиного алгоритма. Данный алгоритм является метаэвристическим, т.е. находит при-
ближенное решение задачи. Суть подхода заключается в моделирование поведения муравьёв, 
связанного с их способностью быстро находить кратчайший путь от муравейника к источни-
ку пищи и адаптироваться к изменяющимся условиям, находя новый кратчайший путь. При 
своём движении муравей метит путь феромоном, и эта информация используется другими 
муравьями для выбора пути.

С учётом особенностей ЗМТ, можно описать локальные правила поведения муравьёв при 
выборе пути.

Вероятностно-пропорциональное правило, определяющее вероятность перехода f -го му-
равья из центра i  в доступные целевые объекты j  или обратно из целевого объекта в доступ-
ные центры, будет иметь вид
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η =  — эвристическое желание посетить объект ,j  если муравей f  находится в объекте ;i

( )ij tτ  — количество феромона на ребре ( , )i j  в момент времени .t
Правило (9) определяет вероятность выбора пути i j−  среди всех доступных путей из i-й 

вершины. На отрезке [0,1] распределены доступные пути из i-й вершины, чем больше вероят-
ность, тем большую зону будет занимать данный путь. Таким образом случайное число от 0 до 
1 определяет выбор пути.

Откладываемое количество феромона может быть задано в виде 
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где ( )fT t  — маршрут, пройденный муравьём f  к моменту времени ,t  ( )fL t  — длина этого 
маршрута.

Пусть [0,1]ρ ∈  есть коэффициент испарения, тогда правило испарения имеет вид 
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где m  — количество муравьёв в колонии. 
Дополнительная модификация алгоритма может состоять в ведении «элитных» муравьёв, 

которые усиливают рёбра наилучшего маршрута, найденного с начала работы алгоритма. Че-
рез *T  обозначается наилучший текущий маршрут, через *L  — его длина. Тогда если в коло-
нии есть h  элитных муравьёв, то рёбра наилучшего маршрута получат дополнительное коли-
чество феромона 

 * .h
hQ
L
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Итак, получен следующий алгоритм решения ЗМТ с несколькими центрами и чередовани-
ем объектов.

Алгоритм решения ЗМТ с несколькими центрами и чередованием объектов 
Этап 0. Инициализация параметров.

1. Задать
F  — количество муравьев; параметры α и β;

(0)ijτ  —небольшое положительное число;
Q  — выбирают одного порядка с длиной оптимального маршрута;

*L  — MAX (кратчайший маршрут);
maxt  — время жизни колонии;
ρ  — коэффициент испарения;
2. Найти

1 .ij
ijc

η =

Этап 1. Цикл по времени жизни колонии max1, , .t t= 

1. Проверить ограничение на время жизни колонии: max ?t t≤
Если да, то перейти к этапу 2, иначе к этапу 5.

Этап 2. Цикл по всем муравьям 1, , .f F= 

1. Проверить ограничение на количество муравьев: ?f F>
Если да, то перейти к этапу 3.
Если нет, то 
2. Построить маршрут ( ).fT t
2.1. Задать
Y  — список всех целевых объектов.

_1 0car =  — объект, из которого начинается путь.
2.2. Цикл пока список Y  не пуст.
Найти _1,car fJ  — список доступных целевых объектов из _1.car
Если _1,car fJ  пуст, то перейти к пункту 3, иначе по правилу (9) выбрать путь из центра 

( _1car ) в целевой объект ( current_j ).
Найти current_j, fJ  — список доступных центров ( _ 2car ) из найденного целевого объекта 

(current_j), по правилу (9) выбрать путь.
Добавить путь (car_1 current_j car_2→ → ) в маршрут ( )fT t .
car_1:=car_2 .
Если current_j!=0, то удалить объект из списка Y .
Перейти к пункту 2.2.
3. Рассчитать длину ( ).fL t
4. Увеличить дельта-феромон по правилу (10), перейти к этапу 3.
Этап 3. Обновить решение.
Проверить все ( )fL t  на лучшее решение по сравнению с *.L
Если *( ) ,fL t L<  то * ( )fL L t=  и * ( ).fT T t=
Перейти к этапу 4.
Этап 4. Цикл по всем рёбрам маршрута.
Обновить следы феромона на ребре по правилам (11) и (12), 1.t t= +
Перейти к этапу 1.
Этап 5. Вывод
Вывести кратчайший маршрут *T  и его длину *.L
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5. Вычислительный эксперимент и анализ результатов

Алгоритм был реализован в среде Visual Studio на языке программирования C++. Также 
был проведен вычислительный эксперимент, в котором для задания матрицы расстояний 
использовались случайное числа, равномерно распределенные от 1 до 50. Каждый экспери-
мент рассчитывался 100 раз и вычислялось среднее значение длины наименьшего маршрута и 
среднее значение времени, затраченного на работу алгоритма. В ходе вычислительного экспе-
римента сравнивалось работа муравьиного алгоритма с элитными муравьями и без, а также 
оценивалось время работы алгоритма с увеличением жизни колонии и размерности задачи.

Начальные параметры алгоритма для размерности 1×10:
13;F =  (0) 0.2;ijkτ =  100;Q =  0.38;ρ =  1;α =  1;β =  0.h =

Начальные параметры алгоритма для размерности 5×15:
22;F =  (0) 0.2;ijkτ =  100;Q =  0.38;ρ =  1;α =  1;β =  0.h =

В табл. 1 представлены результаты вычислительного эксперимента показывающие, как из-
меняется значение длины наименьшего маршрута с увеличение количества итераций (время 
жизни колонии).

Таблица 1
Зависимость значения длины наименьшего маршрута от числа итераций

тип В×тип А maxt Длина наименьшего маршрута Время, мс
1×10 100 505 92
1×10 500 514 495
1×10 1000 503 1490
5×15 100 377 304
5×15 500 365 1510
5×15 1000 358 3013

По результатам работы алгоритма, представленным в табл. 1, можно сделать вывод, что 
при маленьких размерностях задачи с увеличение количества итераций длина наименьшего 
маршрута почти не менялся, поэтому с увеличением количества объектов, требуется увеличи-
вать количество итераций алгоритма, чтобы получать меньшую длину маршрута.

В табл. 2 представлена зависимость, показывающая, как изменяется значение длины мини-
мального маршрута алгоритма с увеличение количества элитных муравьев.

Начальные параметры алгоритма для табл. 2:
22;F =  (0) 0.2;ijkτ =  100;Q =  0.38;ρ =  1;α =  1.β =

Таблица 2
Зависимость значения длины наименьшего маршрута от количества элитных муравьев

тип В×тип А maxt h Длина наименьшего маршрута
5×15 500 0 360
5×15 500 5 343
5×15 500 10 338
5×15 500 15 329
5×15 500 20 340
5×15 500 25 339

Из данных, представленный в табл. 2, следует, что увеличение количества элитных мура-
вьев приводит к улучшению значения длины наименьшего маршрута, однако элитные муравьи 
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очень сильно усиливают субоптимальные решения, поэтому чем больше элитных муравьем, 
тем больше вероятность того, что алгоритм будет застревать в локальных оптимумах.

Исследуем теперь влияние параметров α  и β  (табл. 3) на длину наименьшего маршрута 
(табл. 3).

Начальные параметры алгоритма для табл. 3:
22;F =  (0) 0.2;ijkτ =  100;Q =  0.38;ρ =  max 500;t =  0.h =

Таблица 3
Влияние параметров α  и β  на длину наименьшего маршрута

тип В×тип А α β Длина наименьшего маршрута
5×15 1 1 363
5×15 1 2 321
5×15 2 1 418

Из данных, представленных в таблице 3, можно сделать вывод, что при увеличении значе-
ния параметра β  муравьи предпочитают самые короткие ребра, а при увеличении параметра 
α  выбор происходит на основании феромона.

Табл. 4 демонстрирует работу алгоритма при изменении количества муравьев в колонии.
Начальные параметры алгоритма для табл. 4:

(0) 0.2;ijkτ =  100;Q =  0.38;ρ =  max 500;t =  0;h =  1;α =  1.β =

Таблица 4
Зависимость длины наименьшего маршрута от количества муравьев в колонии

тип В×тип А Количество муравьев Длина наименьшего маршрута Время, мс
5×15 15 381 1053
5×15 30 353 2055
5×15 45 367 3135

По результатам эксперимента в табл. 4 можно сказать, что предпочтительно брать количе-
ство муравьев, равное сумме целевых объектов и центров.

В табл. 5 показан результат вычислительного эксперимента, отражающего зависимость 
времени работы алгоритма от размерности задачи.

Таблица 5
Зависимость времени работы алгоритма от размерности задачи

тип В×тип А Количество муравьев Длина наименьшего маршрута Время, мс
1×15 16 720 1212
1×30 31 1484 8677
5×15 20 352 1496
5×30 35 724 8828

10×50 60 764 39858
10×100 110 1354 69584

Эксперимент в табл. 5 показал, что с увеличением количества объектов типа В длина наи-
меньшего маршрута уменьшается. Также самой важной особенностью муравьиного алгорит-
ма является то, что по сравнению с точными методами, например методом ветвей и границ, 
муравьиный алгоритм находит близкие к оптимуму решения за значительно меньшее время.
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Проведенные эксперименты свидетельствуют, что популяция решений никогда не вы-
рождается к одному, общему для всех муравьев маршруту. Наоборот, алгоритм продолжает 
синтезировать новые, возможно лучшие решения. Для каждого набора данных следует экспе-
риментально находить наиболее подходящие параметры.

Заключение

Таким образом, можно сформулировать следующие рекомендации по использованию 
предложенного алгоритма:

1. С увеличением количества объектов, требуется увеличивать количество итераций алго-
ритма, чтобы получать меньшую длину маршрута.

2. Увеличение количества элитных муравьев приводит к улучшению значения длины наи-
меньшего маршрута, однако нельзя брать их в большом количестве, т. к. это даст обратный 
результат.

3. Предпочтительней, чтобы значение параметра β  было больше .α
4. Количество муравьев следует брать равное общему количеству всех объектов.
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УДК 004

ОПТИМИЗАЦИЯ АЛГОРИТМА ПОИСКА НАИБОЛЕЕ ЧАСТО 
ВСТРЕЧАЮЩЕГОСЯ K-МЕРА В СТРОКЕ

Воронежский государственный университет

Е. А. Пономарева

Аннотация. Работа посвящена оптимизации алгоритма поиска наиболее часто встреча-
ющегося k-мера в строке. Приведён актуальный алгоритм поиска наиболее часто встре-
чающегося k-мера в строке, описаны выявленные причин его медленной работы, а так же 
представлен процесс модификации этого алгоритма и сам оптимизированный алгоритм 
поиска.
Ключевые слова: последовательность, поиск подстроки в строке, алгоритм, биоинфор-
матика.

Введение

С развитием компьютерных технологий у ученых появилась возможность более подробно 
и точно изучить наш внутренний мир. Данными задачами занимается такой раздел науки как 
биоинформатика. Биоинформатика — это наука о биологических объектах и об информации 
содержащейся внутри клетки человека, в первую очередь в геноме. С помощью специально 
написанных программ ученые систематизируют и анализируют информацию о физико-хи-
мических свойствах молекул. Биоинформатика позволяет обрабатывать сразу огромные объ-
емы данных. Благодаря достижениям в данной области человечество знает больше о том, как 
устроен наш организм, что позволяет более эффективно бороться с болезнями, разрабатывать 
лекарства, диагностировать болезни.

Так как в биоинформатике приходится работать с большими данными, то в данной сфере 
необходимы максимально эффективные алгоритмы работы с этими данными. Как раз одной 
из таких важнейших задач является поиск k-меров. k-меры используются в контексте вычис-
лительной геномики и анализа последовательности. Они состоят из нуклеотидов (т. е. A, T, G 
и C) и используются для сборки последовательностей ДНК, улучшения экспрессии гетероло-
гичных генов, идентификации видов в метагеномных образцах и создания аттенуированных 
вакцин.

Обычно термин k-мер относится ко всем подпоследовательностям последовательности 
длиной ,k  так что последовательность AGAT будет иметь четыре мономера (A, G, A и T), три 
2-мера (AG, GA, AT), два 3-мера (AGA и GAT) и один 4-мер (AGAT). В более общем смысле, 
последовательность длины L  будет иметь ( )1L k− +  подстрок длины k  и kn  будет составлять 
общее количество возможных k-меров, где n  — количество возможных мономеров (напри-
мер, четыре в случае ДНК).

Поиск k-меров является важной, сложной и ресурсоемкой задачей. Алгоритмическое ре-
шение данной задачи с дальнейшей реализацией программы поможет ускорить поиск наибо-
лее часто встречающегося k-мера в строке.

1. Алгоритм поиска наиболее часто встречающегося k-мера в строке

Алгоритм поиска наиболее часто встречающегося k-мера в строке имеет вид [1]:
FrequentWords(Text, k) 
FrequentPatterns = an empty set 
for i = 0 to |Text| – k 
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Pattern = the k-мер Text(i, k) 
Count(i) = PatternCount(Text, Pattern) 
maxCount = maximum value in array Count 
for i = 0 to |Text| – k 
if Count(i) = maxCount 
add Text(i, k) to FrequentPatterns 
remove duplicates from FrequentPatterns 
return FrequentPatterns 

Рассмотрим быстродействие алгоритма FrequentWords. Каждый вызов PatternCount(Text, 
Pattern) проверяет появление k-мера Pattern в нулевой позиции строки Text, в первой позиции 
строки Text и так далее. Поскольку для каждого k-мер требуется

1Text k− +
таких проверок, для каждой из которых требует k  проверок общее количество проверок:

( ) ( ), –   1 * .PatternCount Text Pattern Text k k− +

Кроме того, FequentWords должен вызывать PatternCount | | 1Text k− +  число раз (один раз 
для каждого k-мера из строки Text), что дает общее число операций (| | 1) (| | 1) .Text k Text k k− + ⋅ − + ⋅  
Таким образом, сложность алгоритма

( )2 · .FrequentWordsO Text k  

Если Text и ,k  то алгоритм с затратой времени:

( )2· O Text k  

не требует оптимизации. Однако, как только требуется определить наиболее часто встречаю-
щееся слово (или слова) в очень длинном тексте такая временная затрата становиться слиш-
ком большой.

2. Оптимизация алгоритма поиска наиболее часто встречающегося k-мера в строке

Для оптимизации ранее рассмотренного алгоритма FrequentWords, необходимо определить 
причины, по которой он является медленным. При его выполнении окно длины k  скользит по 
всей длине текста, проверяя каждый k-мер. Для каждого такого k-мера одно окно длины k  
сдвигается до конца строки Text и каждый раз вычисляется число k-меров с помощью функ-
ции PatternCount(Text, Pattern). Для уменьшения времени работы программы необходимо пе-
рестроить алгоритм таким образом, чтобы окно длины k  проходило строку только один раз и 
за это время осуществлялась проверка количества раз вхождения одного k-мера в текст.

Для этого необходимо упорядочить все 4k  k-меров лексиграфически, то есть в порядке их 
появления в словаре, затем преобразовать их в 4k  различных целых чисел между 0  и 4 1.k −  За-
давая целое число k  мы определяем частотный массив строки Text как массив длины 4 ,k  где i-й 
элемент массива содержит число появлений i-го k-мер в лексиграфическом порядке в строке Text.

Для построения такого массива частот необходимо преобразовать каждый k-мер в целое 
число при помощи функции PatternNumber(Pattern).Также нужно обратить эту функцию, пре-
вращая целое число от 0  до 4 1k −  в k-мер, используя функцию NumberToPattern(index, k). 
В табл. 1. с примером видно, что PatternToNumber(GT) = 11 и NumberToPattern(11, 2) = GT. 

Таблица 1
Пример. Text = AAGCAAAGGTGGG

k-мер AA AC AG AT CA CC CG CT GA GC GG GT TA TC TG TT
Номер 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15
Частота 3 0 2 0 1 0 0 0 0 1 3 1 0 0 1 0
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Далее более подробно рассмотрим функцию PatternNumber(Pattern), преобразующую каж-
дый k-мер в целое число. 

Подход к вычислению PatternNumber(Pttern) основан на том, что. если убрать послед-
ний символ со всех лексикографически упорядоченных k-мер, то полученный список будет 
по-прежнему лексикографически упорядоченным. В случае строки ДНК, каждый (k − 1)-мер в 
полученном списке повторяется четыре раза

Таким образом, число 3-меров, появившихся до AGT равна числу 2-меров, появившихся до 
AG, умноженное на 4 плюс число 1-меров, появившихся до. Таким образом,

( ) ( )
( )

  4*

    8  3 1 1,

PatternToNumber AGT PatternToNumber AG

SymbolToNumber T

= +

+ = + =
 

где SymbolToNumber(Symbol) является функция преобразования символов A, C, G и T в соот-
ветствующие числа 0, 1, 2 и 3.

Если удалить последний символ подстроки Pattern, обозначенный LastSymbol(Pattern), то по-
лучим (k−1)-мер который обозначим Prefix(Pattern). Обобщая предыдущую формулу, получим:

( ) ( )( )
( )( )

 4*  

 .

PatternToNumber Pattern PatternToNumber Pref ix Pattern

SymbolToNumber LastSymbol Pattern

= +

+
 

Это уравнение приводит к следующему рекурсивному алгоритму:
PatternToNumber(Pattern)
if Pattern contains no symbols
return 0
symbol = LastSymbol(Pattern)
remove LastSymbol(Pattern) from Pattern
return 4 · PatternToNumber(Pattern) + SymbolToNumber(symbol)

Теперь реализуем обратную функцию NumberToPattern(index, k), имеем
( ) ( )( )

( )( )
  4*  

 

PatternToNumber Pattern P atternToNumber Prefix Pattern

SymbolToNumber LastSymbol Pattern

= +

+
 

Приведённое уравнение означает, что, при делении индекс PatternToNumber(Pattern) на 4, 
остаток равняется SymbolToNumber(symbol), и частное равно PatternToNumber(Prefix(Pattern)). 
Таким образом, мы можем последовательно получить все символы Pattern.

При вычислении Pattern = NumberToPattern(9904, 7), мы делим 9904 на 4, получаем част-
ное 2476 и остаток 0. Оставшаяся представляет собой конечный нуклеотид Pattern, или 
NumberToSymbol(0) = A. Затем мы повторяем этот процесс, разделив каждое последующее 
число на 4, до тех пор, пока не получим частное 0. Символы в последнем столбце берем снизу 
вверх, получаем Pattern = GCGTA.

В приведенном ниже псевдокоде, обозначим частное и остаток от деления числа n  на целое 
число ,m  как Quotient(n, m) и Remainder(n, m), соответственно. Например, частное Quotient(11, 
4) = 2 и остаток Remainder(11, 4) = 3. Это псевдокод использует функцию NumberToSymbol(index), 
который является обратной к SymbolToNumber и преобразует целые числа 0, 1, 2, и 3 в соответ-
ствующие символы A, C, G и T.
NumberToPattern(index, k)
if k = 1 return NumberToSymbol(index)
prefixIndex = Quotient(index, 4)
r = Remainder(index, 4)
PrefixPattern = NumberToPattern(prefixIndex, k – 1)
symbol = NumberToSymbol(r)
return concatenation of PrefixPattern with symbol
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Псевдокод ниже генерирует массив частот сначала инициируя каждый элемент в массиве с 
нулевой частотой (4k  операций), а затем делается проход далее ( |( |  Text approximately Text k∗ ) 
операций). Для каждого k-мера Pattern который мы обнаружили, мы добавляем 1 к значению 
соответствующего элемента массива.
ComputingFrequencies(Text , k) 
for i = 0 to 4^k-1
FrequencyArray(i) = 0 
for i = 0 to |Text| - k 
Pattern = Text(i, k) 
j = PatternToNumber(Pattern) F
requencyArray(j) = FrequencyArray(j) + 1 
return FrequencyArray

Теперь мы можем получить более быстрый алгоритм для поиска наиболее часто встреча-
ющихся подстрок в строке. После создания массива частот, мы можем найти все самые часто 
встречающиеся k-меры, просто найдя все k-меры, соответствующие максимальному элементу 
(элементам) в массиве частот. 
FasterFrequentWords(Text , k) 
FrequentPatterns = an empty set 
FrequencyArray < ComputingFrequencies(Text, k) 
maxCount = maximal value in FrequencyArray 
for i =0 to 4 1k −  
if FrequencyArray(i) = maxCount 
Pattern = NumberToPattern(i, k) 
add Pattern to the set FrequentPatterns 
return FrequentPatterns
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АНАЛИЗ АЛГОРИТМОВ ДЛЯ РАСЧЕТА МАРШРУТА 
ТРАНСПОРТНОГО СРЕДСТВА С ВРЕМЕННЫМИ ОКНАМИ

Воронежский государственный университет

Д. В. Попов, О. В. Авсеева

Аннотация. В статье рассматривается использование современных алгоритмов для ком-
пьютерной реализации решения задачи коммивояжера нахождения наилучшего марш-
рута транспортных перевозок с временными ограничениями. Существует большое коли-
чество вариантов задачи коммивояжера, а также методов решения, таких как линейная 
оптимизация, эвристика и метаэвристика, которые обеспечивают оптимальные или 
близкие к оптимальным решения задачи. На основе анализа на конкретной постановке 
транспортной задачи даются рекомендации выбора конкретного алгоритма, допускаю-
щие приемлемое время решения, что представляет интерес для практического примене-
ния данного комбинированного алгоритма.
Ключевые слова: задача коммивояжера, эвристика, графы, наименьший маршрут, пол-
ный перебор, муравьиный алгоритм, транспортная логистика, маршрут, полный граф, 
экономия времени, маршрутизация.

Введение

Маршрутизация транспортных средств в дорожно-транспортных сетях является областью, 
имеющей большое значение для специалистов по планированию перевозок. Из-за различных 
неопределенных факторов, таких как погодные условия и дорожная ситуация, время транс-
портировки может существенно отличаться от планируемого. Поиск маршрута с наименьшим 
временем в пути в соответствии с условиями дорожного движения может помочь водителям 
принимать более обоснованные решения о выборе маршрута.

Классическая проблема транспортировки связана с минимизацией времени на транспор-
тировку одного продукта от источников до пунктов назначения. Это проблема сетевого по-
тока, которая возникает в промышленной логистике и рассматривается как частный случай 
линейного программирования.

Решение проблемы включает в себя три основных шага: 
1. Нахождение начального базового возможного решения. 
2. Проверка текущего решения на оптимальность. 
3. Улучшение текущего решения.
Решение этой проблемы в значительной степени зависит от моделей и алгоритмов наи-

меньших затрат. [1]
Для построения наилучшего маршрута в городе, где пробки постоянны, использовать ма-

трицу расстояний в километрах не всегда целесообразно и лучше использовать матрицу време-
ни. От того что настоящая практика отличается непрерывным изменением условий, нахождение 
наилучших маршрутов разработкой новых методов или комбинированием алгоритмов маршру-
тизации позволяет достичь высокого уровня производительности и точности вычислений.

1. Постановка задачи

Необходимо найти наилучший по времени маршрут, состоящий из нескольких точек, в 
которые должен доехать автомобиль, развозящий заказы потребителям. В качестве исходной 
информации есть дорожная сеть города, место отправления и множество пунктов назначе-
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ния. Графовой моделью необходимо представить имеющуюся дорожную сеть. В роли вершин 
выступают пункты доставки. За дуги принимается множество путей между пунктами. Под 
стоимостью пути будем полагать время движения от одной вершины к другой. Необходимо 
рассмотреть различные способы решения задач на плотных графах и выбрать алгоритмы, по-
зволяющие получать наилучшее время пути при большом и малом количестве вершин. При 
изменении дорожной ситуации, маршрут должен быть перестроен с учетом текущего место-
положения курьера и пунктов, в которые заказы ещё не были доставлены.

Введение времени в пути между парами местоположений клиентов и временного окна для 
каждого клиента, которое требует, чтобы транспортное средство посещало клиента в течение 
заранее определенного периода времени, создает у коммивояжера проблему с временными 
окнами. Данная задача ещё более актуальна для логистики, поскольку клиенты часто запра-
шивают или получают предложения о сроках доставки.

2. Математическая постановка задачи

При формировании маршрута возникает задача отыскания такой последовательности по-
сещения пунктов, при которой суммарная стоимость переезда будет минимальной. Данная 
задача представляет собой классическую задачу коммивояжера. 

Коммивояжеру необходимо объехать N  городов. Известны стоимости переезда ijc  из i-го 
города в j-й. Необходимо определить маршрут движения, имеющий минимальную суммар-
ную стоимость переезда, при котором коммивояжер проезжает каждый город ровно один раз. 
Причём некоторые города необходимо посетить в течение определённого временного окна.

Введем переменные
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Тогда математическая модель задачи выглядит следующим образом.
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Для того чтобы исключить возможность переезда из i-го города в i-й, полагаем ijc = ∞  для 

всех .i
Вершине ix  может соответствовать временной интервал. ijt  — время в пути от узла i  до 

узла ,j  ia  — время самого раннего посещения (начала обслуживания) узла ,i  ib  — оконча-
тельное время, в которое можно посетить узел .i  Таким образом [ , ]i ia b  временное окно узла ,i  

ijt  — время прибытия в вершину .i  Причем должно выполняться условия:
 ,i i ia t b i V≤ ≤ ∀ ∈  (2.6)
 0 0 , 1, 2,...,i it t t i n− ≥ =  (2.7)

 , 1, 2,..., , 1i j ijt t t i n j i− ≥ = ≤ <  (2.8)
 1 0 , 1, 2,..., .n i it t t i n+ − ≥ =  (2.9)
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Для того чтобы запретить побочные циклы (т. е. циклы, включающие в себя не все города), 
вводим условие

 1.i j iju u Nx N− + ≤ −  (2.10)
Данная задача относится к классу дискретных задач линейного программирования. Реше-

ние данного класса задач обычно является трудоемким. Теоретически задачу коммивояжера 
можно решить методом полного перебора вариантов, число которых составляет ( 1)!N − . Од-
нако уже при семи городах ( 1)! 720.N − =  Поэтому такой метод не является эффективным, 
поскольку очень сильно увеличивает время решения задачи с увеличением числа городов. 
К тому же задача генерации вариантов перебора является довольно трудоемкой.

3. Обзор методов для поиска наилучшего маршрута

При формировании маршрута возникает задача отыскания такой последовательности по-
сещения пунктов, при которой суммарная стоимость переезда будет минимальной. В рабо-
те рассматривается одна из разновидностей задачи коммивояжера — задача коммивояжера с 
временными ограничениями.

Для решения задачи коммивояжера целесообразнее использовать один из методов непол-
ного перебора, например, метод ветвей и границ. Суть метода состоит в последовательном 
разбиении множества решений на два подмножества (ветви) и определении для каждого под-
множества некоторой оценки (границы) [2, 3].

Рассмотрим алгоритм, предложенный Суини, Литтлом, Мурти и Кэролом.
Шаг 1. Построить матрицу стоимостей .C  При i j=  полагаем .ijc = ∞
Шаг 2. Провести нуль-преобразование матрицы. Нуль-преобразованием называется такое 

преобразование, при котором каждая строка и каждый столбец матрицы содержит хотя бы 
один ноль. Для этого для каждой строки определяется минимальный элемент и вычитается из 
всех элементов этой строки. Аналогично вычитаются минимальные элементы по каждому 
столбцу. Сумма вычитаемых чисел обозначается и принимается за начальную оценку 00.L

Шаг 3. Вычислить метку (оценку) каждого нуля .m  Меткой нуля называется сумма мини-
мальных элементов строки и столбца, на пересечении которых стоит рассматриваемый ноль 
(Рассматриваемый ноль в сумму не входит). Выбрать ноль с максимальной меткой (если он не 
единственный, то выбор безразличен).

Шаг 4. Вычеркнуть строку и столбец, проходящие через выбранный ноль. Пара ( , ),i j  соот-
ветствующая номерам выбранной строки и столбца, определяет выбранный участок пути. Та-
ким образом, множество решений делится на два подмножества: содержащее путь и не содер-
жащее путь ( , ).i j  На дереве строятся две ветки, соответствующие этим двум подмножествам. 
Для каждой ветки вычисляется нижняя граница: для ветки, содержащей путь ( , )i j  по формуле

 1kl klL L c−= + ∆  (3.1)
для ветки, не содержащей путь ( , ),i j  по формуле 

 
_

1 .kl klL L m−= +  (3.2)
Здесь k  — номер итерации, l  — номер выбора очередного отрезка пути.
Перейти к пункту 2.
Процесс ведется до исчерпания всех элементов матрицы.
Шаг 5. Сравнить все концевые значения оценок. Если оценка onL  минимальна, то задача 

решена. Переход к пункту 7. Иначе переход к пункту 6.
Шаг 6. Выбирается концевая ветвь с минимальным значением оценки. Восстанавливается 

матрица, на которой был выбран данный участок пути. Ставится запрет на ранее выбранный 
путь и переход к пункту 2.
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Шаг 7. Если задача решена, отметить выбранный путь и проверить по исходной матрице 
правильность полученного значения целевой функции.

Главный недостаток алгоритма метода ветвей и границ заключается в необходимости пол-
ностью решать задачи линейного программирования, ассоциированные с каждой из вершин 
многогранника допустимых решений. Данный алгоритм требует много времени. В зависимости 
от размера графа, количество узлов в дереве в худшем случае может быть слишком большим.

Таким образом, несмотря на отмеченные недостатки данного метода, можно утверждать, 
что в настоящее время алгоритмы метода являются наиболее надежным средством решения 
целочисленных задач, встречающихся в практических исследованиях. Проблема выбора меж-
ду методом отсечений и методом ветвей и границ в подавляющем большинстве случаев обо-
снованно разрешается в пользу последнего. Однако для решения задач с временными ограни-
чениями метод ветвей и границ практически сводится к полному перебору. 

Метод эластичной сети представляет собой итеративную процедуру, в которой M точек 
лежат на круглом кольце, изначально расположенном в центре графа. Кольцо постепенно уд-
линяется, пока не пройдет достаточно близко к каждой вершине, чтобы определить маршрут. 
Во время этого процесса действуют две силы: одна для минимизации длины кольца, а другая 
для минимизации расстояния между вершинами и точками на кольце. Эти силы постепенно 
регулируются по мере развития процедуры. Дурбин и Уиллшоу показали, что для задачи с 100 
городами найденный этим методом маршрут не сильно превосходил другие алгоритмы и в 
условиях нашей задачи не является значительным улучшением [4].

Задачу коммивояжера также можно решать, используя приближенные алгоритмы [5]. На-
пример, одним из таких алгоритмов является так называемый алгоритм ближайшего соседа, 
относящийся к классу жадных алгоритмов. Алгоритм состоит из трех шагов.

Шаг 1. Выбрать произвольный город в качестве начального.
Шаг 2. Повторять следующую операцию до тех пор, пока не будут посещены все города: 

идти в не посещённый город, ближайший к последнему посещенному (неоднозначности ре-
шаются произвольным образом).

Шаг 3. Вернуться в начальный город.
К сожалению, кроме простоты, алгоритм ближайшего соседа ничем хорошим не отлича-

ется. В частности, в общем случае нельзя ничего сказать о точности получаемых им решений, 
так как он может заставить нас идти по очень длинному ребру на последнем этапе пути. Это 
связано не с простотой алгоритма ближайшего соседа, а со сложностью приближенного реше-
ния задачи коммивояжера [6]. 

Другой приближенный алгоритм носит название алгоритма двойного обхода дерева.
Шаг 1. Построить минимальное остовное дерево графа, соответствующее данному экзем-

пляру задачи коммивояжера.
Шаг 2. Начиная с произвольной вершины, обойти минимальное остовное дерево, записы-

вая пройденные вершины.
Шаг 3. Просканировать список, полученный на шаге 2, и убрать из него все повторяющиеся 

вершины, за исключением вершины в конце списка. Вершины, остающиеся в списке, образуют 
гамильтонов цикл, который и является выходом данного алгоритма.

Приближенные методы дают результат с приемлемой точностью только для задач специ-
ального вида. Поэтому, приближенный алгоритм может использоваться в качестве метода ре-
шения задачи при большом числе пунктов доставки. Одним из таких алгоритмов является 
муравьиный — это метаэвристика, которая может быть использована для нахождения при-
ближенных решений сложных задач оптимизации. Разработан в соответствии с наблюдением, 
что настоящие муравьи способны находить маршрут от источника пищи до гнезда без исполь-
зования визуальных сигналов [7].
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Данный алгоритм работает лучше, чем другие глобальные оптимизации — нейронные 
сети, генетические алгоритмы. Опираются на память обо всей колонии вместо памяти только 
о предыдущем поколении. Меньше подвержены неоптимальным начальным решениям (из-за 
случайного выбора пути и памяти колонии). Могут использоваться в динамических прило-
жениях (адаптируются к изменениям расстояний), что как раз необходимо для нашей задачи. 

Однако стандартная постановка алгоритма не подходит для нашей задачи. Рассмотрим 
сущность алгоритма и введем дополнительные ограничения и условия для решения задачи 
коммивояжёра с временными окнами.

Алгоритм муравьиной колонии разработан на основе поведения муравьев при поиске пищи 
в природе. В процессе поиска пищи муравьи оставляют выделения на пройденном ими пути. 
Муравьиная колония всегда может найти кратчайший маршрут от своего гнезда к источни-
ку пищи через эти выделения. Выделения называются феромонами. В процессе поиска пищи 
муравей определяет следующий шаг на основе распределения феромонов. Чем больше феро-
монов будет найдено на определенном пути, тем выше вероятность того, что муравей выберет 
этот путь. Так что чем больше феромонов накапливается на пути, тем больше и больше мура-
вьев будет выбирать, и муравей сможет найти наилучший маршрут к пище.

Набор программных агентов, называемых искусственными муравьями, ищет хорошие ре-
шения для заданной задачи оптимизации. Чтобы применить алгоритм, задача оптимизации 
преобразуется в задачу нахождения наилучшего пути на взвешенном графе. Искусственные 
муравьи (далее — агенты) постепенно строят решения, перемещаясь по графику. Процесс по-
строения решения является стохастическим и зависит от модели феромонов, то есть набора 
параметров, связанных с компонентами графа, значения которых изменяются во время вы-
полнения муравьями.

Агенты располагаются в вершинах графа и начинают обход. Обход между вершинами 
совершается с определенной вероятностью, которая обусловлена концентрацией феромона 
и длинной пути от одной вершины к другой. Концентрация феромона меняется на ребрах 
маршрутов с минимальной длинной пути на данный момент и определяется как 

 ( ) ( 1) (1 ) ( ),ij ij ijt t p p tτ τ τ= − ⋅ − + ⋅∆   (3.3)
где 0 1p< <  показатель, с которым феромон испаряется, ( )ij tτ  — величина феромона остав-
ленного на ребре. ( )ij tτ∆  — величина, на которую изменился феромон и определяется следую-
щим образом:
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kL  — длина лучшего маршрута kT  с начала работы. 
Так же феромон обновляется на каждом ребре:
 ( ) ( 1) (1 ) ( ),ij ij ijt t tτ τ ω ω τ= − ⋅ − + ⋅∆  (3.5)

где начально значение: 
 1(0) ( )ij nL nτ −= ⋅  (3.6)

NL  — длина полного пути, найденного согласно эвристике ближайшего соседа.
Правило перехода между вершинами состоит из эксплуатации или исследования. Страте-

гия эксплуатации выбирает дугу с наибольшим интенсивности феромонов. И наоборот, стра-
тегия разведки представляет собой стохастическое правило. Выбор стратегии осуществляется 
случайным распределением.
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0q  — постоянная задаваемая пользователем, q  — случайное число, ( )k
ijP t  — вероятность дви-

жения агента k  от вершины ix  к вершине .jx
Как только агент обошел все вершины, то анализируются переходы. Величина феромона 

на каждом пройденном пути изменяется в соответствии с качеством перехода. После всех об-
ходов выбирается тур с лучшим по времени результатом и процесс поиска маршрута продол-
жается. 

Устанавливая оптимальный путь обхода, агент должен прийти к узлу не позднее опреде-
лённого времени и не может начать обслуживать узел до определённого времени. Однако ожи-
дание разрешено, т. е. агент может прибыть в узел раньше времени. В алгоритм встроены две 
локальные эвристики, позволяющие учитывать временные ограничения, чтобы направить 
муравьев к соответствующим узлам, т. е. узлам, которые удовлетворяют двум конкретным це-
лям, а именно максимизировать резервное время на пройденном пути так, чтобы риск нару-
шения времени — ограничения окон на более поздних узлах поездки сведены к минимуму и 
минимизировать время ожидания в случае, если ожидание неизбежно. Эвристика для этих 
двух целей обозначается как ijf  и ,ijw  соответственно.

При этом правило перехода изменилось следующим образом:
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где ,β γ  — коэффициенты эвристики, а ( )ijP t  определяется как:
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Агент посещает те узлы, временя прибытия, в которые ближе к их началу ограничения 
временного окна, перед теми узлами с более поздними верхними ограничениями временного 
окна, чтобы избежать риска опоздания.

 ( ( ))
1 , 0

,1
0

ij ijF
ij

F
f e δ µ−

 ≥= +


 (3.10)

где ijF  — резерв во временном окне, δ  — управляет наклоном функции, µ  является точкой 
перегиба, которая определяется как среднее значение всех .ijF

Сигмоидальная функция в уравнении показано на рис. 1.

Рис. 1. Пример сигмоидальной функции
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Как показано, узлу с большим значением ijF  присваивается очень низкое значение ,ijf  и 
наоборот.

Если все потенциальные дуги приведут к ожиданию муравья в вершине, тогда муравей 
должен выбрать узел с наименьшим временем ожидания при принятии решения о том, какую 
вершину посетить следующей.

 ( ( ))
1 , 0

,1
0

ij ijW
ij

W
w e λ υ−

 ≥= +


 (3.11)

где λ  управляет наклоном функции и υ  является точкой перегиба, которая определяется как 
среднее значение всех .ijW  Вершине с меньшим временем ожидания присваивается более вы-
сокое значение, и поэтому она с большей вероятностью будет выбрана в качестве следующего 
узла на пути.

Заключение

Подводя итоги из рассмотренных нами алгоритмов, можно сделать вывод, что как видно 
из вышеизложенного анализа, в настоящее время нет алгоритма, который имел бы высокую 
производительность и невысокую вычислительную сложность. Таким образом, создание вы-
сокоэффективного алгоритма построения наилучших маршрутов на объектах с сетевой орга-
низацией, в настоящее время представляется актуальной научной задачей.

Приближенные методы дают результат с приемлемой точностью только для задач специ-
ального вида. Поэтому, приближенный алгоритм может использоваться в качестве метода 
решения задачи при большом числе пунктов доставки, когда вычислительных мощностей 
компьютера недостаточно. В таком случае следует отказаться от попыток отыскать точное ре-
шение задачи коммивояжёра с временными ограничениями и сосредоточиться на поиске при-
ближённого пускай не самого наилучшего по времени, но хотя бы близкого к нему. А в случае 
малого числа пунктов можно использовать полный перебор. Для компьютерной реализации 
программы следует выбрать метод полного перебора для графа с небольшим количеством вер-
шин и модифицированный муравьиный алгоритм с эвристиками на графовой модели боль-
ших размеров.
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СРАВНИТЕЛЬНЫЙ АНАЛИЗ МЕТОДОВ РЕШЕНИЯ 
ЛИНЕЙНОЙ МНОГОКРИТЕРИАЛЬНОЙ ЗАДАЧИ 
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А. К. Постолова, Е. М. Аристова

Аннотация. В представленной работе сформулирована задача многокритериальной оп-
тимизации в общем виде и рассмотрены два метода ее решения: свертка критериев и при-
ближение по всем локальным критериям к идеальному решению. В результате решения 
указанными методами получены определенные значения, с помощью которых проведен 
сравнительный анализ применения описанных методов к данной задаче.
Ключевые слова: многокритериальная оптимизация, неопределенность, ограничения, 
выбор, критерий, максимизация, минимизация, скаляризация, суперкритерий, идеаль-
ное решение, альтернативы.

Введение

В жизни нам часто приходится иметь дело с выбором. Мы оказываемся в условиях выбора 
между альтернативными решениями. Бывает выбор не всегда очевиден, например, когда мы 
хотим приобрести квартиру или машину, или же просто при рассмотрении различных вари-
антов путешествия. Естественное желание состоит в том, чтобы сделать наилучший выбор, 
исходя из качественных факторов; это приводит к постановке задачи оптимизации — поиску 
альтернатив, превосходящих все остальные по некому критерию. Однако, в действительности, 
описание требований, предъявляемых к выбираемому объекту, по существу, носит множе-
ственный характер. Таким образом, возникают задачи оптимальности, в которых для приня-
тия решения учитываются несколько критериев, их принято называть многокритериальными 
задачами оптимизации.

Производители оптимизируют рабочие процессы, чтобы добиться максимального выпуска 
продукции при минимальном проценте брака. Экономисты ставят цель минимизации издер-
жек и максимизации прибыли и др. Таким образом, для достижения наилучшего результата в 
любой сфере, необходимо уметь находить решение задачи многокритериальной оптимизации.

Выбор оптимального решения, как правило, опирается на совокупность критериев, харак-
теризующих эффективность, полезность, качество допустимых решений. При этом в задаче 
оптимизации может быть один критерий для принятия решения (однокритериальные задачи 
оптимизации) или несколько критериев (многокритериальные задачи оптимизации).

1. Формулировка задачи оптимизации в общем виде

Задачу многокритериальной оптимизации можно записать в общем виде:

 
( ) max(min),

,
x Xx X

F x

x X
∈∈

→


∈
 (1)

где nX R∈  — множество допустимых решений задачи, в качестве x  выступают альтернативы, 
возможные варианты решения задачи;

1( ) ( ( ),..., ( )),nF x f x f x=  : ,n
if R R→  1,i n=  — целевые функции (т. е. количественные меры 

производительности системы, те величины, которые нужно максимизировать или минимизи-
ровать).
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Точка x X∈  называется допустимой, а точка ,x X∈  удовлетворяющая целевым функциям 
в задаче (1), — оптимальной.

Если в задаче (1) все целевые функции и ограничения являются линейными, то тогда она 
называется задачей линейной многокритериальной оптимизации.

При рассмотрении многокритериальных задач возникают два понятия: Парето-доминиро-
вание и Парето-оптимальность [1].

Понятие «Парето-оптимальность» было введено итальянским экономистом В. Парето в 
работах по экономической эффективности. Основная идея заключается в том, что если улуч-
шить наше решение по одному из показателей, то оно ухудшится по-другому. 

Пусть 1( ,..., ),na a a=  1 ...( , , ) .n
nb b b R= ∈

a  доминирует b  ( ),a b  если i ia b≥  для всех i  от 1 до n  и ,i ia b≥  по крайней мере, для 
одного из {1,..., }.i n∈  Иначе, считаем, что a  не доминирует b  (a  ).b  Если 

(a  )b  и (b  ),a  то a  не сравнимо с b  ( ).a b<>
Решением задачи многокритериальной оптимизации является Парето-множество S ⊂ Ω 

всех Парето-оптимальных допустимых точек, то есть таких, которые не доминируются ника-
кими другими допустимыми точками.

В Парето-множестве точки не сравнимы между собой, то есть все решения задачи равно-
ценны [4].

Остановимся более подробно на рассмотрении двух методов решения задачи многокрите-
риальной линейной оптимизации. 

2. Методы решения задач многокритериальной оптимизации

2.1. Метод, основанный на свертке критериев в суперкритерий

Одним из самых распространенных методов решения многокритериальных задач является 
метод сведения многокритериальной задачи к однокритериальной путем свертывания вектор-
ного критерия в суперкритерий — скаляризация [5].

Результатом решения корректно скаляризированной задачи является одна Парето-опти-
мальная точка, т. е. чтобы получить приближение Парето-множества необходимо решить не-
сколько таких задач. 

Простым и в то же время показательным примером скаляризационной функции является 
взвешенная сумма целевых функций или линейная скаляризация. При этом каждый критерий 
умножается на соответствующий ему весовой коэффициент (коэффициент важности) [8]:

 
1

  ( ) ( ) 0, 1,... . , 
n

i i i
i

x f x i nφ ββ
=

≥= =∑ ïðè  (2)

Здесь возникают трудности с подбором весовых коэффициентов. Одним из способов вы-
бора этих коэффициентов является назначение коэффициента в зависимости от его относи-
тельной важности. Весовые коэффициенты выбираются такими, чтобы их сумма была равна 
единице. В методе равномерной оптимизации, который является частным случаем аддитив-
ной свертки, весовые коэффициенты берутся равными друг другу.

2.2. Метод приближения по всем локальным критериям к идеальному решению

В основу данного метода положена идея приближения по всем критериям. Пусть задача 
многокритериальной оптимизации представлена в виде [6]:
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где ,ija  ib  — заданные постоянные величины. 

Среди решений системы (3)–(6) требуется отыскать такое значение вектора * * *
1( ,..., ),kx x x=  

которое максимизирует как можно больше критериев.
Рассмотрим каждую отдельную функцию ( ),if x  1,i n=  и решим для нее задачу максимиза-

ции. Пусть соответствующие оптимальные планы — это векторы:
 *

1 2( , ,..., ),i kx x x x=  1, .i n=  (7)
На этих оптимальных планах определим значения критериев, получив вектор значений це-

левых функций на совокупности оптимальных решений:
 * * * *

1 2( ( ), ( ),..., ( )).i i i i nf f x f x f x=  (8)
Заметим, что для некоторых задач оптимальные планы могут совпадать, но отличаться зна-

чениями целевых функций.
Составим вектор «идеальных» значений целевых функций 0 0 0

1( ,..., )nF F F=  такой, что 
0 * *( ),i i iF f x=  1, .i n=

Будем искать такое решение задачи (3)–(6), которое минимизирует расстояние между век-
тором ( ),f x  содержащим текущие значения целевых функций, и вектором 0.F

Обозначим квадрат евклидовой нормы вектора 0( ) ,f x F−  определенного для всех x∈Ω  
(Ω  — множество всех допустимых точек), через

 
20( ) ( ) .R x f x F= −  (9)

Теперь формулировка поставленной задачи выглядит следующим образом: дана система 
целевых функций (3) и даны условия задачи (4)–(6). Требуется определить точку ,x∈Ω  в ко-
торой функция ( )R x  достигает своего минимума [6].

Таким образом, отыскание оптимального плана *x ∈Ω  в данной задаче сведено к оптими-
зации выражения (9) на множестве решений системы линейных неравенств (4)–(6). Посколь-
ку выражение (9) представляет собой квадратичную функцию переменных 1,..., ,kx x  то задача 
отыскания *x  свелась к задаче выпуклого программирования:

Задана выпуклая функция ( ),R x  определенная на множестве .X ∈Ω  Требуется отыскать 
точку * ,x ∈Ω  обеспечивающую выполнение условия *( ) min ( ),R x R x=  .x∈Ω  

Алгоритм решения задачи (3)–(6) состоит из двух основных этапов [2]:
1) максимизация ( ),if x  1, ;i n=
2) минимизация ( ).R x

Вычислительный эксперимент

Рассмотрим задачу. Предприятие выпускает три вида продукции. Необходимо максимизи-
ровать прибыль и минимизировать расходы на предприятии с учетом наложенных ограниче-
ний: нужно оптимизировать решение по трем критериям: 
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• максимизировать краткосрочную прибыль 1( ):f x
 1 1 2 3( ) 4 2 6 max;f x x x x= + − →
• минимизировать расходы на материалы 2 ( ):f x
 2 1 2 3( ) 5 2 3 min;f x x x x= + − →
• максимизировать долгосрочную прибыль 3 ( ):f x
 3 1 2 3( ) 3 3 2 max,f x x x x= + + →

при ограничениях
1 2 32 2 4;x x x+ + ≥

1 2 32 10;x x x− + ≤

1 22 17;x x+ ≤

1 2 3, , 0.x x x ≥
Заметим, что целевые функции в задаче имеют разную направленность [7]. Для приведе-

ния 2 ( )f x  к задаче максимизации, умножив функцию на 1−  [3], получим: 
 2 1 2 3( ) 5 2 3 max.f x x x x= − − + →
Решим данную задачу методом, основанным на свертке критериев в суперкритерий. 

Чтобы решить задачу методом, основанном на свертке критериев в суперкритерий, нужно 
определить весовые коэффициенты. Пусть весовые коэффициенты в зависимости от важно-
сти критериев определены экспертом: 0,5;0,2;0,3.

При использовании формулы (2), получена целевая функция вида:
 1 2 3 1 2 3 1 2 3( ) 0,5 (4 2 6 ) 0,2 ( 5 2 3 ) 0,3 (3 3 2 ) maxx x x x x x x x x xφ = × + − + × − − + + × + + →

и задача примет вид
 1 2 3( ) 1,9 1,5 1,8 maxx x x xφ = + − →  (10)

при ограничениях: 

1 2 3

1 2 3

1 2

1 2 3

2 2 4;
2 10;

2 17;
, , 0.

x x x
x x x

x x
x x x

+ + ≥
 − + ≤
 + ≤
 ≥

 

Для решения полученной однокритериальной задачи воспользуемся средствами Microsoft 
Excel. Чтобы решить задачу в Excel, необходимо внести данные и подключить надстройку «По-
иск решения» [3]:

 * (7, 4;4,8;0);x =  * *( ) 21,26.f x =
Вывод: при решении данной задачи многокритериальной оптимизации при помощи мето-

да свертывания критериев в суперкритерий, можно достичь максимального значения прибы-
ли (при данных условиях), равного 21.26. 

Рассмотрим теперь решение задачи методом приближения по всем локальным критери-
ям к идеальному решению. Задача имеет вид:

Рис. 1. Окончательный результат решения по методу свертывания критериев
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1 1 2 3( ) 4 2 6 max;f x x x x= + − →

2 1 2 3( ) 5 2 3 max.f x x x x= − − + →

3 1 2 3( ) 3 3 2 max,f x x x x= + + →
при ограничениях

1 2 32 2 4;x x x+ + ≥

1 2 32 10;x x x− + ≤

1 22 17;x x+ ≤

1 2 3, , 0.x x x ≥  (11)
Сначала решается задача математического программирования с данными граничными ус-

ловиями (11) и каждой целевой функцией, взятой в отдельности, таким образом, получен ре-
зультат: 

* *
1 1 1(7.4, 4.8,0) ( ) 39.2,x f x= ⇒ =
* *
2 2 2(0,8.5,18.5) ( ) 38.5,x f x= ⇒ =
* *
3 3 3(0,8.5,18.5) ( ) 62.5.x f x= ⇒ =

Следовательно, можно выделить два вектора:
 * ((7.4, 4.8,0), (0,8.5,18.5), (0,8.5,18.5)).x =  (12)
 * *( ) (39.2,38.5,62.5).f x =  (13)
Следующим шагом необходимо определить точку ,x∈Ω  в которой функция 

20( ) ( ) ,R x f x F= −  где 0 * *( )F f x=  достигает своего минимального значения. В качестве нор-
мы (9) рассмотрим евклидово расстояние. Получена следующая задача оптимизации: 

2 2 2
1 2 3 1 2 3 1 2 3( ) (((4 2 6 ) 39.2) (( 5 2 3 ) 38.5) ((3 3 2 ) 62.5) ) .R x x x x x x x x x x min= + − − + − − + − + + + − →

Раскрыв скобки и приведя подобные, получим задачу выпуклого программирования
2 2 2
1 2 3 1 2 1 3 2 3 1 2 3( ) 50 17 49 54 66 24 303.6 377.8 10.6 6925.14 ,R x x x x x x x x x x x x x min= + + + − − − − − + →

где x  задается условиями (11).
Данная задача выпуклого программирования решается средствами Excel:

 * (0,8.5, 2.189796); ( ) 4707.125.x R x= =
Результат найденных значений ( )R x  в точках, полученных при решении задач однокрите-

риальной оптимизации, представлен в таблице 1.
Таблица 1

Полученные значения ( )R x
x ( )R x ( )F x

(7.4, 4.8,0)x = 7912.82 (39.2, 46.6,36.6)−
(0,8.5,18.5)x = 17742.24 ( 94,38.5,62.5)−

* (0,8.5, 2.189796)x = 4707.125 (17, 17,25.5)−

Рис. 2. Решение задачи выпуклого программирования
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Вывод: таким образом, видно, что точка, полученная с помощью принципа приближения 
по всем локальным критериям к идеальному решению, является более оптимальной, чем точ-
ки, полученные при решении однокритериальных задач.

Рассматривая два описанных выше метода, можно сделать вывод о том, что принцип при-
ближения по всем локальным критериям к идеальному решению дает более оптимальный ре-
зультат, чем метод, основанный на свертке критериев в суперкритерий. Это возникает по тому, 
что при использовании метода свертки критериев в суперкритерий составляется один кри-
терий, который в идеале должен учитывать все критерии в той степени важности, в которой 
определяет эксперт, однако, невозможно задачу с несколькими критериями свести к одному 
«идеальному» и получить самое оптимальное решение. Если в задаче более одного критерия, 
логичнее проводить решение по каждому из данных критериев, как предполагает метод при-
ближения по всем локальным критериям к идеальному решению, тогда вероятность получить 
оптимальное решение выше, чем в первом случае.

Заключение

В статье рассмотрены два метода решения задач многокритериальной оптимизации, и  
приведено решение практической задачи, с количеством критериев более одного, при помо-
щи описанных методов. Для конкретной задачи сделан обоснованный вывод в пользу одного 
из методов. С математической точки зрения не существует идеального способа или метода 
решения многокритериальных задач оптимизации. Тем не менее, эти методы помогают подго-
товить всю необходимую для принятия решения информацию таким образом, чтобы помочь 
лицам, принимающим решение, максимально точно разобраться в ситуации и принять наи-
более обоснованное решение.
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УДК 51-73+004.932.2

СКЕЙЛИНГОВЫЕ ХАРАКТЕРИСТИКИ 
2D ИЗОБРАЖЕНИЙ БАКТЕРИАЛЬНЫХ КУЛЬТУР

Амурский государственный университет

В. О. Салмиянов, Т. К. Барабаш, А. Г. Масловская

Аннотация. Алгоритмы фрактального анализа предоставляют инструментальные сред-
ства для исследования и количественной спецификации сложно-структурированных 
объектов в различных областях, в том числе в биологии и медицине. В работе в каче-
стве объекта самоорганизации рассмотрены бактериальные культуры, выращенные на 
питательных средах. Исследованы морфологические особенности данных объектов с ис-
пользованием классического фрактального метода «box-counting» и мультифрактального 
фрактографического метода, в основе которых лежит идеология покрытия кластерами 
бинаризированных растровых изображений. Программная реализация системы анализа 
проведена в ППП Matlab. Работа алгоритмов верифицирована с использованием тесто-
вых объектов с известной фрактальной размерностью. Результат представлен на примере 
оценки скейлинговых характеристик растрового двумерного изображения дендритопо-
добной бактериальной культуры.
Ключевые слова: фрактальный анализ, мультифрактальный анализ, рост бактерий, бак-
териальная колония, бинарное изображение, фрактальная размерность, спектр.

Введение

Классические методы обработки двумерных изображений, используемые во многих обла-
стях научных знаний, основаны на определении топологической размерности. Введение по-
нятия фрактальной размерности позволяет для ряда объектов характеризовать не только их 
геометрических образ, но и описывать внутреннюю структуру, приобретенную в процессе 
самоорганизации, а также определять динамические свойства [1–3]. Понятие фрактала было 
впервые введено Б. Мандельбротом как структуры, состоящей из частей, которые в некотором 
смысле подобны целому [1]. Теория фрактального и мультифрактального анализа предостав-
ляет математический и алгоритмический аппарат для формализации и исследования самоор-
ганизующихся природных систем, которые обнаруживают нестабильность, нерегулярность и 
сложность строения. Многие объекты, характеризующиеся сложным скейлингом в ограни-
ченном диапазоне масштабов, и их двумерные проекции могут быть изучены с использовани-
ем строгих количественных соотношений фрактальной теории [1–4].

Фрактальная размерность является ключевым понятием теории фрактального анализа. 
Для характеризации сложных структур – мультифракталов используют набор фрактальных 
размерностей — спектр [2]. Наиболее распространенным подходом применения фракталь-
ного формализма для интеллектуального анализа изображений является установление за-
висимости между свойствами объекта и скейлинговыми характеристиками морфологии его 
структуры. В настоящее время существует широкий спектр методов, позволяющий проводить 
расчет фрактальных и мультифрактальных характеристик сложно-структурированных объ-
ектов — изображений и временных сигналов [4–8]. Одно из наиболее востребованных на-
правлений в практическом плане представлено методами оценки фрактальной размерности, 
которые используют сеточные кластеры, покрывающие изображения, и основаны на опреде-
лении фрактальной размерности по Хаусдорфу — Безиковичу или его следствиях [2–4]. 

Примеры подобных приложений широко представлены междисциплинарными исследова-
ниями в самых различных областях, в том числе в биологии и медицине. В аспекте практики 
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биологических экспериментов одной из актуальных задач, для которой могут быть примене-
ны методы интеллектуального фрактального анализа данных, является спецификация осо-
бенностей растровых изображений популяций микроорганизмов. Апостериорный анализ по-
зволяет давать численную оценку состояния популяций микроорганизмов, характеризовать 
скрытые факторы, коррелирующие с морфологическими особенностями, а также планиро-
вать эксперимент и принимать решения относительно внешних воздействий, переводящих 
структуры в устойчивые альтернативные состояния [9–13]. Например, фрактальность бакте-
риального роста Bacillus thuringiensis была диагностирована в работе [9]. Известна практика 
использования фрактальных кластерных алгоритмов для комплексной оценки морфологиче-
ских особенностей роста различных микроорганизмов (бактерий, микроскопических грибов) 
и биологических объектов (лишайников) на питательных средах [10]. В работе [11] применен 
мультифрактальный алгоритм расчета спектра размерностей Реньи для растровых изображе-
ний роста популяции бактериального вида Bacillus subtilis, полученного на основе эксперимен-
та в сравнении с данными агентно-ориентированного моделирования. В исследовании [12] 
для обоснования механизмов плавания бактерий вида Serratia marcescens использованы мето-
ды мультифрактального анализа временных рядов. 

В аспекте фрактального анализа растровых изображений микробиологических объектов 
требуется учитывать специфику наблюдаемого контраста, поскольку она обусловлена трех-
мерностью диагностируемых объектов (с точки зрения евклидовой топологии). Очевидно, что 
универсальный метод фрактального анализа изображения произвольной структуры, если и 
существует, будет очень ресурсоемким и сложным в описании. Потому, в практике прило-
жения компьютерных методов фрактального анализа, изображения самоподобных структур 
подразделяют на классы по определенным критериям, и, далее для каждого типа изображения 
подбирают алгоритм, адекватно оценивающий его скейлинговые характеристики. 

В настоящей работе предлагается использование двух концепций фрактальной и муль-
тифрактальной параметризации для исследования скейлинговых характеристик двумерных 
растровых изображений бактериайльных колоний, выращенных на питательных средах.

1. Используемый математический и алгоритмический аппарат 

Как было отмечено выше, в современной практике известно и активно применяется боль-
шое число методов фрактального и мультифрактального анализа. Важным фактором, даю-
щим обоснование выбора того или иного метода, является специфика объекта исследования и 
диапазон скейлинга, для которого выполняются свойства фрактальности. В контексте насто-
ящего исследования применены фрактальный и мультифрактальный методы, основанные на 
параметризации морфологии за счет создания сеточных покрытий бинаризированного изо-
бражения. 

Метод покрытий квадратными кластерами или «box-counting method» является самым 
распространенным способом подсчета фрактальной размерности .D  В основе этого метода 
лежит процедура разбиения оцифрованного и бинаризированного изображения на 22 n  кла-
стеров. Далее выделяют общее количество кластеров N  фиксированного размера 0 ,R  кото-
рые включают хотя бы одну точку исследуемого объекта. После чего указанная процедура по-
вторяется с учетом измельчения покрывающей сетки. На втором шаге в двойном 
логарифмическом масштабе строится зависимость количества непустых клеток от размеров 
клеток для каждого покрытия:

 0log log .N D R≈ −  (1)
Соответственно, угловой коэффициент прямой, аппроксимирующей результаты построе-

ния такой зависимости, дает значение фрактальной размерности изображения.
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На рис. 1 визуализирован результат программной реализации этого метода на примере 
тест-объекта — дендритоподобного фрактала Микина с априорно заданной фрактальной раз-
мерностью 1.73.D =  Программное решение задачи проведено в ППП Matlab. Результат расче-
та фрактальной размерности дает 1.7298.D =  

Многочисленные природные объекты имеют мультифрактальное строение, отсюда следу-
ет, что для описания в полной мере их структуры недостаточно только одного параметра — 
фрактальной размерности ,D  для полноценной исследовательской картины необходимо 
определить спектр фрактальных размерностей. Связано это с тем, что помимо геометриче-
ских параметров, которые определяются значением ,D  существуют еще и статистические ха-
рактеристики, которыми обладают сложно-структурированные изображения. 

Комплекс алгоритмических действий мультифрактального анализа изображения введем в 
рассмотрение с использованием понятия мультифрактала и метода расчета спектра размер-
ностей Реньи. Воспользуемся идеей мультифрактальной параметризации, при которой би-
наризированное изображение также многократно разбивается на кластеры, однако при этом 
производится не только оценка количества кластеров, содержащих хотя бы одну точку изо-
бражения, но и их удельный вес.

Введем в рассмотрение алгоритм мультифрактальной параметризации растрового изобра-
жения 2D структуры [14–15]. 

Шаг 1. Проводим разбиение бинарного изображения на кластеры, имеющие линейный раз-
мер .l

Шаг 2. Запишем матрицу ,C  каждый элемент которой ,i jC  равен числу закрашенных точек 
кластера, считая, что изображение, состоящее из N N×  точек, имеет в кластере ( , )i j , 1, ,i j k=  

,k N l=  определенное количество точек. 
Шаг 3. Проведем подсчет значения удельного веса каждого кластера

 ,
,
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,i j
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i j
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C∑  — общее число единиц в матрице кластеров. 

Шаг 4. Вычислим меру
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где q  — порядок момента. 
Шаг 5. Вероятностная характеристика ijP  изменяется по степенному закону в зависимости 

от l  и определяется последовательностью показателей ( ),qτ  характеризующих меру. Взвешен-
ное число клеток ( , )N q l  задается как

Рис. 1. Результат расчета фрактальной размерности для фрактала Микина (на вставке)
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Шаг 6. После чего, вариация параметра деформации q  дает значение взвешенного числа 
клеток ( , )N q l  и скейлинговой экспоненты ( ).qτ

Показатель обобщенных фрактальных размерностей Реньи ( )D q  дается соотношением:

 ( ) ( ) .
1

q
D q

q
τ

=
−

 (6)

Программное приложение, реализующее метод мультифракталньой параметризации, раз-
работано в ППП Matlab. Для проверки адекватности работы алгоритма также были выбраны 
тестовые объекты — искусственно сгенерированные монофракталы с известной размерно-
стью. На рис. 2. показан результат оценки спектра Реньи для тест-объекта — фрактала «Ковёр 
Серпинского» (с фрактальной размерностью 1.8928D = ). 

Узкий спектр Реньи указывает на монофрактальное строение исследуемого изображения, 
а значения вблизи 0q =  соответствуют размерности Хаусдорфа, определенной методом по-
крытий.

2. Вычислительные эксперименты: 
оценка скейлинговых характеристик микробиологического объекта 

В качестве объекта исследования выберем изображения бактериальных культур вида 
Bacillus subtilis, выращенных на питательных средах. В частности, для визуализации использу-
ем изображение бактериальной популяции, имеющей дендритоподобную структуру, по дан-
ным биологического эксперимента, которые описаны в работе [16]. 

Предпроцессорная часть программного приложение ориентирована на загрузку исходного 
изображения в растровом формате и выполнение цветового преобразования в бинаризиро-
ванный формат. Для более четкой бинаризации использован цветовой граничный коэффици-
ент (с вариации гистограммы), лимитирующий цветовой порог для перевода изображения из 
формата «градации серого» в черно-белый формат. Исходное растровое изображение пред-
ставлено на вставке к рис. 3. 

Рис. 2. Результат расчета мультифрактального спектра Реньи 
для тест-объекта (на вставке)
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Применение метода покрытий позволяет найти численную оценку значения фрактальной 
размерности: 1.9087.D =  На рис. 3 показаны результаты расчета масштабных характеристик 
для данного изображения (скейлинговой экспоненты ( )qτ  и спектра фрактальных размерно-
стей Реньи ( )D q ).

а б
Рис. 3. Мультифрактальные характеристики растрового изображения бактериальной 

культуры (на вставке [16]): спектр размерностей Реньи — а, скейлинговая экспонента — б

Поведение скейлинговой экспоненты отлично от хода прямолинейной зависимости, что 
свидетельствует о том, что исследуемый биологический объект не монофрактален. Анализа 
спектра Реньи позволяет определить множество точек и ширину фрактального спектра. Ден-
дритоподобная структура изображения бактериальной колонии характеризуется распреде-
ленной фрактальной размерностью, которая лежит в диапазоне 1.2–1.9.

Важной особенностью и одновременно существенным ограничением применяемых мето-
дов фрактального и мультифрактального анализа является специфика контраста — изображе-
ние представляет топологически двумерную проекцию реального объекта. Применение дан-
ного класса методов анализа 2D структур ограничено объектами с размерностью 2.D <  
Дополнительного исследования требует оценка степени фрактальности границ кластерных 
структур, наблюдаемых в процессе эволюции бактериальной колонии. 

Заключение

Таким образом, в работе представлен результат оценки фрактальных и мультифракталь-
ных характеристик биологического объекта — растрового изображения бактериальной куль-
туры, выращенной на питательной среде. Для прикладных расчетов проведена программная 
реализация двух методов, в основе которых лежит концепция покрытия кластерами бина-
ризированных растровых изображений. Вычислены характеристики растрового двумерно-
го изображения дендритоподобной бактериальной культуры. Установлено, что исследуемый 
объект имеет сложную структуру с распределением фрактальной размерности в достаточно 
широком диапазоне. Показано, что аппарат мультифрактального анализа может быть при-
менен для характеризации подобного класса биообъектов ввиду принадлежности диапазону, 
ограничивающему его применение. Дальнейшего исследования требует оценка масштабных 
характеристик в динамике бактериального роста с учетом расширения спектра используемых 
методик фрактального анализа. 
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УДК 51-76:004.942

ГЕКСАГОНАЛЬНЫЙ КЛЕТОЧНЫЙ АВТОМАТ ДЛЯ МОДЕЛИ РОСТА
БАКТЕРИАЛЬНОЙ ПЛЕНКИ В УСЛОВИЯХ ПРОТОЧНОГО КУЛЬТИВИРОВАНИЯ

Амурский государственный университет

С. К. Саруханян, А. Г. Масловская

Аннотация. В работе предложен и программно реализован алгоритм работы клеточ-
ного автомата, предназначенного для моделирования поверхностного роста бактерий в 
условиях проточного культивирования. Для построения решетки клеточного автомата 
использованы гексагональные ячейки. Этот подход, несмотря на увеличенную сложность 
реализации, позволяет улучшить адекватность результатов моделирования по сравне-
нию с реализацией на основе классической ортогональной сетки, ввиду равноудаленно-
сти всех соседей от каждой ячейки. В основе работы алгоритма лежат механизмы много-
фазной популяционной динамики бактериальных колоний: инициация (интерфаза), рост 
пленки за счет активного деления. Система имитационного моделирования реализована 
в платформе Unity на языке C#. Данные компьютерного моделирования качественно со-
ответствуют результатам биологического эксперимента по исследованию популяционной 
динамики бактерий.
Ключевые слова: бактериальная пленка, динамика популяции, клеточный автомат, дис-
кретно-динамическая модель, вероятностная модель, имитация бактериального роста.

Введение

Способность образовывать биопленки является одним из ключевых факторов жизнеде-
ятельности многих микроорганизмов в природных экосистемах. В отношении различных 
бактериальных видов известно, что более 99 % существуют в естественных условиях в форме 
организованных биопленок, прикрепленных к субстратам, а не индивидуальных, свободных 
клеток. Образование бактериальных пленок является составной частью жизненного цикла 
этих микроорганизмов и представляет сложный, регулируемый процесс самоорганизации, 
обеспечивающий защиту от неблагоприятных факторов внешней среды [1–2]. 

Биопленки характеризуются достаточно сложной архитектурой. Бактерии (~20 % объема) 
заключены в экзополимерный матрикс (до 80 % объема структуры), который включает ка-
налы, через которые происходит доставка питания и кислорода, а также выведение продук-
тов метаболизма [2]. Для определенных видов бактерий (например, для представителей рода 
«Псевдомонады») образование биопленки часто связывают с проявлением «чувства кворума», 
как одного из видов процесса бактериальной коммуникации [3–5]. Именно образование бак-
териальных пленок (а также бактериальных матов и «фруктовых тел») способствует усилению 
факторов вирулентности многих бактерий, а также формированию устойчивости по отноше-
нию к антибактериальным препаратам. Это обуславливает несомненный интерес ученых по 
отношению к изучению роста и деградации бактериальных пленок в таких междисциплинар-
ных областях, как математическая биология и in silico исследования. 

Один из наиболее развитых классов моделей представлен дифференциальным подходом — 
реализацией моделей пространственно-временной динамики бактерий на основе решения 
эволюционных задач математической физики [6–11]. Альтернативной концепцией является 
агентное моделирование, в частности, на основе теории клеточных автоматов [12–13]. 

Использованию теории клеточных автоматов посвящен широкий круг работ (например, 
[14–17]), в том числе исследователи активно применяют эту концепцию к имитационному мо-
делированию процессов и явлений в биологии и медицине [18–20].
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В ранних работах авторского коллектива [21–23] представлены различные модификации 
математической модели процесса коммуникации бактерий с использованием упрощенной 
формализации пространственно-временной динамики бактериальных популяций. В исследо-
вании [24] был реализован простейший 2D клеточный автомат для модели формирования 
биопленки в процессе полного жизненного цикла. Данная работа нацелена на развитие дву-
мерного клеточного автомата, предназначенного для моделирования поверхностного роста 
бактерий. Концепция алгоритма строится на основе использования решетки с гексагональ-
ными ячейками. Вычислительный эксперимент проводится для роста бактериальной пленки 
в условиях проточного культивирования (при котором поддерживаются постоянные условия 
роста микроорганизмов — микроорганизмы постоянно получают приток свежей стерильной 
питательной среды и непрерывно отбирается биомасса вместе с образуемыми метаболитами).

1. Формализация задачи 

В рамках настоящей работы в основу реализуемой имитационной модели роста двумер-
ной бактериальной структуры — биопленки положен двумерный клеточный автомат. Введем 
в рассмотрение формализацию принципов работы автомата, которые включают следующие 
этапы: инициализация геометрии решетки, задание правил перехода, описание алгоритма 
расчета и определение управляющих параметров модели.

1.1. Геометрия решетки 

Для инициализации решетки двумерного автомата были использованы ячейки в форме 
правильных шестиугольников (гексагонов). Гексагон обладает тем преимуществом, что позво-
ляет полностью замостить плоскость «шестиугольным паркетом». Эта ячейка симметрична 
относительно центра, что дает важную особенность в контексте рассмотрения клеточного ав-
томата — равноудаленность центра фигуры от соседей. Последнее, в свою очередь, позволяет 
моделировать поведение дискретно-динамической системы с большей степенью адекватности. 

Таким образом, будем использовать вычислительную сетку с гексагональными ячейками, 
у каждой из которых шесть соседних ячеек. В качестве базисных векторов, выберем два нор-
мальных вектора — горизонтальный и диагональный, как схематически показано на рис. 1. 

1.2. Клеточный автомат

Несмотря на наличие трех пар соседей, достаточно двух индексов для однозначного опре-
деления ячейки. Для формализованного описания клеточного автомата, предназначенного 

Рис. 1. Схематическая визуализация геометрии ячеек, взаимного положения соседей 
и направлений базисных векторов
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для имитации бактериального роста, определим правила расчета положения элемента с ин-
дексами [ , ]x y  на геометрической плоскости (рис. 1):

{ }, ,x y x y= ⋅ + ⋅v i j  где 
{ }

{ }
1,0

.
0.5,0.75





i
j

Введем также векторы направлений соседства для некоторой ячейки [ , ]:x y
{ } { }
{ } { }
{ } { }
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Введем в рассмотрение динамический конечный автомат, который формализуется трой-

кой объектов: , , ,X A Θ  где X  — множество ячеек автомата, A  — конечный набор состояний 
ячейки, а Θ  — заданный список операторов перехода между различными состояниями, в за-
висимости от конфигурации ячеек. Определим множество ячеек как {[0,0],[1,0], ,X =   
[ ,0],[0,1], ,[ , ]},w w h  которое проиндексируем по базисным осям. Пусть w  — ширина, а h — 
высота. Конечный набор состояний ячейки будет определяться как: 
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Определим теперь набор правил 1([ , ]) ( ([ , ]), , ([ , ])),nx y x y x yθ θΘ =   отражающий логику 

перехода между состояниями клеточного автомата. Для этого зададим функцию вероятности 
деления ( ),ip p n=  определяющую вероятность занятия клеткой позиций ее соседей .in

( )
0

0
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где 0p  — устанавливаемая вероятность деления бактериальной клетки, а µ  — коэффициент, 
отвечающий за уменьшение вероятности при отдалении от текущей ячейки (учет ближних и 
дальних распространений). 

Тогда правило деления бактериальных клеток в направлении ln  примет вид:

[ ]( ) [ ]( ) ( ){ }
( )

[ ]( ) ( ){ }
div

, : , ,1 , ,0 , ,1 , ,1 ,
l

div l l

p n
x y x y n x y n

C
θ →

где divC  — необходимые условия возможности деления клетки, которые формализуются с ис-
пользованием параметров модели (определены далее):

cell Try Count < max Try Count,
cell Div Count < max Div Count.divC 

= 


1.3. Вычислительный алгоритм

Основной функционал работы алгоритма формализован в виде блок-схемы, представлен-
ной на рис. 2.

Геометрия решетки описывается в виде двумерного массива целочисленных значений, ко-
торый содержит информацию о состояниях ячейки решетки. Этапы реализации алгоритма 
включают две фазы: инициации и роста. На первом этапе происходит начальный засев обла-
сти заданной ширины w  и высоты h  с определенной вероятностью .initp
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Второй этап включает глобальный цикл обхода. Каждая клетка имеет возможность для 
деления при наличии необходимых ресурсов. Под ресурсами подразумеваются: наличие сво-
бодной соседней ячейки, возможность свободных делений и разрешенный статус к попыткам 
деления. В случае если попытка неудачна, число попыток увеличивается, в случае удачной по-
пытки — увеличивается число делений. Клетка ограничена в своем развитии максимальным 
количеством делений и попыток.

Параметры модели и инициализированные численные значения представлены в табл. 1. 
Параметр Cell Max Division Count исключает безграничный рост системы. Параметр Cell Max 
Try Count позволяет моделировать пористость биологической структуры, наблюдаемой в био-
логическом эксперименте. После достижения максимального количества попыток, клетка те-
ряет возможность делиться. На каждой итерации возраст клетки инкрементируется, в случае 
достижения максимального значения — клетка перестает делиться. Процесс останавливается 
в момент, когда все клетки теряют способность к размножению.

Таблица 1 
Основные входные параметры программы

Название параметра Значение Описание
1 2 3

Grid Width 400 Ширина генерируемой области
Grid Height 225 Высота генерируемой области
Division Probability 0.05 Вероятность деления клетки
Init Area Height 3 Высота начальной области
Init Area Side Offset 150 Отступ от края для начальной области

Рис. 2. Блок-схема алгоритма работы клеточного автомата
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Таблица 1 (продолжение)
1 2 3

Init Area Fill Probability 1 Вероятность засева начальной области
Cell Max Division Count 300 Максимальное количество делений клетки
Cell Max Try Count 30 Максимальное количество попыток к делению клетки
Value To Decrease Probability 1.5 Коэффициент вероятностного уменьшения

2. Результаты имитационного моделирования

Алгоритм клеточно-автоматного моделирования реализован на языке программирования 
C# с использованием платформы Unity. Функционал программной реализации дополнен ин-
терфейсом пользователя. 

Основными параметрами, влияющими на формирование структуры бактериальной плен-
ки, являются коэффициент µ  и maxTryCount — максимальное количество попыток деления 
для клетки. Компьютерные симуляции проведены при варьировании указанных параметров 
модели. На рис. 3–5 представлены результаты моделирования формирования бактериальных 
пленок при изменении значений µ  и maxTryCount. 

а б

в г
Рис. 3. Профиль биопленки: результат симуляции при maxTryCount = 30, µ  = 1.5

Можно заключить, что при уменьшении параметра maxTryCount изображения становятся 
более вытянутыми, площадь пористого пространства значительно увеличивается, придавая 
изображению структуры дендритоподобный характер. В случае увеличения maxTryCount, 
пленка становится более плотной, число пор существенно уменьшается.

С целью качественного сопоставления результатов симуляции на основе клеточного авто-
мата с экспериментальными данными, проведен расчет численности популяции бактерий 
(Cell Number) в течение времени наблюдения ( )t  роста пленки до стадии насыщения. Резуль-
тат расчета в качественном сопоставлении с типичной кривой динамики популяционного ро-
ста показан на рис. 6. На вставке приведены данные моделирования динамики изменения био-
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массы бактерий семейства Pseudomonas aeruginosa [25] с использованием логистической 
кривой [22, 26]. Как показал статистический анализ обработки данных нескольких экспери-
ментов при использовании восьми популярных моделей популяционного роста, наилучшее 
приближение дает именно логистическая зависимость [26]. 

а б

в г
Рис. 4. Профиль биопленки: результат симуляции при maxTryCount = 25, µ  = 2.5

а б

в г
Рис. 5. Моделирование при maxTryCount = 35, µ  = 1.5
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Можно заключить, что модель адекватно отображает основные периоды развития бакте-
риальной популяции, отвечающие фазам популяционной динамики: фаза медленного роста в 
начале процесса, фаза быстрого роста и стационарная фаза (при проточном культивировании 
фаза деградации на эволюционной кривой отсутствует). Предложенный клеточно-автомат-
ный алгоритм составит основу для дальнейших модификаций моделей роста бактериальных 
пленок.

Заключение

Настоящее исследование представляет результат разработки и программной реализации 
двумерного клеточного автомата, позволяющего проводить симуляцию роста бактериальной 
пленки в условиях проточного культивирования. В этом случае можно наблюдать три типич-
ные фазы эволюции бактериальной популяции: фазу медленного роста (лаг-фазу), фазу бы-
строго роста (log-фазу) и фазу релаксации. 

Формализованный на основе введенных правил рождения и деления бактериальных кле-
ток клеточный автомат позволил провести достаточно реалистичные симуляции двумерного 
роста пленок. Установлено, что управляющими параметрами имитационной модели являют-
ся: максимальное количество попыток деления для клетки и коэффициент, отвечающий за 
учет ближних и дальних распространений. Результаты симуляции, полученные при варьиро-
вании указанных параметров, свидетельствуют о возникновении структур разной плотности. 
Сравнение временной динамики изменения численности популяции бактерий дает качествен-
ное согласование с экспериментальными данными и аппроксимацией, полученной с помощью 
логистической модели. 
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Рис. 6. Динамика изменения численности популяции бактерий (клеточно-автоматное 
моделирование  проведено при значениях параметров maxTryCount = 30, µ  = 1.5) в сравнении 

с аппроксимированной кривой популяционного роста бактерий (на вставке) [25]
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ВЛИЯНИЕ ПОСТАНОВКИ ВХОДНОГО ГРАНИЧНОГО УСЛОВИЯ 
НА ГИДРОДИНАМИКУ И ТЕПЛООБМЕН ТЕЧЕНИЯ ВОЗДУХА 

В НОСОВОЙ ПОЛОСТИ ЧЕЛОВЕКА

Казанский (Приволжский) федеральный университет»

А. А. Саушина

Аннотация. Предложена постановка нестационарного граничного условия для описания 
периодического процесса течения воздуха внутри носовой полости человека. По резуль-
татам численного моделирования показано, что в отличие от стационарного, использова-
ние периодического нестационарного граничного условия приводит к турбулизации по-
тока в фазах максимального расхода воздуха, а также к перестроению пространственной 
динамики вихревых структур.
Ключевые слова: оториноларингология, носовая полость, процесс дыхания, компьютер-
ная томография, численное моделирование, нестационарное периодическое течение.

Введение

Использование корректной постановки граничного условия является одной из основ полу-
чения достоверных результатов численного моделирования, в особенности для нестационар-
ных течений. Одним из примеров такого нестационарного течения, с которым сталкивается 
абсолютно каждый человек на протяжении всей своей жизни — это процесс дыхания. Про-
цесс дыхания сложный нестационарный периодический процесс течения многокомпонентной 
газовой смеси в канале сложной формы с наличием теплообмена со стенками канала. С точки 
зрения численного моделирования такая постановка задачи является крайне сложной, ведь 
помимо стандартных проблем выбора замыкающих систему осредненных по Рейнольдсу 
уравнений Навье — Стокса, уравнений для напряжений Рейнольдса, схем аппроксимации и 
других определяющих моделей здесь остро встает вопрос о формировании геометрии расчет-
ной области и постановки граничных условий.

Первые технологии по получению формы проточных трактов основывались на заполне-
нии пространства носовой полости умерших людей затвердевающем раствором. Далее эти 
модели использовались для формирования слепков и проведения гидродинамических экспе-
риментов, в которых измерялись локальные величины скорости и перепад давления в канале. 
Лишь с развитием цифровых средств медицинской диагностики, таких как компьютерная то-
мография, появилась возможность генерации цифровых двойников проточных трактов, в том 
числе и живых людей. Методы обработки результатов компьютерной томографии, в первую 
очередь, направлены на визуализацию трехмерной носовой полости для медицинского персо-
нала, поэтому для перевода этих результатов в твердотельную модель требуется использова-
ния дополнительных графических пакетов. Цифровые результаты компьютерной томографии 
являются массивом точек с координатам, каждой из которых присвоен цвет в градациях се-
рого, характеризующий величину плотности органической ткани. Например, черные оттенки 
— это пустоты, светлые – костная ткань. Автоматическое или полуавтоматическое выделение 
контуров черной области позволяет создать поверхность проточного тракта носовой полости 
для последующего её экспорта в расчетный гидродинамический пакет. На рис. 1 представлено 
графическое представление этапов генерации расчетной модели, выполненные в данном ис-
следовании. Численное моделирование течения в носовой полости, цифровые двойники ко-
торых были получены по схожим алгоритмам, можно встретить в нескольких работах [1–5].
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Помимо формирования геометрии расчетной области задача моделирования процесса ды-
хания осложнена проблемой формирования расчетной сетки. Сложная топология не позволя-
ет использовать разбиение на ресурсоемкие структурированные схемы, что негативно отра-
жается на итоговое количество расчетных доменов. Необходимо отметить, что каждая носовая 
полость является уникальной и требует отдельного моделирования. В результате для сниже-
ния для снижения ресурсозатратности задачи приходится использовать высокие значения y+ 
в пристеночных ячейках и делать допущение о стационарном ламинарном течении воздуха 
внутри носовой полости. Например, в работах [1, 4] задача решалась в стационарной поста-
новке при постоянном расходе воздуха в момент вдоха. Решая задачу о течении воздуха в но-
совой полости в стационарной постановке, мы полностью фиксируем положение зон лами-
нарного и турбулентного течения. Но, между ламинарным и турбулентным течением жидкости 
в каналах существует заметное количественное различие, как по величине теплоотдачи, так и 
по механизмам передачи теплоты. Рассуждения о влиянии типа течения применительно к 
кондиционированию воздуха в носовой полости, но без патологий можно найти в работах [3, 
6]. Получается, что решать подобные задачи в стационарной постановке не совсем корректно, 
ведь при реальном процессе дыхания скорость потока изменяется по закону близкому к гар-
моническому, и расположение зон ламинарного-турбулентного перехода будет скользящим по 
пространству. Тем не менее, даже с учетом этого допущения, сформулированные в работах 
при рассмотрении стационарного течения,  выводы кажутся близкими к истине.

1. Постановка задачи численного моделирования

1.1. Расчетная сетка и метод решения

Для расчетов были использованы результаты компьютерной томографии реального паци-
ента женского пола возраста 35 лет (рис. 1). Геометрическая модель была разбита на неструк-
турированные тэтраэдральные расчетные домены со средним масштабом 0.18 мм. Для адапта-
ции в процессе расчета высоты ячеек в пограничном слое по величине y+  в пристеночной 
зоне был создан призматический слой ячеек из трех ячеек. Начальное число ячеек расчетной 
области составило порядка 2.5 млн., в процессе расчета по результатам адаптации решения по 
градиенту характеристик общее число ячеек достигло 3.5 млн. Масштаб расчетный сетки был 
выбран согласно рекомендациям [2, 5, 7] схожих расчетов носовой полости. 

Рис. 1. Этапы генерации расчетной области для численного моделирования течений внутри 
органических тканей человека; а) – компьютерная томография; б) полуавтоматическая 

сегментация области течения; в) преобразование массива точек в твердотельную модель
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Численное моделирование течения воздуха было выполнено в коммерческом программ-
ном комплексе ANSYS Fluent 18.1. Адиабатическое движение несжимаемого газа описывалась 
осредненной по Рейнольдсу системой уравнений Навье — Стокса с замыканием анизотропной 
моделью турбулентности Рейнольдсовых напряжений. Параметры решателя по давлению были 
выбраны по опыту других работ по численному моделированию течений в носовой полости.  
Давление интерполировалось по схеме ступенчатого распределения давления (PRESTO), связь 
давление-скорость достигалась полунеявным методом для уравнений, связанных с давлением 
алгоритмом (SIMPLE) [1 4], конвективная кинематика интерполировалась квадратичной про-
тивопотоковой схемой (QUICK). Для оценки моментов использовали параметры турбулентно-
сти, которые аппроксимировали противопоточной разностной схемой второго порядка [4, 5].

1.2. Постановка периодического граничного условия во входном сечении

Очевидно, что амплитуда вдоха и выхода зависит от физиологии носовой полости, объема 
легких и других факторов. Поэтому, чтобы получить более или менее универсальную функци-
ональную зависимость расхода воздуха для каждой модели носовой полости мы придержива-
лись следующей идеологии. Пусть за минуту человек совершает n циклов дыхания, за которые 
в легкие попадает V  литров воздуха, тогда расход воздуха Q  описывается периодической 
функцией от времени t  с периодом 1/ .n  Представим Q  как две кусочно периодические функ-
ции с точкой разрыва 0t  для процесса вдоха IQ  и выдоха .EQ  Выполним аппроксимацию этих 
функций полиномами IP  и EP  (исходя из форм графиков, мы использовали полиномы второй 
и пятой степеней, соответственно). Величины определенного интеграла от ( )I ntP  и ( )E ntP  будут 
соответствовать объему вдыхаемого и выдыхаемого воздуха за один цикл дыхания. У нас 
должно выполняться очевидное условие, что объемы вдыхаемого и выдыхаемого воздуха за 
один цикл дыхания одинаковы и равны величине / :V n

 ( ) ( )
0

0

/ 1/

0 /

,
t n n

I E
t n

Va P nt dt b P nt dt
n

= =∫ ∫  (1)

где a  и b  — константы нормировки амплитуд. Зависимость (1) можно считать универсаль-
ной для описания расхода при одном цикле дыхания и очень удобно использовать как гранич-
ное условие при численном моделировании. Если подставить в (1) среднестатистические вели-
чины переменных: 7500V =  мл [8], 16n =  циклов в минуту [9], 0 0.36/t n=  минут [10], то 
решив уравнения (1) получим следующие функции (рис. 2).

Периодическое граничное условие (1), рис. 2, при численном моделировании пакете ANSYS 
Fluent было реализовано с помощью пользовательских функций, как кусочно-полиномиаль-
ная функция массового расхода от переменной времени. В выходном сечении модели было ре-
ализовано мягкое граничное условие с постоянством статического давления. Температурные 
граничные условия описывали процесс дыхания человека, находящегося в отапливаемом по-
мещении с температурой воздуха 20 °С, температура выдыхаемого воздуха составляла 32 °С. 
На твердых стенках модели использовалось тепловое граничное условие первого рода с посто-
янством температуры 32 °С.

2. Результаты

Главной целью работы было определение влияния использования нестационарного пери-
одического граничного условия на результаты моделирования течения в носовой полости. На 
рис. 3 представлена безразмерная характеристика интенсивности локальных турбулентных 
флуктуаций скорости (отношение кинетической энергии турбулентности к квадрату скоро-
сти) для двух фаз: фазы максимального расхода и фазы среднего расхода, которая использует-
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ся другими авторами для постановки стационарных расчетов. Сопоставление полей интенсив-
ности турбулентности наглядно показывает, что в интервале фаз больших расходов течение 
внутри носовой полости становится турбулентным, а именно появляются зоны с величиной 
интенсивности турбулентности более 10 %. Следовательно, использование ламинарной мо-
дели при расчете приведет к переоценке толщины пограничного слоя с вытекающей от сюда 
ошибкой по величине теплового потока и гидравлическим потерям в проточном тракте.

Использование нестационарного граничного условия также приводит к возникновению 
нестационарных процессов связанных с генерацией и диссипацией вихревых структур. С точ-
ки зрения оториноларингологии местоположение и интенсивность циркуляции подобных 
вихревых структур имеет определяющее значение для планирования исправления патологий. 
Например, известны случаи, когда после травмы носовой полости или хирургического вмеша-
тельства, установки имплантата пациент испытывает постоянное чувство сухости в носу или 
чувство нехватки воздуха. Причиной этому является реакция ресничек мерцательного эпите-
лия слизистой оболочки полости носа, которые реагируют на появление несвойственных для 
данной области потоков воздуха. 

Помимо механического воздействия реснички мерцательного эпителия испытывают и те-
пловое раздражение. На рис. 4 представлены поля величины удельного теплового потока. Как 
видно из рисунка увеличение расхода воздуха приводит не только к увеличению удельного 
потока, но и смещению зон интенсивного воздействия, что безусловно имеет причинно-след-
ственную связь с описанной выше динамикой вихревых структур.

Рис. 2. Граничное условие нестационарного расхода, описывающее частотно-гармонические 
характеристики реального процесса дыхания

Рис. 3. Интенсивность величины локальной величины турбулентных флуктуаций скорости; 
слева: фаза максимального расхода (500 мл/с); справа фаза среднего расхода (250 мл/с)
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Заключение

Полученные результаты численного моделирования процесса течения воздуха в носовой 
полости человека показывают необходимость использования нестационарного граничного 
условия. Во-первых, это является важным для математической постановки задачи, а именно 
необходимости моделирования турбулентных флуктуаций скорости, для разрешения кото-
рой априори невозможно использовать ламинарную модель движения сплошной среды. В экс-
тремумах фаз вдоха и выхода, которые сопровождаются максимальным расходом воздуха, 
интенсивность турбулентности превышает 5–10%. Следовательно, для корректного расчета 
пограничного слоя необходимо использовать модели турбулентности. Завышение толщины 
пограничного слоя приведет к некорректной оценки тепловых потоков, гидравлических по-
терь и динамике вихревых структур. Более того, эти результирующие параметры задачи зави-
сят и от динамики расхода воздуха во входном сечении.

Конечно, величины интегральных и осредненных по пространству и времени характери-
стик решений постановок задач с двумя видами граничных условий являются очень близки-
ми по величине, но в данном случае речь идет о результирующем влиянии локализованных в 
пространстве и времени экстремумов температуры, скорости воздуха на органы восприятия 
человека. Подобное моделирование течения воздуха, крови в теле человека уже сегодня ис-
пользуется при планировании операций и исследовании врожденных и приобретенных пато-
логий, поэтому упрощение математической постановки задачи с целью уменьшения вычисли-
тельных затрат может привести к серьёзным и неисправимым врачебным ошибкам.
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ИСПОЛЬЗОВАНИЕ ПОЧТОВОГО ШЛЮЗА С ЦЕЛЬЮ ПОВЫШЕНИЯ 
УРОВНЯ БЕЗОПАСНОСТИ ПРИ ОБМЕНЕ ПОЧТОВЫМИ СООЩЕНИЯМИ

Воронежский государственный университет

М. П. Свиридов, М. К. Чернышов

Аннотация. В работе рассматривается один из методов создания виртуальной сети с 
помощью виртуальной сетевой лаборатории EVE-NG, позволяющий повысить уровень 
безопасности при обмене почтовыми сообщениями между двумя почтовыми серверами, 
использующих в качестве посредника почтовый шлюз.
Ключевые слова: компьютерные сети, безопасность сети, почтовый шлюз, виртуализа-
ция, сетевая лаборатория.

Введение

В современном мире вопросы безопасности процесса обмена информацией приходится 
решать постоянно, причем в компьютерном мире средства защиты приходится постоянно со-
вершенствовать в связи с ростом количества атак на компьютерные сети предприятий и по-
явлением огромного количества вредоносных программ, способных нанести непоправимый 
вред корпоративным и пользовательским данным.

Использование почтовых серверов для осуществления внутри и межкорпоративного об-
мена сообщениями в настоящее время является самым популярным способом передачи ин-
формации, однако встроенные в почтовые сервера средства защиты зачастую не обеспечива-
ют требуемый уровень безопасности данных. В качестве одного из способов решения данной 
проблемы может быть предложено использование посредника между почтовыми сервера-
ми — почтового шлюза, обладающего встроенными системами защиты от вирусов и спама.

В данной работе рассматриваются вопросы построения модели компьютерной сети с исполь-
зованием почтового шлюза, установленного между двумя почтовыми серверами. Для построения 
модели используется виртуальная сетевая лаборатория EVE-NG [1]. Данный подход предостав-
ляет системному администратору возможность произвести настройку сети в виртуальной среде, 
после чего в короткие сроки перенести уже настроенную конфигурацию на реальное «железо».

1. Постановка задачи

Схема использования почтового шлюза представлена на рис. 1. При отправке почтовых 
сообщений сервером-отправителем будет осуществляться их фильтрация с помощью почто-
вого шлюза, тем самым обеспечивая более высокий уровень безопасности при приеме данных 
сообщений сервером-получателем.

Рис. 1. Схема работы почтового шлюза
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В сетевой лаборатории EVE-NG строится тестовый фрагмент компьютерной сети, в кото-
ром в роли почтового шлюза используется программный продукт Proxmox Mail Gateway [2], в 
роли почтовых серверов — Kerio Connect [3] (рис. 2).

2. Создание виртуальной сети

Процесс построения требуемой модели сети состоит из нескольких шагов.
Сетевая лаборатория EVE-NG представляет собой виртуальную машину, которая с по-

мощью образов различных сетевых устройств (компьютеров с установленными на них раз-
личными операционными системами, коммутаторов и маршрутизаторов) позволяет строить 
фрагменты различных компьютерных сетей по заданным топологиям. 

Для добавления в EVE-NG образов систем Proxmox Mail Gateway и Kerio Connect вначале 
необходимо создать отдельные виртуальные машины для каждого из этих программных про-
дуктов, а затем интегрировать их в качестве новых образов непосредственно в среду EVE-NG.

Первоначальное развертывание виртуальных машин осуществляется с помощью гиперви-
зора VMware Workstation Player. После этого для создания образа каждой виртуальной маши-
ны, который будет в дальнейшем использоваться в EVE-NG, необходимо с помощью утилиты 
QEMU-IMG [4] произвести конвертирование виртуального жесткого диска виртуальной ма-
шины с установленным программным продуктом в формате VMDK в формат QСOW2, при-
годный для использования в сетевой лаборатории EVE-NG.

На следующем этапе для загрузки в EVE-NG полученных образов виртуальных машин ис-
пользуется FTP-клиент FileZilla.

После включения с помощью предоставляемого лабораторией EVE-NG Web-интерфейса 
созданных образов в сетевую инфраструктуру изучаемой модели виртуальные машины по-
чтовых серверов и шлюза можно запустить, приступив непосредственно к их настройке. При 
этом доступ к каждой из машин осуществляется удаленно с помощью VNC-клиента.

3. Настройка почтовых серверов и шлюза

Процесс первичной настройки почтовых серверов представлен на рис. 3. На каждом сер-
вере создается собственный почтовый домен и тестовые почтовые ящики, между которыми 

Рис. 2. Схема фрагмента компьютерной сети
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будет осуществляться обмен информацией. При этом для проверки работоспособности по-
чтового шлюза встроенные средства защиты каждого из почтовых доменов должны быть от-
ключены.

В настройках SMTP соединения сервера-отправителя в разделе «Доставка SMTP» указыва-
ется сервер ретрансляции – почтовый шлюз (используемый им IP-адрес).

Далее происходит настройка почтового шлюза Proxmox с помощью предоставляемого им 
Web-интерфейса. В качестве транслятора по умолчанию необходимо указать адрес почтово-
го сервера-отправителя. В списке доменов ретрансляции указывается почтовый домен серве-
ра-получателя. В роли транспортного агента выступает сервер-получатель.

Рис. 3. Домены и пользователи
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4. Тестирование работы почтовых серверов и шлюза

Для тестирования работы комплекса с почтового ящика сервера-отправителя были от-
правлены 3 различных сообщения:

1. Стандартное сообщение;
2. Сообщение, содержащее вирус;
3. Спам-сообщение.
При отправке обычного сообщения с почтового ящика сервера-отправителя проблем с его 

доставкой на сервер-получатель не возникает (рис. 4, 5).

Однако при отправке специального сообщения, содержащего текст, интерпретируемый 
как вирус [5], сервером-отправителем оно помечается как отправленное (рис. 6), но сообще-
ние не доходит до сервера-получателя.

Рис. 4. Отправка стандартного сообщения

Рис. 5. Прием стандартного сообщения

Рис. 6. Отправка зараженного вирусом сообщения
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С помощью Web-интерфейса почтового шлюза можно видеть, что вирус был успешно рас-
познан и добавлен в карантин (рис. 7).

Аналогичным образом проверяется работоспособность встроенного в почтовый шлюз 
фильтра спама. При отправке сервером-отправителем сообщения, содержащего спам [5] 
(рис. 8), оно задерживается соответствующим фильтром почтового шлюза (рис. 9).

Рис. 7. Карантин вирусов почтового шлюза

Рис. 8. Отправка спам-сообщения

Рис. 9. Карантин спама почтового шлюза
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Заключение

В ходе выполнения поставленной задачи в виртуальной сетевой лаборатории EVE-NG было 
произведено создание фрагмента сети, удовлетворяющего заданным условиям. По результа-
там тестирования созданного комплекса можно сделать вывод о том, что почтовый шлюз ра-
ботает исправно, «чистые» письма доходят до получателя, небезопасные письма попадают в 
карантин.

Использование данного подхода может быть полезно при внесении изменений в работу 
компьютерной сети на производстве, обеспечивая бесперебойность ее работы, поскольку дан-
ный подход дает возможность системному администратору заранее произвести отладку ново-
го оборудования и уже затем в короткие сроки внедрить изменения в сетевую инфраструктуру. 
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ОБЗОР ПРОБЛЕМ МУЛЬТИАГЕНТНОГО ПОДХОДА ПРИ МОДЕЛИРОВАНИИ 
РАСПРОСТРАНЕНИЯ ЗАБОЛЕВАНИЯ НА ПРИМЕРЕ КОРОНАВИРУСНОЙ ИНФЕКЦИИ

Воронежский государственный университет

Ж. А. Святоха, Н. А. Каплиева

Аннотация. В статье рассмотрены проблемы мультиагентного подхода при разработке 
модели распространения заболевания. В качестве примера рассматривается модель рас-
пространения коронавирусной инфекции. В статье описаны найденные способы реше-
ния проблем и на их основе сделан вывод о пригодности мультиагентного подхода для 
подобной разработки.
Ключевые слова: мультиагентные технологии, популяция агентов, имитационное моде-
лирование, тестирование модели.

Введение

В 2019 году Всемирная организация здравоохранения была проинформирована о вспышке 
пневмонии в Ухане, вызванной неизвестным возбудителем. 11 марта 2020 года эпидемия была 
признана пандемией. Ее опасность заключается в том, что одновременное заболевание инфек-
цией множества людей приводит к перегруженности системы здравоохранения.

В настоящее время после увиденных последствий и проблем распространения коронави-
руса все еще остро стоит задача прогнозирования потенциального ущерба, пиков заболевания 
и окончания распространения эпидемии.

Математическое моделирование является признанным инструментом в эпидемиологии. 
Модели позволяют определить численные закономерности эпидемического процесса, просчи-
тать возможные сценарии развития эпидемий, сравнить эффективность различных стратегий 
профилактических и противоэпидемических мероприятий.

Но также существует и другой новый и перспективный подход — мультиагентные тех-
нологии. Построенные с помощью них модели состоят из популяции агентов, окружения и 
набора правил, регулирующих поведение агента. Агент-ориентированные модели могут ис-
пользоваться для моделирования детализированных межличностных взаимодействий, и тем 
самым решать более широкий спектр исследовательских задач, чем при использовании тра-
диционных аналитических подходов. Даже простые агентные модели способны демонстри-
ровать сложные взаимодействия агентов и предоставлять ценную информацию о динамике 
реальной системы.

В данной статье будет описаны проблемы, с которыми можно столкнуться при разработке 
мультиагентной системы распространения болезни, и найденные способы их решения.

Проблемы имитационного моделирования

Как сказано в книге [14], при функционировании системы возникает необходимость ее 
подробного исследования путем получения сведений об отношениях между ее компонентами 
либо ее изучения в новых условиях. 

Существуют разные способы ее исследования (рис. 1).
Иногда имитационное моделирование является крайней мерой, когда остальные способы 

трудно применимы. Но на самом деле оно является очень удобным инструментом, позволяю-
щим исследовать сложную систему, представляя ее доступным языком. При этом необходимо 
решить ряд проблем, которые стоят перед мультиагентным подходом.
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Изучив различные модели были выделены следующие проблемы, с которыми разработчи-
ки сталкиваются в своей работе.

1. Тестирование (проверка) модели
Проверка модели одна из наиболее важных проблем агентного моделирования. Результаты 

имитационного моделирования должны быть подтверждены, даже если ее целью стоит как 
анализ прошлого, так и предсказание будущего. 

Четкой методологии по проверке модели еще не предложено, поэтому обычно модель про-
веряется путем моделирования прошлой вспышки. Если результаты совпадают с реальной 
системой с некоторой погрешностью, то модель можно считать построенной хорошо и приме-
нять для дальнейшего исследования.

При этом существуют случаи, когда данный способ не применим, так как может моделиро-
ваться еще неизученная болезнь, распространяющаяся в реальном времени, или новый штамм 
существующей болезни. В таких случаях иногда используют проверку классической моделью, 
как было описано выше. Но и такой способ не всегда является подходящим, так как будут су-
ществовать различия в предположенных моделях. 

Также проверка классической моделью удобно используется при вводе новых параметров. Так 
как после такой проверки можно уверено вводить параметр и исследовать его влияние на систему.

Для имитационного моделирования лучшим способом тестирования будет тестирование 
на каждом этапе детализации. Необходимо сначала построить обобщенную модель, а потом 
постепенно добавлять в нее детали и тестировать ее. Сильная детализация на раннем этапе 
разработки считается ошибкой новичков.

Так как результаты агентного моделирования, в некотором роде, получаются случайным 
образом, возникает необходимость запустить моделирование неоднократно, чтобы четко 
установить диапазон получаемых данных.

2. Большая свобода исследователя
Как было уже сказано выше, перед разработчиком агентной модели, по сути, нет никаких 

правил. Им предоставлена излишняя свобода, что ведет некоторому беспорядку. Нет правил 
обмена сообщениями между агентами, тестирования модели, описания системы и так далее. 
Поэтому каждая модель строится по правилам, установленным самим автором. При этом, 
имеются некоторые статьи, в которых поднимается данная проблема. Так, например, в работе 
[30] предлагается общий протокол для моделирования системы с помощью агентов. В дей-
ствительности почти никто не придерживается определенных стандартов. 

3. Выбор данных
Для повышения достоверности результатов необходимо использовать реальные данные. 

При отладке модели близкой к реальной требуется найти данные из переписи населения или 

Рис. 1. Способы исследования системы
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других источников. В более детальных моделях движение агентов происходит по картам. В та-
ком случае потребуется понимать сколько необходимо объектов инфраструктуры, в которых 
могут взаимодействовать индивиды. Все это является достаточно трудной задачей, так как 
такие данные можно найти в интернете, но нельзя быть уверенными в их достоверности. В не-
которых работах, например в [5], используются данные о перемещениях людей, основываясь 
на перемещениях мобильного устройства. Такие данные, возможно получить только при пол-
ноценной работе с проектом, если информация получена законным путем. При этом модель 
получилась чрезвычайно точной.

4. Знание области исследования
Имитационное моделирование требует знаний области, в которой разрабатывается мо-

дель. Из этого следует, что при работе над проектом необходимо иметь в команде специали-
ста из данной области, либо разработчик будет вынужден самостоятельно разбираться в теме 
предмета.

На базовом уровне можно пользоваться жизненными знаниями, которых при прошествии 
пандемии у каждого из нас достаточно. За это время мы все изучили, как передается заболева-
ние, как влияет ношение масок на распространение и многие другие закономерности.

5. Выбор параметров
Анализ распространения, как правило, требуется на этапе, когда не так известны параме-

тры, влияющие на модель. То есть в силу неизвестности нового штамма или болезни разработ-
чик делает модель вслепую. 

К тому же, как было описано выше, каждая модель имеет скрытые параметры, которые дают 
некоторую погрешность, а в некоторых случаях совсем смазывают результаты исследования.

В таких случаях применятся метод решения обратной задачи. Обратная задача — это тип 
задач, в которых параметры получаются из наблюдаемых данных. 

Также, чрезмерно детализированная модель повышает время выполнения, что описано в 
следующем пункте.

6. Вычислительная мощность
Любое повышение сложности модели требует большей вычислительной мощности. Таким 

образом, представляется возможным реализовать учебную задачу на пользовательском ПК, 
но модель приближенная к реальной иногда требует более мощного технического обеспече-
ния. Конечно, с каждым годом разрабатываются новые методы для работы с агентными моде-
лями. Поэтому в будущем данная проблема будет не столь существенной.

7. Необходимость нескольких прогонов модели
В источнике [14] утверждалось, что «Каждый из прогонов стохастической имитационной 

модели позволяет получить лишь оценки настоящих характеристик модели для определенно-
го набора входных параметров. Следовательно, для каждого изучаемого набора входных па-
раметров понадобится несколько независимых прогонов модели». Поэтому предлагается в не-
которых случаях использовать аналитическую модель, когда она пригодна и легко исполнима.

8. Время и деньги
Имитационное моделирование и разработка исследуемой системы часто ограничены в 

ресурсах. Поэтому лишней детализацией обычно пренебрегают. Для того чтобы обойти эту 
проблему требуется анализ целей и задач, входных параметров на раннем этапе, а также не-
прерывное тестирование на предмет адекватности модели.

Заключение

Данная работа была посвящена обзору проблем, сопутствующих разработке имитацион-
ной модели на основе мультиагентного подхода.
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Один из новейших инструментов моделирования – мультиагентные технологии, предлага-
ет разработчику проявить творческий подход для описания системы. Опираясь на некоторые 
значения о частях рассматриваемой модели, становится возможным провести эксперименты 
над целой масштабной системой. Такой способ позволяет обнаружить зависимости и законо-
мерности, которые иногда очень сложно найти другими методами исследования.

Исходя из проблем в мультиагентном подходе и найденных решений, можно утверждать, 
что мультиагентные технологии хорошо подходят для решения задач биоинженерии, а именно 
моделирования распространения инфекции.
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РЕАЛИЗАЦИЯ ПРОГРАММЫ ИДЕНТИФИКАЦИИ ИЕРАРХИЧЕСКИХ 
ДИНАМИЧЕСКИХ НЕЙРО-ОКРЕСТНОСТНЫХ МОДЕЛЕЙ

Липецкий государственный технический университет

И. А. Седых, В. А. Истомин

Аннотация. В данной работе приведено описание программы идентификации иерар-
хических динамических нейро-окрестностных моделей. Кратко рассмотрена реализуе-
мая модель и ее составные части. Отражена структура программы с описанием классов 
и функций основных частей программы. Изложен общий алгоритм работы программы 
в качестве взаимодействия между объявленными функциями. Представлены использу-
емые библиотеки и методы, которые применялись при написании программы. Описаны 
входные и выходные файлы в формате Excel. Подведены итоги.
Ключевые слова: математические модели, окрестностные модели, нейронные сети, пер-
септрон, иерархические динамические нейро-окрестностные модели, структурная и па-
раметрическая идентификация, программа в Python.

Введение

В связи с ускорением технического прогресса требуется развивать методы анализа, моде-
лирования и прогнозирования поведения различных промышленных объектов, сложных рас-
пределенных систем и процессов [1, 2]. Иерархические динамические окрестностные модели 
[3, 4], в основе которых лежат линейные и полиномиальные регрессионные модели, благодаря 
своей распределенной сложной структуре позволяют строить имитационные модели с доста-
точной точностью прогнозирования. В таких моделях узлы являются также окрестностными 
моделями. В качестве развития данного направления в [5] было предложено рассмотреть ис-
пользование нейронной сети в совокупности с иерархической динамической моделью. 

Перед тем как перейти к описанию программы, кратко опишем аппарат иерархических ди-
намических нейро-окрестностных моделей.

1. Описание реализуемой модели и ее составных частей

Иерархические динамические нейро-окрестностные модели фактически являются гибри-
дом динамической окрестностной модели и нейронных сетей. Первый уровень представлен 
окрестностной моделью, второй уровень — нейронными сетями, которые содержатся в узлах 
первого уровня.

Типы нейронных сетей могут быть разными, начиная от персептрона и заканчивая такими, 
как сети радиально-базисных функций и нейронные сети Такаги-Сугено-Канга.

Динамическая окрестностная модель состоит из узлов модели и связей между ними. Ха-
рактеризуется наличием входов, состояний и выходов для каждого из узлов, где состояния и 
выходы модели пересчитываются в каждый момент времени с учетом воздействия одного узла 
на другие.

Нейронная сеть в иерархической динамической нейро-окрестностной модели имеет опре-
деленную структуру сети, входы, выходы и функцию нейронной сети. Также стоит отметить, 
что в модели «вход-состояние-выход» в каждом узле будет две нейронных сети, одна из кото-
рых предназначена для пересчета состояний в следующий момент времени 1,t +  другая — для 
пересчета выходов в момент времени .t
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Иерархическая динамическая нейро-окрестностная модель в общем случае задается:

0 0( , , , , , , , [ ], ),NN
IERNS N X V Y G F t X t t=

где ( , )N A O=  — структура с множеством узлов A и окрестностных связей O между ними, X — 
состояние модели, V  — вход, Y  — выход, G  — функция пересчета состояний модели, F  — 
функция пересчета выходов модели, 0[ ]X t  — состояние, в котором модель находится в на-
чальный момент времени 0.t

Далее рассмотрим описание программы для идентификации [6–8] иерархической динами-
ческой нейро-окрестностной модели.

2. Описание программы

Программа идентификации иерархических динамических нейро-окрестностных моделей 
разработана на языке программирования Python [9,10].

2.1. Основные классы и библиотеки программы

Опишем основные классы, которые объявлены в программе.
a) class InOut — класс считывания и записи данных в Excel. 
Выделим ключевые функции в составе этого класса:
• def write_new_sheet — запись переменной в файл Excel с созданием в файле нового листа 

с присеваемым названием;
• def r_inf — считывание из специально подготовленного файла Excel, заданной структуры, 

данных с листа «inf», который содержит параметры иерархической динамической нейро-о-
крестностной модели.

b) class Error — класс расчета ошибок.
Выделим ключевые функции в составе этого класса:
• def mse — расчет среднеквадратичной ошибки;
• def mae — расчет средней абсолютной ошибки;
• def rmse — расчет среднеквадратичной ошибки;
• def mape — расчет среднеквадратичной ошибки.
c) class Neural — класс нейронной сети, может включать в себя несколько функций разных 

видов нейронных сетей.
Выделим ключевые функции в составе этого класса:
• def net — функция создания искусственной нейронной сети (персептрона);
• def rbf — функция создания искусственной нейронной сети (сеть радиально-базисных 

функций).
d) class Ident — класс идентификации модели.
Выделим ключевые функции в составе этого класса:
• def id_hdnn — функция идентификации иерархической динамической нейро-окрест-

ностной модели. 
Кратко представим последовательность работы и взаимодействия классов и входящих в 

них функций:
1) При запуске программы с помощью функции def r_inf (class InOut) происходит считыва-

ние входных данных из файла «in.xlsx».
2) Данные, полученные на предыдущем этапе передаются в функцию def id_hdnn (class 

Ident). В данной функции сначала производится подготовка полученных данных для иденти-
фикации, а именно формирование размерностей векторов пересчета состояний и выходов для 
каждого узла. 
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3) На основе подготовленных данных выбирается одна из функций def net или def rbf (class 
Neural), отвечающих за определённую нейронною сеть. Выполняется создание набора данных, 
который соответствует размерам сетевых входов и выходов. Также происходит разбиение на 
обучающую, тестовую и контрольную выборки, а затем происходит обучение нейронных се-
тей в каждом узле для состояний и выходов модели.

4) В процессе обучения выполняется расчёт ошибок обучения с помощью функции def 
mse, def mae, def rmse, def mape (class Error).

5) Результатом обучения нейронных сетей каждого из узлов является, полученные пара-
метры идентификации модели. Эти параметры, а также ошибки обучения и спрогнозирован-
ные моделью состояния и выходы записываются в файл «out.xlsx» с помощью функции def 
write_new_sheet (class InOut).

6) Также в процессе работы программы применятся вывод промежуточных результатов 
обучения в консоль. Для удобства использования добавлен индикатор выполнения програм-
мы (внешняя библиотека), который показывает процент обучения каждой сети и оставшееся 
время, необходимое для окончания идентификации.

В работе программы применяются следующие библиотеки, которые добавляются в проект 
с помощью ключевого слова import:

os — подключение этого модуля предоставляет определить тип операционной системы, до-
ступ к переменным окружения, управление директориями и файлами;

sys — предоставляет системе особые параметры и функции, в данной статье применяется 
для выхода из программы при подаче некорректных данных на вход;

numpy — это библиотека, которая предоставляет общие математические и числовые опера-
ции, её функционал можно сравнить с функционалом MatLab;

pandas — это высокоуровневая Python библиотека для анализа данных, построенная по-
верх более низкоуровневой библиотеки NumPy;

openpyxl — это библиотека Python для чтения/записи файлов Excel 2010  поддерживающая 
расширения xlsx, xlsm, xltx, xltm;

sklearn.metrics — модуль в котором реализованы функции оценки ошибки прогноза для 
конкретных целей, в данной программе используются среднеквадратичная ошибка (МSЕ), 
средняя абсолютная ошибка (MAE), среднеквадратическая ошибка (RMSE), средняя абсолют-
ная ошибка в процентах (MAPE).

math — модуль обеспечивает доступ к математическим функциям;
pybrain3 — библиотека Python для изучения и реализации разнообразных алгоритмов, 

которые связаны с нейронными сетями, с помощью нее будут реализованы нейронные сети 
персептрон, разделены входные данные на обучающую, контрольную и тестовую выборки, а 
также подгружены различные функции активации (Гаусса, линейная, сигмовидная, гипербо-
лический тангенс и др.);

tqdm — предназначена для внедрения индикаторов выполнения программы (progressbar), 
использование этой библиотеки позволяет отслеживать прогресс обучения и длительность 
выполнения идентификации.

2.2. Функционал считывания и записи данных

Реализовано считывание и запись данных в Excel с расширением xlsx. Для считывания под-
готовлен файл «in.xlsx», который включает в себя несколько листов.

Лист «inf» — содержит информацию о структуре иерархической динамической нейро-о-
крестностной модели, а именно: количество наблюдений, состояний, воздействий, выходов и 
соответствующие им размерности. Также в этом листе указывается функция активации, коли-
чество нейронов на скрытом слое и эпох обучения нейронной сети (рис. 1).
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Лист «in» — на этом листе находятся непосредственно все наблюдения модели по входам, 
состояниям и выходам модели на настоящий момент и состояния в следующий момент време-
ни, что необходимо для выполнения идентификации модели (рис. 2).

Лист «m» — этот лист хранит матрицу связей узлов по состояниям модели, в ней отражены 
воздействия на каждый узел, которые влияют на пересчет следующего состояния данного узла 
(рис. 3).

Лист «y» — этот лист хранит матрицу связей узлов по выходам модели, в ней отражены 
воздействия на каждый узел, которые влияют на пересчет выхода данного узла (рис. 4).

Запись результатов программы выполняется в файл «out.xlsx». В этот файл записывается 
такая информация, как параметры каждой из обученных сетей для каждого состояния и вы-
хода, рассчитанные ошибки обучения сетей и предсказанные значения всех сетей. Файл «out.
xlsx» включает листы, перечисленные ниже.

Лист «Параметры сети 1 #№» содержит информацию по параметрам сети, где # — это со-
стояние или выход модели, № — это номер состояния или выхода модели. Первый столбец 
«Module» обозначает слой, из которого происходит связь со слоем «Connection to», и такая 

Рис. 1. Пример листа «inf» файла «in.xlsx»

Рис. 2. Пример листа «1» файла «in.xlsx»

Рис. 3. Пример листа «m1» файла «in.xlsx»
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связь имеет следующие параметры, которые записываются в строчку, начиная от столбца 
«Parameters» (рис. 5).

Лист «Ошибки сетей» — это лист, на котором представлены ошибки идентификации ие-
рархической динамической нейро-окрестностной модели (рис. 6), где в первом столбце содер-
жится «Название сети», которое отражает сеть пересчета конкретного состояния или выхода 
модели и соответствующие им ошибки.

Лист «Предсказания сетей» — лист, который содержит пересчитанные модельные данные 
для каждого наблюдения после идентификации (рис. 7).

Рис. 4. Пример листа «y» файла «in.xlsx»

Рис. 5. Пример листа «Параметры сети X1» файла «out.xlsx»

Рис. 6. Пример листа «Ошибки сетей» файла «out.xlsx»

Рис. 7. Пример листа «Предсказания сетей» файла «out.xlsx»
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Запущенная программа с промежуточными результатами обучения представлена на рис. 8. 

На рис. 8 в начале окна записывается путь к исполняемому файлу, а затем построчно указы-
вается считываемая из входного файла информация: номер функции активации, количество 
нейронов на скрытом слое, количество эпох. Далее указывается, какая именно нейронная сеть 
сейчас обучается, прогресс обучения в процентах, а также затраченное и оставшееся время на 
обучение. После обучения появляются ошибки обучения сети и параметры, при которых сеть 
получила такие результаты.

Заключение

Таким образом, в рамках данной статьи было приведено описание иерархических дина-
мических нейро-окрестностных моделей. Подробно представлена программная реализация 
идентификации такой модели на языке программирования Python. Описаны основные классы 
программы. Выделен основной функционал модели с примерами считываемых и записывае-
мых файлов Excel, которые содержат параметры и данные, необходимые для работы програм-
мы, а также результаты работы программы. Приложен скриншот запущенной программы с 
промежуточными результатами обучения модели.
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ПРИМЕНЕНИЕ МЕТОДОВ СТАТИСТИЧЕСКОГО АНАЛИЗА ДЛЯ ОБРАБОТКИ 
ДАННЫХ ПРИ ИССЛЕДОВАНИИ РЕЙТИНГОВЫХ СИСТЕМ
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И. А. Седых, И. В. Стругов

Аннотация. В работе осуществляется предварительная обработка и  статистический ана-
лиз набора данных в рамках исследования подходов к моделированию рейтинговых си-
стем на примере рейтинга кинофильмов из открытой базы TMDB. Задействуются методы 
корреляционного и факторного анализа, в частности метод главных компонент с приме-
нением разных типов вращения переменных, а также регрессионный анализ, а именно 
множественная пошаговая регрессия. Используется алгоритм исчерпывающего поиска, 
реализованный при помощи программных средств языка R. Приводится интерпретация 
полученных результатов.
Ключевые слова: статистический анализ, предварительная обработка данных, фактор-
ный анализ, корреляционный анализ, регрессионный анализ, метод главных компонент, 
множественная пошаговая регрессия, матрица корреляций, график каменистой осыпи, 
исчерпывающий поиск, рейтинговые системы.

Введение

В наши дни рейтинговые системы [1] получили крайне широкое распространение: рей-
тинги товаров, медиа-продуктов, учебных заведений, сотрудников или учащихся. Многие 
компании и разработчики заинтересованы в создании рекомендательных систем [2] высокой 
точности, которые основаны в первую очередь на рейтингах объекта, который необходимо 
рекомендовать. Но большой проблемой при этом становится отсутствие единого принципа 
формирования систем ранжирования, а наиболее популярным способом определения ранга 
является накопление оценок и отзывов пользователей, которые основываются на их индиви-
дуальных мнениях и формах оценки. Кроме того, нередко объектом обобщения показателя 
для формирования значения рейтинга становятся некорректные  характеристики, особенно 
когда речь идёт не о материальных предметах, составить численное описание которых несо-
измеримо проще, а, к примеру, о рейтинге студентов или школьников. Такая ошибка может 
привести к непрактичности всей системы.

Данная работа посвящена исследованию и анализу принципов функционирования совре-
менных рейтинговых систем для дальнейшей разработки обобщённых подходов к моделиро-
ванию и оценке структур, позволяющих определить ранг объекта, исходя из его объективных 
характеристик.

На начальном этапе работы в качестве примера была использована система рейтинга кино, 
так как наиболее часто ранжирование в этой сфере происходит на основе усреднения мно-
жества пользовательских оценок, то есть превалирования совокупности субъективных пред-
ставлений над определением объективных показателей.

Задачей данного этапа является обработка и статистический анализ данных [3] о рейтин-
гах фильмов и их характеристик, сокращения исходного числа представленных параметров, а 
также интерпретация полученных результатов.
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1. Подготовка данных

В качестве исследуемой выборки был использован набор из 4806 экземпляров, составлен-
ный на основе системы TMDB (The Movie Database), содержащий информацию о перечне по-
пулярных фильмов и сериалов, снятых в период с двадцатых годов XX-го века по 2017 год.

В изначальном составе характеристик содержались сведения о бюджете, жанровой при-
надлежности, выделяемых ключевых словах для поисковых систем, оригинальном языке, 
оригинальном названии, прокатном (дистрибутивном) названии, системном рейтинге попу-
лярности, компании производителе, стране производства, дате выхода, величине прокатных 
сборов (продаж), продолжительности, основном языке озвучивания, статусе выхода, слогане, 
количестве проголосовавших, краткое описание, а также саму рейтинговую оценку.

В первую очередь из набора были удалены строки, содержащие пустые значения. Далее 
удалены те строки, значение статуса которых отличалось от вышедших, чтобы не принимать 
в расчёт замороженные или заявленные, но не выпущенные проекты. Затем были исключены 
экземпляры, значение количества оценок которых не достигало пятидесяти. После этого раз-
мер списка сократился до 3645 значений.

Далее набор характеристик был сокращён. Были отброшены наименее значимые для чис-
ленного анализа, а также близкие по смысловой нагрузке параметры. При этом был сформи-
рован дополнительный параметр «совпадение названий», отражающий соответствие прокат-
ного (дистрибутивного) названия оригинальному, в котором различие обозначалось нолём, а 
соответствие — единицей; прилагающееся описание было использовано в качестве параметра 
«длина описания», отражающего число содержащихся слов; дата выхода была сокращена до 
значения годы выхода; уникальным значениям параметров «жанр», «оригинальный язык» и 
«страна производства» было присвоено порядковое численное значение, начиная от единицы. 
После этого выборка сократилась до 12 показателей. Использованные параметры, их условные 
обозначения в ходе исследования и табличные сокращения для удобства визуализации пред-
ставлены в табл. 1.

Таблица 1
Обозначения исследуемых факторов

Сокращение Наименование параметра Обозначение в расчётах
F1 Бюджет budget
F2 Жанр genre
F3 Оригинальный язык language
F4 Совпадение названий title_accord
F5 Длина описания ovw_leght
F6 Популярность popularity
F7 Страна производства prod_country
F8 Год выхода release
F9 Сборы revenue

F10 Продолжительность runtime
F11 Количество проголосовавших vote_count
F12 Рейтинговая оценка vote_average
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2. Исследование

2.1. Корреляция

В качестве первого шага исследования была построена матрица корреляций [4], приведён-
ная в табл. 2. При этом выделены значимые показатели (p=0.05).

Таблица 2
Матрица корреляций

F1 F2 F3 F4 F5 F6 F7 F8 F9 F10 F11 F12
F1 1,000 –0,190 –0,068 0,106 0,071 0,443 0,028 0,214 0,709 0,251 0,550 –0,039
F2 –0,190 1,000 0,000 –0,008 –0,034 –0,043 –0,001 0,002 –0,130 0,015 –0,075 0,057
F3 –0,068 0,000 1,000 –0,558 0,025 –0,044 –0,138 0,020 –0,055 0,071 –0,054 0,106
F4 0,106 –0,008 –0,558 1,000 –0,044 0,051 0,230 –0,030 0,084 –0,028 0,067 –0,135
F5 0,071 –0,034 0,025 –0,044 1,000 0,015 0,003 –0,013 0,062 0,007 0,046 –0,004
F6 0,443 –0,043 –0,044 0,051 0,015 1,000 0,016 0,124 0,610 0,197 0,753 0,271
F7 0,028 –0,001 –0,138 0,230 0,003 0,016 1,000 –0,082 0,063 –0,055 0,031 –0,038
F8 0,214 0,002 0,020 –0,030 –0,013 0,124 –0,082 1,000 0,109 –0,176 0,138 –0,251
F9 0,709 –0,130 –0,055 0,084 0,062 0,610 0,063 0,109 1,000 0,247 0,762 0,177

F10 0,251 0,015 0,071 –0,028 0,007 0,197 –0,055 –0,176 0,247 1,000 0,270 0,401
F11 0,550 –0,075 –0,054 0,067 0,046 0,753 0,031 0,138 0,762 0,270 1,000 0,360
F12 –0,039 0,057 0,106 –0,135 –0,004 0,271 –0,038 –0,251 0,177 0,401 0,360 1,000

Можно заметить, что наименьшее количество зависимостей в наборе имеют параметры 
жанра и продолжительности. При этом сильная взаимосвязь отмечается у бюджета картин и 
сборов, значения популярности, определяемого на основе частоты просмотра пользователями 
системы за определенный промежуток времени, и количества оценок, что довольно очевидно. 
А также у количества оценок с кассовыми сборами.

Умеренный уровень взаимосвязи отмечается у количества пользовательских оценок с бюд-
жетом, что может быть обусловлено более широкой известностью и уровнем популяризации 
(например, за счёт рекламы) крупнобюджетных картин, аналогично для бюджета и популяр-
ности, оригинального языка и совпадения названий, что обусловлено языковыми и культур-
ными особенностями производства и показа, в том числе и международного проката, кинома-
териалов. Кроме того, можно обратить внимание на зависимость между продолжительностью 
и итоговой рейтинговой оценкой.

2.2. Факторный анализ

Вторым этапом исследования являлось применение алгоритмов факторного анализа [5], в 
частности метода главных компонент, для проверки интерпретируемости группировок пара-
метров полученного набора, а также оценки возможности уменьшения размерности выборки.

При помощи критерия каменистой осыпи, график представлен на рис. 1, было установ-
лено, что оптимальным вариантом группировки является разбиения на три новых фактора. 
Однако было принято решение, также проверить разбиения и на четыре фактора.

Анализ выполнялся при помощи программного пакета STATISTICA. Для исследования 
были использованы одиннадцать факторов выделенного набора, исключая значение рейтин-
га. Были проверены распределения факторных нагрузок без вращения факторов, а также с 
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использованием вращений типа варимакс, квартимакс и эквимакс. Было зафиксировано, что 
изменение метода вращения не оказывало значительного влияния на распределение перемен-
ных в составе полученных факторов. В качестве примера используется результат с применени-
ем вращения типа варимакс, приведённый на рис. 2.

Можно увидеть, что к первому фактору относятся показатели бюджета, оценки популяр-
ности, сборов, количества голосов, а также жанра, что позволяет интерпретировать его как 
набор «внешних» характеристик, взаимосвязанных с аудиторией потребителей, их интересом, 
запросом и реакцией. Можно определить данный набор как параметр «масс-медиа». Ко вто-
рому фактору причисляются язык оригинала, совпадение названий, длина описания и страна 
производства, что говорит о территориально-культурной составляющей интерпретации фак-
тора. В третий фактор входят год выхода и продолжительность, что является комбинацией 
более частных, технических, характеристик фильма, как производственного продукта.

Распределение, полученное для варианта использования четырёх факторов, представлено 
на рис. 3.

Рис. 1. Критерий каменистой осыпи

Рис. 2. Метод главных компонент. 3 фактора

Рис. 3. Метод главных компонент. 4 фактора
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В этом случае к первому фактору также относятся бюджет, популярность, сборы и коли-
чество голосов, тогда как жанр теперь не является его составляющей, что, тем не менее, по-
зволяет сохранить смысловую интерпретацию фактора. Второй фактор, аналогично, сохранил 
основной состав, за исключением совпадения названий, и тоже не нуждается в серьёзном пе-
реосмыслении. Третий фактор вовсе не претерпел изменений. Однако теперь к ним добавля-
ется ещё один фактор, сочетающий жанровую принадлежность и длину описания, что можно 
трактовать в качестве стилистической составляющей.

2.3. Регрессия

Следующим шагом является применение регрессионного анализа [6], а именно множе-
ственной пошаговой регрессии с использованием разных вариантов направления.

Для объединённых наборов новых факторов результаты регрессии для прямого хода 
(с включением факторов в модель) и обратного хода (с исключением) оказались аналогичны-
ми. Результат для прямого хода в случае с использованием трёх факторов представлен на рис. 4.

При этом наименьшее влияние оказывает второй фактор, определённый в качестве пара-
метра, описывающего культурные особенности, языковую и региональную принадлежность. 
Похожий результат показало изучение случая с разбиением на четыре фактора, представлен-
ного на рис. 5.

Исключением является параметр жанра, в совокупности с длиной описания, составляю-
щие четвертый фактор, который в данном случае определяется наименее значимым.

Результаты регрессии для исходного набора факторов для прямого хода (слева) и обратно-
го хода (справа) представлены на рис. 6.

Рис. 4. Регрессия. 3 фактора

Рис. 5. Регрессия. 4 фактора

Рис. 6. Регрессия. Начальный набор



626

Что не совпадает с вариантом группировки параметров полностью, но и не приводит к 
серьёзным противоречиям. Таким образом, можно выделить в качестве основных составля-
ющих данной модели такие параметры, как бюджет, год выхода, продолжительность, количе-
ство голосов, совпадение названий, а также в качестве дополнительных возможных обозна-
чить: жанр, кассовые сборы, язык и популярность.

Кроме того, алгоритм пошаговой множественной регрессии был реализован на языке R [7], 
при помощи пакетов car и leaps, где были получены результаты для трёх вариантов направле-
ний: прямого хода, обратного и двойного (вначале строится модель со всеми признаками, а 
потом признаки исключаются по одному по критерию уменьшения AIC — информационного 
критерия Акаике). На его основе были получены несколько альтернативных вариантов моде-
ли, которые, без учёта порядка включения, подтвердили корректность полученного набора. 
А также был использован алгоритм исчерпывающего поиска [8], при помощи которого выбра-
на оптимальная последовательность включения в модели разной размерности используемых 
параметров: (1) продолжительность, (2) количество голосов, (3) бюджет, (4) год выхода, (5) 
совпадение названий, (6) жанр, (7) язык, (8) популярность, (9) сборы, (10) длина описания, 
(11) страна производства. 

А также была получена отличающаяся вариация модель: (1) продолжительность, (2) бюд-
жет, (3) жанр, (4) язык, (5) совпадение названий, (6) длина описания, (7) популярность; при 
использовании двойного варианта направления модели.

Вследствие чего, было принято целесообразным - обозначить следующим шагом работы 
определение оптимального числа переменных на основе полученного набора для дальнейшего 
исследования и моделирования.

Заключение

В ходе данного этапа исследования была выполнена предварительная обработка списка 
кинорейтингов и характеристик картин из открытой базы TMDB, выполнено сокращение на-
бора параметров, произведены статистический анализ и интерпретация полученных данных, 
выделены несколько возможных последовательностей добавления параметров в модель, а так-
же обозначена задача для следующего этапа работы.
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Аннотация. Алгоритмы численного моделирования динамики упруго опертой несущей 
конструкции, как правило сводят исходную задачу к задаче Коши для системы ОДУ не 
разрешенной относительно производной. Это приводит к неявным разностным схемам. 
В работе предложен алгоритм, при реализации которого исходная задача сводится к за-
даче Коши для системы ОДУ разрешенной относительно производной и допускающей 
применение явных методов. Алгоритм основан на построении решения обобщенной за-
дачи Римана с дополнительными условиями на границе и применении кусочно-гладких 
финитных базисных функций.
Ключевые слова: кусочно-гладкие базисные функции, обобщенные функции, обобщен-
ная задача Римана с дополнительными условиями на границе, фундаментальное решение 
оператора задачи, матрица-функция Грина.

Введение

Численное моделирование динамики упруго опертой несущей конструкции в случае нали-
чия в том числе точечных промежуточных и ограничительных опор или точечной подвижной 
нагрузки ведет к необходимости формулировать начально-краевую задачу в форме системы 
дифференциальных уравнений в частных производных для обобщенных функций. При этом 
начальные условия и условия на внутренних и внешних границах включаются в эти уравнения. 

Для численного решения такого типа задач используются методы, развиваемые авторами 
в работах [1–3]. Аппроксимация решения гладкими функциями сводит исходную задачу к за-
даче Коши для системы обыкновенных дифференциальных уравнений (ОДУ) для коэффици-
ентов разложения решения по этому базису из гладких функций. Матрица при производных в 
этой системе ОДУ не является единичной. В следствие этого использование любого численно-
го метода для решения этой задачи Коши с неизбежностью приводит к неявным разностным 
схемам. 

Применение неявных разностных схем создает существенные трудности при реализации 
алгоритма, значительно увеличивая время расчета. Особенно при использовании подробных 
пространственных сеток или в случае многих пространственных переменных.

Также, если в конструкции пролетного строения имеются точечные опоры или свойства 
материала пролетного строения могут скачкообразно изменяться, то решение задачи в местах 
локализации точечных опор или местах скачкообразного изменения свойств материала кон-
струкции может претерпевать нарушение гладкости и использование гладких базисных функ-
ций для аппроксимации такого типа решений становится проблематичным. 

Указанные обстоятельства ведут к необходимости построения вычислительных алгорит-
мов, основанных на использовании кусочно-гладких базисных функций для аппроксимации 
решения. А это, в свою очередь требует умения решать задачу аппроксимации решения на 
границах нарушения гладкости решения, которую будем, по аналогии с изложенным в работах 
[3–5] называть обобщенной задачей Римана с дополнительными условиями на границе.
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Ниже на примере задачи моделирования динамики упруго опертой несущей конструкции, 
расположенной на точечных промежуточных и ограничительных опорах при прохождении по 
ней точечной подвижной нагрузки и также при наличии в конструкции внутренней вязкости 
будет сформулирована обобщенная задача Римана с дополнительными условиями на грани-
це и приведено ее решение. Построенное решение задачи Римана будет положено в основу 
численного алгоритма решения указанной задачи, основанного на приближении решения ку-
сочно-гладкими базисными функциями. Это, в свою очередь, сведет исходную задачу к задаче 
Коши для системы ОДУ описывающей динамику изменения коэффициентов разложения ре-
шения по указанному базису. Матрица этой системы будет единичной, что позволит приме-
нение явных разностных схем для решения этой задачи Коши. Будут рассмотрены различные 
типы граничных условий на концах несущей конструкции, например, свободные граничные 
условия, условия шарнирно закрепленной границы или неотражающие граничные условия.

1. Математическая модель

Следую изложенному в [6–9], математическую модель изменения профиля несущей кон-
струкции ( , ),u t x  после выведения системы из состояния равновесия можно записать в виде 
начально-краевой задачи для системы дифференциальных уравнений в частных производных 
со 2-ым порядком пространственных производных 
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Матрица A  имеет полную систему линейно независимых правых собственных векто-
ров-столбцов ,R  полную систему линейно независимых левых собственных векторов-строк 
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Помножим систему уравнений (1) на матрицу левых собственных векторов Ω  и введем 
вектор новых переменных ; .= =r u u RrΩ  Тогда система уравнений (1) принимает вид 
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2. Фундаментальное решение оператора задачи

Фундаментальным решением оператора задачи (4) или матрицей-функцией Грина являет-
ся обобщенная матрица-функция 2( , ) ( ),t x S R′∈G  удовлетворяющая уравнению 
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2 , ,t x
t x
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I  — единичная диагональная матрица.
Обозначим через ( , ) [ ]xt Fξ =V G  — преобразование Фурье ( , )t xG  по пространственным 

переменным.
Выполним преобразование Фурье уравнений (6) по пространственным переменным. Учи-
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Решение которого имеет вид 
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Следовательно
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При малых значениях параметра t  последнее равенство можно переписать
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Выполняя обратное преобразование Фурье, получим матрицу-функцию Грина

 ( )
( ) ( )

( ) ( )
( ) ( )

( )
0 0

, 0 0 .
0 0

t x
t x t x at O t

t x at

θ δ
θ δ

θ δ

 
 = + + 
 − 

G   (7)

3. Постановка начально-краевой задачи

Вид фундаментального решения оператора задачи (7) позволяет утверждать, что началь-
ные значения для 1r  — первой компоненты вектора r  сносятся вдоль границы, параллельно 

оси времени вдоль прямых 0,dx
dt

=  начальные значения для 2r  — второй компоненты вектора 

r  сносятся на границу справа налево вдоль характеристик dx a
dt

= −  и начальные значения для 

3r  — третьей компоненты вектора r  сносятся на границу слева направо вдоль характеристик 
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.dx a
dt

=  Следовательно, граничные условия для компоненты 1r  задавать не нужно. Для компо-

ненты 2r  граничные условия следует задавать на правой границе и для компоненты 3r  гранич-
ные условия следует задавать на левой границе. При этом заданные граничные условия долж-
ны позволять однозначно определить значение всех компонент решения и их пространственных 
производных на каждой границе.

Рассмотрим конкретные примеры. Пусть на правой внешней границе, расположенной в 
точке *,x x=  заданы свободные граничные условия. В исходных переменных это означает 
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Добавляя к этим равенствам, условие, что компоненты 3r  сносятся на границу слева направо 

вдоль характеристик ,dx a
dt

=  получаем систему линейных алгебраических уравнений 
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Откуда следует 

 

( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )
( ) ( )

* *
2 3

* *32

* *
3 3

* *3 3

, ,

, ,
.

, ,

, ,

r t x r t t x a t

rr t x t t x a t
x x

r t x r t t x a t

r rt x t t x a t
x x

 = − −∆ − ∆


∂∂ = − −∆ − ∆ ∂ ∂


= −∆ − ∆

∂ ∂ = −∆ − ∆

 ∂ ∂

 

В пределе 0t∆ →  эти равенства принимают вид
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Пусть на левой внешней границе, расположенной в точке *,x x=  заданы условия шарнирно 
закрепленной границы. В исходных переменных это означает 3

2 ( , ) 0; ( , ) 0.uu t x t x
x

∗ ∗∂
= =

∂
 До-

бавляя к этим равенствам, условие, что компоненты 2r  сносятся на границу справа налево 

вдоль характеристик ,dx a
dt

= −  получаем, что пределе 0t∆ →  
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Пусть на внутренней границе, расположенной в точке ,x x∗=  заданы условия равенства 
компонент 2 ( , )u t x− ∗  и 3 ( , )u t x− ∗  слева от границы компонентам 2 ( , )u t x+ ∗  и 3 ( , )u t x+ ∗  справа от 
границы. И условия равенства пространственных производных этих компонент по обе сторо-
ны границы. Добавляя к этим равенствам, условие, что компоненты 2r

+  сносятся на границу 

справа налево вдоль характеристик ,dx a
dt

= −  и компоненты 3r
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dt
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Подводя итог, можем сказать, что во всех случаях значение переменных модели и их произ-
водных справа и слева от границы представимы в виде 
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функции, вид которых зависит от условий на соответствующей внешней или внутренней границе.
Переходя к исходным переменным, получаем 
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4. Вычислительный алгоритм

Разобьём отрезок [ , ]l l−  узлами jx  на интервалы 1( , ).i i ix x +Π =  Определим вектор-функ-
ции ( , ),i t xu  0, ( ),i xu  ( , ),i t xf  которые совпадают, соответственно, с ( , ),t xu  0 ( ),xu  ( , ),t xf  если 

0,t ≥  ix∈Π  и равны нулю для всех иных значений , .t x
Как показано в [7–9], вектор-функции ( , ),i t xu  рассматриваемые, как обобщенные век-

тор-функции из ,′S  для произвольной функции ( , )t x ∈Sϕ  из пространства основных век-
тор-функций 2( )RS  удовлетворяют уравнению 
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Пусть функции , ( )i pH x  — система линейно независимых полиномов на отрезке 1[ , ].i ix x +  

Также пусть ', ' ( )i pH x  сопряженные к ним полиномы. То есть 
1

' ' ' '.
i

i

x
i p i p

i p i p
x

H H dx δ δ
+

=∫   Продолжим 

полиномы ' ' ( )i pH x  гладко за пределы отрезка 1[ , ]i ix x +  так, чтобы в итоге получить финитную 
бесконечно дифференцируемую функцию. За полученной таким образом функцией оставим 
прежнее название ' ' ( ).i pH x

Приближенное решение уравнений (8) будем искать в виде вектор-функции

1
( , ) ( ) ( ).

P
i p

i i p
p

t x H x t
=

=∑u α

Для каждого фиксированного значения индекса i ⋅ в качестве пробных функций из про-
странства основных функций возьмем финитные вектор-функции ( , ) ,i t x ∈Sϕ  все элементы 

которых равны нулю, кроме элемента у которого 'i i=  и равного '

1
( , ) ( ) ( ) ,

P
i i p

i p
p

t x t H x′
′=

= ∈∑ Sϕ φ  

где ( )i p t′⋅φ  — произвольные финитные бесконечно дифференцируемые функции. 
Подставляем в уравнение (8), и учитывая, что ( )i p t′⋅φ  — произвольные финитные бесконеч-

но дифференцируемые функции, получим, что коэффициенты ( )i p t⋅α  должнны быть решени-
ем задачи Коши для системы обыкновенных дифференциальных уравнений 
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i p
i p i p i p i p
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t

δ δ′ ′ + =

= =

fα
α

α α
  

Таким образом, исходная задача свелась к задаче Коши для системы ОДУ разрешенных 
относительно производных, для решения которой возможно использование явных численных 
методов.

Решаем эту систему ОДУ тем или иным численным методом и по формулам

1
( , ) ( ) ( )

P
i p

i i p
p

t x H x t
=

=∑u α  определяем приближенное решение исходной задачи.
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ЧИСЛЕННЫЕ МЕТОДЫ ИССЛЕДОВАНИЯ КОЛЕБАНИЙ 
ИНСТРУМЕНТА УДАРНОГО УСТРОЙСТВА

АО «НИИ Лопастных Машин»

А. М. Слиденко

Аннотация. Модель инструмента ударного устройства принята в форме стержня по-
стоянного поперечного сечения. Рассматриваются поперечные и продольные колебания 
инструмента. При расчете поперечных колебаний инструмент рассматривается как кон-
сольная балка с жестким креплением на одном конце. Расчетная схема продольных ко-
лебаний представлена стержнем с упругим и диссипативным сопротивлением на торце 
со стороны контакта с бойком. Сформулирована начально-краевая задача с волновыми 
уравнениями второго и четвертого порядков. Решение начально-краевой задачи находит-
ся методом конечных разностей. В системе Mathcad проводится сравнением с решением, 
полученным методом Фурье.
Ключевые слова: ударное устройство, инструмент, волновые уравнения, консольная бал-
ка, поперечные колебания, продольные колебания, метод Фурье, краевые условия, им-
пульсная нагрузка. разностная схема, метод прогонки.

Введение

Исследование продольных колебаний инструмента ударного устройства при его взаимо-
действии с рабочей средой проводилось рядом авторов [1–5]. Рассматривались нагрузки со 
стороны бойка [3–5] и также со стороны обрабатываемой породы [1–2]. Импульсные нагрузки 
моделировались начальным распределением скорости по длине инструмента. При взаимодей-
ствии инструмента с обрабатываемой средой, как правило, возникают поперечные импуль-
сные нагрузки, которые приводят к поперечным колебаниям инструмента. В работах [6–9] 
проводились исследования поперечных колебаний балки при различных поперечных нагруз-
ках и способах крепления. Сформулированные начально-краевые задачи решались методами 
Фурье. В работе [9] применялся разностный метод для балки с шарнирным креплением. Со-
вместное исследование поперечных и продольных колебаний инструмента ударного устрой-
ства позволяет получить более полную картину о деформациях и напряжениях, возникающих 
в поперечных сечениях инструмента. Большое значение имеет учет внешних нагрузок, кото-
рые могут носить импульсный, случайный характер.

Цель работы заключается в построении математической модели, учитывающей несимме-
тричную импульсную нагрузку на инструмент со стороны обрабатываемой породы и прове-
дении анализа решений сформулированных начально-краевых задач методом конечных раз-
ностей. Перечислим основные решаемые задачи: 1) Постановка начально-краевой задачи с 
уравнениями поперечных и продольных колебаний инструмента круглого поперечного сече-
ния при жестком креплении в поперечном направлении с учетом упругого и диссипативного 
сопротивления в продольном направлении; 2) Выбор схемы и параметров метода конечных 
разностей; 3) Реализация решения начально-краевой задачи методом конечных разностей.

1. Постановка начально-краевой задачи

Расчетная схема ударного устройства и нагрузок на инструмент со стороны обрабатывае-
мой породы представлены на рис. 1.
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Расчетная схема представляет стержень с постоянным круглым поперечным сечением, ко-
торый нагружается начальным импульсом, поперечной силой или распределением начального 
перемещения. Предполагается жесткое крепление стержня только на одном конце в попереч-
ном направлении при упругом и диссипативном сопротивлении в продольном направлении.  

Колебания стержня описываются дифференциальными уравнениями четвертого и второ-
го порядков с частными производными: 
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t x
∂ ∂
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где E  — модуль упругости материала инструмента, J  — момент инерции поперечного сече-
ния, 4 64,J dπ=  ρ  — плотность материала инструмента, S  — площадь поперечного сече-
ния, 1 ,xa E ρ−= ⋅  ( , )w t x  — поперечное перемещение сечения инструмента x  в момент вре-
мени ,t  ( , )u t x  — продольное перемещение сечения x стержня, ( , )g t x  — распределение 
внешних поперечных сил. При консольном жестком креплении краевые условия для попереч-
ных перемещений имеют вид
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Для продольных перемещений краевые условия принимаются в виде
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Начальные условия:
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Рис. 1. Расчетная схема нагрузки инструмента: xP ,  wP  — составляющие реакции отдачи, 
c,  B  — приведенные жесткость и диссипация составляющих ударного устройства; 
ε ,  L,  1L ,  d  —  размеры соответственно краевого участка, консольной части, 

длины инструмента и диаметр поперечного сечения
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где ( ) cos ,xP P x α=  ( )sin .wP P x α=  Условия (3) означают отсутствие в сечении x L=  переме-
щения и поворота. Условия (4) выражают факт отсутствия сопротивлений поперечному пере-
мещению и изгибу в сечении 0.x =  Функции 1( )f x  и 2 ( )f x  задают начальное распределение 
продольных и поперечных перемещений сечений стержня по длине, функции 1( )F x  и 2 ( )F x  
задают распределение продольной и поперечной скоростей сечений стержня по длине в на-
чальный момент времени. Распределением начальной скорости на конечном малом участке 
длины ε  (рис.1) моделируется ударный импульс [1, 2]. Функция ( , )g t x  моделирует внешнюю 
поперечную нагрузку и определяется формулами

 ( )0( , ) ( , ) ,g t x H t t g x= ∆ ⋅       ( )
1,   0 ,

,
0,    ,

t t
H t t

t t
≤ ≤ ∆
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åñëè
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 (10)

Схема приложения поперечной нагрузки представлена на рис. 2. 

Для получения решения начально-краевой задачи методом Фурье на заданном промежут-
ке времени рассматривались отдельно две начальные задачи на промежутках [0, ]t∆  и [ ],t θ∆  с 
обеспечением условия непрерывности решения. 

2. Метод конечных разностей и метод Фурье

Приведем аппроксимацию начально-краевой задачи методом конечних разностей. Приня-
ты обозначения разностных отношений:
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Уравнение (1) аппроксимируется разностной схемой с весовыми коэффициентами
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где ,D EJ Sρ=  ,τ  h  — параметры сеточной области, σ  — весовой коэффициент ( , ),n
i n iw w t x=  

( , )n
i n iu u t x=  — значения сеточных функций. В стандартной форме схема будет иметь вид
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Рис. 2. а) Расчетная схема внешней нагрузки, 

б) распределение нагрузки по длине  инструмента
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Соответственно, коэффициенты системы уравнений определяются формулами
 2 4 ,ia D hσ τ −=   2 44 ,ib D hσ τ −=  ( )2 41 6 ,ic D hσ τ −= +  2 44 ,id D hσ τ −=  2 4 ,ie D hσ τ −=

 ( ) ( ) ( )11 2 1 22 1 2 , .n n n n
i i i i i n if w w D w D w S g t xτ σ σ τ ρ −− − = − − − ∆∆ + ∆∆ + 

Приведем алгоритм метода прогонки и его реализацию в системе Mathcad [10, 11].
Обратный ход метода прогонки осуществляется по формулам
 1 ,N N N Nw wα γ− = +  1 1 1 2 1,i i i i i iw w wα β γ+ + + + += − +   2, 1,...,1,0.i N N= − −  (12)
Для реализации метода прогонки необходимо найти величину ,Nw  а также определить ко-

эффициенты ,iα  ,iβ  .iγ  Формулы для коэффициентов имеют вид

 ( )1 1
1 ,i i i i i i

i

d a bα β α+ −= + −  ∆
  1 ,i
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  ( )1 1 1 1
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где ( )1 1 .i i i i i i i ic a a bβ α α− −∆ = − + −
Для использования рекуррентных соотношений (12) необходимо определить 1,α  1,β  1γ  и 

2 ,α  2 ,β  2.γ  Следует отметить, метод прогонки реализован для краевых условий, которые по-
лучены из (3)–(4) заменой ,x L x′ = −  то есть условий
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Переход к решению исходной краевой задаче осуществляется заменой переменных 
.x L x′= −  Аппроксимация краевых условий: 1

0 0,nw + =  1 1
1 0 0.n nw w+ +− =

Последние равенства можно упростить и записать вместе с формулами прогонки:
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0 1 1 1 2 1,
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откуда следуют равенства 1 1 1 0.α β γ= = =  Аналогично получаем 1 1 1
1 2 2 2 3 2.n n nw w wα β γ+ + += − +  Из 

этих формул вытекают также равенства 2 2 2 0.α β γ= = =  Запишем аппроксимацию краевых 
условий (14) вместе с формулами прогонки 
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Решение полученной системы уравнений имеет вид
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где 1 2 1 2 2(2 )( 2) ( 1)(3 2 ).N N N N Nα α β α β− − − − −∆ = − − − − − +
Разностная схема для волнового уравнения (2) принята в виде
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Аппроксимация краевых условий:
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Для получения решения методом Фурье при наличии внешней поперечной нагрузки рас-
смотрены последовательно две начально-краевые задачи. Приведем основные формулы.

Решение начально-краевой задачи имеет вид
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 — собственные функции крае-

вой задачи.
Коэффициенты ряда Фурье на двух временных интервалах определяются формулами
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t
∂

= ∆
∂

 — распределение начального перемещения и началь-

ной скорости по длине инструмента для задачи на втором временном промежутке, то есть при 
( , ).t t θ∈ ∆

3. Результаты вычислительных экспериментов

Рассмотрим сравнение решений, полученных методом Фурье и методом конечных разно-
стей для поперечных колебаний инструмента. Графики на рис. 3 получены при оптимальном 
выборе параметров разностной схемы. Задача рассмотрена при наличии импульсной нагрузки 
только за счет начального распределения скорости по длине инструмента. 

Решение на заданном промежутке времени при наличии внешней нагрузки  приведено на 
рис. 4. 

Практическое совпадение кривых на рис.3,4 свидетельствует о корректности применяемых 
алгоритмов разностного метода и метода Фурье. На рис. 5 представлены продольные колеба-
ния стержня при наличии нагрузки за счет начального распределения скорости. 

                                             а                                                                           б
Рис. 3. Сравнение решений: а) форма поперечных перемещений; б) перемещения отдельных 

сечений инструмента: 1) метод Фурье; 2) разностный метод;
Основные параметры: 0,3ε =  м; 26,15wP =  Нс; 0 0,781V = −  м/с; 5α =  град
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Высокочастотные колебания (~2500 Гц) относительно средней линии низкочастотных ко-
лебаний отделяются от низкочастотных (~100 Гц) по формуле 0 0 0 1( ) ( ).n nu u uε ε= −

Формула представляет разность решений при малом значении 10.1 Lε = ⋅  м, и при большом 
значении 1 1Lε =  м. Малое значение имитирует импульсную нагрузку на торец инструмента, 
большое значение — передачу импульса всей массе стержня. Разделение колебаний по часто-
там позволяет определить распределение нормальных напряжений по длине инструмента. На 
рис. 6, а представлены результаты вычисления напряжений в заданном сечении в зависимости 
от времени по различным формулам:

 
( ) ( ) ( ) ( )( )10 10 1 0 0 1

1 ,
10

n n n nu u u u
E

h
ε ε ε ε

σ
− − −

=  (19)

 ( ) ( )10 0
2 ,

10

n nu u
E

h
ε ε

σ
−

=  (20)

 ( ) ( )10 1 0 1
3 .

10

n nu u
E

h
ε ε

σ
−

=  (21)

Результаты вычислений показали, что формулы (1) и (2) дают практически одинаковые 
результаты, по формуле (3) напряжения не определяются (рис. 6, а).

На рис. 6, б показано затухание низкочастотных продольных колебаний левого торца ин-
струмента вследствие наличия диссипативного сопротивления. 

                                        а                                                                               б
Рис. 4. а) Сравнение решений при внешней импульсной нагрузке: 1) метод Фурье;

 2) разностный метод; 3) постоянная внешняя нагрузка; б) метод Фурье; Параметры: 
10t∆ =  мс, 0 1000P =  H/м, 0,9L =  м, 0,02T = c

                                     а                                                                                      б
Рис. 5. а) Выделение переносных и относительных продольных колебаний левого торца 

стержня: 1) 1ε =  м, 2) 0,1ε =  м; б)Высокочастотные колебания: 1) 0x = , 2) 1x L=
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Заключение

1. Предложена модель учета продольно-поперечного импульса в результате реакции со 
стороны обрабатываемой породы на торец инструмента ударного устройства. Модель пред-
ставлена независимой системой дифференциальных уравнений второго и четвертого поряд-
ков в частных производных. Ударный импульс определяется начальным распределением попе-
речной и продольной составляющей скорости и также кратковременно действующей внешней 
силой.

2. Для решения начально-краевых задач предложены метод Фурье и метод конечных раз-
ностей. Сравнение решений, полученных методами Фурье и конечных разностей, позволило 
выбрать оптимальные разностные схемы и их параметры.

3. Применение различных параметров распределения начальной скорости от продольной 
составляющей ударного импульса позволило выделить высокочастотные составляющие про-
дольных колебаний инструмента и таким образом определить нормальные напряжения в по-
перечном сечении инструмента в зависимости от времени, а также распределение напряже-
ний по длине инструмента.
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А. С. Соловьев1, А. В. Калач1, Т. В. Лентяева2

Аннотация. В статье рассмотрены различные способы моделирования механического 
движения лавиноопасных снежных масс. Показано, что трехмерная модель на основе 
динамики частиц позволяет получить высокую степень пространственной и временной 
дискретизации, а это, в свою очередь, обеспечивает расчет траектории движения, энер-
гии, давления лавины. Таким образом, объемная дискретная модель снежной массы по-
зволяет адекватно оценить разрушительное воздействие лавин.
Ключевые слова: снег, снежная лавина, моделирование, динамика частиц, эксперимент, 
энергия, давление, траектория движения.

Введение

Снежные лавины представляют собой чрезвычайно опасное природное явление. По мере 
расширения деятельности человека в горных районах актуальность исследования динамики 
движения снежных масс повышается с каждым годом. Свойства снега весьма разнообразны 
и зависят от целого ряда условий: температуры, влажности, массы снежных осадков, пред-
шествующих погодных условий и т. д. Более того, физические свойства снега меняются с те-
чением времени даже при постоянной температуре. В соответствии с этим для моделирова-
ния лавин используются различные способы, которые с разной степенью точности позволяют 
определять динамические характеристики лавины, и на этой основе прогнозировать движе-
ние снежной массы с целью определения степени опасности для людей и инфраструктуры. 
Любой способ моделирования должен позволять рассчитывать следующие величины: ско-
рость движения снежной массы, дальность выброса, объем, давление снега на препятствие. 
Следует отметить, что существуют официальные документы, определяющие порядок рас-
чета динамических свойств лавин, например, СП428.1325800.2018 «Инженерные изыскания 
для строительства в лавиноопасных районах. Общие требования». В документе обоснование 
выбора эмпирических формул и методов моделирования строго привязано к положительной 
статистике использования в соответствующем районе страны. Приведенные в своде правил 
формулы не всегда возможно использовать без дополнительных теоретических и эксперимен-
тальных исследований. Расчеты, выполненные по одному и тому же методу, но в различных 
регионах страны могут существенно отличаться в зависимости от физико-географических ус-
ловий. Движение лавиноопасных снежных масс решающим образом зависит от воздействия 
постоянных и изменяющихся во времени географических и метеорологических особенностей 
местности [1]. Каждый регион характеризуется особенным набором лавинообразующих фак-
торов, которые определяют совокупность динамических характеристик лавин.

К постоянным географическим особенностям местности в первую очередь следует отнести 
рельеф. Рельеф горного склона определяет значительную часть динамических характеристик: 
траекторию и скорость движения лавины, объем снежной массы, дальность выброса, энер-
гию удара. К переменным характеристикам местности относятся климатические факторы, та-
кие как толщина снежного покрова и его изменение в течение зимы, температура и тип снега, 
структура снега и ее изменение по толщине слоя.

Большинство современных моделей движения лавин не учитывают температуру, влаж-
ность, вязкость и строение снежной массы. В основе моделирования лежит средняя толщина 
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снежного пласта и усредненный коэффициент трения и сопротивления. Это приводит к се-
рьезным ошибкам при расчетах.

Моделирование движения снежных лавин

Движение снежных лавин является объемным процессом, однако моделирование прово-
дят как в двухмерном, так и в трехмерном пространстве. Упрощение задачи до двухмерного 
случая связано с уменьшением объема вычислений и в ряде случаев вполне оправдано. Совер-
шенствование вычислительной техники позволяет сделать следующий шаг и перейти к объ-
емному моделированию, тем более, что в ряде случаев траектория движения лавины и другие 
характеристики невозможно рассчитать в упрощенной двухмерной модели с приемлемой точ-
ностью. 

При моделировании аналогами снега чаще всего выбирают жидкость, сыпучие материалы, 
частицы с различными свойствами [2–4]. В последнее время предпринимаются попытки ис-
следовать движение снежной массы с помощью теории клеточных автоматов. Все простран-
ство, в котором движется лавина делится на маленькие элементы (элементарные автоматы), 
взаимодействующие по простым законам. Каждая клетка характеризуется своей высотой: не 
разрушаемая высота (т. е. высота поверхности земли), разрушаемая высота (т. е. слой снеж-
ного покрова), высота потока, сосредоточенная кинетическая энергия (т. е. высота, соответ-
ствующая кинетической энергии на единицу массы материала снега, связанной с ячейкой). Из 
каждой ячейки поток может перейти на соседние клетки, что приводит к изменению их вы-
соты. Движение моделируется в предположении, что вся система стремится к максимальной 
стабильности [5].

Для описания движения лавиноопасных снежных масс наиболее адекватным будет моде-
лирование методом динамики частиц. Метод широко используется и показывает хорошее со-
ответствие экспериментальным данным как при описании структуры кристаллов, так и при 
моделировании макротел в различных фазовых состояниях [6–8].

В рамках метода динамики частиц снежная масса представляет собой совокупность одина-
ковых шарообразных элементов диаметром около 0,1ed =  м. Количество элементов определя-
ется мощностью вычислительной техники и на данный момент может достигать величины 
~106. Положение каждого элемента характеризуется шестью переменными: тремя координата-
ми центра элемента ( ), ,i i iX Y Z  и тремя проекциями вектора скорости , .( ),xi yi ziV V V  Предпола-
гается, что элементы снега взаимодействуют между собой и с поверхностью горного склона 
вязкоупругим образом. Это позволяет ввести в модель основные механические свойства сне-
га: плотность, модуль упругости, внутренний коэффициент трения, величину деформации, 
способность к расслоению. 

Такой тип взаимодействия обеспечивает отталкивание элементов друг от друга, когда рас-
стояние между центрами становится меньше диаметра, и притяжение при незначительном 
удалении на расстояние, c er dα= ⋅  (α  — коэффициент, характеризующий критическое рассто-
яние через диаметр элемента, в большинстве вычислений принят равным 1,1) [4]. В соответ-
ствии с представленными условиями предложена трехмерная модель движения снежной мас-
сы, которая позволяет обеспечить пространственную дискретизацию лавиноопасной снежной 
массы [9]. Для упрощения вычислений и проведения множественных компьютерных экспери-
ментов по трехмерному моделированию на языке Object Pascal была создана программа «Про-
грамма трехмерного моделирования снежной лавины с использованием метода динамики ча-
стиц», которая функционирует в интегрированной среде Borland Delphi 7.0 [10].

На рис. 1 представлен начальный момент компьютерного эксперимента. Элементы снега 
располагаются над поверхностью склона, координаты каждого из них задаются генератором 
случайных чисел.
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На следующем этапе имитируется выпадение осадков. По достижении некоторой высоты 
снежных отложений происходит сход лавины (рис. 2). Момент начала движения снежной мас-
сы определяется формой склона, его крутизной, коэффициентом жесткости взаимодействия 
элементов снега между собой, коэффициентом жесткости взаимодействия элементов снега со 
склоном, коэффициентом вязкого трения элементов снега между собой, коэффициент вязкого 
трения элементов снега со склоном.

Рис. 1. Начальное положение снежной массы при компьютерном эксперименте

Рис. 2. Начальный этап схода лавины
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На рис. 3 показано взаимодействие лавины с плоским вертикальным препятствием. Од-
новременно с визуальным изображением взаимодействия программа выводит на экран с по-
следующей печатью величину энергии и давления лавины. Возможен вывод распределения 
энергетических величин по высоте снежных отложений.

Заключение

Представленный программный продукт «Программа трехмерного моделирования снежной 
лавины с использованием метода динамики частиц» позволяет моделировать движение лави-
ноопасной снежной массы на основе модифицированного метода сглаженных частиц. Коли-
чество частиц может достигать 1,5•106. При этом возможно изменять конфигурацию горного 
склона, размеры и количество элементов снега, параметры взаимодействия между элементами 
и между элементами и склоном. Изменением параметров взаимодействия моделируются ме-
теорологические условия, а в конечном счете плотность, вязкость, влажность снежной массы. 
Программа позволяет рассчитывать динамические характеристики лавины: скорость, даль-
ность выброса, объем, энергию и давление, оказываемое на препятствия различной формы, 
а следовательно, прогнозировать разрушительное воздействие на элементы инфраструктуры.
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УДК 004.942

ПОСТРОЕНИЕ ВИРТУАЛЬНОЙ МОДЕЛИ КОМПЬЮТЕРНОЙ СЕТИ
С ИСПОЛЬЗОВАНИЕМ ПРОТОКОЛА АВТОРИЗАЦИИ KERBEROS 

ДЛЯ ПОЛУЧЕНИЯ ДОСТУПА В ИНТЕРНЕТ ДОМЕННЫМИ ПОЛЬЗОВАТЕЛЯМИ

Воронежский государственный университет

А. М. Субботин, М. К. Чернышов

Аннотация. В работе рассматривается один из способов создания модели корпоративной 
компьютерной сети на базе Active Directory с помощью виртуальной сетевой лаборатории 
EVE-NG с использованием прокси-сервера для доступа в Интернет. С целью повышения 
уровня безопасности сети для получения доступа в Интернет используются доменные 
учетные данные, которые вводятся пользователями в процессе авторизации.
Ключевые слова: локальные сети, безопасность сети, межсетевой экран, виртуализация, 
маршрутизатор, авторизация пользователей.

Введение

Размеры, количество и сложность локальных сетей увеличиваются с каждым годом. Вместе 
с этим возрастает и сложность их сопровождения. Для осуществления надлежащего контроля 
и соблюдения безопасности администраторам приходится внедрять в сеть прокси-серверы, 
требующие дополнительную аутентификацию пользователей при каждом входе. К сожале-
нию, большинство пользователей не обладает достаточной компьютерной грамотностью. По-
является потребность в создании единой системы аутентификации с однократным введением 
учетных данных.

С внедрением новых технологий возникает другая проблема. В связи с тем, что оборудо-
вание, необходимое для создания и тестирования корпоративных сетей, может быть очень 
дорогим, многие предприятия не в силах позволить себе приобрести такое оборудование для 
использования в учебных целях. Возникает необходимость в использовании специальных 
программ виртуализации для создания и настройки виртуальных сетей с возможностью по-
следующего создания реальной сети с такой же конфигурацией.

В качестве одного из решений данной проблемы является виртуальная сетевая лаборато-
рия EVE-NG [1], позволяющая создавать и настраивать виртуальные компьютерные сети с ис-
пользованием виртуального оборудования, ничем не отличающегося от физических аналогов. 
Это позволяет без материальных затрат накапливать опыт администрирования сетей разных 
масштабов.

1. Постановка задачи

В рамках данной работы предполагается создание и конфигурирование фрагмента локаль-
ной сети с использованием нескольких компьютеров, имеющих единственный выход в Интер-
нет, осуществляемый с помощью прокси-сервера Squid. При этом на прокси-сервере должен 
быть реализован механизм авторизации пользователей сети с помощью протокола LDAP, по-
зволяющего совместить используемые доменные учетные данные пользователей с их учетны-
ми данными для получения доступа в Интернет.
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2. Создание виртуальной сети

Первый этап создания виртуальной сети представляет собой создание и установку вирту-
альной сетевой лаборатории EVE-NG в качестве виртуальной машины, запускаемой с помо-
щью программного продукта VMware Workstation Player.

После запуска виртуальной машины EVE-NG для построения схемы разрабатываемой 
компьютерной сети потребуются образы следующих устройств:

1. Программный маршрутизатор pfSense;
2. Коммутатор Cisco;
3. Сервер на базе MS Windows Server;
4. Несколько компьютеров-клиентов.
Каждый из образов перечисленных устройств должен располагаться на виртуальном жест-

ком диске лаборатории EVE-NG в собственной директории, являющейся подкаталогом следу-
ющего каталога: /opt/unetlab/addons/qemu.

Для копирования уже имеющихся образов устройств в лабораторию используется 
FTP-клиент, например, FileZilla Client. При отсутствии готового образа какого-либо устрой-
ства для него предварительно создается собственная виртуальная машина с помощью VMware 
Workstation Player с последующим конвертированием образа ее жесткого диска в приемлемый 
для EVE-NG формат.

Поскольку образы различных устройств, используемых в лаборатории EVE-NG, имеют 
формат qcow2, а образы виртуальных дисков в виртуальной машине, создаваемой с помощью 
VMware Workstation Player, имеют формат vmdk, процесс конвертирования одного формата 
в другой осуществляется с помощью утилиты qemu-img. Для этого в операционной системе 
семейства MS Windows используется следующая команда:

start qemu-img.exe convert -f vmdk -O qcow2 image.vmdk hda.qcow2

где image.vmdk – это имя исходного образа жесткого диска виртуальной машины.
Наконец, после загрузки всех необходимых образов сетевых устройств на виртуальный жест-

кий диск лаборатории EVE-NG может быть построена схема полученной сети. Данный процесс 
осуществляется с помощью предоставляемого лабораторией EVE-NG Web-интерфейса (рис. 1).

Рис. 1. Схема виртуальной сети
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3. Конфигурирование виртуальной сети

При добавлении роли контроллера домена на компьютере с установленной операционной 
системой MS Windows Server (на представленной на рис. 1 схеме сети — компьютер Winserver2) 
дополнительно необходимо выполнить настройку сервера DNS. В диспетчере DNS в зоне пря-
мого просмотра должна быть создана A-запись с доменным именем маршрутизатора pfSense. 
Кроме того, необходимо создать зону обратного просмотра и добавить в нее PTR-записи с 
адресами контроллера домена и маршрутизатора. Общий вид структуры DNS сервера пред-
ставлен на рис. 2.

После успешного завершения настройки служб контроллера домена необходимо ввести в 
домен компьютеры-клиенты (на представленной схеме сети — компьютеры Win-73 и Win-74). 
В рассматриваемой модели сети в качестве доменного имени домена будет использовано имя 
coursework.ru.

Прокси-сервер Squid, с помощью которого будет осуществляться доступ пользователей в 
Интернет, будет установлен в качестве дополнительного пакета, поставляемого в составе про-
граммного маршрутизатора pfSense (на представленной схеме сети — компьютер pfSense3), 
поэтому предварительно необходимо провести первоначальную настройку самого маршрути-
затора, указав:

• имя хоста — pf;
• принадлежность к домену — coursework.ru;
• адрес DNS сервера — 192.168.2.110 (IP-адрес контроллера домена);
• NTP (Network Time Protocol) сервер — dc2.coursework.ru.
В маршрутизаторе по умолчанию включены правила, разрешающие полный доступ из 

LAN сети в Интернет по протоколу IPv4. Необходимо настроить это правило так, чтобы сое-
динения были разрешены только внутри локальной сети. Аналогичное правило для сети IPv6 
отключается.

Для настройки Kerberos аутентификации пользователей в Web-интерфейсе pfSense вместо 
использования механизма локальной аутентификации необходимо выбрать режим аутенти-
фикации по протоколу LDAP. Это позволит управлять маршрутизатором pfSense, используя 
доменные учетные записи. Для этого в брандмауэре на контроллере домена создается разре-
шающее правило для входящих подключений с использованием порта 389. Это правило по-
зволит маршрутизатору pfSense выполнять запросы к базе данных Active Directory. Далее в 
Active Directory необходимо создать группу pfsense-admin и две принадлежащие данной груп-
пе учетные записи пользователей:

• Учетная запись admin будет использоваться для входа в веб-интерфейс pfSense. 
• Учетная запись bind будет использоваться для обращений к Active Directory.

Рис. 2. Структура диспетчера DNS
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После этого в настройках Web-интерфейса pfSense в менеджере пользователей раздела сер-
веров аутентификации создается новая конфигурация типа LDAP, где указываются данные, 
необходимые для соединения с контроллером домена и предоставления прав доступа учетной 
записи bind к базе данных Active Directory:

CN=bind,CN=Users;DC=coursework,DC=ru

Кроме того, создается новая группа с названием pfsense-admin и указанием того, что группа 
является внешней по отношению к pfSense — ей выдаются права администратора. В качестве 
сервера аутентификации необходимо указать имя контроллера домена dc2.coursework.ru.

Следующим шагом в процессе конфигурирования сети является непосредственно настрой-
ка прокси-сервера Squid. После его подключения в качестве пакета к маршрутизатору pfSense 
в свойствах браузера на каждом компьютере-клиенте в сетевых настройках требуется указать 
используемый прокси-сервер. Альтернативой данному подходу является использование груп-
повых политик в домене, с помощью которых на контроллере домена достаточно включить 
соответствующие правила для всех пользователей или компьютеров сети.

Для аутентификации пользователей на прокси-сервере была выбрана схема Negotiate, по-
зволяющая избежать повторной аутентификации для тех пользователей, которые уже к этому 
моменту успешно авторизовались в домене. Microsoft Negotiate является поставщиком под-
держки безопасности (SSP), который выступает в качестве уровня приложения между интер-
фейсом поставщика поддержки безопасности (SSPI) и другими SSPs. Когда приложение обра-
щается к интерфейсу SSPI для выполнения входа в сеть, оно может указать SSP для обработки 
запроса. Если приложение указывает negotiate, Microsoft Negotiate анализирует запрос и вы-
бирает наиболее подходящий поставщик служб SSP для обработки запроса на основе полити-
ки безопасности, настроенной клиентом.

В настоящее время пакет безопасности Negotiate выбирает между Kerberos и NTLM. По 
умолчанию в качестве наиболее безопасного протокола выбирается Kerberos [2].

При использовании данного подхода в качестве одной из дополнительных систем защиты 
используется проверка соответствия системного времени устройств, устанавливающих между 
собой соединение. Поэтому в рассматриваемой ситуации предварительно необходимо син-
хронизировать системное время контроллера домена и маршрутизатора pfSense. В случае не-
обходимости для этого используется утилита ntpdate с адресом контроллера домена в качестве 
параметра.

На контроллере домена необходимо создать keytab-файл, содержащий ключи, которые бу-
дут использоваться для аутентификации в сервисе Kerberos без требования пароля. Для этого 
вводится следующая команда:

ktpass /princ HTTP/pf.coursework.ru@COURSEWORK.RU /mapuser pf@COURSEWORK.RU /crypto 
ALL /ptype KRB5_NT_PRINCIPAL /pass Qwe123123 /out C:\krb5.keytab

где pf@COURSEWORK.RU – имя доменной учетной записи, с помощью которой впоследствии будут 
осуществляться запросы маршрутизатора pfSense к контроллеру домена. Полученный keytab-
файл необходимо перенести на маршрутизатор pfSense любым доступным способом.

Далее на жестком диске маршрутизатора pfSense в директории /etc необходимо создать 
файл конфигурации Kerberos krb5.conf. Данный файл содержит информацию о конфигура-
ции Kerberos, в том числе расположение KDC (центра распределения ключей) и администра-
тивных серверов, значения по умолчанию для текущей области и для приложений Kerberos, а 
также сопоставления имен хостов с областями (realms) Kerberos. Файл разделен на несколько 
частей, каждая из которых начинается с названия, заключенного в квадратные скобки. При-
мер минимального конфигурационного файла представлен ниже.
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[libdefaults]
     default_realm = COURSEWORK.RU
     default_keytab_name = /etc/krb5.keytab
[realms]
     Coursework.ru = 
     {
       kdc = DC2.COURSEWORK.RU
       admin_server = DC2.COURSEWORK.RU
       default_domain = coursework.ru
     }

Для включения механизма Negotiate необходимо внести изменения в конфигурационный 
файл прокси-сервера squid.conf, добавив следующую команду:

auth_param negotiate program /usr/local/libexec/squid/negotiate_kerberos_auth –r –s 
HTTP/pf.coursework.ru@COURSEWORK.RU –t none

Кроме того, в файл дополнительно были добавлены еще несколько команд:
auth_param negotiate children 15 — определяет, какое максимальное количество одновре-

менно запущенных процессов авторизации может ипользоваться.
auth_param negotiate keep_alive on — не позволяет разорвать связь во время опроса це-

почки авторизации.
acl auth proxy_auth REQUIRED — создает и требует список контроля доступа, включающий 

в себя пользователей, прошедших авторизацию.
acl nonauth dstdomain «/etc/squid/nonauth.txt» — сообщает Squid о списке доступа 

nonauth в котором содержатся домены назначения, к которым всегда будет разрешен доступ 
всем неавторизованным пользователям. 

http_access allow nonauth — разрешает доступ к указанному списку всем неавторизован-
ным пользователям.

http_access deny !auth — запрещает доступ неавторизованным пользователям к осталь-
ным сайтам.

http_access allow auth — разрешает доступ авторизированным пользователям [3].
На этом процесс настройки прокси-сервера Squid можно считать законченным.

Заключение

В ходе работы был создан фрагмент виртуальной локальной сети в сетевой лаборатории 
EVE-NG. В этой сети был создан и настроен контроллер домена, проведена настройка прок-
си-сервера в режиме единого входа по учетным данным пользователей из Active Directory при 
помощи сетевого протокола Kerberos.

Данный подход может быть использован в крупных компаниях для проведения испытаний 
по внедрению и настройке новых элементов сети с сохранением бесперебойности работы уже 
существующей сетевой инфраструктуры. После полученная в ходе выполнения на виртуаль-
ной машине конфигурация может быть легко перенесена на физическую систему без внесения 
каких-либо изменений.
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ПОВЫШЕНИЕ ВИЗУАЛЬНОГО КАЧЕСТВА ДЛЯ ФОТОГРАФИЙ ДОКУМЕНТОВ
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К. Д. Субочев, О. А. Медведева

Аннотация. В данной статье рассмотрены алгоритмы повышения визуального каче-
ства изображений неравномерно освещенных документов. Подробно описан алгоритм 
локального улучшения качества с использованием медианной и Гауссовой фильтраций. 
Проведен анализ параметров алгоритма и разработаны рекомендации по его использо-
ванию.
Ключевые слова: цифровая обработка изображений, локальная бинаризация, фильтр Га-
усса, медианный фильтр.

Введение

В современном мире пользователи все чаще и чаще получают различные изображения до-
кументов при помощи мобильных устройств, прибегая к помощи сканера только в самых ис-
ключительных случаях. На фотографиях, полученных в спешке, очень часто появляются тени 
и засвеченные фрагменты. Это все мешает прочесть полученный текст. Целью данной статьи 
является повышение визуального качества фотографий документов.

Изображения, полученные в неблагоприятных условиях освещенности, часто не использу-
ют весь диапазон возможных градаций яркости, что предопределяет их низкую информатив-
ность. Контрастность изображения низкая. В результате соседние на изображении фрагменты 
имеют слишком близкую яркость, что и обуславливает их плохую различимость.

1. Методы повышения качества изображений

Один из методов повышения качества изображений состоит в увеличении контраста отно-
сительно среднего значения яркости пикселей (рис. 1, 2).

Однако, такой простой метод в большинстве случаев не работает, как видно на рисунках, 
т. к. соседние фрагменты могут иметь слишком близкую яркость:

Рис. 1. Исходное изображение Рис. 2. Результат

Рассмотрим другие подходы к повышению контраста, учитывающие неравномерное осве-
щение.

К таким подходам можно отнести процесс бинаризации изображения, т. е. перевод цветно-
го (или в градациях серого) изображения в двухцветное черно-белое. Главным параметром 
такого преобразования является порог t  — значение, с которым сравнивается яркость каждо-
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го пикселя. По результатам сравнения, пикселю присваивается значение 0 или 1. Существуют 
различные методы бинаризации, которые можно условно разделить на две группы — глобаль-
ные и локальные. 

Метод глобальной бинаризации делит пиксели на передний план и фон, используя одно 
пороговое значение для всего изображения. Данный метод в большинстве случаев работает 
очень плохо (рис. 3, 4).

Рис. 3. Исходное изображение Рис. 4. Глобальная бинаризация

Как можно заметить, по результатам работы метода глобальной бинаризации (рис. 4), на 
участке страницы, куда падает тень, появилось огромное черное пятно, из-за которого текст 
распознать невозможно. 

Для более качественного результата следует использовать локальный метод бинаризации. 
Метод локальной бинаризации присваивает разные пороговые значения разным пикселям 
изображения. Пороговое значение для заданного пикселя вычисляется на основании уровней 
яркости пикселей в некоторой окрестности текущего пикселя.

Метод глобальной бинаризации быстр, но он не устойчив к шуму и неравномерному ос-
вещению. Например, одного порогового значения может быть недостаточно для отделения 
текста от тени и засвета. Метод локальной бинаризации требует больших вычислительных 
затрат, но справляется с поставленной задачей гораздо лучше (рис. 3, 5).

По результатам работы метода локальной бинаризации (рис. 5) можно заметить, что дан-
ный метод справился гораздо лучше глобального. Черное пятно от тени отсутствует, а текст 
хорошо виден.

2. Алгоритм локальной бинаризации

В данной статье предлагается исследование алгоритма локальной бинаризации. 
Данный алгоритм содержит следующие этапы.

Рис. 5. Локальная бинаризация
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1 этап. Преобразование цветного изображения в изображение в оттенках серого. Значение 
яркости для каждого цветного канала R, G, B заменяется на среднее R G B .

3
+ +  Альфа канал 

оставляется без изменений. 
2 этап. Вычисление интегральной матрицы изображения. Интегральная матрица изобра-

жения — это матрица, совпадающая по размерам с исходным изображением. В каждом ее эле-
менте хранится сумма яркостей всех пикселей, находящихся левее и выше данного элемента. 
Элементы матрицы рассчитываются по следующей формуле:

,

0, 0
( , ) ( , ),

i x j y

i j
L x y I i j

≤ ≤

= =

= ∑
где ( , )I i j  — яркость пикселя исходного изображения.

3 этап. К интегральной матрице применяется Гауссова или медианная фильтрации с целью 
получения размытого изображения для дальнейшей очистки исходного изображения от не-
нужных элементов. Оно показывает степень «затемнения» изображения.

Гауссова фильтрация — это низкочастотный фильтр, который сглаживает неравномерные 
значения пикселей изображения. У него есть два параметра: размер окрестности (маски) и 
параметр ,σ  который подбирается так, чтобы на краях маски ядра коэффициенты фильтра 
были малы:

2 2

2
( )

2
2

,

1( , ) ( , ),
2

x yr

i r j r
g x y e f x i y jσ

πσ

− +

=− =−

= + +∑
где σ  — стандартное отклонение, ( , )f x y  — элемент интегральной матрицы изображения, 
размер окрестности (2 1).r +

Медианный фильтр — фильтр, который заменяет значение пикселя на значение медианы 
распределения яркостей всех пикселей в окрестности. Основная функция медианного филь-
тра заключается в замене отличающегося от фона значения пикселя на другое, более близкое 
к его соседям.

( , ) { ( ( , ), , }.g x y med f x i y j r i j r= + + − ≤ ≤
Для вычисления медианы значения ( , ),f x i y j+ +  ,r i j r− ≤ ≤  упорядочены по не убыва-

нию, после чего берётся элемент, имеющий среднее значения яркости. 
4 этап. Вычитание из интегральной матрицы полученного размытого изображения для по-

лучения конечного результата.

3. Реализация алгоритма

Приложение, реализующее работу локальной бинаризации изображения, было разработа-
но при помощи программного обеспечения Visual Studio 2022 на языке C#.

В качестве примера возьмем следующее изображение:

Рис. 6. Исходное изображение
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Исследуем степень влияния на результирующее изображение таких параметров как: раз-
мер окрестности, уровень шума и фильтрация. Под уровнем шума будем понимать, для меди-
анной фильтрации — константу, отвечающую за уровень серого на изображении, которая вы-
читается из полученного изображения, для фильтрации по Гауссу — стандартное отклонение 

.σ  Необходимо понять, какой параметр в большей степени влияет на качество полученного 
результата: размер окрестности или уровень шума. Результаты приведены в табл. 1.

Таблица 1
Таблица параметров и результатов

Фильтр Размер 
окрестности

Уровень 
шума

Время 
работы (в мс)

Исходное 
изображение Результат

Медианный 3 2 4

  
Гаусса 3 2 20

  
Медианный 3 4 4

  
Гаусса 3 4 7
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Медианный 9 2 4

  
Гаусса 9 2 9  

 
Медианный 9 8 4  

 
Гаусса 9 8 14  

 
Медианный 15 8 10  
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Гаусса 15 8 25  

 

На основании результатов эксперимента, представленных в таблице, можно сделать вывод 
о том, что в большей степени на полученный результат влияет размер окрестности и чем он 
больше, тем лучше будет результат. Также видно, что медианная фильтрация справляется луч-
ше, чем фильтрация по Гауссу. Это можно заметить не только по качеству изображения, но и 
по времени работы. Текст выглядит четко, без засветов и результат такой фильтрации прибли-
жен к виду отсканированного изображения. Для предложенного изображения параметры 15 
для окрестности и 8 для уровня шума, позволили получить чёткий текст. 
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Аннотация. В статье рассматривается один из методов численного моделирования мно-
гофазных течений с помощью метода решеточных уравнений Больцмана. Обсуждают-
ся преимущества метода. Демонстрируются результаты расчетов двуфазной жидкости 
нефть-вода с помощью данного метода.
Ключевые слова: метод решеточных уравнений Больцмана, модель Шан-Чена, много-
фазные течения.

Введение

Традиционно для решения задач гидродинамики применяются вычислительные мето-
ды, основанные на численном решении уравнений Навье — Стокса. Однако в последние 30 
лет развивается альтернативный подход — метод решеточных уравнений Больцмана (Lattice 
Boltzmann Method или LBM), в котором для моделирования течения вязкой Ньютоновской 
жидкости решается дискретизированное уравнение Больцмана.

В настоящее время LBM достиг высокого уровня развития, и его возможности для ряда за-
дач сопоставимы с возможностями традиционных методов решения уравнений Навье-Сток-
са. При всем при этом метод идеально подходит как для моделирования мезопроцессов, так 
и макропроцессов, а также прост в реализации и удобен к распараллеливанию, что дает ему 
существенное преимущество относительно других методов.

1. Метод решеточных уравнений Больцмана

Кинетическое уравнение Больцмана для одночастичной функции распределения ( , , )f r tξ
 

 
без учета внешних сил имеет вид:

,f f
t

ξ∂
+ ∇ = Ω

∂



где Ω — интеграл столкновений; t — время; r  — вектор пространственных переменных; ξ


 — 
вектор скорости частицы. Макроскопические характеристики плотность ρ  и скорость u сре-
ды являются моментами функции распределения и находятся посредством интегрирования 
по всем возможным скоростям .ξ



Дискретизация уравнения производится в два этапа: на первом этапе осуществляется дис-
кретизация в пространстве скоростей, а на втором этапе — равномерная дискретизация по 
времени и пространственным переменным [1, 2]. В итоге, получается решеточное уравнение 
Больцмана:

( , ) ( , ) ( , ).kk k k kf r e t t t f r t t f r t+ ∆ + ∆ = + ∆ Ω
   

В методах LBM оператор столкновения обычно используется в виде BGK (Bhatnagar-Gross-
Krook) приближения, которое представляет собой линейную релаксацию к локальному рав-
новесию:

( ) ,
eq

k k
k

f f
τ
−

Ω =

где τ  — безразмерный параметр релаксации; eq
kf  — равновесная функция распределения, 

имеющая вид:
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2 2

2 4 2

( ) ( ) ( )1 .
2 2

k keq
k k

s s s
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ρ
 ⋅ ⋅

= + + − 
 

    

Здесь sc  — базовая скорость в ячейке ( 1/ 3 / );sc x t= ⋅∆ ∆  kw  — весовые коэффициенты раз-
личные для разных моделей решеток. 

Плотность жидкости ρ  и скорость u в узле могут быть вычислены в соответствии с фор-
мулами:

0
,

M

k
k

fρ
=

=∑    
0

.
M

kk
k

u f eρ
=

=∑


3. Моделирование многофазовых потоков

Динамика многофазных течений играет важную роль во многих областях науки и техно-
логиях, включая движения потоков нефти с водой в пористых средах, кипящих жидкостей, 
плавления и затвердевание жидкого металла. Численное моделирование многофазных пото-
ков — сложная задача, потому что в дополнение к обычным трудностям, связанным с одно-
фазным движением, также требуется отслеживать во времени взаимодействия разных жидко-
стей, формы границ которых могут стать довольно сложными с течением времени.

Для обработки этого гораздо более широкого контекста требуется метод нового поколения. 
Элегантное решение этого вопроса — выразить новые физические эффекты через обобщен-
ную величину силы, где обобщенная сила учитывает оба внешних поля (такие как гравитаци-
онное или электрическое поля) и самосогласованные силы взаимодействия обусловленный 
межмолекулярными взаимодействиями или любыми другими эффектами взаимодействия, 
которые мы захотим

( , ) ( , ) ( , ) ,kk k k k kf r e t t t f r t t f r t S+ ∆ + ∆ = + ∆ Ω +
   

где kS  — это источниковый член [3]. 
Один из методов, который позволяет моделировать многофазные течения – псевдопотен-

циальный подход, представленный впервые Шаном и Ченом [4]. В данном подходе имеется 
псевдопотенциальная матцица ' ' '( , ) ( ) ( ),SS S SS SV x y x G y= Ψ Ψ

   

 где 'SSG  — функция Грина, выра-
жающая попарное взаимодействие между видами S  и 'S  в точках x  и ,y  соответственно; и 

( ) ( ( ))S S Sx xρΨ = Ψ
   — это своего рода свободная энергия системы. Для большинства практи-

ческих целей это взаимодействие выражается в следующей форме:

'
'

| | | |,( , )
0 .

iSS
SS

G y x cG x y
 − == 


  

 

îñòàëüíîå

Сила взаимодействия контролируется амплитудными параметрами ' ,SSG  играющими роль 
эффективных температур. Положительное 'SSG  означает притяжение, отрицательное 'SSG  — 
отталкивание. В результате происходит разделение фаз положительными элементами в диаго-
нали матрицы взаимодействия 'SSG  и отрицательными элементами вне диагонали.

Дальнейшее упрощение, обусловленное Шаном и Ченом, позволяет моделировать две жид-
кости одного вида, тое есть SSG G′ =  плотность, которого автоматически определяет легкую и 
тяжелую фаз [4]. В этом случае переход между тяжелой и легкой жидкостями контролируется 
функцией ( ),ρΨ  которая служит эффективной сводной энергией модели. Эта функция  обыч-
но выполняется в виде переключателя с резким переходом между плотной и легкой фазами

( )0/
0( ) 1 ,x e ρ ρ−Ψ = Ψ −



где 0ρ  — эталонная плотность, обозначающая границу 0 /1Ψ =  между легкими/тяжелыми 
жидкостями, соответственно.

Сила, связанная с этим псевдопотенциалом, задается
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( ) ( )( , ) ( ) ( , ) .ia ia
i

F x t G x x t cρ ρ= − Ψ Ψ∑
  

Таким образом, эта величина вносит вклад в источниковый член aFρ  в правую часть урав-
нений Навье — Стокса для каждого вида в отдельности.

Эта сила вносит дополнительный член в тензор потока импульса
1 ( ) ,
2

NS
ab ab ia ibP P G c cρ→ + Ψ

где верхний индекс NS обозначает обычное однофазное выражение Навье — Стокса. Позво-
ляя Ψ  зависеть от плотности жидкости, получается уравнение состояние неидеального газа 

( ),P P ρ=  включая уравнение Ван-дер-Ваальса 2 ( ) ,aP V b const
V

 − − = 
 

 /V m ρ=  — объем си-

стемы. 

3. Результаты

Поскольку метод решеточных уравнений Больцмана не отслеживает границы, а скорее по-
зволяет им спонтанно возникать из лежащей в их основе микродинамики, он хорошо подхо-
дит для изучения потоков жидкости со сложной динамикой границ. Чтобы показать типичную 
схему разделения фаз, произведено численное моделирование с помощью метода, изложенно-
го выше, на примере взаимодействия двух несмешивающихся жидкостей, таких как нефть и 
вода, показанного на рис. 1.

Рис. 1. Разделение фаз в бинарной жидкости нефть-вода с течением времени
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Заключение

Метод решеточных уравнений Больцмана показал свою эффективность для расчетов ди-
намики многофазной жидкости, сохраняя при этом изначальную простоту классического ме-
тода. Привлекательной особенностью модели Шан-Чена является то, что разделение фаз про-
исходит спонтанно всякий раз, когда сила взаимодействия G  превышает критический порог 

,cG  что естественным образом соответствует физическому понятию G  как обратной эффек-
тивной температуры системы. Такое свойство действительно прекрасно подтверждается чис-
ленным моделированием разделения бинарной жидкости. Кроме того, модель действительно 
проста в использовании, что объясняет, почему она является самым популярным выбором на 
сегодняшний день.
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Аннотация. В данной работе проводится изучение стохастической генерации музыки с 
использованием цепи Маркова, а также подготовка необходимых инструментов для гене-
рации музыки на основе данной композиции.
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Введение

Один из первых методов генерации музыкальной композиции, получивший название 
Musikalisches Wurfelspiel (Музыкальные игры в кости), был создан в 18 веке Иоганном Филип-
пом Кирнбергером, который опубликовал метод [1] для сочинения полонеза в форме менуэта 
и трио. Первая и третья части представляют собой одни и те же восемь тактов, называемых 
менуэтом, средняя часть называется трио. Таким образом структура такого полонеза выгля-
дит следующим образом: ABA, где A — это менуэт, а B — трио. 

Для генерации конкретного такта менуэта или трио бросали две шестигранные кости, а 
затем сопоставляли полученные значения в справочной таблице для определения содержа-
ния этого такта. На рис. 1 показана таблица из издания 1767 года [2] работы Кирнбергера. 
«Premiere partie» обозначает менуэт, а «Seconde partie» обозначает трио.

Однако эти игры в кости сильно ограничены в том смысле, что они полагаются на компо-
зитора, сочинившего всевозможные такты, которые будут собраны вместе. Другими словами, 
данный процесс просто собирает воедино уже сочиненную музыку по-новому. Это оставляет 

Рис. 1. Таблица для построения тактов менуэта и трио
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открытым следующий вопрос: как случайным образом создавать отдельные ноты, составляю-
щие такты? Одним из таких подходов является моделирование музыки с использованием це-
пей Маркова [3], что открывает возможности для вычислительного составления сколь угодно 
длинных и полноценных композиций.

1. Генерация музыки при помощи цепей Маркова

Теперь на основе данного музыкального произведения, которое мы будем называть трени-
ровочными данными, оценим вероятности для нашей цепи Маркова. Это позволит нам сгене-
рировать музыку в том же стиле, что и оригинальное произведение. 

Для генерации музыки нам нужно, чтобы узлы в цепочке Маркова представляли собой 
звуковые объекты. Эти объекты представляют одну ноту или аккорд и содержат информацию 
о ее высоте (ах), октаве (ах) и длительности. Таким образом, каждый узел будет содержать ин-
формацию об одной ноте или наборе нот в аккорде:

– название ноты от A до G; 
– случайный знак альтерации (диез, бемоль или без знака) для каждой ноты, представлен-

ный символом ♯, ♭ или без знака соответственно; 
– октава для каждой ноты, представленная целым числом от 0 до 8;
– длительность звукового объекта, обозначаемая целой нотой, половинной, четвертной 

восьмой и т.д. 
Также будет учтен особый случай: паузы, знаки молчания. Паузы будут обозначаться бук-

вой R. Паузы также имеет определенную длительность (целая, половинная, четвертная, вось-
мая и т. д.). 

Набор звуковых объектов будет определен путем синтаксического анализа музыкально-
го произведения. Для составления нашей матрицы перехода нужно определить вероятность 
перехода от каждого звукового объекта s1 к s2 в цепочке. Кроме того, необходимо определить 
вектор первичных вероятностей I. Этот вектор содержит вероятности появления каждого 
объекта si в цепочке X1 на первом месте равное si.

Например, рассмотрим цепь Маркова, которая состоит всего из трех звуковых объектов. 
Обратите внимание, что ♩ представляет собой четвертную ноту, а ♪ представляет собой вось-
мую ноту. Набор состояний в примере представлен следующим образом:

S = {(C♯4,E4,A4)♩,F4♪,R♩ }.
Первое состояние — это аккорд, который состоит из трех нот — C♯, E4 и A4 — и длится 

одну четвертую ноты.
Второе состояние — это одна нота — F4 — с длительностью в одну восьмую ноты.
Третье состояние — это пауза продолжительностью в одну четвертую ноты.
Матрица перехода M этой цепочки представлена в табл. 1.

Таблица 1
Матрица перехода M

Состояние (C♯4, E4, A4)♩ F4♪ R♩
(C♯4, E4, A4)♩ 0.1176 0.6234 0.2590

F4♪ 0.5123 0.0000 0.4877
R♩ 0.9995 0.0000 0.0005

Представление матрицы перехода M в виде графа показано на рис. 2.
Чтобы сгенерировать новый музыкальный фрагмент необходимо выбрать начальный зву-

ковой объект для генерации. Мы можем просто выбрать первый звуковой объект из трени-
ровочных данных, или создать вектор первичных вероятностей, который содержит вероятно-
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сти, c которой встречается каждый звуковой объект. Мы выберем последнее и определим наш 
вектор первичных вероятностей, посчитав сколько всего звуковых объектов имеется в пьесе 
(включая повторения) и количество повторений каждого звукового объекта.

Чтобы увидеть, как это работает, предположим, что в тренировочных данных (C# 4, E4, 
A4)♩ появляется дважды, F4♪ появляется три раза, а R♩ появляется один раз. Таким образом 
вычислим вектор первичных вероятностей I (табл. 2).

Таблица 2
Вектор первичных вероятностей I

(C♯4, E4, A4)♩ F4♪ R♩
0.3333 0.5000 0.1667

Теперь у нас есть инструменты для создания музыки из цепочки Маркова в том же стиле, 
что и тренировочные данные.

Заключение

В результате работы была решена задача по изучению стохастической генерации музыки с 
использованием цепей Маркова, а также были подготовлены необходимые инструменты для 
генерации музыки на основе данной композиции.
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Рис. 2. Пример музыкальной цепи Маркова в виде графа



666

УДК 004.6

ПРОБЛЕМЫ ВИЗУАЛИЗАЦИИ ДАННЫХ 
НАУЧНЫХ ИССЛЕДОВАНИЙ И ЭКСПЕРИМЕНТОВ

Воронежский государственный университет

В. В. Ухлова, С. А. Палкина

Аннотация. В статье рассматривается проблема представления данных научных иссле-
дований и экспериментов при публикации результатов, подготовки презентаций для 
публичного выступления и различных отчетных документов. Сложность такого пред-
ставления определяется большими объемами выборок для отображения, наличием суще-
ственного разброса значений результатов измерений и сложностью выбора инструмен-
тов визуализации. В качестве решения предлагается подход, основанный на методологии 
исследования данных CRISP-DM. Согласно которому, прежде, чем представлять резуль-
таты исследований следует определить цели визуализации и понять сущность данных. 
Это упрощает как формирование выборок данных для представления, так и отбор подхо-
дящих инструментов визуализации.
Ключевые слова: визуализация, представление данных, исследование, эксперимент, ме-
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Введение

Наличие на рынке большого количества программного обеспечения для визуализации 
данных, не означает того, что отобразить данные теперь простая задача для большинства 
пользователей. Сервисы представляют большой спектр инструментов визуализации и позво-
ляют строить графические представления по различным срезам. При этом надо понимать, что 
сервисы используют заранее подготовленные данные, т.е. должного качества, как по форма-
там, так и выборкам. И в этом случае, задачи подготовки данных, начиная от того «что отобра-
зить» и, заканчивая «в каком виде», остаются за пределами работы с инструментами визуали-
зации. Исследователь, который собирает данные, не занимается их обработкой, а специалист 
по представлению данных ожидает готовых «чистых» данных. Особую сложность составляют 
задачи, связанные с отображением данных экспериментов и научных исследований. Их осо-
бенность состоит в том, что выборки для отображений представляют собой огромные мас-
сивы и качество данных в выборках не всегда позволяет их отобразить без предобработки. 
В ряде случаев, имеет место быть необходимость отображения не самих собранных данных, 
а их некоторых статистик. Для формирования графических представлений для решения ряда 
задач также требуется консолидация данных из разных источников, что делает их в массиве 
неоднородными. В связи с этим, выявление проблем и поиск путей решения, определяющих 
этап подготовки данных, который в большинстве случаев отсутствует в цикле аналитики, и 
определяет актуальность работы. 

1. Особенности данных научных исследований и экспериментов

1.1. Постановка задачи

Научный эксперимент заключается в сборе информации по объекту исследования в те-
чение некоторого периода времени. При отображении результатов исследования строится 
представление, в котором используется как полученная информация, так и уже имеющаяся об 
объекте на начало исследования (справочная информация, результаты предыдущих исследо-
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ваний). Рассмотрим особенности данных о научном исследовании с позиции представления 
(отображения).

Сбор информации по эксперименту по продолжительности может занимать от нескольких 
минут до нескольких лет и характеризуется большим количеством наблюдений (опытов) — 
от нескольких десятков до сотен и тысяч наблюдений. В связи с этим, количество записей об 
эксперименте может достигать миллионы. По каждому эксперименту собираются и хранятся 
огромные массивы данных. Массивы могут организовываться как файлы результатов за один 
эксперимент, так и файлы по периодам (день, месяц). Информация по эксперименту может со-
бираться вручную и затем заноситься, например, в электронные таблицы, или автоматизиро-
вано собираться в цифровом виде, посредством считывания значений с датчиков лаборатор-
ного оборудования и сохранения в цифровом виде в одном из форматов системы-хранителя. 
В отношении самих данных, они могут быть разной степени детализации, разнородными (раз-
ноформатными), разного качества (по количеству ошибок). Исходя из этого, выделим наи-
более основные проблемы данных, которые часто возникают при представлении результатов 
исследований (экспериментов, наблюдений):

1) загрузка данных, преобразованных и сохраненных на источниках, не предусматриваю-
щих экспорт в универсальные системы;

2) отображение в одном визуализаторе разнородных данных;
3) отображение больших массивов данных;
4) представление значений в отношении одного атрибута с большим разбросом.

1.2. Потребности экспертов

Задачи визуализации данных научных исследований и экспериментов заключаются в пред-
ставлении данных, позволяющих дать объективное представление об эксперименте, упро-
стить анализ полученных данных, принять решение в отношении отдельных действий по экс-
перименту. 

Для решения первой задачи важно сформировать такие выборки данных, которые позволят 
продемонстрировать динамику эксперимента и отобразить ключевые характеристики иссле-
дуемого объекта. Для решения второй задачи следует корректно подобрать инструмент визу-
ализации, который позволит отследить зависимости (закономерности) в данных, подтвердить 
(опровергнуть) гипотезы эксперимента. Третья задача подразумевает сравнение результатов 
исследования с прогнозными или раннее полученными результатами или рассчитанными до-
полнительно статистиками. При этом, здесь важен и выбор визуализатора, и состав выборки, 
и подбор характеристик об объекте.

2. Решение задачи визуализации данных

2.1. Алгоритм работы с данными

В качестве базовой методологии работы с данными будем использовать методологию 
CRISP-DM, являющуюся межотраслевым стандартом анализа данных (рис. 1). Она ориенти-
рована на получение эффекта от работы с данными и предполагает в качестве первого шага 
проведение анализа «бизнес-целей» для определения требований к исследованию (визуали-
зации). Переходным этапом от сбора данных к обработке данных является третий этап. Его 
цель — формирование рабочей выборки, которая в дальнейшем загружается в аналитический 
контур визуализатора. Этот этап включает в себя следующие шаги: выборку данных, очистку 
данных, генерацию данных, интеграцию и форматирование данных.
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Шаг 1. Выборка данных. Процедура выборки данных в связке с целями визуализации 
должна помочь представить данные в разрезах, необходимых эксперту. В отношении данных 
по эксперименту на этапе анализа данных записи выстраиваются в хронологическом порядке. 
В последствие, на шаге форматирования данных этапа подготовки данных, если необходимо 
проводится их переформатирование. Далее на шаге описания, производится разметка запи-
сей, например, ставится отметка об этапе исследования, или указывается свойство объекта, 
которое в ходе эксперимента меняется. Даже, если это есть в описании эксперимента, следует 
заводить это свойства как отдельный атрибут записи. В ряде случаев, может потребоваться 
разбиение атрибута и создание дополнительных меток. После этого возможно изучение дан-
ных, например, кластеризация записей по различным срезам (по периодам, по этапам иссле-
дования, по наступлению отдельных событий в эксперименте). 

Шаг 2. Очистка данных. Позволяет устранить ошибки данных, затрудняющие представле-
ние результатов. Среди часто встречающихся: лишние пробелы, лишние нули, подмена рус-
ских букв латинскими (и наоборот), неверные кодировки, пропуск значений.

Шаг 3. Генерация данных. Позволяет решить задачу кластеризации для сложных наборов 
данных. В результате генерации данных могут быть получены некоторые статистики, которые 
будут использовать в качестве атрибутов при разметке данных или значения, которые позво-
лят более качественно (наглядно) отобразить результаты эксперимента (наблюдения, исследо-
вания). 

Шаг 4. Интеграция данных. Позволяет добавить в собранную информацию данные из от-
крытых источников или результаты проведенных ранее исследованиях. За счет этого также 
повышается качество визуализаций.

2.2. Решение проблем визуализации в рамках методологии CRISP-DM

Правильная разметка данных позволяет не только изучить данные, но и упростить выборку 
данных для отображения результатов исследования. В случае большого разброса значений атри-
бута кластеризация позволяет представлять данные по группе со схожими значениями (рис. 2). 

Для случая неявных зависимостей кластеризация также позволяет сгруппировать резуль-
таты в репрезентативную выборку. Например, собранные значения дневной и ночной тем-
пературы, изначально представляющие собой временной ряд, могут быть разделены на две 
группы: дневные температуры и ночные (рис. 3). В дальнейшем это позволит упростить ана-
лиз полученных данных.

Рис. 1. Этапы методологии CRISP-DM
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В случае работы с большими данными выборка формируется путем создания массива из слу-
чайных записей по отдельным записям кластера. Например, имеется 12 файлов информации о 
погоде в населенном пункте. Каждый файл представляет собой совокупность записей с интер-
валом в 5 минут с такими атрибутами как температура воздуха, влажность, направление и ско-
рость ветра. За счет разметки записей для представления будет сформирована первоначальная 
выборка. Она будет представлять собой файл, в котором будет по одной записи из одного слу-
чайного дня каждого месяца. В случае необходимости представления детальной информации 
визуализатор будет формировать запрос на формирование вторичной выборки, например, по 
информации об одном месяце, которая будет отбираться информация из файла месяца.

Заключение

Предложенные алгоритмы работы с данными, позволяют представить результаты экспе-
риментов и научных исследований в наиболее понятном для экспертов виде. Это позволит 
им сделать правильные выводы и принимать решения относительно хода эксперимента су-
щественного быстрее. Алгоритмы являются универсальными и могут быть использованы как 
основа анализа и обработки данных в любых отраслях работы с данными. 
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Рис. 2. Пример представления данных с большим разбросом значений

Рис. 3. Пример разбиения данных на группы
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ПРЕДСТАВЛЕНИЕ ДАННЫХ НАУЧНЫХ ИССЛЕДОВАНИЙ
И ЭКСПЕРИМЕНТОВ НА АНАЛИТИЧЕСКИХ ПЛАТФОРМАХ КЛАССА BI
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В. В. Ухлова, С. А. Палкина, О. И. Щербакова

Аннотация. В статье рассматривается проблема отображения в универсальных визуали-
заторах данных научных исследований и экспериментов, полученных на лабораторных 
установках. Рассматривается один из популярных у аналитиков сервис визуализации, 
реализованный на платформе класса Business Intelligence (BI) Power BI. Сложность ото-
бражения данных определяется наличием двух проблем: форматом данных, большим 
массивом данных, предоставляемых результатов, невозможность выгрузки результатов 
измерений с приборов. В качестве решения предлагается алгоритм работы с данными, ко-
торый позволяет консолидировать результаты исследований на единой платформе Power 
BI и, как результат, упрощает процесс визуализации данных. 
Ключевые слова: результаты исследований, представление данных, визуализация, иссле-
дование, эксперимент, аналитическая платформа.

Введение

Задачи визуализации данных научных исследований и экспериментов заключаются в та-
ком представлении данных, которое позволит упростить обработку результатов исследования 
и проведение анализа полученных данных, получить объективное представление об экспери-
менте, ускорить принятие решения в отношении отдельных действий по эксперименту с це-
лью его корректировки. При использовании лабораторного оборудования исследователь стал-
кивается с тем, что результаты исследования (измерения, наблюдения) приходится собирать 
вручную и затем переводить самостоятельно в цифровой формат, лабораторное оборудование 
сохраняет данные в форматах, которые трудно или невозможно экспортировать в универсаль-
ные визуализаторы, необходимость анализировать данные, отображаемые и сохраненные в 
разных источниках. Переход на цифровое оборудование и использование мощных платформ 
визуализации не позволяет решить проблемы сбора и сохранения данных на аналоговом обо-
рудовании, которое до сих пор применяется в исследовательских лабораториях. Это и опреде-
ляет актуальность данной работы.

1. Особенности сбора и хранения результатов исследований и экспериментов

1.1. Описание исследований с использованием лабораторного оборудования

Научный эксперимент обычно проводится с использование лабораторного оборудования. 
Современные установки позволяют измерять параметры объектов, сохранять результаты ис-
следования, а в ряде случаев, и отображать результаты на дисплеях, в том числе с расчетом 
дополнительных для визуализации параметров. С учетом того, что эксперимент может прохо-
дить от нескольких минут до нескольких лет, количество записей может достигать несколько 
тысяч записей. При сохранении результатов  формируются файлы как данные одного экспе-
римента или серии. Формат и структура данных зависят от лабораторного оборудования. Со-
временное цифровое оборудование имеет сервисы сохранения результатов в любом удобном 
для визуализации формате. Однако, простейшее оборудование сохраняет данные в текстовом 
формате или требует записи результатов вручную на любом носителе. Еще одной особенно-
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стью проведения экспериментов является использование нескольких лабораторных устано-
вок. Тогда исследователи сталкиваются с проблемой отображения данных разного вида и фор-
мата,  а, следовательно, со сложностью анализа данных, размещенных в разных хранилищах. 
Последняя проблема связана еще и с тем, что интерфейсная часть лабораторных установок 
имеет ограниченный набор функционала по обработке результатов исследования. Предпола-
гается, что решение проблем визуализации позволит упростить работу с проведением иссле-
дований, обработкой и анализом данных, а также ускорить принятие стратегически важных 
решений относительно полученных данных.

Рассмотрим процесс проведения исследований полимерных нанокомпозитов (рис. 1). Обо-
рудование и программное обеспечение (ПО) для получения и обработки экспериментальных 
данных: прибор Photocor (для управления измерениями), ПО DynaLS (для обработки резуль-
татов измерения размеров частиц) и спектрометр UNICO (для измерений параметров рас-
твора). При проведении исследования измерения проводятся на двух приборах. Результаты, 
полученные на приборе Photocor фиксируются и сохраняются в текстовом формате (рис. 2) и 
экспортируются в ПО DynaLS для дальнейшей обработки, результаты обработки фиксируют-
ся в формате html. Результаты измерений, полученные на спектрометре, записываются вруч-
ную и сохраняются в формате электронных таблиц.

Рис. 1. Процесс исследования полимерных нанокомпозитов

Рис. 2. Фрагмент сохраняемого файла с прибора Photocor
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Основная задача визуализации — отображение корреляционной функции, по которой 
принимается решение о «чистоте» раствора, а, следовательно, о сохранении данных. Данные 
об исследовании сохраняются только для «чистых» растворов. При этом функциональность 
ПО не имеет широкого спектра инструментов по работе с данными и не удовлетворяет по-
требности дальнейшей аналитики данных. Сохраненные данные со спектрометра — это запи-
си в любом удобном для лаборанта виде. Как правило, они представляют собой файл формата 
электронных таблиц xls (xlsx) и трудности при визуализации универсальными инструментами 
не вызывают.

1.2. Постановка задачи

Задачи визуализации данных научных исследований и экспериментов с позиции экспертов 
можно рассматривать как необходимость в отображении данных, позволяющем дать объектив-
ное представление об эксперименте, как инструмент для упрощения обработки и анализа полу-
ченных данных и принятия решения в отношении отдельных действий по эксперименту с целью 
его корректировки. В связи с этим, проблемы отображения данных научных исследований, экс-
периментов и наблюдений, полученных на лабораторных установках, определяются как:

1) необходимость анализа данных на разных источниках;
2) отсутствие возможности самостоятельной обработки данных;
3) отображение данных в виде предопределенном лабораторным ПО.

2. Решение задачи визуализации данных результатов исследований и экспериментов

2.1. Сценарий визуализации данных на платформах класса BI

Платформы класса  BI представляют собой мощное ПО аналитики, которое реализует ши-
рокий спектр инструментов по работе практически со всеми типами данных. Однако платфор-
ма не поддерживает отображение результатов исследований из лабораторного оборудования 
со специализированными форматами сохраняемых данных. Решением задачи визуализации 
данных результатов исследований (экспериментов) на платформах BI является разработка 
сценария визуализации данных, который позволит подготовить данные, полученные на ла-
бораторном оборудовании, для загрузки в аналитический контур платформы BI и разработка 
сервиса визуализации, адаптированного под особенности эксперимента. В сценарии визуа-
лизации учтены процессы преобразования форматов данных, организация единого хранили-
ща и разметка данных эксперимента (рис. 3). Однако шаг «Выгрузка данных» предполагает 
несколько процедур по преобразованию данных. Они могут содержать инструменты инте-
грации данных, перекодировки и уменьшения размерности. Процедура «Выгрузка данных» 
определяется структурой и форматом выгружаемых данных.

2.2. Визуализация на платформах класса BI

При подборе инструментов визуализации учтены инструменты, позволяющие наилучшим 
образом представить результаты исследований полимерных нанокомпозитов, в частности, 
спектры поглощений микрогеля ПВК, корреляционную функцию и условия проведении из-
мерений (рис. 4). 
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Рис. 3. Сценарий визуализации результатов полученных на лабораторном оборудовании

Рис. 4. Дашборд для отображения данных исследования в ПО Power BI



675

Заключение

Предложенные сценарий визуализации данных позволяет организовать экспорт файлов на 
платформу класса BI, и тем самым, обеспечивает возможность визуализации данных в едином 
пространстве и с использованием современных инструментов отображений. За счет этого экс-
пертом будет проще получить объективное представление об эксперименте (исследовании), 
сделать выводы и принять решение относительно хода эксперимента. Сценарий визуализации 
является универсальным и может быть использован как основа для разработки API загрузчи-
ка данных из любого лабораторного оборудования со схожими форматами данных. 
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Аннотация. При создании корреляционно-фазовых пеленгаторов, как правило, в каче-
стве антенных элементов используют ненаправленные антенные элементы. Установка 
направленных антенных элементов дает определенные дополнительные возможности, 
однако усложняет процедуру расчета пеленга. В настоящей работе целесо¬образность 
использования направленных антенных элементов анализируется с позиций оценки вли-
яния на устойчивость определения пеленга отклонений реализации реальных диаграмм 
антен¬ных элементов от эталонной модели.
Ключевые слова: пеленгация, диаграмма направленности, корреляционно-интерферо-
метрический пеленгатор, амплитудно-фазовая пеленгация.

Введение

В работе [1] представлен анализ характеристик корреляционно-интерферометрического 
пеленгатора при использовании ненаправленных антенных элементов (АЭ), однако ряд произ-
водителей систем радиопеленгации [2, 3] используют в корреляционно-интерферометрических 
пеленгаторах направленные АЭ. В работе [4] были подробно рассмотрены дополнительные 
возможности, возникающие при замене ненаправленных АЭ на направленные, однако более 
сложная математическая процедура расчета пеленга может порождать ошибки оценивания из-
за неточности диаграммы направленности (ДН), которая используется в решающем функци-
онале определения пеленга. Неточность диаграммы направленности может быть вызвана как 
сложно оцениваемой зависимостью этой характеристики от частоты, так и пренебрежением 
влияния конструктивных особенностей пеленгационного комплекса, либо деформацией само-
го комплекса в ходе эксплуатации. Из-за невозможности учета разнообразных факторов при-
водящих к неточности диаграммы направленности задача оценки влияния ошибки диаграммы 
направленности является актуальной и будет исследоваться в данной работе.

Для оценки влияния отклонения реальной диаграммы направленности от её идеальной 
математической модели будут использоваться такие показатели как СКО определения пеленга 
и процент аномальных ошибок в зависимости от случайной ошибки при разных неточностях 
диаграммы направленности. В качестве объекта исследования будет использоваться круговая 
ненаправленная антенная решетка с центральным ненаправленным опорным элементом и 9 
направленными антенными элементами, равномерно расположенными по кругу.

1. Модельные представления измерений

Не нарушая общности, будем полагать, что порождаемый источником радиоизлучения 
(ИРИ) пеленгуемый сигнал является гармоническим. В таком случае он может быть представ-
лен в виде:

 
2

0( ,)
cj t

y t A e
ν

π
λ=  (1)

где 0A  и λ  — амплитуда и длина волны излучаемого сигнала, cv  — скорость света, t  — время, 
j  — мнимая единица. На входе k-го АЭ этот сигнал будет иметь вид
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− −∆

 =  (2)
где A  — амплитуда сигнала в точке приема, kt∆  — задержка, соответствующая расстоянию kL  
от ИРИ до k-го АЭ, которая может быть выражена как / ,kk ct L ν∆ =  ( )kD n  — коэффициент 
направленности АЭ (отражает поправку амплитудной и фазовой компоненты принимаемого 
сигнала в зависимости от направления прихода радиосигнала, задающегося ортом n). Орт ,n  
используемый в формуле (2) как направление на ИРИ, связан с углом места U  и азимутом θ  
следующим образом:

 (cos( )sin( ), cos( ) cos( ), sin( )) ,Tn U U Uθ θ=  (3)
где символ T  обозначает операцию транспонирования.

Определение пеленга корреляционно-интерферометрическим пеленгатором с коммутиру-
емыми АЭ реализуется с использованием комплексных измерений на антенных парах. Сама 
измеряемая величина ( , , )msF n A ψ∆  для пары АЭ с номерами ,m s  строится с использованием 
сигналов, принятых двумя антеннами, и имеет вид 

 ( )( , , ) ( ) ( ) ( ) ( )  ,m sj nH H j
ms m s m sF n A z t z t PD n D n e eψ ∆Φ∆Ψ∆ = =  (4)

где символ H  обозначает операцию комплексного сопряжения, ψ∆  — набег фаз из-за рассо-
гласования каналов радиоприемника, 2 ,P A=  2( ) T

k n b nπ
λ

∆Φ =  — разность набега фаз между 
антенными элементами, b  — вектор разности координат между опорным и коммутируемым 
АЭ в декартовой системе координат, который может быть записан в виде:

 ( ),= ., T
s m s m s mb x x y y z z− − −  (5)

Так как одним из компонентов регистрируемых измерений является вызванное ошибкой 
неизвестное возмущение, то реально обрабатываемой оказывается не измеряемая величина 
(4), а возмущенные значения этой величины

 ( , , ) ,ms ms msz F n A ψ ξ= ∆ +  (6)
где msξ  — погрешность измерения. В дальнейшем будем рассматривать антенны с фиксиро-
ванным ненаправленным опорным элементом, и, соответственно, индекс s  в измерениях — 
опускать.

Исходя из предположения, что случайная ошибка, присущая измерениям приемника, име-
ет нормальное распределение, оптимальным методом определения углов U  и θ  по измерени-
ям (6) является метод наименьших квадратов (МНК). Для измерений (6) решающий функци-
онал минимизации можно записать следующим образом:

 2( , , ) ( , , ) .m m
m

J n A z F n Aψ ψ∆ = − ∆∑  (7)

Исходя из того что выражение jPe ψ∆  входит в решающий функционал (7) линейно, то в 
соответствии с классическим МНК-решением оно может быть рассчитано явно. Это позволит 
сократить пространство перебора до двух переменных, от которых зависит вектор n  и преоб-
разовать решающий функционал к следующему виду:
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   (8)

Так как первое слагаемое в полученном функционале не зависит от ,n  задачу минимиза-
ции (8) можно заменить эквивалентной задачей поиска максимума функционала
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2. Модель диаграммы направленности АЭ

В качестве направленных АЭ могут быть использованы разные конструкции антенн. Так 
как целью работы не является исследование конкретного типа конструкции, а оценка влияния 
неточности практической реализации ДН, условимся использовать в расчетах варианты ДН, 
близкие по форме к кардиоиде. Кардиоида является достаточно хорошим приближением ДН 
электрического вибратора с резистивными нагрузками в разрывах плеч в составе кольцевой 
антенной решетки при наличии отражателя в центре АС [6, 7]. Для моделирования кардиоиды 
будем использовать формулу:

 ( ) (1 cos( )),ñardD n γ= +  (10)
где γ  угол между направлением на ИРИ, определяемым формулой (3), и направлением оси 
АЭ, орт которого задается формулой

 ( )= cos( )sin( ) cos( )cos( ) cos( ) ,T
an β α β α β   (11)

где α  — угол между направлением проекции оси АЭ на горизонтальную плоскость и севером 
пеленгатора, а β  — угол между направлением оси АЭ и горизонтальной плоскостью. Очевид-
но, косинус γ  определяется следующим образом:

 cos( ) .T
an nγ =   (12)

В качестве модификаций диаграмм направленности будем использовать круговую и полу 
сумму кардиоиды и круговой, которые определяются следующими формулами:

 ( ) 1,circleD n =  (13)

 _
( ) ( )( ) ,

2
card circle

half sum
D n D nD n +

=  (14)

На рис. 1 приведено сечение ДН разных модификаций плоскостью проходящей через ее 
ось симметрии.

3. Численные эксперименты

Для оценки влияния неточности ДН на результаты пеленгования проведем моделирование 
измерений с помощью одних ДН, а определение пеленга с помощью других ДН. В качестве 
оценок точности определения пеленга будем использовать СКО определения пеленга θσ  при 

Рис. 1. Сечение ДН разных типов



679

отсутствии аномальных ошибок, вызванных перескоком из-за ошибок минимума решающего 
функционала на другой локальный минимум, и отдельно вероятность аномальных ошибок 

.anomP
Сама по себе ошибка неточности ДН не является критической для определения пеленга. 

При отсутствии случайных ошибок в измерениях пеленгатора ошибка неточности диаграммы 
направленности (вызванная разными ДН (10)–(14) при моделировании и определении пелен-
га) будет влиять на определение пеленга только на очень малых частотах до 100 Гц. Однако 
в совокупности с другими ошибками в измерениях пеленгатора неточность ДН возможно 
может явно влиять на точность определения пеленга. Для проверки данного предположения 
построена зависимость СКО определения пеленга при разных относительных ошибках в из-
мерениях. На рис. 2 и рис. 3 приведены сравнения СКО пеленга при разной случайной отно-
сительной ошибке при отсутствии и наличии неточности в ДН вызванной моделированием с 
помощью кардиоиды и определением пеленга с помощью круговой ДН.

Рис. 2. Зависимость СКО определения пеленга 
при ДН в виде кардиоиды и при отсутствии 

ошибок неточности ДН

Рис. 3. Зависимость СКО определения пеленга 
при ДН АЭ в виде кардиоиды и определении 

пеленга при круговой

Как видно из полученных графиков при 0,25
A
σ
≤  СКО не сильно отличается при данной 

неточности ДН, однако уже появляются аномальные ошибки, которые сравниваются на рис. 4 
и рис. 5. При 0,3

A
σ
>  для частот 800–1600 МГц данная неточность ДН уже на порядок увели-

чивает СКО определения пеленга, что уже ставит невозможным в ряде случаев пеленгование 
при наличии дополнительных ошибок. 

Помимо определения зависимости влияния СКО определения пеленга от случайной ошиб-
ки и частоты пеленгуемого сигнала при наличии неточности в ДН, произведем оценку влия-
ния разных ошибок в ДН на точность пеленгования. Для проведения такой оценки построим 
таблицу, где в зависимости от ДН АЭ и ДН решающего функционала отобразим СКО опреде-
ления пеленга и количество аномальных ошибок при фиксированной частоте радиосигнала и 
относительной случайной ошибке. В табл. 1 и табл. 2 приведены результаты такой оценки для 
частоты радиосигнала 800 МГц и относительной случайной ошибке 0.25

A
σ
=  и 0.5

A
σ
=  соот-

ветственно. 
Как видно из представленных в табл. 1, 2 результатов, реализации с использованием кру-

говых АЭ, оказываются несколько более устойчивыми сравнительно с направленными. Од-
нако этот эффект наблюдается только при очень больших возмущениях ДН (при замене ДН 
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с круговой на кардиоиду или наоборот). При больших, но не аномальных возмущениях ДН 
устойчивость работы корреляционно интерферометрического пеленгатора для направленных 
и ненаправленных АЭ сравнимы. 

Рис. 4. Процент аномальных ошибок при ДН 
в виде кардиоиды и при отсутствии ошибок 

неточности ДН

Рис. 5. Процент аномальных ошибок при ДН 
первого типа в виде кардиоиды и второго 

типа в виде круговой
Таблица 1

Оценка точности пеленгования при частоте 800 МГц 
и относительной случайной ошибке 0.25

A
σ
=

ДН
АЭ

ДН
решающего
функционала

Кардиоида 
( ( ) )cardD n

Полусумма 
_( ( ) )half sumD n

Круговая 
( ( ) )circleD n

Кардиоида ( ( ) )cardD n 0.26° 0.3° 3.8°/2.2%
Полусумма _( ( ) )half sumD n 0.27° 0.28° 0.31°
Круговая ( ( ) )circleD n 0.3°/0.2% 0.3° 0.28°

Таблица 2
Оценка точности пеленгования при частоте 800 МГц 

и относительной случайной ошибке 0.5
A
σ
=

ДН
АЭ

ДН
решающего
функционала

Кардиоида 
( ( ) )cardD n

Полусумма 
_( ( ) )half sumD n

Круговая 
( ( ) )circleD n

Кардиоида ( ( ) )cardD n 0.5°/0.03% 1.35°/0.25% 7.9°/19.5% 
Полусумма _( ( ) )half sumD n 1.3°/0.28%  0.56°/0.03%  3.1°/4.4%
Круговая ( ( ) )circleD n 7.5°/9.1% 1.4°/3.1% 0.9°/2.2%
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Заключение

Проведенное исследование доказывает, что небольшие отклонения неточности ДН не вли-
яют критически на точность определения пеленга при относительной случайной ошибке 

0.35.
A
σ
<  Однако неточность ДН способствует появлению аномальных ошибок при гораздо 

меньших относительных ошибках в зависимости от частоты пеленгуемого радиосигнала. Дан-
ные результаты позволяют предполагать, что при достаточно хороших приближениях ДН ан-
тенного элемента в идеальных условиях, эту ДН можно использовать в решающем функцио-
нале не проводя дополнительных исследований на ее деформацию при установке пеленгаци-
онного комплекса.
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УДК 004

ТЕПЛОФИЗИЧЕСКИЙ МЕТОД МОНИТОРИНГА 
СТЕПЕНИ ДЕСТРУКЦИИ ПОЛИМЕРА В РАСТВОРЕ

1Воронежский государственный технический университет
2Воронежский государственный университет инженерных технологий

А. А. Хвостов1,2, Е. А. Битюкова2

Аннотация. Предлагается теплофизический метод мониторинга степени деструкции по-
лимеров в растворе для совершенствования технологии получения полимерных компо-
зитов и изделий на их основе. За счет управляемой термомеханодеструкции полимеров в 
ходе их переработки достигается улучшение их технологических свойств и физико-меха-
нических показателей вулканизатов на их основе. Решается задача обеспечения высокого 
качества полимерных изделий, прогнозирования их стойкости в ходе эксплуатации. При-
менение цепей Маркова дает возможность использовать в качестве информации о ММР 
полимера и ММР исходного сырья характерный косвенный показатель, способствующий 
реализации подхода в реальных промышленных условиях.
Ключевые слова: скрытые цепи Маркова, молекулярно-массовое распределение, де-
струкция, матрица интенсивностей, граф переходов.

Мировое производство различных полимеров и регенерация отработанных полимерных 
изделий превышает 200 млн тонн в год, поэтому обеспечение требуемого качества полимер-
ных изделий, прогнозирование и управление их эксплуатационными свойствами являются 
актуальными задачами.

Установлено [1, 2], что термическая и механическая обработка полимеров — эффективный 
способ снижения дисперсности структуры и повышения комплекса свойств вулканизатов на 
их основе. Согласно [2, 3], процесс деструкции обусловлен тепловыми флуктуациями, иници-
ирующими разрыв связи, а внешнее механическое напряжение увеличивает вероятность раз-
рыва связей в имеющихся в полимерах слабых местах (дефектах структуры). Удаление таких 
активных центров из полимерной молекулы приводит к уменьшению количества дефектов 
структуры на макроуровне, и, соответственно, улучшения прочности свойств вулканизатов.

Для описания деструкции полимеров в ходе их переработки в изделия требуется создание 
математической модели, которая позволит предсказать кинетические особенности и законо-
мерности процесса, а также разработать систему управления процессами переработки поли-
меров для получения изделий с заданными показателями качества.

В работе предложена математическая модель деструкции полимеров, в ходе их переработ-
ки в изделия, характеризующая кинетические свойства и закономерности процесса, а также 
система управления процессами переработки полимеров для получения изделий с заданными 
качествами. 

Под деструкцией понимаются реакции с разрывом валентной связи в молекулярной цепи 
и образованием новых макромолекул с меньшей молекулярной массой полимера [4]. Химиче-
ский состав при этом не изменяется. Такие реакции характеризуются степенью деструкции, 
которая определяется отношением числа разорванных атомных связей основной цепи к их об-
щему числу. Степень деструкции определяет возможность разрыва связей. Величина степени 
деструкции есть отношение числа эффективных обрывов связей к их общему числу. Разрыв 
химической связи при деструкции полимера может происходить как в основной цепи, так и в 
боковых цепях разветвления макромолекулы полимера. Деструкция в основной цепи влияет 
на разрыв химической взаимосвязи в каждой части микромолекулы и способствует старению 
и разрушению полимера [1]. Для непрерывного процесса деструкции характерно формирова-
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ние активных центров разрушения, развитие комплекса взаимодействий активных центров 
химических структур и физических свойств полимера, а также разрушение кинетической 
цепи. Фактором разрушения полимеров считается влияние внешних условий (температуры, 
механического воздействия, химического воздействия — газы, кислоты, щелочи). Существу-
ют термоокислительные, гидролитические, механические и другие методы деструкции.

Важнейшим качеством полимера является его устойчивость к деструкции. Это обусловли-
вает возможность практического использования полимера или изделий из него. Для анализа 
исследования процессов деструкции используется моделирование. Оказалось, что, управляя 
процессами деструкции, можно получать полимеры и их продукты с заданными параметрами. 
Например, при щелочном гидролизе поливинилацетата получается поливиниловый этанол. 
Требуемые параметры каучука достигаются путём механоокислительного процесса деструк-
ции на вальцах под влиянием воздуха (пластификация). Методом гидролитической деструк-
ции крахмала и целлюлозы получают глюкозу. Реакции деструкции полимеров заключаются 
в разрыве макромолекул, уменьшении их массы и происходят подводом энергии от внешнего 
источника (механические напряжения, нагревание, химические агенты и их комбинации). 

Молекулярно-массовое распределение (ММР) полимера является его важнейшей характери-
стикой и определяется количеством макромолекул разной молекулярной массы в полимере. Мо-
лекулярно-массовое распределение характерно для синтетических полимеров и влияет на фор-
мирование его свойств. Поэтому ММР используют для качественной характеристики полимера.

При разработке математической модели процесса деструкции полимера использовались 
цепи Маркова, так как этот процесс представляет собой многостадийную последовательность 
ряда одновременных случайных событий. Под каждым событием понимается элементарный 
акт деструкции, который заключается в разрыве полимерной макромолекулы в случайное 
время и в случайном месте полимерной цепи. В целом состояние системы определяется как 
доля макромолекул в заданной дискретной фракции молекулярно-массового распределения 
полимера от их общего числа. При этом считается, что структура полимерной цепи допускает 
вероятность перехода в любую фракцию, соответствующую меньшим молекулярным весам в 
результате элементарного акта деструкции, что приведет к увеличению числа прямых перехо-
дов в структуре цепи Маркова. 

Рассмотрим синтез структуры марковской цепи с дискретными состояниями и непрерыв-
ным временем, моделирующей процесс деструкции полимера. При составлении математиче-
ской модели процесса деструкции сделаем следующие допущения:

– процесс деструкции описывается как последовательность стадий перехода из одного дис-
кретного состояния в другое; состояние определяется средней молекулярной массой в интер-
вале масс, входящих в каждую фракцию; 

– в результате деструкции макромолекулы происходит уменьшение молекулярной массы 
полимера и переход из состояния, соответствующего более высокой молекулярной массе, в 
состояние, соответствующее меньшей молекулярной массе;

– интенсивность перехода из состояния отражает скорость процесса деструкции и задаёт-
ся величиной элементов матрицы переходов , ( , ),i j i jλ = Λ  где 1, ,i N=  1, ,j N=  где N  — коли-
чество фракций; интенсивности обратных переходов равны нулю; 

– процесс деструкции моделируется переходом из состояния ix  в jx  где ,j i>  при этом 
интенсивностью переходов ,i jλ  пренебрегаем; 

– состояние системы характеризуется вероятностью ,iP  рассчитываемой как количество 
макромолекул соответствующей фракции ММР, отнесенное к их общему числу,  где 1, ,i N=  
где N  — количество фракций. 

Граф состояний, соответствующий принятым допущениям, изображён на рис. 1. Индексы 
соответствуют фракциям распределения макромолекул ( 1i =  фракция с наибольшей молеку-
лярной массой или длиной). 
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Структурная схема математической модели в среде Simulink представлена на рис. 2.

Примем плотности потоков ,i jλ  постоянными величинами, при этом , 0.i jλ ≥  Зададимся 
матрицей интенсивностей прямых переходов Λ  и вероятностей состояний .Ρ  Графу, пред-
ставленному на рис. 1, соответствует система уравнений Колмогорова — Чепмена:

Рис. 1. Граф состояний, соответствующий принятым допущениям

Рис. 2. Структурная схема математической модели в среде Simulink
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при этом вектор 0P  задает начальное ММР полимера. 
Математическая модель процесса деструкции для случая 6-ти фракций описывается урав-

нением (1) с матрицами (2).
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Результаты численного эксперимента представлены в таблице, из которой видна динамика 
изменения доли каждой фракции во времени, а также экспериментальные и рассчитанные по 
математической модели данные. 

Таблица 
Матрица интенсивностей переходов

,i jλ p1 p2 p3 p4 p5 p6

p1 0 1.0015 1.0077 1.0395 1.1457 0.88349
p2 0 0 1.0098 1.0687 1.2755 0.84755
p3 0 0 0 1.1516 1.7132 0.73419
p4 0 0 0 0 2.8476 0.082361
p5 0 0 0 0 0 1.3532
p6 0 0 0 0 0 0

Средняя относительная погрешность расчётов составила около 5 %. Параметры математи-
ческой модели (1, 2) (матрица интенсивностей переходов), полученные в результате миними-
зации среднеквадратичного отклонения расчётных данных от экспериментальных для каждой 
фракции.
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УДК 004

ПРИМЕНЕНИЕ НЕЙРОСЕТЕВОГО ПОДХОДА В УПРАВЛЕНИИ 
РЕМОНТАМИ КОМПЛЕКСОВ ТЕХНИЧЕСКИХ СРЕДСТВ ОХРАНЫ

Научно-исследовательский институт Федеральной службы исполнения наказаний

Е. Г. Царькова

Аннотация. В работе рассматривается нейросетевая модель, предназначенная для ис-
пользования при управлении надежностью комплексов технических средств охраны 
(ТСО) для обеспечения безопасности охраняемых объектов особой важности. В работе 
использован инструментарий теории массового обслуживания, определены состояния 
рассматриваемой системы, осуществлено построение графа возможных состояний систе-
мы. В работе показано, что при определении числовых значений интенсивности отказов 
и интенсивности восстановления комплексов ТСО может быть применена искусственная 
нейронная сеть с архитектурой «многослойный персептрон» (ИНС), обучаемая методом 
обратного распространения ошибки.
Ключевые слова: технические средства охраны, система массового обслуживания, тех-
ническое обслуживание, надёжность, многослойный персептрон, метод обратного рас-
пространения ошибки.

Введение

Исправность комплексов технических средств охраны (ТСО), предназначенных в охранной 
деятельности учреждений уголовно-исполнительной системы Российской Федерации (УИС) 
— ключевое условие стабильности выполнения ведомством задач по обеспечению безопасно-
сти и правопорядка на охраняемых территориях [1]. Для качественной организации процес-
сов эксплуатации комплексов ТСО в учреждениях УИС необходимо создание эффективного 
инструментария для выработки эффективных управленческих решений [2]. Для формального 
описания процесса эксплуатации комплексов ТСО охраняемых объектов УИС в работе при-
меняется аппарат теории массового обслуживания (ТМО) [3]. Благодаря использованию по-
нятийного аппарата ТМО обеспечивает возможность определения показателей надежности 
используемых учреждением комплексов ТСО [4]. 

Постановка задачи

Пусть количество бригад, осуществляющих ремонт вышедших из строя комплексов ТСО 
учреждения, ограничено. При этом учитывается приоритезация осуществления ремонтных 
работ ТСО в зависимости от значимости ремонтируемого технического комплекса. Схема 
алгоритма расстановки приоритетов по ремонту комплексов ТСО учреждения приведена на 
рис. 1 [5, 6].

Полагаем, без ограничения общности, что рассматривается процесс эксплуатации и техни-
ческого обслуживания шести крупных функционирующих на территории учреждения ком-
плексов ТСО. Граф состояний системы данных технических комплексов приведен на рис. 2. 
В соответствии с данным ориентированным графом состояний описывается динамика пере-
ходов системы из состояния готовности в другие возможные состояния.  

Вершинами графа на рис. 2 отмечен весь ряд возможных состояний системы, дуги обозна-
чают переходы между такими состояниями [7]. 

Пусть ,iλ  1,6i =  — величина интенсивности потока отказов комплекса ТСО с индексом .i  
Введем параметры / ... ,i jµ  1,6,i =  значения которых характеризуют интенсивность потока вос-
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становления i-го комплекса ТСО для случая, когда вышли из строя все охранные комплексы, 
имеющие индексы { ...}.j

Интенсивность потока восстановления i-го комплекса ТСО определяется согласно следу-
ющим соотношениям:
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Рис. 1. Алгоритма установки приоритетов при ремонте комплексов ТСО

Рис. 2. Граф возможных состояний системы комплексов ТСО в количестве N=6
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В соотношениях (1) величина iµ  определяет производительность бригады, осуществляю-
щей ремонт охранного комплекса; показатель iλ  характеризует интенсивность отказов ком-
плекса ТСО. Величина jkl

iÏ  устанавливает приоритет ремонта i-го охранного комплекса перед 
осуществлением ремонта j-го, k-го и l-го вышедших из строя охранных систем.

Текущее состояние системы эксплуатации и ремонтов шести  рассматриваемых охранных 
комплексов описывается вектором 0( , , , , , )i ij ijk ijklm ijklmgP P P P P P P= . Координаты введенного в 
рассмотрение вектора P  соответствуют ситуациям отказа одного комплекса ТСО (i-го), двух 
комплексов ТСО (i-го и j-го), трех ( , ,),i j k  четырех ), , , ,(i j k l  пяти , , , ), ,(i j k l m  шести ком-
плексов ТСО ( ), , , , , .i j k l m g

Метод решения

Для описания динамики системы эксплуатации и ремонтов совокупности охранных ком-
плексов учреждения используется система дифференциальных уравнений Колмогорова для 
систем с дискретными состояниями и непрерывным временем процесса следующего вида [8]:
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Для определения значений интенсивностей отказов и восстановления охранного комплек-
са, зависящих от наработки технической системы ( )L  и ее возраста ( .)T  Для формализации 
процессов эксплуатации и ремонтов комплексов ТСО необходимы количественные значения 
показателей интенсивностей потока отказов и восстановления охранных комплексов учреж-
дения. Для определения указанных интенсивностей может быть использован анализ статисти-
ческих данных об отказах и ремонтах для каждого из введенных в рассмотрение комплексов 
ТСО, однако реализовать такой сбор на практике может оказаться затруднительным.

Показатели эксплуатации охранного комплекса могут быть оценены в форме обобщен-
ной наработки, которая характеризует его степень износа. Значение обобщенной наработки 
транспортного средства тесно связано с его наработкой [9]. 

Для определения обобщенной наработки технического комплекса охраны вводится функ-
ционал, зависящий от возраста охранного комплекса ( ,)T  наработки ( ,)L  режима его эксплу-
атации в заданных технических ( )W  и климатических ( )C  условиях. Далее, для учета зависи-
мости состояния охранного комплекса от качества обслуживания и хранения вводятся, 
соответственно, показатели ( )S  и ( .)R  Таким образом, для обобщенной наработки комплекса 
ТСО имеем:

 ( ), , , , ,D F T L W C S R= . (3)
Ремонтная бригада, осуществляющая ремонт комплекса ТСО, имеет производительность, 

зависящую от возраста ( ,)T  а также величины наработки ( )L  технического комплекса.
Интенсивность отказов и восстановления комплекса ТСО может быть определена с ис-

пользованием искусственной нейронной сети (ИНС), обученной на наборах данных (датасе-
тах). В указанных датасетах входными сигналами являются величины , ,i iL T  выходными — 
значения , .λ µ  Для построения нейросетевой модели используем архитектуру «многослойный 
персептрон» с одним скрытым слоем. Для обучения рассматриваемой модели применяется 
метод обратного распространения ошибки (ОРО) (рис. 3).

В схеме обучения искусственной нейронной сети методом ОРО [10] выходом служит 
,kMd R∈  где kM  — количество нейронов выходного слоя, k  — количество слоев сети. Пара 

0( , ),y d  где 0 Ny R∈  определяют вход ИНС, а N  — число нейронов входного слоя, будет обуча-
ющей. В общем случае процесс обучения ИНС сведется к оптимизации целевого функционала 
качества:

 min,F d y= − →  где ( )2( )

0

1 .
2

kM
k

i i
i

F d y
=

= −∑  (4)

Рис. 3. Многослойный персептрон



691

Для построения приближенного решения данной задачи применяем метод градиентного 
спуска. Расчетные формулы для определения весов имеют вид:

 *
( ) .ij ij p
ij

Fw w
w

α ∂
= −

∂
 (5)

Здесь *
ijw  — значения весовых коэффициентов после одной итерации обучения, α  — шаг гра-

диентного спуска. Для определения величины ошибки на ( 1)m −  слое сети используем следу-
ющую формулу:

 
1 1

( ) ( 1) ( 1) ( ) ( 1)

0 0
.

m mM M
m m m m m

n i in nj j
i j

r r w f w y
+ −

+ + −

= =

 
′=  
 

∑ ∑  (6)

В (6) параметр ( 1)m
ir

+  определяет величину ошибки, полученной на ( 1)m + -м слое сети.
Производные функционала качества рассчитываются по формуле:

 ( ) ( 1)
( ) .m m

i jm
ij

F r y
w

−∂
=

∂
 (7)

Здесь 1, 1m k= −  — номер слоя, 10, ,mi M +=  10, ,mj M −=  0, mn M=  — номер итераций на соот-
ветствующих слоях ИНС.

Заключение

Таким образом, введенная в рассмотрение модель эксплуатации и ремонтов комплексов 
ТСО учреждения, построенный алгоритм приоритезации требований в ходе осуществле-
ния ремонтных работ охранных комплексов, предложенная  схема обучения ИНС, служащей 
определению интенсивностей отказов и восстановления могут быть применены для создания 
автоматизированных систем поддержки принятия решений для обеспечения возможности 
определения оптимального алгоритма очередности процессов обслуживания и ремонта ком-
плексов ТСО, определения необходимого числа ремонтных бригад, выработки обоснованных 
предложений по комплектованию учреждений УИС охранными комплексами, а также совер-
шенствованию материально-технического обеспечения подразделений УИС.  
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УДК 519.81

МЕТОД PROMETHEE ДЛЯ ПОСТРОЕНИЯ РЕЙТИНГА ОБЪЕКТОВ

Воронежский государственный университет

М. И. Черникова, Е. М. Аристова

Аннотация. В данной статье рассматривается метод для определения рейтинга объектов 
PROMETHEE, его алгоритм и особенности.  Рассмотрена и решена данным методом зада-
ча выбора лучшего туристического агентства из представленного списка.
Ключевые слова: рейтинг объектов, ранжирование, лицо принимающее решение (ЛПР), 
алгоритм PROMETHEE для построения рейтинга объектов, лучшее туристическое 
агентство.

Введение

Рейтинг — это некий числовой или порядковый показатель, который демонстрирует зна-
чимость или важность того или иного объекта.

В настоящее время сложно представить жизнь без рейтингов, они окружают нас повсюду, 
ведь сталкиваемся с ними во всех сферах жизнедеятельности человека. Они удобны, нагляд-
ны, практичны. При этом рейтинги содержат в себе достаточно большое количество инфор-
мации, статистических данных, которые необходимы для принятия какого-либо решения. 
Среди сфер, где наблюдается стремительное развитие индустрии производства информации, 
не последнее место занимает рынок туристических агентств.

Город Воронеж представлен большим многообразием туристических агентств, ниже пред-
ставлены некоторые из них:

1) «Семь морей» (г. Воронеж, ул. Бакунина, д.45а);
2) «Анна Тур» (г. Воронеж, ул. Куколкина, д.32);
3) «Ален» (г. Воронеж, ул. Кирова, д.1, пр. Московский, д.82);
4) «Дик Тур» (г. Воронеж, ул. Театральная, 28);
5) «ТВА-экспресс» (г. Воронеж, ул. Фр. Энгельса, д.25б);
6) «Тез Тур» (г. Воронеж, ул. Никитинская, д.8а).
Рассмотрим задачу: Необходимо выбрать лучшее туристическое агентство из представлен-

ного списка для покупки тура для путешествия, исходя из предложенных оценок по 10 пока-
зателям.

Оценки выставлены экспертами на основе данных полученных от посетителей представ-
ленных туристических агентств.

Метод PROMETHEE

PROMETHEE — это хорошо продуманная система поддержки принятия решения, которая 
позволяет оценить и выбрать альтернативу из некоторого набора, основываясь на критериях, 
отражающих плюсы и минусы альтернатив, а также позволяет проранжировать данные аль-
тернативы по привлекательности для лица, принимающего решение (ЛПР).

Данный метод не требует строгих суждений о действительной структуре предпочтений 
ЛПР. При оценке альтернатив ключевая задача заключается в получении информации о том, 
является ли некоторая альтернатива настолько же привлекательной, как другая. На основании 
отношений предпочтения, которые определяются на первом шаге, осуществляется ранжиро-
вание альтернатив.
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Алгоритм построения рейтинга методом PROMETHEE состоит из 4 шагов [3]:
Шаг 1. Парные сравнения альтернатив по каждому критерию:
Для каждой пары альтернатив ( , )i ja a  рассчитывается разница по каждому критерию :kf
 ( , ) ( ) ( ).k i j k i k jD a a f a f a= −

Шаг 2. Вычисление мер предпочтения по критериям:
При сравнении двух действий для данного критерия разница не всегда имеет смысл. С од-

ной стороны, разница может, например, принимать некоторые значения ниже определенного 
порога, после которого она считается незначительной.

С другой стороны, когда разница превышает определенный предел, принимающий реше-
ние может сделать вывод о ситуации строгого предпочтения (независимо от еще большего 
увеличения разницы). Эти примеры иллюстрируют роль мер предпочтения. Они позволяют 
лицу, принимающему решение, выразить то, как различия должны быть интерпретированы. 

Вычисление мер предпочтения, обозначающихся ( , ),k i jP a a  осуществляется, как отображе-
ние ( , )k i jD a a  в [0,1]:

 : [0,1] : ( , ) [ ( , )] ( , ),k k i j k k i j k i jP R d a a P d a a P a a→ → =

где kP  — положительная неубывающая функция, принимающая 6 форм:

Рис. 1. Обычная функция Рис. 2. U-образная функция

Рис. 3. V-образная функция Рис. 4. Уровневая функция

Рис. 5. V-образная функция 
с порогами безразличия

Рис. 6. Функция Гаусса

Шаг 3. Вычисление индексов предпочтения для каждой альтернативы:
Как только мы сравнили попарно все критерии, можно агрегировать эти значения, чтобы 

получить глобальную степень предпочтения при помощи взвешенной суммы — индекса пред-
почтения:
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1

( , ) ( , ),
q

i j k k i j
k

a a w P a aπ
=

=∑
где kw  — относительная важность критерия:

1
0, 1.q

k kk
w w

=
≥ =∑

Шаг 4. Вычисление положительных, отрицательных и чистых оценок 
По матрице индексов предпочтения вычисляем коэффициенты положительного ( )+Ô  и 

отрицательного ( )−Ô  потока. Коэффициенты положительного потока представляют собой 
сумму значений матрицы индексов предпочтения по строкам, а коэффициенты отрицательно-
го потока — по столбцам.

Коэффициент положительного потока ( )+Ô  показывает, насколько «хорош» объект в срав-
нении с другими объектами выборки. А коэффициент отрицательного потока ( )−Ô  — на-
сколько «плох» в сравнении с другими объектами выборки данный объект.

С помощью чистого потока Ô  упорядочим объекты от самого предпочтительного к наиме-
нее предпочтительному [5]:

1( ) ( , )
1 j

i i ja A
a a a

n
π+

∈
=

− ∑Ô  — положительный поток;

1( ) ( , )
1 j

i j ia A
a a a

n
π−

∈
=

− ∑Ô  — отрицательный поток;

( ) ( ) ( )i i ia a a+ −= −Ô Ô Ô  — чистый поток (PROMETHEE-II).

Вычислительный эксперимент

Рассмотрим метод PROMETHEE для решения задачи о выборе наилучшего туристическо-
го агентства. В роли объектов выступают туристические агентства (множество альтернатив 

1 2 3 4 5 6{ , , , , , },a a a a a a a=  где ia  — i-е турагентство ( 1,6).i =
Значения критериев (показателей) для всех альтернатив (туристических агентств) приве-

дены в табл. 1.
Таблица 1 
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Относительные важности критериев :kw
 1 2 30,025; 0,025; 0,025;w w w= = =

 4 5 6 7 8 9 100,025; 0,1; 0,15; 0, 25; 0,3; 0,05; 0,05;w w w w w w w= = = = = = =
Для каждой пары альтернатив ( , )i ja a  рассчитывается разница между оценками альтерна-

тив по каждому критерию (рис. 7–16): 

Рис. 7. Разница между оценками по критерию 
«Месторасположение турагентства»

Рис. 8. Разница между оценками по критерию 
«Внешний вид офиса турагентства»

Рис. 9. Разница между оценками по критерию 
«Комфортность помещения»

Рис. 10. Разница между оценками 
по критерию «Количество консультантов»

Рис. 11. Разница между оценками 
по критерию «Вежливость консультантов»

Рис. 12. Разница между оценками по критерию 
«Стрессоустойчивость консультантов»

Рис. 13. Разница между оценками 
по критерию «Компетентность лица, 

с которым проводилась беседа»

Рис. 14. Разница между оценками 
по критерию «Понимание запросов клиента»

Рис. 15. Разница между оценками 
по критерию «Скорость обслуживания»

Рис. 16. Разница между оценками 
по критерию «Дополнительный сервис»
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Находим значения функции предпочтений для полученных разностей (рис. 17–26). Вос-
пользуемся обычной функцией (рис. 1). 

Рис. 17 Рис. 18

Рис. 19 Рис. 20

Рис. 21 Рис. 22

Рис. 23 Рис. 24

Рис. 25 Рис. 26

Вычислим индексы предпочтения для каждой альтернативы, а также посчитаем значения 
прямого ( )+Ô  и обратного потока ( )−Ô  (рис. 27).

Вычислим чистые оценки альтернатив ( )iaÔ  ( ( ) ( ) ( ))i i ia a a+ −= −Ô Ô Ô  (рис. 28). 
 

Рис. 27. Индексы предпочтения для каждой альтернативы
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Анализируя полученные результаты расчёта чистых оценок 
альтернатив, можно сделать вывод, что лучшим туристическим 
агентством является «Тез Тур».

Составим рейтинг турагентств, построенный с помощью 
метода PROMETHEE: 

1) «Тез Тур» →  2) «Дик Тур» →  3) «ТВА-Экспресс» →  
4) «Анна Тур»→  5) «Семь морей»→

6) «Ален».

Заключение

Использованный метод PROMETHEE нагляден, удобен, учитывает мнение лица, прини-
мающего решение. Он позволяет выставлять относительные оценки для критериев, что учи-
тывает нюансы и предпочтения ЛПР, это делает его универсальным для использования в раз-
личных сферах деятельности. В данной статье метод PROMETHEE использовался для выбора 
наилучшего туристического агентства города Воронежа из представленного списка.
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МЕТОД ПОИСКА ТОЧКИ НАЧАЛА РЕПЛИКАЦИИ ГЕНОМА: 
ПОИСК НАИБОЛЕЕ ЧАСТО ВСТРЕЧАЮЩЕЙСЯ ПОДСТРОКИ В СТРОКЕ

Воронежский государственный университет

П. В. Черныховский

Аннотация. Данная работа посвящена программной реализации и выполнению алго-
ритмов поиска начала репликации генома, используя средства языка программирования 
Python. В статье осуществляется поиск точек начала репликации, применительно к бакте-
риям. Предложен и реализован два алгоритм поиска таких точек. Формально эта задача 
есть задача поиска подстроки в строке, которая является актуальной не только для совре-
менной биологии, но и других дисциплинах, связанных с обработкой строчных данных.
Ключевые слова: точка репликации генома, алгоритм на Python, поиск подстроки в строке.

Сначала необходимо четко сформулировать задачу поиска точки начала репликации ДНК. 
Будем рассматривать относительно легкий случай поиска ORIC в бактериальных геномах. 

Большинство бактериальных геномов состоят из одной бактериальной хромосомы, представ-
ленной одной двухцепочечной молекулой ДНК кольцевой формы (см. рис. 1).

Исследования показали, что область из бактериального генома, кодирующей точку нача-
ла репликации обычно длиной в несколько сотен нуклеотидов. Например, длина хромосомы 
Escherichia coli (кишечной палочки) составляет 4887515 пар оснований, а точка начала репли-
кации состоит из 245 пар оснований (см. рис. 4).

Итак, бактериальные Oric имеют размеры 200–1000 пар оснований, но (почти) все содержат 
несколько DnaA box и представляют собой АТ-богатые области. Экспериментальные данные 
показывают, что если в некотором месте последовательности ДНК находится довольно близко 
четыре или более DnaA Box, то вероятнее всего это и есть Oric. Однако, иногда в Oric находят-
ся только две или даже одна DnaA box. Например, у Caulobacter crescentus и Coxiella burnetti.

Поскольку размер области ТНР у различных бактерий не одинаков, будем производить 
поиск коротких сегментов ТНР, называемых DnaA boxes, которые связываются с белком, ак-

Рис. 1. Двухцепочечная молекула ДНК кольцевой формы
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тивирующим инициацию репликации ДНК бактерий — DnaA, размерность которого известна 
и составляет — 9 пар оснований (bp). Так же известно, что DnaA накапливается перед ТНР, 
то есть его концентрация увеличивается, таким образом, первый метод поиска точки начала 
репликации сводится к отысканию наиболее часто встречающейся подстроки в строке. Мы 
рассмотрим два подхода, и соответственно два алгоритма реализации этого метода.

Первая задача состоит в том, чтобы найти наиболее часто повторяющиеся подстроки в 
геноме. Подстрока — это непрерывная последовательность символов в строке. Первая часть 
этой задачи состоит в том, чтобы в строке длины L найти подстроку длины k. Для подстроки 
мы будем использовать термин k-мер. То есть в последовательности нуклеотидов k-меры — 
подпоследовательности длины k.

Самым простым решением кажется проверить сколько раз в строку, входит каждая под-
строка заданной длины и организовать поиск максимального числа вхождений, назовем это 
нативным алгоритмом. Данный алгоритм удобно разбить на два блока. 

Первый блок — это подсчет количества вхождений подстроки в строку. Назовем эту функ-
цию PatternCount(Text, Pattern). Здесь Text — это строка ДНК, Pattern — подстрока Text, для 
которой, нужно посчитать, сколько раз она входит в Text. Второй блок — поиска самого часто 
встречающегося k-мера в строке. Обозначим эту функцию FrequentWords(Text, k).

Второй блок использует первый в качестве функции.
Задача 1. Посчитать количество k-мер в строке.
Входные данные: Строка и k-мер
Выходные данные: число этих k-меров в строке.
Алгоритм:
PatternCount(Text, Pattern)
        count ← 0
        for i ← 0 to |Text| − |Pattern|
            if Text(i, |Pattern|) = Pattern
                count ← count + 1
        return count

Рис. 2. Точка начала репликации E.coli
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Пример ввода: GCGCG    GCG
Пример вывода: 2

Дальше, поскольку мы заранее не знаем, что искать надо найти наиболее часто встречаю-
щийся k-мер (или k-меры) в строке. Например, рассмотрим строку

 CGATATATCCATAG
Наиболее часто встречающийся 3-мер в ней — это ATA.
Задача 2. Найти наиболее часто встречающийся k-мер в строке.
Входные данные: Строка и число k (длина k-мера)
Выходные данные: наиболее часто встречающийся k-мер (k-меры).
Алгоритм для нахождения наиболее часто встречающихся k-меров в строке вычисляет, 

сколько раз появляется каждый k-мер в строке, а затем выбирает k-мер, который происхо-
дит больше всего. Чтобы реализовать этот алгоритм сгенерируем массив следующего вида для 
строки CGATATATCCATAG:

i 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11
Count[i] 1 1 3 2 3 2 1 1 1 1 3 1

Text C G A T A T A T C C A T A G
Используя Python мы можем создать словарь (dict) в котором будет храниться рассмотрен-

ный массив, где Count[i] количество появлений i-го k-мера в строке Text. Для вычисления 
Count мы можем использовать уже рассмотренную функцию PatternCount(Text, Pattern).

Итак, мы имеем функцию CountDict(Text, k). Входные данные этой функции: строка и дли-
на подстроки k. Выходные данные этой функции: словарь, где каждому k-меру сопоставлено 
количество его вхождений в строку.

Алгоритм:
CountDict(Text, k)
 PatCount = \{\}
 for i = 0 to |Text| – |Pattern|
 Pattern=Text[i:i+k]
 PatCount = PatternCount(Pattern, Text)
return PatCount
Пример работы программы CountDict(Text, k)
Входные данные: строка = «CGATATATCCATAG»,  и k=3.
Выходные данные: массив:
{0: 1, 1: 1, 2: 3, 3: 2, 4: 3, 5: 2, 6: 1, 7: 1, 8: 1, 9: 1, 10: 3, 11: 1}
Чтобы определить наиболее часто встречающиеся k-меры в строке, мы просто должны 

найти максимальное значение из всех значений словаря. Python имеет встроенную функцию 
называемую values(), который возвращает список, содержащий значения словаря.  Поэтому 
мы можем вычислить максимум всех значений в данном списке, используя следующую функ-
цию поиска максимального значения values(). Функцию, которая выводит все наиболее часто 
встречающиеся k-меры в строке назовем FrequentWords(Text, k). Для того, чтобы k-меры не 
повторялись на выходе нужно добавить шаг — удаление повторяющихся k-меров.

Алгоритм поиска наиболее часто встречающегося k-мера в строке

FrequentWords(Text, k)
 FrequentPatterns = an empty set
 for i = 0 to |Text| – k
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 Pattern = the k-mer Text(i, k)
 Count(i) = PatternCount(Text, Pattern)
 maxCount = maximum value in array Count
 for i = 0 to |Text| - k
 if Count(i) = maxCount
 add Text(i, k) to FrequentPatterns
 remove duplicates from FrequentPatterns
return FrequentPatterns
Пример работы программы FrequentWords(Text, k)
Входные данные: 
строка = «ACGTTGCATGTCGCATGATGCATGAGAGCT» и k=4.
Выходные данные:
 GCAT, CATG
Стоит обсудить быстродействие этого алгоритма. Количество раз, которое выполнится 

PatternCount(Text, Pattern) равно (|text} – k + 1)*k. Кроме того FrequentWords(Text, k) должен вы-
звать PatternCount(Text, Pattern) |text| – k + 1 число раз, что делает общее число операций равным 
(|text} – k + 1)*(|text| – k + 1)*k. Таким образом, сложность алгоритма FrequentWords(Text, k) соот-
ветствует  O(|text|2 * k). В объемных текстах, к которым можно отнести и последовательность 
ДНК, такой алгоритм будет выполняться слишком долго. Причина в том, что нам приходится 
проходить по тексту не один раз.

Устраним эту проблему в следующем алгоритме, использующем лексикографический по-
рядок. 

Для достижения нашей цели, сначала упорядочим все 4k k-мера лексикографически (см. 
рис. 5), то есть в порядке их появления в словаре, затем преобразуем их в 4k различных чисел 
между 0 и 4k – 1.

Задавая целое k, мы определяем частотный массив строки, как массив длины 4k, где i-й 
элемент массива содержит число появлений i-го k-мера в строке text. Чтобы построить такой 
массив частот, нужно преобразовать каждый k-мер в целое число, мы реализуем это с помо-
щью функции PatternToNumber(Pattern). 

Так же нам необходимо реализовать две простые функции: первая — это функ-
ция преобразования символов A, C, G, T в соответствующие числа 0, 1, 2, 3, назовем её 
SymbolToNumber(symbol); вторая функция NumberToSymbol(number) будет преобразовывать 
числа 0, 1, 2, 3 в соответствующие символы A, C, G, T. 

Подход к вычислению PatternToNumber(Pattern) основан на следующем наблюдении. Если 
мы уберем последний символ со всех лексикографически упорядоченных k-меров, получен-
ный список будет снова по-прежнему лексикографически упорядоченным. В случае строки 
ДНК, каждый (k-1)-мер в полученном списке повторяется четыре раза.

Рис. 3. Лексикографически упорядоченные 3-меры
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Если мы удалим последний символ подстроки Pattern, обозначенный LastSymbol(Pattern), 
то получим (k-1)-мер который мы обозначим Prefix(Pattern). Получим формулу:

PatternToNumber(Pattern) = 4 ∙ PatternToNumber(Prefix(Pattern))+
+ SymbolToNumber(LastSymbol(Pattern))

Это уравнение приводит к следующему рекурсивному алгоритму.
Алгоритм
PatternToNumber(Pattern)
 if Pattern contains no symbols
 return 0
 symbol = LastSymbol(Pattern)
 remove LastSymbol(Pattern) from Pattern
return 4∙PatternToNumber(Pattern) + SymbolToNumber(symbol)
Также нужно обратить эту функцию, превращая целое число от 0 до 4k – 1 в k-мер, это будет 

реализовано в функции NumberToPattern(index, k). Подход к вычислению NumberToPattern 
основан на следующем наблюдении: если мы уберем последний символ со всех лексикогра-
фически упорядоченных k-меров, полученный список будет по-прежнему лексикографически 
упорядоченным. В случае строки ДНК, каждый (k–1)-мер в полученном списке будет повто-
ряться четыре раза. 

Уравнение 
PatternToNumber(Pattern) = 4 ∙ PatternToNumber(Prefix(Pattern))+

+ SymbolToNumber(LastSymbol(Pattern))
означает, что, когда мы делим индекс PatternToNumber(Pattern) на 4, остаток будет равен 
SymbolToNumber(symbol), и частное будет равно PatternToNumber(Prefix(Pattern)). Таким об-
разом, мы можем постепенно получить все символы Pattern, как показано на рис. 6.

При вычислении Pattern = NumberToPattern(9904, 7), мы делим 9904 на 4, получаем част-
ное 2476 и остаток 0. Оставшаяся представляет собой конечный нуклеотид Pattern, или 
NumberToSymbol (0) = A. Затем мы повторяем этот процесс, разделив каждое последующее 
число на 4, до тех пор, пока не получим частное 0. Символы в последнем столбце берем снизу 
вверх, получаем Pattern = GCGTAA.

В приведенном ниже псевдокоде, обозначим частное и остаток от деления числа n на 
целое число m, как Quotient(n, m) и Remainder(n, m), соответственно. Например, част-
ное Quotient(11, 4) = 2 и остаток Remainder(11, 4) = 3. Это псевдокод использует функцию 
NumberToSymbol(index), который является обратной к SymbolToNumber и преобразует целые 
числа 0, 1, 2, и 3 в соответствующие символы A, C, G и T.

Алгоритм
NumberToPattern(index, k)
 if k = 1
 return NumberToSymbol(index)

Рис. 4. Восстановление k-мера по его номеру
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 prefixIndex = Quotient(index, 4)
 r = Remainder(index, 4)
 PrefixPattern = NumberToPattern(prefixIndex, k – 1)
 symbol = NumberToSymbol(r)
return concatenation of PrefixPattern with symbol
Теперь нужно получить функцию, которая должна сгенерировать массив частот иниции-

руя каждый элемент массива с нулевой частотой, а затем проходя по тексту, для каждого k-ме-
ра добавлять единицу к значению соответствующего элемента массива, назовем эту функцию 
ComputingFrequencies(Text, k). 

Псевдокод ниже генерирует массив частот сначала инициируя каждый элемент в массиве с 
нулевой частотой (4k операций), а затем делается проход далее (|Text| ∙ k) операций). Для каж-
дого k-мера Pattern который мы обнаружили, мы добавляем 1 к значению соответствующего 
элемента массива.

Алгоритм
ComputingFrequencies(Text , k)
 for i = 0 to 4k – 1
 FrequencyArray(i) = 0
 for i = 0 to |Text| – k
 Pattern = Text(i, k)
 j = PatternToNumber(Pattern)
 FrequencyArray(j) = FrequencyArray(j) + 1
return FrequencyArray

После создания массива частот, мы можем найти самые часто встречающиеся k-меры, про-
сто найдя все k-меры, соответствующие максимальному элементу(элементам) в массиве ча-
стот, реализуем это в функции FasterFrequentWords(Text, k)

Алгоритм
FasterFrequentWords(Text , k)
 FrequentPatterns = an empty set
 FrequencyArray < ComputingFrequencies(Text, k)
 maxCount = maximal value in FrequencyArray
 for i =0 to 4k – 1
 if FrequencyArray(i) = maxCount
 Pattern = NumberToPattern(i, k)
 add Pattern to the set FrequentPatterns
 return FrequentPatterns
Для того, чтобы показать работоспособность алгоритма используем геном Salmonella 

typhimurium, который был получен с сайта NCBI. Нами был использован референсный геном 
Salmonella enterica subsp. enterica serovar Typhimurium str. LT2 (ASM694v2).

Рис. 5. Соответствие частот и номеров k-меров
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Геном полный и насчитывает 4951480 нуклеотидов. Применим к нему функцию 
FasterFrequentWords(Text, k) для различных k = 7,8,9 и проанализируем вывод.

Таблица 1
Наиболее часто встречающихся k-меров при различных k
k-мер k Сколько раз встречается в геноме

CGCCAGC 7 3068
CGCCAGCG 8 1285

CGCCAGCGC 9 522

Алгоритм работает по принципу нахождения скоплений k-меров. Там, где будет скопление 
k-меров там, должен быть Oric. 

Сам Oric – это последовательность генома бактерии длиной около 300-600 нуклеотидов. 
OriC кишечной палочки E. coli состоит из 260 нуклеотидов в и в нем находится 5 DnaA boxes

Например, в геноме Salmonella enterica subsp. enterica serovar Typhimurium str. LT2 (S. 
typhimurium) был найден кусок 

длиной 505 нуклеотидов в котором подстрока GCTGGCG встречается 6 раз. Это достаточно мно-
го, чтобы выделить эту подстроку и предложить биохимикам для дальнейшего исследования.

В заключении, хотелось бы отметить быстродействие, практичность и прозрачность дан-
ного алгоритма. Данная разработка может привнести определенный вклад в развитие биоло-
гии и вместе с этим все аспекты программы предельно доступны и понятны, что позволяет 
освоить ее людям, которые больше интегрированы в биологию, чем в программирование.
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УДК 531-3

О ПОИСКЕ ПУСТЫХ ОБЛАСТЕЙ В ТРЕХМЕРНЫХ МОДЕЛЯХ

Воронежский государственный университет

И. А. Шевченко

Аннотация. В данной работе изучается нахождение дефектов (пустых областей) в трех-
мерных моделях и визуализация этих дефектов, с использованием языка программирова-
ния C++ со спецификацией OpenGL. Описаны алгоритм поиска пустых областей и подго-
товка моделей к применению алгоритма.
Ключевые слова: трехмерная модель, триангуляция, формат obj.

Введение

В настоящее время широко распространены системы компьютерной графики, графические 
редакторы и пакеты графических прикладных программ, позволяющие успешно использовать 
средства компьютерной графики практически во всех сферах человеческой деятельности. 
Компьютерная графика широко применяется в машиностроении, приборостроении, строи-
тельстве и энергетике. Одна из основных задач, решаемых с помощью трехмерной графики: 
моделирование изделий с целью сокращения периода их проектирования и запуска в произ-
водство. Перед реальным изготовлением деталей, созданных в виде 3d моделей, особенно важ-
но проверить модели на соответствие техническим требованиям. Ведь даже малейшая ошибка 
при проектировании, может привести к тому, что будет забракована вся партия изделий, а это 
приведет к немалым убыткам.

Целью данной статьи является описание алгоритма нахождения особых дефектов в трех-
мерных моделях, связанных с ошибками при их создании.

1. Постановка задачи

Под пустыми участками (областями) будем понимать дефекты трехмерной модели, вы-
званные отсутствием полигонов и нарушающие целостность модели. 

Задача состоит в определении для заданной трехмерной модели пустых областей. Также 
дополнительно необходимо отметить их визуально в некоторой программе просмотрщике.

Поясним на примере. У модели на рис. 1 отсутствует несколько полигонов. Разработанный 
алгоритм должен отыскать дефект и пометить его, как это показано на рис. 2.

Рис. 1. Исходная модель с дефектом Рис. 2. Модель с отмеченным дефектом
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Чаще всего 3d модели заданы obj файлами [1]. Для решения поставленной задачи необхо-
димо:

1. Считать модель из obj файла и подготовить данные;
2. Провести триангуляцию;
3. Применить алгоритм и вывести (отметить) пустые области в просмотрщике.
Задача поиска пустых участков, зачастую стоит при подготовке модели к печати на 3d прин-

тере. Отсутствие полигонов приводит к дефектам при печати. Особенно это важно на про-
изводствах, где требуется точность изготавливаемых деталей. Один пропущенный полигон 
может привести к большим убыткам для предприятия. При печати модели, с пропущенным 
полигоном, сложно предсказать каков будет итоговый результат. В модели могут наблюдаться 
непропечатанные сегменты. В некоторых случаях, модель даже может разделиться на несколь-
ко частей.

2. Описание метода решения

Решение поставленной задачи включает 3 шага:
1. Подготовка модели;
2. Триангуляция;
3. Применение алгоритма.
Распишем каждый из них подробнее.

2.1. Подготовка модели

В качестве формата файлов 3d модели будет использован obj формат. Для дальнейшей ра-
боты с моделью, необходимо считать данные из файла и распределить их по структурам дан-
ных [4].

Для хранения списка вершин подойдет вектор размера 3 .N×  Он будет хранить N  вершин, 
по 3 значения координат ( , , )X Y Z  для каждой вершины. Значение каждой координаты явля-
ется числом с плавающей точкой.

Аналогично поступим и с координатами нормалей, которые необходимы для правильного 
отображения модели. Значение каждой координаты является числом с плавающей точкой.

Для хранения полигонов, будем использовать вектор, каждый элемент которого, содержит 
вектор индексов вершин. Значение каждого индекса вершины является целочисленным зна-
чением.

2.2. Триангуляция

Для дальнейшей работы с моделью, необходимо провести ее триангуляцию.
Триангуляция [2] — это разбиение геометрического объекта на треугольники.
В теории, у полигона может быть сколь угодно много вершин [3; ).+∞  Однако именно тре-

угольники всегда используются для рисования поверхностей в 3d. Это связано с тем, что тре-
угольники никогда не могут быть неплоскими. Любой многоугольник, имеющий более трех 
точек, может быть неплоским и, следовательно, не может быть отображен, если не преобразо-
ван в треугольники. 

После проведения триангуляции все полигоны будут состоять из трёх вершин. Это облег-
чает дальнейшую работу с ними, в том числе и применение алгоритма. А также это необходи-
мо для отображения модели в просмотрщике.

Для триангуляции существуют различные алгоритмы. Наиболее популярными из них яв-
ляются: триангуляция Делоне [3, 5] и триангуляция методом отрезания ушей (Ear Clipping).
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2.3. Алгоритм

После этапа триангуляции данные полностью готовы к применению алгоритма для поиска 
пустых областей.

Идея алгоритма поиска пустых областей заключается в нахождении ребер, которые при-
надлежат только одному полигону. 

Как можно наблюдать на рис.3, ребра, находящиеся по краям пустой области, входят толь-
ко в один полигон. 

Алгоритм. Поиск пустых участков.
1. Создать матрицу смежности вершин. ,N N×  где N  — количество вершин. Она заполня-

ется нулями.
2. Занести значения в матрицу смежности следующим образом: из каждой тройки вершин 

формируются три ребра; в матрице смежности на пересечении вершин этих ребер увеличить 
значение на единицу.

3. Проверить:
a. если на пересечении вершин находится 0, то ребра нет;
b. если на пересечении вершин находится 1, то ребро входит в один полигон;
c. если на пересечении вершин находится 2, то ребро входит в два полигона;

Сложность алгоритма оценивается как 2( ),O K  где K  — длинна вектора индексов после 
триангуляции.

2.3. Рассмотрим работу алгоритма на наглядном примере

Пусть дан участок модели, с отсутствующим полигоном. Он отмечен белым цветом, на рис. 4.
Для упрощения, будут рассмотрены только те вершины, которые пронумерованы на рис. 4. 

В obj файле, полигоны, которые рассматриваются, будут записаны в следующем виде:
f 1 2 3     f 2 4 3     f 3 5 6     f 4 5 7

Вектор индексов будет выглядеть следующим образом:

1 2 3 2 4 3 3 5 6 4 5 7

Создадим матрицу смежности вершин ,N N×  где 7N =  (1 шаг алгоритма). Пройдемся по 
вектору индексов и заполним матрицу смежности (2 шаг алгоритма):

Рис. 3. Отсутствующий полигон
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1 2 3 4 5 6 7
1 0 2 2 0 0 0 0
2 2 0 2 2 0 0 0
3 2 2 0 1 1 2 0
4 0 2 1 0 1 0 2
5 0 0 1 1 0 2 2
6 0 0 2 0 2 0 0
7 0 0 0 2 2 0 0

Проходом по матрице смежности найдем все ребра, входящие в один полигон (3 шаг алго-
ритма):

[3; 4], [4; 5], [3; 5].
На рис. 5, красным отмечены ребра, входящие в один полигон, зеленым — входящие в 2 

полигона.

3. Реализация метода и эксперимент

Далее будет рассмотрена программная реализация алгоритма поиска пустых областей. 
Также, будет выполнен запуск алгоритма поиска пустых областей на тестовых моделях.

Рис. 4. Отсутствующий полигон

Рис. 5. Ребра, входящие только в один полигон
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3.1. Общее описание программной реализации

Для программной реализации использован язык программирования C++, а также фрейм-
ворк Qt и интерфейс OpenGL.

Реализована программа просмотрщик (viewer) трехмерных моделей. В нее встроен модуль, 
реализующий предложенный алгоритм поиска пустых участков.

3.2. Тестирование

Целью тестирования является проверка работы алгоритма на различных тестовых моделях. 
Для теста использовалась одна из стандартных моделей, предоставляемых 3d пакетом Blender. 
Для тестирования, были удалены несколько полигонов с модели, как показано на рис. 6, тем 
самым созданы пустоты, которые и должен искать алгоритм.

Как можно заметить, алгоритм успешно отработал и нашел проблемные области в модели 
(рис. 7).

Рис. 6. Модель с удаленными полигонами

Рис. 7. Найденные дефекты
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Но кроме очевидно отсутствующих полигонов на голове, алгоритм, также, посчитал грани-
цу глаз проблемной областью. Разберемся с чем это связано и не допущена ли ошибка в работе 
алгоритма. Используя Blender, детально рассмотрим лицевую часть модели изнутри. Благода-
ря этому, увидим, что в 3d модели, глаза сделаны с помощью отдельных объектов (полусфер). 
Следовательно, они не имеют общих вершин с остальной частью модели (рис. 9).

Присутствие дефекта у данной модели связано с тем, что 3d пакет Blender, в первую очередь, 
используется для создания игровых 3d моделей. Для которых такие дефекты некритичны, а в 
случае с глазами, даже необходимы. Ведь в последствии, нужно будет анимировать движения 
глаз, что проще сделать, если они не имеют общих вершин с самой моделью.

Рис. 8. Найденные дефекты

Рис. 9. Дефект в области глаз
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По результатам теста, алгоритм доказал свою эффективность, найдя дефекты, которые, 
даже, не видны невооруженным глазом.

Заключение

Сложно переоценить важность алгоритмов, подобных тому, что рассмотрен в данной ста-
тье. Они используются в самых разнообразных отраслях. От игровой индустрии, до производ-
ства высокоточных деталей для космических аппаратов.

В данной статье были рассмотрены особенности обработки трехмерных моделей, а также 
рассмотрен алгоритм, который успешно справился с поставленными задачами.
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МЕТОДЫ РАЗРАБОТКИ 3D ОБЪЕКТА ДЛЯ КОМПЬЮТЕРНЫХ ИГР 
С ПОМОЩЬЮ НОДОВ И АДДОНОВ В ПРОГРАММНОЙ СРЕДЕ BLENDER

Казанский национальный исследовательский технический университет им. А. Н. Туполева – КАИ

К. А. Шименкова

Аннотация. В данной статье рассматривается методы разработки 3D объекта с помощью 
нодов и аддонов, которые, в свою очередь, помогают при создании 3D объектов для ком-
пьютерных игр. Создание 3D объектов, на данный момент, является самым лучшим ва-
риантом просмотра модели изделия. Спрос на 3D моделирование стремительно растет. 
С такой точки зрения требуются новые подходы и методы в построении моделей. В ходе 
данной работы рассматриваются достоинства и недостатки данного подхода, а также его 
функции и характеристики. Данные методы используются на этапе разработки модели и 
ее детализации.
Ключевые слова: компьютерная графика, моделирование, 3D модель, 3D объект, аддоны, 
ноды, информационные технологии, Blender, трехмерное моделирование, визуализация.

Введение

3D-моделирование прошло долгий путь с момента своего появления более 40 лет назад, в 
то время как его возможности постоянно развивались и совершенствовались вместе с техно-
логиями, используемыми для его создания [3].

Сегодня компьютерная графика признана отдельным видом визуального и интерактивно-
го искусства. Бурное развитие трехмерной визуализации позволяет достичь того, чего невоз-
можно достичь в силу некоторых возможностей: время, финансы, даже нереальность задуман-
ного. Программное обеспечение для 3D-моделирования позволяет создавать математическое 
представление трехмерного объекта или формы на компьютере. Созданный объект называет-
ся 3D-моделью, и эти 3х-мерные модели используются в самых разных отраслях [1, 5].

Сфера применения компьютерной графики не ограничивается научной и промышленной 
деятельностью, она давно зарекомендовала себя в самых разных отраслях, от отправки ракет 
в космос до мира высокой моды. Кроме того, 3D-графикой пользуются огромной популяр-
ностью среди художников, нашедших себя в цифровой иллюстрации. Компьютерная графи-
ка — это результат работы с новейшими технологиями обработки данных, которые позволяют 
пользователю использовать материалы и инструменты, помогающие воссоздать любую в ме-
рах возможностей пользователя, задачу. Можно создавать визуальные эффекты, анимацию, 
изменять форму и цвет объекта, все это возможно воссоздать с помощью 3D-графики и при-
ложений.

Многочисленные исследования показали, что зрительные образы активируют больше ней-
ронов в мозгу, чем слова, а человеческий мозг обрабатывает изображения в 60 000 раз быстрее, 
чем текст. Информация, воспринятая зрительно, по данным психологического исследования, 
более осмыслена, дольше сохраняется в памяти. Трехмерное моделирование объектов и сцены 
является длительной исследовательской работой в области графики, научной деятельности и 
многих других сферах [6].

Аддоны и модификации являются одной из важных частей создания 3D объектов для ком-
пьютерных игр, так как они помогают в создании, упрощая саму разработку объектов, так и 
могут дополнять и детализовать. На начальных этапах, многие пренебрегают использованием 
аддонов и модификаций, считая, что это возможно сделать своими силами. Но после исполь-
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зования дополнительных материалов или использования нодов, становится результат созда-
ния 3D объектов лучше и интереснее. 

1. Программное обеспечение для 3D моделирования

Программное обеспечение для 3D-моделирования позволяет создавать математическое 
представление трехмерного объекта или формы на компьютере. Созданный объект называет-
ся 3D-моделью, и эти 3х-мерные модели используются в самых разных отраслях. Программное 
обеспечение для 3D-анимации, моделирования, моделирования и рендеринга [3].

Blender (Блендер) — профессиональное свободное и открытое программное обеспече-
ние для создания трёхмерной компьютерной графики, включающее в себя средства модели-
рования, скульптинга, анимации, симуляции, рендеринга, пост обработки и монтажа видео 
со звуком, компоновки с помощью «узлов» (Node Compositing) [2]. Является одной из самых 
мощных в своем роде и используется высококвалифицированными профессионалами для 
создания даже полнометражных анимационных фильмов. Почему же выбор пал на данную 
программную утилиту? Во-первых, он предлагает одни из лучших методов 3D-моделирова-
ния. Во-вторых, поскольку это чрезвычайно популярная программа с открытым исходным 
кодом, сообщество огромно, значит ресурсов для работы предостаточно. В-третьих, данная 
программная утилита имеет наиболее удобный интерфейс.

1.1. 3D моделирование. Ноды. Аддоны

Мы находимся на пороге революции в моделировании, когда новейшие технологии и те, 
что находятся в стадии разработки, похоже, изменят правила игры в мире 3D-моделирования. 

Каждая 3D модель имеет ряд особенностей — стилистика, владение инструментом, свет 
и цвет. Трехмерное моделирование объекта можно рассматривать как законченный процесс, 
который начинается со сбора данных и заканчивается трехмерной виртуальной моделью, 
визуально интерактивной на компьютере. Часто под 3D-моделированием понимают только 
процесс преобразования плоского графического объекта (рисунок) в объемный объект, кото-
рый, в последствии становится полноценной, законченной моделью с текстурой и, возможно, 
анимацией. В то время как создание 3D модели подразумевает более полный и общий про-
цесс реконструкции объекта.[3] Рассматривать 3D графику частично невозможно, обычно ее 
рассматривают в целом, элементы разработки 3D чаще всего взаимосвязаны и влияют друг на 
друга, как и на сам результат визуализации разработки 3D объектов, то рассматривать работу 
с нодами и аддонами в 3D графики в виде некоторой системы.

Add-ons — это вторичные скрипты, созданные сообществом или же разработчиками 
Blender для улучшения или расширения некоторых официальных функций Blender. Часто мо-
жет случиться так, что во время разработки проекта не хватает некоторых важных опций, 
которые значительно облегчили бы работу. Скорее всего, у кого-то уже была данная проблема, 
и кто-то смог создать надстройку для Blender, чтобы упростить работу для людей в будущем. 
Некоторые плагины, доступные на рынке, имеются как бесплатные, так и платные [2].

Раздел Add-ons позволяет управлять вторичными скриптами, называемыми «Add-ons», 
которые расширяют функциональность Blender-а. В этом разделе возможно искать, устанав-
ливать, включать и отключать дополнительные надстройки. Blender поставляется с некоторы-
ми предустановленными надстройками, готовыми к включению. Но также можно добавить и 
свои собственные или любые другие аддоны, которые нужны в той или иной работе, которые 
возможно найти в интернете [2].
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Так же можно включить фильтр аддонов, если, возможно, аддон не нужен, то можно вклю-
чить фильтрацию и активировать только те аддоны, которые необходимы в данный момент. 

Надстройки в программной среде Blender делятся на две группы в зависимости от того, кто 
их поддерживает: 

1. Официальные: надстройки, написанные разработчиками Blender. 
2. Аддоны сообщества: надстройки, написанные людьми из сообщества Blender. 
Аддоны сообщества можно скачать непосредственно из интернета, а после перейти в на-

стройки аддона и нажать кнопку “Install an add-on”. 
Бывает такое, что скаченный аддон не имеет архива. Тогда, можно просто заархивировать 

в zip формат файл с аддоном и установить, либо скопировать в коренную папку блендера с 
аддонами, или же в пользовательскую папку. Лучшим выбором будет переместить такой файл 
с аддоном в пользовательскую папку [4].

На рис. 2 представлен интерфейс, если выключен аддон “Curve: Extra Objects” (слева) и если 
включен аддон “Curve: Extra Objects” (справа).

Ноды обширно используются в разных направлениях работы с ними. От добавления тек-
стур, да создания полноценной модели, не прибегая к стандартным манипуляциям в создании 
3D объектов. В Blender имеется возможность использовать ноды. 

Шейдерные ноды (Shader Nodes) существенно расширяют возможности стандартных мате-
риалов Blender, позволяя представить освещение как серию базовых преобразований. Blender 
позволяет вам создавать материал, направляя основные материалы через набор узлов.  Каж-
дый узел выполняет некоторую операцию над материалом, изменяя его внешний вид при на-
ложении на сетку, и передает его следующему узлу. Таким образом, можно получить очень 
сложный внешний вид материала. Когда создается система узлов, пользователь описывает 
своего рода конвейер обработки данных, где данные «поступают из» узлов, которые описы-
вают различные источники, «потоки через» узлы, которые представляют собой различные 
этапы обработки и фильтрации, и, наконец, «втекают в» узлы, которые представляют выходы 
или адресаты. Возможно соединять узлы друг с другом разными способами, а также настраи-

Рис. 1. Настройки программной среды Blender. Включение аддонов
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вать «свойства» или параметры, управляющие поведением каждого узла.  Это дает огромный 
творческий контроль над происходящим на экране. И это очень быстро станет интуитивно 
понятным [2, 7].

Все действия в графе читаются слева направо, при этом связанные соединения на левой 
стороне служат входами для информации, которая объединяется с соединениями на правиль-
ной стороне для создания выходов. После настройки сети и назначения ее поверхности, свя-
занный график активируется во время отображения, что приводит к затененному выходу [2].

И, в результате использования только нодового дерева, шейдеров нодов, возможно сделать 
данную модель. На рис. 4 приведен результат работы с использованием нодов. 

1.2. Плюсы и минусы работы с аддонами и нодами

Многие новички в создании 3D объектов пренебрегают использованием аддонов и нодов, 
ссылаясь на то, что сложно понять, как ими пользоваться, рассчитывая на свои силы, но с ис-

Рис. 2. Интерфейс если выключен (слева) и включен (справа) аддон

Рис. 3. Дерево нодов
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пользованием дополнительных материалов или шейдер-нодов, 3D-модель становится лучше, 
да и сам процесс разработки модели упрощается.

При использовании аддонов, можно выделить то, что аддоны помогают в работе с тем или 
иным подходом в создании 3D объектов, упростить работу с текстурами, структурированием 
объектов и многое другое. Отрицательных качеств у аддонов нет, разве что имеется несосты-
ковки друг с другом у некоторых дополнительных материалов, но такое случается критически 
редко.

При работе с нодовыми шейдерами, имеется возможность сделать модель более реалистич-
ной и интересной [7].

Из положительных качеств можно выделить:
1. Возможность настройки материалов, как нового, так и уже существующего.
2. Возможность подбора текстуры и установка развертки.
3. Обширная настройка работы с цветами.
4. Работа с аддонами для удобной работы с нодами.
5. Возможно создать модель только с помощью дерева нодов.
Из отрицательных качеств можно выделить:
1. Сложность использования.
2. Появление нюансов при работе.

Заключение

При работе в такой программной среде как Blender, можно с уверенностью сказать, что 
каждый когда-нибудь столкнется с аддонами и нодами уже в процессе обучения. После не-
скольких часов работы со стандартным ассетом, появится вопрос о том, как сделать свою ра-
боту насыщеннее, а может и сделать сам процесс работы над 3D объектом быстрее. Ноды и 
аддоны, которые смогут упростить работу над действительно хорошей 3D моделью, являются 
одними из тех методов, что смогут это сделать.

 Рассматривая два типа функций программной среды Blender, которые можно использо-
вать совместно друг с другом, и результате получить наилучший результат работы в данной 

Рис. 4. Результат работы с нодами
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программной среде. Данные методы использования нодов и аддонов используются на этапах 
разработки и детализации модели при разработке 3D объекта для компьютерных игр.
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КОНЕЧНО-ЭЛЕМЕНТНОЕ МОДЕЛИРОВАНИЕ КОММУНИКАЦИИ БАКТЕРИЙ 
В УСЛОВИЯХ ОБРАЗОВАНИЯ ДОЧЕРНИХ ПОДВИЖНЫХ КОЛОНИЙ

Амурский государственный университет

И. Шуай, А. Г. Масловская

Аннотация. Современный уровень междисциплинарных исследований позволяет рас-
сматривать и формализовать процессы, происходящие в сообществах микроорганиз-
мов. В частности, важнейшим свойством многих бактериальных видов является способ-
ность коммуницировать — взаимодействовать между собой и коллективно реагировать 
на внешние воздействия. В работе представлены результаты конечно-элементного мо-
делирования ключевых характеристик бактериальной коммуникации в процессе про-
странственно-временного роста бактериальной колоний. Базовая детерминированная 
математическая модель формализуется в виде начально-граничной задачи для системы 
полулинейных уравнений реакционно-диффузионного типа. Модель модифицирова-
на за счет введения механизма образования дочерних подвижных колоний. Конечно-э-
лементное решение задачи получено с помощью программного обеспечения COMSOL 
Multiphysics. Проведена серия вычислительных экспериментов по оценке изменения 
концентраций химических соединений, характеризующих кворум для бактерий вида 
Pseudomonas putida.
Ключевые слова: сообщество бактерий, эволюция бактериальной колонии, реакцион-
но-диффузионная модель коммуникации бактерий, метод конечных элементов, вычисли-
тельные эксперименты.

Введение

В непрерывных процессах дифференциации и интеграции научного знания к настоящему 
моменту самостоятельный статус приобрели такие междисциплинарные направления, как ма-
тематическая  биология и in silico исследования. В фокусе внимания указанных направлений 
оказываются процессы, происходящие в сообществах микроорганизмов, в частности, биоло-
гическая активность различных бактериальных видов. 

Важнейшим свойством многих бактерий, в том числе патогенных групп, является способ-
ность коммуницировать — взаимодействовать между собой и коллективно реагировать на 
внешние воздействия. «Чувство кворума» (quorum sensing) рассматривается многими учены-
ми как один из ключевых механизмов бактериальной коммуникации [1–3]. Чувство кворума 
реализуется на основе свойств бактерий координировать экспрессию генов и физиологиче-
ское поведение в зависимости от плотности клеток за счет выработки специальных сигналь-
ных молекул (для многих грамотрицательных бактерий субстанции AHL — N-ацил гомосе-
ринлактонов) [1]. Накопление сигнальных молекул происходит пропорционально количеству 
бактерий. Когда концентрация сигнальных молекул достигает порога, гомологичные рецепто-
ры связываются с сигнальными молекулами и запускают трансдукцию сигнала, что приводит 
к фенотипической экспрессии чувства кворума, следствиями чего часто являются разнообраз-
ные эффекты: образование биопленок, биолюминесценция, конъюгативный перенос плазмид 
и развитие факторов вирулентности [2–3]. Другим сателлитным эффектом коммуникации яв-
ляется подавление кворума (quorum quenching), которое относится к ингибированию экспрес-
сии генов путем подавления синтеза AHL, деградации AHL и блокирования взаимодействий 
AHLs-LuxR. Для бактерий рода Pseudomonas характерна выработка фермента лактоназы, от-
ветственного за подавление кворума. С точки зрения системного анализа, лактоназа отвечает 
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за возникновение отрицательной обратной связи в биосистеме. В настоящее время известно 
множество подходов к моделированию этого сложного и многоаспектного явления [4]. 

В настоящей работе рассмотрен детерминированный подход к математическому моделиро-
ванию процесса коммуникации бактерий, предложенный в работе [5]. Модель формализуется 
в концепции реакционно-диффузионного подхода и описывается начально-граничной зада-
чей для системы полулинейных уравнений реакционно-диффузионного типа, определяющих 
пространственно-временную динамику концентраций сигнальных молекул AHL и лактоназы. 
В серии совместных работ представлено развитие этой концепции на основе разнообразных 
модификаций модели: учет запаздывания, эффекты памяти, многофазный характер динами-
ки популяции, действие антибиотиков и др. [6–10]. При проведении моделирования важным 
этапом является позиционирование колоний бактерий, и эволюция их положения в процессе 
времени наблюдения. Экспериментальные наблюдения динамики характеристик чувства кво-
рума у бактерий рода Pseudomonas [11] свидетельствуют о росте популяций, преимущественно 
сопровождающимся отделением дочерних колоний от материнских. Концепцией настоящего 
исследования является развитие дифференциальной модели коммуникации бактерий за счет 
формализации механизма образования дочерних подвижных колоний. Методологическая ос-
нова вычислительной реализации модели представлена методом конечных элементов. Вычис-
лительные эксперименты ориентированы на применение ППП COMSOL Multiphysics. 

1. Математическая модель процесса бактериальной коммуникации и ее модификация

Математическая модель чувства кворума бактерий описывает циклический процесс, в ко-
торый включены: динамика изменения AHL и лактоназы, диффузия этих субстанций, есте-
ственная деградация и генерация [7]. Математическая постановка задачи моделирования 
представлена начально-граничной задачей для системы уравнений «реакция-диффузия» (для 
определенности приведен двумерный по пространству случай): 
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где ( ), y,u x t  — концентрация AHL, моль/л; ( , , )L x y t  — концентрация фермента лактоназы, 
моль/л; Γ  — граница области решения [0, ] [0, ];l l×  l  — линейный размер области, мкм; t  — 
время наблюдения процесс, час; ,AHLD  ,LD  ,uγ  ,Lγ  ,L uγ →  ,g  ,q  ,bu  bL  являются положитель-
ными параметрами, ответственными за процессы диффузии и деградации веществ. 

Система (1) включает функции 1F  и 2 ,F  которые определяют плотность биомассы и поло-
жение каждой бактериальной колонии в расчетной области. В базовой математической моде-
ли бактериальной коммуникации эти члены задаются с помощью функции Хилла и нормаль-
ного распределения бактериальной плотности. В принципе, в популяционной динамике 
бактерий наблюдают четыре фазы эволюции: лаг-фаза (бактерии адаптируются к среде и фи-
зическим условиям), логарифмическая фаза (более быстрый рост), стационарная фаза (коли-
чество новых клеток равно количеству мертвых клеток) и фаза смерти (гибель клеток проис-
ходит быстрее, чем восстановление популяции). Более того, поскольку условия, которые 
поддерживают постоянный рост бактерий, редко встречаются в природе, многие виды бакте-
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рий переходят в динамическое непролиферативное состояние или длительную стационарную 
фазу [12]. Таким образом, генерационные слагаемые имеют вид:
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где ,uα  ,uβ  ,Lβ  ,thu  ,ε  ,σ  n  являются положительными параметрами модели, описанными 
ниже; ( )N t  — нормализованная функция бактериальной плотности; ,a  b  — безразмерные 
параметры, отвечающие за уровень концентрации бактерий в длительно-стационарной фазе; 

1,b  2b  — параметры времени, отвечающие за моменты смены фаз, час; µ  — параметр скорости 
роста/деградации. 1/час; Nt  — старт времени ингибирования, час.

В базовой модели (1)–(5) позиции колоний ,i iA B  фиксированы в определенной геометри-
ческой области домена и имеют определенный размер, который связан с параметром .σ  Рас-
смотрим модификацию данного подхода, в которой примем функциональную зависимость от 
времени положений бактериальных колоний ( ),iA t  ( ).iB t  Формализуем процесс отделения 
дочерних колоний от материнских в процессе эволюции биосистемы, включая в функции 

( ),iA t  ( )iB t  управляющие параметры скорости движения и деления колоний в разных направ-
лениях и предельное расстояние продвижения колоний. Будем считать, что скорость ( )v t  из-
меняется по линейному закону. Важно отметить, что деление является случайным процессом, 
и не все новые колонии происходят из начального состояния. Вновь разделенная колония так-
же может быть использована в качестве начального состояния для последующих колоний. На-
чальное положение материнской колонии определим в центре расчетной области:

 ( ) ( )1 1 02, 2, .A t l B t l t t= = =  (7)
Далее введем дискретный массив времени 1 2{ , ,... },Sθ θ θ  каждый элемент которого sθ  будет 

соответствовать акту деления. Будем считать, что деление возможно только вдоль одной из 
координатных осей, при этом материнская клетка будет продолжать существование. И каж-
дый акт деления будет соответствовать появлению новой ( 1)i + -й дочерней колонии в пози-
ции ( ( ), ( ))new oldA t B t  или в позиции ( ( ), ( ))old newA t B t  (в начальный момент времени примем 
( 1,

oldA A=  1
oldB B= ). Схема для определения текущей позиции колонии будет выглядеть следу-

ющим образом:

 ( ) ( )1

0, ,
, ,

snew
s s old

s s

t
A A t

A v t t
θ

θ
δ θ θ+

≤
= − =  ± ⋅ ⋅ − >

 (8)

 ( ) ( )1

0, ,
, ,

snew
s s old

s s

t
B B t

B v t t
θ

θ
δ θ θ+

≤
= − =  ± ⋅ ⋅ − >

 (9)

где параметр δ  эмпирически задается с помощью генератора случайных чисел. 

2. Вычислительные эксперименты

Математическая модель (1)–(6) реализована численно, методом конечных элементов с 
использованием инструментальных возможностей среды научных и инженерных расчетов 
COMSOL Multiphysics v5.1. Пакет COMSOL предоставляет функционал для решения диффе-
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ренциальных задач и обладает важным преимуществом — исследователю всегда доступно в 
явном виде задание уравнений, начальных и граничных условий, а также геометрических при-
митивов [13].

Постановка и проведение вычислительных экспериментов требует инициализации объекта 
моделирования. В контексте данного исследования рассмотрим бактериальный вид P. putida, 
чувство кворума для которого исследовалось неоднократно с использованием различных под-
ходов. Численные значения параметров детерминированной модели (1)–(6) заимствованы из 
работ [4–10], которые сведены в табл. 1. 

Таблица 1
Переменные и параметры математической модели

Переменная 
/ параметр Описание Значение / единица 

измерения
( , )u x t концентрация аминокислоты моль/л

( , )L x t концентрация фермента лактоназы моль/л

l линейный размер объекта 100 мкм

uD коэффициент диффузии аминокислоты 100 мкм2/час

LD коэффициент диффузии лактоназы 1 мкм2/час

iF функция, описывающая источник генерации амино-
кислоты и реакционное слагаемое

ед. актив. ферм. /л

uγ абиотическое (обусловленное внешними факторами) 
снижение скорости образования аминокислоты

0.005545  1/час

L uγ →
скорость деградации аминокислоты за счет действия 
лактоназы

0.65·109 л/(моль·час)

Lγ абиотическое снижение скорости образования 
лактоназы

0.5 1/час

uα базовая производительность аминокислоты 1.058·10–7 моль/(л·час)

uβ производительность аминокислоты 1.058·10–6 моль/(л·час)

Lβ продуцирование лактоназы 1.38·10–6 моль/(л·час)

thu пороговое значение концентрации аминокислоты 70 нмоль/литр

n степенной параметр Хилла 2.5
ε параметр, отвечающий за запаздывание 5·10–9 нмоль/л
µ темп роста колоний 1 час–1

a параметр аппроксимации 0.5 
b параметр аппроксимации 0.5

1b параметр аппроксимации 10 час

2b параметр аппроксимации 50 час

Nt время старта деградации 40 час

δ параметр [0,1]
v скорость передвижения дочерней колонии l ⋅  0.05 мкм/час
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Представим результаты численного расчета характеристик бактериального кворума в ус-
ловиях реализации базовой и модифицированной моделей. В качестве первой модельной за-
дачи рассмотрим одномерный вариант модели. В простейшем случае примем однородные гра-
ничные условия Дирихле, как частный случай условий вида (3), 510 ,ug D=  510 ,Lq D=  0,bu =  
and 0,bL =  предполагая, что бактериальные колонии находятся достаточно далеко от границ 
и что краевые эффекты не влияют на распределение основных веществ, характеризующих 
кворум. 

Для определенности, в начальный момент времени зададим одну бактериальную колонию, 
расположенную в фиксированной позиции — 50 мкм с линейным размерном 10 мкм. Время 
наблюдения установим 100t =  часов. Результаты компьютерного моделирования представле-
ны на рис. 1. Примем, что через 1 1θ =  час от начала симуляции материнская бактериальная 
колония отделяет одну дочернюю колонию в отрицательном направлении .x  Во второй час 
( 1 2θ =  час) вторая дочерняя колония отделяется в положительном направлении .x  Обе колонии 
перемещаются по линейному закону с параметром 0.2,δ =  в 20 часов движение останавливается. 

a б
Рис. 1. Результаты вычислительного эксперимента: пространственно-временные 

зависимости распределения концентрации AHL — a и лактоназы — б с течением времени

Динамика концентрации лактоназы показана на рис. 1б. Концентрации двух субстанций 
(AHL и лактоназы) отвечают особенностям временной зависимости концентрации бактериаль-
ной популяции — период до 1  b = 10 час соответствует фазе медленного роста, после 2  b = 50 час 
наблюдается фаза длительной деградации с падением плотности популяции на 50 %. Следует от-
метить, что мы можем наблюдать два конкурирующих процесса, которые заключаются в увеличе-
нии концентрации AHL при снижении концентрации лактоназы из-за отрицательной обратной 
связи, а также снижение концентрации AHL с падением плотности популяции при 50t >  часов. 

В следующем вычислительном эксперименте представим результаты реализации двумер-
ной по пространственным координатам модели. Двумерная визуализация позволяет наблю-
дать более наглядно процесс отделения дочерних колоний от материнской. Рис. 2 демонстри-
рует изменение концентрации AHL в процессе эволюционирования с учетом отделения двух 
дочерних колоний (одной – в первый час 1 1θ =  час, другой — во второй 1 2θ =  час).

В первые 7 часов мы не наблюдаем заметного изменения концентрации AHL в силу диф-
фузионного характера распространения этой субстанции. Можно сказать, что в этом периоде 
уровень концентрации AHL для одной колонии не отличим от уровня концентрации AHL 
для материнской и отделившейся дочерней колоний. В момент времени 12 часов мы можем 
наблюдать асимметричное смещение в силу роста дочерней колонии и приближения обеи-
ми колониями к периоду достижения максимального значения концентрации бактериальной 
плотности (примерно к 20 часам).
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а б

в г

д е
Рис. 2. Пространственное распределение концентрации AHL 

в фиксированные моменты времени: 
0.1 час — а, 7 час — б, 12 час — в, 13 час — г, 20 час — д, 100 час — е

Уровень концентрации AHL (уровень бактериального кворума) в области нахождения ма-
теринской колонии (колонии первого поколения) выше в течение всего процесса наблюдения 
по сравнению с уровнем аминокислоты для локаций дочерних колоний. Это обусловлено су-
перпозицией вкладов, предоставляемых отдельными колониями, при этом на уровень концен-
трации AHL также влияет деградирующей эффект от действия лактоназы. Характеризуя кол-
лективный уровень концентраций ключевых субстанций можно отметить, что отделившиеся 
дочерние колонии не теряют коммуникации с материнской колонией, хотя уровень кворума 
«внутри» вновь образовавшейся колонии значительно выше. Напротив, фермент лактоназа 
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действует локально и способствует деградации сигнальных молекул в «эпицентре» позицио-
нирования актуальной дочерней или материнской колонии.

Заключение

В исследовании приведены результаты математического и компьютерного моделирования 
ключевых характеристик бактериальной коммуникации в процессе пространственно-времен-
ного роста бактериальной колоний, реализуемого за счет отделения дочерних колоний. Фор-
мальное описание механизма образования дочерних подвижных колоний введено в базовую 
модель, описываемую начально-граничной задачей для системы полулинейных уравнений 
реакционно-диффузионного типа. Компьютерная реализация проведена методом конечных 
элементов на платформе COMSOL Multiphysics. Вычислительные эксперименты на примере 
бактериального вида P. putida позволяют заключить, что отделившиеся дочерние колонии не 
теряют коммуникации с материнской колонией, хотя уровень кворума «внутри» вновь обра-
зовавшейся колонии значительно выше. Напротив, фермент лактоназа действует локально и 
способствует деградации сигнальных молекул в «эпицентре» позиционирования актуальной 
дочерней или материнской колонии.
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УДК 004.93 : 519.8

ВОЗМОЖНОСТИ МОНОКУЛЯРНОГО КОМПЬЮТЕРНОГО ЗРЕНИЯ 
ДЛЯ ОРИЕНТИРОВАНИЯ В ПРОСТРАНСТВЕ

Воронежский государственный университет

П. О. Ярощук

Аннотация. В статье рассматривается разработка компьютерного алгоритма ориентиро-
вания (построения карты) на основе данных, полученных монокулярным зрением. Разра-
ботка ведется на основе известных нейробиологических моделей устройства восприятия 
человека с участием материалов недавних исследований в этой области. Рассматриваются 
три ключевых биологических модели: мысленное вращение, построение сцены, внима-
ние. На их основе разрабатывается алгоритм, принципиально способный в реальном вре-
мени строить карту.
Ключевые слова: компьютерное зрение, оптический поток, дополнительная реальность, 
мысленное вращение, биологическая модель, математическая оптимизация, нейронная 
сеть, автопилотирование, робототехника, математическое моделирование.

Введение

Монокулярное компьютерное зрение на сегодняшний день имеет много практических 
применений, включая создание сцен для дополнительной реальности, методы определения 
глубины сцены и многие другие. Все эти методы менее точны, чем бинокулярные, однако 
также менее требовательны к ресурсам и к оборудованию (меньшее число задействованных 
камер). Подобные преимущества ведут к закономерному желанию применить подход в бо-
лее сложных областях, таких как робототехника, беспилотные дроны и другие автономные 
устройства, повсеместно распространяющиеся, но в то же время ограниченные в применении 
из-за дороговизны аппаратной составляющей. На исправление этого недостатка и направлено 
мое исследование. В качестве образца я рассмотрел биологические механизмы, позволяющие 
живым существам обходиться одним органом зрения, при повреждении или отсутствии вто-
рого. Подобные механизмы есть и у человека. Они позволяют нам воспринимать визуальную 
информацию с плоских экранов мониторов и телевизоров[1]. 

1. Биологические модели и компьютерные аналоги

1.1. Мысленное вращение

Для понимания механизмов, лежащих в основе трехмерного восприятия монокулярным 
зрением следует обратиться к биологической теории мысленного вращения. Мысленное вра-
щение — способность к вращению мысленных представлений двухмерных и трехмерных фи-
гур, связанная с визуальным представлением такого вращения в уме человека[2]. Феномен 
был открыт в семидесятые годы двадцатого столетия. С тех пор было предпринято множество 
попыток определения внутреннего механизма этой операции. Одно из последних исследо-
ваний указывает на связь между методом расчета оптического потока для двумерных изо-
бражений, который позволяет определить ориентацию объекта, и мысленным вращением[3]. 
Исследование выявило, что с большой вероятностью человеческий мозг воссоздает двухмер-
ное изображение объекта и сравнивает его с искомым аналогично алгоритму компьютерного 
зрения исходя из схожих ошибок определения положения испытуемыми и самим алгорит-
мом. Из этого следует, что человеческое восприятие трехмерной сцены на основе двумерного 
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изображение достижимо на электронно-вычислительной технике наших дней. В предыдущей 
работе на тему применения математической оптимизации для вычисления положения объек-
та при выявленных визуальных особенностях предмета с помощью нейросетевой модели[4]. 
Вкратце он использует информацию об относительном положении ключевых точек на объекте 
(которые выявляет нейросеть) и серии последовательных приближений виртуальной модели 
объекта таким образом, чтобы минимизировать разницу между заново отрисованным поло-
жением виртуальных точек и их реальным положением на изображении. Данный подход во 
многом аналогичен подходу, описанному в статье по мысленному вращению, однако лишен 
некоторых недостатков, присущих любым алгоритмам оптического потока. Дело в том, что 
сам по себе двумерный оптический поток имеет ряд неустранимых недостатков в виде оши-
бок дифференцирования (что иногда выливается в получение неприемлемый значений пото-
ка), шумам, вызванным освещением и свойствами поверхностей, да и общей вычислительной 
сложности с учетом нелинейности. Рассмотренный подход же предполагал использование 
сверточной нейросетевой модели с линейной сложностью (на gpu) и быстрым нелинейным 
алгоритмом оптимизации.

1.2. Двухкомпонентное восприятие среды

В основе другого предлагаемого метода лежит нейробиологический принцип, основанный 
на предположении о двух путях обработки визуальной информации — пространственном и 
объектном[5]. Исходя из этого принципа, мы можем построить наш метод, применяя правила, 
заданные для определенной среды, и косвенно используя принципы физической симуляции и 
статистики для достижения лучшего быстродействия, чем расчет карты объектов «в лоб», без 
каких-либо упрощений. Недостатком подобного подхода является специализация компьютер-
ного зрения под конкретную среду. Впрочем, задача «универсального алгоритма» в принципе 
не достижима, а коммерческие решения в основном специализируются на конкретных задачах, 
например, задачах автопилотирования автомобилей или автоматизации роботов-сборщиков. 
В этих условиях среда, в которой происходит ориентирование в основном подчиняется пре-
допределенным правилам и простым физическим принципам. Таким образом, в ней можно 
выявить определенные классы объектов (например, с помощью нейросетей), обладающие трех-
мерными габаритами и области допустимых действий (например, линии дорожной разметки 
для беспилотных автомобилей). Пример работы — рис. 1. Кроме того, инфраструктура предпо-
лагает определенную последовательность в цепочке происходящих действий (машины повора-
чивают на перекрестках, есть дорожные знаки и т. д.). Поэтому, используя данные о разметке, 
типе окружающих объектов и их относительному расположению на изображении можно сде-
лать предположении о структуре окружающего пространства с высокой степенью правдоподо-
бия. Однако же, в некоторых случаях подобный подход неприменим. Допустим даже, что все 
участники движения соблюдают одни и те же правила и движутся предсказуемо (хотя для до-
рожных ситуаций это слабореализуемо). Остается множество факторов среды, которые нельзя 
предсказать. Погодные условия, техногенные катастрофы, ремонтные работы — все это делает 
невозможным пренебречь вкладом случайности в реальном автопилотирующем алгоритме.

1.3. Механизм внимания

Чтобы примирить эти два подхода, один из которых медленно работает в загруженной объ-
ектами местности, а второй в плохо контролируемой, необходим третий механизм, который 
бы помог сочетать достоинства обоих методов, при этом максимально избегая их недостатков. 
Этот механизм — механизм внимания. Живые существа используют внимание, чтобы пере-
ключить режим работы из рутинного выполнения задач в готовность к быстрому отклику 
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на изменения среды. Внимание характеризуется скоростью изменения визуальных данных в 
заданном объеме пространства[6]. Внимание также оперирует акустическими и тактильны-
ми данными, которые уже выходят за пределы задач компьютерного зрения. В его пределах 
же возможно рассмотреть подходы, например определяющие попиксельное смещение частей 
изображения. Кроме того, играет роль близость объекта/его относительный размер, так что 
алгоритм должен также опираться на размер области, в которой происходит движение. Имен-
но область движения и будет определять, где будет происходить выполнение  нелинейного 
метода на основе математической оптимизации.

2. Итоговый алгоритм

В итоге алгоритм представляет собой конструкцию из трех методов, один из которых рабо-
тает постоянно и на всей области изображения, а второй непрерывно следит за областью вы-
полнения третьего, нелинейного. Поскольку подход декомпозирован на составные части, они 
могут быть заменены и улучшены, для увеличения общего качества алгоритма. Кроме того, 
такой алгоритм хотя и частично нелинеен, в целом отражает биологическую структуру ориен-
тирования в пространстве, а значит, способен работать со сравнимой или, возможно, большей 
точностью.

Заключение

В заключении хочу заметить, что данная статья не ставит себе цель полностью описать 
работу алгоритма с технической точки зрения, а лишь внести ясность в механизм его работы 
и предоставить читателю самому судить о возможных применениях, преимуществах и недо-
статках. Кроме того, были рассмотрены биологические основы отдельных компонентов дан-
ного подхода.

Рис. 1. Пример работы алгоритма
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УДК 004.852

ПРОГНОЗИРОВАНИЕ СОБЫТИЙ В ЭЛЕКТРИЧЕСКИХ СЕТЯХ 
С ИСПОЛЬЗОВАНИЕМ МЕТОДОВ МАШИННОГО ОБУЧЕНИЯ

Казанский национальный исследовательский технический университет

Е. В. Александрова, Г. М. Закирова

Аннотация. Данная статья представляет собой исследовательскую работу по определе-
нию наиболее точного метода прогнозирования возникающих событий в электрических 
сетях. Рассмотрены методы прогнозирования, определены их наиболее и наименее зна-
чимые признаки. Входными данными для машинного обучения являются показатели из-
мерений с интеллектуальных приборов учета с высоким разрешением. Были изучены че-
тыре метода машинного обучения, из которых наиболее точные результаты дала модель 
«Случайный лес» («Random Forest»). Точность ее предсказания составляет 0,602. Именно 
эта модель подходит для определения возмущений в электрической системе. Также опре-
делены типы событий, которые легче всего распознать.
Ключевые слова: машинное обучение, электрическая сеть, качество электроэнергии, ре-
куррентная нейронная сеть, нейронная сеть с прямой связью, прогнозирование.

Введение

Современный технический прорыв, достигнутый за последние два десятилетия в области 
информационных технологий, все более глубоко внедряется во все сферы деятельности, и 
энергетика не является исключением. Обеспечение стабильной подачи электроэнергии потре-
бителям имеет первостепенное значение в то время, когда все сферы жизни напрямую зависят 
от электричества. Такие тенденции, как внедрение переменных возобновляемых источников 
энергии и изменение поведения потребителей, приводят к более неустойчивой работе сети, 
экономическим потерям и убыткам. Для поддержания высокого уровня надежности энер-
госнабжения необходимо развитие инструментов, используемых для работы энергосистем. 
Одним из таких потенциальных инструментов является использование методов машинного 
обучения для прогнозирования нежелательных событий в энергосистеме. С помощью таких 
инструментов возможно будет провести глубокий анализ показателей системы и получить 
достаточный уровень сведений для принятия мер по смягчению последствий, что позволит 
избежать потенциальных пагубных последствий нежелательного события. 

В статье исследуется, какие атрибуты измерений качества электроэнергии наиболее подхо-
дят для прогнозирования событий в энергосистеме. Во-вторых, исследуются различные методы 
машинного обучения, производится сравнение на предмет их относительной прогностической 
эффективности на основе этих атрибутов. Наконец, в статье исследуются возможности про-
гнозирования наиболее эффективного метода для различных типов событий в наборе данных.

1. Постановка проблемы

1.1. Заголовки разделов

Каждую связь в сети нейронов можно полностью охарактеризовать с помощью трех фак-
торов: первый — элемент, от которого исходит связь, второй — элемент, к которому направле-
на связь, третий — вес связи. Вес канала определяет, будет ли сигнал, передаваемый по этому 
каналу, усилен или ослаблен. А если сигналов много, то они все суммируются. В результате на 
входе нейрона получаем следующее [1]:
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где y  — результат комбинирования всех входных сигналов для нейрона ,j  N  — количество 
элементов, а ijw  — вес соединения, соединяющего нейрон i  с нейроном .j

Определение метода с наиболее точным результатом прогнозирования требует проведение 
исследования на реальных примерах. Тогда становится необходимым подготовка набора вход-
ных данных для изучаемых объектов.

Для работы был выбран участок распределительной сети, который представляет собой 
комплекс трансформаторных станций, линий электропередач и интеллектуальных приборов 
учета (ИПУ). ИПУ содержат датчики фиксирования показателей, которые хранятся в базе 
данных ответственной сетевой организации. 

Входными данные являются показатели номинального линейного напряжения с измери-
тельных приборов за период с января 2009 года по март 2020 года.

Данные собирались из 49 измерительных узлов — приборов учета, напряжение в участках 
линий сети которых принадлежало промежутку от 10 до 420 кВ. Из всех ИПУ в исследовании 
использовались 15.

Входные параметры: время реакции каждого участника сети (значение в диапазоне от 0,5 
до 10), номинальная производимая (положительная) и потребляемая (отрицательная) каж-
дым участником сети мощность (значение в диапазоне от –2,0 до –0,5), коэффициент ценовой 
эластичности для каждого участника сети (значение в диапазоне от 0,05 до 1,00).

Выходными параметрами являются значения состояния стабильности энергосистемы: 
если зависимая переменная принимает значение меньше или равное нулю — система устой-
чива, иначе нестабильна (табл. 1). 

Таблица 1
Данные анализа

Функции Описание функции

1X Время реакции производителя энергии

2X Время реакции потребителя 1

3X Время реакции потребителя 2

4X Время реакции потребителя 3

5X Производимая мощность

6X Потребляемая мощность 1

7X Потребляемая мощность 2

8X Потребляемая мощность 3

9X Коэффициент ценовой эластичности производителя

10X Коэффициент ценовой эластичности потребителя 1

11X Коэффициент ценовой эластичности потребителя 2

12X Коэффициент ценовой эластичности потребителя 3

1Y Переменная состояния системы

Алгоритм процесса прогнозирования на основе машинного обучения представлен на рис. 1.
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2. Методы машинного обучения

2.1. Машины опорных векторов

SVM (машины опорных методов) — машины, работающие на основе метода опорных век-
торов. Используются в задачах классификации, регрессии и обнаружения выбросов. Суть их 
работы заключается в построении такой гиперплоскости, которая разделяет объекты выборки 
наиболее оптимальным образом. Заложенный в ней алгоритм предполагает: при увеличении 
расстояния между гиперплоскостью и объектами уменьшается средняя ошибка классифика-
тора [2].

 1( ) 0 ,T
i i ig X w X b X ClassC= + > → ∈  (2)

 2( ) 0 .T
i i ig X w X b X ClassC= + < → ∈  (3)

2.2. Метод случайного леса

Метод случайного леса (Random Forest — RF) — алгоритм случайного леса — применяется 
при решении практически всех проблем машинного обучения. Как и первый метод, широко ис-
пользуется при классификации (RandomForestClassifier), регрессии (RandomForestRegressor), 
отборе признаков, поиска выбросов/аномалий и кластеризации. Одно решающее дерево не 
предполагает высокую точность, однако при их комплексе (он же и есть случайный лес), ре-
зультат качества классификации значительно растет и достигает полезных результатов [3].

Рис. 1. Блок-схема процесса прогнозирования событий

Рис. 2. Гиперплоскость машин опорных методов
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где N  — количество деревьев, i  — счетчик для деревьев, b  — решающее дерево, x  — сгене-
рированная нами на основе данных выборка.

2.3. Нейронная сеть с прямой связью

Нейронная сеть с прямой связью (ANN) — первый и наиболее простой тип искусственной 
нейронной сети. В такой сети соединения не образуют узлы и отсутствуют циклы. В ней ин-
формация передается только в одном направлении к выходным узлам. Используются при 
классификации и прогнозном моделировании. Принцип ее работы заключается в следующем: 
от входного слоя к выходному передаются данные, после чего достигается реальное значение 
класса [4]. Происходит сравнение этого значения с предполагаемым (предсказанным). Обу-
ченная модель делает вывод о том, правильными ли оказались его предсказания. Если они 
неверны, данные обратно передаются в сеть, причем параметры предсказания обновляются на 
новые. Алгоритм повторяется n-е количество раз.

Затем можно рассчитать меру потерь, используя функцию сравнения для расчета общей 
ошибки сети для заданных выборок. Используя алгоритм градиентного спуска, веса в сети 
корректируются для уменьшения общих потерь. Это делается путем послойного распростра-
нения ошибки в обратном направлении по сети и расчета индивидуального вклада в потери 
для каждого веса в сети.

Рис. 3. Схема алгоритма случайного леса

Рис. 4. Пример нейронной сети прямого распространения с одним скрытым слоем
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2.4. Рекуррентная нейронная сеть

Рекуррентная нейронная сеть (RNN) — вид нейронных сетей, где связи между элементами 
образуют направленную последовательность. В качестве входных данных на временном шаге 
используют полученные на предыдущем этапе данные выходного слоя. Этот алгоритм позво-
ляет предсказать результат слоя. Основное их преимущество — масштабируемость. Она выра-
жается в способности масштабироваться в более длинные последовательности. Рекуррентная 
нейронная сеть (RNN) имеет внутреннюю память, где хранятся ранее полученные результаты 
из обработки последовательностей, за счет чего повышается точность прогнозирования [4].

Для решения задачи прогнозирования событий в электрических сетях необходимо выбрать 
наиболее оптимальный метод решения. Для этого сравним производительности нескольких 
моделей машинного обучения. Их прогностические способности оцениваются исходя из рас-
чета набора данных, к примеру, коэффициента корреляции Мэтьюса и кривой характеристи-
ки работы приемника.

Коэффициент корреляции Мэтьюса (MCC) используется в рамках задач классификации 
и оценивает уровень корреляции предсказанных значений. Принимает значения в интервале 
[–1;1], где –1 предполагает собой ложный прогноз (отрицательная корреляция), 0 — случай-
ный (переменные некоррелированы), а 1 — идеально верный прогноз (положительная корре-
ляция).

Кривая рабочих характеристик приемника (ROC) — кривая, позволяющая оценивать про-
изводительность модели классификации. Она показывает, насколько изменяется истинно по-
ложительные результаты от ложных при изменении порога, который необходим при класси-
фикации выборки как положительной, то есть порога распознавания.

Площадь под ROC-кривой (AUC) — является агрегированной характеристикой качества 
классификации, которая не зависит от соотношения ошибок. При повышении значения AUC 
повышается качество классификации. 

3. Выбор метода и решение задачи на контрольном примере

Для того, чтобы сделать вывод о наиболее оптимальном методе машинного обучения, про-
ведем несколько тестов.

3.1. Сравнительный анализ

В ходе этого теста был проведен сравнительный анализ четырех моделей на их производи-
тельность классификации, были настроены их параметры с условием тестового набора. 

Модель случайного леса обладает лучшей производительностью среди остальных, а рекур-
рентная нейронная сеть имеет наиболее низкий коэффициент.

Рис. 5. Пример рекуррентной нейронной сети
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Для всех четырех моделей была построена кривая ROC, являющаяся важным параметром 
при оценке на производительность системы. На рис. 6 представлены графики кривой рабочей 
характеристики приемника относительно базовых линий. 

Несложно увидеть, что сильного различия между графиками нет, но все же можно сделать 
вывод о том, что кривая рекуррентной нейронной сети (RNN) наиболее близко расположи-
лась к синей линии, что означает следующее: данная модель машинного обучения справляется 
хуже других. 

Ниже представлены функции, использовавшиеся для обучения и тестирования в некото-
рых из методов машинного обучения:

1. Машины опорных методов:
model1 = svm.SVC(kernel=’linear’, C=C)
model1.fit(X_train, Y_train)
y_predict = model1.predict(X_test)
print(recall_score(Y_test, y_predict, average=None))
2. Случайный лес
clf = RandomForestClassifier(max_depth=2, random_state=0)
clf.fit(X, y).

При помощи библиотеки «Sckilit-learn» python вычислена точность трёх методов. Результа-
ты занесены в табл. 2.

1. Коэффициент корреляции Мэтьюса (МСС):
sklearn.metrics.matthews_corrcoef(y_true, y_pred, *, sample_weight=None);

2. Площадь под ROC-кривой (AUC):
sklearn.metrics.auc(x, y).

Таблица 2
Сравнение значений параметров моделей

Модель Точность MCC AUC
Машины опорных методов 0,572 0,185 0,627
Случайный лес 0,602 0,213 0,642
Нейронная сеть с прямой связью 0,600 0,213 0,618
Рекуррентная нейронная сеть 0,585 0,175 0,586
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3.2. Зависимость прогнозирования от типа события

Рассматривался вопрос о возможности прогнозирования модели для разных типов собы-
тий при одном и том же наборе входных данных. Так как в предыдущем тесте наиболее опти-
мальной оказалась модель случайного леса, на этом этапе тест проводился для нее [5].

Необходимо было обучить данную модель таким образом, чтобы рассматривались все 
типы событий, как в тесте сравнительного анализа. Далее сравнивалась способность обучения 
предсказывания машины со способностью его же при помощи точности прогнозирования. 
Результаты исследования приведены в табл. 3.

Таблица 3
Точность возникновения событий

Тип события Точность
Падение напряжения 0,580
Замыкание 0,671
Быстрое изменение напряжения 0,526
Прерывание подачи напряжения 0,444
Нет событий 0,588

3.3. Зависимость прогнозирования от типа события

Обучение модели случайного леса при возникающих событиях в электрических сетях.
Рассмотрим четыре таких типа событий: падение напряжения, замыкание, быстрое изме-

нение напряжения, прерывание подачи питания. Рассчитаем для них рассмотренные в первом 
пункте параметры: MCC, AUC. Результаты занесены в табл. 4.

Таблица 4
Значения параметров возникновения событий
Тип события MCC AUC

Падение напряжения 0,242 0,690
Замыкание 0,188 0,630
Быстрое изменение напряжения 0,393 0,782
Прерывание подачи напряжения 0,0 0,531

Для них построены кривые ROC (рис. 7).

Рис. 6. Кривая ROC рабочей характеристики приемника 
для четырех моделей машинного обучения
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Заключение

В статье был приведен сравнительный анализ методов прогнозирования событий в электри-
ческих сетях на основе машинного обучения. Рассматривались четыре метода, из них метод слу-
чайного леса (RF) дал наиболее точный результат прогнозирования, равный 0,602. Прогности-
ческие модели были обучены прогнозировать четыре различных категории событий, а именно: 
провалы напряжения, замыкания на землю, быстрые изменения напряжения и прерывания. 

Для возможности оценки качества классификации рабочих характеристик были построе-
ны графики кривой ROC по каждой из четырех моделей и типам событий.
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Рис. 7. Кривая ROC рабочей характеристики приемника для возникающих типов событий
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цесс, оптимизация, мозговой штурм, интеллектуальный потенциал, организация работы, 
удаленная работа.

Введение

Для того, чтобы организация оставалась компанией инновационного уровня, ей необхо-
димо постоянно пересматривать и развертывать новые идеи для сокращения или устранения 
пробелов в производительности деловой деятельности. Цифровая трансформация заключа-
ется в определении того, где команда, бизнес-единица, испытывает пробелы в производитель-
ности, а затем применить правильную комбинацию технологий, автоматизации процессов, 
чтобы добиться значительного улучшения организации работы компании.

Любые компании находятся в поиске бизнес-идей, которые позволят им получать больше 
прибыли, уменьшить издержки производства, а также выигрывать конкуренцию. Большое ко-
личество рациональных идей по улучшению процессов работы могут предложить сотрудники 
компании. 

В современное время, когда удаленная работа стала являться неотъемлемой частью почти 
любой компании, намного удобнее использовать информационные системы для слаженной 
работы сотрудников: их активной коммуникации и мозгового штурма для большего количе-
ства бизнес-идей.

Алгоритм экспертизы коллективных идей должен включать 4 основных этапа: сбор, оцен-
ка, доработка и внедрение. Система управления корпоративными идеями, организованная в 
онлайн среде, позволит любому сотруднику легко и быстро внести свое предложение и быть 
услышанным в режиме реального времени.

 Целью данной работы является экспертиза системы коллективных идей по применению 
новых технологий, оптимизации существующих бизнес-процессов, предложений по улучше-
нию взаимодействия работы внутри организации и ее работников.

1. Постановка задачи

Разработать приложение экспертизы коллективных идей для вовлечения сотрудников ор-
ганизации в процесс обсуждения и предложения идей в режиме реального времени.

В приложении должны быть реализованы следующие возможности: 
– создать и предложить новую идею;
– просмотреть свои идеи и других пользователей;
– редактировать и удалять идею;
– отслеживать статус реализации идеи;
– поиск и выбор идеи для реализации.
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2. Функциональность приложения

Пользователь имеет следующие возможности:
– авторизоваться в приложении;
– добавить новые идеи;
– редактировать и удалить свои идеи;
– контролировать статус реализации своих идей;
– контролировать статус реализации идей других пользователей;
– просмотреть и осуществить поиск идей для реализации;
– выбрать идеи для реализации;
– комментировать существующие идеи;
– получать комментарии к своим идеям.

3. Структура приложения

Структурно-программный комплекс включает в себя взаимосвязи между аппаратными 
компонентами на диаграмме развертывания (рис. 1).

Подробное описание узлов диаграммы развертывания.
Приложение Power Apps — приложение, которое находится на облачной платформе, осу-

ществляет взаимосвязь между узлами системы [1].
Облачная платформа предоставляет вычислительные ресурсы для удаленного исполнения 

программного кода и хранения данных.
SharePoint — база данных, хранящая списки с данными.
Устройство пользователя — персональный компьютер или мобильное устройство, с помо-

щью которого пользователь взаимодействует с приложением.
Браузер — любой из поддерживаемых интернет-браузеров.

Рис. 1. Диаграмма развертывания



743

4. Модель данных

Данное приложение подразумевает хранение информации в базе данных [5]. Перед созда-
нием базы данных выполняется проектирование её структуры на логическом и физическом 
уровнях. ER-диаграмма базы данных в нотации IDEF1x (рис. 2).

Добавление данных в SharePoint осуществляется вручную. Для реализации базы данных 
были созданы списки в SharePoint [3].

1. Список Employees — список сотрудников компании, который будет обновляться при 
входе в приложение сотрудника, который предложит идею.

2. Список Employees_Role — список, включающий корпоративные роли в компании.
3. Список Ideas — список, который хранит идеи, предложенные сотрудниками.
4. Список Ideas_Category — список категорий идей, которые отражают корпоративные под-

разделения.
5. Список Status — список типов статуса реализации идеи.

Заключение

В результате работы было спроектировано и реализовано приложение экспертизы коллек-
тивных идей для вовлечения сотрудников организации в процесс обсуждения и предложения 
идей. Приложение позволяет предлагать новые идеи, выполнять их редактирование, обеспе-
чивает возможность отслеживания их статуса, получать комментарии коллег, обсуждать реа-
лизацию, выполнять поиск и выбор новых идей.
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Аннотация. Рассмотрены актуальные инструменты для реализации мобильных прило-
жений на примере системы управления грузоперевозками. Представлено сравнение со-
временных подходов к разработке приложений, указаны их плюсы и минусы. Проведен 
сравнительный анализ популярных кроссплатформенных фреймворков для реализации 
мобильных приложений. В качестве одного из вариантов реализации выбран фреймворк 
Flutter. Показан пример добавления карт и навигации в приложение с использованием 
стороннего сервиса Mapbox, а также один из вариантов интеграции платежной системы. 
Обозначены основные направления для дальнейшей работы и выбран фреймворк для по-
следующей реализации.
Ключевые слова: Flutter, React-Native, кроссплатформенный подход, нативный подход, 
мобильная разработка, фреймворк, карты, платежная система, Mapbox.

Введение

Современные направления информационных технологий каждый день стремительно раз-
виваются и набирают популярность. Многие уже не представляют свою жизнь без таких гад-
жетов, как смартфон или планшет, без удобных приложений, которые значительно упрощают 
жизнь. Автоматизировать и сделать привычные действия проще — это малая часть задач, ко-
торые выполняют современные мобильные приложения.

Существует множество различных инструментов, которые помогают при разработке мо-
бильных приложений — это фреймворки, которые позволяют сделать каркас приложения за 
считанные минуты, а также содержат множество полезных встроенных функций. Это библио-
теки, которые могут значительно упрощать, например, взаимодействие с внешними источни-
ками или содержать реализацию какого-либо известного алгоритма.

 Все мы когда-либо пользовались услугами такси и очень удобно вызвать машину через 
приложение, просто указав адрес отправления и прибытия. В режиме реального времени на 
экране отображается назначенная машина, и пользователь понимает, через сколько она при-
мерно прибудет и с какой стороны остановится. Такие приложения позволяют не тратить вре-
мя на звонки оператору, где линия может быть занята, а выполнить простые действия само-
стоятельно. Однако, когда человек хочет переехать или ему необходимо доставить достаточно 
большой груз, то возникает проблема, что обычное такси не справится с этой задачей. Как 
правило, человеку приходится искать объявления или знакомых, которые могли бы выпол-
нить поставленную задачу. 

Таким образом, для упрощения процесса доставки крупногабаритных или тяжелых грузов, 
необходимо реализовать мобильное приложение, которое позволило бы в пару нажатий соз-
давать заказы на доставку определенного вида груза (например, перевозка мебели или достав-
ка песка на участок) и оформленные заказы попадали бы водителям, зарегистрированным в 
системе, для последующего выполнения.

1. Анализ задачи

В настоящее время перевозка грузов автомобильным транспортом является наиболее оп-
тимальным видом грузовых перевозок по времени и стоимости.
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Грузоперевозки в условиях современного рынка — это важная отрасль экономики. Они 
могут осуществляться в самых разных направлениях и на различные расстояния. Однако на 
текущий момент существует немного приложений, которые позволяют в пару нажатий офор-
мить заказ на доставку крупногабаритного груза. Например, приложение Яндекс Go в тарифе 
«Грузовой» позволяет заказать доставку каких-то небольших грузов, так как здесь работают 
машины, рассчитанные на малогабаритные грузы (какая-либо мебель, техника), но с помощью 
данного приложения невозможно заказать, например, доставку 30 тонн песка на участок для 
строительства дома.

Таким образом, необходимо создать приложение, соответствующее следующим критериям:
1. Наличие карты. С помощью интерактивной карты в приложении удобно отслеживать 

местонахождение водителя, который доставляет груз, время, потраченное на поездку и рас-
стояние.

2. Наличие возможности оплатить заказ через приложение. Множество современных при-
ложений имеют встроенную платежную систему, которая облегчает оплату товаров и услуг. 
После завершения заказа пользователь должен оплатить, выполненный водителем, заказ, поэ-
тому данная функциональность в приложении необходима.

3. Быстрый поиск информации в базе данных. Это необходимо, например, при выводе ин-
формации обо всех выполненных заказах или поиске адресов (всплывающие подсказки воз-
можных адресов при вводе).

4. Высокая производительность. Оперативные ответы от сервера и обработка данных опре-
деляют уровень производительности системы. Задержка при отправке, получении информа-
ции увеличивает время отклика, что сказывается на общем впечатлении от приложения.

Основная цель данной работы состоит в следующем: исходя из выделенных критериев, 
необходимо исследовать подходы к разработке мобильных приложений на примере системы 
для управления грузоперевозками и реализовать приложение с использованием выбранных в 
ходе теоретического анализа.

2. Анализ существующих инструментов для реализации

Прежде чем приступить к анализу существующих инструментов, необходимо было рас-
смотреть основные методы разработки мобильных приложений. Перед началом разработки, 
необходимо ответить на следующие вопросы: какова цель приложения? Каковы основные 
функции? На кого ориентировано? Только после этого этапа можно переходить к следующе-
му — выбору метода разработки. На сегодняшний день существует два основных подхода соз-
дания приложений: 

2.1. Нативный подход — это подход, при котором создается продукт, написанный на ори-
гинальных языках программирования, созданных специально для выбранной платформы. На-
пример, Android приложения пишутся на языках Java и Kotlin, как правило, в среде разработки 
Android Studio, для iOS используется среда разработки Xcode и языки Swift и Objective-C. На-
тивный способ разработки приложений позволяет решать широкий спектр задач и создавать 
наиболее качественные продукты. 

2.2. Кроссплатформенный подход — это подход, при котором разрабатываются приложе-
ния, имеющие возможность работать сразу на нескольких операционных системах. Для этого 
используются специализированные кроссплатформенные фреймворки, например, Flutter или 
React-Native.

Сравнение подходов по общим критериям представлено в табл. 1.
Из табл. 1, можно сделать вывод, что для серьёзных проектов нативный тип разработки бу-

дет самым верным. Нативная разработка позволяет создавать превосходные приложения для 
конкретной платформы. Также в сторону нативного приложения склоняют требования к бес-
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препятственному использованию аппаратного обеспечения мобильного устройства или специ-
фичных для платформы функций и высокой производительности. Кроме того, если планируется 
создать сложное и долгосрочное приложение с широкой функциональностью, многоэлемент-
ным интерфейсом или сложной анимацией, нативное приложение — единственный выбор. 

Кроссплатформенный метод подходит для разработки несложных и стандартизирован-
ных решений. Основная цель этого подхода: создание приложений для различных платформ в 
достаточно ограниченные сроки. Однако при разработке современных приложений все чаще 
используют данный метод. Примерами кроссплатформенных приложений могут являться: 
Skype, eBay Motors, Свое родное (Россельхозбанк, маркетплейс фермерских продуктов).

Для реализации поставленной задачи использовался кроссплатформенный подход. Следу-
ющим этапом необходимо было определить кроссплатформенные фреймфорки для детально-
го сравнения. Для этого была составлена сравнительная табл. 2.

В результате сравнения было выбрано два кроссплатформенных фреймворка для реали-
зации системы управления грузоперевозками — Flutter и React Native, так как они являются 
наиболее популярными и имеют множество вспомогательных инструментов, которые могут 
помочь в работе.

Таблица 1
Сравнение подходов создания мобильных приложений

Подход
Критерий

Нативная разработка Кроссплатформенная 
разработка

Скорость 
и производительность

Высокая производительность, 
высокая отзывчивость 

и меньшая вероятность сбоев

Медленнее, чем нативные 
приложения

Стоимость разработки 
и обслуживания 

приложений

Высокая стоимость разработки 
и обслуживания

Дешевле, чем при нативной 
разработке

Время разработки 
приложения

Высокое, так как для каждой 
платформы необходимо писать 

код с нуля

Низкое, так как один код может 
использоваться на нескольких 

платформах
Скорость выхода 

на рынок
Низкая, так как необходимо 

разрабатывать приложения под 
разные платформы

Высокая, так как используется 
единый код для различных 

платформ
Пользовательский 

опыт
Предлагает лучший 

пользовательский интерфейс 
благодаря высокой скорости, 
производительности, а также 

адаптации функций и дизайна 
под конкретную платформу

Относительно низкий, 
поскольку разработчикам 

и дизайнерам сложно учесть 
все UX-требования в одном 

приложении

Функции приложения Platform SDX обеспечивает 
беспрепятственный доступ 

к API устройства

Зачастую есть ограничения на 
доступ к функциям платформы/

устройства
Языки 

программирования
Используются специфичные для 
платформы языки Objective-C и 

Swift для iOS, Java и Kotlin 
для Android

Зачастую используются языки 
программирования HTML, CSS, 

Java и JavaScript
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3. Реализация приложения на Flutter

В разделе рассмотрены ключевые моменты создания приложения с использованием фрей-
мворка Flutter. 

Перед началом разработки необходимо было установить Flutter SDK, который можно ска-
чать с официального сайта. Затем можно было приступать непосредственно к разработке при-

Таблица 2
Сравнение кроссплатформенных фреймворков

Название 
фреймворка

Язык 
программирования

Поддерживаемые 
платформы Комментарий

React Native JavaScript + React Android, iOS, 
UWP

Показывает высокую производи-
тельность, имеет функцию Hot 
Reloading, позволяющая вносить 
правки во время выполнения, есть 
множество вспомогательных ин-
струментов,  используется такими 
крупными компаниями, как Tesla, 
Pinterest

Flutter Dart Android, iOS, 
Google Fuchsia, 

Web Desktop

Поддерживает один и тот же код 
для всех платформ, легко созда-
вать удобный и красивый интер-
фейс, есть функция Hot Reloading, 
большой набор готовых виджетов, 
обеспечивает высокую производи-
тельность, есть множество вспомо-
гательных инструментов

lonic JavaScript, HTML, 
CSS + Angular, React, 

Vue

Android, iOS, Web Автоматическая адаптация компо-
нентов к платформе, имеет доста-
точно низкую производительность, 
из-за использования веб-техноло-
гий для визуализации приложений, 
однако позволяет проводить бы-
строе тестирование (прямо в брау-
зере)

Xamarin C# + .NET Android, iOS, 
UWP

Производительность близка к на-
тивной, имеет несколько вспомо-
гательных инструментов: Xamarin.
Android/iOS и Xamarin.Forms

PhoneGap JavaScript, HTML, 
CSS

Android, iOS, 
Windows Phone 8

По сути, приложение представляет 
набор HTML-страниц, обернутых 
в нативную оболочку, страницы 
хранятся в локальном каталоге или 
облаке, во время запуска доступ к 
функциям устройства получается 
через плагины, обладает невысокой 
производительностью
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ложения. Для того чтобы создать Flutter проект достаточно запустить команду flutter create 
{название_приложения} в папке, где будет храниться приложение. Когда каркас готов, можно 
приступать к интеграции карт, платежной системы в проект. 

На карте пользователю необходимо видеть:
1. Свое местоположение.
2. Местоположение водителя/местоположение заказчика.
3. Точку отправки и точку доставки груза.
4. Для водителя также должен быть виден маршрут до точки, указанной в заказе.
Как было сказано ранее, существует несколько крупных внешних сервисов, которые позво-

ляют интегрировать карты в приложение. Один из них Mapbox — это онлайн-сервис, позво-
ляющий довольно легко добавить карту в приложение. Он является платным, но для постав-
ленной задачи будет достаточно тех базовых функций, которые предоставляются бесплатно.

Для того чтобы добавить карту, с указанными выше функциями, сначала необходимо было 
зарегистрироваться в Mapbox и получить токен, который будет использоваться в приложе-
нии. Когда это действие выполнено, то можно переходить к разработке. Здесь используются 
следующие инструменты, предоставляемые онлайн-сервисом: Maps SDK, Search, Geocoding 
APIs, Direction APIs и Navigation SDKs. Для начала необходимо было импортировать в проект 
flutter_mapbox_navigation[3] — эта библиотека, позволяющая добавить пошаговую навигацию 
в приложение.

Далее необходимо было объявить экземпляр класса MapBoxNavigation, инициализировать 
его и задать параметры маршрута:

Далее был добавлен слушатель событий _onRouteEvent, который указывался при иници-
ализации переменной directions. Его основная задача состоит в том, чтобы определять тип 

Рис. 1. Зависимость для flutter_mapbox_navigation

Рис. 2. Инициализация и конфигурирование MapBoxNavigation
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события и в зависимости от него изменять значения переменных, которые используются при 
отрисовки карты. В конце обязательно необходимо добавить вызов метода для обновления 
пользовательского интерфейса.

Для того чтобы запустить процесс отрисовки, нужно вызвать метод startNavigation для пе-
ременной directions и передать туда значения долготы и широты. В свою очередь эти значения 
будут получены, когда пользователь укажет адреса.

Таким образом, в результате добавления и небольшой конфигурации библиотеки на экра-
не отображается карта, на которой изображен маршрут для заданных точек (адресов).

Следующим шагом рассматривался один из способов внедрения платежной системы в 
приложение. После того, как водитель выполнил заказ, пользователю необходимо оплатить 
работу. Всего доступно два способа оплаты: наличными и по карте. 

Один из способов оплаты — картой — с помощью Google Pay. Для реализации этой зада-
чи также существует библиотека, которая значительно упрощает работу — её название pay 
[4]. Для начала следовало сделать импорт этой библиотеки, указав ее в pubspec.yaml файле в 
разделе зависимостей. Далее необходимо было добавить в директорию assets платежную кон-
фигурацию. В ней указана информация о поддерживаемых платежных системах, провайдер 
(google_pay или apple_pay), информация о транзакции (например, код страны) и представлена 
она в виде JSON файла. После этого оставалось только добавить виджет для оплаты. Код для 
добавления виджета представлен на рис. 3.

Этот виджет предоставляет интеграцию на основе пользовательского интерфейса, кото-
рый оборачивает API вызовы и включает их как часть жизненного цикла виджета. В резуль-
тате проделанных действий в приложение была добавлена возможность оплаты картой через 
Google Pay. 

Рис. 3. Код для добавления Google Pay виджета

Рис. 4. Пример работы платежной системы
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Заключение

В результате исследования существующих подходов к разработке мобильных приложений 
на примере системы управления грузоперевозками были выявлены преимущества и недостат-
ки популярных фреймворков. Также был реализован прототип Flutter приложения, который 
содержит основную страницу с картой и возможностью создать и оплатить заказ. Из проде-
ланной практической работы можно сделать вывод, что у используемого фреймворка есть 
множество удобных библиотек, которые позволяют довольно быстро создать необходимую 
функциональность в приложении. Также стоит отметить отличную документацию к каждому 
из инструментов. Примеры, описанные там, помогают за короткий промежуток времени ра-
зобраться и добавить интересующую функцию в свое приложение.

В дальнейшем планируется изучить фреймворк React Native и оценить сложность интегра-
ции с внешними сервисами и в целом разработки. На основе полученных результатов сделать 
вывод о том, какой фреймворк и инструменты стоит использовать для поставленной задачи.
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ОРГАНИЗАЦИЯ СОГЛАСОВАННОСТИ ДАННЫХ 
В МИКРОСЕРВИСНОЙ АРХИТЕКТУРЕ

Воронежский государственный университет

Е. А. Бодрова

Аннотация. Рассматриваются вопрос обеспечения согласованности данных в приложе-
ниях с микросервисной архитектурой; описываются подходы к организации транзакций 
в микросервисной архитектуре; разбираются основные технологические стандарты для 
создания и поддержания транзакций в микросервисной архитекуре.
Ключевые слова: микросервисная архитектура, транзакция, база данных, сервис.

Введение

Одним из основных элементов приложения, с которым сервисам необходимо обменивать-
ся информацией, является база данных. Выполнение такого обмена в микросервисной архи-
тектуре усложняется структурой и свойствами данной архитектуры — каждый микросервис 
обладает своей собственной базой данных, ограниченным контекстом и слабо связан с осталь-
ными микросервисами. Несмотря на особенности данной архитектуры, для корректной ра-
боты следует поддерживать согласованность данных. Для обеспечения консистентности не-
обходимы такие глобальные распределенные транзакции, чтобы система могла отменить 
примененные изменения. 

Такие транзакции должны отвечать требованиям ACID (Atomicity, Consistency, Isolation, 
Durability — «атомарность, согласованность, изолированность, долговечность») [1,4]. Требо-
вание атомарности гарантирует, что проводимые транзакции могут находится только в двух 
состояниях: выполнена полностью или не выполнена вообще. Выполнение требования кон-
систентности или согласованности следует из первого требования и означает фиксирование 
транзакциями только допустимых результатов. Иными словами, транзакция должна перево-
дить базу данных из одного согласованного состояния в другое, без промежуточных резуль-
татов. Изолированность обеспечивает возможность выполнения независимых параллельных 
транзакций. Требование долговечности означает, что при успешном завершении транзакции, 
проводимые изменения будут храниться сколько угодно долго и не будут отменены.

Существуют два подхода для организации подобного рода транзакций:
1. Протокол двухфазных фиксаций(2РС).
2. Паттерн «Сага» [5].

1. Протокол двухфазных фиксаций (2PC)

Протокол двухфазной фиксации (2PC или two-phase commit protocol) — это механизм ре-
ализации транзакции, состоящий из двух этапов. Для организации работы этого протокола 
необходим компонент, называемый транзакционным менеджером. Пример работы данного 
протокола представлен на рис. 1.

Протокол состоит из двух частей: фазы подготовки и фазы коммита (фиксации). На пер-
вом этапе все элементы транзакции подготавливают свои данные и уведомляют менеджера о 
своей готовности завершить транзакцию. На фазе фиксации транзакционный менеджер при-
нимает решение: выдать всем участникам команду для фиксации транзакции или откатить 
полученные изменения.
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Для реализации такого протокола существует несколько стандартов:
1. Стандарт XA (extended architecture, X/Open XA) представляет собой спецификацию для 

проведения распределенных транзакций, основанных на протоколе двухфазной фиксации. 
Данный стандарт представлен реализациями на нескольких языках программирования, на-
пример Java (Java Transaction API), .Net, Си.

2. REST-AT стандарт позволяет использовать сервер приложений в качестве транзакцион-
ного менеджера, используя определенный REST API.

Для использования этих стандартов необходимо чтобы ресурсы системы были развернуты 
на общей платформе JTA (Java Transaction API). 

Данный протокол обеспечивает согласованность и допуск на разделение данных. Однако 
применение двухфазных фиксаций может значительно снизить производительность микро-
сервисной системы при горизонтальном расширении вследствие того, что механизм является 
синхронным и это является значительным недостатком для быстрорастущих систем [2, с. 3]. 

2. Паттерн «Сага»

Паттерн «Сага» или «Повествование» представляет собой набор локальных транзакций [5]. 
Каждая такая транзакция обновляет базу/базы данных и инициирует следующую локальную 
транзакцию в саге. Если системе необходимо откатить изменения, то для этого используются 
компенсирующие транзакции. В данном паттерне распределенная транзакция выполняется 
асинхронными локальными транзакциями на связанных микросервисах. 

Одна из проблем данного паттерна связана с тем, что по своей природе такая модель является 
ACD (Atomicity, Consistency, Durability — «атомарность, согласованность, долговечность») [3]. В 
итоге системе необходимы некоторые дополнительные механизмы, устраняющие или снижаю-
щие влияние аномалий конкурентности, вызванных нехваткой изолированности. Самыми рас-
пространенными являются методы «оркестратор» и «хореография». В первом методе в системе 
создается «сервис-оркестратор», контролирующий проведение транзакций и руководящий вы-

Рис. 1. Протокол двухфазной фиксации
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зовами сервисами. В методе «хореография» сервисы обладают ограниченным контекстом и роль 
оркестратора распределяется между всеми сервисами-участниками транзакций. 

Реализацию данного паттерна можно провести с помощью следующих инструментов:
1. Eventuate Tram Saga – это платформа для реализации метода «оркестрация» паттерна 

«Сага». Данный фреймворк используется для микросервисов, написанных на языке Java и ис-
пользующих стандарт JDBC/JPA (Java Database Connectivity API/ Java Persistence API).

2. Axon Framework также используется для микросервисов, разработанных на языке Java 
и позволяет разрабатывать как «оркестрацию», так и «хореографию». Чаще всего данный ин-
струмент используется для сервисов, написанных с использованием Spring Boot Framework. 

3. AWS Step functions. Функции AWS Step позволяют легко координировать компоненты 
микросервисов с помощью визуальных рабочих процессов. Step Functions предоставляет гра-
фическую консоль для упорядочивания и визуализации компонентов вашего приложения в 
виде серии шагов. Однако с помощью данного сервиса возможно реализовать только сагу «ор-
кестрация».

Паттерн «Сага» позволяет обрабатывать транзакции с большим количеством итераций, 
чем протокол двухфазных фиксаций, делая систему в целом более отказоустойчивой из-за 
минимального количества компонентов, которые можно перегрузить. Однако использование 
асинхронных локальных транзакций может значительно затруднить отслеживание сервисов и 
отладку всей транзакции, кроме того, для успешного применения данного паттерна, необходи-
мо корректно выбрать правильную методику, реализующую его.

Заключение

Обеспечить согласованность данных в микросервисной архитектуре возможно при помо-
щи глобальных распределенных транзакций, удовлетворяющих критериям ACID. Существу-
ют два подхода для организации таких транзакций: протокол двухфазных фиксаций и паттерн 
«Сага». Для осуществления согласованности и изолированности данных необходимо исполь-
зовать протокол двухфазных фиксаций. Однако если вопрос об изолированности не стоит 
особенно остро, предпочтительнее использовать паттерн «Сага», делая систему в целом более 
производительной. Применяя выше описанные подходы, можно обеспечить повышение об-
щей отказоустойчивости и масштабируемости системы.
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Аннотация. Данная работа посвящена разработке средства для графического представ-
ления инклинометрии нефтяной скважины для системы мониторинга бурения и разра-
ботки нефтяных скважин. Целью работы является создание и внедрение инструмента, 
который предоставляет отображение трехмерного и двухмерных представлений ствола 
скважины на основе инклинометрических исследований. Этот инструмент позволит рас-
ширить процесс планирования и контроля над строительством скважин путем предо-
ставления доступа к оперативной информации о ходе бурения на шельфе. Таким образом 
будет достигнуто повышение оперативности доступа к информации, что снизит риски 
появления аварий, нарушений технологий и срыва общих сроков строительства.
Ключевые слова: инклинометрия, нефтяная скважина, графическое представление,  си-
стема, мониторинг, проекция.

Введение

Инклинометрия — это определение пространственного положения ствола буровой сква-
жины путем непрерывного измерения инклинометрами.

По данным замеров угла и азимута скважины, а также глубины ствола в точке замера стро-
ится план (инклинограмма) — проекция оси скважины на горизонтальную плоскость и про-
филь — вертикальная проекция на плоскости магнитного меридиана, геологического разреза 
по месторождению, проходящего через исследуемую скважину.

Наличие фактических координат бурящихся скважин дает основание судить о качестве 
проводки скважины и точно определять точки пересечения скважиной различных участков 
геологического разреза, т. е. установить правильность бурения в заданном направлении, что 
позволяет правильно оценивать запасы месторождений по данным буровой разведки и выби-
рать рациональную систему их разработки.

Для повышения удобства работы с данными в рамках некой системы мониторинга бурения 
и разработки нефтяных скважин требовалось реализовать средства для построения графиче-
ского представления ствола скважины на основе инклинометрии — данных о замерах угла и 
азимута скважины, а также глубины ствола в точке замера.

1. Используемые формулы

Так как данные инклинометрических исследований содержат лишь информацию об угле 
наклона, азимуте скважины и о глубине ствола в точке замера, требуется вычисллить другие 
параметры для постороения графического отображения.

Для расчета вертикальной глубины ствола в определенной точке используется формула

 1 2
2 1 2( ) cos cos / 2,

180 180
C CE E A A π π    = + + × × + ×    

    
где 1A  — глубина ствола для текущей точки;

2A  — глубина ствола для предыдущей точки (считается равной нулю, если предыдущей 
точки нет);



756

1C  — угол наклона в текущей точке;
2C  — угол наклона в предыдущей точке (считается равным нулю, если предыдущей точ-

ки нет);
2E  — вертикальная глубина в предыдущей точке (считается равной нулю, если предыду-

щей точки нет).
Абсолютная отметка глубины рассчитывется по формуле
 ,D T E= −

где T  — абсолютная отметка стола ротора;
E  — вертикальная глубина.
Вычисление координаты точки по направлению север-юг производится по формуле

2 2 1 1
2 1 2

( ) ( )( ) sin cos sin cos / 2,
180 180 180 180
C B M C B MR R A A π π π π + +        = + − × × × × + × × ×        

        
где 1B  — азимут в текущей точке;

2B  — азимут в предыдущей точке (считается равным нулю, если предыдущей точки нет);
2R  — координата предыдущей точки по направлению север-юг (считается равной нулю, 

если предыдущей точки нет);
M  — магнитное склонение скважины.
Для вычисления координаты точки по направлению запад-восток используется формула

2 2 1 1
2 1 2

( ) ( )( ) sin cos sin cos / 2,
180 180 180 180
C B M C B MS S A A π π π π + +        = + − × × × × + × × ×        

        
где 2S  — координата предыдущей точки по направлению север-юг (считается равной нулю, 
если предыдущей точки нет).

2. Анализ макета

Для задачи с помощью векторного графического редактора Microsoft Visio были сделаны 
макеты страниц, представленные на рис. 1 и рис. 2.

Рис. 1. Макет страницы
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Согласно макету, в заголовке основного блока слева от кнопки выбора скважины требуется 
разместить комбинированный список, с помощью которого можно выбрать для отображени-
ия один из стволов скважины.

Также в верхней части блока нужно расположить текстовое поле с календарем, с помощью 
которого можно выбрать дату измерения инклинометрических данных, по которым в блоке 
ниже строятся трехмерное представление и проекции.

Ниже необходимо разместить ряд вкладок, содержащих различные графические представ-
ления данных инклинометрии. На каждой из этих вкладок должна быть указана легенда, в 
которой приведены соответствия между цветом и углом наклона.

В правом верхнем углу каждой двухмерной проекции нужно расположить кнопку вызова 
контекстного меню, при нажатии на которую должны отображаться следующие опции:

• печать;
• сохранить как .PNG;
• сохранить как .JPEG;
• сохранить как .PDF;
• сохранить как .SVG.

3. Алгоритм отображения

Разброс значений для осей север-юг и запад-восток определяется по следующему алгоритму:
• Определяется максимальное по модулю значение среди координат по направлению се-

вер-юг и запад-восток.
• Полученное значение округляется в большую сторону (по модулю) до ближайшего зна-

чения, кратного 500 (например, полученное максимальное значение 1243,61 округляется до 
1500).

• Округленное значение откладывается как максимальное по всем направлениям (соответ-
ственно по отрицательному направлению откладывается –1500, по положительному 1500).

Рис. 2. Макет общей вкладки с проекциями



758

Разброс значений для оси «Абсолютная глубина» задается от нуля до значения максималь-
ной отметки глубины, округленного в большую сторону (по модулю) до ближайшего значе-
ния, кратного 500.

Для отображения данных горизонтальной проекции в графический компонент передаются 
следующие данные:

• по оси абсцисс откладываются значения координат по направлению запад-восток:
– положительные значения — восточное направление;
– отрицательные значения — западное направление;
• По оси ординат откладываются значения координат по направлению север-юг:
– положительные значения — северное направление;
– отрицательные значения — южное направление;
В горизонтальной проекции направление на север всегда сверху, на юг — снизу, на запад — 

слева, на восток — справа.
Для отображения данных вертикальных проекций по направлению запад-восток (се-

вер-юг) в графический компонент передаются следующие данные:
• по оси абсцисс откладываются значения координат по направлению запад-восток (се-

вер-юг):
– положительные значения — восточное (северное) направление;
– отрицательные значения — западное (южное) направление;
• по оси ординат откладываются значения абсолютной отметки глубины:
– положительные значения откладывается вверх по оси;
– отрицательные значения откладывается вниз по оси;
В вертикальных проекциях направление на запад и юг всегда слева, на восток и север — 

справа.
Схема ствола раскрашивается в зависимости от угла его наклона на определенном участке. 

Параметры раскраски, задающие углы и соответствующие им цвета должны загружаться в 
виде xml-файла из хранилища данных при переходе на страницу. Структура файла следующая:
<inclinometry>
<param name=”normalColor” value=”#3080F0”>
<param name=”warningColor” value=”#FFA200”>
<param name=”warningValue” value=”30”>
<param name=”dangerColor” value=”#FF2D00”>
<param name=”dangerValue” value=”50”>
</inclinometry>

Таким образом, график может быть окрашен в три разных цвета:
• если угол наклона меньше, чем warningValue, в качестве цвета используется normalColor;
• если угол больше warningValue, но меньше dangerValue, используется warningColor;
• если угол больше dangerValue, используется dangerColor.
Если какой-то из параметров не задан или его не удается загрузить, вместо него использу-

ется значение по умолчанию. Параметры по умолчанию следующие:
• если угол наклона меньше 30°, то используется синий цвет (#3080F0);
• если угол больше 30°, но меньше 50° — оранжевый (#FFA200);
• если угол больше 50° — красный (#FF2D00).
На двухмерных проекциях подписываются следующие точки:
• глубина первой и последней точки графика;
• глубины точек, в которых график меняет цвет;
• в середине участка с наибольшим наклоном указывается максимальный угол наклона 

ствола.
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4. Средства реализации

Для разработки инструмента был выбран следующий набор технологий:
• язык программирования Java версии 1.8.0;
• язык программирования JavaScript.
• веб-фреймворк GWT (Google Web Toolkit) 2.8.2;
• стандартные средства разметки веб-страниц — HTML5, CSS;
• библиотека GWT Highcharts для создания графиков;
• библиотека Lombok;
• JavaScript библиотека MathBox, интегрированная с помощью JavaScript Native Interface, 

для создания трехмерного представления;
• СУБД Oracle 12c;
• веб-сервер Apache Tomcat 7.0.6;
В качестве среды разработки была выбрана IDE Eclipse 4.11.0 for Enterprise Java Developers. 

Данная IDE помимо стандартных возможностей предоставляет ряд дополнительных средств 
для работы с используемым в проекте фреймворком GWT.

5. Внешний вид инструмента

Трехмерное представление показано на рис. 3. Оно построено с помощью библиотеки 
MathBox по данным измерения угла и азимута скважины, а также глубины ствола в точке за-
мера.

Рис. 3. Трехмерное представление ствола скважины
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Проекции построены с помощью библиотеки GWT Highcharts. На рис. 4 представлена 
вкладка, содержащая все три проекции скважины.

Заключение

В результате работы было разработано средство для графического отображения данных 
инклинометрических исследований в стволе скважины для системы мониторинга бурения и 
разработки нефтяных скважин, которое предоставляет отображение следующей информации:

• трехмерное представление ствола;
• двухмерные проекции ствола:
– горизонтальная;
– вертикальная по направлению север-юг;
– вертикальная по направлению запад-восток;
• выделение разными цветами участков графиков в зависимости от угла наклона ствола на 

определенном участке.
На данный момент разработанное средство интегрировано в существующую систему и 

введено в эксплуатацию.
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Аннотация. В данной статье рассматривается два способа решения задач многокритери-
ального анализа. В статье подробно освещен метод анализа иерархий, а также оптими-
зация Парето, как алгоритмы, помогающие в нахождении среди нескольких альтернатив 
такого решения, которое принесло бы меньше всего затрат. Также акцентируется вни-
мание на сравнении двух методов между собой в рамках решения некоторой тестовой 
задачи и приводятся результаты вычислительных экспериментов. В выводе подводятся 
итоги проделанной работы, а также формируются основные тезисы, полученные в ходе 
выполнения работы.
Ключевые слова: метод анализа иерархий, метод СААТИ, оптимизация Парето, мобиль-
ное приложение, бэк-офис, алгоритм, поставщик, альтернативы, численные эксперименты.

Введение

Анализ тенденций развития использования IT технологий показывает востребованность 
аутсорсинговых услуг для индивидуальных предпринимателей и компаний с использовани-
ем мобильных приложений. Примером предоставления таких услуг является бэк-офис «Zip-
office», который представляет собой информационно-аналитическую систему, позволяющую 
провести цифровизацию деятельности организации путем получения аутсорсинговых услуг в 
различных сферах, как, например, бизнес-планирование, кадровое делопроизводство и фор-
мирование документации. 

Бэк-офис «Zip-office» представляет собой мобильное приложение с личным кабинетом с 
определенными функциональными возможностями[1] для пользователей сервиса. В качестве 
проектной архитектуры для мобильного приложения была реализована клиент-серверная ар-
хитектура, где сервер баз данных, файловый сервер и другие представляют собой отдельный 
уровень, результаты работы которого использует сервер приложений. Все обращения клиентов 
к базе данных происходят через промежуточное программное обеспечение, которое находится 
на сервере приложений. Вследствие этого повышается гибкость работы и производительность.

Одной из задач, возникающих перед должностным лицом на предприятии, является вы-
бор такого поставщика некоторой продукции, который бы являлся лучшим среди остальных. 
В ходе проведения оценки специалист сталкивается со сложной системой взаимозависимых 
компонент (ресурсы, требования, желаемые цели, результаты и т.д.), которые необходимо про-
анализировать. Возникают ситуации, когда требуется рассмотреть несколько вариантов реше-
ний не зависимых друг от друга специалистов либо использовать их коллективное мнение. 

Для облегчения подобной деятельности было бы целесообразно использовать системы 
поддержки принятия решений, а в случае, если подобное невозможно, стоит использовать ме-
тоды экспертных оценок, основанных на знаниях и опыте экспертов, которые получены ими в 
ходе практической деятельности.

1. Актуальность проблемы

Поле для применения методов критериального анализа достаточно велико: они могут ис-
пользоваться для определения наиболее предпочтительного варианта, ранжирования опций, 
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внесения различий между приемлемыми и неприемлемыми возможностями. Основная задача 
всех таких методов состоит в том, чтобы справиться с трудностями, которые возникают у лиц, 
принимающих решение о выборе некоторой альтернативы. 

Проблема выбора заключается не только в определении различных альтернатив, но и в 
нахождении самой оптимальной из них. Оптимальной называется альтернатива, использо-
вание которой позволяет получить наилучший результат относительно главной цели, т. е. в 
контексте задачи подобное решение представляет как можно больше преимуществ. В своей 
статье «Принятие решений с помощью метода анализа иерархий» Л. А. Сологубова [2] говорит 
об облегчении выбора с помощью методов экспертных оценок и систем поддержки принятия 
решений, отдавая предпочтение мнению специалистов, так как, по ее мнению, их оценка мо-
жет содержать прогноз дальнейшего развития ситуации. То есть реализация любой из пред-
ложенных альтернатив приведет к нескольким различным результатам, среди которых могут 
быть: выручка от реализации товаров, издержки производства, доля удовлетворения спроса, 
прибыль, затраты на продвижение товара и так далее. 

Таким образом, актуальность данной работы обусловлена необходимостью разработки 
программы, которая представляет определенные альтернативы и показывает, какая из них яв-
ляется наиболее оптимальной для лица, принимающего решения.

2. Постановка задачи

Задача о выборе поставщика некоторой продукции решается методами многокритериаль-
ного анализа и состоит в том, чтобы принять такое решение по выбору одного поставщика 
среди нескольких альтернатив, которое бы гарантировало прибыль и избавило бы от убыт-
ков. Анализ решений данной задачи проведен с использованием методов анализа иерархий и 
принципом согласованного оптимума по Парето. 

Предприятию необходимо заключить договор о поставке товара с одним из десяти посред-
ников (среди них есть также изготовители товара, поставляющие свою продукцию со скла-
да). Выбор необходимо осуществить, оценив следующие факторы:

• время доставки товара (дн.);
• разнообразие ассортимента (кол-во);
• цена товара (руб);
• минимальный объем заказа (кол-во);
• качество товара (кол-во);
• возможность сбоя поставок (кол-во). 
В таблице 1 приведены исходные данные для эксперта. 

Таблица 1
Исходные данные

Время 
доставки 

товара

Разнообразие 
ассортимента Цена товара Мин. объем 

заказа
Качество 

товара

Возможность 
сбоя 

поставок
1 2 3 4 5 6 7
1 5 7 1000 50 8 0
2 7 4 1800 50 4 0
3 10 3 850 100 6 2
4 2 5 2200 75 5 1
5 6 8 500 10 7 1
6 3 9 1200 20 4 3
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1 2 3 4 5 6 7
7 5 3 1600 50 8 0
8 2 2 2300 50 9 1
9 5 6 700 10 5 2

10 5 7 1100 75 7 0

Зададим множество альтернатив ,U  количество поставщиков 10,n =  тогда имеем: 
1 2( , ,..., ),nU u u u=  где n  — число альтернатив, nu  — некоторый поставщик. Тем временем, кри-

терии (факторы) будем обозначать K  и получим: 1 2( ) (( ) ( , ,..., ),) ( )mK u k ku uk u=  где m  — число 
частных критериев ( ).mk u

3. Описание используемых алгоритмов

3.1. Метод анализа иерархий

1. На первом этапе осуществляется представление проблемы в виде иерархии с выделени-
ем главных целей, подцелей и различных целевых функций (альтернатив). То есть: 

• 1u  — поставщик № 1, 2u  — поставщик № 2, , nu…  — поставщик № ;n
• 1k  — {время доставки товара}, 2k  — {разнообразие товара}, 3k  — {цена товара}, 4k  — {ми-

нимальный объем поставки}, 5k  — {качество товара}, 6k  — {возможность сбоя поставок}.
2. На втором этапе необходимо установить приоритеты критериев и произвести оценку 

каждой из альтернатив по ним (рис. 1). 

Для установки приоритетов критериев и получения оценки альтернативных решений не-
обходимо составить матрицы парных сравнений ,ijA a=  где элемент матрицы — результат 
измерения по фундаментальной шкале степени предпочтительности альтернативы iA  над .jA

3. После построения матриц попарных сравнений производится расчет локальных векто-
ров приоритетов. Каждой строке матрицы ставится в соответствие геометрическое среднее ее 
элементов. Суммируются полученные результаты, делится геометрическое среднее каждой из 
строк матрицы на эту сумму. В результате получаются локальные приоритеты соответствую-
щих сравниваемых элементов.

4. На последнем этапе происходит проверка ограниченности оценки приоритетов путем 
высчитывания индекса согласования суждений по каждой матрице. Полученное значение ИС 
сравнивается с величиной, которая бы получилась при случайном выборе суждений (случай-
ная согласованность). Затем необходимо найти отношение согласованности как частное от де-
ления ИС и СС, и если полученное значение меньше 0.1, то суждение эксперта принимается 
как верное.

Рис. 1. Иерархия проблемы выбора поставщика
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5. На последнем шаге работы алгоритма рассчитываются приоритеты для всей иерархии в 
совокупности. Локальные приоритеты альтернатив умножаются на приоритеты соответству-
ющих критериев уровня и суммируются по каждому элементу в соответствии с критериями. 
В результате определяются глобальные приоритеты альтернатив с учетом приоритетов крите-
риев. Наиболее высокий рейтинг будет соответствовать альтернативе с наибольшим значени-
ем глобального приоритета. То есть альтернатива, обладающая подобным, признается самой 
приоритетной среди остальных.

3.2. Оптимизация Парето

Оптимизация по Парето использует отношение Парето-доминирования, которое отдаёт 
предпочтение одному объекту перед другим только том случае, когда первый объект по всем 
критериям не хуже второго и хотя бы но одному из них лучше. Для выбора одной оптималь-
ной стратегии из множества эффективных решений в каждой конкретной многокритериаль-
ной задаче необходимо использовать дополнительную информацию, и в данном случае это 
сужение множества и субоптимизация (выбор приоритетного критерия и указание нижних 
границ для остальных критериев). 

1. Пусть дано некоторое множество, где определены некоторые альтернативы ( )U  и неко-
торые критерии ( ).K  Аналогично методу анализа иерархий имеем: 

• 1u  — поставщик № 1, 2u  — поставщик № 2, ,  nu…  — поставщик № ;n
• 1k  — {время доставки товара}, 2k  — {разнообразие товара}, 3k  — {цена товара}, 4k  — 

{минимальный объем поставки}, 5k  — {качество товара}, 6k  — {возможность сбоя поставок}.
Для более наглядного представления можно воспользоваться табл. 1.
2. После определения множества необходимо указать верхние и нижние границы для каж-

дого из критериев для оптимального решения ( ).optX
3. Производится субоптимизация: выделяют один из критериев, а по всем остальным кри-

териям назначают нижние границы. Оптимальным при этом считается исход, максимизирую-
щий выделенный критерий на множестве исходов, оценки которых по остальным критериям 
не ниже назначенных.

4. Последним этапом необходимо провести лексикографическую оптимизацию (упорядо-
чение критериев по их относительной важности). На первом шаге отбирают исходы, которые 
имеют максимальную оценку по важнейшему критерию. Если такой исход единственный, то 
его и считают оптимальным. Если же таких исходов несколько, то среди них отбирают те, 
которые имеют максимальную оценку по следующему за важнейшим критерию. В результате 
такой процедуры всегда остается, как правило, один исход.

4. Численные эксперименты

4.1. Метод анализа иерархий

В качестве исходных данных в программу необходимо ввести экспертные оценки для по-
строения матрицы оценки важности критериев, а также для матрицы попарного сравнения 
альтернатив для выявления приоритетов по нескольким критериям. Важно отметить, что при-
оритеты оценки для дальнейшего ранжирования [3] может вводить как эксперт, так и пользо-
ватель, наделенный особыми правами — специалист по бизнес-планированию или директор 
предприятия. Следует помнить, что между собой сравниваются элементы, принадлежащие к 
одному уровню иерархии. При построении матриц парных сравнений пользуются фундамен-
тальной шкалой предпочтений (шкалой относительной важности). 
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После введения в программу всех необходимых данных — то есть значений альтернатив, 
критериев и матриц попарного сравнения (которые получается в результате расстановки при-
оритетов экспертами) — для каждой из матриц рассчитывается вектор локальных приори-
тетов как частное от деления среднего геометрического по строкам матриц к сумме среднего 
геометрического по всем строкам матрицы:
private static double[] q(double[] array, double r) {
   double[] q = new double[array.length];
   for (int i = 0; i < array.length; i++) {
       q[i] = array[i] / r;
   }
   return q;
}

Уже на этом этапе становится заметно, какой из критериев является более значимым - его 
локальный вектор приоритетов будет наибольшим среди остальных. Затем программа вычис-
ляет индекс согласованности по формуле, приведенной выше:
private static double IS(double hmax, double array[]) {
   double IS;
   IS = (hmax - array.length) / (array.length - 1);
   return IS;
}

После этого происходит сравнение со случайной согласованностью (ее значения вычис-
лять нет необходимости, они известны заранее). Определив сравнение как частное от деления 
ИС на СС, получим отношение согласованности. Если полученное значение меньше, чем 0.1, 
то считается, что в оценках эксперта все согласовано.

Последним шагом работы будем считать синтез альтернатив путем подсчета глобальных 
приоритетов (ГП) — локальные приоритеты альтернатив умножаются на приоритеты соот-
ветствующих критериев уровня и суммируются по каждому элементу в соответствии с крите-
риями. Наиболее высокий рейтинг будет соответствовать альтернативе с наибольшим значе-
нием глобального приоритета.

Для тестовых примеров были выбраны следующие варианты: 
1. 10;  6.n mU K= =
2. 5;  6.n mU K= =
3. 10;  3.n mU K= =
4. 5;  3.n mU K= =
Более подробно с результатами экспериментов можно ознакомиться в табл. 2. 

4.2. Оптимизация Парето

В качестве входных данных в программу поступает информация о поставщиках в срезе 
конкретных товаров, а также ряд критериев оценки по этим товарам (табл. 1). Подобно методу 
анализа иерархий, указание верхних и нижних границ для критериев может быть выполнено 
как и экспертом, так и уполномоченным на то специалистом. После этого множество альтер-
натив уменьшается, так как из рассмотрения выводятся те из них, показатели значений крите-
риев которых не входят в указанное ранее множество.
static void limit(ArrayList<Hosting> list){
 … происходит указание границ …
for(int i=0;i<list.size();i++){
if(list.get(i).deliveryTime >=minds && list.get(i).deliveryTime <=maxds){
if(list.get(i).varietyGoods >=minsite && list.get(i).varietyGoods <=maxsite){
if(list.get(i).productPrice >=mindb && list.get(i).productPrice <=maxdb){
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if(list.get(i).minimumVolume >=minst && list.get(i).minimumVolume <=maxst) {
if(list.get(i).productQuality >=mindt && list.get(i).productQuality <=maxdt){
if(list.get(i).supplyFailure >=minprc && list.get(i).supplyFailure <=maxprc){list.
get(i).write(); … }

После уменьшения числа альтернатив проводится субоптимизация: выбирается главный 
критерий и указываются нижние границы для остальных [4] — если альтернатива, содержа-
щая подобную оценку, единственная, то ее и считают оптимальной. Если подобных вариантов 
несколько, то программа продолжает отбор, сравнивая второй по важности критерий:
...switch(choice){
     case(1):
       if(list.get(i).deliveryTime <list.get(i+1).deliveryTime){
           better=i+1;
       }
       break;
...

list.get(better).write();
В качестве тестовых примеров были выбраны следующие варианты: 
1. 10;  6.n mU K= =
2. 5;  6.n mU K= =
3. 10;  3.n mU K= =
4. 5;  3.n mU K= =
Более подробно с результатами экспериментов можно ознакомиться в табл. 2. 

Таблица 2
Результаты экспериментов

Количество 
альтернатив

Количество 
критериев

Важнейший 
критерий

Результат 
эксперимента

Оптимизация Парето
10 6 время доставки поставщик 10
5 6 время доставки поставщик 10

10 3 время доставки поставщик 5
5 3 время доставки поставщик 5

10 6 качество товаров поставщик 10
5 6 качество товаров поставщик 10

10 3 качество товаров поставщик 4 
5 3 качество товаров поставщик 4

Метод анализа иерархий
10 6 время доставки поставщик 10
5 6 время доставки поставщик 10

10 3 время доставки поставщик 1
5 3 время доставки поставщик 1

10 6 качество товаров поставщик 10
5 6 качество товаров поставщик 10

10 3 качество товаров поставщик 2
5 3 качество товаров поставщик 2
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Выводы

Проведенный анализ методов многокритериального анализа, таких как метод анализа ие-
рархий и оптимизация Парето, показал, что: 

• по результатам оптимизации Парето была выбрана лучшая альтернатива — поставщик № 
10, что совпадает с результатами метода анализа иерархий;

• по побочным альтернативам были выбраны другие поставщики, что обусловлено сокра-
щением количества критериев;

• точность решения зависит от критерия, которому отдается больший приоритет, побоч-
ные альтернативы зависят от экспертных оценок;

• сокращение количества альтернатив не влияет на выбор наилучшей из альтернатив; в том 
случае, если при их сокращении «выброшенной» из рассмотрения становится лучшая из них, 
алгоритм выбирает лучшую из оставшихся.
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МЕТОДЫ ШУМОПОДАВЛЕНИЯ ДЛЯ УЛУЧШЕНИЯ КАЧЕСТВА ИЗОБРАЖЕНИЯ

Воронежский государственный университет

Е. П. Гализина, Е. В. Трофименко

Аннотация. В данной статье рассмотрена проблема удаления шума с изображения для 
улучшения его качества. Основное внимание в работе акцентировано на применении ме-
тодов шумоподавления различных видов шума на изображении. Сделано сравнение каж-
дого метода по определенным критериям и выявлен наилучший метод шумоподавления, 
а также предложено использование методов в комбинации. На основании сравнительно-
го анализа выявлено, что применение комбинации фильтров различных методов шумо-
подавления делает более качественное улучшение изображения.
Ключевые слова: методы шумоподавления, улучшение качества, шум, усредненный 
фильтр, фильтр Гаусса, медианный фильтр, комбинация фильтров.

Введение

В настоящее время во многих областях науки и техники проводятся работы над цифровы-
ми изображениями. К сожалению, изображения не всегда удовлетворяют предъявляемым к 
ним требованиям. В таких случаях очень важную роль играет обработка полученных изобра-
жений, позволяющая довести параметры изображений до нужного уровня. Для такой обра-
ботки применяют различные методы улучшения качества изображений.

На сегодняшний день существует множество различных алгоритмов и методов, которые 
позволяют улучшить качество изображений. Среди методов улучшения можно выделить ме-
тоды обработки в пространственной области и в частотной области. Они позволяют улучшить 
качество, основываясь на прямом манипулировании пикселями изображения. Проблема шу-
моподавления является одной из самых актуальных и распространенных проблем в области 
обработки изображений.

1. Виды шума

Существует большое разнообразие классификации шума, которое можно разделить на две 
большие категории: по способу искажения и с точки зрения визуального восприятия. По спо-
собу искажения выделяется три основных типа — это аддитивный шум, мультипликативный 
шум и импульсный шумы. На рис. 1 представлено незашумленное изображение, а на рис. 2–4 
представлены разные типы шумов.

Рис. 1. Незашумленное изображение Рис. 2. Аддитивный шум
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Рис. 3. Импульсный шум Рис. 4. Мультипликативный шум
 

2. Методы шумоподавления

Шумоподавление — это процесс удаления шума, который заключается в сглаживании пик-
селей изображения и уменьшении мелких деталей. Целью шумоподавления является приме-
нение фильтра, который удаляет или, по крайней мере, сводит к минимуму его влияние. Для 
удаления шума используются следующие методы: усредненный фильтр, гауссов фильтр и ме-
дианный фильтр.

2.1. Усредненный фильтр

В усредненном фильтре вычисляется среднее арифметическое значение в окрестности каж-
дого рассматриваемого пикселя [1]. Фильтр делает операцию свёртки на изображении с неким 
ядром, где свёртка — это вычисление нового значения пикселя, при котором учитываются 
значения соседних пикселей. Ядро свёртки — это квадратная матрица, где пиксель в центре 
этой матрицы устанавливается как среднее значение всех других пикселей, окружающих его. 
Чем больше размер ядра, тем более размытым будет становиться изображение, таким обра-
зом, острые края сохраняются при отбрасывании слабых. На рис. 5а представлено исходное 
изображение, на рис. 5б представлен пример применения данного фильтра. Можно заметить, 
что некоторые шумы были удалены, но также были потеряны некоторые детали, которые вы-
делены зеленым цветом. 

2.2. Фильтр Гаусса
В фильтре гаусса используется нормальное распределение для вычисления преобразова-

ния, применяемого к каждому пикселю изображения [2]. Оно похоже на предыдущее размы-

а)                                                                                     б)
Рис. 5. Исходное изображение (а) и обработанное изображение (б)
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тие, за исключением того, что вместо простого среднего мы теперь используем взвешенное 
среднее, где соседние пиксели, которые ближе к центральному пикселю, вносят больший 
«вклад» в среднее. Размытие по Гауссу является результатом размытия изображения с помо-
щью функции Гаусса. Это широко используемый фильтр в графическом программном обеспе-
чении.  На рис. 6а представлено исходное изображение, на рис. 6б представлено изображение 
с применением фильтра Гаусса. Можно отметить, что фильтр Гаусса лучше сохраняет края изо-
бражения по сравнению с усредненным фильтром, но все равно некоторые детали с исходного 
изображения были утеряны, но их значительно меньше, чем в усредненном фильтре. Зеленым 
цветом на обработанном изображении показаны детали, которые были утеряны.

2.3. Медианный фильтр

В медианном фильтре происходит поиск среднего значения в окрестности каждого рассма-
триваемого пикселя [3]. В фильтре центральный пиксель изображения заменяется медианой 
всех пикселей в области ядра, в результате чего это размытие наиболее эффективно при уда-
лении шума в стиле «соли». Этот метод нелинейной фильтрации, часто используется для уда-
ления шума с изображения в цифровой обработке изображений, так как при определённых 
условиях сохраняет края при удалении шума. На рис. 7а представлено исходное изображение, 
на рис. 7б представлен пример применения медианного фильтра к изображению. На изобра-
жении с применением фильтра можно заметить, что фильтр способен сохранить края изо-
бражения. В отличие от ранее рассмотренных фильтров, медианный фильтр не теряет мелкие 
детали изображения [4].

а)                                                                                     б)
Рис. 6. Исходное изображение (а) и обработанное изображение (б)

а)                                                                                     б)
Рис. 7. Исходное изображение (а) и обработанное изображение (б)
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3. Сравнение методов улучшения

Для сравнения методов улучшения качества изображения, было реализовано приложение, 
в котором на вход подавалось изображение с различными видами шума, а на выходе полу-
чалось улучшенное изображение с использованием методов шумоподавления. В приложении 
были реализованы все ранее рассмотренные методы. Реализованное приложение удаляет шум, 
но сохраняя при этом детали самого изображения. Приложение представляет собой универ-
сальный способ удаления различных видов шума, которое за малое время способно улучшить 
изображение.

В качестве параметров сравнения были выбраны метрики: PSNR (пиковое отношение 
сигнала к шуму) и MSAD (усредненная абсолютная разность цветовых компонентов в соот-
ветствующих точках изображений), а также время работы фильтра. Чем выше показатель 
метрики PSNR, тем лучше качество изображения [5]. Метрика означает отношение между 
максимумом возможного значения сигнала и мощностью шума. Наиболее часто используется 
для изменения уровня искажений при сжатии изображений. Эти параметры использовались 
для сравнительного анализа методов шумоподавления. Результаты сравнительного анализа 
представлены в табл. 1.

Таблица 1 
Результаты сравнительного анализа

Название 
фильтра

Импульсный шум Аддитивный шум Мультипликативный шум
PSNR MSAD PSNR MSAD PSNR MSAD

Усредненный 
фильтр

R=12,95 
G=9,96 
B=9,89

R=33·105 
G=44·105 
B=43·105

R=14,35 
G=10,59 
B=10,52

R=26·105 
G=36·105 
B=36·105

R=14,35 
G=10,58 
B=10,52

R=25·105 
G=35·105 
B=35·105

Медианный 
фильтр

R=12,91 
G=9,94 
B=9,87

R=30·105 
G=40·105 
B=39·105

R=14,36 
G=10,60 
B=10,53

R=23·105 
G=34·105 
B=34·105

R=14,36 
G=10,60 
B=10,53

R=25·105 
G=34·105 
B=34·105

Фильтр Гаусса
R=12,80 
G=9,83 
B=9,78

R=35·105 
G=47·105 
B=46·105

R=14,16 
G=10,44 
B=10,41

R=28·105 
G=40·105 
B=39·105

R=14,16 
G=10,44 
B=10,40

R=28·105 
G=40·105 
B=39·105

При наложении на изображение трех видов шумов, которые представлены в таблице, сред-
нее время работы фильтров было следующим: усреднённый фильтр — 428,09 мс, медианный 
фильтр — 977,09 мс и фильтр Гаусса — 707,08 мс. Таким образом, лучший результат по быст-
родействию показал усреднённый фильтр с вычислением среднего арифметического, а при 
сравнении рассчитанных метрик лучший результат оказался у фильтра Гаусса. 

Так как каждый из фильтров не является идеальным для удаления шумов с изображения, 
то были рассмотрены комбинации фильтров для улучшения качества изображения. Для этого 
были выбраны усредненный фильтр и фильтр Гаусса, так как их применение показало наилуч-
шие результаты по времени и по выбранным метрикам. 

Было рассмотрено два варианта комбинаций с различной последовательностью: сначала к 
изображению применялся усредненный фильтр, а затем, к полученному изображению приме-
нялся фильтр Гаусса и наоборот. Результаты обработки изображений представлены на рис. 8 и 
рис. 9: рис. 8а, рис. 9а — исходные изображения, рис. 8б и рис. 9б — изображения с примене-
нием комбинаций фильтров.
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При анализе комбинаций рассматривались те же метрики, что и при сравнении фильтров 
раннее, а также скорость выполнения обработки изображения. Среднее время работы комби-
нации фильтров усредненного и Гаусса составило 683,13 мс., а комбинации фильтров Гаусса и 
усредненного 697,25 мс. Улучшение изображения заняло больше времени, но результирующие 
метрики улучшились. При сравнении полученных результатов анализа, наилучшей комбина-
цией фильтров является последовательность применения усредненного фильтра и фильтра Га-
усса. Такая последовательность позволяет получить изображение с наименьшим количеством 
шума. Комбинация с применением фильтров в обратном порядке показала результат хуже.

В табл. 2 представлены результаты сравнительного анализа использования методов по от-
дельности и их комбинаций.

Таблица 2 
Сравнительный анализ применения фильтров по отдельности и их комбинаций

Название 
фильтра

Импульсный шум Аддитивный шум Мультипликативный шум
PSNR MSAD PSNR MSAD PSNR MSAD

Усредненный 
фильтр

R=12,95 
G=9,96 
B=9,89

R=33·105 
G=44·105 
B=43·105

R=14,35 
G=10,59 
B=10,52

R=26·105 
G=36·105 
B=36·105

R=14,35 
G=10,58 
B=10,52

R=25·105 
G=35·105 
B=35·105

а)                                                                                     б)
Рис. 8. Исходное изображение (а) и обработанное изображение с применением комбинации 

фильтров усредненного и Гаусса (б)

а)                                                                                     б)
Рис. 9. Исходное изображение (а) и обработанное изображение с применением комбинации 

фильтров Гаусса и усредненного (б)
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Фильтр Гаусса
R=12,80 
G=9,83 
B=9,78

R=35·105 
G=47·105 
B=46·105

R=14,16 
G=10,44 
B=10,41

R=28·105 
G=40·105 
B=39·105

R=14,16 
G=10,44 
B=10,40

R=28·105 
G=40·105 
B=39·105

Усредненный 
фильтр + 

фильтр Гаусса

R=12,55 
G=9,52 
B=9,64

R=37·105 
G=49·105 
B=47·105

R=13,95 
G=10,36 
B=10,27

R=29·105 
G=42·105 
B=41·105

R=13,92 
G=10,19 
B=10,20

R=29·105 
G=42·105 
B=43·105

Фильтр Гаусса 
+ усредненный 

фильтр

R=12,75 
G=9,78 
B=9,85

R=36·105 
G=47·105 
B=47·105

R=14,02 
G=10,41 
B=10,36

R=29·105 
G=41·105 
B=40·105

R=14,01 
G=10,27 
B=10,46

R=27·105 
G=41·105 
B=42·105

Применение комбинации фильтров является лучшим способом удаления шума с изобра-
жения. Тем самым повышается качество изображения. 

Заключение

Было реализовано приложение для улучшения качества изображения путем удаления с 
него шумов. Также был проведен сравнительный анализ каждого метода по отдельности и их 
комбинаций. 

На основе полученных результатов анализа реализованных методов фильтрации и их ком-
бинаций делается вывод, что метод Гаусса и усредненный метод являются лучшими для удале-
ния шума с изображения путем применения их по отдельности, и использование методов шу-
моподавления в совокупности друг с другом дает более качественное улучшение изображения.

В приложении было рассмотрено применение фильтров шумоподавления для улучшения 
качества изображения.
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РАЗРАБОТКА ВЕБ-ПРИЛОЖЕНИЯ ДЛЯ PLANNING POKER
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П. Р. Губанов

Аннотация. Работа посвящена разработке веб-приложения для работы agile-команд с ин-
струментом планирования ресурсов. В ходе работы над проектом определены основные 
этапы разработки веб-приложения: проведен анализ предметной области, сформирова-
ны требования к дизайну и функциональности разрабатываемого приложения, описаны 
основные функции и логика работы приложения.
Ключевые слова: техника оценки, agile-разработка, экстремальное программирование, 
планирование ресурсов, веб-приложение, клиент-серверная архитектура, REST, C#, ASP.
NET Core, AngularJS.

Введение

Planning Poker (рус. Покер планирования) — техника оценки, основанная на достижении 
договорённости, главным образом используемая для оценки сложности предстоящей работы 
или относительного объёма решаемых задач при разработке программного обеспечения.

Она обычно используется в гибкой методологии разработки (agile-разработке), в частно-
сти, в методологии экстремального программирования. При этом к оценке привлекают всех 
участников проекта: программистов, команду тестировщиков, инженеров баз данных, анали-
тиков, дизайнеров.

Несомненное преимущество покера планирования — интерактивность этой техники и её 
способность сплотить команду, сделав так, что решение не принимается кем-то единолично, а 
затем оказывается неэффективным.

Также обязательными элементами правильно организованного покера планирования яв-
ляется использование данных оценок, проведенных ранее, что позволяет опираться на ошиб-
ки и достижения, случившиеся в прошлом.

Клиенты получают максимально точные оценки сроков и бюджета, т. к. в их формулирова-
нии участвуют все нужные эксперты.

1. Постановка задачи

Разработать веб-приложение, предоставляющее разработчикам программного обеспече-
ния возможность использовать покер планирования в режиме on-line. Приложение должно 
реализовывать следующие возможности:

• авторизация пользователей с разными ролями;
• просмотр и изменение личной информации о пользователе;
• создание новых игр;
• принятие участия в доступных данному пользователю играх;
• возможность голосовать в подтемах доступных игр;
• редактирование отображения списка доступных игр для пользователя на главной стра-

нице (дэшборде);
• сохранение текущего состояния голосований в играх;
• возобновление последнего доступного состояния игры;
• возможность быть наблюдателем в доступных играх;
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• для создателя игры:
– создание новых подтем;
– выбор подтемы для голосования;
– добавление в игру новых пользователей;
– удаление пользователей из игры;
– возможность переворачивать карточки всех активных пользователей;
– очищение результатов голосования в подтемах.

2. Средства реализации

Приложение реализовано с использованием следующего набора технологий:
• web-клиент:
– языки разработки — TypeScript, HTML5, CSS3;
– среда разработки — WebStorm;
– библиотека — Angular JS;
– сборщик — npm;
– графический редактор — Figma;
– Google Chrome — браузер с отладчиком TypeScript;
• сервер:
– язык разработки — C# 10.0;
– среда разработки — Rider;
– фреймворк — ASP.NET Core;
• база данных:
– язык разработки — SQL;
– СУБД — Microsoft SQL Server 2022;
– редактор моделей данных — ERwin Data Modeler;
– система контроля версий — git.

3. Реализация

3.1. Структура работы веб-приложения

Для реализации данного проекта была выбрана следующая структура работы 
веб-приложения:
• Серверная часть приложения — ASP.NET Core WEB API [10]. Она представляет собой 

веб-службу и работает в стиле REST (Representation State Transfer), который предполагает при-
менение различных типов запросов HTTP для взаимодействия с клиентской частью приложе-
ния [1].

• Клиентская часть приложения — Angular Single-Page-Application [2].
Для работы с базой данных в качестве СУБД был использован SQL Server, доступ к ней осу-

ществляется через Entity Framework Core. Главным компонентом в работе с Entity Framework 
является класс контекста базы данных, через который осуществляется доступ к данным в та-
блицах во время работы WEB API.

Взаимодействие между клиентской и серверной частями веб-приложения реализовано по-
средством HTTP-запросов, обмен данными соответственно происходит в формате JSON (рис. 1).
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3.2. Серверная часть приложения

3.2.1. Controller
Основная логика работы WEB API находится в контроллерах, которые принимают запро-

сы от клиентов, обрабатывают их в соответствии c типом поступившего запроса и возвраща-
ют в ответ клиенту некоторый набор данных в формате JSON.

3.2.2. Repository
Репозитории отвечают за получение информации из базы данных, позволяют абстрагиро-

ваться от конкретного подключения к источнику данных, с которыми работает сервер и явля-
ются промежуточным элементом между классами, непосредственно взаимодействующими с 
данными, и остальными компонентами сервера.

3.2.3. SignalR
Голосование участников игры в режиме реального времени было реализовано путём ис-

пользования библиотеки с открытым исходным кодом — ASP.NET Core SignalR. SignalR пре-
доставляет API для создания удаленных вызовов процедур (RPC) «сервер-клиент». Вызов RPC 
вызывает функции на клиенте из кода .NET Core на стороне сервера.

Ниже приведены некоторые функции и возможности SignalR:
• управляет автоматическим управлением соединениями;
• отправляет сообщения всем подключенным клиентам одновременно (например, всем 

участникам определённой игры);
• отправляет сообщения конкретным клиентам или группам клиентов (например, только 

активным участникам в актуальной подтеме игры для голосования).

3.3. Клиентская часть приложения

Клиентское приложение в данном проекте, написанное при помощи фреймворка Angular, 
представляет собой Single-Page-Application (одностраничное приложение). Преимущества ис-

Рис. 1. Структура работы приложения
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пользования именно этого фреймворка для написания таких приложений заключаются в сле-
дующем:

• Angular представляет не только инструменты, но и шаблоны дизайна для создания обслу-
живаемого проекта;

• В Angular есть много инструментов для создания приложения. Благодаря директивам, 
HTML элементы могут вести себя динамически [3];

• В Angular представление и логика приложения не связаны, что сильно очищает и упро-
щает разметку.

3.4. Хранение данных

Для работы с базой данных в качестве СУБД был использован SQL Server. Логическая мо-
дель данных в нотации IDEF1X, реализованная с помощью программы Erwin Data Modeler, 
представлена на рис. 2.

Заключение

Разработано веб-приложение, предоставляющее разработчикам программного обеспече-
ния возможность использовать покер планирования в режиме on-line. Приложение предо-
ставляет следующие возможности:

• авторизация пользователей с разными ролями;
• просмотр и изменение личной информации о пользователе;
• создание новых игр;
• принятие участия в доступных данному пользователю играх;
• возможность голосовать в подтемах доступных игр;
• редактирование отображения списка доступных игр для пользователя на главной стра-

нице (дэшборде);
• сохранение текущего состояния голосований в играх;
• возобновление последнего доступного состояния игры;
• возможность быть наблюдателем в доступных играх
• для создателя игры:

Рис. 2. Логическая модель данных
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– создание новых подтем;
– выбор подтемы для голосования;
– добавление в игру новых пользователей;
– удаление пользователей из игры;
– возможность переворачивать карточки всех активных пользователей;
– очищение результатов голосования в подтемах.
Также обеспечена корректная работа предоставляемых возможностей веб-приложения и 

контролирование возможности совершений того или иного действия с полями ввода в поль-
зовательском интерфейсе.
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УДК 004

РЕАЛИЗАЦИЯ ПРИЛОЖЕНИЯ «ПОМОЩНИК МАСТЕРА ПО МАНИКЮРУ»

Воронежский государственный университет

И. С. Демидова, М. В. Матвеева

Аннотация. В работе детально описана структура приложения для помощи мастеру ма-
никюра, которая позволяет пользователю (мастеру) добавлять новых клиентов, вносить 
расписание сеансов на каждый день, вести учет расходных материалов и инструментов, 
их поставок, а также вести систему скидок и акций.
Ключевые слова: мобильное приложение, сервис записи, онлайн-запись.

Введение

Современный смартфон — это не только средство связи с миром, но и инструмент органи-
зации жизни и рабочей активности. Некоторые компании в сфере услуг и студии красоты до 
сих пор пользуются бумажными журналами. Попасть к ним на прием не так легко. Админи-
страторы салонов принимают звонки, обсуждают свободное время и только потом записыва-
ют клиентов. Такой подход не удобен как мастерам, так и посетителям. Также, достаточно мно-
го мастеров, которые принимают клиентов у себя на дому, и у них нет администратора, чтобы 
следить за расписанием сеансов. Проблему решают приложения, которые помогают мастерам 
маникюра вести записи и напоминают о посещениях. Они подходят для крупных студий и 
частных мастеров.

Цель работы — провести анализ существующих решений, спроектировать модель данных, 
разработать серверную часть приложения для мастера по маникюру.

1. Постановка задачи

Спроектировать мобильное приложение, предоставляющее набор инструментов для рабо-
ты с клиентами мастеру по маникюру:

• провести анализ существующих решений;
• спроектировать модель базы данных;
• реализовать серверную часть приложения.

2. Анализ существующих решений

Для анализа были выбраны следующие программы: EasyWeek, Арника, UNIVERSE-CRM, 
Помощник мастера: учет клиентов. Приложения оценивались по следующим критериям: удоб-
ство в освоении и использовании, интерфейс, тестовый период и бесплатная версия, цена, мо-
бильное приложение.

EasyWeek
Удобство в освоении и использовании, краткое описание: внешний вид виджета для он-

лайн-записи можно настроить под фирменные стиль компании. Кроме того, при использова-
нии сервиса будет страница с уникальной ссылкой, где клиенты смогут записаться на приём. 
Есть база с клиентами, где доступна информация о визитах и покупках, а также статистика 
мастеров и услуг. Доступны напоминания клиенту о визите по SMS и по Email, план на день/
неделю для сотрудников.
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Интерфейс: простой и понятный интерфейс, при нажатии на кнопку «Онлайн-запись» от-
крывается окно со всеми услугами. У каждой услуги есть название, описание и цена. Клиент 
может выбрать день, время и мастера (если их несколько). Система автоматически показывает 
свободные дни и часы, то есть пересечение записи с другими клиентами исключено. Клиенты 
получают sms об успешной записи на услугу, напоминание о визите за 24 часа и в день визита. 
Мастера также получают уведомление о новой записи, уведомление с расписанием на следую-
щий день и с полным расписанием на день.

Недостатки: нельзя убрать некоторые «ненужные» данные.

Арника
Удобство в освоении и использовании, краткое описание: это облачная система управления 

бизнесом в сфере услуг. В Арнике можно вести клиентскую базу — настроить напоминания и 
уведомления с помощью WhatsApp или SMS.

Программа позволяет вести учет товаров и материалов, анализ их использования в разрезе 
мастеров, услуг, клиентов. Автоматическое списание материалов при оказании услуг.

Интерфейс: простой и понятный интерфейс, легко разобраться с тем, как работает прило-
жение.

Недостатки: нет групповой записи, сообщении для клиентов о напоминании не всегда 
доходят, присутствуют непонятные функции.

UNIVERSE-CRM
Удобство в освоении и использовании, краткое описание: это новая web-программа для са-

лонов красоты с сервисом онлайн-записи. UNIVERSE-CRM создана для автоматизации основ-
ных бизнес процессов: ведение и сегментация клиентской базы, учет персональных скидок, 
контроль работы мастеров, управление товарными запасами и финансами и для онлайн-за-
писи клиентов. Программа отправляет e-mail уведомления о подтверждении совершенных за-
писей, а также напоминания о предстоящих визитах — клиентам, администраторам салона и 
мастерам.

Интерфейс: UNIVERSE-Запись — это сервис онлайн-записи клиентов в салоны красоты. 
На сайте размещается универсальная кнопка «Онлайн-запись», нажав на которую клиент мо-
жет самостоятельно записаться в салон красоты. Клиент может выбрать услуги, специалиста, 
желаемую дату и время.

Появляется таблица, выбирается дата, мастер, как только создается запись, она добавля-
ется под мастером, где в записи указаны фамилия и имя клиентов, номер телефона и услуга.

Недостатки: Много лишней информации, сложно сразу разобраться в программе.

Помощник мастера: учет клиентов
Удобство в освоении и использовании, краткое описание: сервис для онлайн-записи, можно 

просматривать записи на сегодняшний день, всех клиентов. Легко добавлять новых клиентов, 
можно указать различные способы связи с ними, оставить комментарий для мастера. Можно 
добавлять новые виды услуг, их описание, материалы, которые используются в данной услуге, 
стоимость и длительность. Присутствует ведение и учет расходных материалов, а также поста-
вок, их объем и стоимость.

Интерфейс: удобный интерфейс, внизу кнопки расположены как в большинстве приложе-
ний, удобно записывать новых клиентов. Есть кнопка, где можно посмотреть выполненные 
заказы, где указывается вся информация об оказанной услуге: дата и время, сколько длилась 
услуга, имя клиента, дополнительные услуги, стоимость и фото результата. Также присутствует 
статистика за определенный период, где учитываются доходы, расходы и вычисляется прибыль.
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Недостатки: нельзя открыть конкретный день, чтобы увидеть все записи, под датой очень 
маленькое имя клиента, нет возможности выстраивать четкий график.

Результаты сравнения приложений представлены в таблице (табл. 1).
Таблица 1

Сравнение приложений по критериям
Критерии

Приложения EasyWeek Арника UNIVERSE-CRM Помощник мастера: 
учет клиентов

Удобство в освоении 
и использовании,
Краткое описание + +– – –
Интерфейс + – + + +–
Тестовый период 
и бесплатная версия

14 дней 10 дней 14 дней нет

Цена 593 руб. 
в месяц 
для ИП

5700–24000 руб. 
за 6 месяцев

134 руб. в месяц 
за сотрудника

Бесплатно, но есть 
платный контент

Наличие мобильного 
приложения

+ + + +

Недостатки Много 
лишних 
данных

Нет групповой 
записи, 

сообщения не 
всегда доходят 
до получателей

Сложно 
разобраться 
в программе

Нельзя 
просмотреть 

записи на 
конкретный день, 
выстроить четкий 

график

Было решено создать приложение, которое бы имело простой и понятный интерфейс, без 
лишних данных, с возможностями просматривать записи на конкретный день, а также создать 
график посещения клиентов.

3. Средства реализации

Для решения задачи выбраны следующие средства:
• язык разработки Java;
• фреймворк Spring Framework;
• СУБД PostgreSQL.
В качестве языка программирования был выбран язык Java. Возможности данного языка 

предоставляют все необходимые инструменты для реализации поставленных в данной работе 
целей и задач. При реализации проекта использовалась среда разработки Intellij Idea.

4. Требования к аппаратному и программному обеспечению

Приложение предназначено для использования на IBMPC- совместимых компьютерах с 
операционной системой Windows 7, Windows 8, Windows 10.

Минимальные системные требования приложения:
• процессор с частотой 1,6 ГГЦ;
• 1 Гб оперативной памяти;
• 10 Мб дискового пространства для установки программы.
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5.  Модель данных

Модель данных представлена на рис. 1.

В БД должна фиксироваться информация об оказанных и запланированных услугах (дата, 
название услуги, клиент, тип оплаты, статус услуги). Данные о клиентах включают в себя фа-
милию, имя, дату рождения, телефон, email, instagram-аккаунт. Постоянные клиенты имеют 
скидки. Скидки могут быть разных типов. Мастер располагает запасом необходимых инстру-
ментов, материалов и гель-лаков для оказания услуг. Время от времени мастер проводит ак-
ции. У акции есть название, дата начала и дата окончания, описание исписок услуг, которые 
входят в акцию, процент скидки на услугу.

6. Реализация
Классы контроллеров:
• «/{id}»
public ResponseEntity<Client> getClientById(@PathVariable Long id) 
Получение клиента по ID;

• @GetMapping
public ResponseEntity<Page<Client» getClient(PageDto pageDto) 
Получение клиентов;

• @PostMapping
public ResponseEntity<Client> addClient(@RequestBody ClientModel clientModel) 
Добавление нового клиента;

• «/{id}»
public ResponseEntity<Client> updateClient(@PathVariable Long id, @RequestBody 

ClientModel clientModel) 
Редактирование данных  клиенте;

Рис. 1. Модель данных
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• @DeleteMapping(«/{id}»)
@ResponseStatus(value = HttpStatus.OK)
public void deleteById(@PathVariable Long id) 
Удаление клиента по ID.

Классы реализации сервисов:
• public Client getClientById(Long id)
Метод ищет и возвращает клиента по id, в случае, если такого клиента нет, исключение  

”The client with id=” +id “ does not exists”;
• public Page<Client> getClient(PageDto pageDto)
Получение списка клиентов;
• public Client addClient(ClientModel clientModel)
Метод добавляет нового клиента, передается модель клиента;
• public Client updateClient(Long id, ClientModel clientModel)
Метод обновляет данные о клиенте, если клиент не найден – исключение ”The client with 

id=” +id “ does not exists”, передается модель клиента;
• public void deleteById(Long id)
Метод удаляет клиента по id, передаем id.
Аналогичные методы для сущностей: Discount, GelPolish, Material, Order, ServiceType, Set, 

Stock, Tool.
Диаграмма классов (на примере Client) изображена на рис. 2.
Аналогичные диаграммы классов для сущностей: Discount, GelPolish, Material, Order, 

ServiceType, Set, Stock, Tool.

Рис. 2. Диаграмма классов
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Заключение

В работе была рассмотрена структура приложения для помощи мастеру маникюра, был 
проведен анализ существующих решений, была спроектирована модель базы данных, была 
реализована серверная часть приложения, а в дальнейшем планируется добавление новых 
клиентов, ведение учета расходных материалов и инструментов, их поставок, а также ведение 
системы скидок и акций.
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Аннотация. Разработан механизм внесения изменений в модуле контракты в Oracle SaaS 
ERP при помощи веб-сервисов в Oracle Integration Cloud и веб-формы Visual Builder. Рас-
смотрен способ внесения изменений в данные, хранящиеся на экземпляре Oracle SaaS при 
помощи REST API, с использованием вспомогательной таблицы в Oracle Integration Cloud 
для передачи результатов на форму с целью обеспечения работы интеграции в фоновом 
режиме без временных ограничений. В статье представлен общий алгоритм работы инте-
грации, включая загрузку данных с помощью REST API и сохранение результата в выход-
ной файл, а также описаны функции, доступные на веб-форме.
Ключевые слова: Oracle Integration Cloud, интеграции, веб-сервисы, SaaS, REST API, 
Visual Builder, BI Publisher, база данных, таблица, веб-форма, SQL.

Введение

Oracle Cloud Applications — набор приложений, на базе Oracle Cloud, который включает в 
себя облачные приложения для планирования ресурсов предприятия, управления произво-
дительностью предприятия, управления цепочками поставок и производством, управления 
человеческим капиталом и обслуживания клиентов.

Oracle Integration Cloud Service — интеграционное решение, которое помогает обеспечить 
пересылку данных в облачных приложениях.

В работе пойдёт речь о реализации механизма внесения изменений в контракты, создан-
ные в Oracle SaaS ERP, при помощи веб-сервисов в Oracle Integration Cloud.

В облачном приложении Oracle SaaS ERP существуют ограничения на внесение изменений 
в модуле контракты. К примеру, если контракт перешел в активный статус, некоторые поля 
становятся недоступны для заполнения. При этом для работы с контрактами в облачных при-
ложениях Oracle существуют стандартные REST API, которые позволяют внести в него требу-
емые изменения, при необходимости временно поменяв статус контракта, но не создавая его 
новую версию.

Для удобства использования REST API нужно создать интеграцию (веб-сервис для обмена 
данными между облачными приложениями) в Oracle Integration Cloud (OIC), которая будет 
принимать на вход файл с данными о контрактах и редактировать их в системе. Также для 
удобства вызова интеграции и для отображения результатов работы ее последних запусков, 
необходимо создать веб-форму (инструмент Visual Builder для создания форм доступен в OIC).

1. Анализ задачи

Решение задачи разработки интеграции и формы для внесения изменений в контракты 
поиска сводится к следующим подзадачам:

1) Реализация механизма загрузки изменений в контракты, с сохранением журнала работы 
интеграции и файла с результатом обработки каждого контракта.

2) Создание веб-формы, которая позволит запускать интеграцию, просматривать журналы 
последних запусков и выгружать файлы с результатами обработки.
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Просмотр результатов работы интеграции необходимо реализовать таким образом, посколь-
ку в случае, если входной файл будет содержать большое количество строк, интеграция может 
работать долго. Долгая работа интеграции в фоновом режиме возможна только в случае, если она 
не возвращает результат (то есть у веб-сервиса отсутствует response). Поэтому результат после 
окончания обработки необходимо сохранить в таблицу базы данных, и затем вывести на форму.

2. Требования к системному окружению

1) Наличие доступа к экземплярам Oracle Integration Cloud с уровнем доступа «Разработчик».
2) Наличие на этих экземплярах настроенных соединений, где указаны адреса экземпляров 

Oracle SaaS ERP, с которыми будет производиться обмен данными.
3) Наличие доступа в базе данных экземпляра Oracle Integration Cloud.
4) Наличие доступа к экземплярам Oracle SaaS ERP с уровнем доступа, позволяющим соз-

давать отчёты BI Publisher.

3. Реализация загрузки изменений в контракты

Алгоритм загрузки изменений в контракты включает в себя следующие шаги:
1) Чтение входного файла (каждая строка файла соответствует контракту, который нужно 

отредактировать; для каждого задаются номер контракта, его бизнес-единица и редактируе-
мые поля). 

2) Для каждой строки входного файла:
• поиск всех версий контракта (их идентификаторов и статусов) с помощью вызова отчета 

BI Publisher;
• смена статуса каждой версии на статус “Under Amendment” (статус, допускающий редак-

тирование большинства полей) с помощью REST API;
• внесение изменений в контракт с помощью REST API;
• обратная смена статуса каждой версии;
• сохранение результатов изменений в результирующий файл (сохраняется строка с вход-

ными данными, статусом обработки и сообщением об ошибке, в случае если при загрузке про-
изошла ошибка).

3) Сохранение результирующего файла в Oracle Universal Content Management.
4) Сохранение журнала интеграции и ссылки на результирующий файл в служебную та-

блицу базы данных.
Для смены статуса и внесения изменений в контракт можно использовать REST API:
/fscmRestApi/resources/11.13.18.05/contracts/{contractsUniqID}
/fscmRestApi/resources/11.13.18.05/contracts/{contractsUniqID}/child/

ContractHeaderFlexfieldVA/{ContractId}
SQL-запрос, который запускается в BIP-отчёте, выглядит следующим образом:
SELECT c.contract_id,
       c.sts_code
FROM OKC_K_HEADERS_ALL_B c,
     HR_ORGANIZATION_UNITS_F_VL bu,
     OKC_CONTRACT_TYPES_VL t
WHERE bu.organization_id = c.org_id 
AND t.contract_type_id = c.contract_type_id
AND c.contract_number = :P_CONTRACT_NUM
AND bu.name = :P_BU 
Здесь P_CONTRACT_NUM и P_BU — это параметры «Номер контракта» и «Бизнес-единица» со-

ответственно. Для контракта с заданным номером и бизнес-единицей выгружается идентифи-
катор и статус для каждой версии контракта.
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4. Создание веб-формы

Инструмент Visual Builder позволяет создать веб-форму, которая будет вызывать основную 
интеграцию для внесения изменений на основе входного файла, а также вспомогательную ин-
теграцию, которая будет выполнять запрос к таблице, хранящей журналы запусков интегра-
ций и ссылки на файлы c результатами, и заполнять таблицу на форме полученными данными.

Веб-форма должна обеспечивать следующие функции:
1) Загрузка входного файла интеграции в формате csv.
2) Запуск интеграции по нажатию кнопки.
3) Просмотр таблицы с информацией о последних запусках интеграции.
4) Обновление таблицы по нажатию кнопки.
5) Выгрузка файлов с результатом обработки контрактов по нажатию на соответствующее 

название файла.
Внешний вид формы представлен на рис. 1.

После загрузки файла на форму пользователь нажимает кнопку «Запустить веб-сервис». 
В поле «Результат» отобразится сообщение о том, удалось ли запустить интеграцию.

Когда интеграция завершит работу, в таблицу добавится строка с ее результатом. Чтобы 
строка отобразилось, нужно нажать кнопку «Обновить». В последней колонке таблицы нахо-
дится ссылка на результирующий файл, по нажатию можно его выгрузить.

На рис. 2 изображен пример содержимого входного файла, на рис. 3 — пример содержимо-
го выходного.

Рис. 1. Форма загрузки изменений в контракты

Рис. 2. Пример содержимого входного файла
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Заключение

В Oracle Cloud Applications был реализован механизм редактирования контрактов, создан-
ных в Oracle SaaS ERP при помощи веб-сервисов в Oracle Integration Cloud, включая интегра-
цию для загрузки изменений и веб-форму для запуска интеграции и просмотра результатов 
работы.
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Аннотация. В статье представлен процесс обработки и визуализации данных по про-
грамме капитального ремонта по всей стране и по конкретному региону, в частности. 
Наборы данных взяты из открытого источника ЖКХ в формате csv-файлов. Необходи-
мая информация обработана при помощи библиотеки pandas языка программирования 
Python. Визуализация создана при помощи библиотеки plotly и dash языка программиро-
вания Python. Наборы готовых графиков и диаграмм представлены в виде веб-страницы.
Ключевые слова: визуализация, BI-инструменты, анализ данных ЖКХ, интерактивность, 
ETL-процесс.

Введение

Конечным пользователям в любой профессиональной области важно получать качественные 
данные в простой и наглядной форме. Данный тезис является основой любого BI-инструмента 
(business intelligence). То есть инструмента для оценки и реализации эффективного бизнеса.

Для частной компании анализ бизнеса — это возможность принимать обоснованные ре-
шения, строить прогнозы и увеличивать прибыль. Помимо коммерческих фирм BI-инстру-
менты подходят и для государственных организаций. Ведь этим структурам также необходи-
мы прогнозирование, анализ и эффективное принятие решений.

Хорошим примером такого института являются организации ЖКХ и одна из известных 
государственных программ «Фонд капитального ремонта». Программа существует уже с 2015 
года и за это время накопилось большое количество данных. Благодаря этой информации воз-
можно оценивать эффективность проведенных работ и строить прогнозы в дальнейшем.

Большинство данных программы ЖКХ хранятся в формате плоских таблиц. Такая инфор-
мация анализируется долго и неэффективно, особенно когда данных много. Создание инте-
рактивных графиков поможет быстрее и качественнее исследовать данные. Набор визуальных 
инструментов (чартов, графиков, диаграмм) для анализа в сфере BI называют дашбордом.

Рассмотрим задачу реализации визуальной аналитики на основе открытых данных, с при-
менением концепции ETL-процесса (extract, transformation, load) [1]. Для решения задачи тре-
буется разработать дашборд, наглядно демонстрирующий информацию о программах капи-
тального ремонта.

В нем должны отображаться интерактивные графики о расходах на капитальный ремонт 
по регионам и по стране, в целом. Дополнительно диаграммы должны содержать информацию 
о региональных задолженностях по фонду капитального ремонта и о классах энергоэффек-
тивности домохозяйств.

1. Подготовка к созданию визуальных инструментов

При разработке инструмента визуализации необходимо проанализировать существующие 
решения, по возможности, в собственном инструменте воспользоваться их преимуществами 
и минимизировать недостатки. Важным критерием отбора является простота интерфейса, ин-
терактивность, высокая скорость отображения данных. Исходя из этих требований явными 
лидерами на рынке визуальных BI-инструментов являются PowerBi и Tableau [2].
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PowerBi является BI-инструментом высокого уровня. Его главное преимущество — воз-
можность создавать интерактивные отчеты, не обладая глубокими знаниями программирова-
ния. Однако инструмент сильно зависит от других программ компании Microsoft.

Tableau — инструмент, который позволяет создавать менее интерактивные дашборды, од-
нако при наличии готового набора данных, алгоритм подберет нужные типы графиков. Дан-
ный инструмент является готовым конструктором графиков. Главным недостатком инстру-
мента является отдельный инструмент для обработки данных перед их визуализацией.

Еще одним вариантом создания BI-инструмента является язык Python, с готовыми библио-
теками по обработке и визуализации данных. Являясь интерпретируемым и функциональным 
языком, Python подходит для написания готовых интерактивных дашбордов. Именно поэтому 
это решение выбрано как основное.

Создание интерактивных диаграмм на языке Python разделено на несколько этапов: вы-
грузка данных и приведение их к однородному виду, формирование готовых наборов данных, 
создание диаграмм на основе готовых наборов. Данные стадии ложатся в основу концепции 
ETL-процесса, когда выгрузка, обработка и отображение данных логически разделены между 
собой.

Рабочее пространство также разделено на три отдельных модуля: выгрузка, обработка и 
визуализация. Каждый их них выполняет независимый процесс и предоставляет результат 
для следующего. Модуль Extract.py позволяет формировать выгрузки данных из открытого 
источника для дальнейшей работы с ним. В модуле Transformation.py находится основная ло-
гика обработки данных. Основная часть программы для визуализации содержится в модуле 
app.py, именно так рекомендуют называть её разработчики дашбордов библиотеки dash. Уста-
новка и синхронизация пакетов происходит с помощью установщика библиотек pip [3].

2. Подготовка и выгрузка данных

Данные для выгрузки представлены в открытом источнике на сайте «Реформа ЖКХ» [4]. 
Также там содержится структура набора данных.

Для обработки данных и подготовки их к визуализации применяется библиотека pandas. 
Данные выгружаются в формате csv-файлов. Для считывания данных применяется метод 
read_csv, который формируется специальный тип данных dataframe [5].

Dataframe — это тип данных, который представлен набором строк и столбцов. В классиче-
ском понимании это таблица. 

Формирование набора данных похоже на создание запроса SQL. Этот процесс реализуется 
средствами библиотеки pandas. Данные группируются по субъекту РФ, а затем в квадратных 
скобках выбирается название столбца, по которому будет применена функция агрегирования. 
Примерами функций могут служить: sum(), count(), max().

В структуре набора содержится большое количество аналитик и показателей. Для анализа 
взяты расходы на капитальный ремонт по каждому региону и его муниципалитетах. Также 
учитывается задолженность по программе. В разрезе этих двух показателей и строится основ-
ной график, показывающий положение в регионе в рамках программы ЖКХ.

3. Визуализация данных

Визуализация данных происходит при помощи библиотеки dash. Дашборд реализуется как 
веб-страница, поэтому в dash входит набор классов для html-разметки и css-стилей [5]. Для 
дизайна применяется готовый фреймворк стилей BOOTSTRAP [6]

Динамичные фильтры реализуются при помощи callback-функций [7]. Такой тип функций 
позволяет отреагировать на действие пользователя. Так создается интерактивность для графиков.
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Начальная страница дашборда представлена на рис. 1. Он включает в себя несколько вкла-
док с визуальной инфографикой. На первой вкладке общие данные по РФ, а также круговая 
диаграмма с классами энергоэффективности многоквартирных домов в процентном соотно-
шении. Как видно из неё большинству домов класс не присвоен. Причиной этого может яв-
ляться необязательность заполнения этого поля при вводе информации о доме. Владельцам 
источника данных была направлена рекомендация по проверке этого поля, так как эти данные 
представляют ценность для анализа.

Каждый из графиков содержит дополнительную информацию при наведении на объект. 
Эти данные позволяют узнать более подробно о конкретном регионе. На рис. 2 демонтиру-
ются показатели по Московской области, которая является одним из лидеров по реализации 
программы.

Самая правая точка — это Москва, которая как федеральный центр, получает большое фи-
нансирование на программу, поэтому у неё очень большой отрыв. В то же время видно, что 
основное количество регионов находятся на отрезке от 0 до 50. Они мало потратили на про-
грамму, но при этом и не имеют долгов по ней. Есть аномальные регионы, в которых большое 
количество долгов без траты средств на программу. Худший результат по этому графику у Уд-
муртской Республики.

Рис. 1. Начальная страница дашборда

Рис. 2. Основной график по регионам
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На вкладке «Данные по субъекту» представлены данные по региону и его муниципальных 
образованиях. Выбор региона происходит через фильтр, который содержит выпадающий спи-
сок субъектов. Это демонстрирует рис. 3. Данная вкладка позволяет детализировать инфор-
мацию по конкретным муниципалитетам, участвующих в программе капитального ремонта.

Рядом с каждой диаграммой есть фильтр, который влияет на отображение данных. Ключе-
вые точки фильтра определяются относительно каждого региона. Это позволяет ограничивать 
регионы по различным критериям. На рис. 4 представлен вариант ограничения по задолжен-
ностям.

Заключение

Результатом решения задачи разработки интерактивных инструментов для анализа дан-
ных ЖКХ является дашборд, демонстрирующий эффективность программы капитального 
ремонта. В ходе создания интерактивного дашборда на основе данных ЖКХ был проведен 
процесс сбора, обработки и визуализации данных при помощи библиотек Python. Сформиро-
ванные интерактивные графики позволяют анализировать информацию различным государ-
ственными органам на предмет реализации программы капитального ремонта по всей стране, 
в целом, и по регионам, в частности.
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Аннотация. Описывается программное обеспечение для автоматизации документообо-
рота, сопровождающего процедуру защиты выпускных квалификационных работ.
Ключевые слова: разработка ПО, приложение, база данных, сторона клиента, сервер, 
язык программирования JavaScript, информационная система, многослойная архитекту-
ра, документооборот, автоматизация документооборота.

Введение

Большинство регламентированных процедур сопровождается множеством документов. 
К таким процедурам относится и защита выпускных квалификационных работ (ВКР). В рам-
ках проведения защиты ВКР необходимо заполнять весомое количество документов, сопро-
вождающих работу государственных экзаменационных комиссий (ГЭК). Без использования 
системы электронного документооборота секретарь ГЭК вынужден тратить время на внесе-
ние однотипной информации в различные документы, которые могут быть заполнены авто-
матически. Таким образом, разработка системы электронного документооборота по сей день 
является актуальной задачей.

1. Постановка задачи

Работа секретаря ГЭК с одной стороны состоит в заполнении ряда документов и, с другой 
стороны, состоит в обеспечении взаимодействия с членами ГЭК: рассылка информации, обе-
спечение доступа, сбор сведений и т.д.

Для организации электронного документооборота необходимо разработать систему, по-
зволяющую:

1. Организовать хранение и взаимодействие (модификация, добавление, удаление) с ин-
формацией о: студентах, членах ГЭК, процедуре защиты. 

2. Автоматически формировать стандартизированные документы (в формате документа 
Microsoft Office Word) на основе введенных во время защиты ВКР данных, а также документов, 
сопровождающих работу комиссии ГЭК.

3. Заполнять шаблоны стандартизированных документов (в формате документа Microsoft 
Office Word).

2. Средства реализации

В качестве РСУБД используется Postgresql, основанная на реляционной модели и поддер-
живающая многие из возможностей стандарта SQL:2011. 

Для разработки сервера был выбран язык TypeScript и платформа Node.js, превращающая 
JavaScript из браузерного языка в язык общего назначения. В основе платформы лежит собы-
тийное программирование с неблокирующим вводом/выводом.

Для клиентской стороны был выбран React — библиотека для создания реактивных веб-при-
ложений, обладающая такими преимуществами, как расширением ситаксиса JavaScript — JSX, 
однонаправленной передачей данных, виртуальным DOM и т. д.
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3. Описание разработка приложения

3.1. Описание структуры данных

Для хранения информации о членах  ГЭК, ВКР и студентах была разработана база данных 
(рис. 1). 

Структура БД состоит из 7 таблиц:
Directions — сущность «направление». Хранит информацию о направлениях — код, полное 

и краткое название направления обучения;
Groups — сущность «группа». Хранит информацию о группах — номер, ступень образова-

ния, направление;
Students — сущность «студент». Хранит информацию о студентах — ФИО студента, коли-

чество публикаций, группа;
Degree_works — сущность «выпускная квалификационная работа (ВКР)». Хранит инфор-

мацию о ВКР — тема, студент, количество страниц, научный руководитель, оценка научного 
руководителя, рецензент (при наличии), оценка рецензента (при наличии), оригинальность, 
внедрение, соответствующий день защиты;

Employees — сущность «сотрудник». Хранит информацию о сотрудниках — ФИО, ученая 
степень, ученое звание, должность, место второй работы, номер телефона, адрес электронной 
почты, статус;

Take_days — сущность «день защиты ВКР». Хранит дату защиты ВКР согласно расписанию;
Employees_take_days — таблица для реализации связи многие-ко-многим сотрудников и 

дней защиты ВКР.
 

Рис. 1. Схема базы данных
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3.2. Сервер

На серверной стороне сборка проекта обеспечивается фреймворком Nest.js и платформой 
Node.js, управление зависимостями и их версиями — пакетным менеджером Yarn.

Приложение построено по многослойной архитектуре (рис. 2).

Нижний уровень многослойной архитектуры отвечает за взаимодействие с базой данных с 
помощью SQL-запросов и отображение результатов в JavaScript-объекты. 

При выполнении действий над объектом он может не содержать некоторой информации, 
которая указана в модели. Например, при создании студента не может быть указан id — он 
генерируется самой базой данных, а значит использовать объект модели непосредственно для 
описания данных, принимаемых и возвращаемых сервером недопустимо. Для этого создаются 
DTO-объекты (Data Transfer Object).

Совокупность всех моделей и DTO-объектов составляет уровень хранения данных (Data 
Access Layer).

Уровнем выше располагается слой бизнес-логики. Здесь выполняются все манипуляции с 
данными и реализовывается значительная часть функциональности приложения. Слой биз-
нес-логики знает все о нижестоящем слое хранения данных, а значит может использовать его 
для работы. Классы, реализующие операции на уровне бизнес-логики называются сервисны-
ми классами, и, как минимум, реализуют базовые операции с данными: добавление, получе-
ние, обновление, удаление. Также, при необходимости, сервис нагружается дополнительной 
функциональностью, который можно отнести к бизнес-логике.

Уровнем выше располагается слой представления данных. Он получает данные от клиента, 
при необходимости преобразует их в DTO-объект и передает их на дальнейшую обработку 
сервису слоя бизнес-логики, а также отправляет данные в понятном клиенту формате. В при-
ложении слой представления реализован с помощью контроллеров — классов, которые ответ-
ственны за управление входящими запросами и отправкой ответов на них.

3.2. Клиент

При разработке клиентской части приложения для управления сборкой проекта исполь-
зуется Webpack, для управления зависимостями и их версиями — пакетный менеджер Yarn.

Веб-клиент написан на React с использованием Redux. Отладка такого проекта с использо-
ванием расширений React Developer Tools и Redux DevTools становится значительно проще — 
можно просматривать как и состояние отдельного компонента, так и глобального хранилища 
в любой момент.

4. Описание интерфейса пользователя

Весь интерфейс выполнен в едином стиле: слева располагается список всех вкладок прило-
жения, в центральной части — рабочая область, обеспечивающая работу с основной инфор-
мацией и справа — список, содержание которого зависит от выбранной вкладки.

Рис. 2. Многослойная архитектура



798

На рис. 3 представлено редактирование информации по защите на заданную дату. На этой 
форме пользователь может увидеть список защищающихся в заданный день, состав членов 
комиссии, при необходимости есть возможность перейти к оценочному листу, записи вопро-
сов, добавлению или удалению члена ГЭК в зависимости от присутствия на защите. 

Кнопка «НАЧАТЬ ЗАЩИТУ» начинает процесс защиты ВКР и предоставляет интерфейс 
для работы в режиме заполнения информации непосредственно о процедуре защиты (рис. 4).

Заключение

Наличие систем автоматизации документооборота значительно сокращает работы по веде-
нию и сопровождению регламентированных процедур. Разработанное приложение позволяет 
уменьшить трудоемкость заполнения однотипной информации, предоставляет оперативный 
доступ к введенной информации и обеспечивает её хранение.

В качестве архитектуры используется клиент-серверная архитектура, клиентская часть ре-
ализована в виде веб-клиента.

Рис. 3. Интерфейс дня защиты с заполненной информацией

Рис. 4. Интерфейс процесса защиты
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При разработке использоватлось только свободное ПО, отвечающее требованиям разра-
ботки, за счет чего приложение может быть модифицировано или расширено без значитель-
ных изменений в архитекутуре.
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Аннотация. В данной работе рассмотрена реализация метода конечных элементов, пред-
назначенного для симуляции поведения изотропных тел при различных внешних дефор-
мациях на языке C++. Приведены основные особенности реализованной задачи нелиней-
ной оптимизации. Смоделирована тестовая трехмерная задача деформации изотропного 
твёрдого тела, произведен анализ полученных результатов.
Ключевые слова: метод конечных элементов, изотропное твёрдое тело, деформация, си-
муляция, стабильная неогуковская энергия, язык программирования C++.

Введение

Метод конечных элементов [1] на сегодняшний день является наиболее популярным спо-
собом решения инженерных задач механик твёрдого тела, замкнутых газов и жидкостей. 
В данной работе мы рассмотрим реализацию метода конечных элементов для решения задачи 
симуляции поведения изотропного твёрдого тела на основе стабильной неогуковской модели 
деформации [2].

Изотропное твёрдое тело — твёрдое тело, которое обладают как объемной упругостью, так 
и упругостью формы и физические свойства которого не зависят от ориентации системы.

В данной работе мы поэтапно рассмотрим все необходимые детали, которые необходимо 
учесть при реализации симуляции деформации изотропных твёрдых тел методом конечных 
элементов.

1. Разбиение объекта на элементы

В первую очередь, для работы с методом конечных элементов, необходимо разбить дефор-
мируемый объект на конечное количество элементов.

Обычно в качестве таких элементов в трёхмерной задаче использую тетраэдры или гексаэ-
дры. Наиболее распространено разбиение объекта именно на тетраэдры, так как разбить на 
конечное количество тетраэдров можно любой замкнутый объект, состоящий из полигонов. 
В то же время, разбить на гексаэдры можно далеко не все полигональные объекты, без потери 
их изначальной формы. Тем не менее на равном количестве элементов, использование гексаэ-
дров, вместо тетраэдров может увеличить точность симуляции.

В дальнейшем для разбиения модели мы будем использовать тетраэдры, что позволит нам 
применять симуляцию для деформаций моделей любой формы.

Необходимо определить, как и на какое количество тетраэдров необходимо разбить мо-
дель. В идеальном случае чем больше элементов — тем точнее будет симуляция, но, с другой 
стороны, тем дольше будут происходить вычисления. Оптимальным вариантом будет разбить 
модель на элементы разных размеров. Для тетраэдров ближе к поверхности объекта исполь-
зовать малый размер, чтобы точнее передать форму деформации, а внутри объекта исполь-
зовать тетраэдры больших размеров (рис. 1). Использование такого подхода для снижения 
затрат процессорного времени при расчёте в областях меньшего интереса является распро-
странённым подходом для метода конечных элементов.
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2. Построение задачи симуляции

2.1. Деформационный градиент

В первую очередь для дальнейших расчётов нам необходимо иметь возможность опреде-
лять для каждого элемента степень его деформации. Существует много разных способов и 
метрик, которые позволяют это вычислить, но в данной работе мы воспользуемся одним из 
самых популярных — деформационным градиентом.

Деформационный градиент — матрица, хранящая в себе информацию о повороте и мас-
штабировании элемента, относительно его исходного состояния.

Для тетраэдра деформационный градиент F равен:

 [ ] [ ] 11
1 0 2 0 3 0 1 0 2 0 3 0| | | | ,s m

−−= = − − − × − − −F D D v v v v v v v v v v v v  (1)
где sD  — матрица с относительными положениями вершин тетраэдра после деформации,

mD  — матрица с исходными относительными положениями вершин тетраэдра,
0 ,v  1,v  2v  — координаты вершин тетраэдра после деформации,
0 ,v  1,v  2v  — координаты исходных вершин тетраэдра.

2.2. Полярное разложение

После того как мы получили деформационный градиент F  для наших тетраэдров, необхо-
димо разделить его на две компоненты: масштабирование и повороты.

Для этого воспользуемся полярным разложением градиента:
 ,=F RS  (2)

где R  — матрица, содержащая повороты а, S  — матрица, содержащая изменения масштаба.
Для того чтобы получить полярное разложение воспользуемся сингулярным разложением [3]:

 ˆ ˆˆ T=F U VΣ  (3)
и из полученного разложения получим компоненты R̂  и Ŝ: 

Рис. 1. Продольный срез объекта, разбитого на тетраэдры равных размеров и объекта, 
разбитого на тетраэдры разных размеров
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 ˆ ˆ ˆ T=R UV  (4)
 ˆ ˆ ˆˆ .T=S V VΣ  (5)
Тем не менее после сингулярного разложения некоторые операции отражения, могут по-

пасть в матрицу ˆ ,R  чего стоит избегать, так как в данном случае отражение тетраэдра счита-
ется одним из случаев деформации. Это можно представить как экстремальное сжатие, при 
котором тетраэдр сжимается на столько сильно, что выворачивается наизнанку.

Модифицируем сингулярное разложение, с учётом таких случаев:
Создадим матрицу для учёта отражений

 
1 0 0
0 1 0

ˆ ˆ0 0 det( )T

 
 

=  
 
 

L

UV
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После чего выведем новые компоненты R  и S  с учётом отражений
 ˆ= LΣ Σ  (7)
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 T=R UV  (10)
 .T=S V VΣ  (11)
После всех проделанных операций мы имеем возможность разделять деформационный 

градиент F  на компоненту поворотов R  и компоненту масштабирования и отражения .S

2.3. Инварианты

Таким образом мы получили все необходимые данные о деформации каждого тетраэдра, 
находящиеся в матрице ,S  но в данный момент с ними не очень удобно работать.

Для наглядности и упрощения работы разделим информацию, содержащуюся в матрице S 
на набор инвариантов [2, 4]:

 1 tr( ),I = S  (12)

 2
2 tr( ),I = S  (13)

 3 det( ),I = S  (14)
где 1I  — инвариант, показывающий изменение длин рёбер тетраэдра,

2I  — инвариант, показывающий изменение суммы квадратов длин рёбер тетраэдра,
3I  — инвариант, показывающий изменение объёма тетраэдра.

С помощью полученных инвариантов можно описать довольно большое количество энер-
гий деформаций, но в данной работе мы остановимся на стабильной неогуковской энергии.

2.4. Стабильная неогуковская энергия

Теперь у нас есть всё необходимое для того, чтобы записать формулу стабильной неогуков-
ской энергии в терминах инвариантов [2]:

 2
SNH 2 3 3( 3) ( 1) ( 1) ,

2 2
I I Iµ λµΨ = − − − + −  (15)

где µ  — первый параметр Ламе, а λ  — второй параметр Ламе.
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Для удобства эти параметры можно выразить через модуль Юнга E (физическая величина, 
характеризующая способность материала сопротивляться растяжению, сжатию при упругой 
деформации) и коэффициент Пуассона v (величина отношения относительного поперечного 
сжатия к относительному продольному растяжению):

 
2(1 )

E
v

µ =
+

 (16)

 .
(1 )(1 2 )

Ev
v v

λ =
+ −

 (17)

Таким образом мы можем описать энергию для изотропного тела с теми характеристиками 
упругости, которые нам необходимы, но стоит учесть, что при 1 ,

2
v =  произойдёт деление на 

ноль. Такое значении параметра v  описывает тело которое сохраняет свой объем при любых 
деформациях. Обычно, для аппроксимации такого поведения, во избежание деления на ноль 
берут параметр 0,49.v =

3. Реализация симуляции с использованием языка программирования C++

Для реализации полученной ранее модели симуляции был использован язык програм-
мирования C++, так как он позволяет добиться высокой скорости вычислений и использует 
минимальное потребление оперативной памяти. При разбиении объектов на тетраэдры была 
использована библиотека TetGen. Для быстрого вычисления матричных операций была ис-
пользована библиотека с открытым исходным кодом Eigen [5]. Фреймворк с открытым исход-
ным кодом CasADi [6] использовался для автоматического дифференцирования выражений и 
создания задачи нелинейно оптимизации. Для решения такой задачи была использована би-
блиотека IPOPT, реализующая итеративный алгоритм метода внутренней точки. Интерфейс 
приложения был разработан с использованием фреймворка Qt. Для визуализации объектов 
симуляции с помощью графического процессора был использован OpenGL.

Разработанный метод, выполняющий симуляцию на языке C++ с использованием, пере-
численных выше фреймворков, был реализован следующим образом:

QVector<QVector3D> solve(
        const QVector<QVector3D> &verticesPos,
        const QVector<QVector3D> &targetVerticesPos,
        const QVector<int> &targetVerticesMask,
        const std::vector<TetrahedronIndices> &tetrahedronsVertexIndices,
        const double v,
        const double E)
{
    using namespace casadi;

    // Variables
    const MX mxVertices = MX::sym(«v», 3, verticesPos.size());

    // Input vertices
    const DM dmVerticesInitial = Utils::dmVerticesFromQVector(verticesPos);

    const std::vector<MX> defGrads = Utils::defGradsFromTetrahedraMesh(mxVertices, 
dmVerticesInitial, tetrahedronsVertexIndices);

    double mu;
    double lambda;
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    Utils::lameParams(mu, lambda, v, E);
    const MX mxElasticLoss = ErrorFunctions::stableNeoHookeanLoss(defGrads, mu, lambda);
    const MX mxConstraints = ErrorFunctions::errorFitToFixedVertices(
                mxVertices,
                Utils::dmVerticesFromQVector(targetVerticesPos),
                targetVerticesMask,
                QVector<double>(targetVerticesPos.size(), 1.f));

    std::cout << «Solver creating...» << std::endl;
    MXDict nlp = MXDict{{«x», mxVertices}, {«f», mxElasticLoss}, {«g», mxConstraints}};

    Function solver = nlpsol(«solver», «ipopt», nlp);

    const std::map<std::string, DM> solverArguments = Utils::createSolverArguments(
verticesPos, defGrads.size());
    const std::map<std::string, DM> solverResult = solver(solverArguments);

    const DM &resultX = solverResult.at(«x»);
    const QVector<QVector3D> resultVertices = Utils::fillVerticesFromResult(resultX, 
verticesPos.size());

    return resultVertices;
}

 
4. Результаты симуляций

Для тестирования написанного приложения проведём симуляцию деформации эластично-
го куба c коэффициентами 0,05E =  и 0,49,v =  которые аппроксимируют поведение несжи-
маемого каучука. Результаты тестирования представлены на рис. 2 и 3. На рисунках визуально 
видно, что симуляция деформации куба работает корректно, нет проявления неправильного 
поведения модели при сжатии как при использовании энергии деформации Сен-Венана — 
Кирхгофа [2, 4] или энергии Co-Rotational [2, 4]. Модель куба ведёт себя в соответствии с за-
данными параметрами E  и .v

а) б)
Рис. 2. Пример работы программы при сжатии: а) исходный куб; б) куб после сжатия
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а) б)
Рис. 3. Пример работы программы при растяжении и вращении: а) куб после небольшого 

растяжения и вращения б) куб после сильного растяжения и вращения

Заключение

В ходе данной работы были изучены и рассмотрены все основные этапы, необходимые для 
того, чтобы реализовать симуляцию деформации изотропных твёрдых тел, используя метод 
конечных элементов. Было написано приложение на языке программирования C++ с исполь-
зованием дополнительных фреймворков, позволяющее вычислять и визуализировать резуль-
тат работы симуляции. Также были продемонстрированы результаты работы симуляции на 
примере сжатия и растяжения с вращением объекта, после которых, были сделаны выводы о 
полученных результатах.
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УДК 004

РАЗРАБОТКА ВЕБ-ПРИЛОЖЕНИЯ СИСТЕМЫ УПРАВЛЕНИЯ ПРОЕКТАМИ

Воронежский государственный университет

П. С. Казначеев, М. В. Матвеева

Аннотация. Работа посвящена проектированию и разработке веб-приложения системы 
управления проектами. Приложение может быть использовано проектными менеджера-
ми, исполнителями, руководителями и заказчиками для эффективного управления ресур-
сами проекта. В ходе работы были определены требования к проектируемому веб-при-
ложению. Были спроектированы и проанализированы UML-диаграммы, отображающие 
функциональность приложения. Также в работе описана важность выбора архитектуры 
программы, рассмотрен архитектурный паттерн MVC и представлена схема работы при-
ложения, разработанного с использованием данного паттерна.
Ключевые слова: веб-приложение, веб-сервис, система управления проектами, проект-
ная деятельность, управление проектами, информационная система, разработка, MVC, 
java, spring.

Введение

Проект — это деятельность, направленная на создание уникального продукта, услуги или 
результата. Так как проект является временной деятельностью, с четко установленными сро-
ками, нередко возникают ситуации, когда проект не успевают завершить в назначенную дату. 
Также, с течением времени, каждый новый проект становится сложнее, возрастает число 
участников, увеличивается сложность задач.

Для решения всех поставленных в проекте задач в установленный срок, необходимо им 
управлять. Возникает потребность в инструменте, с помощью которого можно осуществлять 
эффективное управление проектами.

Наиболее популярные системы управления проектами это: Redmine, Jira, YouGile, Trello. 
Результаты сравнения представлены в табл. 1.

Таблица 1
Сравнительная таблица

Критерии сравнения Redmine Jira YouGile Trello
Управление задачами + + + +
Учет времени + + + +
Управление командой + – – +
Kanban доски + + + +
Мессенджер – – + –
Поддержка русского языка + + + +
Современный дизайн – + + +

После анализа четырех сервисов, можно сказать, что управление командой поддержива-
ет только один. Такую важную часть, как мессенджер поддерживает также один сервис. Для 
удобства использования сервиса необходим красивый и понятный интерфейс, он имеется у 
большинства систем управления проектами.

Из анализа следует потребность в создании веб–приложения системы управления проек-
тами, которое будет поддерживать преимущества других сервисов и учитывать недостатки.
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1. Постановка задачи

Разработать веб-приложение, реализующее:
1. Регистрацию пользователя.
2. Создание, удаление, редактирование проекта.
3. Просмотр информации о проекте:

a) Название проекта.
b) Сроки проекта.
c) Описание проекта.
d) Участники проекта.
e) Задачи в проекте.

4. Добавление, удаление участников проекта.
5. Создание, удаление, редактирование задачи в проекте.
6. Просмотр информации о задаче:

a) Название задачи.
b) Сроки задачи.
c) Описание задачи.
d) Исполнители задачи.

7. Возможность отправить сообщение пользователю или группе пользователей.

2. Анализ функциональности приложения

Вся функциональность приложения доступна только авторизованным пользователям. Не-
авторизованный пользователь должен пройти регистрацию или войти в систему, если был за-
регистрирован раннее.

Диаграмма вариантов использования для неавторизованного пользователя, изображена на 
рис. 1.

После успешной авторизации пользователь может использовать всю функциональность 
приложения. Диаграмма вариантов использования для создания проекта представлена на 
рис. 2.

Пользователь может просматривать и редактировать информацию о существующем про-
екте, при условии, что он создатель проекта или его участник. Диаграмма вариантов использо-
вания для редактирования проекта представлена на рис. 3.

Авторизованный пользователь может отправлять сообщение другому пользователю или 
группе пользователей. Диаграмма вариантов использования для отправки сообщений пользо-
вателям представлена на рис. 4.

Рис. 1. Диаграмма вариантов использования для неавторизованного пользователя



808

3. Средства реализации

При реализации приложения использовались следующие средства:
• среда разработки — IntelliJ IDEA 2021.3;
• язык разработки — Java;
• фреймворк — Spring Framework 5.3.20 [1];

Рис. 2. Диаграмма вариантов использования для создания проекта

Рис. 3. Диаграмма вариантов использования для редактирования проекта
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• СУБД — PostgreSQL [2];
• язык разметки — HTML;
• язык описания — CSS;
• язык сценариев — JavaScript;
• шаблонизатор HTML страниц — Thymeleaf;
• объектно-реляционное отображение — Hibernate [3].

4. Реализация

4.1. Архитектура приложения

Главным пунктом реализации любого веб–приложения является выбор архитектуры [4]. 
Архитектура — это структура, по которой создается приложение и происходит взаимодей-
ствие внутренних модулей программы между собой. От выбора подходящей архитектуры для 
приложения зависит эффективность всей системы, её гибкость, масштабируемость и сопро-
вождаемость.

Для реализации веб–приложения системы управления проектами был выбран архитектур-
ный паттерн MVC (Model–View–Controller) [5]. Он представляет такую схему разделения при-
ложения, при которой программа делится на 3 части:

1. Модель (Model) — представляет из себя логику хранения и обработки данных.
2. Представление (View) — часть приложения, предназначенная для отображения данных, 

переданных из модели, пользователю.
3. Контроллер (Controller) — используется для обработки всех возможных действий поль-

зователя.
Схема работы приложения, разработанного по паттерну MVC, представлена на рис. 5.

Рис. 4. Диаграмма вариантов использования для отправки сообщений пользователям
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4.2. Классы приложения

В приложениях, разработанных по архитектурному паттерну MVC, все классы и интерфей-
сы можно разделить на 5 групп:

• Классы контроллеров для обработки запросов пользователей.
• Классы для сущностей из БД.
• Интерфейсы для операций с БД.
• Классы для бизнес-логики приложения.
• Классы для валидации данных.
Для разработки серверной части приложения был использован один из самых популярных 

фреймворков для разработки веб-приложений— Spring Framework. С помощью него проис-
ходит распределение всех запросов пользователей на нужный контроллер и возвращение ре-
зультата.

При создании классов для сущностей из БД был использован ORM Hibernate. С помощью 
него происходит отображение Java объектов в структуру таблицы БД.

Для выполнения пользовательских запросов, необходимо читать и записывать данные в 
БД, для этого были реализованы интерфейсы–репозитории, где с помощью Spring Data JPA 
происходит взаимодействие с БД.

Для работы с данными, полученными из БД, были созданы сервисные классы, содержащие 
бизнес-логику приложения. Методы, реализованные в сервисном слое, вызываются из кон-
троллеров для получения данных и последующей отправки пользователю в виде HTML-стра-
ницы.

Для защиты приложения от некорректных запросов пользователя были созданы классы 
для валидации данных, содержащие различные проверки их корректности.

Любое приложение нуждается в защите от вредоносных действий, которые могут нару-
шить работу приложения. Для этого был реализован процесс аутентификации пользователей, 
ограничение действий в зависимости от роли, шифрование паролей, защита от различных 
атак. Для решения всех задач по защите приложения был использован Spring Security.

Рис. 5. Схема работы приложения, разработанного по паттерну MVC
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Заключение

В результате работы было создано веб–приложение для системы управления проектами, 
предоставляющее пользователям следующую функциональность:

1. Регистрацию пользователя.
2. Создание, удаление, редактирование проекта.
3. Просмотр информации о проекте:

a) Название проекта.
b) Сроки проекта.
c) Описание проекта.
d) Участники проекта.
e) Задачи в проекте.

4. Добавление, удаление участников проекта.
5. Создание, удаление, редактирование задачи в проекте.
6. Просмотр информации о задаче:

a) Название задачи.
b) Сроки задачи.
c) Описание задачи.
d) Исполнители задачи.

7. Возможность отправить сообщение пользователю или группе пользователей.
В дальнейшем планируется расширить функциональность приложения, добавив новые 

возможности для эффективного управления проектами, например, реализовать возможность 
проводить видеоконференции, просматривать статистику выполнения задач пользователем 
и статистику выполнения проекта в целом. Также, планируется использовать в приложении 
фреймворк для разработки веб–приложений — Bootstrap, для этого необходимо переписать 
все существующие страницы с использованием этого инструмента.
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Аннотация. Данная работа посвящена обзору и сравнительному анализу существую-
щих систем управления конвейерами ML / AI потоковой обработки данных. В этой ста-
тье описаны ключевые характеристики для сравнения существующих решений, проа-
нализированы платформы: Kubeflow, DIGITS, Amazon SageMaker, MOA, Scikit-multiflow, 
Apache SAMOA, Apache flink, Apache spark streaming, Lambda architecture, Apache Samza, 
SystemML, MLlib, Kafka Streams, Faust, TensorFlow serving, Spanedge, MODELDB, ModelHub, 
OpenML , Bazaar, Google cloud AutoML, Kafka-ML. В качестве примера рассмотрен проект 
с необходимостью в такой системе, определены требования для нее. В результате выбрана 
оптимальная система, подходящая под описанные требования по большему числу харак-
теристик.
Ключевые слова: ML / AI, Kubeflow, DIGITS, Amazon SageMaker, MOA, Scikit-multiflow, 
Apache SAMOA, Apache flink, Apache spark streaming, Lambda architecture, Apache Samza, 
SystemML, MLlib, Kafka Streams.

Введение

В цифровую эпоху информация непрерывно собирается и обрабатывается повсюду, из 
многих источников и для разных областей применения. В этом смысле машинное обучение 
(ML) и искусственный интеллект (AI) [1] играют решающую роль в преобразовании необра-
ботанной информации в полезные прогнозы и рекомендации для улучшения таких областей, 
как бизнес-операции и общая жизнь граждан. Совсем недавно, с появлением Интернета ве-
щей (IoT) [2], в эпоху Интернета были включены новые источники данных, и к 2030 году про-
гнозируется 500 миллиардов подключенных устройств [3]. Такие парадигмы, как Индустрия 
4.0, подключенные автомобили и умные города, стали возможными и, что более важно, они 
способствовали оцифровке услуг в физическом мире. 

1. Определение и виды фреймворков ML / AI 

Традиционно большинство фреймворков ML / AI, которые лежат в основе проектирова-
ния и разработки алгоритмов ML / AI, были разработаны для работы не с потоками данных, 
а с постоянными наборами данных и статическими данными. Даже в наши дни популярные 
фреймворки на Python [4], такие как PyTorch, Theano и TensorFlow, обеспечивают, самое боль-
шее, лишь частичную поддержку систем потока данных, таких как Apache Kafka [5], самая по-
пулярная система потока данных. Это включает в себя не только обучение моделей ML, но и 
остальные этапы, которые могут быть частью конвейера ML / AI, такие как сравнение моде-
лей ML и вывод для производственных сред. Важность управления моделью ML в реальных и 
крупномасштабных конвейерах ML / AI рассматривалась в литературе [6, 7]. Существующие 
системы фокусируются в основном на определении модели и обучении, в то время как другие 
этапы конвейеров ML / AI — такие как совместное использование моделей, управление дан-
ными и управление жизненным циклом — в значительной степени игнорируются [8]. И это, 
особенно код ML, является лишь крошечной частью реальных приложений ML / AI [9]. По-
строение модели ML для корпоративных и реальных приложений — это итеративный про-
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цесс. Разработчики ML и специалисты по обработке данных могут оценить сотни моделей ML, 
прежде чем определить ту, которая соответствует критериям приемлемости. Следовательно, 
разработка и построение надежных процессов, облегчающих эту процедуру, ускорили бы вы-
пуск приложений ML / AI. В эпоху глубокого обучения [10], больших моделей ML и сложных 
паттернов этот процесс становится еще более необходимым, поскольку функции в меньшей 
степени зависят от человека и в большей степени усваиваются автоматически. 

2. Сравнение существующих систем и выбор оптимального решения

Для того, чтобы сравнить рассмотренные ранее системы и выбрать наиболее подходящую, 
необходимо определить набор ключевых характеристик для сравнения и сформулировать тре-
бования для подходящей нам системы. Кроме того, в качестве источника данных планируется 
использовать стороннюю систему Apache Kafka и взаимодействовать планируется с использо-
ванием языка программирования Java. Теперь определим характеристики для сравнения су-
ществующих систем управления конвейерами ML / AI.

В качестве существующих решений рассмотрим следующие системы: Kubeflow, DIGITS, 
Amazon SageMaker, MOA, Scikit-multiflow, Apache SAMOA, Apache flink, Apache spark streaming, 
Lambda architecture, Apache Samza, SystemML, MLlib, Kafka Streams, Faust, TensorFlow serving, 
Spanedge, MODELDB, ModelHub, OpenML, Bazaar, Google cloud AutoML, Kafka-ML.

Эти системы были выбраны для сравнения ввиду их популярности, схожести задач, кото-
рые они решают, и сфер, в которых они используются.

Kubeflow [11] — это мощный инструментарий ML для Kubernetes. В Kubeflow пользовате-
ли могут настраивать несколько этапов конвейера ML/AI, таких как гиперпараметры, предва-
рительная обработка, обучение и вывод. Однако при запуске конвейера Kubeflow, такого как 
официальный пример для облачной платформы Google, могут быть некоторые шаги, которые 
не требуются в конвейере Kafka-ML, особенно те, которые требуют создания контейнеров для 
обучения и вывода. В Kafka-ML пользователям просто нужно взаимодействовать с веб-интер-
фейсом (User Interface) для обучения и вывода. Кроме того, поддержка потока данных долж-
на быть разработана вручную разработчиками и пользователями Kubeflow ML. В Kafka-ML 
управление потоком данных через Apache Kafka поддерживается во всем конвейере. Kubeflow 
обеспечивает отличную поддержку мульти-фреймворков Kubernetes и ML, которые поддер-
живаются большой экосистемой и сообществом, которые выходят далеко за рамки функцио-
нальных возможностей scopend, предлагаемых Kafka-ML. Поэтому, возможно, стоит изучить 
способ интеграции обеих систем в ближайшем будущем.

NVIDIA Deep Learning GPU Training System (DIGITS) [12] предоставляет интерактивный 
веб-интерфейс для обучения и вывода глубоких нейронных сетей (DNN) в системах с несколь-
кими графическими процессорами. В отличие от Kafka-ML, DIGITS — это не фреймворк сам 
по себе, а оболочка для NVCaffe, Torch и TensorFlow, которая предоставляет веб-интерфейс для 
этих фреймворков, а не работает с ними непосредственно в командной строке. Основными 
преимуществами DIGITS являются встроенная поддержка графических процессоров и трех 
фреймворков ML, выпуск предварительно обученных моделей и функциональность, позво-
ляющая видеть точность и потери в режиме реального времени. Тем не менее, DIGITS не под-
держивает обучение и вывод через потоки данных (вместо этого необходимо импортировать 
наборы данных) или развертывание этих задач через контейнеры для масштабирования, он 
зависит от графических процессоров и может потребовать написания исходного кода поверх 
этих фреймворков.

Amazon SageMaker [13] — это экосистема, предоставляемая как часть Amazon Web Services 
(AWS), которая предлагает услугу непрерывной интеграции и непрерывной доставки (CI/CD) 



814

для ML / AI. Среди его бесчисленных сервисов выделяются следующие: оптимизация гипер-
параметров, инкрементное обучение и эластичное (приостановка и возобновление) обучение. 
SageMaker обеспечивает поддержку фреймворков ML, таких как Tensorflow, MXNet и Pytorch, 
а Amazon Kinesis помогает масштабировать обработку данных в реальном времени. Хотя по-
токи данных могут быть легко интегрированы для вывода, для обучения они полагаются на 
озера данных, такие как Amazon S3, в отличие от Kafka-ML, проекта с открытым исходным ко-
дом, где обе фазы могут выполняться с потоками данных без необходимости в озерах данных. 
Несмотря на то, что MOA [14] — это платформа для онлайн-обучения и интеллектуального 
анализа потоков данных. MOA предоставляет графический интерфейс, в котором пользова-
тели могут выполнять и визуализировать задачи ML, включая набор реализаций алгоритмов 
ML для классификации, регрессии и кластеризации, среди прочего. Хотя Kafka-ML поддержи-
вает потоки данных, Kafka-ML и TensorFlow не очень хорошо поддерживают онлайн-обучение. 
С другой стороны, Kafka-ML обеспечивает поддержку моделей TensorFlow / Keras и их боль-
шого сообщества, вместо того, чтобы создавать новый фреймворк с собственным исходным 
кодом, который мог бы ограничить его внедрение. Scikit-multiflow [15] — это еще один фрей-
мворк для онлайн-обучения, в данном случае для популярного фреймворка scikitlearn, однако 
он не предоставляет веб-интерфейс или полный контроль над конвейером ML / AI. Обработка 
потока данных выполняется на различных этапах ML для распознавания действий, включая 
предварительно обученную сверточную нейронную сеть для извлечения признаков, глубокий 
автоэнкодер для изучения временных изменений действий и подход нелинейного обучения 
для классификации. Это решение также включает в себя этап онлайн-обучения для постоян-
ного совершенствования модели. Это решение было разработано для распознавания действий 
и не предоставляет общей основы для развертывания и управления приложениями ML / AI и 
потоками данных, такими как Kafka-ML. Более того, в этом решении отсутствует интеграция 
распределенных потоков, подобная Kafka-ML, для лучшего управления потоками данных и их 
масштабируемости [16].

Kafka-ML придерживается другого подхода по сравнению с другими фреймворками рас-
пределенных потоков данных [17, 18], которые растут в эпоху больших данных и потоков дан-
ных, таких как Apache SAMOA [19], Apache Flink [20], Apache Spark и Spark Streaming [21], а 
также архитектура Lambda [22, 23]. Apache SAMOA в настоящее время проходит инкубацию 
в Apache и нацелен на то, чтобы обеспечить разработку алгоритмов ML с помощью потоков 
данных, не имея прямого отношения к сложности базовых процессорных механизмов (напри-
мер, Apache Storm [24] и Apache Samza [25]). Несмотря на отсутствие встроенной поддержки 
потоков данных, SystemML [26] также придерживается аналогичного подхода, чем SAMOA, и 
предоставляет декларативный язык ML для абстрагирования разработки приложений ML / 
AI, которые в конечном итоге могут быть развернуты в распределенных системах, таких как 
Spark. Apache Flink предоставляет платформу для выполнения вычислений по потокам дан-
ных со скоростью в памяти и в любом масштабе. Apache Spark — это движок для крупно-
масштабной обработки данных, а Spark streaming — его расширение для масштабируемой и 
высокопроизводительной потоковой обработки. Кроме того, архитектура Lambda позволяет 
обрабатывать большие объемы данных в режиме реального времени за счет наличия уров-
ней обработки в режиме реального времени и пакетной обработки. В целом, эти фреймворки 
предоставляют распределенные механизмы для распределения любого вида вычислений с по-
токами данных, хотя они имеют ограниченную поддержку или не уделяют особого внимания 
облегчению конвейеров ML / AI и популярных фреймворков ML / AI, таких как TensorFlow и 
их широкий спектр решений ML / AI и сообщества, как это делает Kafka-ML. Более того, Kafka-
ML также может обеспечить развертывание высокодоступных и отказоустойчивых конвейе-
ров ML / AI. MLlib [27], другое расширение Apache Spark, поддерживает алгоритмы ML / AI 
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для общих настроек обучения, включая регрессию, совместную фильтрацию и кластеризацию 
в развертываниях Spark. Тем не менее, эта поддержка ограничена для ряда распространенных 
алгоритмов и не поддерживает, например, модели глубокого обучения ML, такие как Kafka-ML 
с TensorFlow.

Kafka Streams [28] — это библиотека Java, которая позволяет создавать приложения для 
обработки в реальном времени с потоками данных, выделенными в Apache Kafka, т. е. ввод и 
вывод приложений Kafka Streams являются разделами Kafka. Kafka Streams предоставляет аб-
стракции и операторы (без состояния и с сохранением состояния) для работы как с потоками 
данных, так и с таблицами (агрегациями потоков данных) для разработки потоковых прило-
жений и микросервисных приложений. Faust — это еще одна библиотека обработки потоков 
с открытым исходным кодом, которая переносит идеи из потоков Kafka в Python. Как и Kafka 
Stream, Faust обеспечивает поддержку обработки потоков данных, скользящих окон и агре-
гированных подсчетов. Его интерфейс менее подробен, чем потоки Kafka, и приложения мо-
гут быть разработаны с использованием очень небольшого количества строк исходного кода. 
Хотя эти потоковые библиотеки напрямую не поддерживают приложения ML / AI, они пола-
гаются на Apache Kafka в качестве ядра дистрибутива, как это делает Kafka-ML.

Несмотря на свое название, TensorFlow Serving [29] является независимой системой для 
обслуживания моделей ML в целом и TensorFlow в частности. TensorFlow Serving предостав-
ляет сервер canonical Remote Procedure Call (RPC), который обслуживает модели ML из раз-
мещенной службы, где модели могут быть загружены и обновлены при необходимости. Поль-
зователи имеют полный контроль над представленными моделями ML, и это позволяет иметь 
несколько версий моделей ML одновременно или откатывать версию. Этот модуль вывода был 
разработан Google TensorFlow для производственных сред. Что касается Kafka-ML, этот мо-
дуль работает с RPC-запросами вместо потоков данных, которые можно полностью контроли-
ровать и надежно хранить в распределенном журнале, предоставляемом Apache Kafka.

MODELDB [7] был одним из первых подходов к предоставлению системы управления мо-
делями ML с открытым исходным кодом, т.е. системы для управления версиями моделей ML, 
метаданных и экспериментов. Вся информация, относящаяся к моделям ML (гиперпараметры, 
тип, автор и так далее), может быть загружена в MODELDB, чтобы иметь полный контроль 
над выполняемыми экспериментами и оптимизациями. ModelHub [9] предоставляет сервис 
для публикации, повторного использования и обнаружения моделей глубокого обучения, та-
ких как репозиторий программных компонентов GitHub. Это представляет особый интерес 
для лучшего контроля над разработанными моделями ML и позволяет пользователям иссле-
довать пространство моделей ML с помощью сетевой архитектуры и значений гиперпараме-
тров. Эти проекты в основном представляют собой хранилище метаданных (или систему git) 
для отслеживания информации о моделях ML и экспериментах, поэтому они не управляют 
и не развертывают какие-либо этапы конвейеров ML / AI, таких как Kafka-ML. Хотя Kafka 
также позволяет получать информацию о производительности моделей ML (автоматически), 
для улучшения источника информации и лучшего контроля версий моделей ML потребуются 
идеи из этих проектов.

OpenML — это веб-платформа, на которой пользователи могут открыто делиться, загру-
жать и изучать результаты, научные задачи, потоки анализа данных и наборы данных. Ре-
зультатами и метриками моделей ML также можно поделиться и сравнить в Kafka-ML. Bazaar 
предоставляет систему AutoML, которая — благодаря примитивам ML и спецификации для 
обработки данных — автоматизирует и облегчает такие задачи, как выбор алгоритма обу-
чения и настройка гиперпараметров. Это интересный подход к снижению сложности таких 
необходимых шагов в приложениях ML / AI. Однако он адаптирован к конкретному реше-
нию. В Kafka-ML мы приняли современный и хорошо известный фреймворк ML, такой как 
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TensorFlow для определения ML. В ближайшем будущем мы рассмотрим, как оптимизиро-
вать эти шаги в конвейерах ML/AI и фреймворках, поддерживаемых Kafka-ML. Google Cloud 
AutoML предоставляет высококачественные модели ML без особых усилий и глубоких знаний 
предмета. Достижение качества этих моделей выходит за рамки Kafka-ML. Однако Kafka-ML 
предоставляет доступную платформу, где требуется всего несколько строк исходного кода 
модели ML для запуска конвейера ML / AI с потоками данных. Кроме того, Kafka-ML — это 
проект с открытым исходным кодом, доступный как для экспертов, так и для неспециалистов 
в области ML / AI. Теперь определим характеристики для сравнения существующих систем 
обработки данных: ML / AI менеджер конвейера, стриминг данных, AutoML, сравнение по-
казателей модели интеграция с популярным фреймворком ML и является ли проект с откры-
тым исходным кодом. Результаты сравнения рассмотренных систем для обработки данных по 
сформулированным выше характеристикам показаны в табл. 1.

Таблица 1
Сравнение систем обработки данных

Название 
ML/AI 

менеджер 
конвейера

Стриминг 
данных AutoML

Сравнение 
показателей 

модели

Интеграция 
с популярным 

фреймворком ML

Проект с 
открытым 
исходным 

кодом
Kubeflow ✓  ✓ ✓ ✓ ✓
DIGITS ✓   ✓ ✓ ✓
Amazon 
SageMaker 

✓ ? ✓ ✓ ✓  

MOA  ✓    ✓
Scikit-multiflow  ✓  ✓ ✓ ✓
Apache SAMOA  ✓    ✓
Apache flink  ✓   ✓ ✓
Apache spark 
streaming

 ✓   ✓ ✓

Lambda 
architecture 

 ✓    ✓

Apache Samza  ✓   ✓ ✓
SystemML   ✓  ✓      ✓
MLlib  ✓    ✓
Kafka Streams  ✓   ✓ ✓
Faust ?    ✓ ✓
TensorFlow 
serving 

 ✓    ✓

Spanedge  ✓     
MODELDB    ✓  ✓
ModelHub    ✓   
OpenML    ✓  ✓
Bazaar   ✓ ✓  ✓
Google cloud 
AutoML

✓  ✓  ✓  

Kafka-ML ✓ ✓ ✓ ✓ ✓ ✓
Для нашей системы по требуемым параметрам больше всего подходит Kafka-ML.



817

Заключение

В данной статье были рассмотрены различные существующие системы для распределенной 
потоковой обработки данных. Основная проблема заключалась в разнообразии этих систем, 
лучше показывающих себя при решении той или иной задачи. Также был определен набор ха-
рактеристик, наиболее важных при выборе существующего решения и проведен сравнитель-
ный анализ следующих систем: Kubeflow, DIGITS, Amazon SageMaker, MOA, Scikit-multiflow, 
Apache SAMOA, Apache flink, Apache spark streaming, Lambda architecture, Apache Samza, 
SystemML, MLlib, Kafka Streams, Faust, TensorFlow serving, Spanedge, MODELDB, ModelHub, 
OpenML , Bazaar, Google cloud AutoML, Kafka-ML. В результате проведенного сравнения было 
решено использовать Kafka-ML.
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Аннотация. В этой статье рассматривается исследование производительности систем, 
которое количественно оценивает оптимизационное свойство паттерна проектирования 
ECS, в случае использования фреймворка LeoECS и его расширений.
Ключевые слова: шаблон проектирования ECS, Unity, оптимизация видеоигр, LeoECS, 
разработка видеоигр.

Введение

Качества шаблона проектирования ECS (Entity Component System) [1] заинтересовали раз-
работчиков видеоигр. Паттерн облегчает создание приложения и улучшает показатели его 
производительности.

При использовании ECS разработчики тратят меньше ресурсов на решение архитектурных 
вопросов. Это освобождает человеко-часы для исполнения идей гейм-дизайнера или целевых 
задач, которые ставят работу над кодом на второй план [2]. Подобная экономия полезна для 
компаний, которые состоят из одного или нескольких человек.

Другая сторона оптимизации связана с улучшением показателей производительности при-
ложений, по сравнению со стандартными подходами написания скриптов для движков Unreal 
Engine и Unity. Это мнение сложилось из-за рекламной компании модуля Unity ECS, который в 
действительности соответствует описанным характеристикам по причине иной работы с дан-
ными внутри системы. Однако эта технология Unity с высоким порогом вхождения и обнов-
лениями, которые приводят к неправильной работе прошлых версий. Поэтому разработчики 
предпочитают сторонние фреймворки, например LeoECS [3] и его расширения [4].

Целью этого исследования стало получение данных о улучшениях в показателях FPS, CPU 
и RAM проектов на движке Unity, при использовании LeoECS.

1. Материалы и методы

1.1. Описание проекта для исследования

Действия, которые происходят каждый кадр, определяют вычислительную нагрузку на 
ЭВМ. Поэтому как объект для исследования рассматривалось приложение с повторением 
одинаковых операций в цикле Update. Это проект Unity 3D, в котором установленное коли-
чество кубов изменяет положение по кругу, что задан координатами центра и радиусом. Для 
сравнения, эта задача реализована в двух версиях: с использованием стандартного подхода 
MonoBehaviour и по паттерну ECS.

Все скрипты были написаны в соответствии с рекомендациями по оптимизации [5].

1.2. Версия стандартного MonoBehaviour

Unity компоненты:
1. MovingInCircle.cs — отвечает за перемещение объекта по кругу, за счёт изменения пози-

ции каждый кадр.
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2. SpawnInCircle.cs — генерирует заданное количество объектов и наделяет их скриптом 
MovingInCircle.cs со значениями начальной позиции, радиуса, центра и скорости движения.

1.3. Версия ECS

Unity компоненты:
1. SceneData.cs — хранение информации со сцены: число объектов, скорость, радиус, коор-

динаты центра круга.
2. EntityReference.cs — хранит ссылку на сущность в мире ECS.
3. EcsStartup.cs — центр ECS проекта, отвечает за мир сущностей и системы. Единственный 

скрипт на сцене, который имеет метод Update.

Компоненты ECS:
1. InitializeEntityRequest.cs — помечает сущность, которой необходимо установить ссылку 

на сущность в скрипте EntityReference.cs.
2. MovableInCircle.cs — сущность способна принимать участие в движении по кругу.
3. WantToBeElementOfCircle.cs — помечает сущность, которая должна стать участником 

движения по кругу.
4. ElementOfCircle.cs — сущность участвует в движении по кругу.

Провайдеры (посредники между сценой Unity и миром сущностей):
1. InitializeEntityRequestProvider.cs.
2. MovableInCircleProvider.cs.
3. WantToBeElementOfCircleProvider.cs.

Системы ECS:
1. SpawnSystem.cs — создаёт на сцене элементы, указанные в SceneData.cs, и формирует по 

ним сущности внутри ECS мира.
2. InitializeEntitiesSystem.cs — задаёт объектам со сцены ссылку на сущность в мире, об-

рабатывая обладателей компонента InitializeEntityRequest. После выполнения этот компонент 
удаляется.

3. InitElemsSystem.cs — задаёт начальное положение и угол всем сущностям, которые обла-
дают компонентами WantToBeElementOfCircle и MovableInCircle, выдаёт ElementOfCircle. По-
сле выполнения компонент WantToBeElementOfCircle удаляется.

4. MovingInCircleSystem.cs — изменяет позицию и угол в компонентах MovableInCircle сущ-
ностей, обладающих компонентом ElementOfCircle.

1.4. Описание условий измерений

Проект был собран в версии Unity 2021.3.9f1.
Замеры происходили на устройстве, имеющим следующие характеристики:
• Screen: 1920x1080 60Hz;
• Window: 1101x519 60Hz[96dpi];
• Graphics API: Direct3D 11.0 [level 11.1];
• GPU: NVIDIA GeForce GTX 1660 SUPER;
• VRAM: 5992MB. Max texture size: 16384px. Shader level: 50;
• CPU: Intel(R) Core(TM) i5-10400F CPU 2.90GHz [12 cores];
• RAM: 16305 MB;
• OS: Windows 10 (10.0.19044) 64bit [Desktop].
В исследовании изучались показатели FPS, CPU и RAM. Для получения этих данных ис-

пользовалось расширение Graphy [6].
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Измерение производилось при элементах в количестве 10, 50, 100, 500, 1000, 2000, 5000, 
100000, 20000 и 30000 штук.

2. Результаты и их обсуждение

2.1. FPS

Результаты замеров представлены на рис. 1. ECS проигрывает до 10 кадров стандартному 
подходу, если элементов меньше, чем 100 штук. При большем количестве, FPS либо принимает 
одинаковые значения, либо обычный MonoBehaviour уступает до 30 кадров. Шаблон ECS выи-
грывает в тех проектах, где повторяется логика объектов.

2.2. CPU

Как показатель работы процессора использовалось количество миллисекунд, необходи-
мых для обработки главного потока. На рис. 2 изображены результаты, по которым видно, что 
ECS требует меньше времени при всех тестах после 50 штук. Процессору проще выполнять 
обработку при одном цикле Update на сцене, а не в количестве, равному числу элементов, как 
это в случае стандартного подхода.

2.3. RAM

Проекты Unity для работы резервируют определённый объём оперативной памяти 
(reserved), часть из которой используется (allocated), в том числе для скриптов (mono). Как 
видно по рисунку 3, ECS выгоден по этому показателю до 15000 объектов. В табл. 1 прослежи-
вается зависимость, по которой с повышением количества кубов у ECS начинает расти значе-
ние mono. Это связано с большим числом скриптов, по сравнению со стандартным подходом. 
Каждый куб в ECS решении имел 5 скриптов на себе, вместо 1 у MonoBehaviour куба. Поэтому 
при 15000 объектах это 75000 компонентов Unity. В проектах не для теста до этого значения не 
доходят. Самый активный элемент игры может иметь около 150 скриптов, но остальные (до 
200 штук на сцене) не более 10. Поэтому ECS выгоднее MonoBehaviour в этом показателе тоже.

Рис. 1. Количество кадров в секунду в случаях подходов ECS и MonoBehaviour
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Таблица 1
Оперативная память, необходимая приложению при подходах ECS и MonoBehaviour 

Количество 
кубов, шт RAM MonoBehaviour, MB RAM ECS, MB

reservedMB allocatedMB monoMB reservedEcs allocatedEcs monoEcs
10 699 154 27 408 105 19
50 689 155 27 408 106 19

100 689 155 27 408 106 20
500 699 156 26 406 109 21

1000 689 159 28 407 112 20
2000 689 162 27 407 119 21
5000 689 172 26 441 140 26

10000 689 189 24 500 174 33
20000 691 224 27 609 241 45
30000 710 263 28 734 318 65

Рис. 2. Время обработки главного потока при подходах ECS и MonoBehaviour

Рис. 3. Использование оперативной памяти при подходах ECS и MonoBehaviour
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Заключение

В ходе исследования был получен проект Unity 3D в версиях стандартного подхода и ша-
блона ECS, произведено измерение и сравнение показателей производительности этих реше-
ний при разных входных данных.

По результатам исследования можно сделать вывод, что реализация паттерна ECS фрейм-
ворком LeoECS не только позволяет ускорить проектирование с сохранением производитель-
ности, но и при определённых условиях даёт улучшения по показателям FPS, CPU и RAM.
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мирования C++ со спецификацией OpenGL. Описаны использованные вспомогательные 
библиотеки и их функции. Также приводится структура программы, описание её классов 
и методов.
Ключевые слова: графический движок, визуализация, сцена, камера.

Введение

Графический движок — это программа, основной задачей которой является визуализация 
(рендеринг) компьютерной графики. Такие движки используются во множестве программ для 
работы с компьютерной графикой и в компьютерных играх.

Для последних существует отдельное понятие игровых движков. Их главное отличие от 
«неигровых» в том, что они обязательно должны работать в режиме реального времени, то 
есть визуализировать изображение почти мгновенно, в то время как для движков в специ-
ализированных программах не существует такого требования, и они могут тратить часы на 
визуализацию одного изображения.

Игровые движки также часто обладают инструментами не только для рендеринга графики, 
но и для реализации физики, звуков и прочих компонентов будущего приложения.

1. Задача и методы её решения

Распишем основные задачи: необходимо создать игровой проект: создать ландшафт, ви-
зуализировать трехмерное пространство, создать методы управления персонажем, описать 
условия победы и поражения. Все эти задачи выполняются с помощью графических игровых 
движков, визуализирующих пространство и предоставляющих возможности по настройке 
игрового процесса и визуальной составляющей проекта.

1.1. Готовые движки

В последние годы все больше разработчиков развлекательного программного обеспече-
ния выбирают готовые движки для создания своих игровых проектов. Они предоставляют 
готовый инструментарий и графический интерфейс для реализации проекта, но крайне тре-
бовательны к ресурсам, так как проект может быть перегружен множеством возможностей, 
которые поддерживает данный движок, но на самом деле игре или приложению не нужны. 
Примерами таких готовых инструментариев являются: 

Unity [3] — современный движок средней сложности освоения и средней нагрузки на ре-
сурсы как разработчика, так и пользователя (при должной оптимизации). Достаточно мощен 
и обладает всеми современными функциями, необходимыми для воплощения задумки разра-
ботчика в реальность.
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Unreal Engine [4] — передовой движок, использующийся многими большими студиями и 
корпорациями (например, Xbox Game Studio, Ryu Ga Gotoku Studio, Gearbox Software). Крайне 
требователен к оптимизации, но позволяет создать самые лучшие продукты в индустрии.

Godot [5] — бесплатный движок с открытым исходным кодом. Пока что отстает от конку-
рентов в данной сфере, но быстро развивается благодаря постоянной поддержке сообщества. 
Идеален для новичков.

1.2. Разработанные движки

Многие разработчики создают свои движки, так как им необходим полный контроль над 
кодом проекта и настройка движка под конкретную задачу, чтобы не перегружать код и улуч-
шить производительность.

Разработка движка подразумевает реализацию визуализатора, который должен создавать 
сцену и выводить её на экран, а также создание инструментов для тонкой настройки осо-
бенностей уже самого игрового проекта: управление персонажем, его способности, условия 
победы и поражения, противники и их модель поведения. Движок должен быть приемлемо 
оптимизирован: не должно возникать проблем, делающих работу при разработке проекта и 
использовании готовой игровой программы невозможной (нестабильное время кадра и т.п.)

Остановимся на данном решении. Далее рассмотрим инструменты, необходимые для ре-
шения задачи.

2. Используемые инструменты

Для разработки собственного движка будет использоваться язык программирования C++ 
и спецификация OpenGL.

OpenGL — это программный интерфейс (API), позволяющий создавать приложения, ис-
пользующие компьютерную графику. С помощью него можно создавать сложные двумерные 
и трёхмерные сцены из простых примитивов.

По своей сути OpenGL является спецификацией. То есть документом с точным описанием 
функций. Производители видеокарт после реализуют эту спецификацию в библиотеку функ-
ций, которую можно подключить к проекту и использовать для создания трехмерной сцены. Де-
лается это для максимально оптимизированного и эффективного использования оборудования.

Кроме спецификации необходимо использовать ещё несколько вспомогательных библио-
тек, в которых описаны решения второстепенных задач, возникающих при реализации про-
екта движка:

Open Asset Import Library (assimp) — библиотека импорта различных форматов 3D-моде-
лей, с помощью которой можно создать модель в какой-либо другой программе (например, 
Blender) и после импортировать её для работы с ней уже в нашем проекте. Assimp является 
open-source библиотекой, написанной специально для C и C++. 

FMOD — программная аудио библиотека, позволяющая проигрывать музыкальные фай-
лы различных форматов на разных платформах. Библиотека используется в множестве про-
грамм, в том числе в игровых движках. С ее помощью проводится импорт музыки и звуков, 
которые будут играть в меню и в процессе геймплея при различных действиях персонажа и 
противников.

Freetype — популярная библиотека для разработки приложений, помогающая визуализи-
ровать текст и предоставляющая операции для работы со шрифтами. В проекте библиотека 
будет использоваться для элементов HUD (интерфейса во время игрового процесса).

OpenGL Extension Wrangler Library (GLEW) — библиотека, упрощающая механизм загрузки 
расширений для OpenGL. GLEW также обеспечивает более новую функциональность OpenGL.
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OpenGL Mathematics (GLM)— библиотека, предоставляющая структуры и функции, ко-
торые сильно упрощают математические вычисления в OpenGL. В данной задаче библиотека 
необходима для, например, математических расчётов расположения камеры и движения пер-
сонажа.

SDL2 — еще одна необходимая библиотека. Она нужна для удобной работы с контекстом 
отрисовки. Контекст отрисовки — это порт, через который передаются все команды OpenGL. 
Каждый поток, который выполняет вызовы OpenGL должен иметь текущий контекст отри-
совки. OpenGL не умеет сам для себя создавать такой контекст, все запросы по созданию кон-
текстов отсылаются операционной системе. Она создаёт окно и сам контекст, реализуемый 
драйверами или программно.

Для упрощения деталей взаимодействия OpenGL и операционной системы можно исполь-
зовать мультимедийную библиотеку, такую как SDL2 (Simple DirectMedia Layer 2). Она предо-
ставляет разработчику простой низкоуровневый доступ к работе, например, с аудио, клавиа-
турой, мышкой и видеокартой.

Simple OpenGL Image Library (SOIL) — библиотека, облегчающая загрузку текстур и изо-
бражений в OpenGL и последующую работу с ними. Она автоматически обрабатывает базо-
вые функции, необходимые для загрузки текстур в OpenGL.

3. Структура программы и описание классов

Для функционирования проекта игры необходимо описать несколько классов. Структура 
может разниться в зависимости от видения и стиля программирования разработчика.

3.1. Engine, Game и Renderer

Engine является классом самого движка. В нём описан метод, загружающий внешние ре-
сурсы с помощью и запускающий методы Run() класса Renderer и Run() класса Game.

Если какую-то текстуру или любой другой внешний ресурс не удается загрузить, то про-
грамме подается сигнал на ошибку и завершение.

Renderer является классом визуализатора. Именно в этом классе создается окно (с помо-
щью метода Run() и SetWindowAttribs()), инициируется SDL2 и OpenGL. визуализируется вся 
сцена в векторе и инициализируются мэши (наборы вершин и треугольников). В нем также 
описаны методы, ассоциирующие идентификатор объекта в окружении с внешним ресурсом.

Класс Game полностью отвечает за игру и инициализацию всего игрового процесса и его 
компонента: таймер, текущее состояние игры, счётчики, перспектива и направление камеры.

Run() запускает инициацию мэшей, освещения, аудио, текста, целей для рендеринга, спо-
собностей игрока и запускает GameLoop (игровой цикл, выполняющий различные действия 
пока состояние игры не сменится на EXIT).

3.2. Camera

Camera является классом реализации камеры, реализованным с помощью библиотеки 
GLM, описанной ранее. В конструкторе задаются основные параметры, и задается матрица.

Мировое пространство в игре является координатной системой, с начальной точкой 
(0, 0, 0). Для всех объектов в пространстве задаются свои координаты, в которых они распола-
гаются относительно начальной точки. В базовом OpenGL отсутствует понятие движущейся 
камеры, но можно её сымитировать, вращая объекты вокруг наблюдателя в противоположном 
направлении. 
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Когда говорится о пространстве камеры, на самом деле подразумевается вид всех вершин 
с точки зрения камеры, положение которой в этом пространстве является базовой точкой 
начала координат. Матрица вида трансформирует мировые координаты в координаты вида, 
измеряющиеся относительно расположения и направления камеры. Для однозначного мате-
матического описания камеры необходимо задать: ее положение в мировом пространстве, 
направление, в котором она смотрит, вектор, указывающий правое направление, и вектор, 
указывающий направление вверх. Фактически, создается система координат с 3 перпендику-
лярными осями и позицией камеры в качестве точки отсчета.

В OpenGL для начала ставится позиция камеры, задавая вектор из 3 координат. 
Изначально камера направлена в начальную точку нашей сцены: (0, 0, 0). Зададим камере 

направления: вперед, вправо и вверх. Так как для имитации движения сцена должна двигаться 
в противоположную сторону от нас, то координаты для направления вперед задаем (0, 0, –1). 
Зададим вектор вверх как (0, 1, 0). Направление вправо рассчитывается перемножением на-
правления вверх и отрицательного направления вперёд. Результатом произведения будет век-
тор вправо.

Теперь, когда есть три вектора направления, можно создать матрицу LookAt (матрицу на-
правления). Эта матрица указывает, куда на данный момент смотрит камера.

0 1 0 0
0 0 1 0

,
0 0 0 1

0 0 0 1 0 0 0 1

x y z x

x y z y

x y z z

R R R P
U U U P

LookAt
D D D P

−   
   −   = ×
   −
   
   

где R  — правый вектор, U  — вектор вверх, D  — вектор, направленный вперёд. Координаты 
P  — позиция, на которой установлена камера.

3.3. Terrain

Terrain — класс генерации ландшафта. Самым простым алгоритмом генерации поверхно-
сти является обычная карта высот — черно-белое изображение, по которому генерируется 
ландшафт. Чем ярче пиксель на изображении, тем выше точка в ландшафте. На рис. 1 пред-
ставлен пример карты высот.

3.4. Framebuffer

Framebuffer является классом кадрового буфера. Этот класс необходим для оптимизации 
игры и является по сути реализацией вертикальной синхронизации.

Рис. 1. Карта высот
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В буфер помещается следующий кадр, который игра ещё не визуализировала. Такой подход 
помогает уменьшить количество кадров в секунду если оно слишком велико и делает программу 
более плавной благодаря заранее отрисованному кадру, который можно сразу взять из буфера.

При решении задачи был разработан трехмерный движок. На нем была разработана игра 
«Last Survivor». Сюжет игры: главный герой отбивается от врагов на атакованной базе. Цель: 
выжить, пока идет передача ценных исследовательских данных на базу.

4. Тестирование

Рассмотрим выполнение работы созданного для выполнения задачи приложения.
На рис.2 представлено главное меню приложения при его запуске.

Пользователю предлагается выбрать одну из опций: «Start», «About» и «Exit».
«Start» отвечает за начало работы приложения, «About» переносит пользователя на экран с 

описанием игры, «Exit» закрывает приложение.
После выбора «Start» начинается игровой процесс. На рис. 3 изображено оружие, окруже-

ние, HUD (интерфейс персонажа) и шоковая волна от взрыва снаряда противника.

Рис. 2. Главное окно приложения

Рис. 3. Игровой процесс
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Заключение

В результате работы были рассмотрены возможности по созданию трехмерных движков и 
реализована игра на разработанном движке. Все задачи были выполнены, но движок требует 
дальнейшей оптимизации, так как потребляет слишком много ресурсов и иногда случаются 
замедления в работе.
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Аннотация. Данная работа посвящена разработке веб-проекта групповых заказов еды. 
В ходе работы рассмотрены основные этапы разработки, сформированы требования к 
проектируемой системе, описаны модели данных, структура и основные функции систе-
мы. Рассмотрены основные компоненты приложения и интеграция между ними. Данный 
проект был реализован как веб-приложение на языке Python 3.8 на основе фреймворка 
Django (архитектура Model, Template, View) с использованием брокера сообщений Redis.
Ключевые слова: общий заказ, доставка еды, JSON, веб-приложение, Django, Python, за-
каз, индивидуальная оплата, групповой заказ, jQuery.

Введение

В 2020 году произошло событие изменившее привычный уклад жизни всего человечества. 
Из-за вспышки эпидемии коронавирусной инфекции, вызванной коронавирусом SARS-CoV-2, 
в качестве одного из способов для уменьшения распространения инфекции было введено со-
циальное дистанцирование.

В связи с этим походы в магазины стали очень редкими. Выручка магазинов стала падать, 
а ресторанный бизнес и вовсе потерял основной заработок. Спасением для сферы питания 
стали курьерские доставки продуктов и еды. По мере ослабления требований по соблюдению 
самоизоляции люди стали возвращаться к привычному образу жизни: походы на работу, в ма-
газины, в гости. При этом доставки пищи домой и на работу стало для многих обыденностью.

Текущие приложения для заказов не учитывают специфику групповых заказов, когда один 
человек формирует один заказ на большое количество людей. Возникают неудобства для фор-
мирования заказа: опрос позиций для заказа, подсчет итоговой суммы для каждого человека.

В результате появилась идея упростить групповой заказ пищи путем создания веб-прило-
жения, в котором создаются индивидуальные заказы, впоследствии объединяемые в группо-
вой заказ.

1. Постановка задачи

Была поставлена задача разработать веб-приложение FoodOrder, представляющее собой 
приложение для создания списка позиций блюд из ресторанов, которые в дальнейшем заказы-
ваются через курьерские службы. 

Разработанное приложение должно быть наделено следующим функционалом:
• регистрация и аутентификация пользователей;
• администрирование приложения путем создания и редактирования категорий, позиций 

и ресторанов;
• просмотр в профиле каждого пользователя списка индивидуальных и общих заказов;
• обновление и отображение в реальном времени позиций блюд общего заказа;
• сохранение заказов в базе данных.
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2. Анализ задачи

В настоящее время представлено большое количество приложений и сервисов по доставке 
пищи. Однако практически все из них лишены удобной возможности создания групповых за-
казов, которые бы позволяли группе людей совершать общий заказ, где каждый из них видел 
свою часть заказа и общую. Данная работа описывает приложение и его структуру для созда-
ния групповых заказов, которое может стать базой для нового сервиса по доставке пищи или 
плагином для существующих сервисов.

Большинство сервисов по доставке пищи учитывают только тот факт, что заказывать пищу 
будет один человек. Зачастую пищу в службах доставки люди заказывают вместе. Поэтому 
один человек опрашивает других людей, что они будут заказывать. Затем он самостоятельно 
оформляет заказ и считает сумму, на какую каждый человек из группы заказал пищи.

Данное неудобство создает различные проблемы: неточный подсчет сумм, отсутствие 
нужных позиций в заказе. Для упрощения и удобства конечных пользователей возникла идея 
решения данной проблемы путем создания веб-приложения, в котором бы учитывались ука-
занные проблемы.

2.1. Проблемы при решении задачи

В настоящее время службы по доставке пищи не представляют сторонним разработчикам 
свое API, которое бы позволяло создавать программные обертки над их сервисами и позволя-
ло бы передавать информацию о заказе.

На рис. 1 изображена блок схема формирования общего заказа из индивидуальных для 
каждого пользователя.

Поэтому было выбрано решение создание независимого веб-приложения. При этом возни-
кает проблема по созданию базы данных, удобной для журнализации и администрирования. 
В рамках данной работы было выбрано решение использовать удобную среду управления (со-
здание, журналирование, редактирование) базы данных на основе административной части 
фреймворка Django.

Рис. 1. Блок схема формирования заказа
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2.2. Результат анализа поставленной задачи

Необходимо разработать веб-сервис, обладающий следующими характеристиками:
• регистрация и аутентификация пользователей;
• сохранение заказа для одного пользователя и для всей группы;
• просмотр истории заказов в профиле;
• администрирование и редактирование базы данных (заполнение базы ресторанов, про-

смотр заказов всех пользователей);
• реактивное отображение изменения общего заказа для всех пользователей.

3. Средства реализации

При реализации поставленной задачи были использованы следующие программные сред-
ства:

• интерактивная среда разработки — PyCharm IDE 2019.3 (Community Edition);
• язык серверной части приложения — Python 3.8 (фреймворк Django 3.1, django-channels);
• язык клиентской части приложения — JavaScript (jQuery 3.6);
• СУБД — SQLite3;
• веб-браузер для отладки клиентской части — Google Chrome 78.
Фреймворк Django был выбран из-за удобной архитектуры MTV — Model — ORM для 

работы с базой данных, Template — для создания шаблонов html, View — для обработки http 
запросов.

Для оперативного отображения данных на клиентской стороне был выбран протокол 
WebSocket, т. к. он поддерживает постоянное подключение между сервером и клиентом, что 
устраняет постоянный перезапрос данных с сервера.

4. Реализация приложения

Структура приложения состоит из 2 основных пунктов:
• серверная часть:

‒ компонент для работы с СУБД посредством ORM (Model);
‒ шаблоны HTML для формирования страниц на клиентской стороне (Template);
‒ компонент для создания сервера WebSocket подключений и рассылки сообщений по-

средством Redis или Memurai;
‒ диспетчер маршрутов по приложению;
‒ компонент для обработки HTTP запросов (View);

• клиентская часть:
‒ каскадные таблицы стилей;
‒ скрипт для соединения с сервером WebSocket подключений и рассылке данных об изме-

нениях в заказе и для обработки событий элементов на странице.
На рис. 2 изображена общая схема приложения.

4.1. Структура базы данных

База данных приложения состоит из 6 записей:
• User — список пользователей со следующими полями:
• Dish — список блюд со следующими полями:
• Category — список категорий:
• Cafe — список ресторанов и кафе:
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• OrderItem — список позиций заказа:
• Order — список заказов.
На рис. 3 изображена структура базы данных.

Ссылка на order в самой записи Order нужна для хранения подзаказов каждого пользовате-
ля, при этом заказ является общим и ключом для подзаказов, если поле user является пустым. 
Поле Order.is_active нужно для выгрузки из базы текущего активного заказа. В базе может 
находиться только один активный общий заказ и только один активный заказ для каждого 
пользователя.

Рис. 2. Схема приложения

Рис. 3. Структура базы данных
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4.2. Права доступа

Пользователи разделяются на две категории: суперпользователи и рядовые пользователи. 
Суперпользователи могут сохранять общие заказы, управлять базой данных, и также, как и 
рядовые пользователи могут добавлять позиции в корзину. Отличие в правах для суперполь-
зователя и рядового представлено на рис. 4.

Суперпользователю доступна кнопки создания заказа, в то время как рядовому она недо-
ступна. При большом количестве людей в одном заказе, существует высокая вероятность, что 
кто-то из пользователей при заполнении заказа ошибочно оформит заказ, а остальные поль-
зователи еще не успеют сформировать заказ или даже не добавят ни одной позиции в корзину. 
Поэтому данное разграничение, позволяет избежать ошибок в заказе.

При нажатии суперпользователем кнопки «Заказать» в базе для текущего заказа и его под-
заказов флаг Order.is_active устанавливается в False.

4.3. Шаблоны и отображение содержимого приложения

Страницы ресторанов состоят из категорий и позиций блюд в каждой категории (рис. 5). 
Позиции представлены карточками с картинкой, названием блюда, описанием, ценой и эле-
ментами управления.

Рис. 4. Отличия в правах пользователей

Рис. 5. Страница меню ресторана
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5. Административная часть приложения

Для редактирования базы данных ресторанов, заказов и пользователей в приложении 
предусмотрено администрирование по адресу /admin. Главная страница администрирования 
представлена на рис. 7.

В административной части приложения существует возможность создавать, изменять и 
удалять следующие элементы:

• блюда;
• заказы;
• категории;
• позиции;
• рестораны;
• группы;
• пользователи.
На рис. 8 изображено создание в БД нового блюда. Также существует просмотр истории 

всех заказов, которые были совершены всеми пользователями.

Рис. 6. Страница профиля пользователя

Рис. 7. Главная страница администрирования приложения
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Заключение

Разработано веб-приложение для групповых заказов пищи, которое упрощает взаимодей-
ствие людей при заказе пищи. Где каждый пользователь видит свою часть и стоимость в об-
щем заказе.

Разработанное приложение обладает следующим функционалом:
• регистрация и аутентификация пользователей;
• сохранение заказа для одного пользователя и для всей группы;
• просмотр истории заказов в профиле;
• администрирование и редактирование базы данных (заполнение базы ресторанов, про-

смотр заказов всех пользователей);
• реактивное отображение изменения общего заказа для всех пользователей.
Разработанное приложение может быть в дальнейшем расширено. Как самостоятельное 

приложение для запроса списка меню из сервиса по доставке и дальнейшую передачу собран-
ного заказа обратно в сервис или как плагин для служб по заказу пищи.
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Рис. 8. Создание в БД нового блюда
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УДК 004.42

РАЗРАБОТКА ПРИЛОЖЕНИЯ ДЛЯ АВТОМАТИЧЕСКОГО УПОМИНАНИЯ 
ПОЛЬЗОВАТЕЛЕЙ ГРУППОВОГО ЧАТА В TELEGRAM

Воронежский государственный университет

В. Ю. Колупаев

Аннотация. Работа посвящена анализу, проектированию и реализации серверного при-
ложения для упоминания всех зарегистрировавшихся в приложении (боте) участников 
группового чата в системе мгновенного обмена сообщениями Telegram. В ходе работы 
сформированы основные требования к разрабатываемому приложению, на основе ко-
торых была построена логическая модель данных, а также схема взаимодействия компо-
нентов приложения для дальнейшей реализации. Описана концепция хранения данных 
в СУБД Microsoft SQL Server, представлен стек технологий, используемый в реализации.
Ключевые слова: разработка программного обеспечения, telegram bot, автоматизация, 
групповой чат, сервис, технология, модель данных, интеграция.

Введение

Мобильная связь и мобильный интернет используются в качестве основного способа ком-
муникации между людьми, но сейчас набирают популярность облачные мессенджеры. Один 
из самых популярных в России на данный момент — Telegram. Telegram — облачный мессен-
джер, его можно использовать одновременно на нескольких устройствах, и все чаты и файлы 
(за исключением секретных чатов) будут доступны на этих устройствах. Во всех чатах можно 
использовать голосовые сообщения, прикрепление файлов, стикеры, gif-анимации и эмодзи; 
есть отметка о том, что собеседник прочитал сообщение.

В групповых чатах есть функция, которая упоминает пользователя, позволяет пользовате-
лю отправлять специальную ссылку во время общения. Перейдя по ней, пользователь попада-
ет в окно профиля указанного пользователя. Так, можно поделиться конкретными контактами 
или обратить внимание на написанные сообщения (рис. 1).

Рис. 1. Пример упоминания пользователя в групповом чате
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Часто, нужно упомнять несколько или всех пользователей чата, для этого приходится пи-
сать логины всех пользователей, что очень неудобно.

Возникает необходимость в создании бота, который позволит одной командой упомянуть 
всех пользователей.

1. Функциональность приложения

В результате анализа были выявлены необходимые функциональные требования к прило-
жению:

• регистрация пользователей в боте;
• добавление пользовательских команд для упоминания отдельной группы пользователей.
• добавление пользователей в команду упоминания;
• удаление пользователя из команды упоминания;
• базовая валидация.
Use-case диаграмма приложения представлена на рис. 2.

2. Средства реализации

Для разработки и тестирования приложения выбраны следующие программные средства:
• среда разработки Visual studio 2019;
• язык программирования C# 8.0 [1];
• СУБД Microsoft SQL Server [2, 3];
• язык разметки HTML 5.2;
• система контроля версий Git.

3. Реализация

3.1. Общая схема приложения

Приложение состоит из Telegram клиента и сервиса с ботом.
Общая схема работы приложения представлена на рис. 3.

Рис. 2. Use-case диаграмма приложения
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3.2. Хранение данных

Для хранения данных по групповым чатам, пользователям, ролям база данных Microsoft 
SQL Server [2, 3]. Физическая модель базы данных [4] представлена на рис. 5. 

 
4. Интерфейс пользователя

Интерфейс пользователя включает в себя меню бота (рис. 6), а также команды позвать всех, 
добавиться в тег (роль), удалиться из тега (рис. 7).

Рис. 3. Общая схема работы приложения

Рис. 5. Логическая модель данных приложения
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Рис. 6. Меню бота Рис. 7. Команды бота

Заключение

Результатом работы является Telegram бот позволяющий одной командой упомянуть всех 
пользователей в групповом чате.
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РЕАЛИЗАЦИЯ СИСТЕМЫ ПОДБОРА РЕКОМЕНДАЦИЙ 
В РАМКАХ ПРИЛОЖЕНИЯ ДЛЯ ОТСЛЕЖИВАНИЯ КОНЦЕРТОВ

Воронежский государственный университет

М. Е. Королева

Аннотация. в статье рассматриваются существующие подходы к созданию рекомендаций 
с помощью методики коллаборативной фильтрации. Описывается реализация алгоритма 
коллаборативной фильтрации BRISMF, основанного на матричной факторизации. Также 
в статье описывается веб-приложение для отслеживания мероприятий, его программная 
реализация. Производится внедрение системы подбора рекомендаций мероприятий в 
приложение, а также приводится анализ работы алгоритма: результаты тестовых запу-
сков на различных данных, представленные в виде таблицы.
Ключевые слова: матричная факторизация, коллаборативная фильтрация, алгоритм 
BRISMF, рекомендательная система, погрешность RMSE, градиент.

Введение

Огромную часть жизни современной молодежи составляют различные культурные события, 
в частности музыкальные концерты, фестивали. Существуют сервисы, позволяющие следить за 
мероприятиями в каком-то конкретном городе, также есть страницы в социальных сетях, ко-
торые предоставляют информацию о выступлениях различных артистов, а также позволяют 
общаться с другими пользователями. Однако нет ресурса, объединяющего эти функции. 

Данная статья посвящена разработке единого приложения, которое будет содержать в себе 
информацию обо всех концертах и фестивалях по всей стране. При этом данный сервис смо-
жет подбирать концерты, базируясь на том, как были оценены уже посещенные мероприятия, 
или мероприятия, которые являются интересными для пользователя. 

Алгоритмы, реализующие системы рекомендаций, анализируют пользователей на схо-
жесть, а также принимают во внимание множество параметров, такие как интересы пользова-
телей, их местонахождение, общие знакомые и т. д. 

Рекомендательные системы можно классифицировать по применяемым подходам. Одна из 
основных методик — коллаборативная фильтрация. При использовании этого подхода реко-
мендации создаются на основе поведенческих характеристик человека или группы людей с 
похожими предпочтениями. Коллаборативная фильтрация делится на три типа:

1. Neighbourhood-based (NB) — это подход, который за основу берет следующее утвержде-
ние: подходящими объектами для любого пользователя считаются объекты, высоко оценива-
емые его «соседями».

2. Model-based, matrix factorization (MF) — предполагается, что оценка пользователя опре-
деляется не очень большим числом скрытых факторов, таких как страна происхождения, жанр 
и т. д.

3. Гибридный — самый распространенный тип. Он объединяет в себе два первых типа и 
помогает значительно улучшить точность рекомендаций. 

1. Алгоритм BRISMF

Для реализации рассмотренной задачи применяется алгоритм коллаборативной фильтра-
ции BRISMF [1], основанный на факторизации матриц. BRISMF лучше всего подходит для по-
ставленной задачи, т. к. систему оценок пользователями мероприятий удобнее всего предста-
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вить в виде матрицы рейтингов. Данный алгоритм характеризуется масштабируемостью, что 
означает перспективы роста без потерь качества по мере увеличения базы пользователей и 
товаров. Также он отличается высокой скоростью и способностью работать как с явными, так 
и с неявными пользовательскими рейтингами.

Задача коллаборативной фильтрации заключается в следующем. Задана матрица { }uir=R  
размерности N  на ,M  где N  — количество пользователей, M  — количество товаров. Эта 
матрица заполнена оценками: в ячейке ( , )u iR  будет содержаться оценка, которую пользова-
тель u  поставил товару .i  Наша задача — найти приближение R̂  такое, что погрешность 

 2ˆ{( ) }RMSE E R R= −  (1)
будет минимальной, где R̂  — приближение матрицы R, а E  — математическое ожидание 
(отношение 1 к размеру выборки). На практике, невозможно оценить погрешность, т. к. R  не 
известна, но можно получить погрешность на валидационном наборе. Обозначим его как .ϒ  
Тогда оценить погрешность можно следующим образом

 ^ 2

( , )

1 ˆ( ) .
| | ui ui

u i
RMSE r r

∈ϒ

= −
ϒ ∑  (2)

Искомое приближение R  можно выразить как произведение двух матриц:
 ,≈R PQ  (3)

где P имеет размер ,N K×  а Q — .K M×  Пусть ukp  определяет элементы из ,N KR ×∈P  а uiq  — эле-
менты из .K MR ×∈Q  Дальше будет обозначать строку (вектор) из P  как ,up  а колонку (вектор) 
из Q  как .iq  

Тогда

 
1

ˆ .
K

ui uk ki u i
k

r p q p q
=

= =∑  (4)

Здесь ûir  обозначает оценку, которой пользователь u  оценил бы товар .i  Идея алгоритма 
состоит в том, чтобы обновлять веса матриц P  и ,Q  минимизируя функцию погрешности 
RMSE с помощью инкрементного градиентного спуска. Тогда градиент будет вычисляться как

 ,ui ui ki
uk

e e q
p
∂ ′ = −

∂

 ,ui ui uk
ki

e e p
q
∂ ′ = −
∂

 (5)

а веса будут обновляться по формуле
 ,uk uk ui kip p e qη′ = +

 .ki ki ui ukq q e pη′ = +  (6)
Однако возникает проблема перенасыщения. Факторизация матриц может перенасытить-

ся для пользователей с маленьким (не больше K) количеством оценок. Если предположить, 
что векторы оценок пользователем товаров линейно независимы и Q  не меняется, то суще-
ствует вектор пользователя с нулевой погрешностью. Тогда может случиться перенасыщение, 
если η  и степень изменений Q  малы. Самым распространенным способом борьбы с это про-
блемой является применение регуляризации для «штрафования» квадрата Евклидовой нормы 
весов. Такой подход часто используется в машинном обучении и нейронных сетях. Эта вариа-
ция и называется BRISMF, что расшифровывается как регуляризированная инкрементная од-
новременная факторизация матриц. Тогда градиент будет вычисляться по формуле (8), а веса 
будут обновляться по формуле (9) [1].

 ˆui ui uie r r= −  для ( , ) ,u i ∈Λ  (7)



843
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e e q p
p

λ∂ ′ = − +
∂

 ,ui ui uk ki
ki

e e p q
q

λ∂ ′ = − +
∂

 (8)

 ( ),uk uk ui ki ukp p e q pη λ′ = + −

 ( ).ki ki ui uk kiq q e p qη λ′ = + −  (9)
Перед началом работы алгоритма разбиваем исходные данные на две выборки: трениро-

вочную и валидационную. Заполняем P  и Q  случайными числами из интервала [–0.01, 0.01]. 
Исследования показывают, что некоторые пользователи склонны оценивать товары выше или 
ниже средней величины. То же может быть верно и для товаров: некоторые товары в целом 
популярнее, чем другие. Чтобы сгладить влияние этой особенности на результаты работы ал-
горитма в RISMF была внесена модификация. Она состоит в заполнении первой колонки ма-
трицы P  и второго ряда матрицы Q  константным значением 1, тогда как вся остальные зна-
чения будут случайными. Так же к этим весам не будет применяться формула (9). 

Алгоритм будет выглядеть следующим образом: 
1. Заполняем P  и Q  случайными числами. Первую колонку матрицы P  и второй ряд ма-

трицы Q  заполняем единицами.
2. Проходим в цикле по элементам тренировочной выборки. На каждом шаге 

2.1. вычисляем локальную погрешность (7),
2.2. вычисляем градиент (8),
2.3. обновляем соответствующие строки и столбцы матриц P  и Q  по направлению, про-

тивоположным градиенту (9).
3. Вычисляем погрешность RMSE на валидационной выборке. Если она улучшилась на об-

новленных P  и ,Q  то переходим в шагу 2, иначе переходим к шагу 4.
4. Берем приближение ˆ ,R  полученное на предыдущем шаге, в качестве результирующего. 

Оно будет содержать информацию, как любой пользователь оценил бы любой товар.

2. Реализация веб-приложения

Приложение, реализующее представленный алго-
ритм, разработано в рамках модели MVC. На рис. 1 пред-
ставлена схема взаимодействия компонентов приложе-
ния. View представляет собой клиентскую часть, которая 
в приложении разработана на фреймворке Angular. Для 
обмена запросами с ней на сервере реализованы контрол-
леры (Controller). Spring Framework с помощью Dispatcher 
Servlet маршрутизирует запросы, направляя их в соот-
ветствующие контроллер-классы [2]. Далее идут сервисы 
(Service). В них содержится бизнес-логика приложения. 
Для получения, сохранения и обновления данных серви-
сы взаимодействуют с репозиториями (Repository), кото-
рые оперируют моделями (Model) приложения, являю-
щимися java-классами. Репозитории обращаются к базе 
данных (Database), передавая и получая модели сущно-
стей, которые представляют собой программное отобра-
жение сущностей (таблиц) базы данных.

 Рис. 1. Структура приложения
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На рис. 2 и 3 представлена одна из страниц приложения — страница концерта. На ней со-
держится основная информация о мероприятии, а также возможность поставить оценку по 
пятибалльной шкале.

3. Вычислительный эксперимент

Для тестирования алгоритма BRISMF был проведен ряд тестовых запусков. Исходными 
данными являются матрицы оценок пользователей различных размерностей (в формулах ис-
ходная матрица обозначена как R). Так же заданы настраиваемые параметры ,pλ  ,qλ  ,pη  ,qη  
которые участвуют в формулах обновления весов (9) искомой матрицы приближения. Еще 
один настраиваемый параметр — .K  Он влияет на размерность матриц факторизации и равен 
количеству столбцов первой матрицы P  и количеству строк второй матрицы .Q  При работе 
данного алгоритма оценивается точность сделанного предсказания, а также время его постро-
ения. Критерием точности является среднеквадратическая погрешность RMSE. 

В табл. 1 представлена зависимость погрешности и времени выполнения в миллисекундах 
от размерности входных данных и настраиваемых параметров. Можно сделать вывод, что с 
ростом числа пользователей происходит увеличение времени работа алгоритма, но оно не 
столь значительно. Также с ростом размера данных погрешность RMSE уменьшается, что го-
ворит о том, что чем больше исходных данных у алгоритма, тем точнее получается рекоменда-
ция. Настраиваемые параметры ,pλ  ,qλ  pη  и qη  не имеют значительного влияния на резуль-
тат работы алгоритма при небольших размерах данных.

Заключение

В данной статье был рассмотрен алгоритм для построения рекомендаций BRISMF, осно-
ванный на факторизации матриц. Также было разработано веб-приложение для отслежива-
ния концертов. В него была успешно внедрена функция подбора рекомендаций. 

Рис. 2. Страница концерта (часть 1)

Рис. 3. Страница концерта (часть 2)
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В результате получился сервис, который, помимо возможности просмотра концертов, до-
бавления их в интересные, выставления им оценок, предлагает функциональность поиска са-
мых потенциально интересных для пользователя концертов.
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Таблица 1
Результаты тестирования работы алгоритма BRISMF

Количество 
пользователей

Количество 
объектов pλ qλ pη qη K RMSE

Время 
выполнения 

(в млс)
1000 1000 0.001 0.001 0.001 0.001 5 1.2200 875
1500 1500 0.02 0.02 0.002 0.002 30 1.2185 4766

10000 1000 0.01 0.01 0.01 0.01 10 1.2104 5969
30000 1500 0.01 0.01 0.01 0.01 10 1.2073 20537

100000 5000 0.01 0.02 0.01 0.001 10 1.2032 60792
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ИССЛЕДОВАНИЕ ЗАДАЧИ РАСПОЗНАВАНИЯ ТЕКСТА С ПОМОЩЬЮ 
МОБИЛЬНОГО ПРИЛОЖЕНИЯ НА ПРИМЕРЕ РАСПОЗНАВАНИЯ ЦЕННИКА
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Аннотация. Работа посвящена исследованию задачи распознавания текста с помощью 
мобильного приложения на примере распознавания ценника. С этой целью рассматрива-
ются вопросы построения и обучения модели машинного обучения, определения границ 
ценника, распознавания символов в видеопотоке.
Ключевые слова: распознавание текста, машинное обучение, классификация, мобиль-
ные приложения, синтаксический анализ.

Введение

Человек регулярно сталкивается с большим количеством текстовой информации. Суще-
ствует большое количество мобильных приложений, которые помогают адаптировать эту ин-
формацию к потребностям различных людей. Данная работа посвящена разработке метода 
распознавания текстовой информации с помощью мобильного устройства, работающего под 
управлением операционной системы iOS, на примере задачи распознавания ценника.

В задаче распознавания ценника можно выделить две подзадачи: выделение на изображе-
нии границ прямоугольной области - ценника и выделение границы символа на изображении 
и его последующей его обработкой с применением методов машинного обучения. 

1. Построение модели машинного обучения

Для обучения модели необходима обучающая выборка с изображениями символов русско-
го, английского алфавитов и цифр. Изображения для тестовой выборки сгенерированы искус-
ственно путем искажения ряда идеальных изображений. С этой целью отобраны 30 шрифтов, 
корректно отображающих все необходимые символы как английского, так и русского алфави-
тов. Затем сформированы классы, среди которых модель должна проводить классификацию. 
При формировании классов схожие символы в различных алфавитах объединяются в одина-
ковые классы. Так, например, символы кириллического алфавита «В», «М», «К», «Р» и другие 
заменяются на «B», «М», «K», «P» английского алфавита. Эта замена служит в дальнейшем 
причиной проведения синтаксического анализа полученного от модели результата. 

В результате объединения схожих символов в один класс получено 55 различных классов, 
на которые модель классифицирует все входящие изображения. К ним относятся следующие 
группы символов: цифры от 0 до 9 за исключение тройки, буквы, встречающиеся только в 
русском и только в английском алфавитах, а также – буквы и цифры, визуально похожие друг 
на друга.

Для каждого символа создано по одному изображению с помощью ранее отобранных 30 
шрифтов. Для тех символов, которые не содержатся в русском алфавите, при генерации изо-
бражения символа использованы все доступные на компьютере шрифты. При генерации изо-
бражения символа цвет фона за символом подобран таким образом, чтобы не сливаться с сим-
волом, написанным черным цветом.

На выходе получена обучающая выборка из 6200 изображений, символы на которых нари-
сованы с помощью разных шрифтов на разном фоне. 
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Для имитации возможных искажений символов, например, вследствие обрезки, наклона, 
дефектов бумаги или падения тени, применен аугментатор, который «раздувает» тестовую 
выборку. В изображения внесены искусственные искажения, символы на них изменяют свой 
масштаб случайным образом. Для этого использован пакет Augmentor языка программирова-
ния Python. 

В результате получена выборка из ста тысяч изображений.
Для обучения модели использован пакет Keras для машинного обучения языка программи-

рования Python [3]. В процессе обучения точность предсказаний на тестовой выборке соста-
вила 0,9481 (94.81 %).

 После формирования обучающей выборки необходимо создать и обучить модель, а так-
же — конвертировать ее в формат, совместимый с Core ML [4]. Для этого использованы ин-
струменты Core ML Tools.

2. Распознавание символов в видеопотоке

Для отображения видеопотока на экране устройства используется библиотека 
AVFoundation, предоставляющая доступ к камере мобильного устройства и микрофону. Для 
запуска распознавания символов необходимо определить границы прямоугольника, в рамках 
которого расположена информация. Механизм определения прямоугольной границы ценни-
ка осуществляется с помощью фреймворка Vision [2, 5]. В результате получается массив всех 
найденных на изображении прямоугольников, при этом на первом месте содержится значение 
с наивысшей уверенностью распознавания. 

После корректного выделения символов в видеопотоке необходимо интегрировать в полу-
чившийся механизм созданную модель машинного обучения, которая классифицирует вход-
ное изображение и дает предсказание о том, что находится на изображении. Ответ модели 
машинного обучения представляет собой массив из 55 значений — по количеству классов, на 
которые разбита обучающая выборка. Каждое значение лежит в интервале от 0 до 1 и характе-
ризует уверенность модели в том, что переданное на вход изображение принадлежит тому или 
иному классу. Далее необходимо найти индекс элемента с максимальным значением, соответ-
ствующий порядковому номеру того класса, к которому относится символ.

3. Распознавание прямоугольной области

Как было сказано ранее, для точного определения информации о товаре необходимо найти 
границы области, в которой расположен ценник. Это нужно для отделения значимых частей 
информации, таких как цена и название, друг от друга. Кроме того, при наличии в видеопото-
ке двух ценников необходимо фокусироваться и давать предсказание об определенном товаре. 

В работе реализовано три механизма определения прямоугольной границы ценника:
1. С помощью встроенных возможностей фреймворка Vision для определения прямоуголь-

ных областей.
2. С помощью модели машинного обучения, обученной на нахождение прямоугольных об-

ластей на изображении.
3. С помощью ручной настройки границы, в рамках которой будет проводиться распозна-

вание текста.
Реализация механизма определения прямоугольной границы ценника вручную наиболее 

простая из рассматриваемых с точки зрения применяемых технологий, но при этом самая тру-
дозатратная по времени. Она требует большой работы с интерфейсом приложения, поскольку 
пользователь должен иметь возможность управлять им. В этом варианте рамка, которая на-
кладывается поверх видеопотока, имеет изменяемую границу, благодаря чему пользователь 
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может изменять ее. При дальнейших вычислениях, за границу ценника будет приниматься 
именно границы этой рамки.

Второй и третий вариант похожи, они используют возможности машинного обучения. 
Разница состоит в том, что при использовании фреймворка Vision технология машинного об-
учения используется незримо, так как он содержит предобученную модель машинного обуче-
ния. В случае использования собственной модели есть вероятность получить менее точные ре-
зультаты, но, в то же самое время, появляется возможность влиять на результаты и дообучать, 
обновлять модель. Подход с распознаванием прямоугольных областей с помощью отдельной 
модели машинного обучения очень напоминает по реализации распознавание символов на 
изображении: необходимо добавить в проект еще одну модель, обработать изображение с ви-
деопотока и подать его на вход модели. В качестве ответа от модели приходит массив относи-
тельных значений x-координат и y-координат для всех вершин прямоугольника.

Самый точный результат дает вариант с распознаванием прямоугольника вручную, по-
скольку что различные помехи на изображении, такие как плохая освещенность или нечеткие 
границы ценника, могут повлиять на работу методов машинного обучения. При этом третий 
вариант будет наименее удобен для пользователя, так как он предполагает дополнительные 
действия. В дальнейшем планируется провести массированные эксперименты при различных 
внешних условиях (освещенность, фон позади ценника, различные шумы в виде посторонне-
го текста и других ценников) и дать более развернутый сравнительный анализ рассмотренных 
способов распознавания.

Следует отметить, что распознавание прямоугольной области должно предшествовать 
распознаванию символов. Это связано с оптимизацией. В случае если фреймворк Vision или 
модель не смогли дать достаточно уверенное предсказание насчет наличия прямоугольной об-
ласти на изображении, дальнейшее распознавание символов и обработка результатов не про-
изводятся. При отсутствии границы ценника невозможно определить относительное поло-
жение распознанных символов относительно границ ценника, а следовательно, недостаточно 
данных для утверждения, что тот или иной текст является названием или ценой товара.

4. Синтаксический анализ

Как было сказано выше, в процессе работы модель возвращает вектор вероятности изо-
бражения того или иного символа во входном изображении для каждого из 55 классов. Задача 
соотнесения значений в векторе с реальным символом ложится на клиентское приложение, 
которое должно дать ответ на вопрос: что подразумевать под тем или иным классом, напри-
мер, букву «З» или цифру «3».

В процессе решения данной задачи создан синтаксический анализатор, механизм действия 
которого устроен следующим образом:

название разбивается на массив слов;
в каждом слове подсчитывается количество цифр, букв английского алфавита, букв рус-

ского алфавита;
символы, не прошедшие отбор в вышеперечисленные группы, автоматически причисля-

ются к четвертой группе. Фактически, тем будут содержаться визуально похожие символы, 
которые были определены при обучении модели;

если количество символов в четвертой группе равно нулю — значит, слово не содержит 
неопределенных символов, оно должно войти в новое корректное название товара целиком;

если количество символов в четвертой группе не равно нулю, то необходимо оценить ко-
личество существующих в слове цифр, букв русского и английского алфавитов. При преоб-
ладании цифр выбор отдается в пользу цифры «3», символов русского алфавита — в пользу 
русского алфавита, английских букв – в пользу английского;
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на последнем этапе все отредактированные слова собираются в единую строку и возвраща-
ются в качестве выходного значения.

Следует отметить, что данный анализ и обработка занимают некоторое время, однако, нет 
необходимости выполнять их всякий раз при распознавании слова. Их необходимо проводить 
только тогда, когда объект, отвечающий за обработку результатов, полностью уверен в резуль-
тате распознавания, то есть непосредственно перед открытием модуля с показом результата 
сканирования.

Данный подход обеспечивает максимально быструю обработку результатов, а также мак-
симально приближенный к реальному результат распознавания, с учетом принятой при реше-
нии задачи системы допущений.

Заключение

Предлагаемое в работе решение задачи распознавания текста с помощью мобильного 
устройства позволяет достичь высокой точности распознавания. Проведен ряд эксперимен-
тов в условиях недостаточной, нормальной и повышенной освещенности. В первом случае 
точность составила 88 %, в последних — около 93 %. Точность распознавания символов не-
посредственно зависит от точности распознавания границ прямоугольника, в котором они 
располагаются. Точное определение границ также приводит к дальнейшему сокращению и об-
щего времени выполнения.
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Аннотация. Продолжается исследование орфографической грамотности образователь-
ных ресурсов с помощью программы chas-correct. Рассмотрены некоторые особенности 
работы с многопрофильным образовательным ресурсом — Википедией. Приведены ре-
зультаты мониторинга статей Википедии в категории «Математика» и всех её вложенных 
подкатегориях. Дан краткий анализ самых частотных ошибок. Наиболее сложным мате-
матическим термином для написания оказалось слово «коэффициент». Грамотность ста-
тей в Википедии улучшилась в сравнении с 2017 годом. Найденные ошибки исправлены.
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регулярные выражения, математическая лингвистика, математическое моделирование 
лингвистических явлений, орфографические ошибки.

Введение

В настоящее время Интернет играет большую роль в разнообразных сферах обществен-
ной жизни. В частности, обеспокоенность научного сообщества вызывает грамотность ин-
тернет-ресурсов, так как в современных реалиях именно интернет оказывает значительное 
влияние на образование и самообразование современных школьников и студентов (см., напр., 
[1, 2]).

В 2015 году Н. Н. Авдеевым была начата разработка проекта chas-correct [3], основная идея 
которого — проверять грамотность текста не с помощью классического орфографического 
словаря, содержащего список правильных написаний слов, а с помощью словаря орфографи-
ческих ошибок. При всех ограничениях такого подхода, мониторинг с помощью chas-correct 
смог выявить значительное количество ошибок в текстовых публикациях воронежских СМИ.

В 2017 году впервые было проведено междисциплинарное исследование на стыке инфор-
матики, математики, педагогики и лингвистики, посвященное изучению некоторых аспектов 
данной проблемы. Были проведены исследования орфографической грамотности матема-
тических сайтов [4, 6, 7] и ряда сайтов СМИ [8]. Н. Н. Авдеев и К. В. Шевелёва обосновали 
применимость словаря орфографических ошибок для сравнительной оценки грамотности 
интернет-ресурсов, показав, что ранговое распределение выявленных ошибок подчиняется 
обобщённому закону Ципфа. По итогам мониторинга рассылались электронные письма ав-
торам и редакторам изучаемых интернет-ресурсов. В ряде случаев эта рассылка возымела эф-
фект и некоторые орфографические ошибки были исправлены.

В этом году было решено повторить мониторинг статей Википедии по категории «Мате-
матика», который проводился единственный раз в 2017 году. В последующих исследованиях 
она была исключена из анализа из-за большого объёма в сравнении с другими сайтами (коли-
чество слов тогда было равно 11 264 755, что составило 57,8 % от общего объёма корпуса) и 
прочими особенностями, о которых будет сказано далее; однако тот факт, что используемый 
для мониторинга инструмент находит ошибки в статьях на одном из самых популярных ин-
формационных ресурсов, даёт основания считать, что работа с ним имеет смысл, несмотря на 
определённую специфику.
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В отличие от авторских блогов, редактировать Википедию может каждый, чем и было  ре-
шено заняться.

1. Программная реализация мониторинга

Мониторинг проводится с помощью программы, написанной на языке JavaScript. Исход-
ный код программы опубликован на условиях лицензии GNU GPLv3 по адресу: https://github.
com/Aisse-258/chas-correct .

В качестве математической модели орфографической ошибки используются регулярные 
выражения, которые представляют собой шаблоны неправильного написания слов. Примени-
мость такой модели обоснована в [5].

Заметим, что чувствительность программы к ошибкам неуклонно увеличивается. При ана-
лизе каждого сайта программа генерирует списки слов, которые отсутствуют в словаре Ян-
декс.Спеллера [9]. Эти списки просматриваются авторами на предмет попадания в них ранее 
неизвестных ошибок, на основе которых создаются новые правила для их выявления в текстах 
сайтов. В общем случае это не может оказать решающего влияния на количество найденных 
ошибок в корпусе [5], но так как авторы стараются исправлять найденные ошибки доступны-
ми им методами, работа в этом направлении достаточно важна.

2. Особенности мониторинга Википедии

Как уже было сказано, у мониторинга статей Википедии есть ряд особенностей в сравне-
нии с рассматриваемыми ранее сайтами. В частности это то, что в Википедии есть не только 
математические статьи. Все статьи этого сайта упорядочены по категориям, список которых 
получается с помощью API. Таким образом были получены ссылки на 20673 страницы (на 706 
больше, чем в 2017 году).

Может показаться, что достаточно будет дать программе ссылки на все статьи из катего-
рии «Математика». Но не зря же говорят, что математика — царица всех наук: её можно найти 
практически во всём, что нас окружает. По этой причине из категории «Математика» иногда 
можно попасть в такие, которые имеют к ней очень отдалённое отношение. Вот пример одной 
из таких цепочек:

Математика → Теория вероятностей и математическая статистика →
→ Теория вероятностей/Статистика → Случайные процессы → Шум →

→ Шумоподавление → Бесшумное оружие →
→ Бесшумные стрелково-гранатометные комплексы → 6С1 «Канарейка».

Эта проблема также стала причиной того, что после 2017 года мониторинг Википедии не 
проводился: категории приводили программу к слишком далёким от математики темам. Тогда 
встречались и совсем нелепые цепочки наподобие

Математика → Кибернетика → Роботы →
→ Мультфильмы о роботах → «Трансформеры».

Также, в отличие от математических сайтов для школьников, в статьях Википедии встре-
чается большое количество нерусскоязычной кириллицы, так как она допускает ссылки на 
иноязычные источники. После исключения из проверки слов, содержащих эти символы, ко-
личество записей об ошибках в отчёте уменьшилось на 11%. Для отсечения такого текста ис-
пользуется специальное регулярное выражение:

Причём две «і» в нём — вовсе не один и тот же символ, а кириллическая «і» и латинская «i», 
так как в кириллических текстах встречаются оба варианта.
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Стоит отметить, что ложные срабатывания программы на иноязычный текст не являются 
недостатком программы, а появляются вследствие попыток её использования за пределами 
области применимости.

Среди ложных срабатываний по причине иноязычного происхождения слов также оказа-
лись некоторые фамилии: Дончян (буквосочетания «ча», «ща» в русском языке пишутся че-
рез «а»), Агрест (агресс* — правило, исправляющее написание слов с корнем «агресс» с одной 
«с»), Чорней (чёрн* — правило, исправляющее написание слова «чёрный» через «о»), и имена 
собственные китайского происхождения: Луаньчэн, Цзюньчжоу, Вэньчжоу (буквосочетание 
«нч» пишется в русском языке без мягкого знака); и по причине отсутствия полной инфор-
мации — сокращения слов. Такие срабатывания на данный момент возможно отсортировать 
только вручную.

3. Результаты работы

В сравнении с 2017 годом, корпус математических статей Википедии увеличился на 210 751 
словоупотребление (с/у) и составил 11 475 506 с/у. При этом реальных ошибок найдено 197, 
что на 90 меньше, чем в 2017 году. Для сравнения: на корпусе, составленном из других мате-
матических сайтов в 2020 году (11 811 571 слов), было найдено 747 ошибок, то есть более чем 
в три раза больше. И для Википедии это очень хороший результат. Чтобы в этом убедиться, 
нужно посчитать общий показатель грамотности: количество ошибок на 1000 с/у. Так, в 2017 
году для Википедии он был равен 0,0255, а сейчас — 0,0172. Отсюда можно сделать вывод, что 
с 2017 года статьи стали значительно более грамотными.

В табл. 1 представлены самые частотные орфографические ошибки, выявленные в ста-
тьях Википедии. Самым сложным математическим термином для написания оказался «ко-
эффициент».

Таблица 1
Самые частотные ошибки

№ Правило Количество
1 Дефисное написание «какой-либо» в различных формах 21
2 Раздельное написание частиц «же», «бы» 15
3 Словарное слово «коэффициент» 14
4 Употребление вводных слов («во-первых», «во-вторых») 13
5 Правописание предлогов «из-за», «из-под» 12
6 Раздельное написание «по умолчанию» 9
7 Окончание в слове «ключом» 9

4. Выводы

Проблема грамотности в интернете существует и её необходимо решать всеми разумными 
средствами. Одним из таких средств является программа с открытым исходным кодом chas-
correct, с помощью которой можно автоматически искать ошибки сразу на множестве сайтов.

Авторы исправили найденные ошибки и поставили отметки «chas-correct» при редактиро-
вании, чтобы привлечь внимание редакторов Википедии к разработке программы.

Отметим, что chas-correct — универсальная программа и может искать ошибки в текстах 
на любые темы. Поэтому авторы предлагают всем небезразличным к судьбе русского языка 
искать и по мере сил исправлять ошибки в текстах по другим категориям.
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Введение

Традиционные подходы к анализу данных обычно зависят от комбинации исходных дан-
ных: документации, индивидуальных знаний и специальных инструментов запросов к базе 
данных, которые используются для отдельных аспектов источника данных. Такие подходы ча-
сто отнимают много времени и являются неполными, поскольку анализ, как правило, сосре-
доточен на известных областях данных.

Наборы инструментов для профилирования данных позволяют организациям точно и эф-
фективно анализировать, устанавливать качество своих данных. Завершая процесс анализа 
всех источников данных, как один процесс, организации получают полное представление о 
своих источниках данных.

Профилирование данных — это процесс изучения и записи статистики из данных для обе-
спечения ее точности [1].

Технологии профилирования данных могут быть внедрены в любой проект или деятель-
ность, требующую анализа данных. К анализу качества данных относятся такие виды деятель-
ности:

• управление качеством данных;
• интеграция данных.

1. Управление качеством данных

Инициативы по управлению качеством данных направлены на процесс обеспечения доста-
точного качества источников данных [2]. Существуют три основные аспекта, представляющие 
интерес:

• полнота;
• точность;
• целостность.
Наиболее практичным подходом в управлении качеством данных является ориентация 

на цель. Анализ всех информационных ресурсов будет не эффективной тратой времени. 
Вместо этого усилия следует сосредоточить на тех информационных ресурсах, которые, по 
мнению организации, имеют наибольшее значение для ее бизнеса. Кроме того, необходи-
мо определить метрики, по которым будут оцениваться эти информационные источники 
(критерии качества и допустимые уровни качества). Обычно предполагается, что они будут 
определяться ключевыми пользователями или владельцами данных, как правило, операци-
онными подразделениями.
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2. Интеграция данных

Интеграция данных направлена на объединение одного или многих источников данных в 
новое технологическое приложение. Эти мероприятия обычно являются результатом новой 
бизнес-логики или внедрения новой системы, такой как управление взаимоотношениями с 
клиентами, или работа в области управленческой информации.

Проекты интеграции данных требуют решения, позволяющего организации физически 
переносить данные из одного приложения в другое. Однако различия в дизайне приложений 
и использовании информации часто означают, что данными необходимо манипулировать в 
рамках процесса.

Для этого разрабатываются спецификации отображения, в которых указывается, как ис-
ходные данные должны быть преобразованы, чтобы загрузить их в целевое приложение. По-
этому точность этих спецификаций имеет решающее значение для процесса интеграции; тем 
более что стоимость решения проблемы неточного сопоставления данных растет экспоненци-
ально, чем ближе проект к завершению.

Одна из основных причин этой проблемы – изначально плохое понимание исходных дан-
ных, которые необходимо перенести. Проекты интеграции данных имеют ряд часто встречаю-
щихся рисков. К возникновению такой ситуации часто приводит ряд факторов, среди которых:

• незавершенность определения целевого приложения;
• понимание исходных данных основано на устаревшей документации;
• некачественный анализ исходных данных;
• постоянно увеличивающийся объем исходных данных.

3. Процесс профилирования данных

Представляемая методология использует центристский подход к проблеме и может быть 
скорректирована в зависимости от целей проекта, а также особенностей и функций использу-
емых инструментов.

Поход состоит из пяти основных фаз:
1. Подготовка к проекту.
2. Подготовка к анализу.
3. Извлечение и форматирование данных.
4. Выбор примеров данных.

4.1. Загрузка примеров данных.
4.2. Анализ примеров данных.
4.3. Настройка процессов извлечения и форматирования данных.
4.4. Подготовка результатов.
4.5. Удаление образцов данных.

5. Анализ.
5.1. Загрузка данных.
5.2. Выполнение анализа.
5.3. Подготовка результатов.

6. Подготовка к проекту

План проекта или документ инициации проекта содержит следующие разделы:
1. Справочная информация.
2. Область применения.
3. Практические результаты.
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4. Команда проекта.
5. Управление коммуникациями.
6. План управления изменениями.
7. Управление рисками.
8. Управление затратами.
9. Список задач.
10. Диаграмма Ганта.
11. Сетевая диаграмма.

7. Подготовка к анализу

Необходимо собрать, обучить группу аналитиков с имеющимися материалами, которые 
могут помочь в проведении анализа, используемыми инструментами.

Документ инициации проекта будет содержать результаты, которые должны быть получе-
ны, ожидаемые сроки и границы проекта. Команда должна быть знакома с этим важнейшим 
документом, иначе можно потратить лишнее время на несущественные вопросы.

Для проведения анализа нужна вся актуальная документация:
• текущая системная документация;
• документация по целевым системам;
• логины и пароли к существующим хранилищам данных;
• другие источники информации.
Команда должна быть обучена не только использовать инструмент, но и должна знать ожи-

даемый результат для успешного завершения проекта.
Необходимо обратить особое внимание на функциональность, которая потребует допол-

нительных усилий в процессе извлечения и форматирования. Если инструмент профилиро-
вания не позволяет динамически разбирать и повторно анализировать данные, это придется 
делать в процессе извлечения и переформатирования.

В аналитических проектах существует три основные роли. Один человек может выполнять 
более одной из этих ролей:

• менеджер проекта: интересуется вопросами, масштабами, ходом работ;
• аналитики данных: сотрудники, которые фактически анализируют данные и ищут ано-

малии;
• бизнес-пользователи/аналитики: сотрудники, которые обладают особенно подробными 

знаниями о содержании данных и могут определить, являются ли данные корректными или нет.
В процессе профилирования данных существует два основных вида деятельности, которые 

необходимо отслеживать, чтобы проект не сбился с пути:
1. Сколько данных, попавших в сферу охвата было проанализировано.
2. Как продвигается решение найденных проблем.

8. Извлечение и форматирование данных

Эта деятельность заключается в создании экстрактов и любых необходимых определений 
формата, требуемых инструментом профилирования данных.

Эта деятельность предназначена для файлов данных, которые:
• невозможно получить прямой доступ через соединения ODBC;
• не имеют подходящих форматов файлов.
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9. Выбор примеров данных

Подготовка к этому этапу в некоторой степени зависит от состояния документации, зна-
ний аналитика или экспертов, объема данных, которые необходимо загрузить.

Этот этап очень важен, поскольку позволяет:
• определить поля, которые неправильно объявлены в связанном файле;
• определить поля, которые имеют неправильный формат данных;
• определить поля, которые должны быть разбиты на составные части для анализа;
• определить таблицы значений, которые потребуется создать и загрузить в систему.
Выполнение шага с примером данных может позволить значительно сэкономить на боль-

ших файлах, загрузка которых может занять несколько часов [3].

10. Анализ

Фактический анализ может быть очень разнообразным в зависимости от знания бизнеса, 
системы и, конечно, желаемых результатов. Результаты анализа продемонстрируют следую-
щие виды проверок:

• пустые/ненулевые/низкие значения/высокие значения;
• минимумы/максимумы;
• закономерности;
• дубликаты/несоответствия;
• неверные коды;
• идентификация ключей/уникальность;

Заключение

Профилирование данных важно, поскольку мониторинг данных компании помогает обе-
спечить точность, полноту и качество. Профилирование данных проверяет эти данные для 
целей передачи, чтобы компании могли получать доступ, использовать и изменять данные при 
необходимости. Это также позволяет компаниям убедиться в качестве данных перед перено-
сом их из устаревшей системы в новую.

Вот несколько причин, по которым компании могут использовать профилирование данных:
• организовывать и понимать данные;
• проверка данных на соответствие статистическим и организационным стандартам;
• обнаружение проблем с качеством данных;
• определите конкретные данные, которые необходимо исправить;
• определение источников проблем с качеством данных.
Некоторые дефекты, которые компании обнаруживают в данных, включают отсутствующие 

значения, дублирование и аномальные закономерности. Обнаружив эти проблемы, они могут 
вовремя использовать корректирующие инструменты, такие как программное обеспечение для 
очистки данных, для устранения проблем и подготовки данных к хранению или передаче. Сво-
евременно устранение проблем позволит сэкономить ресурсы, выделенные на проект.
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Введение

Банковская сфера является одной из ключевых сфер в современной жизни любого человека. 
Наличные деньги стали не столь актуальны в повседневной жизни, все платежи удобней и бы-
стрее проводить с помощью безналичного расчёта исключая необходимость транспортировки 
наличности из пункта А в пункт Б. Одним из современных трендов в банковской сфере являют-
ся — криптовалюты. Это разновидность цифровой валюты, основанная на криптографических 
методах. К известным криптовалютам можно причислить: Bitcoin, Etherium, Litecoin и другие. 
Криптовалюты можно использовать в совершении каких-либо покупок, перевода денег лицам 
в другие государства избегая необходимости использования стандартной банковской системы 
и их ограничений в ряде стран. Принцип действия любого криптовалютного кошелька опира-
ется на два ключа: публичный и приватный. Оба ключа представляют собой набор букв и цифр. 
Первый из них уникален и известен всем, его можно ассоциировать с банковской ячейкой. Пу-
бличный ключ используется как адрес для отправки монет. Приватный же ключ является се-
кретным, и его можно ассоциировать с ключом от той самой банковской ячейки.

1. Постановка задачи

Реализовать мобильное приложение, совмещающее функции банковского приложения и 
крипто кошелька. Для это необходимо решить следующие задачи: 

1. Проанализировать бизнес-анализ для удобного взаимодействия пользователя с прило-
жением. 

2. Спроектировать архитектуру приложения и систему его взаимодействия с сервером за-
казчика. 

3. Разработать кроссплатформенное приложение, которое позволит выполнять следующие 
действия: 

• регистрация и авторизация пользователей; 
• предоставление пользователю новостей и рекомендаций, разбитых на категории; 
• осуществление всевозможных операций со счетами (различные виды переводов, попол-

нение и т.д.); 
• отображение истории операций. 

2. Анализ задачи

Итоговым продуктов должно представлять собой кроссплатформенное приложение. За-
казчик специализируется на банковской сфере. Основными его клиентами могут быть как фи-
зические лица, так и юридические лица. Необходимо обеспечить выполнение всех действий со 
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счётом, а также максимально обезопасить транзакции со стороны мобильного приложения. 
Любое действие пользователя, связанное со счетами должно инициировать проверку и изме-
нение данных на стороне заказчика. 

2.2. Результат анализа поставленной задачи 

Таким образом, приложение должно позволять выполнять следующий
набор действий:
• регистрация и авторизация пользователей;
• установка и запрос пин-кода;
• установка возможности входа в приложение по биометрическим данным;
• отображение счетов пользователя (криптовалютных и фиатных) и общего баланса;
• предоставление детальной информации по каждому счету (баланс, состояние валюты, 

список операцией с ней);
• отображение истории всех операций пользователя с возможности фильтрации;
• показ списка новостей, в том числе рекомендаций;
• детальное отображение информации о той или иной новости, с предоставлением воз-

можности произвести предлагаемое действие (например покупка той или иной валюты);
• осуществление действий (просмотр, изменение, удаление) с профилем и аккаунтом поль-

зователя;
• предоставление информации о приложении и правовых документов;
• проведение переводов между счетами пользователя;
• проведение переводов на другие счета;
• пополнение счета пользователя.

3. Средства реализации

Поставленная задача была реализована с использованием следующих средств:
1) редактор исходного кода Visual Studio Code 1.5.6;
2) интегрированная среда разработки Android Studio 4.1;
3) интегрированная среда разработки XCode 12.4;
4) язык разработки Dart;
5) фреймворк Flutter;
6) Python 3;
7) Django Rest Framework;
8) СУБД PostgreSQL.

4. Требования к аппаратному и программному обеспечению

Веб-сервер предназначен для использования в системах семейства Windows и Unix-по-
добных операционных системах с предустановленным контейнером приложений Django Rest 
Framework и СУБД PostgreSQL. Минимальные требования к аппаратному обеспечению:

• не менее 10 Gb свободного дискового пространства;
• тактовая частота процессора: не менее 1,5 Ghz;
• оперативная память (ОЗУ): не менее 2 Gb.
Требования к клиентской стороне – в случае мобильного устройства под управлением OS 

Android версия должна быть не ниже Android Jelly Bean v16, в случае мобильного устройства 
под управлением OS iOS версия должна быть не ниже, чем iOS 8. Требования к клиентскому 
аппаратному обеспечению соответствуют требованиям операционных систем.
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5. Реализация приложения

Для реализации мобильного приложения был выбран Framework с названием Flutter, на 
рис. 1 представлена структура взаимодействия функциональных модулей внутри мобильного 
приложения 

Проект для удобства, был поделен на следующие модули:
• components;
• models;
• pages;
• screens;
• ui;
• widgets.
В модуле components располагаются классы, реализующие вспомогательные компоненты, 

такие как инициализация сервиса Push-уведомлений, инициализация локальных СУБД для 
долговременного хранения пользовательской информации, например такой как избранные 
события, либо пользовательский токен авторизации. 

Модуль models располагаются DAO классы, а также классы позволяющие сериализиро-
вать и десериализировать создаваемые запросы и ответы, полученные от web-сервиса. Также 
в этом модуле прописываются url обращений к нужным эндпоинтам, и создается тело запроса 
с необходимыми данными.

Модель pages содержит в себе классы описывающие и реализующие страницы мобильного 
приложения. В них полностью описывается логика отображение всех возможных состояний 
определённой страницы, на которую перешёл пользователь. А также прописываются исполь-
зуемые виджеты.

Модуль screens описывает в себе классы экранов, на одном экране может отображаться 
несколько страниц, в зависимости от состояния экрана, вызывается та или иная страница.

Модуль ui содержит в себе классы, описывающее то, как именно виджет будет выглядеть на 
экране, его размеры, цвет, возможные отступы и другое.

Модуль widgets описывает в себе классы, которые являются виджетами. Данные виджеты 
реализуют какие-либо ui элементы. Например, кнопки добавления в избранное, панели дей-
ствий на различных страницах, полки на которых отображаются новости, или предстоящие со-
бытия. Виджеты могут быть легко переиспользованы на любой странице при необходимости.

Заключение

В результате работы было реализовано мобильное приложение, совмещающее функции 
банковского приложения и крипто кошелька. Для этого необходимо было решить следующие 
задачи: 

Рис. 1. Структура взаимодействия модулей в фреймворке Flutter
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1. Проанализировать бизнес-анализ для удобного взаимодействия пользователя с прило-
жением. 

2. Спроектировать архитектуру приложения и систему его взаимодействия с сервером за-
казчика. 

3. Разработать кроссплатформенное приложение, которое позволит выполнять следующие 
действия: 

• регистрация и авторизация пользователей; 
• предоставление пользователю новостей и рекомендаций, разбитых на категории; 
• осуществление всевозможных операций со счетами (различные виды переводов, попол-

нение и т.д.); 
• отображение истории операций. 
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УДК 004.42

РАЗРАБОТКА МОДУЛЯ НАСТРОЙКИ БИЗНЕС-КОНТЕКСТА
В РАМКАХ СИСТЕМЫ ЦЕЛЕВОГО МАРКЕТИНГА

Воронежский государственный университет

А. С. Панфилова

Аннотация. Работа посвящена анализу, проектированию и реализации сервиса, позво-
ляющего задавать бизнес-контекст в системе целевого маркетинга. В ходе работы сфор-
мированы основные требования к разрабатываемому модулю, на основе которых была 
построена логическая модель данных, а также схема взаимодействия с другими компо-
нентами системы. Описана концепция хранения данных в СУБД Oracle, представлен стек 
технологий, используемый в реализации.
Ключевые слова: бизнес-контекст, маркетинговая кампания, Campaign Management, CM, 
маркетинговая акция, целевой маркетинг, CM-система, телеком, мобильная связь, бан-
кинг, подбор предложений, модель данных, интеграция, Apache Kafka, метаданные.

Введение

В настоящее время практически все крупные организации, деятельность которых непо-
средственно связана с продажей товаров и услуг, прибегают к использованию так называемых 
маркетинговых кампаний (маркетинговых акций) — совокупности действий, направленных 
на привлечение и удержание клиентов. 

Концептуально работа всех маркетинговых акций сводится к выполнению следующих этапов: 
• сегментирование клиентской базы;
• выбор необходимого сегмента для информирования;
• отправка коммуникаций;
• мониторинг выполнения некоторого ожидаемого действия;
• вознаграждение (начисление бонуса, подключение услуги);
• анализ результатов работы.
Однако в зависимости от сферы деятельности организации прохождение каждого из эта-

пов работы маркетинговой кампании может различаться. 
Например, в банковском секторе при выделении клиентского сегмента задействованы та-

кие сущности как договор, дебетовая и кредитные карты, кредитная история и другие. В свою 
очередь в телекоммуникациях, к примеру, используются такие понятия как тариф, оператор, 
объём трафика, доверительный платёж и прочие.  

По этой причине при настройке системы целевого маркетинга необходимо иметь возмож-
ность задания бизнес-контекста в зависимости от сферы деятельности конкретной органи-
зации. Это позволит более гибко настраивать сценарии работы маркетинговых кампаний в 
соответствии с особенностями направленности каждого предприятия. 

1. Функциональность модуля

В результате анализа были выявлены необходимые функциональные требования к модулю 
настройки бизнес-контекста:

• авторизация пользователей;
• отображение информации с возможностью фильтрации по всем бизнес-сущностям, с ко-

торыми работает система;
• создание, редактирование и удаление сущности;
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• добавление атрибутов сущности c возможностью выбора типа данных, задания значений 
по умолчанию, а также пользовательского описания.

• настройка ограничений на атрибуты, должны поддерживаться все стандартные ограни-
чения:

– PRIMARY KEY;
– FOREIGN KEY;
– UNIQUE;
– CHECK; 
– NOT NULL.
• работа с сущностью в двух статусах:
– «Черновик» — сущность доступна для удаления, атрибутный состав доступен для редак-

тирования;
– «Подтверждено» — сущность недоступна для удаления, существующие атрибуты недо-

ступны для редактирования, однако существует возможность добавления новых атрибутов;
• подтверждение сущности (перевод из статуса «Черновик» в статус «Подтверждено»);
• логирование действий пользователей в части изменения сущностей и их атрибутного со-

става;
• использование заданных сущностей и их атрибутов во всех сервисах системы (при зада-

нии условия сегментации, интеграции с внешними системами и пр.).

2. Средства реализации

Для разработки и тестирования модуля выбраны следующие программные средства:
• среда разработки IntelliJ IDEA;
• язык программирования Java [1];
• СУБД Oracle [2, 3];
• язык разметки HTML 5.2;
• язык программирования JavaScript;
• система контроля версий Git; 
• брокер сообщений Apache Kafka [5];
• приложение для тестирования веб-сервисов Postman.

3. Реализация

3.1. Схема взаимодействия с другими сервисами системы

Модуль задания бизнес-контекста (business context manager) взаимодействует со следую-
щими компонентами системы:

• User Interface — frontend часть системы. Взаимодействие осуществляется посредством 
API Gateway (шлюз-система, которая является общей точкой входа в приложение);

• log manager — сервис для сбора и агрегации логов, приземляет сообщения об изменениях 
в бизнес-сущностях в DB Oracle для дальнейшего отображения в пользовательском интерфей-
се. Взаимодействие с сервисом business context manager осуществляется посредством отправки 
json-сообщений в соответствующий топик Apache Kafka.

• data manager — сервис для изменения структуры хранилища данных с учетом изменений 
в бизнес-контексте системы (добавление сущностей, атрибутов, ограничений). Взаимодей-
ствие с сервисом business context manager осуществляется посредством отправки json-сообще-
ний в соответствующий топик Apache Kafka.

Общая интеграционная схема представлена на рис. 1.
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3.2. Хранение данных

Для хранения метаданных о заданном бизнес-контексте в системе используется база дан-
ных Oracle [2, 3]. ER-диаграмма [4] представлена на рис. 2. 

3.3. Методы RESTful API

Для реализации поставленной задачи были разработаны следующие методы REST:  
• создание бизнес-сущности POST /entities;
• удаление бизнес-сущности DELETE /entities/{entityId};
• изменение бизнес-сущности PUT /entities/{entityId};
• получения списка всех бизнес-сущностей системы GET /entities;
• получения информации по атрибутам бизнес-сущности GET /entities/{entityId}/attributes;
• добавление атрибута POST /entities/{entityId}/attributes;
• удаление атрибута DELETE /entities/ attributes /{attributetId};
• получения информации по ограничениями бизнес-сущности GET /entities/{entityId}/

constraints;

Рис. 1. Схема взаимодействия с другими сервисами системы

Рис. 2. ER-диаграмма
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• добавление ограничения POST /entities/{entityId}/constraints;
• удаление ограничения DELETE /entities/constraints/{constraintId}.

4. Интерфейс пользователя

При переходе на страницу задания бизнес-контекста пользователю отображается инфор-
мация обо всех бизнес-сущностях системы (рис. 3). Также доступно редактирование суще-
ствующих сущностей путём добавления атрибутов (рис. 4) и настройки соответствующих 
ограничений на атрибуты сущности (рис. 5).

Рис. 3. Общий вид страницы управления бизнес-контекстом системы

Рис. 4. Страница редактирования атрибутов
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Заключение

Результатом работы является разработка системного модуля, позволяющего настраивать 
необходимый бизнес-контекст в системе целевого маркетинга в зависимости от направленно-
сти деятельности заказчика.
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УДК 004.627

СРАВНИТЕЛЬНЫЙ АНАЛИЗ АЛГОРИТМОВ ВЕЙВЛЕТ-СЖАТИЯ ИЗОБРАЖЕНИЙ

Воронежский государственный университет

А. А. Петрина, О. А. Медведева

Аннотация. В статье представлено описание вейвлет-преобразований Хаара и Добеши 
для изображений и описан процесс квантования изображения. Также проведён сравни-
тельный анализ процента, обнуленных в результате преобразования пикселей, и качества 
изображения, полученных после обратного преобразования. Анализ также проводился 
для изображений, полученных в результате преобразования с дополнительным обнуле-
нием пикселей.
Ключевые слова: вейвлет-преобразование изображения, вейвлет Хаара, вейвлет Добе-
ши, сжатие изображений, квантование.

Введение

При работе с изображениями существует множество алгоритмов сжатия с потерями и без. 
Среди форматов, поддерживающих сжатие с потерями, самыми популярными являются фор-
маты jpeg и jpeg2000.  Алгоритм jpeg основан на дискретно-косинусном преобразовании, а 
jpeg2000 — на вейвлет-преобразованиях. По сравнению с jpeg формат jpeg2000 имеет два пре-
имущества: большую эффективность сжатия при том же качестве изображения и отсутствие 
артефактов в виде решетки. Но несмотря на эти преимущества, jpeg2000 не так распростра-
нен, как jpeg, так как не является свободным от патентованных алгоритмов компрессии.

1. Алгоритмы вейвлет-сжатия изображений

В рамках данной статьи представлена техническая реализация двух алгоритмов вей-
влет-преобразования, а также сравнение результатов их работы применительно к сжатию изо-
бражений. В качестве исследуемых алгоритмов были взяты преобразования Хаара и Добеши.

Вейвлет-преобразование Хаара заключается в преобразовании матрицы значений пиксе-
лей изображения. Преобразование осуществляется в два этапа. На первом этапе матрица пре-
образования Хаара
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Таким образом, матрица, полученная после преобразования, делится на два блока. В одном 
из них находятся суммы значений пикселей, умноженные на a0, в другом — разности. Блок, 
содержащий суммы, соответствует уменьшенной в 2 раза копии исходного изображения, а 
блок разностей содержит информацию о межпиксельных «всплексках» (рис. 1). 

На втором этапе преобразованная матрица значений пикселей транспонируется и снова 
умножается на матрицу преобразования Хаара.

Рис. 1. Результат работы алгоритма Хаара после первого этапа
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Полученная в результате матрица делится на 4 блока: в блоке «++» содержится уменьшен-
ная в 4 раза копия исходного изображения, а в остальных блоках хранится информация о 
различиях между пикселями (рис. 2).

Для того чтобы выполнить обратное преобразование, необходимо транспонировать ма-
трицу преобразования (1).
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Рис. 2 Результат работы алгоритма Хаара после второго этапа
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Далее необходимо произвести те же действия, что и при прямом преобразовании. При 
этом за исходную матрицу, над которой проводятся манипуляции, взять матрицу, которая по-
лучена после прямого преобразования Хаара.

Вейвлет-преобразование Добеши производится аналогично преобразованию Хаара, но в 
качестве матрицы преобразования берется матрица с коэффициентами вида:
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Матрица для обратного преобразования выглядит следующим образом:
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Сжатие с потерями достигается за счёт применения к изображению, полученному с по-
мощью прямого вейвлет-преобразования, процесса квантования. Он заключается в том, что 
после применением того или иного алгоритма вейвлет-преобразования каждый пиксель полу-
ченного изображения делится на коэффициент квантования, за счет чего некоторый процент 
пикселей обнуляется, при этом уменьшается объём хранимой информации об изображении. 

2. Анализ работы алгоритмов

Реализация алгоритмов вейвлет-преобразований Хаара и Добеши выполнена на языке С# 
в виде графического приложения. 

В качестве исходного изображения было взято монохромное изображение 164×165 пиксе-
лей (рис. 3). Данное изображение содержит мелкие детали, чтобы наглядно показать насколь-
ко заметны потери качества в этих областях. 

В результате работы алгоритма для разных коэффициентов квантования рассматривается 
процент пикселей, которые в результате процесса квантования были обнулены, а также визу-
ально оценивается качество полученных после преобразования изображений.

В данной работе было проведено два сравнительных анализа. В первом сравнивались изо-
бражения, которые были получены в результате применения алгоритмов вейвлет-преобразо-
вания без дополнительного обнуления, во втором — изображения, которые получены в ре-
зультате применения алгоритмов вейвлет-преобразования с обнулением элементов блока «--», 
содержащих информация о мелких деталях и шумах на изображении (рис. 2). 

Таблица 1
Сравнительный анализ алгоритмов вейвлет-преобразования Хаара и Добеши 

без обнуления блока «--»

Коэффициент 
квантования

Процент пикселей, 
которые обнуля-
ются в результате 
работы преобра-

зования Хаара

% пикселей, кото-
рые обнуляются в 
результате работы 
преобразования 

Добеши

Результирующее 
изображение 

после обратного 
преобразования 

Хаара

Результирующее 
изображение 

после обратного 
преобразования 

Добеши
1 7 11

Рис. 3. Исходное изображение
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2 12 19

3 17 26

5 24 35

8 32 45

10 37 49

15 45 56
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20 52 61

Из табл. 1 видно, что при одном и том же коэффициенте квантования алгоритм вей-
влет-преобразования Добеши дает больший процент обнуленных пикселей, а значит, боль-
шую степень сжатия и значительно лучшее качество полученного изображения. Эффект 
сегментации для алгоритма Хаара появляется при коэффициентах выше 10, а для алгоритма 
Добеши — выше 15. Таким образом, можно сделать вывод о том, что для алгоритма Хаара 
предпочтительными будут коэффициенты меньше 10, а для алгоритма Добеши — меньше 15.

Далее проведем сравнительный анализ для алгоритмов вейвлет-преобразования Хаара и 
Добеши с дополнительным обнулением блока «--».

Проведем анализ полученных результатов из табл. 2. С увеличением коэффициентов кван-
тования наблюдается незначительное увеличение значения процента обнуленных пикселей, 
которое постепенно идет на спад. Так при изменении значении коэффициента квантования с 
1 до 5, процент обнуленных пикселей возрастает на 11 процентов, а при изменении коэффи-
циента с 15 до 20, всего на 4 процента. Таким образом, можем сделать вывод, что увеличивать 
коэффициент квантования больше 20 не имеет смысла. Аналогичный результаты дает и пре-
образование Добеши. Эффект сегментации у алгоритма Хаара появляется при коэффициен-
тах квантования больше 10, а у алгоритма Добеши — больше 15. 

Таблица 2
Сравнительный анализ алгоритмов вейвлет-преобразования Хаара и Добеши 

после обнуления блока «--»

Коэффициент 
квантования

Процент пикселей, 
которые обнуля-
ются в результате 
работы преобра-

зования Хаара

% пикселей, кото-
рые обнуляются в 
результате работы 
преобразования 

Добеши

Результирующее 
изображение 

после обратного 
преобразования 

Хаара

Результирующее 
изображение 

после обратного 
преобразования 

Добеши
1 26 29

2 29 33
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3 33 38

5 37 44

8 42 50

10 46 53

15 52 59

20 56 63

При рассмотрении процента обнуленных пикселей для одного и того коэффициента кван-
тования с дополнительным обнулением блока «--» и без обнуления можно заметить, что при 
коэффициенте, равном 1, разница между значениями процентов обнуленных пикселей для 
преобразований Хаара и Добеши соответственно равны 19 и 18, а для коэффициента, равного 
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20 — 4 и 2. То есть обнуление блока «--» имеет значение только при отсутствии процесса кван-
тования или при небольших значениях коэффициента квантования. 

Заключение

Наилучшие результаты относительно степени сжатия и качества полученного изображе-
ния показал алгротим вейвлет-преобразования Добеши. При больших коэффициентах кван-
тования у изображений появляется эффект сегментации и существенная потеря качества. 
Таким образом, для вейвлет-преобразования Хаара необходимо брать коэффициенты кван-
тования меньше 10, для вейвлет-преобразования Добеши — меньше 15. Использование обну-
ления блока «--» имеет значение только при небольших коэффициентах квантования или при 
отсутствии процесса квантования. 
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И. Ю. Полеводин, И. И. Каширская

Аннотация. Статья посвящена проектированию веб-приложения, предоставляющего 
функциональность системы управления тестированием. Приложение должно позволять 
хранить и систематизировать информацию о тестировании продукта, а также обеспечи-
вать удобный доступ к анализу данных.
Ключевые слова: тестирование, тест-менеджмент, тестовый случай, тестовый прогон, 
проектирование, интерфейс, логическая модель данных.

Введение

Система управления тестированием (Test Management System, TMS) позволяет планиро-
вать, отслеживать и проверять результат выполнения тестов. Благодаря TMS можно быстро 
сделать вывод, работает ли продукт, как ожидалось, или требует исправления и доработки [1].

Системы тест-менеджмента помогают выстроить процессы тестирования и автоматизиро-
вать выполнение рутинных задач, а также получить быстрый доступ к инструментам группо-
вой работы.

Для внутреннего пользования ГК «ЭКО ЦЕНТР» необходимо спроектировать веб-прило-
жение, являющееся максимально удобным и полезным для небольшой команды тестировщи-
ков. Приложение должно предоставлять следующие возможности:

− регистрация и авторизация пользователей;
− создание проектов; 
− создание тестовых наборов, тестовых случаев и тестовых шагов с возможностью добав-

ления файлов;
− фиксирование результатов тестовых прогонов;
− удобный доступ ко всем необходимым для анализа данным.
Аутентификация пользователя должна осуществляться при помощи логина и пароля.
Информация о тестовых случаях, тестовых прогонах и т. д. должна быть структурирована 

и представлена в достаточном, но не чрезмерном объеме. 
Необходимо предусмотреть возможность выбора результата тестирования каждого шага 

тестового случая.
Основные определения, используемые в статье: 
− тестовый случай — набор входных значений, предусловий выполнения, ожидаемых ре-

зультатов и постусловий выполнения, разработанный для определенной цели или тестового 
условия, таких как выполнения определенного пути программы или же для проверки соответ-
ствия определенному требованию;

− предусловие — условия окружения и состояния, которые должны быть выполнены перед 
началом выполнения определенного теста или процедуры тестирования;

− постусловие — условия окружения и состояния, которые должны быть выполнены по-
сле выполнения теста или процедуры тестирования;

− тестовый прогон — выполнение теста на определенной версии объекта тестирования;
− тестировщик — опытный специалист, принимающий участие в тестировании компо-

нента или системы.
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1. Анализ существующих решений

Одними из самых популярных веб-приложений в данной области являются TestRail и Qase. 
Оба имеют свои преимущества и недостатки.

TestRail — система управления тестирования, являющаяся одной из самых старых на рын-
ке. Реализует основную функциональность и предоставляет много дополнительных возмож-
ностей. Помимо интеграций с различными сторонними сервисами и подробно задокументи-
рованного API, приложение предлагает пользователю широкие отчетные метрики, а также 
возможность установки локальной версии системы [2].

Некоторые возможности TestRail могут оказаться излишними и создавать сложности в 
процессе работы тестировщика. Например, вехи (milestones, релизные версии) не всегда ак-
туальны для небольших проектов. Также нет возможности настройки интерфейса создания 
тестовых случаев, в отличие от Qase. При этом приложение является платным независимо от 
размера команды.

Стартап Qase не может похвастаться длинной историей, зато обладает более современным 
и не менее удобным интерфейсом. А на некоторых страницах интерфейс можно настроить 
под собственные нужды, например, удалив поля ввода для ненужных характеристик тестовых 
случаев. Такая возможность помогает нивелировать иногда излишнюю функциональность.

К сожалению, Qase не поддерживает русский язык. Также система является платной для 
команд численностью более трех человек [3].

В табл. 1.1 приведены результаты анализа существующих решений на соответствие выде-
ленным критериям.

Таблица 1.1
Сравнение существующих решений

Название TestRail Qase
API + +
Интеграция с другими сервисами + +
Настройка интерфейса − +
Локальная версия системы + −
Отсутствие излишней функциональности − −
Поддержка русского языка − −
Бесплатность − − (более трех человек)

Отличительными чертами проектируемого приложения в сравнении с другими существу-
ющими решениями могут стать отсутствие излишней функциональности, поддержка русского 
языка и бесплатность.

2. Построение логической модели данных

2.1. Описание предметной области

В приложении существуют различные рабочие пространства, которые соответствуют 
компаниям. К рабочим пространствам привязаны пользователи, соответствующие сотрудни-
кам компании.

В рамках рабочего пространства создаются проекты, которые могут соответствовать те-
стируемому ПО. Для тестирования создаются тестовые наборы, состоящие из тестовых слу-
чаев. Тестовый случай состоит из тестовых шагов. Пользователь может прикреплять файлы к 
создаваемому тестовому случаю.
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Можно фиксировать результаты прогона тестового случая. Для этого создается тестовый 
прогон, который связывается с прогонами каждого тестового шага. Затем для каждого прогона 
тестового шага и для всего тестового прогона выбирается результат. Для одного тестового 
случая может храниться информация о нескольких прогонах.

2.2. Логическая модель данных

Сущности Тип тестирования и Результат прогона являются справочниками со стандарт-
ным набором атрибутов; их структура приведена в табл. 2.1.

Таблица 2.1
Сущности Тип тестирования и Результат прогона

Название Обязательный PK FK Уникальный
ID + + − +
Название + − − +

Альтернативные ключи: Название.
Сущности Уровень приоритета и Уровень строгости содержат информацию о заглавных 

объектах; их структура приведена в табл. 2.2.
Таблица 2.2

Сущности Уровень приоритета и Уровень строгости
Название Обязательный PK FK Уникальный

ID + + − +
Название + − − +
ID след. уровня − − + +

Альтернативные ключи: Название.
Сущность Рабочее пространство содержит информацию о компании; ее структура приве-

дена в табл. 2.3.
Таблица 2.3

Сущность Рабочее пространство
Название Обязательный PK FK Уникальный

ID + + − +
Название + − − −

Альтернативных ключей нет.
Сущность Проект содержит информацию о тестируемом ПО; ее структура приведена в 

табл. 2.4.
Таблица 2.4

Сущность Проект
Название Обязательный PK FK Уникальный

ID + + − +
Название + − − −
ID раб. пространства + − + −

Альтернативные ключи: Название + ID раб. пространства.
Сущность Пользователь содержит информацию о сотруднике; ее структура приведена в 

табл. 2.5.
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Таблица 2.5
Сущность Пользователь

Название Обязательный PK FK Уникальный
ID + + − +
ФИО + − − −
Эл. почта + − − −
Пароль + − − −
ID раб. пространства + − + −

Альтернативные ключи: Эл. почта + ID раб. пространства.
Сущность Тестовый набор содержит информацию о тестовом наборе; ее структура приве-

дена в табл. 2.6.
Таблица 2.6

Сущность Тестовый набор
Название Обязательный PK FK Уникальный

ID + + − +
Название + − − −
ID проекта + − + −

Альтернативные ключи: Название + ID проекта.
Сущность Тестовый случай содержит информацию о тестовом случае; ее структура приве-

дена в табл. 2.7.
Таблица 2.7

Сущность Тестовый случай
Название Обязательный PK FK Уникальный

ID + + − +
Название + − − −
Комментарий − − − −
Предусловие − − − −
Постусловие − − − −
ID тест. набора + − + −
ID уровня приоритета − − + −
ID типа тест-я − − + −
ID уровня строгости − − + −

Альтернативные ключи: Название + ID тест. набора.
Сущность Тестовый шаг содержит информацию о шаге тестового случая; ее структура 

приведена в табл. 2.8.
Таблица 2.8

Сущность Тестовый шаг
Название Обязательный PK FK Уникальный

ID + + − +
Действие + − − −
Входные данные − − − −
Ожидаемый результат − − − −
ID тест. случая + − + −

Альтернативных ключей нет.
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Сущность Тестовый прогон содержит информацию о прогоне тестового случая (прогон 
связывается со случаем через прогоны шагов тестового случая, которые автоматически созда-
ются при создании прогона); ее структура приведена в табл. 2.9.

Таблица 2.9
Сущность Тестовый прогон

Название Обязательный PK FK Уникальный
ID + + − +
Название + − − −
Комментарий − − − −
Начало + − − −
Конец − − − −
ID рез-а прогона − − + −
ID пользователя + − + −

Альтернативные ключи: Название + Начало + ID пользователя.
Сущность Прогон тестового шага содержит информацию о прогоне тестового шага; ее 

структура приведена в табл. 2.10.
Таблица 2.10

Сущность Прогон тестового шага
Название Обязательный PK FK Уникальный

ID + + − +
Комментарий − − − −
ID тест. шага + − + −
ID тест. прогона + − + −
ID рез-а прогона − − + −

Альтернативные ключи: ID тест. шага + ID тест. прогона.
Сущность Файл содержит информацию о приложенном файле; ее структура приведена в 

табл. 2.11.
Таблица 2.11

Сущность Файл
Название Обязательный PK FK Уникальный

ID + + − +
Название + − − −
Путь на диске + − − +
ID тест. случая + − + −
ID пользователя + − + −

Альтернативные ключи: Путь на диске.
ER-диаграмма в нотации Crow’s Foot, созданная в инструменте проектирования БД 

Vertabelo, представлена на рис. 2.1.
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3. Проектирование интерфейса

Для проектирования интерфейса приложения использовалась среда создания макета Figma.
Все страницы созданы по одному шаблону. В верхнем меню есть возможность перейти к 

страницам проектов и рабочего пространства, а также попасть в личный кабинет. Под меню 
находится облась контента.

Страница создания тестового случая является одной из основных страниц. Она представле-
на на рис. 3.1. Для тестового случая можно указать тип тестирования, уровни строгости и при-
оритета, выбрав их в выпадающих списках, заполянемых из соответствующих справочников. 
Также пользователь имеет возможность прикрепить файлы, и ему необходимо добавить хотя 
бы один тестовый шаг. Предусмотрена возможность сохранения и открытия страницы для соз-
дания следующего тестового случая с целью увеличения скорости работы тестировщика.

Рис. 2.1. Логическая модель данных на уровне сущностей

Рис. 3.1. Создание тестового случая



882

Когда это потребуется, можно создать тестовый прогон, относящийся к определенному те-
стовому случаю.

Затем пользователь сможет зафиксировать результаты выполнения прогона, выбрав ре-
зультат тестирования для каждого шага, сравнив актуальные выходные данные с ожидаемы-
ми. Для завершения необходимо выбрать результат всего прогона. Интерфейс предусматри-
вает удобную возможность видеть необходимые для выполнения теста данные (предусловие и 
постусловие тестового случая и т. д.) на этой же странице (рис. 3.2).

Заключение

Для проектирования многопользовательского приложения, предоставляющего функцио-
нальность системы управления тестированием, был проведен анализ потребностей тестиров-
щиков, в соответствии с которым были рассмотрены уже существующие решения, и на основе 
этого определены необходимые требования к системе.

В результате была спроектирована логическая модель данных, а также был создан макет 
интерфейса веб-приложения.
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Рис. 3.2. Фиксирование результатов прогона
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Введение

Контроль знаний учащихся школ, студентов вузов, работников предприятий и т.д. играет 
большую роль. Как известно, под контролем знаний понимается система научно-обоснован-
ной проверки результатов обучения. Более узкое определение гласит, что — это выявление, 
измерение и оценка знаний, умений и навыков.

Существует множество форм контроля — экзамен, зачет, аттестация, контрольная. Но наи-
более удобным и эффективным средством проверки и оценки знаний является тест. Тест — это 
совокупность специальным образом подготовленных и подобранных заданий, позволяющих 
провести выявление требуемых характеристик процесса обучения. Одним из главных преи-
муществ теста является то, что они позволяют опросить всех участников по всем вопросам 
нужного материала в одинаковых условиях, применяя при этом ко всем, без исключения, одну 
и ту же, заранее разработанную, шкалу оценок. Это значительно повышает объективность и 
обоснованность оценки по сравнению, например, с экзаменом.

1. Постановка задачи

Разработать веб-приложение для взаимодействия пользователей с онлайн сервисом тести-
рования, представляющий следующие возможности:

• аутентификация пользователей с различными ролями;
• просмотр и изменение личной информации о пользователе;
• создание тестов;
• создание групп и добавление пользователей;
• назначение тестов на выбранного пользователя или группу;
• прохождение тестов;
• просмотр результатов прохождения тестов.

2. Средства реализации

Приложение реализовано с использованием следующего набора технологий:
• web-клиент:

– языки разработки — JavaScript, HTML5, CSS3;
– среда разработки — WebStorm;
– библиотека — React JS;
– сборщик — npm;
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– графический редактор — Figma;
– Google Chrome — браузер с отладчиком JavaScript;

• сервер:
– язык разработки — Java 11;
– среда разработки — Intelij IDEA Ultimate Edition;
– сборщик — Gradle;
– фреймворк — Spring Boot;

• база данных:
– язык разработки — SQL;
– СУБД — PostgreSQL 14;
– среда разработки — DBeaver;
– редактор моделей данных — ERwin Data Modeler;

• система контроля версий — git.

3. Реализация

3.1. Структура работы веб-приложения

Для реализации данного проекта была выбрана следующая структура веб-приложения 
(рис. 1).

Серверная часть приложения реализована на Spring Boot. Она представляет собой веб-служ-
бу и работает в стиле REST (Representation State Transfer), который предполагает применение 
различных типов HTTP запросов для взаимодействия с клиентской частью приложения.

Клиентская часть приложения реализована с помощью JavaScript-библиотеки для создания 
пользовательских интерфейсов.

Взаимодействие между клиентской и серверной частями веб-приложения реализовано по-
средством HTTP-запросов, обмен данными соответственно происходит в формате JSON.

3.2. Функциональная модель

Для получения полного представления о процессе прохождения теста пользователем, при-
ведена функциональная модель в нотации IDEF0 (рис. 2–6).

На рис. 2 показана основная функция приложения — тестирование пользователя. В каче-
стве управления, в модели выступают: данные пользователя, исходные ответы, знания поль-
зователя, критерии оценок и закон о хранении персональных данных, а в качестве механизма: 
созданный тест и программное обеспечение.

На выходе, по результатам выполнения теста, будет сформирована оценка. Функцию те-
стирование пользователя можно разбить на три функции: регистрация пользователя, прохож-
дение теста и формирование оценки (рис. 3). В качестве управления у первой функции будут 

Рис. 1. Структура работы веб-приложения
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являться данные пользователя и закон о хранения персональных данных (рис. 4). У второй 
функции — прохождение теста, управлением будут являться данные и знания пользователя, 
а механизмом будет являться: зарегистрированный пользователь, тест и программное обе-
спечение (рис. 5). У третьей функции — формирование оценки, управлением будет являться: 
исходные ответы, данные пользователя, результаты пройденного теста и критерии оценок, а в 
качестве механизма будет выступать программное обеспечение (рис. 6).

Рис. 2. Контекстная диаграмма

Рис. 3. Диаграмма декомпозиции «Тестирование пользователя»
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Рис. 4. Диаграмма декомпозиции «Регистрация пользователя»

Рис. 5. Диаграмма декомпозиции «Прохождение теста»
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3.3. Хранение данных

Для хранения данных используется база данных PostgreSQL. Логическая модель данных в 
нотации IDEF1X представлена на рис. 7.

Заключение

В результате представленной работы разработано веб-приложение для автоматизации 
процесса тестирования пользователя, представляющее следующие возможности:

• аутентификация пользователей с различными ролями;
• просмотр и изменение личной информации о пользователе;
• создание тестов;

Рис. 6. Диаграмма декомпозиции «Формирование оценки»

Рис. 7. Логическая модель данных
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• создание групп и добавление пользователей;
• назначение тестов на выбранного пользователя или группу;
• прохождение тестов;
• просмотр результатов прохождения тестов.
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Аннотация. Системы распределенных вычислений позволяют повысить производитель-
ность и быстродействие программных решений, но для эффективного функционирова-
ния подобных систем необходимы интеграционные решения, позволяющие осуществлять 
взаимодействие независимых узлов распределенных систем. Существуют различные под-
ходы к решению задач интеграции. Решению проблем выбора и исследования эффектив-
ности способа интеграции распределенных систем посвящена настоящая статья.
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Введение

В настоящее время все большую востребованность получают системы с распределенными 
вычислениями, так как современное программное обеспечение нуждается в высокой произ-
водительности наряду с большим объемом обрабатываемой информации, что актуализирует 
и обосновывает использование интегрированных распределенных систем.

Под интегрированной распределенной системой [1] будем полагать набор независимых 
процессоров, в которых исполнение операций распределено между разными программно-ап-
паратными модулями, при этом пользователю система представлена как единая. С программ-
ной точки зрения распределенная система представляет собой совокупность независимых 
программных процессов, которые интегрированы при помощи системы сообщений. Подобная 
распределенная система обладает следующими признаками: отсутствие единого времени, от-
сутствие общей памяти, географическое распределение, независимость и гетерогенность [2].

Решению проблем выбора и исследования эффективности способа интеграции распреде-
ленных систем посвящена настоящая статья.

1. Интеграция приложений

1.1. Проблемы при разработке интеграционных решений и подходы для их преодоления

Эффективность работы распределенной системы обеспечивается надежностью и степенью 
оптимизации интеграционных решений внутри системы. Основными проблемами интегра-
ционных решений, которые возникают при их разработке, являются [3]:

• Ненадежность сети передачи данных. Процессы в распределенных системах ведутся на 
независимых устройствах, поэтому для их связи используются различные технические устрой-
ства и виды связи (маршрутизаторы, телефонные линии, коммутаторы, общедоступные сети, 
спутниковые каналы связи). Разнородность приводит к рискам по задержке и потери связи.

• Низкая скорость передачи данных. Вызов локального метода на порядок быстрее време-
ни доставки данных через компьютерную сеть, из-за чего в распределенных системах необхо-
димо использовать средства проектирования, отличные от применяемых в пределах одного 
процессора.
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• Гетерогенность приложений. Необходимо учитывать различия, такие как формат дан-
ных, платформа, язык программирования, разрабатывая интеграционные решения для рас-
пределенных систем.

• Неизбежность изменений. При разработке интеграционных решений необходимо преду-
смотреть инструменты для внесения изменений и обеспечения взаимозависимости приложе-
ний внутри распределенной системы.

В настоящее время чаще всего используют следующие подходы для преодоления трудно-
стей, возникающих при разработке интеграционных решений:

• Передача файлов. Обмен информацией ведется при помощи файлов, имя, формат, распо-
ложение и действия с которыми согласованы для всех узлов распределенной системы.

• Общая база данных. Использование единого хранилища данных (физической базы дан-
ных) в качестве основы для построения общей логистической структуры в системе.

• Удаленный вызов процедуры. Предоставление доступа к части функционала приложения 
посредством удаленного вызова процедуры, при этом процесс взаимодействия требует син-
хронизации узлов системы в режиме реального времени.

• Обмен сообщениями. Размещение сообщений в общем канале позволяет осуществлять 
связь между приложениями. При этом необходимо согласование формата сообщения. Взаи-
модействие осуществляется в асинхронном режиме.

Каждое из решений имеет свои преимущества и недостатки, поэтому интеграция распре-
деленных систем допускает комбинированные решения, дающие наиболее оптимальный ре-
зультат в каждом конкретном случае.

Допускаются ненумерованные заголовки, оформляются курсивом, по центру, от текста не 
отделяются.

1.2. Обмен сообщениями в асинхронном режиме

Обмен сообщениями представляет собой один из методов интеграционных решений для 
распределенных систем и является технологией высокоскоростного взаимодействия в асин-
хронном режиме с гарантией доставки информации. Функциональная часть обмена сооб-
щениями образует связующее программное обеспечение, необходимое для работы распре-
деленной системы. Сущность работы связующего программного обеспечения заключается в 
создании возможности взаимодействия между приложениями, которые обмениваются сооб-
щениями (пакетами данных, представляющих собой некоторую структуру данных — стро-
ку, байтовый массив или объект). Сообщения транспортируются по каналу (логистическому 
маршруту, объединяющему программы и напоминающему массив сообщений, доступный 
для узлов распределенной системы). Поставщик, программа, отправляющая сообщение, име-
ет возможность разместить его в канале, а потребитель, программа, получающая сообщение, 
имеет возможность адресно считывать из канала необходимую информацию. Таким образом, 
процедура передачи сообщения происходит в следующей последовательности: создание, от-
правка, доставка, получение, обработка.

Немаловажным свойством обмена сообщениями является асинхронность, которая прида-
ет системе важные концептуальные преимущества:

• Принцип «отправить и забыть» позволяет поставщику не заботиться о дальнейшей судь-
бе сообщения после его размещения в канале, так как доставка сообщения гарантирована си-
стемой обмена сообщениями.

• Передача сообщения с промежуточным хранением в канале обеспечивает доставку сооб-
щения, сохраняя информацию сначала на компьютере поставщика на этапе отправки, а на эта-
пе доставки информация сохраняется на компьютере потребителя. Эти процессы повторяются, 
если для достижения адресата сообщение должно пройти несколько других компьютеров.
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Таким образом система обмена сообщениями обладает возможностью удаленного взаи-
модействия, платформенной и языковой интеграцией, регулированием нагрузки, асинхрон-
ное взаимодействие позволяет преодолеть рассогласованность во времени, что обеспечивает 
надежность взаимодействия узлов распределенной системы. Преимущества системы обмена 
сообщениями по сравнению с другими технологиями интеграции заключаются в следующем: 
более высокое быстродействие, чем при передаче файлов, лучшая инкапсуляция по сравне-
нию с общей базой данных, большая надежность, чем при удаленном вызове процедуры.

2. Исследование оптимального выбора метода интеграции 
при помощи нечетких систем Мамдани

Автором разработан программно-аппаратный комплекс SmartWall [4-6], позволяющий ис-
пользовать компьютерное зрение для любой поверхности в качестве интерактивного элемента 
без применения сенсорных технологий. Быстродействие программы при обработке всех про-
цессов на одном компьютере может составлять до пяти секунд. Этот показатель зависит от 
мощности процессора, поэтому в целях увеличения быстродействия планируется разработать 
распределенную систему, позволяющую уйти от этой зависимости.

Для того, чтобы оценить диапазон показателей работы системы обмены сообщениями при 
пиковых нагрузках было проведено исследование тестовой распределенной системы при по-
мощи проектирование нечетких систем Мамдани в MatLab. Входными переменными были вы-
браны производительность и объем сообщения. В табл. 1 перечислены области определения 
входных переменных и соответствующие им шкалы.

Таблица 1
Области определения входных переменных и соответствующие им шкалы

Переменная Лингвистическая шкала Область 
определения Ед. изм.

Производительность S = {низкая, средняя, высокая} [1;50] Сообщ./с
Объем сообщения S = {малый, средний, большой} [20;250] Мб

На основе созданной для нечеткой системы лингвистической базы знаний (рис. 1) была 
построена поверхность «входы-выход» (рис. 2) в пакете MatLab.

Рис. 1. Нечеткая база знаний для системы Мамдани
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Проведенное исследование показало, что использование системы обмена сообщениями 
при создании распределенной системы для программно-аппаратного комплекса SmartWall яв-
ляется оптимальным, не приводит к опасным пиковым нагрузкам, а разработка интеграцион-
ных решений для системы не требует использования комбинированных подходов

Заключение

Использование метода нечетких систем Мамдани и проектирование поверхности «вхо-
ды-выход» в пакете MatLab на основе нечеткой системы лингвистической базы знаний позво-
ляет провести оценку уровня оптимальности пиковых нагрузок выбранного интеграционного 
решения для распределенной системы и определить необходимость изменения метода инте-
грации или использования комплексного интеграционного решения.
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Аннотация. Освещена необходимость использования брокеров сообщений и проблемы, 
возникающие при проектировании которые решаются при добавлении брокеров в архи-
тектуру распределённых систем. Рассмотрены принципы работы брокеров сообщений в 
общем смысле, описано поведение издателей сообщений и их получателей в разных си-
туациях. Приведены примеры наиболее популярных брокеров сообщений, проанализи-
рованы их сильные стороны и ситуации, в которых следует использовать тот или иной 
брокер.
Ключевые слова: брокер сообщений, издатель, подписчик, сообщение, публикация, об-
мен, очередь, RabbitMQ, Apache Kafka, Redis.

Введение

С каждым годом становится всё более заметной тенденция к усложнению и увеличению в 
размерах программных систем. В то время, как сама система не является монолитом, а состо-
ит из множества отдельных компонентов, становится вопрос о взаимодействии её элементов 
друг с другом.

Межсистемный обмен сообщениями — это одна из наименее понимаемых областей ин-
формационных технологий. Разработчик или архитектор может быть хорошо знаком с раз-
личными фреймворками и паттернами программирования, но при этом не представлять, как 
работают технологии обмена сообщениями, основанные на брокере. 

Брокер сообщений представляет собой тип построения архитектуры, при котором элемен-
ты системы «общаются» друг с другом с помощью посредника. Благодаря его работе происхо-
дит снятие нагрузки с веб-сервисов, так как им не приходится заниматься пересылкой сооб-
щений: всю сопутствующую этому процессу работу он берёт на себя.

1. Анализ задачи

Распространенный сценарий, когда код работает стабильно хорошо, до поры до времени, 
пока не перестает работать. Яркий пример — разработка системы на локальном окружении 
разработчика и отсутствие нагрузочного тестирования.  Этот промежуток времени усыпля-
ет бдительность и придаёт уверенности в правильности работы системы и ложное чувство 
безопасности, что позднее приводит к только ещё большему объёма кода, основанному на 
ложных представлениях о базовом поведении технологии. Лишь когда код попадает в про-
мышленное окружение и что-то начинает идти не так, разработка сталкивается с неудоб-
ной истиной: было либо не понято базовое поведение системы, либо выбраны компромиссы, 
такие как, производительность вместо надежности, или транзакционность вместо горизон-
тальной масштабируемости.

Без использования брокеров, разработчики делают, казалось бы, разумные утверждения 
об их системах, такие как:

• любое сообщение всегда будет доставлено;
• все сообщения всегда будут обработаны;
• ответ всегда будет доставлен;
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• сообщения будут обрабатываться последовательно;
• каждое сообщение будет доставлено только один раз.
К сожалению, некоторые из этих утверждений основаны на предположениях, которые при-

менимы только при определенных обстоятельствах, в то время как другие, просто неверны.

2. Принцип работы брокеров сообщений

В работе любого брокера сообщений используются две основные сущности: producer (да-
лее — издатель) и consumer (далее — подписчик). Сущность-издатель занимается созданием 
сообщений и отправкой их сущности-потребителю. По своей сути брокер будет являться сво-
еобразной прослойкой между ними.

При этом количество подписчиков на одного издателя в определённый момент может быть 
разным. Производитель и потребитель слабо связаны и управляются независимо. Подписчик, 
который больше не заинтересован в событиях, может отменить подписку. Подписчик удаляет-
ся из конвейера, не влияя на издателя или общую функциональность системы.

На самом деле схема обмена сообщениями выглядит несколько сложнее при более деталь-
ном рассмотрении: 

Рис. 1. Общая схема публикации/подписки

Рис. 2. Схема публикации/подписки с несколькими подписчиками

Рис. 3. Детальная схема публикации/подписки
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В сложном рабочем процессе брокер может поощрять разделение бизнес-операций и коор-
динировать рабочий процесс. Например, для одной бизнес-транзакции требуются отдельные 
операции, выполняемые в последовательности бизнес-логики. Издатель выдает команду, кото-
рая сигнализирует подписчику о запуске операции. Подписчик в свою очередь подтверждает 
сообщение в отдельной очереди, зарезервированной для выстраивания ответов для издателя. 
Только после получения ответа издатель отправит новое сообщение чтобы начать следующую 
операцию в последовательности. Другой подписчик обработает это сообщение и отправляет 
сообщение о завершении в очередь ответов. С помощью обмена сообщениями службы коор-
динируют рабочий процесс транзакции между собой. Таким образом и обеспечивается темпо-
ральная развязка — даже если потребитель недоступен или не может обработать сообщение, 
оно остается в очередь.

Помимо этого, очевидным плюсом использования брокера является надёжность и устой-
чивость. 

Брокер сообщений помогает гарантировать, что сообщения не будут потеряны даже в слу-
чае сбоя обмена данными между издателем и подписчиком. Издатель может публиковать со-
общения брокеру сообщений, а подписчик может получить их при восстановлении связи.

Если у одного подписчика возникает сбой или ошибкам при обработке сообщения, другой 
подписчик может обработать это сообщение. Кроме того, даже при таком раскладе возможна 
повторная попытка обработки, так как сообщение сохраняется в брокере.

3. Существующие решения

Следует оговориться, что сейчас существует достаточно много брокеров сообщений, а 
каждый из них обладает определёнными «особенностями» и хорошо решает возложенные на 
него задачи. Например, если одни предназначены для создания инфраструктуры связи между 
распределёнными частями приложения, другие предназначены для достаточно специфиче-
ских задач, например «интернета вещей», и функционируют на основе легковесного протоко-
ла MQTT. Подобные брокеры служат для сбора статистики, температуры и других показателей 
с распределённых датчиков, установленных на определённых машинах, элементах конструк-
ций, географически разных точках территории. Говоря о брокерах сообщений в общем, имеет 
смысл рассматривать самые популярные из них.

3.1. RabbitMQ

RabbitMQ — это брокер сообщений с открытым исходным кодом. 
Говоря о RabbitMQ, можно сказать, что он представляет собой классический брокер, в ко-

тором присутствуют две описанные выше сущности – издатель и подписчик, являющийся по-
лучателем этих сообщений. 

Обе эти сущности в процессе работы взаимодействуют с очередью сообщений, которая 
представляет собой хранилище, где накапливаются отправляемые сообщения. 

Система устроена таким образом, что поддерживает обоюдное уведомление об успешно-
сти доставки с двух сторон: после того как издателем было отправлено целевое сообщение и 
оно получено, система отправляет уведомление об успешном приёме. В свою очередь подпис-
чик, если сообщение им успешно получено, также отправляет уведомление в систему. Если 
же получение прошло неуспешно, отправляется информационное сообщение, а сообщение от 
издателя остаётся в очереди, пока не будет получено подписчиком. 

Основной особенностью этого брокера является возможность настройки гибкой маршрути-
зации: при отправке сообщение необязательно должно проходить только прямолинейный путь 
от издателя к подписчику. В процессе оно может проходить через ряд промежуточных узлов об-
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мена, которые могут перенаправлять его в различные очереди. В рамках этого брокера инициато-
ром информационного обмена является продюсер, только он отправляет сообщение в сеть, в то 
время как подписчик не может запросить его сам (так называемая «push-доставка сообщений»). 

3.2. Apache Kafka

Apache Kafka — брокер сообщений, разработанный LinkedIn. 
Apache Kafka представляет собой брокер, который, в отличие от RabbitMQ, хранит все со-

общения в виде распределённого лога, причём гарантируется, что порядок сообщений отра-
жает последовательность их поступления в систему. Сообщение в этом логе хранится в тече-
ние определённого времени, и работа построена таким образом, что издатели пишут новые 
сообщения в систему, а подписчики сами их запрашивают. При надобности организуется хра-
нение сообщений в рамках тем. То есть можно сказать, что происходит определённого рода 
группировка сообщений в рамках одной темы.

Если попытаться каким-либо образом обосновать выбор в пользу той или иной системы, 
то следует учесть, что RabbitMQ позволяет сконфигурировать даже весьма сложные сценарии 
доставки сообщений, что даёт разработчикам гибкость в построении нужного сценария ин-
формирования о событиях. При этом следует учитывать, что порядок доставки сообщений не 
гарантируется.

В свою очередь, брокер Apache Kafka больше предназначен для построения высоконагру-
женных систем сферы больших данных, так как сама его парадигма параллельной обработки, 
репликации позволяет создавать достаточно надёжные системы и обеспечивать неограни-
ченные возможности по масштабированию. Высокая пропускная способность, а также воз-
можности извлечения сообщений из очереди за определённый период времени (так как они 
хранятся в очереди, как мы сказали ранее, именно в том порядке, в каком были отправлены) 
являются мощным инструментом для анализа происходящего в историческом разрезе.

3.3. Redis

Redis немного отличается от других брокеров сообщений. Он предоставляет высокопроиз-
водительное хранилище данных в памяти, которое можно использовать для хранения ключей, 
либо как брокер сообщений. 

Основная его особенность заключается в том, что Redis не обладает механизмом посто-
янного хранения данных, а наоборот сбрасывает данные на диск/в базу данных. Этот брокер 
идеально подходит для обработки данных в режиме реального времени.

Благодаря чрезвычайно быстрому обслуживанию и резидентной памяти Redis идеально 
подходит для обмена сообщениями с незначительной задержкой, когда сохранение всех пре-
дыдущих состояний не так важно и можно допустить некоторые потери.

Все три рассмотренных брокера успешно выполняют свои задачи, но действуют при этом 
совершенно по-разному. RabbitMQ способен обеспечивать такую маршрутизацию сообщений 
при незначительном трафике, Kafka — идеально подходит в тех случаях, где требуется перси-
стентность, Redis — для обмена кратковременными сообщениями. 

Чтобы правильно выбрать необходимый инструмент, важно понимать все их плюсы и ми-
нусы, с учетом конкретного применения, ситуации и требований.

Заключение

Благодаря построению архитектуры системы с использованием брокеров сообщений ста-
новится возможным реализовывать различные сценарии пересылки. Кроме того, происходит 
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разгрузка инфраструктуры, так как каждый элемент системы занимается своей работой и 
не берёт на себя лишние функции: вместо протокола REST, участвующим в обмене данными 
сервисам не нужно знать друг о друге. Таким образом поддерживается слабая связанность, и 
сложность добавления каждого нового сервиса больше не зависит от их общего количества.
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Введение

Вместе с распространением дистанционной формы обучения в вузах и других образова-
тельных учреждениях у студентов появилось намного больше задач, которые необходимо ре-
шать в онлайн-формате. Для этого обучающиеся стали использовать множество инструмен-
тов, обеспечивающих удобный процесс обучения и коммуникации с остальными студентами.

Согласно опросам, после введения дистанционного формата обучения студенты стали ис-
пытывать больше трудностей с постоянным изменением времени занятий, сложным интер-
фейсом онлайн-курсов, неудобным способом общения с преподавателем, сложным выполне-
нием совместных заданий с одногруппниками, потерей важной информации [4].

Для помощи студентам и преподавателям появились образовательные платформы, пред-
назначенные для организации процесса обучения. Но такие сервисы чаще всего создавались 
самими университетами, в следствие чего они покрывали административные потребности ву-
зов и преподавателей, а не базовые нужды студентов.

Существуют платформы-интеграторы, целью которых является налаживание взаимодей-
ствия абсолютно несвязанных на первый взгляд друг с другом систем, которые могут хорошо 
дополнять друг друга. С каждым годом такие платформы набирают все большую популяр-
ность, однако их функциональности не всегда хватает студентам.

Цель данной работы — спроектировать серверное приложение для управления группами, 
а также слой интеграции между приложением для студентов, позволяющим управлять своим 
расписанием и другими аспектами образовательного процесса, и платформами для общения, 
которые часто используются студентами.

1. Постановка задачи

Необходимо спроектировать серверное приложение, предоставляющее следующие воз-
можности:

– создание группы и управление ее настройками;
– создание тегов (пометок) в группе и прикрепление тегов к участникам;
– создание приглашения, по которому можно вступить в группу любому пользователю, об-

ладающему приглашением;
– подключение группы к ботам в различных социальных сетях;
– рассылка уведомлений подключенным ботам о событиях в группе;
– управление группой через интерфейс бота.
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2. Архитектура системы

Для описанной системы необходимо спроектировать ряд программных компонентов.
1. Сервис для работы с группами и пользовательскими метками для разделения на под-

группы.
2. Сервис уведомлений, управляющий ботами в мессенджерах и социальных сетях.
Остальные инфраструктурные сервисы являются сторонними, и их реализация не требу-

ется.
Взаимодействие сервиса уведомлений с остальными сервисами осуществляется посред-

ством передачи сообщений брокеру сообщений. Это обусловлено тем, что каждый сервис име-
ет свою базу данных, не связанную с другими сервисами.

Данный подход необходим для создания распределённой системы, которая позволит гибко 
распределять нагрузку по серверам и уменьшать время ответа сервера в различных регионах, 
децентрализовав узлы, обеспечивающие работу системы.

Схема взаимодействия сервисов представлена на рис. 1.

3. Взаимодействие баз данных в системе

Разрабатывая микросервисное приложение, возникает проблема согласованного хранения 
данных для разных сервисов.

Например, имеется две сущности, связанные друг с другом внешним ключом. Логика при-
ложения предусматривает, что эти сущности относятся к разным областям ответственности, 
и ими управляют два разных сервиса. Но необходимо поддерживать согласованное состояние 
и целостность базы данных. При этом:

1. Сервисы должны быть слабо связаны.
2. Некоторые бизнес-требования требуют транзакций, которые должны обеспечивать ин-

вариантность, охватывая сразу несколько сервисов.

Рис. 1. Схема взаимодействия сервисов в системе
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3. Некоторые запросы должны объединять данные, принадлежащие нескольким сервисам.
4. Базы данных иногда должны быть реплицированы и разделены для масштабирования.

4. Согласованность данных между сервисами системы

Согласованность данных в рамках каждого сервиса поддерживается транзакциями в ба-
зах данных каждого сервиса. Согласованность данных выше уровня каждого сервиса, то есть 
согласованность в рамках всей системы является более слабой, а именно, согласованностью в 
конечном счёте. Такой уровень согласованности является примером слабой согласованности.

В распределённой системе согласно теореме CAP (теорема Брюера), в любой реализации 
распределённых вычислений возможно обеспечить не более двух из трёх следующих свойств:

– согласованность данных (англ. Consistency);
– доступность (англ. Availability);
– устойчивость к разделению (англ. Partition tolerance).
В рассматриваемой системе согласованность в конечном счёте будет реализована с помо-

щью асинхронных коммуникаций на основе сообщений.
Модель слабой согласованности поможет повысить доступность и устойчивость к разделе-

нию. Примером системы, схожей по этим характеристикам является DNS, которая тоже реа-
лизует согласованность в конечном счёте.

Экземпляры сущностей, которые создаются, изменяются или удаляются будут генериро-
вать события, информация о которых будет отправляться в очередь сообщений. Далее, все 
сервисы, которые взаимодействуют с данными экземплярами сущностямей, будут получать 
эти события из очереди сообщений. В итоге, данные будут приходить в согласованное в конеч-
ном счете состояние через минимальное время.

Таким образом в рамках каждого отдельного сервиса будут использоваться транзакции с 
необходимым уровнем изоляции транзакций для поддержания согласованности данных и от-
сутствием аномалий. 

Но в рамках всей системы согласно теореме Брюэра невозможно реализовать такой же 
уровень согласованности данных с учетом требований доступности системы и возможности к 
разделению. С учетом некритичности согласованности данных для системы, самый подходя-
щий вариант согласованности — согласованность в конечном счёте.

5. Модели данных сервисов групп и уведомлений

Модель данных для сервиса групп содержит сущности для создания и работы с группами, 
для добавления меток пользователям и для приглашения пользователей в группу. 

Схема модели данных представлена на рис. 2.

Рис. 2. Модель данных сервиса групп
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Модель данных для сервиса уведомлений содержит сущности для подключения и настрой-
ки ботов для социальных сетей. 

Схема модели данных представлена на рис. 3.

6. Межсервисное взаимодействие

Для обеспечения слабой согласованности данных между сервисами был использован под-
ход обмена сообщениями с очередью сообщений. В качестве брокера сообщений используется 
сервер RabbitMQ. Для отправки и принятия сообщений применяется клиентская библиотека 
RabbitMQ на основе протокола AMQP [13], доступная для большинства языков программиро-
вания.

Заключение

В итоге данной работы была рассмотрена структура сервисов для студентов. В результате 
удалось спроектировать серверное приложение, предоставляющее следующие возможности:

– создание группы и управление ее настройками;
– создание тегов (пометок) в группе и прикрепление тегов к участникам;
– создание приглашения, по которому можно вступить в группу любому пользователю, об-

ладающему приглашением.
Также был спроектирован сервис для интеграции между приложением для групп, и раз-

личными сторонними сервисами, предоставляющий следующие возможности:
– подключение группы к ботам в различных социальных сетях;
– рассылка уведомлений подключенным ботам о событиях в группе;
– управление группой через интерфейс бота.
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А. С. Свиридов, М. В. Матвеева

Аннотация. В статье рассматривается стек технологий для реализации веб-приложений. 
В ходе работы будет выбран и обоснован архитектурный стиль проектирования при-
ложения, перечислены ее особенности. Определены требования к функциональности 
веб-приложения для поиска работы в IT-сфере для групп пользователей, отличающиеся 
определённой ролью. Рассмотрены составляющие веб-приложения, современные техно-
логии реализации: СУБД PostgreSQL, фреймворк Spring Boot, библиотека JavaScript React 
и HTTP-клиент Axios, который учувствует при взаимодействии клиентской и серверной 
частей.
Ключевые слова: веб-приложение, бэкенд, фронтенд, серверная часть, клиентская часть, 
REST, Spring Boot, React, база данных, PostgreSQL.

Введение

На сегодняшний день многие фирмы для взаимодействия со своими клиентами «вышли 
в сеть». При помощи веб-приложений они смогли обрабатывать и выполнять их запросы. 
Веб-приложение может выступать посредником между компаниями и соискателями, напри-
мер, при поиске работы в IT-сфере. Потенциальный работник может просматривать вакан-
сии через интернет с помощью специального веб-приложения, в котором будут собраны все 
предложения от работодателей. Компании, в свою очередь, могут найти своего будущего со-
трудника, пролистывая список предложенных людей. Исходя из этого, было принято решение 
изучить технологии для реализации веб-приложений на примере веб-приложения для поиска 
работы в IT-сфере.

Цель статьи — определить технологии для реализации веб-приложений, разобрать их вза-
имодействие друг с другом. Для этого необходимо определить требования к функционально-
сти разбираемого веб-приложения.

Веб-приложения для поиска работы в IT-сфере имеет следующие возможности:
– авторизация соискателей, компаний и администратора;
– просмотр и изменение личной информации о пользователе;
– поиск работы и соискателя по заданным параметрам;
– коммуникация между соискателем и компанией:
• отправлять сообщения и уведомления друг другу;
• оставлять отзывы и оценки компании от соискателя.
– добавление, редактирование, удаление вакансии.
Со стороны администратора предоставляется функциональность работы со всеми табли-

цами данных. Администратору доступны такие функции как:
– добавление, редактирование, удаление всех справочников;
– удаление данных соискателя, компании, вакансий.

1. Структура работы веб-приложения

На рис. 1 показана выбранная структура работы веб-приложения для поиска работы в 
IT-сфере.
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Серверная часть приложения реализована на Spring Boot [1]. Она представляет собой 
веб-службу и работает в стиле REST (Representation State Transfer). Этот стиль может иметь 
следующие особенности:

• система должна быть разделена на серверную (бэкенд) и клиентскую (фронтенд) части;
• применяются различные типы HTTP-запросов для взаимодействия с клиентской частью 

приложения;
• сервер не должен хранить какой-либо информации о клиентах.
Клиентская часть приложения реализована на JavaScript-библиотеке с открытым исход-

ным кодом React.
В клиентской части страница отображается при помощи компонентов. Переход между 

страницами осуществляется при помощи стандартной библиотеки маршрутизации (Router). 
А в сервисах вызываются методы библиотеки Axios, которые отправляют HTTP-запрос север-
ной части [2].

Северная часть отлавливает запрос при помощи контроллеров, вызываются методы серви-
сов, в которых происходит логика работы приложения. Сервисы обращаются к репозиториям, 
имеющие доступ к базе данных.

2. База данных

Для хранения данных на этапе реализации веб-приложения был выбран PostgreSQL – объ-
ектно-реляционная база данных [3]. Эта СУБД представляет все данные в виде объектов, име-
ет иерархию ролей. PostgreSQL имеет следующие преимущества:

• поддержка баз данных неограниченного размера;
• мощные и надёжные механизмы транзакций и репликации;
• расширяемая система встроенных языков программирования;
• наследование;
• лёгкая расширяемость.
Ориентируясь на перечисленные преимущества, PostgresSQL больше подходит для выбран-

ной темы, чем другие СУБД. Например, MySQL, который недостаточно надёжен при работе с 
данными, и SQLite, у которого отсутствует система пользователей.

Рис. 1. Структура работы веб-приложения
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3. Серверная часть приложения

Основная логика работы приложения находится в сервисах. Сервисы взаимодейству-
ют с репозиториями, путём вызова методов репозитория в методе сервиса. Репозиторий, в 
свою очередь, является интерфейсом, который расширяет интерфейс JpaRepository. JPA (Java 
Persistence API) – это стандартная технология, которая позволяет сопоставлять объекты с ре-
ляционными базами данных. Интерфейс JpaRepository предоставляет базовые методы для ра-
боты с базой данных. Базовыми являются методы добавления, удаления, поиска и изменения 
данных, а также можно написать собственные методы, которые будут реализовывать требую-
щийся запрос к базе данных.

Для работы с сервисами, используются специальные классы, называемые контроллерами. 
Контроллер (Controller), помеченный аннотацией @RestController, обрабатывает запрос 

пользователя, а объект, возвращаемый в его методах, записывается в область тела объекта 
ответа. Затем ответ передается в клиентскую часть приложения.

Возвращаемый объект создаётся при помощи сериализации сущности (Entity), которая 
представляют информацию в базе данных. Они могут состоять из POJO («старых добрых 
Java-объектов»).

В контроллере имеются методы, помеченные аннотацией @RequestMapping(method = 
RequestMethod.GET, path = «url»). Параметр method означает, какой из HTTP методов исполь-
зуется, а параметр path показывает, по какому адресу идет обращение. Исходя из этих параме-
тров, вызывается определённый контроллер. Далее уже в контроллере происходит обработка 
запроса и вызов всех необходимых методов сервиса.

4. Клиентская часть приложения

Клиентская часть приложения реализована при помощи React. React — это JavaScript-би-
блиотека с открытым исходным кодом для разработки пользовательских интерфейсов. Важ-
ной особенностью библиотеки React является виртуальный DOM [4]. Это объект, в котором 
содержится информация о состоянии интерфейса. Например, после того как пользователь 
отправляет данные в форме на сервер, React определяет изменение состояния и обновляет 
внешний вид интерфейса. Эта особенность позволяет работать быстрее, чем Angular и Vue.js. 
Для связи с серверной частью используется специальная библиотека – Axios. Она служит для 
создания HTTP-запросов, присутствующих извне. При помощи этой библиотеки разработчик 
может отменить запрос и время ожидания запроса, чего не может Fetch.

Заключение

В данной статье были определены технологии для реализации веб-приложений, разобраны 
их взаимодействие друг с другом. Безусловно, существует множество решений, которые мо-
гут реализовать веб-приложение, учитывая его специфику, но предложенный стек технологий 
имеет хорошую производительность и безопасность.
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ОСОБЕННОСТИ РАЗРАБОТКИ ИНТЕРФЕЙСА ДЛЯ МОБИЛЬНЫХ IOS-ПРИЛОЖЕНИЙ
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Аннотация. В данной статье рассматриваются основные отличия фреймворков для соз-
дания интерфейса для iOS-устройств. Рассматриваются технические отличия , приводят-
ся примеры кода на каждом из фреймворков. В заключении выбирается наиболее под-
ходящий фреймворк для создания интерфейса в приложении, учитывая достоинства и 
недостатки каждого из фреймворков.
Ключевые слова: UIKit, SwiftUI, фреймворк для создания интерфейса, Apple, императив-
ный подход, декларативный подход.

Введение

В настоящее время трудно представить себе жизнь без смартфона, и, соотвественно, без 
мобильных приложений, используемых пользователем. Любое приложение должно иметь 
удобный и понятный интерфейс, который будет быстро обрабатывать нажатия пользователя 
и быстро отображать информацию на дисплее. 

В рамках создания интерфейса приложения, разработчику предоставляется выбор - ис-
пользовать декларативный или императивный подходы.

1. Постановка задачи

При создании приложения для диссертации требуется исследовать доступные фреймвор-
ки для создания интерфейса и выбрать подходящий. 

2. Анализ задачи

Компания Apple предоставляет два фреймворка: UIKit — используется императивный под-
ход, и SwiftUI — используется декларативный подход. Каждый из фреймворков имеет свои 
плюсы и минусы. 

UIKit является частью пакета разработки Apple, появился в 2008 году вместе с первой вер-
сией мобильной операционной системы iOS. Кодовая база UIKit написана на языке Objective-C, 
В свою очередь Objective-C написан на языке C c добавлением объектно-ориентированного 
подхода.

SwiftUI был представлен в 2019 году вместе с 13 версией iOS. Данный фреймворк исполь-
зует декларативный подход.

В UIKit для верстки UI-элемента на экране необходимо вычисление его размера и последу-
ющее добавление или удаление данного элемента из иерархии представлений.

В SwiftUI отображение контента зависит от состояния, как только состояние меняется, 
контент автоматически перерисовывается.

3. Основные различия SwiftUI и UIKit

Используя SwiftUI, нельзя использовать Interface Builder — технологию, позволяющую соз-
давать интерфейс перетаскиванием необходимых UI-компонентов на специальную область и 
связыванием их с кодом. Для использования  данной технологии, необходимо в дополнение к 
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.swift-файлу создать .storyboard/.xib — файл, который будет содержать разметку UI-элементов. 
Однако, при использовании SwiftUI разработчику предоставляется инструмент Live Preview — 
он отображает то, как будет выглядеть экран приложения после написания кода, а также ав-
томатически перерисовывает данную область при внесении изменений в код интерфейса. На 
рис. 1. Показан интерфейс экрана , созданный с помощью Interface Builder, в коде (рис. 2.) при-
сутствует лишь связь между элементами, для того, чтобы использовать и модифицировать их 
в дальнейшем при необходимости во время жизненного цикла экрана. В SwiftUI необходимо 
именно писать код для UI-элементов. Это занимает больше строк кода.

Рис. 1. Interface Builder Рис. 2. Пример кода с использованием Inerface Builder

Разные подходы — в UIKit разработчик сам должен определять переход между состояни-
ями пользовательского интерфейса, т. е. императивным способом, в SwiftUI то, что пользова-
тель видит на экране является скорее побочным эффектом обновления структуры представле-
ния, т. е. интерфейс обновляется автоматически в зависимости от обновления данных.

По теме UIKit существует гораздо больше контента в интернете, следовательно разработ-
чику гораздо проще решать какие-либо нетривиальные проблемы, используя форумы и сооб-
щества программистов.

Один из главных минусов SwiftUI является ограничение на выбор версии iOS. SwiftUI ра-
ботает с 13 версии и выше, которая вышла в 2019 году, что усложняет переход приложений на 
SwiftUI. Например многие банковские приложения до сих пор поддерживают 11 версию iOS.

К предыдущей проблеме также относится то, что в первых версиях SwiftUI (которые под-
держивают 13 или 14 iOS соотвественно) , не хватает UI-компонентов, и приходится исполь-
зовать компоненты UIKit через UIViewRepresentable, данная технология не очень удобна в раз-
работке.

SwiftUI считается самым быстрым способом разработки интерфейса. Не смотря на то, что 
UIKit имеет технологию Interface Builder, далеко не все разработчики используют ее, так как 
исходный код файла имеет формат .xml, который очень плохо читается и достаточно трудно 
проводить код ревью с ним. Следовательно большинство разработчиков создает UI-элементы 
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с помощью кода. На листингах ниже представлен код визуального слоя для экрана с рис. 1. Как 
можно видеть на Листинге 1, при использовании UIKit кодовая база значительно увеличива-
ется, тогда как с помощью SwiftUI (Листинг 2) объем кода меньше.

Листинг 1
Пример кода на UIKit

class ViewController: UIViewController {
  
  let welcomeLabel: UILabel = UILabel()
  let detailLabel: UILabel = UILabel()
  let button: UIButton = UIButton()
  let contentStackView: UIStackView = UIStackView()
  
  override func viewDidLoad() {
    super.viewDidLoad()
    welcomeLabel.text = «Добро пожаловать»
    welcomeLabel.font = UIFont.systemFont(ofSize: 17, weight: .bold)
    welcomeLabel.translatesAutoresizingMaskIntoConstraints = false
    
    detailLabel.text = «Нажмите на кнопку ниже»
    detailLabel.font = UIFont.systemFont(ofSize: 17, weight: .medium)
    detailLabel.translatesAutoresizingMaskIntoConstraints = false
    
    button.setTitle(«Кнопка», for: .normal)
    button.setTitleColor(.white, for: .normal)
    button.backgroundColor = UIColor.systemPink
    button.translatesAutoresizingMaskIntoConstraints = false
    button.widthAnchor.constraint(equalToConstant: 75).isActive = true
    button.heightAnchor.constraint(equalToConstant: 35).isActive = true
    
    contentStackView.translatesAutoresizingMaskIntoConstraints = false
    contentStackView.axis = .vertical
    contentStackView.spacing = 30
    contentStackView.alignment = .center
    contentStackView.distribution = .fill
    contentStackView.addArrangedSubview(welcomeLabel)
    contentStackView.addArrangedSubview(detailLabel)
    contentStackView.addArrangedSubview(button)

    view.addSubview(contentStackView)
    
   contentStackView.centerXAnchor.constraint(equalTo: view.centerXAnchor).isActive = true
   contentStackView.centerYAnchor.constraint(equalTo: view.centerYAnchor).isActive = true
  }
}

Так же одним из главных отличий является то, что SwiftUI использует структуры для объ-
ектов разметки, тогда как UIKit-классы. В языке Swift классы по умолчанию передаются по 
ссылке, тогда как структуры по значению. В SwiftUI каждый раз, когда в состоянии экрана 
происходят изменения, структура , содержащая разметку,  инициализируется заново , а старая 
копия стирается. Тогда как в UIKit класс, содержащий разметку содержится в памяти до тех 
пор, пока пользователь не закроет данный экран (пока данный экран не исчезнет из иерархии 
представлений).
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Листинг 2
Пример кода на SwiftUI

struct ContentView: View {
    var body: some View {
        VStack(spacing: 30) {
            Text(«Добро пожаловать!»)
                .fontWeight(.bold)
            Text(«Нажмите на кнопку ниже»)
                .fontWeight(.medium)
            Button(action: {}) {
                Text(«Кнопка»)
            }
            .background(Color.pink)
            .foregroundColor(.white)
            .buttonStyle(.bordered)
            
        }
        .padding()
    }
}

К очередному плюсу SwiftUI можно отнести простое создание анимаций и анимационных пе-
реходов между состояниями. В UIKit практически все анимации разработчику необходимо описы-
вать детально с помощью когда, тогда как в SwiftUI уже существует множество готовых анимаций. 

Так же SwiftUI поддерживает мультиплатформенность, приложение можно написать од-
новременно для нескольких платформ , таких как watchOS и Mac Os. Интерфейс будет авто-
матически адаптироваться под размеры экранов любых устройств Apple. Это открывает воз-
можности для создания компонентов, которые работают кросс-платформенно и позволяют 
значительно уменьшить объем кода, зависящего от платформы.

Для создания виджетов, так же нужно использовать SwiftUI, если требуется наличие вид-
жета в приложении, написанном на UIKit, это не будет проблемой, разработчику предоставля-
ется возможность создать виджеты с использованием SwiftUI в таком приложении.

Заключение

Фреймворк SwiftUI более прост в использовании, с ним гораздо быстрее можно создавать 
интерфейс приложения, но один из минусов не позволяет на данный момент повсеместно его 
использовать. Ограничение версии iOS - главная проблема, SwiftUI работает только с 13 вер-
сии iOS , более того, большинство его удобных нововведений работает с 14 версии iOS. Далеко 
не все пользователи используют последнюю версию данной операционной системы, а также 
есть часть пользователей со старыми гаджетами , которые вообще не поддерживают новые 
версии iOS. 

В результате, в процессе работы над мобильным приложением для диссертации был вы-
бран фреймворк UIKit. Несмотря на немалое кол-во недостатков, он поддерживает все версии 
iOS. Однако, возможно через пару лет это среди разработчиков выбор начнет приниматься в 
сторону SwiftUI.
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СРАВНИТЕЛЬНЫЙ АНАЛИЗ ВОЗМОЖНОСТЕЙ АУДИТА
В СУБД ORACLE И POSTGRESQL

Воронежский государственный университет

Д. М. Супонева, М. В. Матвеева

Аннотация. В статье поднимается вопрос о выборе СУБД, которая предоставляет боль-
ше возможностей для аудита. Рассматривается вопрос о том, что такое аудит и зачем он 
нужен. Описываются способы аудита в Oracle и PostgreSQL и указываются их особенно-
сти, на основе которых можно выбрать СУБД, подходящую для конкретной задачи.
Ключевые слова: Oracle, PostgreSQL, СУБД, аудит, БД, пользователь, журнал аудита, си-
стема.

Введение

В настоящий момент возникает вопрос, какую СУБД лучше использовать, какая предо-
ставляет больше возможностей и является доступной. Один из признанных лидеров — это 
Oracle [1], но в текущей ситуации эта СУБД не является общедоступной. Конечно, компании, 
которые уже работали на этой СУБД, продолжают это делать, но что делать «новичкам». Одна из 
СУБД, которая поддерживается разными платформами и является доступной — PostgreSQL [2].

В текущей ситуации актуален вопрос перехода с Oracle на PostgreSQL, поэтому проведем 
сравнение двух систем управления базами данных — Oracle и PostgreSQL в рамках аудита.

Аудит — это сбор, хранение и мониторинг информации о том, что происходит в системе. 
Обычно аудит используется для мониторинга активности пользователей, но также можно от-
слеживать использование объектов БД и действия в БД. Аудит — задача администратора базы 
данных. Важно помнить, что аудит увеличивает нагрузку на систему, поэтому нужно отслежи-
вать только то, что необходимо.

1. Аудит в Oracle

В Oracle представлены следующие возможности для ведения журнала аудита:
• обязательный аудит;
• стандартный аудит;
• аудит значений;
• дифференцированный (гранулярный) аудит (FGA — Fine Grained Auditing);
• аудит DBA.

1.1. Обязательный аудит

Обязательный аудит существует в Oracle по умолчанию и не требует настроек. В системный 
журнал аудита (alert.log) попадают записи о запуске и остановке экземпляра, об изменениях 
значений параметров, о выполнении команды ALTER SYSTEM, а также записи о системных 
ошибках.

При обязательном аудите в журнал записывается информация, которая позволяет отсле-
живать активность, но не даёт детального описания действий. В основе лежит аудит на уровне 
операторов, полномочий и объектов. Происходит запись административных действий, с по-
мощью этой записи можно проводить аудит административных шагов, когда это необходимо.
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1.2. Стандартный аудит

Стандартный аудит — это самая обширная база аудита в Oracle, которая позволяет отсле-
живать действия, вид действий, объект, привилегию, доступ пользователя.

Существуют 2 стадии, связанные с использованием стандартного аудита:
1. активировать режим аудита;
2. определить категории нужные для аудита, т. е. необходимо определить какие действия 

будут создавать журнал (AUDIT_TRAIL [3] — параметр, который включает или отключает 
аудит БД и определяет действия, выполняемые над записями аудита).

Для того чтобы активировать режим аудита, нужно подключиться к базе с ролью SYSDBA 
(привилегия администратора).

1.3. Аудит значений

При аудите значений создается триггер, который будет срабатывать на определенное дей-
ствие пользователя. Когда пользователь будет выполнять это действие, запись аудита, содер-
жащая поля, которые были описаны при создании таблицы аудита, будет вставляться в эту 
таблицу аудита. Пользователь не имеет никакой информации о таблице аудита, она доступна 
только создателю триггера и таблицы аудита (администратору).

1.4. Дифференцированный аудит

Особенность гранулярного аудита заключается в том, что он следит за тем, что было сдела-
но при выполнении команды, а не только за тем, кто её выполнил.

Функциональность FGA используется через встроенный пакет DBMS_FGA. Дифференци-
рованный аудит позволяет фиксировать описания операций языка DML (операции SELECT, 
INSERT, UPDATE, DELETE) в журнале аудита. В журнале будет содержаться информация о 
том, кто выполнил операцию, точная команда, которую ввел пользователь, код SCN (System 
Change Number), значения подставляемых параметров и т.д.

Одна из самых полезных особенностей FGA — возможность избирательного применения 
для конкретных операций, что позволяет сокращать объем генерируемых данных аудита. Дру-
гая полезная особенность FGA связана с возможностью автоматического выполнения проце-
дуры, определяемой пользователем, при наступлении какого-то события.

1.5. Аудит DBA

Пользователи с ролями SYSDBA и SYSOPER могут присоединиться к остановленной БД. Запи-
си аудита хранятся вне базы данных и всегда отслеживаются подсоединения для ролей SYSDBA 
и SYSOPER. Также с помощью параметра AUDIT_SYS_OPERATIONS [4] можно включить или 
отключить дополнительный аудит действий пользователей с привилегиями SYSDBA и SYSOPER. 
Для того чтобы сопровождать журнал аудита используется параметр AUDIT_FILE_DEST [5], 
указывающий каталог операционной системы, в который записывается журнал аудита.

2. Аудит в PostgreSQL

Для ведения журнала аудита PostgreSQL предоставляет следующие возможности:
• используя исчерпывающее ведение журнала (log_statement=all);
• используя средства, предоставляемые сообществом (расширение pgAudit);
• реализовав пользовательское триггерное решение (аудит значений).
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2.1. Исчерпывающее ведение журнала

Следует избегать исчерпывающего ведения журнала, поскольку:
• увеличивается нагрузка на систему, так как создаются огромные файлы;
• нет внутренних знаний о доступе или изменении таблиц, просто печать оператора;
• требуется дополнительное программное обеспечение для создания аудиторских отчетов.

2.2. Расширение pgAudit

Ведение журнала может быть обеспечено стандартными средствами ведения журнала, это 
приемлемо для мониторинга, но не обеспечивает уровень детализации необходимый для ау-
дита. Одним из средств, предоставляющих такую возможность, является pgAudit [6].

PgAudit — это расширение PostgreSQL, которое позволяет регистрировать различные 
события, связанные с безопасностью. PgAudit записывает данные в стандартном журнале 
PostgreSQL и работает, регистрируясь при загрузке модуля. PgAudit предоставляет два режима 
работы (их можно использовать в сочетании):

• session audit logging (ведение журнала аудита сеанса);
• object audit logging (ведение журнала аудита объекта).
Используя ведение журнала аудита сеанса, фиксируются записи журнала аудита для всех 

операций, принадлежащих классам, которые определены параметром pgaudit.log для всех 
таблиц. Но, если необходимо, чтобы проверялось только небольшое подмножество данных 
(несколько таблиц), можно использовать ведение журнала аудита объектов. Этот режим по-
зволяет получить детализированную информацию о выбранных таблицах / столбцах через 
систему привилегий PostgreSQL. Для того чтобы начать использовать ведение журнала аудита 
объектов, нужно сначала настроить параметр pgaudit.role, который определяет главную роль.

Важно помнить, что при ведении журнала аудита объектов операция TRANCATE не фик-
сируется. Для этого нужно использовать ведение журнала аудита сеанса, но в этом случае фик-
сируются все операции класса WRITE для всех таблиц. Также если выдать права (GRANT) ау-
дитору к некоторой дочерней таблице, а не к родительской, действия в родительской таблице, 
которые преобразуются в действия со строками дочерней таблицы, не будут регистрироваться.

Один из минусов pgAudit заключается в том, что установка этого расширения на компью-
тер с операционной системой Windows вызывает сложности.

2.3. Аудит значений

Аудит значений в PostgreSQL реализуется так же, как в Oracle — триггер аудита срабатыва-
ет на определенное событие и информация записывается в таблицу аудита.

Рассмотрим пример аудита значений в PostgreSQL. В таблице albums содержится инфор-
мация об альбомах: название альбома, дата создания альбома, информация о группе, которая 
выпустила альбом. Будем фиксировать изменения даты создания альбома. Нам необходимо 
создать таблицу аудита, в которой будут следующие поля: тип операции, время выполнения, 
имя пользователя, id альбома, название альбома, старая и новая дата создания альбома.

Код создания таблицы аудита:
CREATE TABLE IF NOT EXISTS audit_album(
  operation VARCHAR(10) NOT NULL,
  time timestamp NOT NULL,
  user_name VARCHAR(15) NOT NULL,
  album_id INTEGER NOT NULL,
  album_name VARCHAR(50) NOT NULL,
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  old_album_year DATE NOT NULL,
  new_album_year DATE NOT NULL
);

Также нужно создать триггерную функцию, в которой будет проверка на изменение даты 
создания альбома, и сам триггер. Если пользователь меняет дату создания альбома, то запись, 
содержащая всю необходимую информацию, вставляется в таблицу аудита.

Код создания триггерной функции:
CREATE OR REPLACE FUNCTION audit_album_update()
RETURNS trigger AS
$BODY$
BEGIN
  IF TG_OP = ‘UPDATE’ THEN
    IF OLD.album_year != NEW.album_year THEN
      INSERT INTO audit_album SELECT ‘UPDATE’, now(), session_user, OLD.album_id, OLD.
album_name, OLD.album_year, NEW.album_year;
    ELSE
      RAISE EXCEPTION ‘Новое значение даты выхода альбома совпадает со старым значением!’;
    END IF;
  END IF;
  RETURN NULL;
END
$BODY$
LANGUAGE plpgsql
SECURITY DEFINER;

Код создания триггера:
CREATE OR REPLACE TRIGGER trg_audit_album_update
  AFTER UPDATE ON albums
  FOR EACH ROW 
  EXECUTE FUNCTION audit_album_update();

Таблицу аудита, триггерную функцию и триггер создаем под ролью postgres (администра-
тор) в SQL Shell (инструмент командной строки SQL). Также под ролью postgres создаем роль 
director и выдаем права на SELECT и UPDATE таблицы albums (рис. 1).

Выполним изменение даты создания альбома от роли postgres (рис. 2) и роли director 
(рис. 3).

Рис. 1. Выдача прав роли director

Рис. 2. Выполнение операции UPDATE таблицы albums от роли postgres

Рис. 3. Выполнение операции UPDATE таблицы albums от роли director
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В таблице аудита будет содержаться информация об изменениях, которые внесли пользо-
ватели и она будет доступна только создателю этой таблицы, то есть пользователю postgres 
(рис. 4). Роль director ничего не знает об этой таблице и не может получить из нее информацию 
(рис. 5).

Реализовав такое триггерное решение, можно отслеживать действия пользователей.

Заключение

На основе проведенного сравнительного анализа можно сделать вывод, что Oracle предо-
ставляет больше возможностей для выполнения аудита. Каждый может выбрать тот уровень 
аудита, который необходим для решения поставленных задач. Существенный минус аудита в 
Oracle — большие затраты дискового пространства. Аудит может быть настроен таким образом, 
что будет расходовать очень большой объем ресурсов. Однако можно ограничить выходные 
данные аудита до приемлемого объема, если провести анализ журнала аудита и вести политику, 
ориентированную только на запись жизненно важных данных, а не на аудит всей системы.

В PostgreSQL для аудита можно использовать стандартные средства, но также предусмо-
трено расширение pgAudit для большей детализации действий пользователей. Минусом ауди-
та в PostgreSQL является сложность установки расширения pgAudit на операционную систему 
Windows, но на Unix-подобной операционной системе с этим расширением можно работать, 
используя всю предоставляемую функциональность.

Таким образом, выбор СУБД зависит от того, какую задачу необходимо решить и какие ре-
сурсы пользователь готов на это потратить. Однако нужно помнить, что аудит в любой СУБД 
при неправильной настройке будет расходовать ресурсы и замедлять быстродействие систе-
мы, поэтому нужно отслеживать только те действия, которые являются критичными.
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Рис. 4. Содержимое таблицы аудита

Рис. 5. Отказ в доступе к таблице аудита для роли director
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РАЗРАБОТКА КОРПОРАТИВНОГО ХРАНИЛИЩА ДАННЫХ: ПРЕИМУЩЕСТВА 
И ПОДХОДЫ К ПРОЕКТИРОВАНИЮ

Воронежский государственный университет

А. О. Сынкова

Аннотация. Данная работа посвящена разбору причин, по которым возникает необходи-
мость в разработке корпоративного хранилища данных, описанию преимуществ исполь-
зования корпоративного хранилища данных, а также подходам к его проектированию. 
Проведен анализ существующих решений и рассмотрена типовая архитектура хранили-
ща, включая основные типы сущностей в КХД.
Ключевые слова: база данных, корпоративное хранилище данных, Oracle, SQL, архитек-
тура базы данных, нормализация, денормализация, витрина данных, звезда, снежинка.

Введение

Главной задачей корпоративного хранилища данных является загрузка, хранение и агре-
гация большого объема информации, которая необходима для анализа работы предприятия. 
Используя эту информацию, аналитики предприятия могли бы формировать различные отче-
ты, анализировать уровень эффективности своей работы, выявлять слабые места и улучшать 
качество обслуживания клиентов.

Одна и та же корпоративная база данных, как правило, не может использоваться для раз-
ных предприятий, т.к. она разрабатывается с учетом особенностей конкретной организации и 
предназначается для подготовки отчётов и бизнес-анализа конкретных пользователей.

На основе обработанных данных, как правило, принимаются важные управленческие ре-
шения на предприятиях.

1. Анализ существующих решений

1.1. Почему возникает необходимость в разработке КХД

1. Использование внешних источников данных.
Если организация собирает данные из внешних источников в «онлайн»-режиме, то всегда 

сохраняется зависимость от этих источников. Если в какой-то момент в системе, откуда вы 
забираете информацию, произойдет сбой, то вы не сможете оперативно получить доступ к 
необходимым данным и потеряете либо замедлите всю свою аналитику.

2. Большое количество источников данных.
Как правило, различные процессы предприятия поддерживают разные системы, которые 

впоследствии являются источниками данных об этих процессах. Например, внешней «фронт» 
системой, которой пользуются сотрудники банка, чтобы вносить информацию о клиентах, бу-
дет система управления взаимоотношениями с клиентами (CRM). А системой, которая обра-
батывает ежедневные банковские операции и производит обновление счетов и других финан-
совых записей, будет автоматизированная банковская система (ABS).

Эти системы выполняют различные функции и имеют разную структуру. При этом банку 
будет необходимо связать между собой информацию из обеих систем. Наиболее простой при-
мер — это связать клиента банка с его сберегательным счетом.
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При превышении количества источников данных, начинаются трудности с поддержанием 
целостности справочных/мастер-данных. Загрузка в хранилище и последующая унификация 
данных значительно снижает проблемы такого рода.

3. На предприятии много пользователей данных.
Во-первых, это влияет на то, что разным пользователям информация необходима в разном 

виде. Одному отделу необходимы BI-отчеты, другому — аналитика по количеству договоров на 
акции в разрезе торговых точек, третьему удобнее выгрузка в виде excel файлов, аналитикам 
необходимы детальные данные, которые они смогут преобразовывать самостоятельно и так 
далее. Все эти виды агрегации и представления информации удобно получать, если в системе 
есть консолидированные детальные данные из разных областей, загруженные на один слой.

Во-вторых, хранилище выполняет еще одну функцию — по разграничению прав доступа 
к определенным уровням данных. Например, банку необходимо направлять в ФНС инфор-
мацию по процентам, выплаченным клиентам по вкладам. Помимо информации о выплачен-
ных суммах, ФНС необходимо предоставлять также паспортные данные клиентов и ИНН. Эта 
информация является конфиденциальной, но в данном случае необходимой. В то же время 
добавление такой информации в BI-отчет, который необходим сотрудникам банка для анали-
тики по тем же выплатам, не будет согласовано, т.к. в отчете она является уже избыточной, и 
может произойти утечка данных.

1.2. Преимущества КХД

1. Скорость извлечения данных
Когда все необходимые данные находятся в единой базе данных, структурированы и имеют 

корректные связи таблиц, то их обработка и извлечение для выгрузки в отчет или сбора ана-
литики на витринном слое происходят гораздо быстрее, чем в случае работы с многочислен-
ными и разрозненными базами данных из разных корпоративных систем.

2. Отсутствие избыточности данных
Отсутствие избыточности подразумевает хранение только нужных атрибутов и выборку 

только необходимых массивов данных с помощью фильтров при загрузке из системы-источ-
ника. Поэтому в КХД есть все необходимые данные, но нет лишних.

3. Непротиворечивость данных
КХД использует данные из различных источников. Но прежде, чем их использовать и объ-

единять на уровне витрин, они должны быть приведены к унифицированному виду и нор-
мализованы. В хранилище данные содержатся в виде таблицы без дублей и противоречий, а 
значит отчетность, которая строится на базе этих таблиц, покажет данные достоверно и не 
вызовет вопросов у заказчиков.

Далее рассмотрим способы достижения этих преимуществ.

2. Основные типы сущностей

Типы сущностей, на которые разделяются данные.
1. Факты (Fact) — основные таблицы хранилища данных. Отражают какие-либо события. 

Например, в банке это проводки – движение денежных средств по счетам (перечисление за-
работной платы, оплата покупок картой банка и т.д.). Поскольку в крупном банке ежедневно 
производится огромное количество операций с денежными средствами, для таблиц этого типа 
характерен большой объем данных (около миллиона/миллиарда записей каждый день) и ча-
стые изменения.

2. Измерения (Dimension) — таблицы, которые хранят данные о таких понятиях, как дого-
вор, сделка, клиент, счет и т.д. Примерный объем данных таких таблиц — миллион записей за 
все время.
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3. Справочники (Dictionary) — используются для расшифровки каких-либо значений. На-
пример, справочник типа клиента: 1 — физическое лицо, 2 — юридическое лицо, -1 — не опре-
делено. Такие таблицы хранят меньше всего записей и редко изменяются.

3. Подходы к архитектуре хранилища данных

Теперь рассмотрим, каким образом эти сущности могут быть структурированы в храни-
лище.

Первый подход — «Звезда».
В такой схеме центр звезды может иметь одну таблицу фактов и несколько связанных та-

блиц измерений. Это самый простой тип схемы хранилища данных. Он оптимизирован для 
запросов больших наборов данных.

Схема разбивает таблицу фактов на ряд денормализованных таблиц измерений. Таблица 
фактов содержит агрегированные данные, которые будут использоваться для составления от-
четов, а таблица измерений описывает хранимые данные.

Денормализованные хранилища менее сложны, потому что данные сгруппированы. Табли-
ца фактов использует только одну ссылку для присоединения к каждой таблице измерений. 
Более простая конструкция звездообразной схемы значительно упрощает написание сложных 
запросов. Таким образом, чтобы получить необходимый набор данных, вам достаточно соеди-
нить факт и измерение.

Второй подход — «снежинка».
«Снежинка» является расширением «звезды» и имеет дополнительные измерения.
Схема типа «снежинка» отличается тем, что использует нормализованные данные. Нор-

мализация означает эффективную организацию данных так, чтобы все зависимости данных 
были определены, и каждая таблица содержала минимум избыточности. Таким образом, не-
которые таблицы измерений разветвляются на отдельные таблицы измерений. В «снежинке» 
добавляются типы таблиц «справочники».

Схема «снежинки» использует меньше дискового пространства и лучше сохраняет целост-
ность данных. Основным недостатком является сложность запросов, необходимых для досту-
па к данным — каждый запрос должен пройти несколько соединений таблиц, чтобы получить 
соответствующие данные.

Заключение

По итогам работы был проведен анализ существующих решений в области разработки 
корпоративных хранилищ данных, рассмотрены преимущества их использования и описаны 
подходы к архитектуре хранилища
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Аннотация. В данной работе рассматриваются актуальные на сегодняшний день методы 
компьютерной обработки изображений, используемые при решении задачи поиска вет-
вящихся структур на входных изображениях с присутствием цифрового шума, и выделе-
ния искомых структур поверх изображения.
Ключевые слова: обработка изображений, зашумленные изображения, выделение ветвя-
щихся структур, компьютерная арифметика.

Введение

На сегодняшний день решение задач, связанных с обработкой изображений является акту-
альной проблемой современной сферы развития информационных технологий. К перечню та-
ких задач относится распознавание и выделение на изображении объектов различных типов. 
В статье рассмотрены подходы к решению данной задачи при реализации методов поиска и 
выделения ветвящихся, сетчатых структур на изображениях. Под сетчатой структурой пони-
мается изображение объектов, структурно состоящих из узлов и связываемых их ветвей. Тру-
доемкость такой задачи заключается в корректной идентификации ветвящихся, извилистых 
объектов изображения, отслеживание границ их присутствия, особенно данная задача ослож-
няется при наличии в изображении дефектов и артефактов, например, в виде зашумленно-
сти. Преодоление перечисленных сложностей представляется возможным с использованием 
методов предварительной обработки изображений с последующим применением алгоритмов 
поиска и выделения узлов и ветвей на изображениях.

1. Постановка задачи

Сетчатые структуры представляют собой ветвящиеся или сетчатые объекты, включающие 
множество связанных между собой узлов. Задача обнаружения таких структур встречается в 
различных предметных областях: на изображениях русел рек, трещин материалов, медицин-
ских снимках и т. д.

С учётом возможных дефектов изображения, при работе с ними ставятся следующие задачи:
1. Применение методов первичной обработки изображений для повышения качества их 

анализа.

Рис. 1. Примеры древовидных структур в различных предметных областях
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2. Применение методов нахождения веток и узлов сетчатых структур, определение границ 
их расположения.

3. Выделение контуров найденных структур поверх исходных изображений.

2. Методы первичной обработки изображения

При работе с исходным изображением сложность вносит присутствие на анализируемых 
изображениях артефактов — графических элементов, не присутствующих в изображаемом 
объекте, но возникающих на его изображении: шум, нарушение освещенности и т. д., воз-
никают вследствие помех и иных физических условий. Первостепенной задачей при анализе 
несовершенных изображений является повышения качества их читаемости для дальнейшего 
анализа. Частым способом первичной обработки изображений является применение филь-
тров, нацеленных на снижение степени зашумленности изображения, увеличения его резко-
сти, контрастности и выделения контуров объектов анализируемых изображений.

2.1. Фильтрация зашумленного изображения

Цифровой шум представляет собой вид дефекта изображения, проявляющийся в виде зер-
ности, перепадов оттенков пикселей, вносится в изображение фотосенсорами и электроникой 
устройств вследствие несовершенства технологий и физических условий формирования изо-
бражения. Распространённым способом устранения цифрового шума является применение 
фильтров, например, Гауссовский фильтр – линейный фильтр, имеющий следующее ядро: 

2 2

2 21( , ) exp ,
22gauss

i jF i j
σ σ

 +
= − 

 π
 где 2σ  — дисперсия случайной величины [3]. Фильтр заме-

няет каждый пиксель входного изображения н усредненное значение окрестности, что помо-
гает уменьшить количество вариаций интенсивности между близстоящими пикселями, и, как 
следствие, удалить шум с изображения, повысив его читаемость. Также для фильтрации на 
изображениях применяется двусторонний фильтр – это нелинейный фильтр, способствую-
щий сохранению краёв изображения, при применении он заменяет интенсивность каждого 
пикселя средневзвешенным значением показателей соседних точек, избавляя изображение от 
зашумленности, его отличие от Гауссовского фильтра в том, что получаемые значения пиксе-
лей зависят не только от расстояния соседних точек, но и от дополнительных радиометриче-
ских критериев (например, различий в диапазоне: интенсивности цвета, глубины и т. д.), что 
помогает избежать размытия краёв изображения при фильтрации.

2.2. Регулирование резкости и контраста входного изображения

Резкость изображения характеризуется степенью различимости перепадов яркостей со-
седних участков изображения: уменьшение резкости (сглаживание) достигается путем приме-

Рис. 2. Обработка зашумленного изображения Гауссовским и двусторонним фильтром
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нения низкочастотных фильтров, для повышения резкости, напротив, применяются фильтры 
высоких частот, их применение необходимо для подчеркивания небольших деталей и конту-
ров изображения, а так же для различимости тех его деталей, которые оказались вне фокуса, 
размытыми [1].

Процесс повышения резкости работает, используя размытую в низкой степени версию ис-
ходного изображения, на первом шаге она вычитается из оригинала для обнаружения границ, 
после чего создаётся так называемая маска нерезкости (то есть фильтр высоких частот). Далее 
контраст выборочно усиливается вокруг обнаруженных границ с использованием рассчитан-
ной на предыдущем шаге маски, получая более резкое результирующее изображение на выходе.

Повышение контрастности изображение также нужно для выделения искомых структур на 
общем фоне изображения, работает аналогично механизму повышения резкости с помощью 
маски нерезкости, однако в данном случае маска создаётся с использованием более размыто-
го изображения. Таким образом формируется маска локального контраста, которая выделяет 
крупные переходы, в отличие от мелких границ, выделяемых при повышении резкости изо-
бражения. Таким образом, при задании повышенной степени контрастности при первичной 
обработке, повышается степень считываемости искомой структуры и, как следствие, качество 
анализа таких изображений.

2.3. Выделение границ объектов

Также в отдельных случаях может быть эффективно использование фильтра для выделения 
границ искомых объектов на изображении, такие фильтры строятся с использованием гра-
диентных операторов, к наиболее распространённым относятся операторы Робертса, Канни, 
Собеля. Принцип работы градиентных операторов удобно рассмотреть на примере алгоритма 
Собеля. Оператор вычисляет вектор возрастания яркости изображения в каждой точке. Та-
ким образом находится направление наибольшего увеличения степени яркости и величина её 
изменения в этом направлении. Применение оператора показывает, насколько резко меняется 
яркость изображения в каждой точке, и как следствие, указывает вероятность нахождения 
точки на границе объекта и ориентацию этих границ [2]. Результатом применения оператора 
Собеля является двумерная карта градиента для каждой точки, представленная изображени-
ем, на котором контрастными с фоном линиями отмечены участки с наибольшей величиной 
градиента — преимущественно контуры объектов. 

Также, если не стоит цели досконального детектирования сетчатой структуры, возможно 
использовать фильтр бинаризации порогового преобразования, в котором происходит про-
цесс преобразования значений всех пикселей исходного изображения в максимальное или 
минимальное значение в зависимости от результата их сравнения с пороговых значением. Для 
каждого изображения такие методы предобработки требуют ручной настройки пороговых 

Рис.3. Обработка размытого изображения фильтром повышения резкости
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значений из-за различных условий входных изображений, например, освещенности и кон-
трастности, однако получить улучшенный результат возможно, предварительно применив к 
входному изображению фильтр сглаживания.

3. Методы распознавания ветвящихся структур в изображении

При анализе изображений ветвящихся структур основной является задача отделения де-
тектируемой структуры от её окружения, выделение центров ветвей и определение направле-
ний ветвления в каждой точке структуры для последующего анализа их геометрических ха-
рактеристик. Существует несколько классов методов для обнаружения подобных структур на 
изображениях, основными среди них можно выделить следующие:

Методы, включающие применение свёртки изображений с двумерным направленным 
фильтром для последующего нахождения пиков откликов исходного изображения [4]. Пре-
имуществом данного подхода является высоковероятностное нахождение прямых участков 
ветвей, вычисление их ширины. Однако метод имеет ряд недостатков, он плохо детектирует 
тонкие, извилистые участки, также при его использовании присутствуют ложные срабатыва-
ния на сторонние элементы изображения, не относящиеся к распознаваемым объектам.

Также для решения задачи обнаружения и выделения может использоваться устойчивый к 
помехам обнаружения метод, позволяющий детектировать направления ветвей в произволь-
ных точках, в основу которого положено преобразование Радона. Так как для ряда сетчатых 
структур характерно, что их ветви часто изгибаются, и на изображении нет протяжённых пря-
мых линий, но для каждой точки ветви существует окрестность, в которой эта ветвь может 
быть аппроксимирована прямой, классическое преобразование Радона в этом методе модифи-
цируется с учётом указанных особенностей таким образом, чтобы стабильно распознавать 
структуры в местах разветвлений. Для анализа изображений сетчатых структур предполага-
ется использовать локальное веерное пре-
образование Радона, которое представляет 
собой интеграл функции f  по отрезку дли-
ной r  с началом в точке ( ),  ²x y R∈  и на-
правлением :θ

0

( , , , ) ( co ,s in ) .s
r

F x y r f x tt y dtθ θ θ+= +∫
Также актуальным является метод по-

пиксельной сегментации, основанный на 
применении алгоритмов машинного обу-
чения. Сегментация — это вид задач ком-
пьютерного зрения, заключающийся в 
обучении нейронной сети нахождению и 
выделению искомого объекта на входном 

Рис. 3. Применение фильтров выделения контуров: преобразование Собеля, 
пороговое преобразование

Рис. 4. Локальное веерное преобразование Радона
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изображении. В этом методе для каждого пикселя формируется вектор признаков, на основа-
нии которого определяется, является ли рассматриваемый пиксель изображения частью вы-
деляемой структуры. 

Для реализации подобных задач используются полносвёрточные модели нейронных сетей, 
входные слои которых могут являться фильтрами первичной обработки, рассмотренными ра-
нее, ключевыми в этой модели являются свёрточные слои, в которых операция свёртки про-
ходит ядром по переданному изображению, результатом применения свёртки является вели-
чина отклика на ядро свёртки в каждой точке изображения. Далее результаты проходят через 
следующий слой свёртки, получая значения для других ядер. Пройдя требуемое количество 
слоёв свёртки, изображение переходит в слой пулинга, этот слой уменьшает размер подаю-
щихся на вход изображений для выделения общих признаков детектируемых структур и более 
быстрой обработки данных сетью. Чередование свёрточных, пулинговых слоёв варьируется в 
разных моделях и зависит от конкретной задачи. После последнего пулинг-слоя осуществля-
ется симметричный обратный алгоритм прохождения по слоям с возвращением изображения 
на выходном слое в исходном разрешении с сегментированными ветвящимися структурами 
поверх исходного изображения. Из сложностей в данном методе существует потребность в 
наличии большого размера исходной выборки обучающих изображений с размеченными ма-
сками сегментируемых структур для обучения модели.

Заключение

В результате работы были предложены подходы к решению задачи по поиску и выделению 
ветвящихся структур в зашумленных изображениях. Рассмотренные методы распознавания 
ветвящихся структур в изображении, в зависимости от конкретного объекта обработки, при-
менимы и эффективны в различных комбинациях и сочетаниях с иными методами обработки 
изображений.
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Аннотация. В работе представлены результаты разработки серверного приложения, 
спроектированного на основе микросервисной архитектуры и предназначенного для ис-
пользования как часть образовательной онлайн-платформы, которая даёт возможность 
вести пользователям учебные расписания, перемещать и отменять занятия, создавать и 
ранжировать очереди для сдачи лабораторных или домашних работ, а также распреде-
лять в группе темы докладов, темы рефератов или научных руководителей.
Ключевые слова: микросервисная архитектура, система, серверное приложение, сервис, 
образовательная платформа, Spring-фреймворк, расписание, очередь, распределение, 
пользователь.

Введение 

В наши дни человеческая деятельность становится всё более и более цифровой. Это затра-
гивает и производство, и медицину, и финансовую сферу. Не избежал этой участи и образо-
вательный процесс, в котором из года в год всё большее значение приобретает онлайн-про-
странство. 

С другой стороны, нынешние студенты постоянно сталкиваются с большим количеством 
однотипных задач, связанных с учебным процессом, — ведение расписания, перенос или от-
мена занятий, создание очередей для сдачи заданий или лабораторных работ, распределение 
между одногруппниками тем рефератов или научных руководителей. 

Однако, на рынке программного обеспечения нет инструментов, полностью решающих все 
вышеописанные проблемы и предлагающих решение подобных типовых задач. Поэтому у со-
временных студентов данная функциональность оказывается распределена между различны-
ми онлайн-сервисами, каждый из которых решает лишь часть вышеупомянутых задач.

1. Постановка задачи 

Необходимо спроектировать и реализовать серверное приложение, обладающее следую-
щими возможностями: 

1. Создание расписания. 
2. Изменение расписания и ведение истории его изменений. 
3. Фильтрация доступности занятий по имеющимся у пользователей тегам. 
4. Создание, изменение и ведение очередей, привязанных к занятиям. 
5. Блокировка очереди и автоматическое ранжирование пользователей в ней. 
6. Запись пользователей в очереди с указанием их статусов. 
7. Создание и изменение распределений, привязанных к занятиям. 
8. Запись пользователей в распределения. 

2. Общая архитектура веб-приложения 

Веб-приложение строится на основе микросервисной архитектуры, так как это позволяет 
увеличить надёжность и упростить масштабирование сервиса, а также упростить и ускорить 
его разработку. 
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Приложение состоит из следующих микросервисов и компонентов: 
1. Клиентское браузерное приложение для взаимодействия с системой. 
2. Gate-сервис, являющийся точкой входа для API системы. 
3. Сервис переводов, который будет отправлять нужный языковой пакет пользователю на 

запуске веб-приложения. 
4. Сервис для авторизации пользователей. 
5. Сервис для работы с группами. 
6. Сервис для работы с расписаниями, очередями и распределениями. 
7. Сервис уведомлений, управляющий ботами в мессенджерах и социальных сетях. 
Взаимодействие клиентского приложения с gate-сервисом и gate-сервиса с остальными 

сервисами происходит с использованием протокола HTTP. 
Каждый микросервис обладает собственной базой данных (так называемый паттерн 

«Database per service» — «База данных на микросервис») [2]. Если таблица из одного микросер-
виса частично или полностью дублируется в другом микросервисе, то все обновления базовой 
таблицы передаются в очередь сообщений, откуда другие микросервисы могут эти изменения 
получить и совершить обновления зависимой таблицы в собственной базе данных. Такой ме-
ханизм взаимодействия микросервисов обеспечивает данным «Eventual consistency» («Согласо-
ванность в конечном счёте»). 

Для взаимодействия между сервисами используется очередь сообщений, поддерживающая 
протокол AMQP. 

3. Архитектура микросервиса 

В качестве основного фреймворка разработки был выбран Spring Framework, позволяющий 
быстро и удобно разрабатывать серверные приложения [1]. 

В качестве СУБД был выбран PostgreSQL, так как это производительное надёжное решение 
с открытом исходным кодом [3]. Для объектно-реляционного отображения между кодом ми-
кросервиса и базой данных была использована библиотека Hibernate, являющаяся реализаци-
ей JPA-спецификации [6]. 

Рис. 1. Схема общей архитектуры веб-приложения
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В качестве очереди сообщений использовался RabbitMQ, так как это решение, помимо сво-
ей простоты и доступности, поддерживает протокол AMQP [4]. 

Архитектура реализуемого микросервиса соответствует классической архитектуре Spring 
MVC приложения, то есть состоит из трёх уровней (слоёв) [5]: 

1. Контроллеры (с их помощью создаётся API приложения). 
2. Сервисы (в них реализуется бизнес-логика приложения). 
3. Репозитории (служат для взаимодействия с базой данных). 
На рис. 2 приведена общая схема архитектуры микросервиса. 

Поскольку микросервис обладает большим количеством сервисов, то для проектирования 
архитектуры сервисного слоя был разработан шаблон проектирования, который позволил из-
бежать циклических ссылок между сервисами, а также значительно ускорил реализацию сер-
висного слоя. 

Рис. 2. Схема архитектуры микросервиса

Рис. 3. Шаблон проектирования сервисного слоя
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На рис. 3 представлены интерфейсы и классы, обладающие следующими ответственностями: 
• Contoller — контроллер, соответствующий определённому эндпоинту; 
• FacadeService — сервис, производящий отображение между сущностями и DTO; 
• CrudService — сервис, производящий обработку данных; 
• ValidatingService — сервис для проверка корректности входных данных; 
• HandlingService — сервис для обработки событий CRUD-событий; 
• Repository — репозиторий. 

4. Логическая модель данных 

Для создания базы данных приложения необходимо спроектировать и проанализировать 
логическую модель данных. 

На рис. 4 приведена диаграмма логической модели данных для реализованного микросер-
виса. 

5. Программный интерфейс приложения 

В табл. 1 представлены перечень основных эндпоинтов и набор поддерживаемых для них 
HTTP-методов. 

Рис. 4. ER-диаграмма логической модели данных микросервиса
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Таблица 1
Краткая информация о поддерживаемом API микросервиса

Эндопоинт GET POST PUT DELETE
/api/v1/subjects + + + +
/api/v1/schedules + + + +
/api/v1/lessons/scheduled + + + +
/api/v1/lessons/scheduled/tags − + − +
/api/v1/lessons/fact + + + +
/api/v1/lessons/scheduled/queues + + + +
/api/v1/lessons/fact/queues − + + +
/api/v1/lessons/fact/queues/participations − + + +
/api/v1/lessons/fact/distributions + + + +
/api/v1/lessons/fact/distributions/items − + + +
/api/v1/lessons/fact/distributions/items/choices − + − +

6. Реализация сервисного уровня 

6.1. Пример применения паттерна проектирования сервисного слоя 

Пример использования разработанного паттерна сервисного уровня при реализации вет-
ки функциональности для эндпоинта «/api/v1/lessons/scheduled»: 

6.2. Реализация сервисов обновления базы данных 

Для выполнения блокировок и ранжирования очередей используется сервис 
FactQueueSchedulingService, который ищет наступившие занятия и блокирует их очереди, если 

Рис. 5. Пример использования паттерна реализации сервисного уровня
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они существуют, а после этого ранжирует участников. Периодичность вызова методов осу-
ществляется посредством класса SchedulingConfiguration [5]. 

6.3. Реализация сервисов-слушателей очереди сообщений 

Для конфигурации клиента RabbitMQ был реализован класс RabbitMqConfiguration, в ко-
тором представлены методы для настройки приёма сообщений из очереди [6]. Сообщения 
передаются в формате JSON. 

Для приёма данных из соответствующей очереди RabbitMQ используются сервисы-слуша-
тели, которые после получения сообщений производят их парсинг в Java-объекты, и затем 
передают эти объекты на дальнейшую обработку CRUD-сервисам [4]. 

7. Создание базы данных и взаимодействие с ней 

База данных была сгенерирована с помощью приложения Liquibase посредством xml-
скриптов [1]. Взаимодействия с базой данных осуществляется с помощью автоматически реа-
лизуемых репозиториев посредством Spring Data JPA [6]. 

Заключение 

В результате работы было спроектировано и реализовано серверное приложение, облада-
ющее следующими возможностями: 

1. Создание расписания. 
2. Изменение расписания и ведение истории его изменений. 
3. Фильтрация доступности занятий по имеющимся у пользователей тегам. 
4. Создание, изменение и ведение очередей, привязанных к занятиям. 
5. Блокировка очереди и автоматическое ранжирование пользователей в ней. 
6. Запись пользователей в очереди с указанием их статусов. 
7. Создание и изменение распределений, привязанных к занятиям. 
8. Запись пользователей в распределения. 

Литература 

1. Liquibase: Documantation [Электронный ресурс]. URL: https://www.liquibase.org/get-
started/how-liquibase-works (дата обращения: 21.05.2022). 

2. Microservice Architecture: Documantation [Электронный ресурс]. URL: https://microservices.
io (дата обращения: 21.05.2022). 

3. PostgreSQL: Documantation [Электронный ресурс]. URL: https://www.postgresql.org/docs/ 
(дата обращения: 21.05.2022). 

4. RabbitMQ: Documantation [Электронный ресурс]. URL: https://www.rabbitmq.com (дата 
обращения: 21.05.2022).

5. Spring: Documentation [Электронный ресурс]. URL: https://docs.spring.io/spring-
framework/docs/current/reference/html/ (дата обращения: 21.05.2022). 

6. Spring 5 для профессионалов / Ю. Козмина, Р. Харроп, К. Шефер, Х. Кларенс. – СПб. : 
ООО «Диалектика», 2020. – 1120 с.



930

УДК 004.932.2

ИССЛЕДОВАНИЕ АЛГОРИТМОВ СЕГМЕНТАЦИИ 
ДЛЯ ВЫДЕЛЕНИЯ ДЕФЕКТОВ РАЗЛИЧНЫХ ПОВЕРХНОСТЕЙ

Воронежский государственный университет

Е. В. Трофименко, И. Г. Шилова

Аннотация. В статье приведено исследование методов сегментации изображений приме-
нимых к задаче обнаружения дефектов различных поверхностей. Рассмотрены такие ме-
тоды как метод К-средних, метод обнаружения контура и метод пороговой сегментации. 
Исследование перечисленных алгоритмов подтверждено результатами тестирования на 
изображениях дефектов. Исследована работа рассмотренных алгоритмов сегментации с 
применением предобработки исходных изображений.
Ключевые слова: сегментация изображений, алгоритм, предобработка, пиксель, метод 
К-средних, метод обнаружения контура, пороговая сегментация.

Введение

На сегодняшний день сегментация изображений является одной из ключевых технологий 
в области задач компьютерного зрения. Алгоритмы сегментации находят применение в таких 
прикладных сферах, как анализ медицинских изображений, распознавание лиц, обнаружение 
дефектов на производстве различных деталей. 

Сегментация изображений — это задача обработки изображений, при которой изображе-
ние «сегментируется», т. е. разбивается на множество областей таким образом, что пиксели в 
одной области имеют общие характеристики, например, цвет пикселя или его яркость, иногда 
также используют значение прозрачности. Также результатом сегментации может являться 
множество контуров, выделенных на исходном изображении.

В данной статье проводится анализ методов сегментации изображений и исследуется воз-
можность их применения в задачах обнаружения дефектов гладких поверхностей.

1. Метод K-средних

Метод К-средних[3] — это классический алгоритм, который используется для группиров-
ки точек изображения (пикселей) таким образом, чтобы точки изображения, лежащие в од-
ном сегменте, имели схожие значения характеристик пикселя (цвет, яркость и пр.).

Для работы алгоритма необходимо определить параметр K, который соответствует коли-
честву кластеров (сегментов), к которым может принадлежать пиксель. На изображении слу-
чайным образом выбираются К отличных друг от друга пикселей, которые будут являться 
центрами будущих сегментов. Далее, на основе схожести значений характеристик точек изо-
бражения определяется, к какому из «центров» кластеров будут отнесены остав-шиеся пик-
сели изображения. Таким образом, на изображении будут выделены сегменты в количестве 
равном параметру К. Результат работы алгоритма приведен на рис. 1.

Для тестирования работы алгоритмов сегментации были использованы изображения та-
ких дефектных поверхностей как: широкая трещина в бетонной стене (рис. 1 а); трещина на 
дорожном покрытии — (рис. 1 б); выбоина в стене (рис. 1 в); царапины на белой поверхности 
(рис. 1 г).  В результате применения метода К-средних видно, что на изображениях рис. 1 д) 
и ж) была успешно выделена дефектная область. На рис.1 е) кроме дефектной области также 
были выделены текстурные особенности изображения, а на рис. 1 г) дефект не выделен.
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2. Сегментация изображения с использованием метода обнаружения контура

Данный алгоритм предполагает прохождения нескольких этапов для получения сегменти-
рованного изображения. 

1 этап. Изображение переводится в черно-белый формат, а затем определяется пороговое 
значение, относительно которого пиксели будут разделены на группы следующим образом: 
пиксели, имеющие численное значение ниже порогового, будут определены в одну группу. Во 
вторую группа будут определены пиксели, которые имеют значение больше порогового, а в 
третью группу — пиксели, совпадающие с пороговым значением. 

2 этап. Далее применяется функция для поиска контуров в полученном изображении. По-
сле создается новый рисунок с изображением полученного контура, по форме которого далее 
создается маска. 

3 этап. Полученная маска накладывается на исходное изображение, тем самым выделяя 
сегменты на изображении.

Результат работы каждого этапа сегментации методом обнаружения контура приведен на 
рис 2.

а) б) в)
Рис. 2. Этапы сегментации с помощью метода обнаружения контура: 

а) 1 этап, б) 2 этап, в) 3 этап

а) б) в) г)

д) е) ж) з)
Рис. 1. Результаты сегментации методом К-средних. а-г) Изображения до сегментации, 

д-з) результаты сегментации с параметром К=2
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Для анализа работы рассматриваемого алгоритма были использованы те же изображения, 
что применялись для исследования работы метода К-средних. Результаты сегментации изо-
бражений приведены на рис. 3.

Проанализировав полученные результаты, заметим, что алгоритм не справился с выделе-
нием только дефектной области. На рис. 1 д), е) и з) дефект выделен только частично, также 
выделена не дефектная область. На рисунке ж) выделена не только выбоина, но и окружающая 
ее не дефектная область. 

3. Пороговая сегментация (Метод Оцу)

Пороговая сегментация считается достаточно простым и эффективным методом сегмен-
тации изображений. Алгоритм преобразует цветное изображение в черно-белое, а величина 
каждого пикселя определяется уровнем серого. Алгоритм заключается в разделении изобра-
жения на две части (на задний и передний план, учитывая уровни серого у исходного изобра-
жения) с использованием дисперсии. Дисперсия в данном случае — это мера однородности 
распределения оттенков серого. Чем больше значение дисперсии между фоном и передним 
планом, тем сильнее различаются части изображения, составляющие фон и передний план.

Исследование работы алгоритма проводилась на уже известных изображениях дефектов. 
Результаты исследования приведены на рис. 4.

а) б) в) г)

д) е) ж) з)
Рис. 3. Результаты сегментации с использованием метода обнаружения контура, где 
а)–г) это изображения дефектных поверхностей, а д)–з) — результаты сегментации

а) б) в) г)
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Метод пороговой сегментации справился с выделением дефекта на изображении д) и ж), 
однако, как и метод К-средних, выделил дефект вместе с текстурными особенностями поверх-
ности на изображении е), и не справился с выделением царапины на изображении з).

4. Исследование работы алгоритмов с применением предобработки исходных изображений

Анализируя полученные результаты, приведенные на рис. 5, видно, что ни один из методов 
не справился с сегментацией изображения поверхности с царапинами. 

Также заметим, что исходное изображение царапины достаточно размытое. Кроме того, 
цвет царапин достаточно близок к цвету фона, на котором они нанесены. Для того, чтобы 
визуально выделить дефект на основном фоне, было рассмотрено несколько способов улуч-
шения изображений: увеличение резкости, сглаживание изображения, а также повышения 
контрастности, а также изучены информационные ресурсы[1–2, 4–5] для программной реа-
лизации.

Перед применение алгоритма сегментации, была проведена следующая цепочка улучше-
ний изображения: 

1. Сглаживание изображения. Этот способ был применен для того, чтобы избежать излиш-
нее выделение текстурной неровности, которая алгоритмом сегментации может быть оши-
бочно выделена вместе с дефектной областью.

2. Увеличение резкости изображения.
3. Повышение контрастности изображения.
Результат улучшения изображения приведенным способом представлен на рис. 6.
В результате проведенной предобработки, дефект выделился на общем фоне изображе-

ния — царапины стали темнее и четче, что означает, что числовое значение пикселей, состав-
ляющих царапину, значительно отличается от числового значения пикселей, лежащих в об-

д) е) ж) з)
Рис. 4. Результаты сегментации с использованием пороговой сегментации (Метод Оцу), где 

а)–г) это изображения дефектных поверхностей, а д)–з) — результаты сегментации

а) б) в) г)
Рис. 5. Результаты сегментации с изображением царапины поверхности: 

а) исходное изображение, б)–г) результаты после сегментации
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ласти фона. Однако, на изображении, помимо дефекта, также появилось «световое пятно», 
которое не видно на исходном изображении невооруженным глазом. 

Применим к полученному изображению рассмотренные алгоритмы сегментации. Резуль-
таты представлены на рис. 7.

Таким образом, с помощью обработки изображения перед применением метода сегмен-
тации, стало возможным выделить царапину на исходном изображении. Однако из-за появ-
ления на изображении светового блика, можно проследить следующее: алгоритм с использо-
ванием метода обнаружения контура определил в дефектную область не только царапину, но 
и сам блик. В то же время, алгоритм К-средних и алгоритм пороговой сегментации опреде-
лили царапины в одну область вместе с областью вокруг блика в одно дефектное множество. 
Полученный результат можно объяснить следующим образом: после повышения резкости 
изображения и повышения контрастности помимо дефектов также выделяется текстурные 
особенности поверхности, которые не удалось избежать даже после применения эффекта 
сглаживания изображения.

Заключение

В результате проделанной работы было исследовано несколько алгоритмов сегментации 
изображений. Исходя из полученных результатов можно сделать следующие выводы:

1. Метод К-средних справляется с задачей выделения дефекта от основного фона изобра-
жения, но при наличии выраженной текстуры поверхности, выделяет и ее.

2. Метод обнаружения контура очень чувствителен к текстурным неровностям на изобра-
жении поверхности и зачастую захватывает не дефектную область.

3. Сегментация с использованием порогового метода Оцу справляется с задачей выделения 
дефекта на общем фоне, при этом, также, как и метод К-средних, может выделять выраженную 
текстуру поверхности.

а) б)
Рис. 6. Результаты применения методов для улучшения изображения: 

а) изображение до обработки; б) изображение после обработки

а) б) в) г)
Рис. 7. Результаты применения алгоритмов сегментации: а) изображение до сегментации; 
б) сегментация методом К-средних; в) сегментация с использованием метода обнаружения 

контура; г) сегментация методом пороговой сегментации (Метод Оцу)
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Стоит отметить, что со слабо выраженным дефектом, изображенным на четвертой фото-
графии тестового множества (фотография царапин на поверхности) не справился ни один 
метод. Для решения такой проблемы было предложено использовать предобработку изобра-
жений, что помогло значительным образом выделить дефект на фоне. Из полученных резуль-
татов видно, что алгоритмы справились с определением дефектной области, однако подход с 
применением предобработки имеет свой недостаток в виде выделения текстурных особенно-
стей поверхности, что повлияло на результаты сегментации.
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Аннотация. Apache Airflow — это open-source инструмент, который позволяет разраба-
тывать, планировать и осуществлять мониторинг сложных рабочих процессов. Главной 
особенностью является то, что для описания процессов используется язык программиро-
вания Python. Airflow используется как планировщик ETL/ELT-процессов.
Ключевые слова: анализ данных, Big Data, BI, ETL, extract, transform, load, загрузка и об-
работка больших данных, data pipeline, большие данные, анализ данных с использовани-
ем airlflow, загрузка данных, разработка приложений, Apache Airflow.

Введение

Apache Airflow — открытое программное обеспечение для создания, выполнения, монито-
ринга и оркестровки потоков операций по обработке данных. Изначально разработан в Airbnb 
в октябре 2014 году. В марте 2016 года стал проектом Apache Incubator, в январе 2019 года — 
проектом верхнего уровня Apache Software Foundation. Написан на Python, потоки операций 
кодируются также на Python по принципу конфигурация как код (в отличие от Oozie, исполь-
зующего файлы конфигурации). Для оркестровки потоков операций используется представ-
ление в виде направленного ациклического графа; собранная группа операций может запу-
скаться либо по расписанию, либо по событию.

1. Архитектура

Для начала рассмотрим основные сущности инструмента.
DAG — является ориентированным ациклическим графом, т.е. графом у которого отсут-

ствуют циклы, однако могут присутствовать параллельные пути, которые выходят из единого 
узла. По сути DAG является сущностью, объединяющей задачи в data pipeline, где явно видны 
зависимости между узлами. Пример стандартного DAG, где задача A является начальной, и 
задача E является конечной и зависит от всех задача слева от него (рис. 1).

Оператор — это единичное звено в цепочке задач. Его используют для описания набора 
действий, необходимых чтобы выполнить определенную задачу. Фреймворк представляет для 
использования ряд готовых операторов:

Рис. 1. Пример DAG
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• python_operator — оператор для выполнения python-кода;
• bash_operator — оператор для запуска bash-скриптов/команд;
• postgres_operator — оператор для SQL запросов в СУБД PostgreSQL;
• spark_submit_operator — обертка вокруг spark-submit команды;
• docker_operator — запускает команду внутри контейнера;
• email_operator — оператор для отправки электронных писем на почту.
Полный список с описанием стандартных и дополнительных операторов отображен в офи-

циальной документации фреймворка Apache Airflow [11].
Сам DAG является объединяющей сущностью для группы операторов, то есть на рис. 2 

задача A, задача B и остальные это отдельные операторы.

Важным ограничением операторов является то, что они не способны принимать возвра-
щаемые значения предыдущих операторов в цепочке (как цепочка из вызовов методов), по-
скольку операторы могут выполняться в разных адресных пространствах или на физически 
разных машинах.

Сенсор — это одна из разновидностей сущности оператора, он удобен для использования 
при реализации событийно ориентированных pipeline-ов. В стандартном наборе определены 
следующие сенсоры:

• python_sensor — ожидает возвращения функцией значения true;
• s3_sensor — проверяет с помощью ключа наличие объекта в бакете;
• sql_sensor — выполняет запрос пока не будет найдено совпадение;
• date_time_sensor — ожидает наступления заданного времени;
• file_sensor — проверяет наличие файла или папки в файловой системе;
• day_of_week_sensor — ожидает наступления заданного дня недели.
Это всего лишь малая часть доступных для использования сенсоров. В случае необходимо-

сти создать свой сенсор, достаточно унаследоваться от класса BaseSensorOperator и переопре-
делить его метод poke.

Хуки — это внешние интерфейсы для взаимодействия с различными сервисами: базы дан-
ных, внешние удаленные ресурсы, распределенные хранилища и прочее. Хуки являются осно-
вой и строительными блоками для операторов и реализуют всю логику по взаимодействию с 
конфигурацией и доступами. Используя хуки можно избежать проблем с хранением секрет-
ной информации в коде (пароли или строки подключения).

Рис. 2. Web-интерфейс для работы с сущностями DAG
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Планировщик задач в Apache Airflow построен на Celery — python-библиотеке, позволяю-
щей организовывать очередь и асинхронное, распределенное исполнение задач. Со стороны 
платформы все задачи делятся на пулы, которые создаются вручную. Основной целью являет-
ся ограничение нагрузки на источники или типизация задач внутри самого хранилища. Пула-
ми можно удобно управлять через web-интерфейс пользователя.

При создании описания DAG ему задается пул и множество других стандартных параме-
тров, которые ответственны за поведение главного процесса:
DAG_NAME = ‘spark_load’
OWNER = ‘Trofimsov Eugene’
POOL = ‘spark_pool’ 
DEPENDS_ON_PAST = True
EMAIL_ON_RETRY = True
EMAIL_ON_FAILURE = True
PRIORITY_WEIGHT = 10
ALERT_MAILS = variable.get(«admin_mail»)
RETRIES = int(variable.get(‘retries_count’))
dt = datetime.today() - timedelta(1)
start_dt = datetime(dt.year, dt.month, dt.day)
default_args = {
  ‘pool’: POOL,
  ‘owner’: OWNER, 
  ‘retries’: RETRIES, 
  ‘email’: ALERT_MAILS,
  ‘start_date’: start_dt,
  ‘priority_weight’: PRIORITY_WEIGHT
  ‘depends_on_past’: DEPENDS_ON_PAST,
  ‘email_on_retry’: EMAIL_ON_RETRY,
  ‘email_on_failure’: EMAIL_ON_FAILURE,
}
dag.doc_md = __doc__
dag = DAG(DAG_NAME, default_args=default_args)

Заданный на уровне сущности DAG параметр, можно переопределить на более низких 
уровнях задачи. Поскольку за планировку всех задач в Apache Airflow отвечает отдельный 
процесс — Scheduler, занимающийся механикой создания постановки задач на исполнение, за-
дача, прежде чем попасть на непосредственное исполнение, проходит через несколько этапов:

1. Происходит проверка внутреннего содержимого, что внутри DAG успешно выполнены 
все предыдущие задачи и новая задача готова к постановке в очередь.

2. Происходит сортировка очереди в зависимости от приоритета задач (данными приори-
тетами можно управлять), в случае если в пуле есть один свободный слот, задача помещается 
в него и берется в работу.

3. Происходит проверка на наличие свободного worker celery, тогда задача направляется к 
нему под управление и начинается работа, запрограммированная в коде задачи.

Сервис Scheduler работает поверх множества всех DAG и всех задач внутри самих DAG. 
Чтобы Scheduler начал взаимодействие с DAG, ему нужно задать через шаблон расписание 
schedule_interval, определяющее как часто будет запускаться поток:
dag = DAG(
  dag_name,
  default_args=default_args,
  schedule_interval=’@hourly’,
)

Для этого есть стандартный набор готовых preset инструкций:
• @once;
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• @hourly;
• @daily;
• @weekly;
• @monthly;
• @yearly.
Для удобства можно использовать синтаксис cron-выражений:

dag = DAG(
  dag_name,
  default_args=default_args,
  schedule_interval=’*/10 * * * *’,
)

Проанализировав прикладное назначение и функциональные возможности платформы 
Apache Airflow, можно прийти к выводам, что главными положительными качествами это-
го фреймворка для разработки, планирования и мониторинга пакетных процессов работы с 
большими данными являются следующие пункты:

• Полноценный инструментарий создания процессов обработки данных и управления 
ими — три типа операторов (сенсоры, трансферы и обработчики), расписание запусков для 
каждой из цепочек задач, полное логирование.

• Графический веб-интерфейс для создания конвейеров потоков данных (data pipeline), 
который обеспечивает относительно низкий порог входа в технологию, позволяя рабо-
тать с Airflow не только инженеру данных, но и аналитику, разработчику, администратору и 
DevOps-инженеру. Пользователь может наглядно отслеживать жизненный цикл данных в це-
почках связанных задач, представленных в виде DAG (направленного ациклического графа).

• Расширяемый REST API, который относительно легко интегрировать в существующий 
ИТ-ландшафт корпоративной инфраструктуры и гибко настраивать конвейеры данных, на-
пример, передавать параметры в DAG.

• Программный код на python, который считается относительно простым языком для осво-
ения и профессиональным стандартом для современного специалиста в области Data Science и 
Big Data: инженера, аналитика, разработчика больших данных и специалиста по машинному 
обучению.

• Интеграция со множеством источников и сервисов — базы данных (Oracle, MySQL, 
PostgreSQL, DynamoDB, Hive), Big Data хранилища (Hadoop HDFS, Amazon S3) и облачные 
платформы (Google Cloud Platform, Amazon Web Services, Microsoft Azure).

• Наличие собственного репозитория метаданных на базе библиотеки SqlAlchemy, где хра-
нятся состояния задач, DAG-ов, глобальные переменные и остальные сущности.

• Масштабируемость за счет модульной архитектуры и очереди сообщений для неограни-
ченного числа DAG-ов и остальных сущностей.

Обратной стороной вышеупомянутых достоинств являются следующие недостатки, кото-
рые можно рассматривать как особенности, которые частично ограничивают практическое 
применение системы:

• Наличие неявных зависимостей при установке, например, дополнительные пакеты типа 
greenlet, gevent, cryptography и пр. усложняют быстрое конфигурирование и настройку этого 
фреймворка.

• Большие накладные расходы (временная задержка в несколько секунд/минут в зависимо-
сти от загруженности сервера) на постановку новых DAG в очередь и приоритизацию их задач 
при запуске основного pipeline-а.

• Необходимость обязательного наличия свободного слота в пуле задач и полностью рабо-
чего экземпляра планировщика, что является единой точной отказа для всей платформы.
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• Постфактум оповещения о сбоях и неисправностях, например, в интерфейсе Airflow логи 
появляются только после того, как само задание, в нашем случае Spark-job, было полностью 
отработано. Поэтому следить в режиме онлайн за процессом выполнения data pipeline прихо-
дится из других мест, например, web-интерфейса YARN или сервиса Spark History, но в зависи-
мости от задачи такой возможности может не быть.

• Разделение по операторам — каждый оператор Airflow исполняется в своем python-ин-
терпретаторе. Файл, который создается для определения DAG — это не просто скрипт, кото-
рый обрабатывает какие-то данные, а объект. В процессе выполнения задачи DAG не могут 
пересекаться, так как они выполняются на разных объектах и в разное время. При этом на 
практике иногда возникает потребность, чтобы несколько операторов Airflow могли выпол-
няться в едином Spark-контексте над общим пространством dataframe-ов.

Заключение

Таким образом, Apache Airflow является весьма удобным инструментом для автоматиза-
ции часто повторяющихся процессов нашей задачи. Он удобен в использовании и разверты-
вании, так же является open-source проектом с активным и развивающимся комьюнити. Для 
работы с любыми базами данных и источниками существует практически не ограниченный 
функционал сущности DAG. Его разработка и поддержка ведется множеством разработчиков 
со всего мира. Также проект получает поддержку со стороны Apache Incubator.
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Аннотация. В статье предложен алгоритм для нахождения кратчайшего пути на прямо-
угольном поле с препятствиями. Идея алгоритма опирается на распространении волны 
от некоторой начальной позиции до целевой. Алгоритм строит ориентированный путь в 
неориентированном графе.
Ключевые слова: граф.

Введение

Задача нахождение кратчайшего пути между заданными вершинами графа — одна из самых 
распространенных в приложениях. Она имеет не только самостоятельное значение (навигация, 
оптимизация линий коммуникаций, определение надежности систем), но и используется при 
конструировании некоторых алгоритмов (например, для формирования матрицы расстояний 
для минимаксных и минисуммных задач размещения, при решении задачи о пути с наибольшей 
ожидаемой пропускной способностью). Известны различные модификации и обобщения данной 
задачи (задача нахождения кратчайшего пути между всеми парами вершин, задача о кратчайшем 
пути с ограничениями). Наиболее эффективный алгоритм решения задачи о кратчайшем пути 
первоначально предложил Дейкстра. В общем случае этот алгоритм основан на приписывании 
вершинам меток, причем метка (временная) вершины дает верхнюю границу длины пути от на-
чальной вершины пути к данной вершине. В рамках итерационной процедуры величины меток 
уменьшаются, и на каждой итерации одна из временных меток становится постоянной. 

1. Задача нахождения кратчайшего пути

1.1. Постановка задачи

Пусть имеется прямоугольное поле, разбитое на квадратные ячейки, по которому переме-
щается мобильный объект, способный двигаться горизонтально и вертикально. Размеры мо-
бильного объекта строго меньше размера плитки, и в каждый момент времени он находится 
строго внутри одной из ячеек, поэтому, по сути, мобильный объект ассоциируется с одной 
из ячеек. Предположим, что на поле имеются статические препятствия, каждое из которых 
занимает ровно одну ячейку. В связи с этим, оказывается, что некоторые ячейки для объекта 
оказываются запрещенными. Препятствия не могут изменить никаких своих характеристик. 
Для мобильного объекта задаются две ячейки – исходная, в которой он находится в начальной 
момент времени, и целевая – та ячейка, в которую объект должен переместиться. 

Введем для поля с препятствиями систему координат, ориентация которой совпадает с 
вертикальной и горизонтальной границами поля. Будем считать, что разбиение поля на ячей-
ки соответствует целочисленной сетке, на которой задаются координаты ячеек, соответствую-
щих начальному положению мобильного объекта и пункту назначения, в котором мобильный 
объект должен оказаться. Необходимо найти кратчайший путь из начального положения объ-
екта в целевое с учетом имеющихся препятствий, при этом объект может перемещаться толь-
ко в соседнюю ячейку или по вертикали, или по горизонтали в любых направлениях. Занимая 
соседнюю ячейку, объект ассоциируется именно с ней.
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1.2. Формализация задачи

Введем некоторые понятия и обозначения: 
{( , )},i iF x y=  1, ,i n=  1,j m=  — плоское прямоугольное поле, разбитое на n m⋅  квадрат-

ных ячеек, каждая из которых задается своими координатами ( , );i ix y
1{ ,..., }rP p p=  — множество препятствий, каждое kp  задается координатами ячейки 

( , ),k k
i jx y  в которой они находятся.

Мобильный объект может перемещаться в четырех направлениях по свободным ячейкам 
поля вверх ( ,)↑  вправо ( ),→  вниз ( )↓  и влево ( ),←  но не может находится в ячейке, занятой 
препятствием. Исходная позиция объекта в ячейке ,s  конечная — в ячейке .t

Решение задачи ищется в форме упорядоченной последовательности координат ячеек, содер-
жащей их минимальное количество, перемещаясь по которым, мобильный объект прибудет в 
целевую ячейку ,t  начиная свое движение из ячейки .s  Такая последовательность ячеек является 
кратчайшим путем, при этом расстояние от каждой ячейки до соседней принимается равным 1.

2. Решение поставленной задачи

2.1. Основные предположения

Моделью для решения данной задачи может служить граф, вершины которого соответ-
ствуют ячейкам. Если для данной ячейки перемещение в соседнюю ячейку является допусти-
мым (т. е. соседняя ячейка не препятствие и не находится на границе), то эти две ячейки сое-
диняются ребром. В силу наличия препятствий данный граф не является полным. Возможно, 
что препятствия таковы, что граф не является связным, причем начальная и конечная верши-
ны пути принадлежат разным компонентам, тогда искомого пути не существует. Важно, что 
путь может быть найден, если только вершины s  и t  принадлежат одной связной компоненте. 
Особенностью графа является то, что он может иметь большую размерность, учитывая коли-
чество ячеек. Легко заметить, что форма ячейки не влияет на данную модель. Количество рё-
бер можно сопоставить с количеством граней ячейки, а, следовательно, задача будет решаться 
аналогично для ячейки с любым количеством граней. Справедливо и обратное: любой невзве-
шенный граф можно представить, как поле, разбитое на ячейки с количеством граней, равным 
наибольшему числу рёбер, выходящих из одной вершины.

Выделим следующие возможные ситуации, которые могут возникнуть при движении мо-
бильного объекта во время нахождения кратчайшего пути и привести к ошибке выполнения:

– путь из s  в t  не существует, соответственно, нет и кратчайшего пути, тогда необходимо 
завершить алгоритм, это можно выяснить, если были рассмотрены все доступные ячейки, но 
конечной среди них не содержалось;

– начальная позиция объекта и пункт назначения могут совпадать, в таком случае кратчай-
ший путь будет равен нулю;

– ещё не все пути были найдены, но уже есть хотя бы один, очевидно, что он и будет крат-
чайшим, и дальнейший поиск не требуется;

– какая-то из ячеек уже была рассмотрена на предыдущем шаге, и более она рассматри-
ваться не должна, а значит, её можно воспринимать как препятствие.

3.2. Описание алгоритма

Для нахождения кратчайшего пути был предложен алгоритм (рис. 1), позволяющий за ли-
нейное количество операций найти решение задачи, при этом количество ячеек, рассмотрен-
ных дважды, не превышает количества ячеек, содержащихся в кратчайшем пути.
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Рис. 1. Структура алгоритма
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Идея алгоритма заключается в распространении волны из вершины s  по всем возможным 
направлениям, пока не будет достигнута вершина .t  Алгоритм включает три этапа.

На первом этапе строится поле .F  Так как оно представляет собой набор квадратных яче-
ек, то его удобно представить двумерным массивом, где элементы — это сами ячейки, а их 
индексы — координаты. Чтобы мобильный объект не мог покинуть поле, и не было необходи-
мости вводить дополнительные ограничения, длина и ширина поля увеличены на два, и все 
граничные элементы массива помечаются как занятые. Для размещения препятствий на са-
мом поле используются их координаты, они же, в данном случае, и индексы массива. Их так же 
необходимо пометить занятыми.

Второй этап — распространение волны. Начиная с начальной ячейки, соответствующей 
началу пути, равномерно помечаются все клетки, пока не будет покрыто всё доступное поле 
или целевая ячейка — конец пути. В данном случае за покрытие принимается расстановка ме-
ток для каждой ячейки, в которую имеется путь из начальной позиции. Таким образом, после 
распространения волны все плитки будут содержать информацию о значении расстояния до 
каждой ячейки, включая пункт назначения, если до него возможно добраться (рис. 4).

Третий этап — обратный ход от целевой до начальной позиции предназначен для поиска 
самого пути. На каждом шаге для текущей ячейки рассматриваются все соседние, и выделяют-
ся те, для которых метка отличается от метки текущей вершины на 1. Такая ячейка добавляет-
ся в массив кратчайшего пути и становится текущей (рис. 2).

На рис. 3 представлен пример решения задачи предложенным алгоритмом.

Рис. 2. Граф для нахождения кратчайшего пути (пример)
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Рис. 3. Кратчайший путь

Рис. 4. Функция распространения волны
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Заключение

Предложенный алгоритм имеет линейную вычислительную сложность и не содержит 
сложных математических операций или функций, кроме добавления элемента в контейнер и 
его извлечения, что делает возможным находить кратчайший путь на полях огромных разме-
ров. Кроме того, данный алгоритм можно модифицировать, что позволит использовать его 
для работы на графах с большим количеством высот. Его адаптивность в добавлении рёбер 
может расширить спектр решаемых им задач, а удобная визуализация поможет наглядно рас-
смотреть сложные в графическом представлении графы.
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СРАВНИТЕЛЬНОЕ ИССЛЕДОВАНИЕ ФРЕЙМВОРКОВ SPRING BOOT И QUARKUS 
ДЛЯ СОЗДАНИЯ ВЕБ-ПРИЛОЖЕНИЯ НА ЯЗЫКЕ JAVA

Воронежский государственный университет

И. Р. Чулкова

Аннотация. В статье рассмотрены современные фреймворки для создания веб-приложе-
ний. Особое внимание уделяется практической части: сравнение метрик полученных при 
создании и тестировании приложений с одинаковой функциональностью разработанных 
на базе разных фреймворков.
Ключевые слова: клиент-серверное приложение, MVC, Quarkus, Spring Boot, сборка при-
ложения, время запуска.

Введение

Данная работа посвящена сравнению двух фреймворков для создания клиент-серверных 
приложений на языке java. В современном мире разработка клиент-серверных приложений 
как никогда актуальна. Практически 90 % сервисов в Интернете работают, используя архитек-
туру клиент-сервер (задания или сетевая нагрузка распределены между поставщиками услуг, 
называемыми серверами, и заказчиками услуг, называемыми клиентами). На рис. 1 представ-
лен шаблон архитектуры клиент-серверного приложения, в котором серверная часть на языке 
java может быть реализована с помощью таких фреймворков как: Spring Boot, Spring MVC, 
Quarkus. 

В любом случае, важно знать сильные и слабые стороны выбранной технологии, поэто-
му перед началом разработки приложения необходимо выбрать набор инструментов. Какой 
фреймворк подойдет для простого одностраничного веб-приложения, а какой подойдет для 
высоконагруженной системы? Для того чтобы выделить сильные и слабые стороны рассма-
триваемых фреймворков были разработаны два приложения с идентичной функционально-
стью — один на базе Spring Boot, другой — Quarkus. Далее было проведено тестирование дан-
ных приложений по определенным метрикам.

Рис. 1. Шаблон архитектуры клиент-серверного приложения
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1. Особенности Spring Boot

Spring Boot — это популярный, легкий и удобный для разработчиков фреймворк с откры-
тым исходным кодом. Он предназначен для облегчения написания приложения на Java, кото-
рые можно развернуть в облаке или запустить на рабочем столе. 

На основе Spring Boot можно создавать веб сайты различных жанров и возможностей. На-
пример, создать простой одностаничник или крупный веб проект.

Рассмотрим особенности фреймворка:

1. Проверка Компонентов — Spring Boot предоставляет возможность проверки компонен-
тов на уровне класса, а также дает возможность проверять отдельные свойства компонентов. 
Проверка выполняется с использованием аннотаций.

2. MVC — Spring Boot поддерживает шаблон MVC и предоставляет несколько специфич-
ных для MVC функций. 

3. Web — Spring Boot предоставляет возможность настроить ряд веб-функций, таких как 
статические ресурсы, статическая подача файлов и веб-аутентификация.

Рис. 2. Схема работы Spring Boot

Рис. 3. Особенности Spring Boot
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4. Spring Cloud — Spring Boot предоставляет возможность создавать приложения, которые 
можно развернуть в облаке. 

Плюсы:
• упрощение зависимостей в файле pom.xml
• встроенный сервер tomcat
• наличие множества стартеров, для работы, например, с hibernate и spring data.
Минусы:
• тяжелый, медленный запуск
• Плохо работает с минимальными приложениями
• Приложения Spring Boot не всегда легко контейнеризовать.

2. Особенности Quarkus

Quarkus Framework — это нативный стек Java для Kubernetes, адаптированный для GraalVM 
и OpenJDK HotSpot, созданный на основе лучших в своем классе библиотек и стандартов Java. 
Quarkus сочетает модель реактивного программирования с микросервисами, чтобы снова сде-
лать написание Java-приложений простым и удобным.

На рис. 4 представлены основные особенности Quarkus.

1. Контейнерный — Quarkus предназначен для работы в среде Kubernetes. Приложение 
Quarkus можно развернуть в Kubernetes и использовать для взаимодействия с другими прило-
жениями на основе Kubernetes

2. Параллелизм — Quarkus предназначен для поддержки микросервисов. Он основан на 
новой модели программирования Java, основанной на параллелизме и неизменности. Новая 
модель программирования помогает повысить производительность и надежность. В результа-
те он предоставляет несколько функций, связанных с параллелизмом, таких как: транзакцион-
ные ресурсы, блокировка чтения-записи, выполнение, управляемое событиями, кэширование

3. Объединение императивного и реактивного программирования — Quarkus предо-
ставляет возможность использовать как императивное, так и реактивное программирование. 

4. Полнофункциональное приложение — Quarkus полнофункциональное приложение, 
которое можно использовать для создания распределенной системы. Он основан на модели 
Reactive Streams и использует JVM в качестве шины сообщений. 

5. Производительность — Quarkus разработан, чтобы быть быстрым и надежным. Он 
предоставляет множество функций, связанных с производительностью, таких как: генерация 
байт-кода с нулевым копированием, горячая перезагрузка, статическое связывание, встроен-
ное кеширование

Плюсы:
• Quarkus намного легче, чем Spring Boot
• Быстрое время запуска

Рис. 4. Особенности Spring Boot



950

• Quarkus предоставляет собственный стек Java с поддержкой GraalVM и HotSpot
• Quarkus полностью с открытым исходным кодом.
Минусы:
• Quarkus по-прежнему является относительно новым фреймворком, и поэтому ему не хва-

тает некоторых функций и зрелости Spring Boot
• Осваивать сложнее, чем Spring Boot
• Приложения Quarkus сложнее контейнеризировать, чем приложения Spring Boot.

4. Практическое исследование

Экспериментальные исследования проводились на двух разработанных приложениях с 
идентичной функциональностью — один на базе Spring Boot, другой — Quarkus.

Основные характеристики ЭВМ, на которой производились эксперименты:
• Intel(R) Xeon(R) CPU E5-2689 0 2.60GH
• ОЗУ — 32 ГБ
• Операционная система — Windows 10
Для сравнения необходимо было получить значения в секундах для таких метрик как: вре-

мя запуска, время сборки приложения и другие. Результаты представлены в табл. 1.
Таблица 1

Сравнение по метрикам Spring Boot и Quarkus
Метрики Spring Boot JVM Quarkus JVM

Время запуска (сек) 1.965 1.373
Время сборки приложения (сек) 2.759 2.054
Размер артефакта (МБ) 30.0 31.8
Средняя загрузка процессора (%) 92 83
Размер кучи при запуске (МБ) 1048.57 1056.96
Максимальная куча (МБ) 780 782

Заключение

В заключение, и Spring Boot, и Quarkus — отличный выбор для создания клиент-сервер-
ного приложения. Однако Quarkus имеет некоторые преимущества перед Spring Boot с точ-
ки зрения скорости и использования ресурсов. Если нужен быстрый и легкий фреймворк, 
Quarkus — отличный выбор. Но если нужна более многофункциональная среда, то нужно вы-
бирать Spring Boot.
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Аннотация. Цель исследования — публикация собственного npm пакета, содержащего 
реализацию сверточной нейронной сети для распознавания лица в режиме реального 
времени при помощи веб-камеры, а также внедрение этой библиотеки в приложение для 
автоматизации деятельности спортивной организации.
Ключевые слова: веб-приложение, пакетный менеджер, npm, yarn, командная строка, 
скрипт, нейронная сеть, распознавание лица, машинное обучение.

Введение

Современные компьютерные технологии за последние 10 лет значительно ушли  вперед. 
Программы, которые создаются, становятся всё больше и функциональнее. Сейчас уже невоз-
можно представить себе, чтобы разработчик управлял всеми необходимыми ему функциями, 
библиотеками и зависимостями при помощи простого текстового редактора, как это было не-
давно. Даже в самом простом проекте часто можно найти большое количество скриптов со 
сложными, вложенными зависимостями, которыми нужно как-то эффективно управлять. Од-
нако сделать это без какого-либо автоматизированного инструмента очень сложно. К счастью, 
облачные технологии тоже сильно изменились за это время, и сейчас существует решение про-
блемы эффективного управления дополнительными зависимостями: менеджеры пакетов. 

Менеджер пакетов — инструмент, автоматически обрабатывающий зависимости проекта; 
с его помощью можно устанавливать, удалять и обновлять пакеты, настраивать параметры 
проекта, запускать сценарии и т. д. Всю тяжелую и утомительную работу выполняет менеджер 
пакетов, оставляя разработчикам только самое интересное — создание самой программы. На 
сегодняшний день существует немало пакетных менеджеров, которые каждый день упрощают 
жизнь разработчиков. Самыми распространенными пакетами в веб разработке остаются — 
npm и yarn [1]. 

В данной статье будет проведен сравнительный анализ популярных пакетных менеджеров, 
представлено описание публикации npm пакета для распознавания возраста, гендера и пола в 
реальном времени [2] и подключение опубликованного пакета к веб-приложению по автома-
тизации деятельности фитнес-клуба [3].

1. Сравнение пакетных менеджеров NPM и YARN

В данном разделе будут выделены основные различия двух популярных пакетных менед-
жеров.

1. Установка пакетного менеджера:
Пакетный менеджер npm является предустановленным пакетным менеджером для Node.js 

(основная программная платформа, на которой строятся современные веб-приложения). 
Устанавливать дополнительно npm не требуется.

Пакетный менеджер yarn требует явной установки через nmp. Для этого используется ко-
манда [4, 5]:

npm install -g yarn – глобальная установка
npm install yarn – локальная установка
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yarn set version <version> – установка версии в проекте
yarn set version latest – установка последней версии
2. Установка пакетов:
Все пакеты при помощи npm устанавливаются последовательно, один за другим. По каждому 

пакету в консоль будет выведена информация. Для установки пакета используется скрипт [4]: 
npm install/npm i.

Пакеты в yarn устанавливаются параллельно, что позволяет ускорить процесс установки. 
После установки каждого пакета в консоль выводится соответствующая информация. Скрипт 
для установки пакетов при помощи yarn [5]: 

yarn/yarn install.

3. Сравнение команд:
npm и yarn имеют много общих команд, вот некоторые из них (табл. 1) [4, 5]:

Таблица 1
Общие команды npm и yarn

Создать пакет
Запустить 

сценарий из 
package.json 

Проверить 
пакет

Опубликовать 
пакет Удалить кэш

npm npm init npm run npm test npm publish npm cache clean
yarn yarn init yarn run yarn test yarn publish yarn cache clean

Однако существуют и неидентичные команды (табл. 2) [4, 5]:

Таблица 2
Неидентичные команды npm и yarn

Установить 
зависимости

Установить 
пакет 

Установить пакет 
как зависимость 

разработки
Удалить пакет Обновить 

зависимости

npm npm install npm install 
[package]

npm install —
save-dev [package]

npm uninstall 
[package] npm update

yarn yarn yarn add 
[package]

yarn add — -dev 
[package]

yarn remove 
[package] yarn upgrade

Кроме того, в yarn есть несколько уникальных команд, которых не существует в npm, на-
пример, yarn why – команда отображает причину, по которой нужен пакет: это может быть 
зависимость, собственный модуль или зависимость проекта [5].

4. Скорость:
Оба пакетных менеджера обладают механизмом кэширования, т.е. каждый установленный 

пакет сохраняется на диске. В связи с этим, при следующей установке этого пакета вам даже не 
потребуется подключение к Интернету, поскольку пакет устанавливается с диска в автоном-
ном режиме. 

Однако, несмотря на это, стоит помнить, что npm и yarn имеют разный подход к установке 
пакетов – последовательный и параллельный соответственно [4, 5].

5. Безопасность:
Оба пакетных менеджера используют криптографические алгоритмы хеширования для 

обеспечения целостности пакетов.
На основании данного сравнения было решено использовать пакетный менеджер npm для 

публикации модуля для распознавания лиц, гендера и возраста в реальном времени.
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2. Публикация пакета npm

Для того чтобы создать и опубликовать свой собственный npm пакет для дальнейшего ис-
пользования кода необходимо [4, 6]:

1. Зарегистрироваться на официальном сайте npm: https://www.npmjs.com.
2. Войти в свою учетную запись. Для этого необходимо выполнить скрипт в консоли при-

ложения: npm login.
Необходимо указать свой логин, пароль и адрес почты, которые были использованы при 

регистрации на сайте. Также на адрес электронной почты будет выслан одноразовый код для 
подтверждения входа (рис. 1).

3. Создать пакет.
Необходимо перейти в папку с собранным модулем. Сделать это можно при помощи ко-

манды cd. Пример команды: cd Desktop/face-api-age-gender.
После чего проинициализировать проект командой: npm init (рис. 2).

Затем необходимо заполнить информацию о вашем пакете, тем самым заполнив всю необ-
ходимую информацию о создаваемом пакете. На выходе в консоли будет сгенерирован файл 
package.json, который необходим для публикации пакета.

4. Опубликовать пакет:
Осуществляется при помощи команды: npm publish (рис. 3).
Теперь созданный пакет опубликован и готов к использованию в приложении.

3. Подключение и использование пакета в приложении

Пакетные менеджеры созданы для того чтобы значительно упрощать процесс разработки 
программного обеспечения. В связи с этим подключить и использовать опубликованный проект 
в разработанном ранее веб-приложении для автоматизации деятельности спортивной организа-
ции [3] очень просто. Для этого необходимо выполнить команду: npm install face-api-gas (рис. 4).

Рис. 1. Пример выполнения команды login

Рис. 2. Пример выполнения команды npm init
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За наглядное отображение результатов работы нейронной сети, которая содержится в уста-
новленном пакете, в приложении для автоматизации деятельности спортивной организации 
будет отвечать отдельная страница с адресом: /faceRecognition. Для этого необходимо создать 
отдельный модуль, который отвечает за содержание данной страницы. В нем будет размещен 
HTML элемент с тегом <video>, который отвечает за трансляцию в режиме реального времени:

<video className={classes.video} id=”video” width=”720” height=”560” 
autoPlay muted onPlaying={() => onPlayingHandler()}/>.

Рис. 3. Пример выполнения команды npm publish

Рис. 4. Результат выполнения установки пакета
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Данный элемент содержит обработчик события, который срабатывает сразу при старте 
трансляции видео. 

Сама функция содержит в себе инициализацию и отрисовку canvas — прямоугольник, ко-
торый будет отображать рамку для лица и сами черты лица с точностью определения и полу-
чения данных о распознанном лице с уже обученной модели, из загруженной библиотеки:
const onPlayingHandler = () =>{
   const canvas = faceApiGAS.createCanvasFromMedia(video)
   video.insertAdjacentElement(«beforebegin», canvas)
   const displaySize = { width: video.width, height: video.height }
   faceApiGAS.matchDimensions(canvas, displaySize)
   setInterval(async () => {
       const detections = await faceApiGAS.detectAllFaces(video, new faceApiGAS.
TinyFaceDetectorOptions()).withFaceLandmarks().withFaceExpressions()
       const resizedDetections = faceApiGAS.resizeResults(detections, displaySize)
       canvas.getContext(‘2d’).clearRect(0, 0, canvas.width, canvas.height)
       faceApiGAS.draw.drawDetections(canvas, resizedDetections)
       faceApiGAS.draw.drawFaceLandmarks(canvas, resizedDetections)
       faceApiGAS.draw.drawFaceExpressions(canvas, resizedDetections)
   }, 100)
}

В результате на странице будет отображено видео, передаваемое с веб-камеры, а также раз-
меченная маска лица (рис. 5).

Заключение

В данной статье были рассмотрены популярные пакетные менеджеры, а также приведен 
алгоритм публикации собственного npm пакета. Рассмотрены основные нюансы внедрения 
нейронной сети для распознавания лица в режиме реального времени в приложения для авто-
матизации деятельности фитнес-клуба. Продемонстрирован пример работы программы.

Планируется доработка приложения по автоматизации деятельности фитнес-клуба и вне-
дрение функционала для входа в приложение при помощи распознавания лица в режиме ре-
ального времени.

Рис. 5. Результат внедрения нейронной сети в веб-приложение 
для автоматизации деятельности спортивной организации
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УДК 004.42

СРАВНИТЕЛЬНОЕ ИССЛЕДОВАНИЕ ФРЕЙМВОРКОВ ANGULAR И REACT 
ДЛЯ СОЗДАНИЯ SPA ПРИЛОЖЕНИЯ

Воронежский государственный университет

М. А. Яркина

Аннотация. Цель статьи заключается в сравнение и исследование двух популярных 
фреймворков для создания SPA приложения. В качестве исследуемых фреймворков были 
выбраны Angular и React. В ходе исследования были рассмотрены особенности каждого 
из них, а также выделены основные плюсы и минусы использования на практике. Ключе-
вым результатом работы является сравнение метрик, полученных при создании и тести-
ровании SPA приложений с одинаковыми функциональными возможностями, но разра-
ботанные с использованием разных фреймворков.
Ключевые слова: SPA, Angular, React, компонент, DOM, веб-приложение, директивы.

Введение

Данная работа посвящена сравнению двух фреймворков для создания SPA (Single Page 
Application — одностраничное веб-приложение) приложения. На текущий момент одностра-
ничные веб-приложения являются популярным подходом для разработки веб-приложений. 
Современный пользователь сервисов в Интернете хочет видеть перед собой динамический, 
быстрый сайт, работающий без долгих перезагрузок страниц. Подход SPA отлично справляет-
ся с такой задачей. Сайты, с использованием Single Page Application, работают по следующему 
принципу: при открытии пользователем веб-страницы браузер загружает весь код приложе-
ния, выводя на экран лишь ту его часть, которую пользователь запросил. При переходе на дру-
гую страницу на экран выводятся ранее загруженные данные и при необходимости происхо-
дит динамическая подгрузка с сервера нужного содержимого, которая не требует обновления 
страницы. Данные сайты работают достаточно быстро и создают минимальную нагрузку на 
сервер. На рис. 1 представлен принцип работы SPA приложения. 

Перед началом разработки одностраничного веб-приложения необходимо выбрать ин-
струмент для разработки. В данной работе были рассмотрены angular и react. Какой фрейм-
ворк подойдет для разработки приложения с простой бизнес логикой, а какой подойдет для 

Рис. 1. Принцип работы SPA приложения
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большой и сложной системы? Для того чтобы выделить сильные и слабые стороны рассма-
триваемых фреймворков были разработаны два простых приложения с идентичной функци-
ональностью — один c использованием Angular, другой — React. Далее было проведено тести-
рование данных приложений по определенным метрикам.

1. Фреймворк Angular

Angular — это фреймворк с открытым исходным кодом от компании Google для создания 
продвинутых одностраничных веб-приложений. Можно писать приложения на Angular с по-
мощью таких языков программирования как TypeScript, Dart или JavaScript. Однако TypeScript 
является основным языком для Angular.

На рис. 2 представлены основные части внутреннего устройства фреймворка Angular.

1. Компоненты — это большие составные части приложения, не зависящие друг от друга. 
Каждое angular приложение строится из них, как из блоков. Обычно каждый компонент хра-
нится в отдельном файле. Для него есть возможность создать свои HTML-шаблон и CSS-сти-
ли. Они могут находиться в том же файле, что и компонент, а могут подключаться отдельно. 
Обычно создается готовый блок интерфейса со структурой, стилями и определенной логикой 
поведения.

2. Модули — также являются составными частями приложения, но отличаются от компо-
нентов. Они управляют компонентами. Если компонент — это область приложения, то мо-
дуль отвечает за управление этой областью. Точка входа в приложение, код для анимации или 
навигации — это всё модули. В каждом приложение есть главный модуль. Дополнительные 
добавляются по мере необходимости и чаще всего выполняют конкретные задачи. Допол-
нительные модули необходимы для того, чтобы не перегружать основной модуль лишними 
функциональными возможностями и не делать его слишком громоздким. 

3. Директивы — это части приложения, которые меняют структуру или поведение стра-
ницы. Компоненты тоже относятся к директивам. Но помимо них существуют еще два вида: 
структурные директивы и директивы, изменяющие внешний вид или поведение элементов. 
Они необходимы, чтобы применить одно действие ко всем экземплярам одного компонента.

4. Сервисы — похожи на компоненты, но более узконаправленные. Сервисы могут опреде-
ляться как на уровне модуля, так и на уровне компонента или целиком приложения. В серви-
сах реализуется специальная логика. Они подключаются к приложению в качестве обычного 
класса и используются для хранения глобального состояния приложения. Также используют-
ся для обмена данными между компонентами. 

Рис. 2. Основные части Angular
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5. Формы — это структура, в которую пользователь вводит какие-либо данные, а потом от-
правляет их на сервер. Блок для написания комментария или для обратной связи — это форма. 
Angular делает работу с формами проще: их не приходится писать с нуля. Для них уже созданы 
шаблоны, которые нужно адаптировать под определенную задачу.

Данный фреймворк предоставляет такую функциональность, как двустороннее связыва-
ние, позволяющее динамически изменять данные в одном месте интерфейса при изменении 
данных модели в другом, шаблоны, маршрутизация и многое другое.

Для Angular можно выделить несколько значительных плюсов и минусов. Данные пред-
ставлены в табл. 1.

Таблица 1
Плюсы и минусы Angular

Плюсы Минусы
Универсальность — фреймворк позволяет 
создавать не только веб-приложения. С его 
помощью можно писать код, который может 
быть адаптирован под другую среду.

Медленная производительность, учитывая 
различные показатели, но есть возможность 
вручную контролировать процесс рендеринга

Обширная документация Ошибки во время миграции между версиями
Поддержка от Google Сложность в изучении
Наличие готовых компонентов для быстро-
го создания распространенных блоков сай-
та, например, формы, таблицы, выпадающие 
списки и многое другое.

Большой размер выходного файла

2. Фреймворк React

React — это JavaScript-библиотека с открытым исходным кодом для разработки пользо-
вательских интерфейсов. React разрабатывается и поддерживается Facebook, Instagram и со-
обществом отдельных разработчиков и корпораций. Фреймворк может использоваться для 
разработки одностраничных веб-приложений, а также для мобильных приложений.

На рис. 3 представлены основные части внутреннего устройства фреймворка React.

1. Компоненты — это функции JavaScript, которые возвращают фрагменты кода, представ-
ляющие фрагменты страницы. Компоненты являются ключевым понятием в React. Более того, 
это единственная сущность, которую он содержит. Все остальные функциональные возмож-
ности построены вокруг компонентов. Для формирования страницы данные функции вызы-
ваются в определённом порядке, образуют результат и выводятся пользователю на странице. 

Рис. 3. Основные части React
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2. Классы компонентов — это классы, которые наследуются от класса React.Component. По 
смыслу схожи с функциональными компонентами, рассмотренными в первом пункте. Внутри 
себя класс компонент содержит функцию render, которая возвращает фрагмент кода, который 
будет выводиться пользователю на странице в качестве результата.

3. Состояние — это объект, который описывает внутреннее состояние компонента. Опре-
деляется внутри компонента и доступно только из компонента. Состояние хранит объекты, 
которые создаются в компоненте и полностью зависят от компонента. Значения из объекта 
состояния должны использоваться при рендеринге.

4. События — это любое событие, которое происходит в DOM. Обработка событий эле-
ментов в React во многом похожа на обработку событий элементов DOM с помощью обычного 
JavaScript. События в React используют camelCase. В обработчик события передается функция 
компонента, а не строка.

5. Свойства — это коллекция значений, которые ассоциированы с компонентом. Другими 
словами, это входные данные React-компонентов, передаваемые от родительского компонента 
дочернему компоненту. Эти значения позволяют создавать динамические компоненты, кото-
рые не зависят от жестко закодированных статических данных. Значение свойств изменяется 
с помощью объекта состояния компонента.

Для React можно выделить несколько значительных плюсов и минусов. Данные представ-
лены в табл. 2.

Таблица 2
Плюсы и минусы React

Плюсы Минусы
Хорошая производительность Маленькая документация
Легкая миграция между версиями Фокусировка на пользовательском интерфейсе
Большое сообщество Сложность поисковой оптимизации
Повторное применение компонентов 

4. Практическая реализация

Для практического исследования были разработаны два приложения на Angular и React. Дан-
ные экспериментальные приложены содержат в себе следующие функциональные блоки — стар-
товую страницу с панелью навигации, форму ввода, несколько разработанных компонентов с вы-
падающими списками и полями ввода, а также каждое приложение содержит в себе переход на 
другую страницу, с помощью встроенной навигации, которую включает в себя Angular и React. 

Тестирование экспериментальных приложений производилось на устройстве с процессо-
ром AMD Ryzen 7 5800X, объемом оперативной памяти равном 32 ГБ и операционной системе 
Windows 10.

Для корректного анализа фреймворков были получены данные о времени запуска, време-
ни сборки приложения, размере выходного файла, а также средней загрузке процессора во 
время исполнения. 

Результаты представлены в табл. 3.
Таблица 3

Сравнение по метрикам Angular и React
Метрики Angular React

Время запуска (сек) 15.436 12.023
Время сборки приложения (сек) 18.771 16.134
Размер выходного файла (МБ) 463.0 348.5
Средняя загрузка процессора (%) 85 73
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Заключение

Angular и React — являются хорошим выбором для создания одностраничного веб-при-
ложения. Однако React имеет ряд преимуществ перед Angular с точки зрения производи-
тельности и времени запуска, это особенно критично для небольших приложений. Если есть 
необходимость в быстром и легком приложение, с небольшим набором функциональных воз-
можностей, то React будет правильным выбором. Если есть необходимость в большом прило-
жение со сложной бизнес логикой, то необходимо выбрать Angular.
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РАСТЯЖЕНИЕ И СЖАТИЕ НЕЛИНЕЙНО УПРУГИХ КУБИЧЕСКИХ КРИСТАЛЛОВ
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Аннотация. Для модели нелинейно упругого анизотропного материала с кубической 
симметрией свойств получены зависимости обобщённого модуля Юнга и коэффициента 
поперечных деформаций при одноосных растяжении и сжатии в различных направле-
ниях. Построены полярные диаграммы для коэффициента поперечных деформаций. В 
качестве примера рассмотрены кубические кристаллы алюминия и железа. Кристаллы 
железа являются частичными ауксетиками. Показано, что предложенная модель может 
прогнозировать поведение нелинейных ауксетиков при различных видах напряжённого 
состояния.
Ключевые слова: нелинейные определяющие соотношения, анизотропные материалы, 
кубический кристалл, модуль Юнга, коэффициент Пуассона, ауксетик.

Введение

В последние десятилетия можно отметить возрастающий интерес к разработке, иденти-
фикации и приложению к расчётам нелинейных моделей анизотропных упругих тел, что объ-
ясняется всё более широким использованием анизотропных конструкционных материалов. 
Это подтверждается ростом числа публикаций по этой тематике [1–8]. В работах [1–3] рассма-
тривались физически и геометрически нелинейные модели анизотропных материалов, а рабо-
ты [4, 5] посвящены термодинамическому обоснованию нелинейных моделей начально ани-
зотропных материалов с различными типами симметрии свойств. В статьях [6–8] предложена 
нелинейная модель упругого анизотропного материала, по типу анизотропии относящегося к 
кристаллам кубической сингонии [9, 10].

Различные модели анизотропных материалов позволяют описать их разносопротивляе-
мость [3], изменение упругих свойств при конечных деформациях [4], вращение главных осей 
анизотропии и изменение типа симметрии свойств в процессе деформирования [4, 5]. В дан-
ной работе проводится анализ эффектов, которые позволяет описать предложенная ранее не-
линейная модель поведения кубических кристаллов [6–8]. В частности, получена зависимость 
обобщённого модуля Юнга от осевых растяжений при осевом растяжении (сжатии) вдоль од-
ной из главных осей анизотропии материала. Приведены полярные диаграммы для коэффи-
циента поперечных деформаций для кубических кристаллов железа и алюминия. Проведён 
анализ изменения этих диаграмм в зависимости от величины приложенных напряжений при 
растяжении и сжатии.

1. Вариант соотношений нелинейной упругости для анизотропного материала

Рассмотрим однородные конечные деформации материала, обладающего анизотропией 
свойств. Для описания напряженно-деформированного состояния используем тензор дефор-
маций Коши — Грина ε  и энергетически сопряжённый с ним второй тензор напряжений Пи-
олы — Кирхгоффа T  [9]. Один из возможных вариантов нелинейной связи между тензорами 
деформаций и напряжений в анизотропном материале имеет вид [2, 6–8]:

 1 ,
2

= ⋅⋅ + ⋅⋅ ⋅⋅T N Lε ε ε  (1)



964

где ,N L  — тензоры упругости четвёртого и шестого рангов, а знаком ( )⋅⋅  обозначена опера-
ция двойного скалярного умножения.

Компоненты тензоров N  и L  связаны с константами упругости материала второго и 
третьего порядков соответственно и удовлетворяют условиям симметрии:

 ,ijkl jikl ijlk klijN N N N= = =  .ijklmn jiklmn ijlkmn ijklnm ijmnkl klijmnL L L L L L= = = = =
Наименьшее число ненулевых компонент тензоры N  и L  имеют в системах координат, 

связанных с каноническими (главными) осями анизотропии [7], базисные векторы которых 
обозначим 1 2 3, , ( ).i j ijδ⋅ =e e e e e

Соотношения (1) могут быть записаны в квазилинейном виде
 ( ) ,= ⋅⋅nlT C ε ε  (2)

где 1( )
2

= + ⋅⋅nlC N Lε ε  — обобщённый тензор жёсткости.
В случае, когда деформации бесконечно-малые и их квадратами можно пренебречь, нели-

нейные соотношения (1) вырождаются в обобщённый закон Гука для анизотропного матери-
ала. При условии постоянства тензоров упругости N  и L  соотношения (1) могут быть обра-
щены и представлены в виде [11]:

 1 ,
2

= ⋅⋅ + ⋅⋅ ⋅⋅A T T D Tε  (3)

где ,A D  — тензоры упругой податливости соответственно четвёртого и шестого рангов. 
Представим соотношения (3) в квазилинейном виде, аналогичном (2):
 ( ) ,= ⋅⋅nlS T Tε  (4)

где 1( )
2

= + ⋅⋅nlS T A T D  — обобщённый тензор жёсткости.
Между тензорами упругости ,N L  и тензорами упругой податливости , ,A D  входящими в 

соотношения (1) и (3), может быть установлена связь в виде
 ,⋅ ⋅ =A N I          ,⋅ ⋅ = − ⋅⋅ ⋅⋅N D A L A  (5)

где 1 ( )
2 im jn in jm i j m nδ δ δ δ= +I e e e e  — единичный тензор четвёртого ранга, i j m ne e e e  — полиада, 

образованная главными векторами анизотропии.
В качестве примера анизотропного материала рассмотрим кристаллы, относящиеся к ку-

бической сингонии [9, 11]. Ранее в работах [6, 7] было показано, что наиболее простое пред-
ставление тензоры упругих свойств имеют в каноническом базисе [9], образованном тензора-
ми второго ранга

 0
1 1 2 2 3 3

1 ( ),
3

= + +I e e e e e e     ( )1
3 3 1 1 2 2

1 2 ,
6

= − −I e e e e e e   ( )2
1 1 2 2

1 ,
2

= −I e e e e

 3
1 2 2 1

1 ( ),
2

= +I e e e e      4
2 3 3 2

1 ( ),
2

= +I e e e e      5
3 1 1 3

1 ( ),
2

= +I e e e e

тензорами четвёртого ранга

 ( )1 ,
2

αβ α β β α= +I I I I I

и тензорами шестого ранга

 ( )1 .
6

αβγ α β γ α γ β β α γ β γ α γ α β γ β α= + + + + +I I I I I I I I I I I I I I I I I I I

Тензоры упругости N  и L  могут быть представлены разложениями по собственным под-
пространствам:

 
3

( )

1
,

i
i

i
i

N
=

=

=∑N Ω       
6

( )

1
,b

α
α

α
α

=

=

= ∑L B  (6)

где базисные тензоры собственных подпространств ( )iΩ  и ( )αB  имеют вид [6, 7, 9]:
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 (1) 00 ,= IΩ   (2) 11 22 ,= +I IΩ   (3) 33 44 55;= + +I I IΩ

 (1) 000 ,=B I    (2) 011 022 ,= +B I I    (3) 033 044 055 ,= + +B I I I  (7)

 ( )(4) 111 1221 3 ,
6

= −B I I   ( ) ( )(5) 144 155 133 255 2441 12 ,
6 2

= + − + −B I I I I I   (6) 3451 .
2

=B I

В соответствии с представлениями (6) упругие свойства кубических кристаллов описыва-
ются тремя константами второго порядка 1,N  2 ,N  3N  и шестью константами третьего поряд-
ка 1 6,..., ,b b  что соответствует известным результатам [10]. Вариант соотношений упругости, 
записанный для кубических кристаллов на основании соотношений (1) и (6), был предложен 
и проанализирован в работах [6, 7].

Тензоры упругих податливостей A  и D  представим разложениями по тем же базисным 
тензорам собственных подпространств (7), так что 

 
3

( )

1
,

i
i

i
i

A
=

=

=∑A Ω       
6

( )

1
.d

α
α

α
α

=

=

= ∑D B  (8)

На основании соотношений (5) связь между константами упругости и константами упру-
гой податливости для кубических кристаллов имеет вид:

 1 1 1
1 1 2 2 3 3, , ,A N A N A N− − −= = =

 3 2 2 3 2 3
1 1 1 2 1 2 2 3 1 3 3 4 2 4 5 2 3 5 6 3 6, , , , , .d A b d A A b d A A b d A b d A A b d A b= − = − = − = − = − = −  (9)

Соотношения (9) позволяют найти константы упругой податливости материала по извест-
ным константам упругости и наравне с определяющими соотношениями (1) использовать 
обратные соотношения (3). Вычисления показали, что для материалов, константы которых 
доступны из литературных источников, кривые напряжения — деформации, построенные по 
соотношениям (1) и (3), отклоняются друг от друга не более, чем на 5 %, в диапазоне деформа-
ций от –0.03 при сжатии до 0.03 при растяжении.

2. Одноосное растяжение анизотропных материалов

Рассмотрим цилиндрический стержень из анизотропного материала, относящегося к ку-
бической сингонии. На торцах цилиндра действуют равномерно распределённые нормальные 
напряжения .σ  Пусть вектор q  единичной длины направлен вдоль оси стержня, тогда тензор 
напряжений определяется выражением

 .σ=T qq  (10)
На основании соотношений (4) деформации стержня определяются выражением

 ( )σ= ⋅⋅nlS T qqε   и  1( ) .
2
σ= + ⋅⋅nlS T A qq D  (11)

Исходя из соотношений (11) определим деформации стержня в осевом направлении
 ( ) .qε σ= ⋅⋅ ⋅⋅nlqq S T qq  (12)
В линейной теории упругости изотропных материалов отношение напряжений σ  к осе-

вым деформациям qε  называют модулем Юнга .
q

E σ
ε

=  Для анизотропных материалов модуль 

Юнга зависит от направления ,q  в котором производится растяжение [10]. В случае нелиней-
но упругого анизотропного материала отношение 

q

σ
ε

 назовём обобщённым модулем Юнга и 

обозначим .nlE  В соответствии с (12) величина, обратная к обобщённому модулю Юнга, опре-
деляется выражением

 1 ( ) .nlE− = ⋅⋅ ⋅⋅nlqq S T qq  (13)
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Как следует из (12), обобщённый модуль Юнга в нелинейных анизотропных материалах 
зависит как от направления растяжения, так и от величины растягивающих напряжений .σ

Деформации в направлении единичного вектора ,m  лежащего в поперечном сечении 
стержня, на основании определяющих соотношений (4) при заданном тензоре напряжений 
(10) имеют вид:

 ( ) ,mε σ= ⋅⋅ ⋅⋅nlmm S T qq  (14)
тогда коэффициент поперечных деформаций определяется выражением

 ( ) .
( )

m
nl

q

εν
ε

⋅⋅ ⋅⋅
= − = −

⋅⋅ ⋅⋅
nl

nl

mm S T qq
qq S T qq

 (15)

В теории упругости изотропных тел коэффициент поперечных деформаций называют ко-
эффициентом Пуассона ,ν  который наряду с модулем Юнга E  является упругой константой 
изотропного материала. В анизотропных материалах коэффициент Пуассона зависит как от 
направления растяжения, так и от направления вектора m  в поперечной плоскости, и в об-
щем случае уже не является константой материала [10, 12]. В нелинейно упругих анизотроп-
ных материалах коэффициент поперечных деформаций зависит не только от ориентации век-
торов q  и m  относительно главных осей анизотропии материала, но и является функцией 
напряжений: ( ), , .nl nlν ν σ= q m

3. Анализ изменения упругих свойств кубических кристаллов при растяжении и сжатии 

Расчёты обобщённого модуля сдвига nlE  и коэффициента поперечных деформаций nlν  
проведём для кубических кристаллов алюминия и железа, для которых упругие константы 
второго и третьего порядков приведены в работе [2]. Для алюминия используемые в нашей 
работе константы имеют значения (в ГПа): 1 232;N =  2 46;N =  3 56.6;N =  1 3346;b = −  

2 3856;b = −  3 1218;b = −  4 126;b = −  5 951;b = −  6 255.b = −  Соответствующие константы для 
железа имеют значения (в ГПа): 1 500;N =  2 95;N =  3 234;N =  1 8788;b = −  2 7379;b = −  

3 3287;b = −  4 3954;b = −  5 915;b = −  6 6118.b = −  Тензоры упругой податливости для этих мате-
риалов имеют разложения по собственным базисам (8), коэффициенты которых вычисляются 
в соответствии с (9).

3.1. Растяжение вдоль главной оси анизотропии

Рассмотрим растяжение цилиндрического стержня, ось которого совпадает с одним из 
главных векторов анизотропии, например, 1,=q e  тогда 1 1.σ=T e e  Для кубических кристаллов 
в этом случае тензор упругой податливости определяется выражением:

 
3 6

( ) ( )1
1 12

1 1
( ) ,

i
i

i
i

A d
α

α
α

α

σ
= =

= =

= + ⋅⋅∑ ∑nlS T B e eΩ

что после непосредственных вычислений принимает вид:

 

( )

3
( ) 02 01

2
1

22 12 11 33 44 55
4 5

1 2( ) 6 2
18 33 3

23 2 2 .
3

i
i

i i
i

A d d

d d

σσ
=

=

   = + + − +        
 + − − + − +  

  

∑nlS T I I

I I I I I I

Ω

 (16)

Результаты вычисления обобщённого модуля Юнга с использованием соотношений (13) и 
(16) представлены на рис. 1. На этом рисунке приведены графики зависимостей относитель-
ной величины обобщённого модуля maxnlE σ  от относительной величины напряжений max ,σ σ  
где maxσ  — максимальные (в численном эксперименте) растягивающие напряжения. Из рис. 1 
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следует, что величина обобщённого модуля Юнга для рассмотренных кристаллов при растя-
жении и сжатии различна, поэтому предлагаемая нелинейная модель описывает материалы, 
по-разному сопротивляющиеся растяжению и сжатию.

Результаты вычисления коэффициента поперечных деформаций nlν  по формуле (15) с учё-
том выражений (16) для обобщённого тензора упругой податливости приведены на рис. 2. На 
этом рисунке построены полярные диаграммы ,nlν  в которых угол ϕ  определяет ориентацию 
вектора m  в плоскости, перпендикулярной вектору 1.e  В расчётах полагалось, что 

2 3cos sin .ϕ ϕ= +m e e  Из рис. 2 следует, что при растяжении (сжатии) кубических кристаллов 
в направлении одной из главных осей анизотропии деформации в поперечной плоскости во 
всех направлениях одинаковы. 

Рис. 1. Зависимость обобщённого модуля 
сдвига от осевых напряжений при 

растяжении вдоль главной оси анизотропии 

Рис. 2. Полярные диаграммы коэффициента 
поперечных деформаций при растяжении 

вдоль главной оси анизотропии

В рамках линейной упругости коэффициенты Пуассона для алюминия и железа примерно 
равны: 0.365,Alν =  0.37.Feν =  Соответствующие значения на рис. 2 обозначены штрихпун-
ктирной линией. При растяжении (сплошные линии) до деформаций 0.022qε ≈  значения ко-
эффициента поперечных деформаций уменьшаются, а при сжатии (пунктирные линии) до 
деформаций 0.017qε ≈ −  — увеличиваются. 

3.2. Растяжение под углом °45  к главной оси анизотропии

Рассмотрим растяжение (сжатие) цилиндрического стержня, ось которого перпендикуляр-
на главному вектору 3,e  а с векторами 1e  и 2e  составляет углы 45 .°  В этом случае вектор 

1 1
1 22 2

,= +q e e  а напряжения в стержне определяются тензором ( )1
1 1 1 2 2 1 2 22 .σ= + + +T e e e e e e e e  

Таким образом, растяжение кубического кристалла производится в диагональной плоскости 
куба, построенного на векторах 1,e  2 ,e  3.e

Вычисления показали, что зависимость обобщенного модуля Юнга от напряжений при 
растяжении (сжатии) в этой плоскости только численно отличаются от зависимостей, приве-
дённых на рис. 1. Полярные диаграммы коэффициента поперечных деформаций для кубиче-
ских кристаллов алюминия (рис. 3) и железа (рис. 4), характеризующие деформации в плоско-
сти, перпендикулярной направлению растяжения, построены для различных значений осевых 
деформаций .qε  Угол ϕ  на этих рисунках определяет ориентацию вектора m  в плоскости, 
перпендикулярной вектору ,q  так что ( )1

1 2 32
cos sin .ϕ ϕ= − +m e e e

Сравнение результатов вычисления коэффициента поперечных деформаций, приведён-
ных на рис. 1 и рис. 3 и 4, показывает, что при растяжении кубического кристалла в направле-
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нии, не совпадающем с направлением одной из главных осей анизотропии материала, дефор-
мации в перпендикулярной плоскости зависят от направления вектора .m  В этом заключается 
одно из проявлений анизотропии упругих свойств кубических кристаллов.

Анализ построенных полярных диаграмм показывает, что даже при малых (меньше 0.001) 
деформациях вид кривых для алюминия и железа различен. Для алюминия коэффициент по-
перечных деформаций в рассматриваемой плоскости положителен, а на полярных диаграммах 
коэффициента nlν  для железа наблюдаются две петли: меньшая соответствует области изме-
нения угла ,ϕ  в которой значения 0,nlν <  а большая — области изменения угла ,ϕ  в которой 

0.nlν >  Из этих результатов следует, что кристаллы алюминия не обладают ауксетическими 
свойствами, а кристаллы железа являются частичными ауксетиками [12].

Рис. 3. Полярные диаграммы коэффициента 
поперечных деформаций при растяжении 
под углом 45°  к главной оси анизотропии 

для алюминия

Рис. 4. Полярные диаграммы коэффициента 
поперечных деформаций  при растяжении 
под углом 45°  к главной оси анизотропии

для железа

Нелинейная модель (1), (3) позволяет провести анализ изменения коэффициента попереч-
ных деформаций в зависимости от степени осевого растяжения. Полярные диаграммы коэф-
фициента ,nlν  приведённые на рис. 3 и 4, показывают, что рост осевых деформаций растяжения 
усиливают анизотропию этого коэффициента, а для кристаллов железа увеличиваются абсо-
лютные значения коэффициента поперечных деформаций. На рис. 5 и 6 построены зависимо-
сти изменения коэффициента поперечных деформаций от угла ϕ  при растяжении и сжатии.

На рис. 5 и 6 пунктирные кривые построены для сжатия стержня, а сплошные линии — для 
растяжения. Соответствующие значения осевых деформаций также приведены на рисунках. 
Точками построены кривые, построенные по линейным соотношениям между напряжениями 
и деформациями. С ростом осевых деформаций при растяжении в окрестности значений 

0ϕ =  значения коэффициента nlν  уменьшаются, что для кристаллов железа означает усиле-
ние проявлений ауксетических свойств. Для кристаллов алюминия это изменение может при-
вести к тому, что при достаточно сильном растяжении этот материал может стать ауксетиком. 
С ростом осевых деформаций при сжатии значения коэффициента поперечных деформаций 
при 0ϕ =  увеличиваются, что для кристаллов железа демонстрирует тенденцию к тому, что 
при достаточно сильном сжатии ауксетические свойства этого материала в рассматриваемой 
плоскости перестанут проявляться.
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Заключение

На основе нелинейной модели анизотропного материала (1) и «обратных» соотношений 
(3) в статье для материалов, по типу симметрии свойств относящихся к кубической сингонии, 
проведён анализ изменения упругих свойств при одноосном растяжении или сжатии. Анализ 
изменения обобщённого модуля Юнга показал, что рассматриваемая модель описывает раз-
носопротивляемость материалов растяжению и сжатию. Анализ полярных диаграмм коэффи-
циента поперечных деформаций показал, что кубические кристаллы при растяжении вдоль 
главной оси анизотропии ведут себя как изотропные материалы. При растяжении кубических 
кристаллов в направлении, не совпадающем с направлением главных осей, проявляется ани-
зотропия коэффициента поперечных деформаций, которая усиливается при растяжении и 
ослабевает при сжатии. Впервые рассмотрено изменение свойств материалов, являющихся ча-
стичными ауксетиками. Выявлена тенденция усиления или ослабления ауксетических свойств 
при растяжении или сжатии, что требует экспериментального подтверждения.
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УДК 539.375

НОРМАЛЬНЫЙ РАЗРЫВ АДГЕЗИОННОГО СЛОЯ С УЧЕТОМ НЕСКОЛЬКИХ 
ДИАГОНАЛЬНЫХ КОМПОНЕНТ ТЕНЗОРА НАПРЯЖЕНИЙ

Тульский государственный университет

В. Э. Богачева

Аннотация. Рассматривается упругое деформирование композитной пластины, состоя-
щей из двух консолей, связанных адгезионным слоем в состоянии плоской деформации. 
Напряженное состояние слоя рассматривается на основе средних по толщине характе-
ристик. Из общей вариационной постановки с учетом теории Миндлина — Рейснера по-
лучена постановка в дифференциальном виде. Показано, что в напряженном состоянии 
слоя имеет место практическое совпадение двух средних главных напряжений, действу-
ющих в направлениях ортогональных отрыву. Установлено, что величина, к которой схо-
дится произведение удельной свободной энергии и толщины слоя при фиксированной 
внешней нагрузке и стремлении толщины адгезионного слоя к нулю, не зависит от меха-
нических свойств адгезива.
Ключевые слова: адгезионный слой, композит, энергетическое произведение, слой взаи-
модействия, линейный параметр, нормальный отрыв, упругое деформирование.

Введение

Одним из основных разделов современной механики деформируемого твердого тела яв-
ляется механика композиционных материалов. При экспериментальных исследованиях тре-
щиностойкости адгезионных слоев в качестве образца обычно используют двухконсольную 
балку. А трещиноподобный дефект в адгезиве моделируют слоем нулевой толщины.

В работах [1–8] трещиноподобный дефект представляют в виде разреза с характерной тол-
щиной. Для случая зарождения трещины в адгезионном слое, соединяющем тела, толщины 
которых существенно превосходят толщину слоя, при моделировании процесса зарождения 
трещины адгезионный слой заменяют «слоем взаимодействия» [6–8], с механическими харак-
теристиками адгезива и толщиной в виде линейного параметра 0.δ

В качестве критерия разрушения в работе [7] рассматривают энергетическое произведе-
ние. При различии в модулях упругости и примерном равенстве коэффициентов Пуассона 
данная характеристика имеет существенное различие.  

1. Постановка задачи

Рассматривается слоистый композит длиной ,a+  состоящий из трех тел (рис. 1). Пласти-
ны 1 и 2 имеют одинаковые толщины h  и механические свойства. По длине   консоли связа-
ны слоем взаимодействия 3, толщина которого 0.δ  Правый торец образца жестко закреплен от 
горизонтальных и вертикальных перемещений, на левых торцах консолей действует антисим-
метричная нагрузка в виде изгибающего момента .M  Вся остальная поверхность образца сво-
бодна от внешней нагрузки.

Композит рассматриваем в состоянии плоской деформации 33( 0).ε =  Поведение слоя и 
консолей рассматриваем в рамках линейной теории упругости.

Для описания взаимодействия слоя 3 с телами 1 и 2 применим концепцию «слоя взаимо-
действия», развитую в работах [6–8]. Тогда в данном случае равновесие тел 1 и 2 запишем в 
вариационной форме: 
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где ⋅ ⋅  — двойное скалярное умножение; ⋅  — скалярное умножение; 1,S  2S  — площади попе-
речных сечений тел 1 и 2; 1,L  2L  — граница приложения внешней нагрузки для тела 1 и 2; ,ku+  

ku−  — соответственно компоненты векторов перемещений верхней и нижней границ слоя; 
1,2k =  здесь и далее; ,σ  ε  — тензоры напряжений и деформаций; σ,  ε  — тензоры средних 

напряжений и деформаций слоя с соответствующими компонентами:
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Постулируется жесткое сцепление между границами области 3 и областями 1, 2, а также 
равенство противоположность векторов напряжений по границам слоя: 
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 (5)

где 2 ,iσ +  2iσ −  — граничные напряжения слоя; ,ie  1,2i =  — орты осей координат.
Уравнения (1) и (2) замкнем определяющими соотношениями:

 ,
1 1 2

k k
ij ij ij

k k

E νσ ε εδ
ν ν

 
= + + − 

 (6)

где ,kE  kν  — модуль упругости и коэффициент Пуассона k-го тела; 11 22 33ε ε ε ε= + +  — объем-
ная деформация; ijδ  — символ Кронекера; , 1, 2,3.i j =

Для материала слоя взаимодействия 3 определяющие соотношения считаем справедливы-
ми для средних компонент тензоров напряжений и деформаций:

 3 3

3 3

.
1 1 2ij ij ij

E νσ ε εδ
ν ν

 
= + + − 

 (7)

При заданном нагружении и рассматриваемой геометрии образца имеем следующее поле 
перемещений границ слоя: 1 1 ,u u+ −=  2 2 .u u+ −= −  В этом случае в слое 12 0σ =  и для решения си-
стемы вариационных уравнений (1)–(2) достаточно рассмотреть только уравнение:

Рис. 1. Схема нагружения композита
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Для упрощения задачи и получения аналитического решения принимаем, что поле переме-
щений в пластине 1 определено следующим образом:

 ( ) ( ) ( ) ( )( )1 +
1 1 2 1 1 1 2 0, 2 ,u x x u x x xϕ δ= − −    ( ) ( ) ( )1 +

2 1 2 2 1, .u x x u x=  (9)
Входящий в представление (9) параметр ϕ  имеет геометрический смысл малого угла пово-

рота материальных нормалей к плоскости 2 0 2x δ=  в теле 1. Согласно распределению (9), от-
личные от нуля деформации будут определяться в виде:
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Введем в рассмотрение обобщенные силы и обобщенный момент:
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От вариационного уравнения (8), с учетом поля деформаций (10), приходим к двум систе-
мам дифференциальных уравнений для тела 1:

 

( )
( )

( ) ( )

[ )
( )

( )
( ) ( )

( ]

1 1 1
111 11 12

12 1
1 1 1

1 1 1
111 11 11 12

12 0 22 1
1 1 1 1

0; 0; 0; ;0 ,

0; 0.5 0; ; 0;

dM dQ dQQ x a
dx dx dx

dM dQ d dQQ x
dx dx dx dx

σδ σ


− = = = ∈ −



 − = + = = ∈



 (12)

c условиями сопряжения в точке 1 0:x =

 ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )( )

1 11 1

1 1 1 1

1 1

0 00 0

1 1 1 1
12 12 11 110 0 0 0

1 1
11 11 0 110 0

, ,

, ,

0.5 ,

k k x xx x

x x x x

x x

u u

Q Q M M

Q Q

ϕ ϕ

δ σ

+ +
=− =+=− =+

=− =+ =− =+

=− =+

= =

= =

= +

 (13)

и граничными условиями:
 ( )

1
1 1 0,

x
u x+

=
=



   ( )
1

2 1 0,
x

u x+

=
=



   ( )
1

1 0,
x

xϕ
=
=



 (14)

 ( )

1

1
12 0,

x a
Q

=−
=    ( )

1

1
11 0,

x a
Q

=−
=    ( )

1

1
11 .

x a
M M

=−
= −  (15)

Из (4) и (7) получим напряженное состояние в слое взаимодействия:

 1
11 1 2 2

1

,duD D u
dx

σ
+

+= +    1
22 1 2 2

1

,duC u C
dx

σ
+

+= +    ( )33 3 11 22 ,σ ν σ σ= +  (16)

где ( )
( )( )

3 3
1

3 3

1
;

1 1 2
E

D
ν

ν ν
−

=
+ −

 
( )( )

3 3
2

3 3 0

2 ;
1 1 2

ED ν
ν ν δ

=
+ −

 1 1
0

2 ;C D
δ

=  0
2 2.

2
C Dδ

=

В результате система (12) с учетом (16), условий сопряжения (13) и граничных условий 
(14)–(15) становится замкнутой. Решение поставленной задачи определяет три неизвестные 
функции 1 ,u+  2 ,u+  .ϕ

2. Решение задачи

Рассмотрим участок [ ;0).a−  Из системы (12), граничных условий (15) и условий сопряже-
ния (13) приходим к следующим условиям на левой границе участка (0; ]:
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 ( )

1

1
12 0

0,
x

Q
=+

=    ( )( )
1

1
11 0 11

0
0.5 0,

x
Q δ σ

=+
+ =    ( )

1

1
11 0

.
x

M M
=+

= −  (17)

С учетом (6), (10), (11) выражения обобщенных сил и момента принимают вид:

 ( )1 +
11 1 ,

2
hQ Dh u ϕ ′ ′= − 

 
   ( ) ( )1 +

12 2 ,Q Lh u ϕ′= −    ( )1 2 +
11 1

1 ,
2 3

hM Dh u ϕ ′ ′= − 
 

 (18)

где ( )
( )( )

1 1

1 1

1
;

1 1 2
E

D
ν

ν ν
−

=
+ −

 
( )

1

1

.
2 1

EL
ν

=
+

Тогда, учитывая (16), (18), система (12) примет следующий вид:

 

( )
( )

( )

2 3

1 2

2

1 0 1 1 2 2

2 1 2 2 1

0;            
2 3

0.5 0;
2

.                            

+ +

+ + +

+ + +

h hD u Lh u

hD hu D u D u

Lh u C u C u

ϕ ϕ

ϕ δ

ϕ

  ′′ ′′ ′− − − =  
 

   ′′ ′′ ′′ ′− + + =  
 

 ′′ ′′− = +


 (19)

Общее решение системы дифференциальных уравнений 2 порядка (19) на участке ( ]0;  
имеет следующий вид:

 

1 1 1 1 2 1 2 1

1 1 1 1 2 1 2 1

1 1 1

31 2 4 1 1 1
1 2 3 4 5 6

1 1 2 2 2 1 2 0 2

1
2 2 3 4 5

1 2 0 2

1 2
2 3

1 1

;
0.5

;                                 
0.5

R x -R x R x -R x+

R x -R x R x -R x+

R x -R

aa a a C C xu C e C e C e C e C
R R R R C C S D

Cu C e C e C e C e
C S D

b bC e C e
R R

δ

δ

ϕ

= − + − + +
−

= + + + −
−

= −



    



   

  1 2 1 2 13 4
4

2 2

.                                         x R x -R x
5

b bC e C e
R R









+ −


 

 (20)

где 
( )2

2

1

, 1, 4;i
i

m
b i

m
λ −

= =  
( )2

1 22 1
1 1

2 2 1 2

;
m CLh Lha R

C C m C
λ −

= − −  
( )2

2 22 1
2 1

2 2 1 2

;
m CLh Lha R

C C m C
λ −

= − −  

( )2
3 22 1

3 2
2 2 1 2

;
m CLh Lha R

C C m C
λ −

= − −  
( )2

4 22 1
4 2

2 2 1 2

;
m CLh Lha R

C C m C
λ −

= − −  0 1
2

2

0.5 ;Dh DS
C

δ+
=  

1
2

1 ;
2
Dhm
LS

= +  1 2 0 2
2

2

0.5 ;C S Dm
LhS

δ−
=  

( )
2 2

4 2
2 2

12 ;
4 3

LC Sm
Dh hC S Dh

=
−

 
( )

0 2 2 2
3 2

2 2

3 12 ;
4 3

D Dh LC Sm
Dh hC S Dh
δ +

= −
−

 

( )22
2 1 3 4 2 44 ;d m m m m m m= + + −  2 1 3 4

1 1 ;
2

m m m m dRλ + + +
= =  2 1 3 4

3 2 ;
2

m m m m dRλ + + −
= =  

2 1;Rλ = −  4 2.Rλ = −

Решение (20) имеет 6 постоянных интегрирования 1 2 3 4 5 6,  ,  ,  ,  ,  .C C C C C C     

Условия (14), (17) определяют систему линейных уравнений для их нахождения:
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1 1 2 2

1 1 2 2

31 2 4 1 1
2 3 4 5 6

1 1 2 2 2 1 2 0 2

1
2 3 4 5

1 2 0 2

1

0;                   
0.5

0;                                                    
0.5

R -R R -R

R -R R -R

aa a a C CC e C e C e C e C
R R R R C C S D

CC e C e C e C e
C S D

b

δ

δ

− + − + + =
−

+ + + − =
−

   

   





    



   

1 1 2 232 4
2 3 4

1 1 2 2

31 2 4 1 1
1 2 1 3 2 4 2 5

1 1 2 2 2 1 2 0 2

0;                                                           

0;
2 0.5

R -R R -R
5

bb bC e C e C e C e
R R R R

bb b b C CR C R C R C R C
R R R R C C S D

r

δ

− + − =

       
− − − + − − − + =        −       

   

   



   

01 1 1
1 2 2 3 3 4 4 5 1 2

2 2 1 2 0 2

31 2 4
1 2 2 3 3 4 4 5 2

0;                    
2 0.5

.                   
2 3 2 3 2 3 2 3

C C CC r C r C r C Dh D D
C C C S D

aa a ah h h h Mb C b C b C b C
Dh

δ
δ












  
+ + + + + − =   −  

      − + − + − + − = −      
      



   

   











 (21)

где ( )0
1 2 , 1, 4.

2 2i i i i
hr Dh a b D a D iδ = − + + = 

 
В работе [8] найдено упрощенное аналитическое решение данной задачи.

3. Результаты

Рассмотрим образец с механическими характеристиками консоли: 11
1 2 10E = ⋅  Па, 1 0.3.ν =  

Геометрические характеристики выбираем следующими: 0.05h =  м, 0.2=  м, 5
0 10δ −=  м. Из-

гибающий момент равен 1M =  Н ⋅м. Механические и прочностные характеристики для адге-
зионного слоя приведены в табл. 1 [9].

Таблица 1
Механические и прочностные характеристики адгезионных слоев

3E , Па 3ν ICG , Н/м
Araldite AV138 94.9 10⋅ 0.35 30.2 10⋅
Araldite 2015 91.85 10⋅ 0.33 30.43 10⋅
Sikaforce 7752 90.49 10⋅ 0.3 32.36 10⋅

где ICG  — критический поток энергии.

На рис. 2 построены графики горизонтальных перемещений верхней границы адгезионного 
слоя +

1 .u  Кривая 1 соответствует адгезиву Araldite AV138, кривая 2 — Araldite 2015, кривая 3 — 
Sikaforce 7752. По оси абсцисс (рис. 2) отложена длина консоли, по оси ординат — значение 
перемещения. Единица измерения величин: метры. 

Аналогично на рис. 3 построены графики вертикальных перемещений +
2 .u

На рис. 4 построены графики угла поворота .ϕ  Нумерация графиков аналогична рис. 2. По 
оси абсцисс (рис. 4) отложена длина консоли [м], по оси ординат — величина угла [рад].

Из рис. 2–4 видно, что свойства адгезива влияют значение перемещений. Например, гра-
фик 3 соответствует материалу Sikaforce 7752, у которого модуль Юнга на порядок ниже, по 
сравнению с другими адгезивами.

На рис. 5 показано распределение напряжений в адгезионном слое Araldite AV138 График 1 
соответствует напряжению 11,σ  график 2 — напряжению 22 ,σ  а 3 — 33.σ

Из рис. 5 видно, что в слое реализуется равенство двух главных напряжений 11 33.σ σ=  
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Рис. 2. Горизонтальные перемещения Рис. 3. Вертикальные перемещения

Рис. 4. Углы поворота Рис. 5. Распределение напряжений в слое

4. Анализ

Введем характеристику напряженно-деформированного состояния регулярную относи-
тельно изменения толщины слоя взаимодействия 3. 

В работе [7] в качестве такой характеристики используется энергетическое произведение 
(ЭП) в вершине адгезионного слоя:

 ( )11 11 22 22 02 0.5 .γ σ ε σ ε δ= +  (22)
На рис. 6 показана зависимость энергетического произведения (22) в слое от десятичного 

логарифма отношения толщины слоя к высоте консоли h  при рассматриваемых ранее механи-
ческих и геометрических характеристиках консоли. Толщина слоя варьировалась от 5

0 10δ −=  м 
до 8

0 10δ −=  м. Кривая 1 построена для адгезива Araldite AV138, кривая 2 – для адгезива Araldite 
2015, кривая 3 – для адгезива Sikaforce 7752. Безразмерное ЭП ˆ2γ  на рис. 6 определено в виде 
отношения ЭП адгезива к ЭП адгезива Sikaforce 7752, полученного при 8

0 10δ −=  м.
Из рис. 6 видно, при достижении определенного значения толщины адгезионного слоя 

формула (22) перестает давать результат. Для Sikaforce 7752 это условие — ( )0lg 6.3,hδ ≈ −  для 
Araldite 2015 — ( )0lg 5.6,hδ ≈ −  а для Araldite AV138 — ( )0lg 5.3.hδ ≈ −  Это связано с вычис-
лительной погрешностью при нахождении коэффициентов общего аналитического решения. 
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Также из рис. 6 получаем, что при уменьшении относительной толщины адгезионного слоя 
значение ЭП не зависит от упругих механических свойств материала слоя. 

Заключение

На основе вариационной постановки задачи о равновесии двух тел, сопряженных тонким 
слоем получена упрощенная постановка задачи в дифференциальном виде. Было найдено ана-
литическое решение и по нему построены графики перемещений для адгезивов с различными 
механическими свойствами. Показано, что реализуется равенство двух главных напряжений. 
Рассмотрена зависимость энергетического произведения на торце слоя от относительной тол-
щины адгезионного слоя. Показано, что данная характеристика имеет место для решений с 
малой, но конечной толщиной слоя.
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УДК 539.3

МЕТОД РЕШЕНИЯ СИНГУЛЯРНЫХ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ 
И ПРИМЕНЕНИЕ ЕГО ПРИ РЕШЕНИИ ЗАДАЧ ТЕОРИИ УПРУГОСТИ

Саратовский национальный исследовательский государственный университет
 имени Н. Г. Чернышевского

А. В. Бурмистров, О. А. Мыльцина

Аннотация. Задачи механики сводятся к решению систем дифференциальных уравне-
ний в частных производных или обыкновенных дифференциальных уравнений. Такие 
системы и дифференциальные уравнения могут содержать сингулярные функции, напри-
мер, функцию Дирака и ее производные. Эти функции могут входить в уравнения как 
коэффициентами, так и свободными членами. Существуют различные способы решения 
таких дифференциальных уравнений. Предлагаемый в работе способ позволяет решить 
такие уравнения в замкнутом виде.
Ключевые слова: сингулярные дифференциальные уравнения, обобщенная функция, 
функция Хевисайда, функция Дирака, сосредоточенная нагрузка, прямоугольная пла-
стинка.

Введение

В работе предлагается способ решения дифференциальных уравнений, содержащих сингу-
лярные функции, при котором получено аналитическое решение в замкнутом виде [1]. Работа 
содержит 2 раздела. В первом разделе рассмотрен метод решения сингулярных дифференци-
альных уравнений, содержащих функции Хевисайда и их производные. Для иллюстрации ме-
тода приведены решения двух дифференциальных уравнений. Во втором разделе приведены 
задачи механики, в которых решения дифференциальных уравнений с сингулярными функ-
циями получены описанным методом. Сингулярные функции содержатся как в уравнениях, 
так и в краевых условиях. Приведено решение задачи о равновесии пластинки, находящейся 
под действием сосредоточенных нагрузок.

1. Метод решения дифференциальных уравнений, 
содержащих функцию Хевисайда и ее производные

Приведем несколько примеров уравнений, содержащих функции Хевисайда и Дирака. 

 
2

02 ( ) 0,d y H x x y
dx

+ − =  (1)

 
2

02 ( ) 0,d y x x y
dx

δ+ − =  (2)

 
2

0 02 ( ) ( ),d y P x x x
dx

δ= −  (3)

 
2

2
1 12 ( ) ( ) ( ) 0,d y dyk y x x x H x x

dx dx
δ+ − + − =  (4)

 
3

3
1 23 ( ) cos( ) ( ).d y H x x k y q lx H x x

dx
+ − = −  (5)

Покажем решение уравнения (2). Решение уравнения (2) ищем в виде:
 ( ) ( )1 2 1 0 .y y y y H x x= + − −
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Вычислим производные:

 ( ) ( ) ( ) ( )
0

1 2 1 0 2 1 0 ,
x x

y y y y H x x y y x xδ
=

′′ ′= + − − + − −

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
0

0

1 2 1 0 2 1 0 2 1 2 1 0
1 ,
2x x

x x

dy y y y H x x y y x x y y y y x x
dx
δδ δ

=
=

′′ ′′′ ′′= + − − + − − + − + + −

и подставим их в уравнение (2). Сгруппируем слагаемые и получим два уравнения:

11: 0,y′ =

2 1: 0,H y y′′ ′′− =
и два условия сопряжения в точке 0.x x=

( )
0

0

2 1 2 1
1: 0,
2x x

x x

y y y yδ
=

=

′ ′− + + =

0
2 1: 0.

x x

d y y
dx
δ

=
− =

Таким образом, решение дифференциального уравнения (2) получено в виде:

 ( )( ) ( ) ( )( )( )2
1 0 0 0 1 0 0 0 0 01 ( ) 1 ( ) .y C x x x x H x x D x x x x x x H x x= − + + − − + + − + − −

Одна из реализаций решения в MathCAD приведена на рис. 1. 

Покажем решение уравнения (5).
Область определения уравнения разбивается точками 1x  и 2x  на 3 интервала. В каждом из 

интервалов получается дифференциальное уравнение. 

I: 
3

3 0,d y
dx

=

II: 
3

3
3 0,d y k y

dx
+ =

III: 
3

3
3 cos( ).d y k y q lx

dx
+ =

Для получения одного решения в виде 1 2 1 1 3 2 2( ) ( ) ( ) ( )y y y y H x x y y H x x= + − − + − −  необ-
ходимо удовлетворить условиям равенства функций и их производных в точках 1x  и 2 ,x  кото-
рые имеют вид:

 
1 11 2| |x xy y=  

2 22 3| |x xy y=

Рис. 1. Графическое изображение решения уравнения (2)
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1 11 2| |x xy y′ ′=  

2 22 3| |x xy y′ ′=

 
1 11 2| |x xy y′′ ′′=  

2 22 3| | .x xy y′′ ′′=

Получили решение в виде:
2

1 1 2 3y C C x C x= + +

2
2 4 5 6

3 3cos sin
2 2

kx
kx kx kxy C e e C C−  

= + +  
 

( )3 32
3 7 8 9 6 6

3 3cos sin cos sin
2 2

kx
kx kx kx qy C e e C C k lx l lx

l k
−  

= + + + −   + 
Найдем производные функций 1,y  2 ,y  3.y

1 3 22y C x C′ = +

1 32y C′′ =

2
2 4 5 6

3 3cos sin
3 2 3 2

kx
kx kx kxy kC e ke C Cπ π−

    
′ = − + + + +            

2 2 2
2 4 5 6

3 3sin cos
6 2 6 2

kx
kx kx kxy k C e k e C Cπ π−

    
′′ = − + + + +            

( )3 32
3 7 8 9 6 6

3 3cos sin sin cos
3 2 3 2

kx
kx kx kx qly kC e ke C C l lx k lx

l k
π π−

    
′ = − + + + + − +         +    

( )
2

2 2 3 32
3 7 8 9 6 6

3 3sin cos cos sin .
6 2 6 2

kx
kx kx kx qly k C e k e C C k lx l lx

l k
π π−

    
′′ = + − + + + − −         +    

Условия сопряжения в точке 1:x
1

12 1 12
1 2 1 3 1 4 5 6

3 3sin cos
6 2 6 2

kx
kx kx kxC C x C x C e e C Cπ π−

    
+ + = + + + +            

1
1 1 12

2 3 1 4 5 6
3 32 sin cos

3 2 3 2

kx
kx kx kxC C x kC e ke C Cπ π−

    
+ = − + + + +            

1
12 2 1 12

3 4 5 6
3 32 sin cos .

6 2 6 2

kx
kx kx kxC k C e k e C Cπ π−

    
= + − + + +            

Полученные константы
1

1

2 2
1 12

3 4 5 6
3 3sin cos ,

2 2 6 2 6 2

kx
kx kx kxk kC C e e C Cπ π−

    
= + − + + +            

( )
1

1 2 1 12
2 4 1 5 1

3 3cos sin
3 2 6 2

kx
kx kx kxC C e k k x ke C kxπ π−

    
= − − + + + + +            

1
1 12

6 1
3 3sin cos ,

3 2 6 2

kx kx kxke C kxπ π    
+ + − +            

1
1

2 2 2 2
1 1 1 1 12

1 4 1 5 1
3 3 31 cos cos sin

2 2 3 2 2 6 2

kx
kx k x kx kx k x kxC C e kx e C kx π π−

       
= + + + − + − + +                      
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1 2 2
1 1 1 12

6 1
3 3 3sin sin cos ,

2 3 2 2 6 2

kx kx kx k x kxe C kx π π      
+ − + + +                  

подставим в решение и получим

 ( ) ( )1
22

1 4 1 1
11
2

kxy C e k x x k x x−  = − − + − + 
 

 ( ) ( )
1 2

21 1 12
5 1 1

3 3 3cos cos sin
2 3 2 2 6 2

kx kx kx kxke C k x x x xπ π      
+ + − + − − + +                  

 ( ) ( )
1 2

21 1 12
6 1 1

3 3 3sin sin cos .
2 3 2 2 6 2

kx kx kx kxke C k x x x xπ π      
+ + − + + − +                  

Условия сопряжения в точке 2:x

 
2

2 2 22
7 8 9

3 3cos sin
2 2

kx
kx kx kxC e e C C−

    
+ + =            

 ( )
2

2 3 32 22
4 5 6 2 26 6

3 3cos sin cos sin ;
2 2

kx
kx kx kx qC e e C C k lx l lx

l k
−

    
= + + − −         +    

 
2

2 2 22
7 8 9

3 3cos sin
3 2 3 2

kx
kx kx kxkC e ke C Cπ π−

    
− + + + + =            

 ( )
2

2 3 32 22
4 5 6 2 26 6

3 3cos sin sin cos ;
3 2 3 2

kx
kx kx kx qlkC e ke C C k lx l lx

l k
π π−

    
= − + + + + + −         +    

 
2

22 2 2 22
7 8 9

3 3sin cos
6 2 6 2

kx
kx kx kxk C e k e C Cπ π−

    
+ − + + + =            

( )
2

2

2
2 2 3 32 22

4 5 6 2 26 6

3 3sin cos sin cos .
6 2 6 2

kx
kx kx kx qlk C e k e C C k lx l lx

l k
π π−

    
= − + − + + + + −         +    

Решение имеет вид:

14 24 142 2
3 4 5 6

3 3 3 3cos sin cos sin
2 2 2 2

kx kx
kx kx kx kx kx kxy C e e e C C e− −

          ∆ ∆ ∆
= + + + + + +                    ∆ ∆ ∆          

( )3 3
6 6 cos sin .q k lx l lx

l k
+ −

+
Здесь ,∆  14 ,∆  24 ,∆  34∆  обозначены определители для решения систем — условий сопряжения. 
Таким образом, получили решение в замкнутом виде:

 ( ) ( ) ( ) ( )1 2 1 1 3 2 2y y y y H x x y y H x x= + − − + − − =

( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1 1 1

2 2
2 2

4 1 1 1 1 11
2 2

kx kx kx kxkxk kC e k x x x x e k x x e x x e e H x x− − − −−    
= − − + − + + − − − − − +    

    

( ) ( )
1 2

21 1 12
5 1 1

3 3 3cos cos sin
2 3 2 2 6 2

kx kx kx kxkC e k x x x xπ π      
+ + − + − − + +                  

 ( )
1

1 12 2
5 1

33 3cos cos cos
2 2 3 2

kxkx
kx kxkx kxC e e e k x x π−

     
+ − − − + +                
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 ( ) ( )
1 2

2 12
1 1

3sin
2 6 2

kx kxke x x H x xπ  
+ − + − +   

 ( ) ( )
2

21 1 1
6 1 1

3 3 3sin sin cos
2 3 2 2 6 2

kx kx kxkC k x x x xπ π      
+ + − + + − + +                  

 ( )
1

11 1 12 2
6 1

3 3 3sin sin sin
2 2 3 2

kxkx
kxkx kx kxC e e e k x x π−

      
+ − − − + −                 

 ( ) ( )
1 2

2 12
1 1

3cos
2 6 2

kx kxke x x H x xπ  
− − + − +   

 ( ) ( )3 33414 242
26 6

3 3cos sin cos sin .
2 2

kx
kx kx kx qe e k lx l lx H x x

l k
−

     ∆∆ ∆
 + + + + − −         ∆ ∆ ∆ +     

2. Задачи механики, сводящиеся к решению сингулярных дифференциальных уравнений

Пусть на изотропную пластинку с размерами a b×  и толщиной ,h  стандартным образом 
отнесенную к декартовой системе координат ,Oxy  действует поперечная нагрузка ( , ).q q x y=  
Края пластинки шарнирно оперты. В уравнении прогиба 

 2 2 ,qW
D

∇ ∇ =  (6)

3

,
12(1 )

EhD
v

=
−

 E  — модуль Юнга, v  — коэффициент Пуассона, 
2 2

2
2 2 .

x y
∂ ∂

∇ = +
∂ ∂

Рассмотрим несколько вариантов нагрузки и краевых условий.
а) Нагрузка приложена вдоль прямой 0x x=  имеет вид 0( , ) ( ) ( )q x y q y x xδ= −  или части 

этой прямой 0 1 2 0( , ) ( ( ) ( )) ( ).q x y q H y y H y y x xδ= − − − −
Для таких нагрузок решение в замкнутом виде имеет вид:

( )
( )

( )
0

3
00 0

2
1

sh
( )1 1, ch sh

2 sh sh
b

k

k

k x
k x xq x k a xb a bW x y

k a k aD b a k b bk
b

π
π π

π πππ

∞

=

   
    −  −    = + − ×                   

∑

( ) ( ) ( )
0

0 0 00 1sh sh ch ch sh
sh

sh
b

k a x k x x k x xx xk x x k x
b b b b

k x
b

k b b k ba
π π π

π
π π

ππ

 
 


  − − −     −   × − + − ×              

 
     










( )
0

0 sin ,
sh

sh
b

k x
b

k
k yH x x

ba

π
π

π


  ×

 
 
 
 
 
 

−  
 


где kq  вычисляется в соответствии с нагрузкой ( , ).q x y

б) На края пластинки действуют сингулярные моменты. В этом случае краевые условия 
имеют вид:
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при 0,x =  ,x a=  0,W =  11 2
0 1( ) ( ),M M y by H y y= − −

при 0,y =  0,W =  22 0,M =  при ,y b=  0,W =  22 2
0 ( ).M M ax x= −

Если пластинка имеет симметричные ребра жесткости и при ее описании применена кон-
тинуальная модель, то в этом случае уравнение прогиба изотропной пластинки имеет вид:

 

4 3
2 2

4 2
1 1

( ) ( ) ,
n n

ii i i
i i

W W d qW y y y
x x y dy D

δβ δ β
= =

∂ ∂
∇ ∇ + − + =

∂ ∂ ∂∑ ∑  (7)

где 
3

3 ,i
i i i

h a
h

β  = Φ 
 

  2(1 ) ,i ivβ β= −  
2

3 1 3 3 ,i
i i

h h
h h

 
Φ = + +  

 
 n  — число ребер, ih  и ia  — их высо-

та и толщина.
Уравнение содержит слагаемые, содержащие функцию Дирака и ее первую производную. 

Для получения аналитического решения уравнения (7) необходимо задать краевые условия. 
Если оребренная пластинка шарнирно оперта на краях и нет никакого температурного воз-
действия на нее, то решение следует искать в виде 

1
( , ) ( )sin ,

n

k
i

k xW x y W y
a
π

=

=∑  тогда возможно 
получение решения в замкнутом виде.

Заключение

В работе рассмотрен способ решения сингулярных дифференциальных уравнений, при 
котором решение получено в замкнутом виде. Приведен пример решения задачи о прогибе 
пластинки находящейся под действием сингулярной нагрузки. Приведенное аналитическое 
решение чрезвычайно удобно, так как позволяет проводить количественный и качественный 
анализ поведения пластинки, не прибегая к численным методам.
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УДК 539.375

К МОДЕЛИРОВАНИЮ ПОТОКОВ УПРУГОЙ ЭНЕРГИИ В ВЕРШИНУ 
ТРЕЩИНОПОДОБНОГО ДЕФЕКТА КОНЕЧНО-ЭЛЕМЕНТНОГО КОНТИНУУМА 

ПРИ НАГРУЖЕНИИ ТИПА МОДЫ I

Тульский государственный университет

А. Ю. Бурцев, В. В. Глаголев, А. И. Лутхов

Аннотация. Рассмотрено нагружение трещиноподобного дефекта в виде физического 
разреза в двухконсольной балке по моде I. Для линейно упругой постановки задачи в 
состоянии плоской деформации найдено конечно-элементное решение в пакете ANSYS. 
Предметом исследования являлось энергетическое произведение в виде толщины физи-
ческого разреза и средней удельной свободной энергии тупикового конечного элемента, 
определяемой как на его свободной грани, так и по всему элементу. Проведено сравнение 
энергетического произведения с потоком упругой энергии в вершину математического 
разреза найденному по коэффициенту интенсивности напряжений.
Ключевые слова: механика разрушения, трещиноподобный дефект, линейная упругость, 
коэффициент интенсивности напряжений, поток упругой энергии, метод конечных элемен-
тов, энергетическое произведение, линейный параметр, плоская деформация, J-интеграл.

Введение

Исследование критических состояний тел с дефектом типа трещины в линейно упругих те-
лах связано с моделью трещины в виде математического разреза [1, 2]. В этом случае основным 
исследуемым параметром является коэффициент интенсивности напряжений (КИН), харак-
теризующий распределение напряженного состояния в окрестности трещины. А. А. Гриффитс 
связал данный коэффициент c энергией образуемых новых материальных поверхностей при 
росте трещины, введя в рассмотрение энергетическую характеристику потока высвобожда-
емой упругой энергии [3]. Таким образом, нахождение КИН становится важной задачей ме-
ханики разрушения. Для тел с бесконечной границей известным математическим аппаратом 
[1, 4, 5] могут быть получены аналитические решения, однако, для тел конечных размеров ис-
пользуются различные численные процедуры [6, 7], в том числе и метод конечных элементов 
(МКЭ) [8, 9]. Применение МКЭ в данном случае предполагает использование специальных 
конечных элементов [10, 11], учитывающих специфику распределения напряженного состоя-
ния в окрестности тупиковой точки математического разреза. Данные апробированные про-
цедуры используются в коммерческих конечно-элементных пакетах, в том числе и в ANSYS.

В работе [12] при рассмотрении термомеханического разрушения материального объема 
твердого тела было введено понятие энергетического произведения (ЭП) в виде произведения 
его удельной свободной энергии на линейный параметр. ЭП, при достижении критического 
значения, является источником формирования новых приповерхностных слоев. Если трещи-
на рассматривается в виде физического разреза [12–14] с толщиной 0 ,δ  окончание которого 
формирует грань конечного элемента, то ЭП соответствующей грани может быть отождест-
влено с потоком упругой энергии трещины Гриффитса. В предлагаемой статье используется 
стандартный конечный элемент пакета ANSYS с квадратичным распределением поля переме-
щений на элементе. Исследуется зависимость ЭП на грани вершины физического разреза от ее 
линейного размера при нормальном отрыве в состоянии плоской деформации. Полученный 
результат сравнивается с потоком упругой энергии в вершину математического разреза для 
аналогичной задачи, вычисленным по КИН ,IK  найденным в пакете ANSYS по стандартным 
процедурам расчета.
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1. Постановка задачи

На рис. 1 показан образец в виде двойной консольной балки (ДКБ-образец), со следующи-
ми механическими и геометрическими характеристиками: модуль упругости 112 10E = ⋅  Па, 
коэффициент Пуассона 0,3,ν =  длина ДКБ-образца 200l =  мм, длина трещины / 4,a l=  ши-
рина ДКБ-образца 100b =  мм, ширина консоли ( )0 / 2,h b δ= −  толщина физического разреза 

0 ,δ  к консолям которого приложены вертикальные единичные симметричные внешние рас-
пределенные нагрузки .P  Правый торец образца жестко закреплен от перемещений. 

При 0 0δ =  симметричная единичная нагрузка формирует .IK  В комплексе ANSYS, исполь-
зуя стандартный модуль (Fracture), получено расчетное значение КИН .IK  Результаты числен-
ного расчета приведены в табл. 1. 

Используя связь потока упругой энергии с КИН [1]:

 ( )
2

22 1 I
I

K
E

γ ν= −  (1)

получаем эталонное численное значение потока энергии в вершину математического разреза. 
Результаты расчета приведены в табл. 1.

Рассмотрим трещиноподобный дефект в виде физического разреза толщиной 0.δ  Предпо-
лагаем, что в линейно упругом конечно-элементном континууме с квадратичными функция-
ми формы окончание разреза формирует грань прямоугольного конечного элемента 0 1.δ δ×  На 
рис. 2 показан конечный элемент физического разреза.

При разбиении геометрии образца на конечные элементы будем требовать выполнения 
следующего условия: 1 0.δ δ=

В работе [12] при рассмотрении разрушения материального слоя с регулярным распределе-
нием поля напряжений введено понятие энергетического произведения:

 0ˆ ˆ2 ,γ δ ϕ=  (2)

где 1ˆ ;
iknpiknp S

dS
S

ϕ ϕ= ∫  ( )11 11 22 22 12 120,5 2ϕ σ ε σ ε σ ε= + +  — удельная свободная энергия;

iknpS  — площадь структурного элемента.

Рис. 1. Модель ДКБ-образца

Таблица 1
Расчетные значения

Искомая величина Расчетное значение
Коэффициент интенсивности напряжений ,IK  Н/м3/2 1294,6
Поток упругой энергии 2 ,Iγ  Н/м 7,62575E–6
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В силу конечности напряженного состояния конечно-элементного континуума при фикси-
рованном разбиении на конечные элементы в рассмотрение введем энергетическое произве-
дение грани окончания физического разреза:

 02 ,γ δ ϕ=  (3)

где 
0

0

/2

2
0 /2

1 .dx
δ

δ

ϕ ϕ
δ −

= ∫

2. Результаты решения

На рис. 3 показана зависимость относительного значения / Iγ γ γ=  от относительной тол-
щины физического разреза 0 0 / hδ δ=  при приложении единичной симметричной внешней 
нагрузки.

На рис. 4 показана зависимость относительного значения ˆ / Iγ γ γ=  от относительной тол-
щины физического разреза 0δ  при приложении единичной симметричной внешней нагрузки.

На рис. 5 показано общее количество элементов расчета N  при различных значениях тол-
щины физического разреза 0.δ

Анализируя результаты расчетов, видим, что при 0 0,0001δ <  относительные значения ,γ γ  
имеют асимптотическую вычислительную сходимость, не превышающую 0,43 и 0,2 % соответ-
ственно.

Рис. 2. Конечный элемент в тупиковой точке физического разреза

Рис. 3. Зависимость относительного значения ЭП грани 
от относительной величины физического размера
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На рис. 6 показана зависимость отношения относительного значения ЭП грани к относи-
тельному значению ЭП элемента от относительной величины физического разреза при прило-
жении единичной симметричной внешней нагрузки.

Для симметричного нагружения ДКБ-образца с математическим разрезом в состоянии 
плоской деформации известно решение J-интеграла [15]:

Рис. 4. Зависимость относительного значения ЭП элемента 
от относительной величины физического размера

Рис. 5. Зависимость общего количества элементов от толщины физического разреза

Рис. 6. Зависимость отношения относительного значения ЭП грани к относительному 
значению ЭП элемента от относительной величины физического разреза
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( ) ( )2 22 212 1

1 0,673 .
Ph a hJ

hE h a
ν−     = +        

 (4)

Результаты расчетов приведены в табл. 2, погрешность результатов вычислялась относи-
тельно потока упругой энергии, вычисленным по КИН ,IK  найденным в пакете ANSYS.

На рис. 7 и 8 показаны результаты численного расчета в пакете ANSYS распределения по-
лей главных деформаций и напряжений по вертикальному направлению 11ε  и 11σ  соответ-
ственно в ДКБ-образце с толщиной физического разреза 0 1δ =  мм при приложении симме-
тричной нагрузки.

Таблица 2
Результаты

Решение Поток упругой энергии 2γ , Н/м Погрешность решений, %
Формула (4) 7,64107E–6 0,2

Численное
По КИН IK 7,62575E–6 –
ЭП грани 7,0175E–06 8

Рис. 7. Распределение поля главных деформаций по вертикальному направлению

Рис. 8. Распределение поля главных напряжений по вертикальному направлению
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Заключение

В работе использовался дискретный подход, основанный на МКЭ и модели трещиноподоб-
ного дефекта в виде физического разреза. Использовано понятие ЭП, которое может являться 
критерием для начала образования новых материальных поверхностей трещины. Продемон-
стрирована вычислительная сходимость ЭП при стремлении толщины физического разреза 
к нулю. Найдена зависимость между ЭП тупиковой грани физического разреза и элемента, 
отождествленным с этой гранью. Показано, что ЭП элемента имеет более выраженную схо-
димость по сравнению с ЭП грани. Численное решение было верифицировано с известным 
решением.
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ИССЛЕДОВАНИЕ КОЛЕБАНИЙ ФУНКЦИОНАЛЬНО-ГРАДИЕНТНОГО 
ТЕРМОВЯЗКОУПРУГОГО СТЕРЖНЯ

1Южный федеральный университет
2Южный математический институт — филиал ВНЦ РАН

А. О. Ватульян1, С. А. Нестеров2

Аннотация. Приведена постановка задачи о неустановившихся колебаниях неоднород-
ного термовязкоупругого стержня под действием механической нагрузки на торце. После 
обезразмеривания и применения преобразования Лапласа для решения задачи приме-
няется принципа соответствия термоупругого и термовязкоупругого решений. Для на-
хождения трансформант модуля Юнга, коэффициента температурного напряжения и 
удельной теплоемкости используется модель стандартного вязкоупругого тела. При про-
извольных законах неоднородности задача в трансформантах Лапласа сводится к системе 
интегральных уравнений Фредгольма 2-го рода. Обращение трансформант производится 
на основе теории вычетов.  Для функционально-градиентных материалов законы неод-
нородности мгновенных и длительных модулей определяются по правилу смеси и имеют  
вид степенных функций. В ходе вычислений исследовалось влияние параметра термо-
механической связанности, времени релаксации, а также параметра неоднородности  в 
степенных функциях на смещение нагружаемого торца стержня.
Ключевые слова: функционально-градиентный материал, термовязкоупругость, стер-
жень, принцип соответствия, преобразование Лапласа, система интегральных уравнений 
Фредгольма 2-го рода, время релаксации, длительный и мгновенный модули.

Введение

В настоящее время благодаря современным технологиям в областях с высокотемператур-
ным окружением все шире применяются функционально-градиентные материалы (ФГМ), 
свойства которых непрерывно изменяются по пространственным координатам [1]. Преиму-
ществом, ФГМ по сравнению со слоистыми композитами является существенное уменьшение 
вероятности появления трещин на границе сопряжения материалов. Определение напряжен-
но-деформированного состояния (НДС) конструкций из ФГМ в рамках моделей линейной 
термоупругости является предметом многих исследований [2–4].

Большинство материалов, которые при комнатной температуре проявляют упругие свой-
ства, со значительным повышением температуры начинают проявляться  реологические свой-
ствами, которые состоят в том, что напряжения, возникшие в теле, со временем уменьшаются. 
Поэтому при расчете конструкций на прочность необходимо одновременно учитывать тепло-
физические и вязкоупругие свойства материла, т. е. решать задачи термовязкоупругости [5].

Теория термовязкоупругости получила свое развитие в 60-х годах XX века. Большой вклад 
в развитие теории термовязкоупругости внесли работы Ильюшина А. А. и Победри Б. Е. [6], 
Карнаухова В. Г. [7], Работнова Ю. Н. [8], Кристенсена Р. [9] и др. Так, в работе [6] подробно 
разработана общая теория термовязкоупругости и предложен метод аппроксимации для ре-
шения ряда задач. Ученые при решении задач вязкоупругости используют, как модели в инте-
гральной, так и в дифференциальной форме. При этом наиболее распространенным методом 
решения выступает принцип соответствия упругих и вязкоупругих решений в пространстве 
трансформант Лапласа [10–13].

Связанные задачи термовязкоупругости для неоднородных тел образуют сложный класс 
задач механики деформируемого твердого тела. Поэтому количество публикаций с решения-
ми задач термовязкоупругости невелико [14–16]. Так, в работе [14] исследуется термовязкоу-
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пругое деформирование ФГ тонких пластин, в [15] — изгиб термовязкоупругой  ФГМ балки. 
На основе модели линейной термовязкоупругости в интегральной форме в [16] исследованы 
колебания тонких ФГ пластин.

В данной работе изучаются неустановившиеся колебания ФГ термовязкоупругого стержня 
под действием торцевой механической нагрузки хевисайдовского типа. Исследование задачи 
построено на принципе соответствия и сведено к решению системы интегральных уравнений 
Фредгольма 2-го рода в трансформантах. Исследовано влияние времени параметра термомеха-
нической связанности, времени релаксации и законов неоднородности на  торцевое смещение.

1. Определяющие соотношения термовязкоупругости для неоднородных тел

Пусть неоднородное термовязкоупругое тело занимает объем V  с поверхностью 
.u qS S S S Sσ θ= ∪ = ∪  Согласно принципу соответствия Вольтерра [9] в задаче термоупругости  

заменим термомеханические характеристики на временные операторы. Начально-краевая зада-
ча о неустановившихся колебаниях термовязкоупругого тела в интегральной форме имеет вид:
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Здесь символ «*» обозначает свертку Стилтьеса по времени ,t  ( , )iu x t  — компоненты век-
тора перемещения, , ,

1 ( )
2ij i j j iu uε = +  — компоненты тензора деформации, ( , )x tθ  — прираще-

ние температуры  от естественного состояния с температурой 0 ,T  ( , )ijklc x t  — компоненты тен-
зора модулей упругости, ( , )c x tε  — удельная объемная теплоемкость при постоянном тензоре 
деформации, ( , )ij x tγ  — компоненты тензора температурных напряжений, ( )xρ  — плотность, 

( )ijk x  — компоненты тензора теплопроводности, ( , )is x t  — компоненты вектора поверхност-
ной механической нагрузки, jn  — компоненты единичного вектора внешней нормали, 

,( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , )ij ijkl k l ijx t c x t u x t x t x tσ γ θ= ∗ − ∗  — компоненты тензора напряжений.
Решение задачи термовязкоупругости для неоднородных тел заключается в определении 

функций ( , )iu x t  и ( , )x tθ  из (1)–(5) при известных законах термомеханических характеристик. 
Решение данной задачи в общем случае из-за переменности коэффициентов можно получить 
лишь численно.

2. Постановка задачи

В рамках модели (1)–(5) рассмотрим задачу о продольных неустановившихся колебаниях 
жестко закрепленного на торце 0x =  неоднородного термовязкоупругого стержня длины l 
при механической нагрузке торца силой, изменяющейся по хевисайдовскому закону. Началь-
но-краевая задача имеет вид:
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Обезразмерим задачу (6)–(10) по формулам: ,xz
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=  Здесь β  — параметр связанности, 

0 ,c  0 ,k  0 ,ρ  0 ,γ  0E  — некоторые характерные значения термомеханических характеристик.
Обезразмеренная задача (6)–(10) примет вид:
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3. Решение задачи

Применим для решения задачи (11)–(15) метод интегрального преобразования Лапласа. 
Этот метод основан на том, что формулировка задачи линейной термовязкоупругости в изо-
бражениях совпадает с формулировкой соответствующей задачи термоупругости в изображе-
ниях при замене термомеханических характеристик их трансформантами.

Применив к уравнениям (11), (12) и граничным условиям (13), (14) преобразование Лапла-
са по времени, с учетом начальных условий (15), получим: 
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Для описания термовязкоупругих свойств стержня воспользуемся трехпараметрической 
моделью стандартного вязкоупругого тела [11, 12]. Следуя принципу соответствия, модуль 
Юнга, коэффициент температурных напряжений и удельную теплоемкость в изображениях 
представим в виде:
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В формулах (20) 1,E  2E  и 3E  — мгновенные модули, 1,H  2H  и 3H  — длительные модули, 
1,τ  2τ  и 3τ  — времена релаксации. 

Выполняя аналогичные действия как в задаче для термоупругого стержня [17], задача (16)–
(19) после некоторых преобразований сводится к системе интегральных уравнений Фредголь-
ма (ИУФ) 2-го рода относительно трансформант температуры и напряжения:
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Здесь ядра 1 4, ,K K  и правая часть f  системы (21), (22) имеют вид:
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Для решения системы интегральных уравнений (21), (22) в работе применяется метод кол-
локаций, при замене интегралов их приближенными значениями по квадратурной формуле 
трапеций.

После нахождения трансформант температуры и напряжений из (21), (22) далее для на-
хождения трансформанты смещения ( , )U z p  согласно [17] имеем выражение:
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Решения СЛАУ, получившиеся после дискретизации (22), (23) в системе компьютерной ал-
гебры Maple, показали, что трансформанты безразмерных приращения температуры и напря-
жения в узловых точках ,iz  1..i n=  являются дробно-рациональными функциями от параме-
тра преобразования Лапласа p  с одинаковыми знаменателями. Поэтому для нахождения 
оригиналов температуры, напряжений и смещений в работе применялась теория вычетов. Со-
гласно второй теореме разложения операционного исчисления оригиналы в узловых точках 
находились аналитически в виде конечной суммы экспоненциальных функций. 

 
4. Результаты вычислений

Проведена оценка точности предложенного метода решения задачи термовязкоупругости 
путем сравнения с аналитическим решением для однородного стержня при 0.03,β =  

1 2 3 0.05,τ τ τ= = =  1 2 3( ) ( ) ( ) 1,H z H z H z= = =  1 2 3( ) ( ) ( ) 1.2,E z E z E z= = =  ( ) 1,k z =  ( ) 1.zρ =  Вы-
яснено, что точность вычисления смещения (1, )U τ  зависит от выбора  значения параметра 
дискретизации .n  На временах 0.02τ ≥  для того, чтобы относительная погрешность решения 
была менее 1 %, достаточно взять 14.n =

В первой серии вычислений проведено исследование влияния параметра термомеханиче-
ской связанности ,β  времен релаксации 1,τ  2 ,τ  3τ  однородного стержня на торцевое смещение.

На рис. 1 представлен график изменения безразмерного торцевого смещения U  однород-
ного стержня от времени при 1 2 3 0.03,τ τ τ= = =  1 2 3( ) ( ) ( ) 1,H z H z H z= = =  1 2 3( ) ( ) ( ) 1.2,E z E z E z= = = 

1 2 3( ) ( ) ( ) 1.2,E z E z E z= = =  ( ) 1,k z =  ( ) 1zρ =  и двух значениях параметра связанности: 0.03β =  (сплошная 
линия); 0.3β =  (точки).

Из рис. 1 следует, что с увеличением параметра связанности затухание колебаний проис-
ходит быстрее.
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На рис. 2 представлена зависимость торцевого смещения однородного стержня от времени 
при 0.05,β =  1 2 3( ) ( ) ( ) 1,H z H z H z= = =  1 2 3( ) ( ) ( ) 1.6,E z E z E z= = =  ( ) 1,k z =  ( ) 1zρ =  и двух 
значениях времен релаксации: 1 2 3 0.03τ τ τ= = =  (сплошная линия) и 1 2 3 0.3τ τ τ= = =  (точки).

Из рис. 2 следует, что с увеличением времени релаксации затухание колебаний происходит 
быстрее.

Во второй серии вычислений проведено исследование влияния законов неоднородности  
модулей 1( ),H z  2 ( ),H z  3 ( )H z  и 1( ),E z  2 ( ),E z  3 ( )E z  ФГ стержня на торцевое смещение. В слу-
чае ФГМ, созданного путем перемешивания двух материалов, законы неоднородности термо-
механических характеристик стержня определяются по правилу смеси и имеют вид степенных 
функций. На рис. 3 показана зависимость торцевого смещения от времени при 0.05,β =  

Рис. 1 Влияние значений параметра связанности на торцевое смещение: 0.03β =  
(сплошная линия) и 0.3β =  (точки)

Рис. 2 Влияние значений времени релаксации на торцевое смещение: 1 2 3 0.03τ τ τ= = =  
(сплошная линия) и 1 2 3 0.3τ τ τ= = =  (точки)
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1 2 3 0.1,τ τ τ= = =  ( ) 1,k z =  ( ) 1zρ =  и следующих законах неоднородности: 1 2 2( ) ( ) ( ) 1 0.3 ,H z H z H z z= = = + 
1 2 2( ) ( ) ( ) 1 0.3 ,H z H z H z z= = = +  1 2 3( ) ( ) ( ) 1.2 0.45E z E z E z z= = = +  (сплошная линия) и 2

1 2 2( ) ( ) ( ) 1 0.3 ,H z H z H z z= = = + 
2

1 2 2( ) ( ) ( ) 1 0.3 ,H z H z H z z= = = +  2
1 2 3( ) ( ) ( ) 1.2 0.45E z E z E z z= = = +  (точки).

Из рис. 3 видно, что различные законы неоднородности оказывают большое влияние на 
торцевое смещение.

Заключение

Исследована задача о продольных колебаниях термовязкоупругого неоднородного стерж-
ня под действием механической нагрузки на его торце. Исследование задачи построено на 
принципе соответствия термоупругого и термовязкоупругого решений в трансформантах и 
сведено к решению системы интегральных уравнений Фредгольма 2-го рода. Нахождение ори-
гиналов осуществляется на основе теории вычетов. В ходе вычислительных экспериментов 
выяснено, что 1) различные законы неоднородности оказывают большое влияние на торцевое 
смещение; 2) с увеличением, как параметра связанности, так и времени релаксации затухание 
колебаний происходит быстрее.
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УДК 539.219.3

НАПРЯЖЕНИЯ ВО ВРАЩАЮЩЕМСЯ УПРУГОМ ЦИЛИНДРЕ, 
ПОДВЕРЖЕННОМ СЖАТИЮ ДВУМЯ СОСРЕДОТОЧЕННЫМИ СИЛАМИ 

С УЧЕТОМ ВЛИЯНИЯ ЦЕНТРОБЕЖНЫХ СИЛ

Санкт-Петербургский политехнический университет Петра Великого

А. Р. Галяутдинова

Аннотация. Целью исследования является получение напряженного состояния цилин-
дрического упругого тела с учетом действия центробежных сил, чтобы оценить степень 
их влияния на напряженное состояние тела качения роликового подшипника, вращаю-
щегося с постоянной скоростью. Решается система уравнений задачи теории упругости с 
учетом действия сил инерции. Данная система уравнений сводится к системе двух диф-
ференциальных уравнений в частных производных для нахождения компонент вектора 
перемещений в постановке о плоской деформации. Для ее решения используется метод 
разложения искомых функций в ряд Фурье. В результате было найдено напряженно-де-
формированное состояние нагруженного цилиндрического упругого тела с учетом влия-
ния центробежных сил и проведен анализ влияния скорости вращения тела на его напря-
женное состояние.
Ключевые слова: напряженное состояние, подшипники качения, механика деформируе-
мого твердого тела, теории упругости, центробежные силы, вращательное движение, ро-
ликовые подшипники, тензор напряжений Коши, контактная задача Герца, ряды Фурье.

Введение

Подшипники качения являются одними из важнейших механизмов многих конструкций, 
использующих вращательное движение в своей работе [1]. Без их существования электродви-
гатели, редукторы транспортных средств, роторные механизмы и многие другие установки не 
смогли бы осуществлять свою работу. Повреждение одного подшипника может вывести из 
строя всю конструкцию, породив разрушение и катастрофу. К таким ситуациям можно от-
нести подтвержденные случаи разрушения роликовых подшипников в редукторах ветряных 
турбин вследствие совместного воздействия напряжений и водорода [2]. Совместное воздей-
ствие диффундирующего водорода из окружающей среды вглубь тела, находящегося в нагру-
женном состоянии, порождает развитие обширных подповерхностных сеток белых трещин 
травления [3]. Изучению явления водородного охрупчивания посвящено множество работ 
[4, 5]. В связи с этим актуальной является проблема исследования полей распределения меха-
нических напряжений, а также полей распределения концентрации водорода, во вращающих-
ся роликах подшипников качения, и последующий анализ взаимного влияния данных полей 
на прочность материала.  

Ранее [6] нами была рассмотрена задача о диффузии водорода во вращающемся цилин-
дрическом упругом теле, под действием двух сжимающих сосредоточенных сил, приложен-
ных в двух диаметрально противоположных точках внешней окружности, без учета действия 
сил инерции. Такое решение может использоваться в роликовых телах малого радиуса, когда 
центробежные силы оказываются пренебрежительно малы. Однако, полезно оценить грани-
цы применимости данного решения, чтобы понимать, при каких геометрических размерах и 
каких скоростях вращения необходимо учитывать силы инерции. 

В связи с этим данная работа нацелена на аналитическое решение задачи о напряженно-де-
формированном состоянии цилиндрического тела, подверженного сжатию двумя сосредото-
ченными силами, приложенными в двух диаметрально противоположных точках внешней 
поверхности с учетом влияния сил инерции, возникающих во вращающемся теле.
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Результаты исследования позволят оценить степень влияния центробежных сил на на-
пряженное состояние вращающегося ролика и помогут сделать вывод о целесообразности их 
учета в зависимости от геометрических размеров тела, скорости его вращения и величины 
внешней нагрузки. Полученные результаты будут использованы в дальнейшем при решении 
связанной задачи о диффузии водорода во вращающемся цилиндрическом теле под действием 
искомого в данной работе поля упругих напряжений.

1. Постановка задачи теории упругости

В качестве модели роликового тела подшипника, сжатого между внешним и внутренним 
кольцами подшипника, рассматривается цилиндрическое упругое тело радиуса 1,R  вращаю-
щееся с постоянной угловой скоростью ω  и нагруженное двумя сосредоточенными силами, 
приложенными в двух диаметрально противоположных точках внешней поверхности. Схема 
рассматриваемого объекта представлена на рис. 1. 

Для нахождения напряженно-деформированного состояния тела необходимо решить си-
стему уравнений задачи теории упругости [7]: 
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где ε  — тензор деформаций, u  — вектор перемещений, τ  — тензор напряжений, K  — объ-
емные силы, λ  и µ  — коэффициенты Ламе, ϑ  — объемные деформации.

Фигурирующие в уравнении равновесия объемные силы K  представляют с собой силы 
инерции, которые возникают во вращающихся телах и принимают следующий вид: 

 2 ,rρω= rK e  (2)
где ρ  — плотность материала, ω  — угловая скорость вращения. 

Для решения задачи в дополнение к уравнениям (1) записываются граничные условия:
 ,

S
⋅ =τn f  (3)

где f  — поверхностные силы, действующие на тело. В рассматриваемой задаче данное гра-
ничное условие на внешней границе будет записано в виде следующих выражений: 
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Также необходимо выполнить условие ограниченности решения в нуле. 

Рис. 1. Схематическое представление объекта исследования
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Задача рассматривается в предположении о плоской деформации. Так как на тело действу-
ют сосредоточенные силы, приложенные в двух точках внешней окружности, задача не явля-
ется осесимметричной. В ходе нее необходимо решить систему уравнений (1) с граничными 
условиями (4) и (5), в результате получить распределения полей напряжений. 

2. Процедура вычисления компонент тензора напряжений

В связи с тем, что задача рассматривается в предположении о плоской деформации, и вид 
внешней нагрузки определяет данную задачу как неосесимметричную, искомый вектор пере-
мещений будет иметь следующий вид: 

 ( ) ( ), , .ru r u rϕϕ ϕ= + ϕru e e  (6)
где ru  и uϕ  — неизвестные ненулевые радиальная и окружная компоненты перемещений. 

В первую очередь расписывается дифференциальный оператор в кинематическом урав-
нении системы (1), в которое подставляется выражение (6), в результате компоненты тензора 
деформаций запишутся через компоненты вектора перемещений в следующем виде: 
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Тензор напряжений в свою очередь будет иметь следующую структуру:
 ( ).r rϕ ϕσ σ τ= + + +ϕ ϕ ϕ ϕτ r r r re e e e e e e e  (8)
С учетом данного выражения, расписывается уравнение равновесия из системы (1), в ре-

зультате чего из векторного уравнения записывается система из двух скалярных дифференци-
альных уравнений: 
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Далее раскрывается третье уравнение из системы уравнений (1), называемое законом Гука, 
и определяющее связь между компонентами тензора напряжений и тензора деформаций. Под-
ставляя эти выражения в систему уравнений (9) и учитывая связь компонент тензора дефор-
маций и вектора перемещений, будем иметь следующий вид уравнений равновесия, записан-
ный в перемещениях:
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Для решения данной системы дифференциальных уравнений с целью определения неиз-
вестных компонент вектора перемещений ru  и uϕ  используется метод разложения искомых 
функций в ряд Фурье [8]. В результате, компоненты вектора перемещений будут выражаться 
следующим образом: 
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Эти выражения, а также производные функций ru  и ,uϕ  фигурирующие в уравнениях си-
стемы (10) подставляются в данную систему уравнений (10), далее полученные выражения 
умножаются на базисные функции ряда Фурье sin mϕ  и cos ,mϕ  интегрируются по перемен-
ной ϕ  на участке [ ]0,2 .π  В результате данной процедуры будет получена бесконечная система 
обыкновенных дифференциальных уравнений для определения всех неизвестных коэффици-
ентов разложения ( ),nA r  ( ),nB r  ( ),nC r  ( ).nD r  Система будет состоять из шести типов уравне-
ний, два из которых являются дифференциальными уравнениями для нахождения коэффици-
ентов 0B  и 0 ,D  оставшиеся четыре уравнения служат для определения бесконечного числа 
коэффициентов ,mA  ,mB  ,mC  mD  при 1,2,3,...m = .

Получившиеся обыкновенные дифференциальных уравнения для определения коэффици-
ентов разложения имеют структуру однородных и неоднородных уравнений Эйлера, вид ре-
шения такого типа уравнений известен [9]. Следовательно, не составит труда определить все 
коэффициенты разложения с точностью до констант интегрирования. Для нахождения кон-
стант интегрирования используются граничные условия, записанные ранее (4), (5), а также 
условие ограниченности в нуле. После того, как коэффициенты разложения ( ),nA r  ( ),nB r  

( ),nC r  ( )nD r  при n m=  полностью определены, их можно подставить в выражения (11) и (12) 
для искомых компонент вектора перемещений. По найденным перемещениям с помощью вы-
ражений (7) могут быть найдены компоненты тензора деформаций, и далее по ним с помощью 
закона Гука восстанавливаются выражения для компонент тензора напряжений. 

В результате, радиальная компонента тензора напряжений будет иметь вид:
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Окружная компонента тензора напряжений представится в виде:
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Касательная компонента напряжений будет иметь вид:
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Помимо выражений для компонент тензора напряжения, необходимо также иметь пред-

ставление о среднем нормальном напряжении, так как в дальнейших исследованиях о диф-
фузии водорода во вращающихся роликах подшипников качения будет учитываться влияние 
именно гидростатической компоненты напряжений. В двумерной задаче в полярной системе 
координат среднее нормальное напряжение находят по найденным выражениям (13) и (14) 
согласно следующей формуле:

 .
2

r ϕσ σ
σ

+
=  (16)

В результате, среднее нормальное напряжение будет иметь следующее распределение: 
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На рис. 2, 4, 6 приведены контурные поля распределений найденных компонент тензора 
напряжений при нулевой угловой скорости вращения цилиндрического тела. Поля построены 
для произвольных значений геометрических размеров тела и внешней нагрузки, с целью каче-
ственной репрезентации характера полей напряжений в исследуемом теле. На рис. 3, 5, 7 пред-
ставлены эти же компоненты напряжений при угловой скорости вращения тела, равной 10 
ðàä / ñ. На рис. 8 и 9 представлены также поля гидростатической компоненты напряжений при 
нулевой угловой скорости вращения и угловой скорости 10 ðàä / ñ  соответственно. Поля по-
строены с целью оценить влияние угловой скорости вращения тела на его напряженное состо-
яние. Для графического представления выражений (13)–(15) был использован пакет приклад-
ных программ Matlab. Для вычисления рядов в этих выражениях было учтено 100 членов ряда. 

Из данных контурных полей распределений компонент напряжений для нулевой и нену-
левой скоростей вращения видно, что скорость вращения цилиндрического тела и возникаю-
щие вследствие этого центробежные силы могут оказывать существенное влияние на характер 
распределения нормальных компонент тензора напряжений. В частности, действующие в теле 
центробежные силы переводят радиальную компоненту тензора напряжений из отрицательных 
значений, характеризующих сжимающее поле напряжений, в положительное поле растягива-
ющих напряжений. В связи с этим поле среднего нормального напряжения также меняет свой 
характер в зависимости от величины угловой скорости. В центре цилиндрического тела под дей-
ствием центробежных сил возникают растягивающие напряжения, которые по мере приближе-
ния к внешней поверхности ослабевают, на поверхности возникает комбинация растягивающих 
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Рис. 2. Радиальная компонента поля
напряжений для случая 0ω =

Рис. 3. Радиальная компонента поля 
напряжений для случая 10ω =

Рис. 4. Окружная компонента поля 
напряжений для случая 0ω =

Рис. 5. Окружная компонента поля 
напряжений для случая 10ω =

Рис. 6. Касательная компонента поля 
напряжений для случая 0ω =

Рис. 7. Касательная компонента поля 
напряжений для случая 10ω =
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напряжений от центробежной силы и напряжений, возникающих вследствие внешней сжимаю-
щей нагрузки, которые являются сжимающими вблизи точек приложения сосредоточенных сил.

Заключение

В данной работе исследовалось напряженное состояние вращающегося цилиндрическо-
го упругого тела, подверженного сжатию двумя сосредоточенными силами с учетом центро-
бежных сил. В ходе исследования была решена задача теории упругости, путем сведения ее 
к решению системы дифференциальных уравнений в частных производных, записанных в 
перемещениях. Система решалась путем применения метода разложения искомых функций 
компонент вектора перемещений в ряды Фурье. В результате система дифференциальных 
уравнений в частных производных была сведена к бесконечной системе обыкновенных диф-
ференциальных уравнений для нахождения коэффициентов разложения. Далее по найден-
ным компонентам вектора перемещений с использованием кинематического соотношения и 
закона Гука, были найдены компоненты тензора напряжений. Был произведен анализ влияния 
угловой скорости вращения тела на найденное поле напряжений, который показал, что ради-
альная компонента тензора напряжений, а также среднее нормальное напряжение в некото-
рых случаях могут менять свой знак из-за вклада центробежных сил в напряженное состояние 
сжатого внешними силами тела. 

Данный результат показывает необходимость оценки влияния входных параметров задачи, 
таких как внешние нагрузки, геометрические размеры тела, скорость вращения, на напряжен-
ное состояние тела с учетом центробежных сил и анализа случаев, когда можно пренебречь их 
действием. Для подобных исследований в данной работе было получено аналитическое реше-
ние напряженного состояния тела, которое можно использовать для любых входных параме-
тров задачи. Оно может быть использовано для оценки прочности подшипников качения, а 
также в задаче о совместном влиянии упругого поля напряжений и распределения концентра-
ции водорода в теле на механические свойства материалов. 
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МОДЕЛИРОВАНИЕ КРИВОЙ ДЕФОРМИРОВАНИЯ, ИМЕЮЩЕЙ УЧАСТОК 
С ПОЛОЖИТЕЛЬНОЙ КРИВИЗНОЙ

Тюменский индустриальный университет

Н. Я. Головина

Аннотация. Данная статья посвящена исследованию взаимосвязи между напряжением 
и деформацией в упругопластическом материале при одноосном растяжении. В ней при-
водится анализ закона UGent, который описывает свойства материалов, имеющих уча-
сток с положительной кривизной на кривой напряжение-деформация. Авторы закона 
UGent представляют кривую напряжение-деформация в виде сплайна из трех сегментов. 
Первый и третий сегменты постулируются как законы Рамберга — Осгуда с различными 
показателями степени. Второй сегмент — это кривая, которая плавно соединяет кривые 
первого и третьего сегментов. Предложенная авторами закона UGent кривая напряжени-
я-деформации дифференцируема на всем интервале деформации. Однако анализ выявил 
ряд логических недостатков закона UGent. Для устранения этих недостатков сплайн был 
модифицирован. Модифицированный закон деформации на втором участке содержит 
линейную комбинацию двух линейных полиномов и двух силовых функций, описываю-
щих законы деформации на первом и третьем участках. Также сформулированы новые 
граничные условия для начальной и конечной точек третьего участка кривой «напря-
жение-деформация». Предлагаемая модель является десяти-параметрической. Показан 
физический смысл всех десяти параметров. Модель была протестирована на различных 
материалах. В качестве примера в статье приведены результаты испытаний российской 
стали Ст3сп.
Ключевые слова: кривые деформирования упругопластических материалов; закон Рам-
берга — Осгуда; закон UGent.

Введение

Большое количество исследований [1–15] показывает, что связь между напряжением и де-
формацией при одноосном растяжении не может быть описана одним законом во всем диа-
пазоне нагрузок. Наиболее удачный универсальный эмпирический закон Рамберга — Осгуда 
[16] применим к материалам, кривая напряжения-деформации которых имеет отрицательную 
кривизну по всей длине. Однако он оказывается недостаточно точным в области значитель-
ных пластических деформаций [1–15]. Наиболее точными моделями материалов являются 
сплайн-модели с различными законами деформации в разных диапазонах нагружения. Такие 
модели также подходят для материалов, имеющих область положительной кривизны на кри-
вой напряжение-деформация. 

Наиболее успешной моделью кривой напряжение-деформация с положительной кривиз-
ной является модель UGent [17–19]. Кривая напряжения-деформации для этой модели явля-
ется составной. Область определения состоит из трех сегментов. Первый и третий сегменты 
постулируют законы Рамберга — Осгуда с различными показателями степени. Второй сегмент 
представляет собой кривую, плавно соединяющую первый и третий сегменты так, что кривая 
в целом является дифференцируемой. Первый сегмент авторы закона UGent называют «сег-
ментом ранней текучести», второй — «переходным сегментом», третий — «сегментом расши-
ренной текучести». Сегменты разделяются двумя характерными точками с координатами 

1 1( ; )ε σ  и 2 2( ; ).ε σ  По определению, точки 1 1( ; )ε σ  и 2 2( ; )ε σ  являются точками соединения на 
трехсегментном сплайне. Рис. 1 представляет собой графическую иллюстрацию модели UGent, 
приведенную в [17].
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Авторское изложение математического закона в UGent таково:
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где ( ; )ε σ  — координата текущей точки кривой напряжения-деформации; 0,2 0,2( ; )ε σ  — коор-
дината точки условного предела текучести; 1 2;n n  — формальные параметры; 0E  — касатель-
ный модуль в начальной точке кривой напряжения-деформации.

Из (1) видно, что сплайн является непрерывным как при прохождении через точку 1 1( ; ),ε σ  
так и через точку 2 2( ; ).ε σ  В соответствии с этой формулировкой, определим касательный мо-
дуль ( ),E σ  как производную напряжения от деформации:

Рис. 1. Графическая иллюстрация закона UGent
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Из (2) видно, что сплайн дифференцируем как при прохождении через точку 1 1( ; ),ε σ так и 
через точку 2 2( ; ).ε σ

Однако авторы модели UGent реализовали свою талантливую идею с некоторыми логиче-
скими ошибками. 

Закон UGent основан на трех гипотезах. Ниже приводится цитата из [17]:
«В маломасштабной области текучести (малые пластические деформации, сразу после на-

чала текучести) должно выполняться уравнение Рамберга — Осгуда с первой экспонентой де-
формационного упрочнения 1.n  Эта кривая называется RO1. Обращаем внимание, что в силу 
этого ограничения плато Людерса не включено в модель в явном виде.

В обширной области текучести (большие пластические деформации, вплоть до начала 
шейки) кривая должна следовать уравнению Рамберга — Осгуда со вторым показателем де-
формационного упрочнения 2 ,n  возможно, переведенным через определенное значение де-
формации для обеспечения непрерывности. Эта кривая обозначается как RO2.

Между этими двумя областями текучести должна быть переходная зона, в которой форма 
кривой плавно переходит от RO1 к RO2. Эта кривая обозначается RO1-2».

Далее в данной статье для RO1 и RO2 введено обозначение RO-1 и RO-2 соответственно.
Первая гипотеза ограничивает действие RO-1 только первым сегментом. Однако, согласно 

второй гипотезе, RО-1 не воздействует только на третий сегмент. Поэтому логичнее сказать, 
что RО-1 действует и в первом, и во втором сегментах. Это, по-видимому, является недостат-
ком закона UGent.

Вторая гипотеза ограничивает действие закона RО-2 только третьим сегментом. Однако, 
согласно первой гипотезе, RO-2 не действует только на первом сегменте. Поэтому логичнее 
сказать, что RО-2 действует и на третий, и на второй сегменты. Это также представляется не-
достатком закона UGent.

Третья гипотеза UGent не определяет закон деформации во втором сегменте и требует 
только плавного перехода от первого ко второму сегменту и от второго к третьему. Однако на 
втором сегменте постулируется кривая, которая не является линейной комбинацией RO-1 и 
RO-2, поскольку содержит силовые функции с показателями степеней 1( 1)n +  и 2( 1).n +  Это 
также кажется нелогичным, поскольку линейные комбинации RO-1 и RO-2 не могут давать 
такие силовые функции. Логичнее представить закон деформации на втором сегменте, как 
линейную комбинацию RO-1 и RO-2.

В результате предлагаются три альтернативные гипотезы:
– RO-1 действует на первый и второй сегменты, но не действует на третий;
– RO-2 действует на второй и третий сегменты, но не действует на первый;
– RO-1 и RO-2 действуют одновременно только на втором сегменте.
Еще один недостаток связан с условиями выполнения закона деформации на третьем 

участке. Закон RO-2 должен удовлетворять следующим требованиям: в точке ( ;0)ε−∆  и в точ-
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ке 0,2 0,2( ; ),ε ε σ−∆ +  должны быть заданы деформация и касательный модуль. Однако обе точ-
ки не лежат в пределах третьего отрезка. Это продемонстрировано на рис. 2. Это приводит к 
трудностям в определении физических параметров, характерных для второго закона Рамбер-
га — Осгуда RO-2. 

Данная статья посвящена формулировке такого эмпирического закона, который согласует-
ся с концепцией авторов закона UGent, но лишен указанных логических недостатков.

1. Закон деформирования на «сегменте ранней текучести»

Постулируем структуру RO-1 на первом и втором сегментах как:
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Четыре параметра 0 ,A  1,A  2 ,A  1n  в (3) должны удовлетворять следующим требованиям: в 
начальной и конечной точках первого участка должны быть заданы напряжение и касатель-
ный модуль: 
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Решив (4), получаем:

 
1

0

1 0

2 1 0 1 1

0 1
1

1
0

1

0

( )
( )

( )

n

A
A E

A E
E En
E

σ ε ε

σ
ε

−

=
 =
 = −


− =
−



 (5)

Ограничение на экспоненту 1n  в (5) определяется условием, что касательный модуль в нуле, 
согласно (3), должен быть несингулярным.

Рис. 2. Расположение точек ( ;0)ε−∆  и 0,2 0,2( ; )ε ε σ−∆ +
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В результате сплайн на первом отрезке определяется соотношениями:
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Закон RO-1 является четырехпараметрическим. Согласно (5), формальные параметры 0 ,A  
1,A  2 ,A  1n  выражены через физические параметры — координаты конечной точки первого 

сегмента 1 1 ( ; )ε σ  и значения касательных модулей на концах сегмента 0 ,E  1.E

2. Закон деформирования на «сегменте обширной текучести»

По аналогии (4), постулируем структуру RO-2 на втором и третьем сегментах в виде:
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Четыре параметра 0 1 2 2, , ,C C C n  в (8) должны удовлетворять следующим требованиям: в 
начальной и конечной точках третьего участка должны быть заданы напряжение и касатель-
ный модуль:
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Здесь 2E  — касательный модуль во второй точке сопряжения с координатами 2 2( ; );ε σ  uE  — 
касательный модуль в конечной точке кривой напряжение-деформация с координатами
( ; ).u uε σ

Решая линейную часть (9), получаем:
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Исключив амплитуды 1 2,C C  из последнего уравнения системы (9), получим нелинейное 
уравнение с показателем степени 2.n
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Подставляя (10) в (8) с учетом (11), получаем:
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По структуре RO-2 (12) отличается от RO-1 тем, что содержит не один, а два линейных по-
линома. В общем случае RO-2 содержит физические параметры, имеющие ясный физический 
и геометрический смысл: это координаты начальной 2 2( ; )ε σ  и конечной ( ; )u uε σ  точек треть-
его отрезка и значения касательных модулей 2 ,E  uE  в этих точках.

3. Закон деформирования на «переходном сегменте»

Постулируем на «переходном сегменте» такую кривую напряжение-деформация, которая 
является линейной комбинацией двух линейных полиномов и двух степенных функций, ха-
рактерных для RO-1 и RO-2:
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Покажем, что постулируемая структура удовлетворяет концепции авторов закона UGent, 
в отличие от (1) и (2). Для этого выделим явно в (13) оба закона Рамберга — Осгуда и интер-
претируем остаток как специфический механизм деформации, действующий исключительно 
на втором сегменте:
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Введем обозначения:
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Принимая во внимание (15), мы можем аналогичным образом детализировать механизмы 
деформации в касательном модуле:
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Четыре параметра 0 1 2 3, , ,B B B B  в (13) должны удовлетворять требованию, чтобы в началь-
ной и конечной точках второго участка были заданы напряжение и касательный модуль:
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Решив линейную систему (17) и подставив найденные значения в (13), получим:
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В результате двенадцать формальных параметров 0 ,A  1,A  2 ,A  1,n  0 ,B  1,B  2 ,B  3,B  0 ,C  1,C  
2 ,C  2n  выражаются через двенадцать физических параметров, имеющих ясный физический 

смысл: через координаты четырех характерных точек кривой 0 0( ; ),ε σ  1 1( ; ),ε σ  2 2( ; ),ε σ  ( ; )u uε σ  
и значения модулей касательных в этих точках 0 ,E  1,E  2 ,E  .uE  Следует отметить, что коорди-
наты начальной точки кривой деформирования равны нулю по определению 0( 0;ε = 0 0)σ =  в 
силу гипотезы о начальном ненапряженном состоянии и в соответствии с первым условием 
системы (4). Из сформулированных условий (4), (9) и (17) можно доказать, что сплайн, по-
строенный при таких условиях, будет непрерывным и дифференцируемым при прохождении 
через сопряженные точки. Действительно, непрерывность следует из цепочки равенств, по-
строенной как следствие (4), (9) и (17):
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Соответственно, дифференцируемость следует из цепочки уравнений, также вытекающих 
из (4), (9) и (17):
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В пределах сегментов сплайн дифференцируем, так как на каждом сегменте он определя-
ется как линейная комбинация дифференцируемых функций. Таким образом, построенный 
здесь сплайн (18) является непрерывным и дифференцируемым во всей области определения.

Отметим, что закон UGent [16–18] и модель материала в работе [15] выражают деформа-
цию как функцию напряжения = ( ).ε ε σ  В данной работе модель (18) характеризует напряже-
ние как функцию деформации = ( ),σ σ ε  а не наоборот.

4. Идентификация физических параметров

Идентификация физических параметров, в строгом соответствии с концепцией UGent, 
должна проводиться на первом сегменте для параметров 1,ε  1,σ  0 ,E  1E  и для параметров 2 ,ε  2 ,σ  

2 ,E  uE  — на третьем сегменте. Кривая напряжения-деформации на втором участке должна 
полностью определяться параметрами обоих законов Рамберга — Осгуда и не должна содер-
жать собственных уникальных параметров. Параметры ;uε  uσ  используются для нормализа-
ции деформаций и напряжений таким образом, чтобы все кривые напряжение-деформация 
для всех материалов начинались в начальной точке с координатами (0; 0) и заканчивались в 
точке предела прочности с координатами (1; 1). Нумерация экспериментальных точек ведется 
от 1 до .N  Соответственно, все модули должны быть нормированы к секущему модулю u uσ ε  
в точке предела прочности.



1013

Отметим, что законы Рамберга — Осгуда определяют кривые деформации с отрицательной 
кривизной. На «переходном участке» существует и находится (по крайней мере, визуально) 
экспериментальная точка с координатами ( ; ),ε σ+ +  в которой кривизна кривой деформации 
положительна. Тогда вся кривая может быть разрезана этой точкой на две части, первая из 
которых полностью содержит «участок ранней текучести» с отрицательной кривизной и часть 
кривой напряжение-деформация с положительной кривизной, а вторая часть полностью со-
держит «участок растянутой текучести» с отрицательной кривизной и часть кривой деформа-
ции с положительной кривизной. В общем случае следует считать, что «переходный сегмент» 
имеет отрицательную кривизну на своих концах, а в точках сопряжения кривая может допу-
скать разрыв.

Алгоритм определения физических параметров RO-1.
Пусть точка ( ; )ε σ+ +  имеет номер .N+  Тогда на первом участке остается .N+  эксперимен-

тальных точек. Уменьшая номер экспериментальной точки на единицу, можно выбрать ее в 
качестве пробной для проверки максимальной близости к теоретически оптимальной точке 
сопряжения 1 1( ; ).ε σ  После выбора конкретной экспериментальной точки в качестве пробного 
кандидата на точку сопряжения, пробные значения 1 1( ; )ε σ  фиксируются. Два физических па-
раметра остаются неопределенными: начальный касательный модуль 0E  и касательный мо-
дуль 1.E

Касательный модуль упругости 0 ,E  определяемый углом 0ϕ  между касательной к кривой 
напряжения-деформации в нулевой точке и осью деформации, должен находиться в диапазо-
не 1 1 0arctg( ) 2.σ ε ϕ π< <  Модуль упругости 1,E  определяемый углом 1ϕ  между касательной к 
кривой напряжение-деформация в точке 1 1( ; )ε σ  и осью деформации, должен находиться в 
диапазоне 1 1 10 arctg( ).ϕ σ ε< <

Для каждой пробной точки сопряжения 1 1( ; )ε σ  необходимо построить двухпараметриче-
ский пучок кривых деформации, проходящих через точки (0; 0) и 1 1( ; ).ε σ  Нужно вычислить 
суммарное стандартное отклонение для каждой кривой в этом наборе. Выбрать кривую с наи-
меньшим суммарным стандартным отклонением. Эта процедура должна быть выполнена для 
каждой экспериментальной точки. Таким образом, определяется экспериментальная точка, 
которая максимально близка к теоретической точке 1 1( ; ).ε σ

Дальнейшее уточнение экспериментальных значений физических параметров определяет-
ся процедурой, которую можно назвать методом сжимаемой двумерной области. Пусть экспе-
риментальная точка с номером n  выбрана в качестве оптимальной. Тогда координаты сосед-
них с ней точек с номерами ( 1)n −  ( 1)n +  определяют на плоскости деформационных 
напряжений прямоугольную область с размерами 1 1( ; )n nε ε+ −  и 1 1( ; ).n nσ σ+ −  Покрыв ее прямоу-
гольной сеткой и выбрав каждый узел этой сетки для пробных точек сопряжения, следуя опи-
санной выше процедуре, можно выбрать оптимальный узел и определить соответствующие 
ему оптимальные физические параметры. Повторяя эту процедуру, можно уточнять локализа-
цию теоретической точки сопряжения до тех пор, пока размеры двумерной области не умень-
шатся до значений инструментальной погрешности определения деформаций и напряжений.

Таким образом, можно утверждать, что данный алгоритм позволяет определить физиче-
ские параметры 1;ε  1;σ  0;E  1E  для RO-1 с точностью до инструментальных погрешностей 
эксперимента.

Алгоритм определения физических параметров RO-2
После выбора точки с номером N+  на второй линии остаются экспериментальные точки 

( ).N N+−
Увеличивая номер экспериментальной точки на единицу, можно выбрать ее в качестве 

пробной для проверки ее максимальной близости к теоретически оптимальной точке сопря-
жения 2 2( ; ).ε σ  Определим диапазон значений касательных модулей для каждой пробной точ-
ки. Модуль uE  определяется углом uϕ  между касательной к кривой деформации-напряжения 
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в точке предела прочности ( ; )u uε σ  и осью деформации. Его значения лежат в интервале 
2 20 arctg(( ) ( )).u u uϕ σ σ ε ε< < − −  Модуль 2E  определяется углом 2ϕ  между касательной к кри-

вой деформации-напряжения в точке предела прочности 2 2( ; )ε σ  и осью деформации. Его зна-
чения лежат в интервале 2 2 2 0arctg(( ) ( )) arctg( ).u u Eσ σ ε ε ϕ− − < <  Остальная часть алгоритма 
такая же, как и при определении физических параметров RO-1.

На рис. 3 показана выборка из 524 экспериментальных точек для российской стали Ст3сп 
ГОСТ 380-2005 и теоретическая кривая, соответствующая альтернативному закону UGent, 
построенная в соответствии с решением (18) и условиями (4), (9), (17). Теоретическая альтер-
нативная кривая UGent имеет стандартное отклонение 0,5 % от выборки экспериментальных 
значений.

Экспериментальные данные стали Ст3сп предоставлены компанией Total Materia. Испыта-
ния проводились при температуре 21°C. Образец — гладкая полоса: толщина 2,5 мм, ширина 
5,5 мм, рабочая длина 50 мм. Скорость деформации — 0,00167 1/с [20].

Заключение

Проанализирован эмпирический закон UGent для упругопластического материала с по-
ложительным участком кривизны. Кривая деформации-напряжения в соответствии с этой 
моделью является составной. Область определения разделена на три сегмента. На первом и 
третьем постулируется закон Рамберга — Осгуда с различными показателями степени, а на 
втором постулируется кривая, которая плавно соединяет кривые на первом и третьем сег-
ментах так, что в целом кривая является дифференцируемой. Выявлены три существенных 
логических недостатка в реализации этого закона. Для устранения этих недостатков сплайн 
модифицируется (18) таким образом, что закон деформации на втором сегменте содержит ли-
нейную комбинацию двух линейных полиномов и двух силовых функций с различными пока-
зателями степени, входящих в структуры законов деформации на первом и третьем сегментах. 

Рис. 3. Теоретическая кривая, альтернативная закону UGent для стали Ст3сп 
(стандартное отклонение 0 0,005S = )

– точка 1 (point 1): 1 1( ; )ε σ
– точка 2 (point 2): 2 2( ; )ε σ
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Также сформулированы новые условия (9), которым должен удовлетворять закон деформации 
на третьем участке в начальной и конечной точках. Показано, что новых параметров ровно 
столько, чтобы удовлетворить всем выявленным требованиям для дифференцируемого трех-
сегментного сплайна кривой напряжение-деформация. Для проверки сформулированной аль-
тернативной модели для стали Ст3сп были определены физические параметры и построена 
соответствующая теоретическая кривая напряжение-деформация. Показано, что точность 
предложенной модели достаточно высока. Помимо практической ценности, развитие идеи 
авторов закона UGent дает толчок к более глубокому изучению как отдельных механизмов 
деформации, так и их совокупностей, определяющих тот или иной закон. Так линейные поли-
номы и силовые функции, определяющие отдельные механизмы деформации в законе Рамбер-
га — Осгуда (линейные и нелинейные, обратимые и необратимые), можно интерпретировать 
как собственные функции некоторого дифференциального уравнения четвертого порядка (по 
числу собственных функций). Следует отметить, что для однозначного определения закона 
деформации, определяемого уравнением четвертого порядка на некотором интервале дефор-
мации, значение деформации и касательный модуль должны быть заданы на концах этого ин-
тервала. Это требование автоматически приводит к тому, что построенный таким образом 
сплайн будет одновременно непрерывным и дифференцируемым.
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УДК 539.374

ИССЛЕДОВАНИЕ ВЛИЯНИЯ ТЕМПЕРАТУРЫ, КРУТЯЩЕГО МОМЕНТА 
И РАСТЯГИВАЮЩЕЙ НАГРУЗКИ НА РЕЛАКСАЦИЮ ОСТАТОЧНЫХ НАПРЯЖЕНИЙ 

В ПОВЕРХНОСТНО УПРОЧНЕННОМ ЦИЛИНДРЕ НА ФОНЕ ПОЛЗУЧЕСТИ 
ПРИ ЖЕСТКОМ ЗАЩЕМЛЕНИИ

Самарский государственный технический университет

Е. Е. Деревянка

Аннотация. Выполнен детальный теоретический анализ влияния вида напряженного со-
стояния на релаксацию остаточных напряжений в поверхностно упрочненном сплошном 
цилиндрическом образце на фоне ползучести при различных температурах и вариации 
сочетаний первоначально приложенных растягивающей нагрузки и крутящего момен-
та. Результаты проиллюстрированы на модельном цилиндрическом образце из сплава 
ЖС6КП после пневмодробеструйной обработки при жестких ограничениях на осевые и 
угловые деформации. Приведены результаты вариативного анализа полученных данных.
Ключевые слова: остаточные напряжения, поверхностное пластическое упрочнение, 
сплошной цилиндрический образец, температурное и силовое нагружение, осевые и 
угловые деформации, крутящий момент, ползучесть, релаксация, жесткое защемление.

Введение

Обеспечение высокой надежности и прочности изделий, работающих при высоких темпе-
ратурах — крайне актуальная задача с практической точки зрения, особенно в условиях дли-
тельной эксплуатации. Положительное влияние поверхностного пластического упрочнения, 
связанного с наведением в тонком приповерхностном слое изделия сжимающих остаточных 
напряжений, отмечено отечественными и зарубежными исследователями, например, в [1–4] 
и ряде других работ. В настоящее время активно развиваются методы решения краевых задач 
для различных поверхностно упрочненных конструкций (призматические образцы [5], ци-
линдры [6, 8, 9], стержневые системы [10] и др.), однако анализ влияния режимов нагружения 
и кинематических ограничений рассматривается не в полной мере. В связи с этим целью насто-
ящей работы является обобщение метода, предложенного в [8], на ряд температур, различных 
режимов нагружения, кинематических ограничений на осевые и угловые деформации и по-
следующий вариативный анализ влияния приложенных внешних нагрузок, первоначального 
угла закручивания, осевого смещения и температуры на релаксацию остаточных напряжений.

1. Постановка задачи

Рассматривается поверхностно упрочненный цилиндрический образец радиуса R  в усло-
виях ползучести при зафиксированных ограничениях на линейные и угловые деформации 
(жестком защемлении). Полагаем, что данная постановка задачи осесимметрична в цилин-
дрической системе координат ( , , ),r zθ  а значит компоненты тензоров напряжений и деформа-
ций зависят только от координаты [0, ].r R∈

Поскольку рассматриваемый образец был упрочнен путем поверхностного пластического 
деформирования (пневмодробеструйная обработка поверхности) при «комнатной» (нормаль-
ной) температуре 0 ,T T=  то естественным образом сначала решается задача восстановления 
наведенных полей остаточных напряжений (ОН) и пластических деформаций (ПД) по частич-
но известным экспериментальным данным ОН. Затем образец мгновенно прогревается до 
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«рабочей» температуры 1T T=  1 0( )T T>  и нагружается осевой растягивающей силой 0F  и кру-
тящим моментом 0 ,M  способствующим появлению соответствующих однородной осевой и 
угловой деформаций, которые впоследствии жестко фиксируются. Далее решается краевая 
задача релаксации силы ( )F F t=  0( (0) )F F=  и крутящего момента ( )M M t=  0( (0) )M M=  
при температуре эксплуатации 1,T  на фоне ползучести от которых происходит релаксация ОН. 
Так, вышеописанные шаги позволяют получить детальную картину кинетики ОН в упрочнен-
ном сплошном цилиндрическом образце и, соответственно, провести анализ влияния различ-
ных режимов нагружения на состояние образца при ползучести.

2. Восстановление напряженно-деформированного состояния в сплошном 
цилиндрическом образце после поверхностного пластического упрочнения 

Пусть ,res
rσ  ,res

θσ  res
zσ  — радиальная, окружная и осевая компоненты тензора ОН, а ,rq  ,qθ  

zq  — соответствующие компоненты тензора ПД после процедуры поверхностного пластиче-
ского упрочнения. Методика определения ОН и ПД хорошо известна и имеет феноменологи-
ческий характер [7]. В качестве исходной информации для данной методики требуются экспе-
риментальные эпюры остаточных напряжений по глубине упрочненного слоя для одной 
(окружной) или двух (окружной и осевой) компонент тензора ОН (в зависимости от техноло-
гии упрочнения). 

Для получения единственного решения описанной обратной краевой задачи принимаем во 
внимание следующие ограничения: 1) пренебрежение недиагональными компонентами тензо-
ров ОН и ПД в виду их малости по сравнению с нормальными; 2) пропорциональность осевой 
и окружной компонент тензора ПД параметру анизотропии упрочнения :α  ( ) ( );zq r q rθα=  
3) отсутствие вторичных пластических деформаций в области сжатия поверхностного слоя 
материала. Тогда компоненты тензоров ОН и ПД можно определить по следующим зависимо-
стям [7–9]:
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z z z rr E q r r rθσ ε µ σ σ   = − + +     (2.5)

где 0E  — модуль Юнга при температуре упрочнения 0 ,T  µ  — коэффициент Пуассона. 
Схема определения компонент тензоров ОН и ПД в сплошном цилиндрическом образце 

после поверхностного упрочнения (момент времени 0 0t = − ) выражается последовательно-
стью (2.1)–(2.5), из которой следует, что зависимость для окружной компоненты ( )res res rθ θσ σ=  
и параметр анизотропии α  являются определяющими для остальных компонент. Распределе-
ние ( )res res rθ θσ σ=  экспериментально можно определить только в области сжатия материала, то 
есть в тонком приповерхностном слое. Поэтому, чтобы перейти от дискретных значений к 
непрерывным на всей области интегрирования [0, ],r R∈  эти данные предлагается аппрокси-
мировать выражением вида [7–9]
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*

0 1 2

( )( ) exp ,res R h rr
bθσ σ σ

 − −
= − − 

 
 (2.6)

где 0 ,σ  1,σ  ,b  *h  — параметры, подлежащие определению, идентификация которых описана 
в работах [7, 9].

3. Расчет напряженно-деформированного состояния в поверхностно упрочненном 
сплошном цилиндрическом образце в условиях мгновенного 

температурно-силового нагружения

Рассмотрим схему температурно-силового нагружения образца. Сначала цилиндрический 
образец мгновенно нагревается с температуры упрочнения 0T  до эксплуатационной темпера-
туры 1T  1 0( ) ,T T>  где модуль Юнга соответственно равен 0E  и 1E  0 1( ).E E<  Предполагаем, что 
при температурном нагружении вторичные пластические деформации не возникают, а значит 

( )q q rθ θ=  не зависит от температуры. Поэтому выражение (2.2) остается справедливым, если 
эпюры остаточных напряжений, полученные после упрочнения, умножить на коэффициент 

1 0/ .E E  Таким образом, имеем распределение ОН при температуре 1.T
В момент времени 0 0t = +  образец нагружается осевой силой 0F  и крутящим моментом 

0.M  Здесь также предполагаем, что при повторной нагрузке материал изделия находится в 
упругой области, в связи с чем происходит ступенчатое изменение осевого ( ,0 0)z rσ +  и каса-
тельного ( ,0 0)rτ +  напряжений на величину «рабочих» напряжений, возникших вследствие 
приложения внешних нагрузок. Таким образом, напряженно-деформированное состояние 
(НДС) образца характеризуется соотношениями
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+
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 (3.2)

Здесь и далее полагаем ( , )i i r tσ σ=  и ( , )i i r tε ε=  ( , , )i r zθ=  — зависимости для компонент тензо-
ров напряжений и полных деформаций по пространственной r  и временной t  координатам, 

( , )z r tθτ σ=  — касательное напряжение, 2 ( , )z r tθγ ε=  — деформация сдвига, 4 / 2J Rπ=  — мо-
мент инерции сечения от оси цилиндра, 1G  — модуль сдвига материала при температуре 1.T

Тензоры напряжений и деформаций являются исходным НДС в момент времени 0 0t = +  
для решения краевой задачи релаксации ОН, осевой силы и крутящего момента при заданных 
нагрузках в процессе ползучести при жестком ограничении на линейную осевую и угловую 
компоненты тензора деформации.

4. Решение краевой задачи ползучести поверхностно упрочненного сплошного 
цилиндрического образца под действием осевой силы и крутящего момента при жестком 

ограничении на линейные и угловые деформации

Рассмотрим процесс релаксации остаточных напряжений ( , )i r tσ  ( , , ),i r zθ=  осевой силы 
( )F t  и крутящего момента ( )M t  в процессе ползучести поверхностно упрочненного сплошно-
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го цилиндрического образца при ограничениях на линейную осевую и угловую деформации. 
Как упоминалось ранее, после температурно-силового нагружения при температуре 1T  зафик-
сируем полную осевую деформацию *( , ) ( ,0 0)z z zr t r constε ε ε= + = =  и относительный угол за-
кручивания *( ) (0 0) .t constϕ ϕ ϕ= + = =  Тогда постановка краевой задачи в момент времени t 
включает:

– уравнения равновесия:

 ( , ) ( , ) ( , ),r
r

d r tr r t r t
dr θ

σ σ σ+ =  (4.1)

 
0

2 ( , ) ( ),
R

z r t rdr F tπ σ =∫  (4.2)

 2

0

2 ( , ) ( );
R

r t r dr M tπ τ =∫  (4.3)

– уравнения совместности деформаций:

 ( , ) ( , ) ( , );r
d r tr r t r t

dr
θ

θ
ε ε ε+ =  (4.4)

– гипотезу плоских сечений:
 *( , ) ;z zr tε ε=  (4.5)
– гипотезу прямых радиусов:
 * *( , ) , ( ,0 0) / ;r t r r r constγ ϕ ϕ γ= = + =  (4.6)
– краевые условия:

 
0

( , )lim 0, ( , ) 0;r
rr

d r t R t
dr

σ σ
→

= =  (4.7)

– полная деформация представима в виде

 
( , ) ( , ) ( ) ( , ) ( , , )

( , ) ( , ) ( , ),
i i i i

e p

r t e r t q r p r t i r z
r t r t r t

ε θ

γ γ γ

= + + =

= +
 (4.8)

где ,ie  eγ  — компоненты тензора упругих деформаций, ,ip  pγ  — компоненты тензора дефор-
маций ползучести.

В работе [8] детально представлено решение описанной выше задачи, которая сводится к 
решению дифференциального уравнения второго порядка относительно ( , )r r tσ  с граничны-
ми условиями (4.7). Соотношения (4.1)–(4.8) данной краевой задачи разрешимы относительно 
компонент тензора напряжений, и поскольку решение [8] справедливо в настоящей постанов-
ке в полной мере, то в рамках текущей статьи во избежание дублирования информации целе-
сообразно лишь сослаться на вывод формул и результирующие соотношения для ( , )i i r tσ σ=  
и ( , )i i r tε ε=  ( , , ),i r zθ=  полученные ранее при участии автора настоящей статьи в работе [8]. 
Отметим, что расчет ползучести и релаксации по описанной методике происходит на задан-
ном временном интервале *[0, ],t t∈  где *t  — финишное значение.

5. Анализ влияния температуры, растягивающей нагрузки и крутящего момента 
на релаксацию остаточных напряжений в поверхностно упрочненном цилиндре 

на фоне ползучести при жестком защемлении

Модельные расчеты производились на сплошном цилиндрическом образце из сплава 
ЖС6КП радиуса 3.76R =  мм, поверхностно упрочненном пневмодробеструйной обработкой 
при 0 26T =  °С ( 5

0 2 10E = ⋅  МПа, 0.3µ = ). Исходной информацией являлись экспериментальные 
данные для осевой компоненты напряжений ( )res

z rσ  в поверхностном слое, представленные в 
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работе [8]. Поскольку при пневмодробеструйной обработке поверхности коэффициент ани-
зотропии упрочнения 1,α =  то эпюры res

θσ  и res
zσ  близки (практически совпадают), и для опре-

деления параметров аппроксимации (2.6) правомерно использовать данные осевой компонен-
ты. В [8] на аналогичных данных получены следующие значения аппроксимации (2.6): 

0 22.554σ =  МПа, 1 1027.454σ =  МПа, 29.313 10b −= ⋅  мм, * 0.h =  Аппроксимация ( )res
z rσ  показана 

на рис. 1 пунктирной линией.
В моделировании процесса релаксации напряжений и усилий использовалась теория уста-

новившейся ползучести:

 13 1 ( , , 1, 2,3),
2 3

m
ij ij ij kkp cS i j kσ δ σ−  = − = 

 



 (5.1)

где S  — интенсивность напряжений, ,c m  — константы материала (при 1 900T =  °С имеем 
[23]: 20 11.5 10 ( ) mc − − −= ⋅ ÌÏà ÷ , 6.62m = ).

Задача ползучести решается числено «шагами по времени» [6], причем для интегрирова-
ния соотношений (5.1) используется метод Эйлера.

На рис. 1 представлены характерные кривые радиальной ,rσ  окружной θσ  и осевой zσ  
компонент тензора напряжений по глубине упрочненного слоя образца при температурно- 
силовом нагружении ( 1 900T =  °С, 0 8882.9F =  Н, 0 16700M = ⋅Í ìì) и последующей релакса-

а б

в
Рис. 1. Эпюры остаточных напряжений по глубине упрочненного слоя при температурно- 

силовом нагружении и последующей релаксации на фоне ползучести: а — радиальная 
компонента ( , )r r tσ , б — окружная компонента ( , )r tθσ , в — осевая компонента ( , ).z r tσ  

Обозначения: 1 — исходное напряженное состояние после упрочнения, 2 — температурное 
нагружение при 1 900T =  °С, 3 — силовое нагружение 0 8882.9F =  Н, 0 16700M = ⋅Í ìì,

4 и 5 — время 20t =  ч и 100t =  ч в процессе ползучести
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ции на [0,100]t∈  ч. Заметим, что для ( , )r tθσ  происходит ступенчатое изменение ее величины 
лишь вследствие изменения температуры, а при приложении внешних силовых возмущений 
ступенчатого изменения ( , )r tθσ  не происходит, в отличие от ( , ).z r tσ

Аналогичные результаты получены и для других значений температур и режимов нагружения.
Выполним вариативный анализ влияния растягивающей нагрузки и крутящего момента на 

релаксацию остаточных напряжений в рассматриваемом образце. На рис. 2–4 продемонстри-
рованы различные режимы нагружения при температуре 1 900T =  °С (температурная экспози-
ция ( 0 0,F =  0 0M = ), нагрузка осевой растягивающей силой 0F  и крутящим моментом 0M ): 
рис. 2 — при отсутствии осевой нагрузки 0 0,F =  рис. 3 — при 0 4441.5F =  Н, рис. 4 — при 

0 8882.9F =  Н, и вариации значений 0 {0;8350;16700}M = ⋅Í ìì.  Отметим, что на графиках а и 
б приведены зависимости ( )F t  и ( )M t  от расчетного времени релаксации, а на графике в про-
демонстрированы зависимости осевого напряжения ( , )z R tσ  на поверхности цилиндра после 
температурно-силового нагружения при температуре 1.T

а б в
Рис. 2. Кривые релаксации осевой силы ( )F t  (а), крутящего момента ( )M t  (б) и осевых 

напряжений ( , )z R tσ  на поверхности образца (в) при 1 900T =  °С, 0 0F =  
и вариации крутящего момента 0M : 1 — 0 ⋅Í ìì,  2 — 8350 ⋅Í ìì,  3 — 16700 ⋅Í ìì

а б в
Рис. 3. Кривые релаксации осевой силы ( )F t  (а), крутящего момента ( )M t  (б) и осевых 

напряжений ( , )z R tσ  на поверхности образца (в) при 1 900T =  °С, 0 4441.5F =  Н 
и вариации крутящего момента 0M : 1 — 0 ⋅Í ìì,  2 — 8350 ⋅Í ìì,  3 — 16700 ⋅Í ìì

а б в
Рис. 4. Кривые релаксации осевой силы ( )F t  (а), крутящего момента ( )M t  (б) и осевых 

напряжений ( , )z R tσ  на поверхности образца (в) при 1 900T =  °С, 0 8882.9F =  Н 
и вариации крутящего момента 0M : 1 — 0 ⋅Í ìì,  2 — 8350 ⋅Í ìì,  3 — 16700 ⋅Í ìì
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Параметрическое исследование релаксации остаточных напряжений на рис. 2–4 показало 
несущественное влияние первоначально заданных (и жестко зафиксированных) упругих осе-
вой и угловой деформаций на кинетику всех компонент тензора ОН к случаю чистой термо-
экспозиции 0 0,F =  0 0M =  (рис. 2 в, кривая 1), что является позитивным фактором с точки 
зрения инженерной практики, где поверхностное упрочнение — это штатная технологическая 
операция, например, в авиадвигателестроении. 

Согласно расчетным данным, представленным на риc. 2–4, при воздействии растягиваю-
щей нагрузки 0F  максимальные (по модулю) значения напряжения zσ  в процессе релаксации 
при вариации значений крутящего момента 0M  могут снизиться до 82 %. 

Также был произведен анализ влияния температуры на релаксацию ОН, величин 0 ,F  0M  
на ряде температурных значений 1 {800;900;950;1000}T =  °С и соответствующим им параме-
трам материала. Продемонстрируем финальные значения на рис. 5

а б в
Рис. 5. Кривые релаксации осевой силы ( )F t  (а), крутящего момента ( )M t  (б) 

и осевых напряжений ( , )z R tσ  на поверхности образца (в) при нагружении фиксированными
0 8882.9F =  Н и 0 16700M = ⋅Í ìì  при различных температурах 1:T  

1 — 800  °С, 2 — 900  °С, 3 — 950  °С, 4 — 1000  °С

Из анализа графиков следует, что при одном и том же значении первоначально заданных 
растягивающей нагрузки и крутящего момента повышение рабочей температуры ускоряет 
процесс релаксации напряжений и приложенных нагрузок, при этом к моменту времени 

100t =  ч при 1 1000T =  °С (рис. 5 в, кривая 4) наблюдается практически полная релаксация 
остаточных напряжений.

Заключение

В настоящей работе выполнено обобщение результатов разработанной для условий изо-
термической ползучести методики [8] расчета релаксации остаточных напряжений в поверх-
ностно упрочненном сплошном цилиндрическом образце, вызванной приложенными и за-
тем жестко зафиксированными осевой и угловой деформаций на переменные температуры и 
различные режимы нагружения. Проведенный вариативный анализ влияния температуры и 
внешних нагрузок позволил установить ряд эффектов, которые могут быть полезны в инже-
нерной практике (например, в авиадвигателестроении) при оценке эффективности поверх-
ностного упрочнения деталей изделий в процессе высокотемпературной ползучести при раз-
личных режимах нагружения и ограничениях на линейные и угловые перемещения.
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РАССЕЯНИЕ ЦИЛИНДРИЧЕСКОЙ ЗВУКОВОЙ ВОЛНЫ УПРУГИМ ЦИЛИНДРОМ 
СО СЛОЖНЫМ НЕОДНОРОДНЫМ ПОКРЫТИЕМ

Тульский государственный университет

Д. Ю. Ефимов

Аннотация. Получено аналитическое решение задачи рассеяния звуковых волн упругим 
цилиндром с покрытием, материал которого имеет разные законы неоднородности в сег-
ментах покрытия. Приведены результаты численных расчетов, показывающие возмож-
ность изменения звукоотражающих свойств рассеивателя при помощи предложенного 
типа неоднородного покрытия.
Ключевые слова: рассеяние звука, дифракция звуковых волн, цилиндрические звуковые 
волны, упругий цилиндр, неоднородный упругий слой, непрерывно-неоднородное по-
крытие.

Введение

Создание покрытий, обеспечивающих требуемые звукоотражающие свойства тел, в том 
числе цилиндрической формы, является актуальной проблемой. Существуют различные виды 
покрытий, наносимых на твердые тела. Например, перфорированные покрытия [1], покрытия 
с протяженной реакцией [2], однородные упругого покрытия [3]. Покрытие в виде дискретной 
системы коаксиальных однородных упругих слоев было изучено в [4].

Значительный интерес представляют упругие непрерывно-неоднородные покрытия, по-
зволяющие эффективно изменять звукоотражающие характеристики рассеяния тел. Дифрак-
ция звуковых волн на однородных изотропных упругих сплошных цилиндрах с изотропными 
непрерывно-неоднородными покрытиями исследовалась в [5, 6]. В [7] осуществлено моде-
лирование неоднородного покрытия упругого цилиндра с заданными звукоотражающими 
свойствами. Влияние анизотропии в непрерывно-неоднородном упругом покрытии упругого 
цилиндрического рассеивателя изучено в [8]. Во всех упомянутых работах непрерывно-неод-
нородное покрытие представлялось в виде упругой оболочки с непрерывно изменяющимися 
по толщине слоя физико-механическими характеристиками.

В настоящий момент известна лишь одна работа [9], где решалась задача дифракции на 
упругом цилиндре с неоднородным покрытием, имеющим различные типы неоднородности 
в сегментах покрытия. Задача решалась численно с применением метода конечных элементов. 

1. Постановка задачи

Рассмотрим однородный изотропный упругий цилиндр радиуса 0r  бесконечной длины, 
материал которого характеризуется плотностью 0ρ  и упругими постоянными 0λ  и 0.µ  Ци-
линдр имеет покрытие в виде радиально-неоднородного упругого изотропного слоя, внешний 
радиус которого равен 1.r  Цилиндрическая система координат , ,r zϕ  выбрана таким образом, 
что координатная ось z  совпадает с осью вращения цилиндра. Покрытие разделено на N  сег-
ментов полуплоскостями, проходящими через ось z  таким образом, что длина j-го сегмента 
покрытия 1 1( ),j j jl r ϕ ϕ+= −  1,2,..., ,j N=  1 0,ϕ =  1 2 ,Nϕ π+ =  1

1
2 .

N

j
j

l rπ
=

=∑  Полагаем, что модули 

упругости jλ  и jµ  материала j-го сегмента неоднородного цилиндрического слоя являются 
дифференцируемыми функциями радиальной координаты ,r  а плотности jρ  — непрерывны-
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ми функциями координаты .r  Цилиндр окружен идеальной сжимаемой жидкостью, плот-
ность и скорость звука которой соответственно равны ρ∗  и .c

Пусть из внешнего пространства на цилиндр с покрытием падает монохроматическая ци-
линдрическая волна с круговой частотой ω  и амплитудой .A  Падающая волна излучается 
бесконечно длинным осесимметричным цилиндрическим источником, ось которого парал-
лельна оси цилиндра. В цилиндрической системе координат , , ,r zϕ  связанной с рассеивате-
лем, ось источника имеет координаты ( , ).i ir ϕ

Определим отраженную от тела волну, а также найдем поля смещений в упругом цилиндре 
и неоднородном слое.

В рассматриваемой постановке задача является двумерной: все искомые величины не зави-
сят от координаты .z

2. Аналитическое решение

Потенциал скоростей гармонической звуковой волны, излучаемой осесимметричным ци-
линдрическим источником в свободном пространстве, представим в виде [10]

 ( ) ( )0 , exp ,iAG i tωΨ = −r r  (1)

где ( ) ( )0,
4i i
iG H k= −r r r r  — двумерная функция Грина для свободного пространства; 0 ( )H x  — 

цилиндрическая функция Ганкеля первого рода нулевого порядка; /k cω=  — волновое число 
жидкости; r  и ir  — радиус-векторы точки наблюдения и точки, в которой располагается 
источник; t  — время. Временной множитель exp( )i tω−  далее опускается.

Потенциал скорости полного акустического поля в жидкости будем искать в виде
 0 ,SΨ = Ψ +Ψ  (2)

где SΨ  — потенциал скорости рассеянной волны.
Рассмотрим уравнения, описывающие распространение малых возмущений в изотропном 

упругом цилиндре. Представим вектор смещения 0u  частиц упругого изотропного однород-
ного цилиндра в виде [11]

 0 grad rot ,L= +u Φ
где L  и ( , ) zr ϕ= Φ ⋅eΦ  — скалярный и векторный потенциалы смещения, которые в случае 
установившегося режима колебаний являются решениями скалярного и векторного уравне-
ний Гельмгольца и с учетом условия ограниченности имеют вид

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ), exp , , exp ,n n l i n n i
n n

L r B J k r in r C J k r inτϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ
∞ ∞

=−∞ =−∞

= − Φ = −      ∑ ∑
где ,  n nB C  — неизвестные коэффициенты; ( )nJ x  — цилиндрическая функция Бесселя первого 
рода порядка ;n  /l lk cω=  и /k cτ τω=  — волновые числа продольных и поперечных упругих 

волн; ( )0 0 02 /lc λ µ ρ= +  и 0 0/cτ µ ρ=  — скорости продольных и поперечных волн соот-
ветственно.

Уравнения движения j-го сегмента упругого неоднородного слоя в случае установившихся 
колебаний описываются общими уравнениями движения сплошной среды, которые в цилин-
дрической системе координат имеют вид [11]

 
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )21 ,
j j jj

jr rrrr
j rr u

r r r
ϕ ϕϕσ σ σσ ω ρ
ϕ

∂ −∂
+ + = −

∂ ∂

 
( ) ( )

( ) ( ) ( )21 2 ,
j j

j jr
r j r u

r r r
ϕ ϕϕ

ϕ ϕ

σ σ
σ ω ρ

ϕ
∂ ∂

+ + = −
∂ ∂
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 1,2,..., ,j N=  (3)
где компоненты тензора напряжений ( )j

pqσ  j-го сегмента неоднородного слоя и компоненты 
вектора смещения ( ) ( ) ( )( ,  )j j j

ru uϕ=u  в j -м сегменте связаны через обобщенный закон Гука [11]

 ( ) ( )
( ) ( )

( )2 ,
jj

j j jr
rr j j r

uu u
r r

ϕλ
σ λ µ

ϕ

 ∂∂
= + + +  ∂ ∂ 

 ( )
( ) ( ) ( )1 ,

j jj
j r

r j

u uu
r r r

ϕ ϕ
ϕσ µ

ϕ

 ∂∂
= + −  ∂ ∂ 

 ( )
( )

( )
( )2

,
j j

j j j j r
r j

u uu
r r

ϕ
ϕϕ

λ µ
σ λ

ϕ

 + ∂ ∂
= + +  ∂ ∂ 

 1,2,..., .j N=  (4)
Компоненты вектора смещения ( )ju  в j-м сегменте неоднородного упругого слоя являются 

периодическими функциями координаты ϕ  с периодом 2 .π  Поэтому функции ( ) ,j
ru  ( )juϕ  будем 

искать в виде следующих рядов Фурье [6]:

 ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )1 2, ,  , ,  exp .j j j j
r n n i

n
u r u r U r U r inϕϕ ϕ ϕ ϕ

∞

=−∞

= −  ∑  (5)

Подставляя разложения (5) в уравнения для описания волновых полей (3) с учетом (4), 
получим систему линейных обыкновенных дифференциальных уравнений второго порядка 
относительно неизвестных функций ( )

1 ( ),j
nU r  ( )

2 ( )j
nU r  для каждого n

 

( ) ( )


( ) ( )


( ) ( ) 0,
j j jj j j

n n nn n n′′ ′+ + =A U B U C U  1,2,..., ,j N=  (6)

где ( ) ( ) ( )
1 2( ( ), ( )) ;j j j T

n n nU r U r=U  
( ) ( )

2 2( ) ,
j j

n npqa ×=A  
( ) ( )

2 2( ) ,
j j

n npqb ×=B  
( ) ( )

2 2( )
j j

n npqc ×=C  — матрицы второго 
порядка с элементами, приведенными в [6].

Граничные условия на внешней поверхности j-го сегмента цилиндрического слоя при 
1r r=  заключаются в равенстве нормальных скоростей частиц упругой среды и жидкости, ра-

венстве на ней нормального напряжения и акустического давления, отсутствии касательного 
напряжения:

 ( ) ( ) ( ), , 0.j j j
r rr ri u i

n ϕω σ ρ ω σ∗

∂Ψ
− = = − Ψ =

∂
 (7)

На внутренней поверхности слоя при 0r r=  при переходе через границу раздела упругих 
сред должны быть непрерывны составляющие вектора смещения частиц, нормальные и тан-
генциальные напряжения:

 ( ) ( ) ( ) ( )
0 0 0 0, , , ,j j j j

r r rr rr r ru u u uϕ ϕ ϕ ϕσ σ σ σ= = = =  (8)
где 0 pqσ  — компоненты тензора напряжений в однородном изотропном цилиндре.

На поверхности соединения j-го и ( 1)j + -го сегментов покрытия также должны выпол-
няться условия непрерывности компонентов векторов смещения, нормальных и тангенциаль-
ных напряжений

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1 1 1, , ,j j j j j j j j
r r rr rr r ru u u uϕ ϕ ϕ ϕσ σ σ σ+ + + += = = = . (9)

Акустическое поле, рассеянное телом цилиндрической формы, находящимся в идеальной 
однородной среде, удовлетворяет интегральному уравнению Гельмгольца-Кирхгофа следую-
щего вида [10]

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 2
2 2

,
, , .i

S

G
AG G dS

n n
∂ ∂Ψ 

Ψ = + Ψ − ∂ ∂ 
∫

r r r
r r r r r r  (10)

Здесь 2( , )G r r  — двумерная функция Грина для уравнения Гельмгольца; 2r  — радиус-век-
тор точки на поверхности цилиндра; S  — боковая поверхность цилиндра 1 2ˆ( ,dS r dϕ=  

2ˆ [0, 2 ]).ϕ π∈
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Используя теорему сложения для цилиндрических волновых функций, представим 2( , )G r r  
в виде разложения

 ( ) ( )
( ) ( )
( ) ( )

2
2 2

2

2

2

;,
ˆ, exp

,4 ,
q q

q q q

J kr H kriG iq
J kr rkr

r

rH

r
ϕ ϕ

∞

=−∞

= −   


<

>∑r r  (11)

где ( )qH x  — цилиндрическая функция Ганкеля первого рода порядка .q
В уравнении (10) устремим точку наблюдения на поверхность .S  Подставим в левую часть 

(10) полное акустическое поле, выраженное через нормальное напряжение на поверхности 
цилиндра с помощью второго граничного условия (7), а в первое слагаемое правой части 
(10) — функцию Грина (11), в которой заменим 2 ,r  2ϕ̂  на ,ir  .iϕ  Далее подставим функцию 
Грина (11) в подынтегральное выражение уравнения (10). При этом дифференцирование по 
нормали будем выполнять по переменной 2.r  При выполнении дифференцирования выраже-
ния (10) следует выбрать нижнюю строчку в формуле (11). После проведения указанных опе-
раций следует положить 2 1.r r r= =  Далее воспользуемся первыми двумя граничными услови-
ями (7). Подставим в подынтегральное выражение потенциал полного акустического поля и 
его нормальную производную на поверхности цилиндра, выраженные через смещения при 
помощи условий равенства на ней нормальных скоростей частиц упругой среды и жидкости и 
равенстве нормального напряжения и акустического давления. После осуществим интегриро-
вание по поверхности цилиндра 1 2ˆ( ,dS r dϕ=  2ˆ [0, 2 ]),ϕ π∈  учитывая тот факт, что 

( )
2( ) j

rr
i σ

ρ ω∗
Ψ =r  и ( )2( ) j

ri u
n

ω∂Ψ
= −

∂
r  при 2 1ˆ [ , ].j jϕ ϕ ϕ +∈  В результате получим N  краевых усло-

вий для нахождения частного решения системы (6) при 1r r=  для каждого n
 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1,

1 1 1 2 1 1 3 2 1
j j j j j j

n n n nF U r F U r F U r′ + + +

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2,
1 1 1 2 1 1 3 2 1 4

1

N
m m m m m m m

q n q q q nq n
m q

F U r F U r F U r F
∞

= =−∞

 ′+ + + = Χ ∑ ∑
 1,..., .j N=  (12)

 ( ) ( ) ( )1 1 12 ,j
j j

iF r rλ µ
ρ ω∗

 = +   ( ) ( )1, 1
2

1

,j j r
F i

r
λ
ρ ω∗

=  ( ) ( )1
3

1

,j j
n

n r
F

r
λ
ρ ω∗

= −

 ( ) ( ) ( )
( )

2, 1 1
2

1 1

,j j n
n

n

r J kr
F i

r kJ kr
λ

ω
ρ ω∗

 
= + ′ 

 ( ) ( ) ( ) ( )
4 1 1 1 ,

4
j j

nq n n nq
iF kr J kr H kr Q′= −

 ( ) ( ) ( )1 exp ,
4n n n i i
iA J kr H kr inϕΧ = −  ( ) ( )

1

2 2ˆ ˆexp .
j

j

j
nqQ i q n d

ϕ

ϕ

ϕ ϕ
+

= −  ∫
Из оставшихся неиспользованными граничных условий (7) и (8) получены выражения для 

неизвестных коэффициентов ,nB  nC
 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1 0 2 2 0 3 1 0 4 2 0,j j j j

n n n n n n n n n nB U r U r C U r U rγ γ γ γ= + = +
и краевые недостающие краевые условия для нахождения частного решения системы (6)

 ( ) ( ) ( )
1 2 1 1 1 2 1( ) ( ) ( ) 0,j j j

n n nrU r inU r U r′ + − =

 

( ) ( )


( ) ( )

0

0,
j jj j

n nn n
r r=

 ′ + = 
 

A U F U

 1,..., .j N=

Выражения для коэффициентов 1 2 3 4,  ,  ,  n n n nγ γ γ γ  и компонентов матрицы 
( )j
nF  приведены в [6].

Теперь найдем аналитическое описание акустического поля, рассеянного телом. Обраща-
ясь к формулам (1), (2), (10) можно видеть, что рассеянное акустическое поле в идеальной 
среде может быть найдено как
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 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 2
2 2

,
, .S

S

G
G dS

n n
∂ ∂Ψ 

Ψ = Ψ − ∂ ∂ 
∫

r r r
r r r r

3. Численные исследования

На основе полученного решения были проведены расчеты угловых характеристик рассеян-
ного акустического поля в дальней зоне ( 100 ).r = ì  Полагалось, что алюминиевый цилиндр 
( 3 3

0 2.7 10  / ,ρ = ⋅ êã ì  10 2
0 5.3 10  / ,λ = ⋅ í ì  10 2

0 2.6 10  /µ = ⋅ í ì ) радиуса 0 0.8 r = ì  с непрерыв-
ным-неоднородным упругим покрытием толщиной 0.2 ì  располагается в свободном про-
странстве, заполненном водой 3 3

1( 10  / ,ρ = êã ì  1485 / ).c = ì ñ  При расчетах рассматривалось 
два типа характерных величин физико-механических характеристик неоднородного покры-
тия. Характерные значения модулей упругостей и плотностей приведены в таблице.

Таблица
Характерные величины для механических свойств материала покрытия

Тип Материал 9 2
0 ,  ( 10 ) /λ × í ì 9 2

0 ,  ( 10 ) /µ × í ì 3
0 ,  /ρ êã ì

1 поливинилбутираль 3.9 0.98 1070
2 полиамид 7.7 2.9 1488

Рассматривались как однородные покрытия
 0 ,jλ λ=  0 ,jµ µ=  0 ,jρ ρ=

так и неоднородные, механические характеристики которых менялись по законам:
 0 ,jλ λ=  0 ,jµ µ=  ( )0 ,j f rρ ρ= ⋅

 ( ) ( ) ( )1 1 0/ 0.5,f r r r r r= − − +    0 1.r r r≤ ≤
Предполагалось, что линейный источник излучает звуковую волну амплитуды 4A i= −  и рас-
полагается в точке с координатами 14ir r=  и / 2,iϕ π=  а покрытие разделено на сегменты та-
ким образом, что 2,N =  2 .ϕ π=

На рис. 1 изображены полярные диаграммы направленности амплитуды рассеянного аку-
стического поля ( )S ϕΨ  при волновом размере тела 0 4.kr =  Сплошные линии соответствуют 
случаям неоднородного покрытия, пунктирные — однородного, штриховые — цилиндру без 
покрытия. При этом на рис. 1а полагалось, что на обоих сегментах задан материал типа 1, что 
повторяет обычное непрерывно-неоднородное покрытие [6], а на рис. 1б на первом сегменте 
задавался материал типа 1, а на втором сегменте материал типа 2. 

При этом важно отметить, что ранее нигде строго не оговаривалось прямое использование 
условий соединения сегментов (9). Однако, в ходе вычислительных экспериментов было уста-
новлено, что такие условия выполняются автоматически при использовании предложенного 
решения.

Заключение

На основе полученного аналитического решения задачи проведены численные расчеты, 
которые позволили выявить возможность существенно изменять звукоотражающие свой-
ства объектов при помощи непрерывно-неоднородных покрытий, имеющих различные физи-
ко-механические свойства в сегментах слоя.
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ТЕМПЕРАТУРНЫЕ НАПРЯЖЕНИЯ В СООСНЫХ СОПРЯЖЕННЫХ 
ЦИЛИНДРИЧЕСКИХ СИСТЕМАХ И КОМПОЗИЦИОННЫХ МАТЕРИАЛАХ 
С РАЗНОЙ СТЕПЕНЬЮ ПРОСКАЛЬЗЫВАНИЯ ПО ГРАНИЦЕ КОНТАКТА

Дальневосточный федеральный университет

Н. Ю. Зайко, О. Н. Любимова

Аннотация. Температурные напряжения в сопряженных системах, выполненных из раз-
ных материалов и в слоистых конструкционных материалах, даже при условии равномер-
ного распределения температуры являются в первую очередь следствием разных механи-
ческих свойств материалов, из которых выполнены сопряженные элементы или слои. В 
тоже время существенное влияние на общую картину температурных напряжений ока-
зывают свойства сопряжения разнородных материалов и тип полученного соединения: 
склейка, сварка, или горячая посадка; идеальный контакт, свободное или частичное про-
скальзывание в разных направлениях. Предложено феноменологическое условие и метод 
совместного деформирования соосных цилиндров при разных условиях сопряжения по 
боковым поверхностям: от свободного проскальзывания вдоль оси до идеального кон-
такта, с учетом частичного (ограниченного) проскальзывания. Метод позволяет суще-
ственно упростить задачу при условии термоупругого деформирования слое, а в случае 
вязкоупругого поведения с простыми ядрами релаксации позволяет получить аналити-
ческое решение. Практическая значимость метода заключается в возможности модели-
рования технологических и остаточных напряжений в слоистых конструкционных ци-
линдрических системах, работающих в условиях циклического нагрева — охлаждения до 
высоких температур.
Ключевые слова: термонапряженное состояние, контактная задача, соосные цилиндри-
ческие системы, слоистые композиционные материалы.

Введение

Производственные и исследовательские системы в отраслях промышленности связанных 
с синтезом композиционных материалов являются особенно сложными. Математическое мо-
делирование множества технологий получения композитов, среди которых, холодное прессо-
вание компонентов с последующим спеканием; осаждение матрицы плазменным напылени-
ем на упрочнитель с последующим обжатием; пакетная диффузионная сварка монослойных 
лент компонентов; совместная прокатка армирующих элементов с матрицей, направлено на 
поиск и оптимизацию технологических параметров процесса. Многопараметричность, и ак-
туальность теоретических и экспериментальных исследований многих не до конца изученных 
физико-химических и механических процессов в технологии получения композиционных ма-
териалов оставляет актуальным поиск моделей позволяющих адекватно оценивать основные 
технологические параметры, которые оказывают доминирующее влияние на конечные экс-
плуатационные и физико-механические свойства материала. В слоистых композитах, полу-
ченных методами температурной обработки, чередующиеся слои могут быть выполнены либо 
из одного и того же материала, либо из различных. Прочность связи по границе раздела слоев 
обеспечивается либо за счет диффузии через границу раздела в процессе термической обра-
ботки либо за счет механического сцепления при термодеформировании в зоне пластичности 
[1–2]. Если технологические параметры подобраны не точно, то зона контакта может содер-
жать промежуточные хрупкие слои по границе их раздела или дефекты в виде неплотного 
прилегания материалов, что влияет на напряженно-деформируемое состояние при следую-
щих циклах охлаждения. Дискретность контакта вызывает значительные изменения величин 



1033

контактных напряжений как в крайних поверхностных слоях сопрягаемых слоев так и в объ-
еме композиционных материалов и деталей. Контактное взаимодействие двух поверхностей с 
дискретным типом контакта рассмотрено, например, в работах [3–5]. Одним из современных 
направлений развития механики дискретного контакта является использование методов тео-
рии вероятностей [6], при котором искомые характеристики: фактическая площадь касания, 
нагрузка в зависимости от сближения, максимальное контактное давление на единичной не-
ровности рассматриваются как реализация случайного поля. Для описания качества распреде-
ления случайного поля, приходится опираться на аналитические решения полученные для тел 
простой геометрии, качественные приближения и результаты феноменологических линейных 
теорий. Следует отметить, что, несмотря на наличие определенного экспериментального ма-
териала проверка адекватности предлагаемых математических моделей достаточно трудная и 
как правило используется лишь для качественной оценки. Поэтому развитие линейных мо-
делей, позволяющих решать контактные задачи как следствие поведения под нагрузкой всей 
совокупности контактов, оправдано и остается актуальной задачей механики контактных вза-
имодействий.

Целью работы является разработка метода, позволяющего качественно оценить сцепле-
ние на границе сопряжения разных слоев в соосных цилиндрических слоистых композитах 
с разной реологией, деформирующихся в условиях повышенных температур. В работе реше-
на задача термодеформирования соосного цилиндрического двухслойного композиционного 
элемента в упругом приближении при условии зависимости механических свойств от темпе-
ратуры.

Модель и метод определения термоупругих напряжений 
при разных условиях сцепления на границе сопряжения слоев

В цилиндрической системе координат при условии осесимметричного изменения темпера-
туры в сопряжённой цилиндрической системе типа вал-цилиндр (стержень - цилиндрическая 
оболочка, цилиндр-цилиндр), где торцы цилиндров не закреплены, особенность на границе 
сопряжения будет заключаться в возможности разной деформации вдоль оси образующей 
(рис. 1). Если температурное поле равномерно по всему объему, напряженно-деформируемое 
состояние будет следствием разницы механических свойств материалов и их зависимости от 
температуры.

При условии плоского обобщенного состояния и свободного проскальзывания в направ-
лении образующей предположим, что 

 (1) (2)( ) 0z z ztε ε ε∆ = − ≠  (1)
и достигает своего максимального значения, здесь (1)

1 2( )( )z t R r Rε ≤ ≤  и (2)
0 1( )( ),z t R r Rε ≤ ≤  

0( ) ( )T t T t T∆ = −  температура, при условии идеального контакта (1) примет вид
 ( ) 0z tε∆ =  или (1) (2)

z zε ε=  (2)

Рис. 1. Схема изменения вдоль образующей плоского спая
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Тогда условие дискретного контакта, можно рассматривать, как условие частичного про-
скальзывания введя в (1) феноменологический коэффициент ,ℵ  так что 

 (1) (2) ( ),z z z tε ε ε− =ℵ∆    при 0 1≤ℵ≤  (3)
здесь ℵ  характеризует часть от zε∆  полученную при свободном проскальзывании ( 1).ℵ=

Термоупругая осессимметричная задача для систем сопряженных цилиндров с условием 
(3) имеет вид:

 ( , ),ru u r t=  0,uϕ =  ( , ),zu w z t=

 ,rr
u
r

ε ∂
=
∂

 ,u
rϕϕε =  ( ),zz z

w t
z

ε ε∂
= =
∂

 0.r rz zϕ ϕε ε ε= = =  (4)

 0,rr

r r
ϕσ σσ −∂

+ =
∂

 2 ,r rs Ge=  2 ,s Geϕ ϕ=  2 ,z zs Ge=
 ( , ) 3 ,r t Kσ θ=

где ( , ),rr r r tσ σ=  ( , ),r tϕϕ ϕσ σ=  ( , ),zz z r tσ σ=  ( ) / 3,r zϕσ σ σ σ= + +  ( ) / 3,r zϕε ε ε ε= + +  

0

3 ( ) ,
T

T
T dTθ ε α= − ∫  ,r rs σ σ= −  ,sϕ ϕσ σ= −  ,z zs σ σ= −  ,r re ε ε= −  ,eϕ ϕε ε= −  ,z ze ε ε= −  G — мо-

дуль сдвига, K  — модуль объемной деформации. Краевые условия определяют из условий 
отсутствия нагрузки на внешних поверхностях и свободных от нагрузки торцов:

 0( , ) 0,r R tσ =  2( , ) 0,r R tσ =  (5)

 1 2

0 1

( , ) ( , ) 0,
R R

z zR R
r t rdr r t rdrσ σ+ =∫ ∫

а условия на границах контакта (3) дополняются условиями 
 1 1( , ) ( , ),u R t u R t− = +    1 1( , ) ( , ).r rR t R tσ σ− = +  (6)
Задача (3)–(6) имеет на каждом временном слое аналитическое решение, определяемое 

двумя аналитическими итерациями:
1. Определяется zε∆  по формуле (1) при этом в задаче (4)–(6), последнее уравнение в усло-

виях (5) заменяется на 

 1

0

0
R

zR
r drσ =∫  и 2

1

0.
R

zR
r drσ =∫

2. Далее на каждом временном слое для определенного коэффициента ℵ  и для найденного 
значения ( )z tε∆  решается задача (3)–(6).

На графиках рис. 2–4 приведены отдельные результаты расчета напряжений для цилин-
дрических систем стержень (вал)-цилиндр для различных значений ℵ  физико-механические 
параметры были выбраны соответствующими материалам: для слоя (1) — сталь; (2) — кварце-
вое стекло, 0 0,R =  1

2 1

2 .Rk
R R

=
−

Из графиков рис. 2–4 заметны, особенности напряженного состояния в точке пересечения 
коэффициента линейного температурного расширения для двух слоев и интервала значений 
0,35 0,55<ℵ<  для (2) слоя. Интенсивность напряжений во (2) слое максимальная при 1,ℵ=  
что связано прежде всего с незначительными значениями zσ  значительной разницей между 
ним и .r ϕσ σ=

Заметим, что в случае термоупругого деформирования возможно и нет особенной нуж-
ды в конструкции упрощающих предположений позволяющих понизить размерность задачи, 
возможно здесь нужно пользоваться уже развитыми подходами в механике контактных взаи-
модействий, и учитывать силы трения, например, в рамках закона Амонтона — Кулона [7–8], 
когда модуль касательного напряжения в точках контактной поверхности меньше либо равен 
произведению коэффициента трения (трения скольжения) на модуль нормального напряже-
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Рис. 2. Изменение во временно-температурном режиме коэффициентов линейного 
расширения для разных слое (слева) и интенсивность напряжений (справа) для (2) слоя 

при k =  0,1-0,1; 1-1; 10-10

Рис. 3. Интенсивность напряжений для слоя (1) при 0,1;1;10k =  (слева–направо)

Рис. 4. Изменение интенсивности напряжений во (2) слое в фиксированные моменты времени 
(слева) и для конечного момента времени (интенсивность, характеризующая остаточные 
напряжения) для разных значений k: 1–0,1; 2–0,2; 3–0,5; 4–0,7; 5–0,8; 6–1; 7–3; 8–7; 9–8; 10–10
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ния и в дальнейшем решать задачу численно. Однако для случая сложного реологического 
поведения материалов, как в рассматриваемом случае совместного деформирования вязко-
упругих стеклующихся материалов с упругопластическим, например, как в работах [9–10], 
предлагаемый подход к возможному учету сцепления (прилипания) обоснован. 
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УДК 621.642

ПРОЕКТИРОВАНИЕ ВЫСОКОЭФФЕКТИВНОГО МЕТАЛЛОКОМПОЗИТНОГО 
БАЛЛОНА ВЫСОКОГО ДАВЛЕНИЯ СФЕРИЧЕСКОЙ ФОРМЫ

Московский государственный технический университет им. Н. Э. Баумана

В. Н. Зимин, Г. Н. Кувыркин, Д. Р. Рахимов

Аннотация. Статья содержит результаты проектирования металлокомпозитного балло-
на высокого давления сферической формы. Предложена методика проведения повероч-
ного расчета с использованием эндохронной теории пластичности для учета нелиней-
ных свойств как материала силовой оболочки, так и материала лейнера. По результатам 
поверочного расчета предложены рекомендации по улучшению конструкции и оценено 
влияние нелинейного поведения силовой оболочки из углепластика на общее напряжен-
но-деформированное состояние баллона давления.
Ключевые слова: металлокомпозитный баллон высокого давления, лейнер, эндохронная 
теория пластичности, нелинейное деформирование, композитные материалы, проекти-
ровочный расчет, прочностной расчет, напряженно-деформированное состояние.

Введение

В настоящее время в мире широко применяют современные композитные баллоны дав-
ления с металлическим лейнером. Они обладают рядом преимуществ: высокая удельная 
прочность, превышающая удельную прочность стали и титановых сплавов, безосколочное 
разрушение и взрывобезопасность при экстремальных воздействиях, стойкость к коррозии 
и массовое совершенство. В связи с этим создание таких баллонов давления является актуаль-
ной прикладной задачей [1].

Экспериментальные исследования металлокомпозитных баллонов высокого давления 
(МКБВД) свидетельствуют о нелинейном деформировании конструкции [2]. Для обеспечения 
надежности и безопасности в эксплуатации таких баллонов давления на этапе проектирова-
ния необходимо рассматривать нелинейное поведение как лейнера, так и композитного ма-
териала силовой оболочки. Учет пластической деформации также необходим для некоторых 
технологических операций, таких как предварительная опрессовка давлением [3]. В статье для 
этих целей предлагаем использовать эндохронную теорию пластичности, позволяющую учи-
тывать нелинейные свойства изотропных и ортотропных материалов.

По результатам проведенного исследования был спроектирован высокоэффективный МКБВД 
сферической формы объемом –2 32,58 10  ⋅ ì  с эксплуатационным давлением 34ep =  МПа и ко-
эффициентом запаса 2.n =

1. Особенности конструкции

Металлокомпозитный баллон высокого давления (МКБВД) состоит из сферического лей-
нера, выполненного из нержавеющей стали 12Х18Н10T, обмотанного слоем композитных лент 
из углепластика [4]. Лейнер баллона с одной стороны имеет горловину с резьбой, а с противо-
положной стороны — технологический фланец.

2. Проведение проектировочного расчета

При проведении проектировочного расчета приняты следующие предпосылки [5, 6]:
1. Методика проектирования основана на безмоментной теории тонкостенных оболочек 

вращения, нитяной модели композитного материала, а также условия равнопрочности;
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2. При изготовлении МКБВД реализуется зонная непрерывная геодезическая намотка 
двойными спиральными слоями. Для разграничения в обозначении «зон» и «слоев» будем ис-
пользовать i  и j  индексы соответственно;

3. Металлический лейнер считаем несжимаемым изотропным материалом и рассматрива-
ем его как первый слой композитного пакета.

2.1. Основные расчетные зависимости

Введем следующие безразмерные величины

 0
0, , ,i

i
rr br r b

R R R
= = =  (1)

где r  — текущий радиус, 0ir  — радиус полюсного отверстия i-й зоны, R  — радиус баллона на 
экваторе, 011,5b r= ⋅  — радиус точки перегиба.

Углы армирования i-й зоны в произвольном сечении iϕ  и на экваторе Riϕ  определяют из 
условия геодезической намотки

 0
0arcsin , arcsin .i
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r r
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ϕ ϕ= =  (2)

Толщину силовой оболочки Rih  на экваторе i-й зоны определяют из соотношения
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где ep n p= ⋅  — расчетное давление, mσ  — предел текучести материала лейнера, mh  — толщина 
лейнера, 1F +  — предел прочности материала силовой оболочки, k  — число зон.

Форму меридиана баллона ( )y r  определяют из решения дифференциального уравнения 
(4) для участка b r R< ≤  и (5) для участка 01 .r r b≤ ≤  На стыке при r b=  профиль меридиана 

( )y r  и первая производная '( )y r  непрерывны.
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где bθ  — угол наклона профиля меридиана при ,r b=  bk  — число зон при .r b=
Толщину силовой оболочки ih  в произвольном сечении i-й зоны с учетом ширины нама-

тываемой ленты t  определяют из соотношений [7]
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2.2. Анализ проектных параметров баллона

Определим необходимое число зон и радиусы полюсных отверстий для сферического 
МКБВД. В качестве исходных данных будем использовать требования, предъявляемые к бал-
лонам давления разгонного блока «Фрегат» [8]: 68p =  МПа, 01 18,3r =  мм, 183R =  мм. Толщи-
ну лейнера и ширину наматываемой ленты примем равными 0,5 мм и 14 мм соответственно.

Известно, что для управления формой меридиана баллона, необходимо определенным об-
разом располагать зоны оболочки. Так для получения баллона строго сферической формы не-
обходимо предположение о бесконечном количестве тонких слоев, а также о существовании 
непрерывной зависимости между толщиной зон на экваторе и радиусами полюсных отвер-
стий (7). В данной работе используем приближенную аппроксимацию зависимости из-за огра-
ниченного числа зон, а также вводим условие равенства толщин зон на экваторе [9]

 ( ) ( ) 2
0 1 0

0
2

01

2 1arcsin .
2 1

iR i
iR

h r F rh r
pR r

π
π

+
  −  = = −
  −  

 (7)

Анализ отклонения формы профиля меридиана от окружности для баллонов с различным 
числом зон показывает, что для создания баллона давления сферической формы необходимо 
использовать более 5 зон намотки. Расчет на прочность показывает, что такое малое число зон 
приводит к разрушению волокон силовой оболочки, связанного с неравномерным распреде-
лением толщины материала вдоль меридиана. Для обеспечения равенства толщин будем про-
ектировать баллон с 18-ю зонами намотки, радиусы полюсных отверстий вычислены согласно 
зависимости (7) и представлены в табл. 1.

Таблица 1
Радиусы полюсных отверстий

№ зоны 1 2 3 4 5 6 7 8 9

0ir , мм 18,3 30,5 43,6 57,8 72,0 86,0 99,5 112,5 124,4
№ зоны 10 11 12 13 14 15 16 17 18

0ir , мм 135,5 145,6 155,0 162,5 169,0 174,6 179,0 181,5 182,8

После определения число зон и радиусов полюсных отверстий по формулам (1)–(6) нахо-
дим форму профиля меридиана, углы армирования и толщины i-х зон баллона давления.

3. Эндохронная теория пластичности

Эндохронная теория является одним из вариантов теории пластичности, в которой, как и 
в теории течения, устанавливается связь между приращениями деформации и приращениями 
напряжений, но в отличии от теории течения в ней не используют понятие поверхности на-
гружения, а также нет деления деформации на упругую и пластическую составляющие. Для 
учета истории нагружения материала в эндохронной теории пластичности вводят неубываю-
щую скалярную величину — меру внутреннего времени ,dξ  являющуюся аналогом параметра 
Удквиста для классических теорий пластичности.
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Обобщив результаты работ для изотропного и ортотропного материалов соответственно 
[9, 10], запишем в матричном виде определяющее соотношение эндохронной теории пластич-
ности для монослоя композитного пакета

 ,
1

dd d ξ
βξ

= −
+

D Aσ ε σ  (8)

где T
11 22 12( , , ) ,σ σ σ=σ  T

11 22 12( , , )ε ε γ=ε  — векторы напряжений и деформаций, β  — параметр 
упрочения, определяемый из экспериментальных данных материала.

Из-за того что нелинейные эффекты в изотропном и ортотропном материале имеют раз-
личную физическую природу, вид вспомогательной матрицы A  и зависимости для меры вну-
треннего времени dξ  отличаются для этих материалов.

Для изотропного материала матрица жесткости ,D  вспомогательная матрица A  в уравне-
ние (8) принимают следующий вид:

 

( )

2 2

2 2

2 1 20 0
1 1 1 1

1 2 20 , 0 ,
1 1 3 1 1

0 0 30 0
2 1

E E

E E a

E

ν ν νν
ν ν ν ν

ν ν νν
ν ν ν ν

ν

  − − −   − − − −   
− −   = = −   − − − −   

   
   +   

D A  (9)

где ,E ν  — характеристики упругости изотропного материала; a  — материальный параметр 
модели для изотропного материала, характеризующий нелинейные свойства материала.

Мера внутреннего времени ξ  изотропного материала определена следующей формулой [9]:
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Для ортотропного материала матрица жесткости ,D  вспомогательная матрица A  в урав-
нение (8) принимают следующий вид:
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D A  (11)

где 1 2 12 12 21, , , ,E E G ν ν  — характеристики упругости ортотропного материала; 1 2 3, ,a a a  — мате-
риальные параметры модели для ортотропного материала, характеризующие нелинейные 
свойства материалов.

Выражение для меры внутреннего времени ξ  ортотропного материала представим в сле-
дующем виде [10]:

 T ,d d dξ = Rε ε  (12)
где R  — положительно определенная матрица материальных параметров
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Используя соотношение (8) и допущение о совместном деформировании слоев, получим 
уравнение для композитного материала, состоящего из n  элементарных слоев, каждый из ко-
торых характеризуется углом армирования jϕ  и относительной толщиной jδ

 1
1 1

1
,
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j j j j j j
j

d d dzδ−

=

 
= + 

 
∑c c cS T A Tε σ σ  (14)

где T
11 22 12( , , ) ,c c cε ε γ=cε  T

11 22 12( , , )c c cσ σ σ=cσ  — векторы деформации и напряжений компо-

зитного пакета, ( ) 1
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1 11

k
j j j jj

δ
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=
= ∑cS T D T  — матрица податливости пакета, матрицу поворота 
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В задаче о нагружении баллона внутренним давлением компоненты вектора напряжений 
пакета cσ  определяют как

 1 2
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где меридиональные и окружные погонные усилия 1T  и 2T  равны
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Приведенную систему уравнений (8)–(18) решаем с помощью метода последовательных 
приближений. Для валидации предложенной методики был проведен расчет цилиндрической 
части МКБВД из работы [2]. Результаты удовлетворительным образом согласуются с экспери-
ментальными данными.

4. Проведение поверочного расчета

Для проведения поверочного расчета были использованы следующие характеристики ма-
териала лейнера: 200E =  ГПа, 0,3ν = , 250Tσ =  МПа, 650Vσ =  МПа, 35 %Vε = , 7800ρ =  кг/м3, 

301,5a = , 3,45β = . Для характеристик материла силовой оболочки использовались следую-
щие значения [11, 12]: 1 136,5E =  ГПа, 2 11,1E =  ГПа, 12 7,5G =  ГПа, 12 0,31ν = , 1 2300F + =  МПа, 

1 1200F − =  МПа, 2 58F + =  МПа, 2 190F − =  МПа, 12 88F =  МПа, 1550ρ =  кг/м3, 1 2 0a a= = , 3 38a = , 
0,1β = , 11 22 12 0R R R= = = , 33 3,6R = . Приведенные материальные параметры модели были най-

дены из условия минимального отклонения расчетных диаграмм деформирования, получен-
ных по эндохронной теории, от экспериментальных кривых деформирования. В качестве экс-
периментальных кривых для материалов лейнера и силовой оболочки использовались 
диаграммы деформирования при растяжении и при чистом сдвиге соответственно.
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На рис. 1, 2 представлены результаты расчета внутренних силовых факторов в лейнере и в 
силовой оболочке баллона давления для некоторых зон. Из графиков видно, что напряжения 

11σ  и 12σ  не превосходят пределов прочности при растяжении вдоль волокон и при сдвиге 
соответственно. Напряжение 22σ  выше предела прочности при растяжении поперек волокон, 
следовательно, матрица силовой оболочки полностью разрушается, после чего всю нагрузку 
воспринимают волокна. Аналогичное поведение наблюдается и в реальной конструкции.

Для оценки влияния нелинейности материала силовой оболочки на общее напряженно-де-
формированное состояние (НДС) МКБВД был проведен аналитический расчет с учетом и без 
учета нелинейных свойств ортотропного материала. Анализ результатов показал, что нели-
нейные свойства оказывают наибольшее влияние на напряжения в силовой оболочке 1-й 
зоны. Различие между решениями для касательных напряжений 12σ  составляет 25 % в области 
фланцевого соединения, в остальных областях не превышает 13 %. Различие для напряжений 
поперек волокон 22σ  составляет 15 % и 3 % соответственно. Поскольку нелинейность практи-
чески не оказывает влияния на напряжения 22σ , которые в отличие от напряжений 12σ  значи-
тельно превосходят предел прочности, допустимо проводить расчет без учета нелинейных 
свойств силовой оболочки из углепластика.

Для учета моментных напряжений, возникающих в силовой оболочке, был проведен рас-
чет методом конечных элементов в программе «MSC PATRAN/NASTRAN». По результатом 
расчета было принято решение добавить дополнительные двойные спиральные слои толщи-
ной 0,3 мм в 1-ю, 3-ю, 6-ю зону, а также адгезионную прокладку из резины в районе фланцевых 
соединений. Итоговая масса баллона составила 5,78 кг.

Рис. 1. Напряжения вдоль волокон 11σ  в силовой оболочки для 1, 5 и 10-й зоны

Рис. 2. Эквивалентные напряжения в лейнере eqvσ , напряжения поперек укладки волокон 22σ  
и касательные напряжения 12σ  в силовой оболочки для 1-й зоны
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Заключение

В данной работе был проведен проектировочный и поверочный расчет металлокомпозит-
ного баллона высокого давления. В проектировочном расчете было установлено необходи-
мое число зон и значение радиусов полюсных отверстий для получения баллона сферической 
формы. В поверочном расчете было рассчитано общее НДС баллона, а также показано незна-
чительное влияние нелинейных свойств силовой оболочки из углепластика. По результатам 
данного расчета было предложено добавить дополнительные двойные спиральные слои в не-
которые зоны силовой оболочки. 

В результате проведенного исследования был спроектирован высокоэффективный сфери-
ческий МКБВД с 18-ю зонной силовой оболочкой из углепластика, намотанной на лейнер из 
стали 12Х18Н10Т. Суммарная масса баллона составила 5,78 кг при полезном объеме в 

2 32,58 10  .−⋅ ì
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УДК 539.3

НЕСТАЦИОНАРНАЯ ЗАДАЧА ТЕРМОЭЛЕКТРОУПРУГОСТИ 
ДЛЯ ЦИЛИНДРИЧЕСКОГО ТЕЛА, ВЫПОЛНЕННОГО ИЗ ПЬЕЗОКЕРАМИКИ

Самарский государственный технический университет

М. А. Кальмова

Аннотация. На основании разработанного алгоритма расчета появляется возможность 
анализа напряженно-деформированного состояния пьезокерамического цилиндра, его 
электрического и температурного поля, а также учет связанности полей. Вкратце излага-
ются основные подходы, связанные с построением общего решения связанных нестацио-
нарных термоэлектроупругих полей в пьезокерамических конструкциях.
Ключевые слова: термоэлектроупругость, нестационарная задача, длинный пьезокера-
мический цилиндр, конечные интегральные преобразования, гиперболической теории 
Лорда — Шульмана.

Введение

Устройства из пьезоэлектрической керамики широко используются в различных областях, 
и их работа основана на эффектах связи упругих, электрических и температурных полей [1, 2]. 
Сегодня они широко используются в строительстве, для ультразвуковой диагностики в ави-
ационной, железнодорожной и медицинской отраслях, ультразвуковой сварки в энергетике. 
В то же время пьезокерамические материалы все еще редко используются в композитных си-
стемах, генераторах, приводах и других очень маленьких электромеханических системах, но 
современные требования, такие как экономия энергии, миниатюризация и адаптация к си-
стемам с компьютерным управлением, стимулируют появление новых технологических реше-
ний. Пьезокерамическая технология также используется в широком спектре приложений, что 
приводит к усовершенствованию существующих пьезоэлектрических элементов и разработке 
новых типов.

На основании анализа литературы на данный момент, можно сказать, что разработаны 
различные теории термоэлектроупругости, описывающие работу таких приборов с учетом 
связанности полей [3–5]. В основном рассматривается численный анализ, но для более каче-
ственного описания и оценки нестационарных процессов возникает необходимость построе-
ния аналитических решений. Однако математическая формулировка рассматриваемых задач 
включает систему несамосопряженных дифференциальных уравнений в частных произво-
дных, интегрирование которых связано с большими математическими трудностями. 

Для решения данной проблемы, как правило, исследуют уравнения в несвязанном виде 
[6–11], в данной же работе рассматривается нестационарная задача термоэлектроупругости 
в связанной постановке для бесконечно длинного полого пьезокерамического цилиндра. 

1. Постановка задачи

Рассмотрим пьезокерамический элемент, в форме цилиндра. Незакрепленный, длинный 
цилиндр в радиальной плоскости, занимает в цилиндрической системе координат ( , , )r zθ∗  об-
ласть :Ω  { ,a r b∗≤ ≤  0 2 ,θ π≤ ≤  }.z−∞ < < ∞  На поверхностях цилиндра задана нестационар-
ная нагрузка в виде разности температур (граничные условия 1-го рода). Внешняя поверх-
ность цилиндра подключена к измерительному прибору с большим входным сопротивлением, 
внутренняя электродированная поверхность заземлена.
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На основании гиперболической теории Лорда — Шульмана математическая формулировка 
рассматриваемой осесимметричной задачи в безразмерной форме включает дифференциальные 
уравнения движения, электростатики и теплового баланса, а также краевые условия [3, 8, 13]:
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С учетом заземления внутренней поверхности элемента, электрическое напряжение опре-
деляется потенциалом на его внешней поверхности. Радиальная компонента вектора напря-
женности электрического поля определяется из второго уравнения (1):
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Подстановка (4) в (1)–(3) позволяет сформулировать новую задачу относительно функций 
( , ),U r t  ( , ).r tΘ  Для дальнейшего использования метода КИП неоднородные граничные усло-

вия (2) приводятся к виду однородных путем введения новых функций ( , ),u r t  ( , )N r t  связан-
ные с ( , ),U r t  ( , ):r tΘ
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Функция перемещений цилиндрических поверхностей цилиндра ( , ) 0A r t =  определяется 

в результате решения и 1,H  1,F  2.F  В дальнейшем вводим обозначение термоупругого матери-
ала N B= ∇  и допущения: 1 1,b =  3 0.b =  В результате имеем ( , ),u r t  ( , ):B r t
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Используя структурный алгоритм обобщенного конечного интегрального преобразования 
(КИП) [12]  с однокомпонентным неизвестным ядром преобразований ( , );iK rλ
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где iλ  — собственные значения, образующие счетное множество, получаем уравнения отно-
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Выражение (19) является общим решением задачи (15), (16):
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Здесь собственные значения iλ  определяются с помощью следующего трансцендентного 
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Система дифференциальных уравнений (17) приводится к следующему разрешающему 

уравнению 4-го порядка относительно 1( , ):iG tλ
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В этом случае общее решение уравнения (20) имеет вид:
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Функция 2 ( , )iG tλ  определяется из первого уравнения системы (17). Постоянные интегри-
рования 2 5...i iD D  определяются путем подстановки трансформант в граничные условия (18).

Подстановка 1( , ),iG tλ  2 ( , )iG tλ  в (14), (5) с учетом N B= ∇  позволяет получить окончатель-
ные выражения для функций ( , ),U r t  ( , ):r tΘ
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Потенциал электрического поля пьезокерамического цилиндра определяется в результате 

интегрирования равенства (5) и удовлетворение предпоследнего граничного условия (2):
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Полученные функции перемещений, температуры и потенциала электрического поля яв-

ляются замкнутым решение рассматриваемой задачи.

2. Численный анализ результатов

Для анализа численных результатов рассматривался пьезокерамический цилиндр с ради-
альной поляризацией состава ПКР–35. На внутренней поверхности пьезокерамического ци-
линдра действует температурная нагрузка:
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      ( )2 0,tω∗

∗ =

На рис. 1 представлены графики изменения функций ( , ),r t∗Θ  ( , ),U r t  ( , )r tφ  по радиаль-
ной координате r  в различные моменты времени .t

а) б)

в)
Рис. 1. Графики изменения ( , ),r t∗Θ  ( , ),U r t  ( , )r tφ  по радиальной координате r  

в различные моменты времени t  max max max1 , 2 4 ,3 15( t t t )− − −

На основании графических зависимостей можно сделать вывод о том, что в результате 
прогрева конструкции внутренний радиус уменьшается, наружный радиус увеличивается 
(рис. 1 а). За счет высокого коэффициента линейного температурного расширения радиаль-
ные перемещения цилиндра существенные (рис. 1 б), потенциала электрического поля дости-
гает максимального значения при maxt t=  с последующим падением значений (рис. 1 в).

Литература

1. Кульчин Ю. Н. Распределенные волоконно-оптические измерительные системы / 
Ю. Н. Кульчин. – Москва : Физматгиз, 2001. – 272 с. 

2. Lord H. W. A generalized dynamical theory of thermoelasticity / H. W. Lord, Y. Shulman // Journal 
of the Mechanics and Physics of Solids. – 1967. – Vol. 15. – P. 299–309. https://doi.org/10.1016/0022-
5096(67)90024-5 

3. Green A. E. Thermoelasticity without energy dissipation / A. E. Green, P. M. Naghdi // Journal 
of Elasticity. – 1993. – Vol. 31. – P. 189–208. https://doi.org/10.1007/BF00044969

4. Montanaro A. Some theorems of incremental thermoelectroelasticity / A. Montanaro // Archives 
of Mechanics. – 2010. – Vol. 62. – P. 49–72. 

5. Kulikov G. M. Coupled thermoelectroelastic stress analysis of piezoelectric shells / G. M. Kulikov, 
A. A. Mamontov, S. V. Plotnikova // Composite Structures. – 2015. – Vol. 124. – P. 65–76. https://doi.
org/10.1016/j.compstruct.2014.12.045 

6. Abbas I. A. LS model on electro-magneto-thermoelastic response of an infinite functionally 
graded cylinder / I. A. Abbas, A. M. Zenkour // Composite Structures. – 2013. – Vol. 96. – P. 89–96. 
https://doi.org/10.1016/j.-compstruct.2012.08.046



1049

7. Ватульян А. О. Плоские волны и фундаментальные решения в линейной термоэлектроу-
пругости / А. О. Ватульян, А. Ю. Кирютенко, А. В. Наседкин // Прикладная механика и техни-
ческая физика. – 1996. – Т. 37, № 5 (219). – С. 135–142. 

8. Ватульян А. О. Динамическая задача термоэлектроупругости для функционально-гра-
диентного слоя / А. О. Ватульян, С. А. Нестеров // Вычислительная механика сплошных сред. – 
2017. – Т. 10, № 2. – С. 117–126. https://doi.org/10.7242/1999-6691/2017.10.2.10

9. Saadatfar M. Piezoelectric hollow cylinder with thermal gradient / M. Saadatfar, A. S. Razavi // 
Journal of Mechanical Science and Technology. – 2009. – Vol. 23. – P. 45–53. https://doi.org/10.1007/
s12206-008-1002-8

10. Khorsand M. Dynamic analysis of a functionally graded piezoelectric spherical shell under 
mechanical and thermal shocks / M. Khorsand // Mechanical Engineering Science. – 2014. – Vol. 228. – 
P. 632–645. https://doi.org/10.1177/0954406213489445

11. Shlyakhin D. A. Uncoupled problem of thermoelectroelasticity for a cylindrical shell / 
D. A. Shlyakhin, M. A. Kalmova // In: Proc. XXX Russian-Polish-Slovak Seminar Theoretical 
Foundation of Civil Engineering (RSP 2021). – 2022. – Vol. 189. – P. 263–271. https://doi.
org/10.1007/978-3-030-86001-1_31

12. Сеницкий Ю. Э. Многокомпонентное обобщенное конечное интегральное преобразо-
вание и его приложение к нестационарным задачам механики / Ю. Э. Сеницкий // Известия 
вузов. Математика. – 1991. – № 4. – С. 57–63.

13. Гринченко В. Т. Механика связанных полей в элементах конструкций / В. Т. Гринченко, 
А. Ф. Улитко, Н. А. Шульга. – Киев : Наукова думка, 1989. – 279 с.



1050

УДК 514.86

ОПРЕДЕЛЕНИЕ УЗЛОВЫХ ТОЧЕК УПРУГОГО ВКЛЮЧЕНИЯ, 
ЗАНИМАЮЩЕГО КВАДРАТУРНУЮ ОБЛАСТЬ

Институт проблем механики им. А. Ю. Ишлинского РАН

А. В. Капцов, Е. И. Шифрин

Аннотация. Рассматривается обратная задача идентификации изотропного, линейно 
упругого включения в изотропной, линейно упругой плоскости. Предполагается, что на 
бесконечности заданы постоянные напряжения, а между матрицей и включением име-
ется полное сцепление. Кроме того, предполагается, что на некоторой, охватывающей 
включение, замкнутой кривой известны перемещения и действующие усилия. В случае, 
когда включение представляет собой квадратурную область, разработан метод иденти-
фикации ее узловых точек. Рассмотрен численный пример.
Ключевые слова: теория упругости, плоская задача, включение, полость, квадратурная 
область, узловые точки, обратная задача, идентификация.

Введение

В статье рассматривается проблема идентификации упругого включения в упругом теле по 
заданным перемещениям и приложенным усилиям на внешней границе тела. Одним из наибо-
лее эффективных методов решения такого рода задач является метод, основанный на скачке в 
функционале взаимности [1–3]. К настоящему времени, в основном, получены решения задач 
идентификации полостей и включений, имеющих каноническую форму. В данной статье с по-
мощью указанного метода рассматривается случай, когда включение может занимать область 
из более широкого класса областей, а именно квадратурную область. 

1. Квадратурные области, их определение и свойства 

Ниже мы ограничимся рассмотрением односвязных областей 2 ,D R⊂  ограниченных глад-
кой, замкнутой, жордановой кривой .D∂  Начало изучению квадратурных областей было по-
ложено в [4, 5]. Обозначим 1( )AL D  множество функций, голоморфных в D  и принадлежащих 

1( ).L D  Согласно [5] область D  называется квадратурной, если существуют точки 1 2, , , ,mz z z  
iz D∈  такие, что ∀  1( ) ( )f z AL D∈  справедливо равенство 

 ( ) ( ) ( )
1

1 0
.

knm
j

kj k
k jD

f z dS a f z
−

= =

=∑∑∫  (1)

Здесь 1 2Ox x  — декартова система координат, 1 2 ,z x ix= +  kja  — комплексные постоянные, 
не зависящие от функции ( ).f z  Точки 1 2k k kz x ix= +  назовем узловыми точками. Величина 

1

m

k
k

n n
=

=∑  называется порядком квадратурного тождества (1). 

Другое, эквивалентное (1), определение квадратурной области дано в [4]. Согласно [4], об-
ласть D  называется квадратурной, если существует функция ( ),S z  называемая функцией 
Шварца, которая удовлетворяет следующим условиям. Функция ( )S z  мероморфна в .D  По-
люсы ( )S z  совпадают с точками kz  из (1), а порядок полюсов совпадает с соответствующими 
величинами .kn  Кроме того, на границе D∂  справедливо равенство 

 ( ) 1 2, , .S z z z x ix z D= = − ∈∂  (2)
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2. Постановка задачи

Пусть 2D R⊂  — односвязная, квадратурная область, ограниченная простой, замкнутой, 
C∞  кривой. Предположим, что область D  занята материалом с модулем сдвига Iµ  и коэффи-
циентом Пуассона .Iν  Границу D  обозначим .D∂  Предположим что область 2 \S R D=  занята 
материалом с модулем сдвига Mµ  и коэффициентом Пуассона .Mν  Предполагается, что в за-
данной декартовой системе координат на бесконечности заданы постоянные напряжения 11,σ ∞  

12σ ∞  и 22.σ ∞  Вектор перемещений, тензоры деформаций и напряжений в матрице S  будем поме-
чать верхним индексом :M  ( )M xu  — вектор перемещений, ( )Me xαβ  — тензор деформаций, 

( )M xαβσ  — тензор напряжений, .x S∈  Уравнения теории упругости в области S  имеют вид 

 

( ) ( ) ( )( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( )

, , 1 2

2
*

1*

,

1 , 1, 2, 1, 2, ,
2

2 ,
1 2

0

M M M

M M M M MM
M kk

kM

M

e x u x u x x x x S

x x e x x e x

x

αβ α β β α

αβ αβ αβ

αβ β

α β

νσ µ θ δ θ
ν

σ
=

= + = = = ∈

 
= + = − 
=

∑  (3)

Здесь αβδ  — символ Кронекера, *M Mν ν=  в случае плоской деформации и * / (1 )M M Mν ν ν= +  
в случае плоского напряженного состояния. 

Упругое поле во включении D  помечаем верхним индексом :I   ( )I xu  — вектор перемеще-
ний, ( )Ie xαβ  — тензор деформаций, ( )I xαβσ  — тензор напряжений, .x D∈  Упругое поле во 
включении удовлетворяет уравнениям, аналогичным уравнениям (3), с заменой упругих по-
стоянных Mµ  и Mν  на упругие постоянные Iµ  и ,Iν  соответственно. 

Между матрицей и включением предполагаются выполненными условия полного сцепления 
 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )* * * * * * *, ,M I M Ix x x N x x N x x Dαβ β αβ βσ σ= = ∈∂u u  (4)
Здесь 1 2( ) ( ( ), ( ))x N x N x∗ ∗ ∗=N  — единичная нормаль к границе включения D∂  в точке .x∗

Предполагается, что ,D ⊂ Ω  где Ω  односвязная, ограниченная область с кусочно-гладкой 
границей .∂Ω  Предполагается также, что на границе ∂Ω  известны приложенные усилия и 
перемещения:

                                         ( ) ( ) ( )0 ,M x n x t x xαβ β ασ ′ ′ ′ ′= ∈∂Ω  (5)
                                         ( ) ( )0 ,M x x x′ ′ ′= ∈∂Ωu u  (6)
Здесь 1 2( ) ( ( ), ( ))n x n x n x′ ′ ′=  — единичная внешняя нормаль к ∂Ω  в точке .x′
В общем виде задача заключается в идентификации включения D  по имеющимся данным. 

В данной статье мы рассматриваем более скромную задачу идентификации узловых точек ква-
дратурного включения .D

3. Функционал взаимности 

Назовем регулярными упругие поля, удовлетворяющие уравнениям (3) во всей плоскости, 
и будем помечать их верхним индексом .r  Рассмотрим функционал, зависящий от регулярных 
упругих полей 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )0 0 , .r r r r rRG t x u x t x u x dl t x x n xα α α α α αβ βσ
∂Ω

′ ′ ′ ′ ′ ′ ′= − =∫u  (7)

Из принципа взаимности следует, что в случае, когда внутри области Ω  нет никаких де-
фектов, для любого регулярного поля ( )r xu  справедливо равенство ( ) 0rRG =u . Если внутри 
области Ω  содержится включение ,D  то для некоторых регулярных упругих полей величина 
функционала ( )rRG u  может отличаться от нуля, причем значения функционала несут инфор-
мацию об области .D  Заметим также, что из предположения о том, что функции 0 ( )t xα ′  и 0 ( )u xα ′  
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известны на всей границе ,∂Ω  следует, что величина ( )rRG u  может быть вычислена для лю-
бого регулярного упругого поля. 

Как известно [6], любое упругое поле в односвязной области может быть представлено 
с помощью двух голоморфных функций. В частности, регулярное упругое поле может быть 
представлено в виде 

 ( ) ( ) ( ) ( )1 22 r r
M M r r ru iu z z z zµ κ ϕ ϕ ψ′+ = − −  (8)

 ( ) ( ) ( )11 22 22 11 124Re , 2 2r r r r r
r r rz i z z zσ σ σ σ σ ′   + = Φ − + = Φ +Ψ     (9)

Здесь 3 4M Mκ ν= −  для плоско деформированного состояния и (3 ) / (1 )M M Mκ ν ν= − +  для 
плоско напряженного состояния, ( ) ( ),r rz zϕ′Φ =  ( ) ( )r rz zψ ′Ψ =  — голоморфные функции. 

Пусть ( )H z  — голоморфная функция во всей плоскости. Обозначим верхними индексами 
r  и ρ  регулярные упругие поля, построенные согласно формулам (8), (9) с помощью голомор-
фных функций ( ) 0,r zΦ =  ( ) ( )r Mz H zµΨ =  и ( ) 0,zρΦ =  ( ) ( ),Mz i H zρ µΨ =  соответственно. 
Таким образом, функционалы ( )rRG u  и ( )RG ρu  становятся функционалами, зависящими от 
голоморфной функции ( ).H z  Определим функционал на пространстве голоморфных функ-
ций ( )H z

 ( ) ( ) ( )rRG iRG P Hρ− =u u  (10)
Отметим, что упругое поле в односвязной области D  определяется двумя голоморфными 

функциями ( )I zϕ  и ( )I zψ  аналогично формулам (8) и (9) с заменой Mµ  и Mκ  на Iµ  и ,Iκ  со-
ответственно. 

Область S  не является односвязной, однако усилия, приложенные к границе ,D∂  в силу 
условий сопряжения (4) самоуравновешены, поэтому напряженное состояние в области S 
также представляется двумя голоморфными функциями ( )M zϕ  и ( )M zψ  согласно формулам 
(8) и (9). При этом, голоморфные функции удовлетворяют условиям [6] 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )0 0 0 0, , 0M M M M M Mz z z z z zϕ ϕ ψ ψ ϕ ψ′= Γ + = Γ + ∞ = ∞ =  (11)
Здесь 
 ( ) ( )11 22 22 11 12

1 1, 2 .
4 2

iσ σ σ σ σ∞ ∞ ∞ ∞ ∞′Γ = + Γ = − +  (12)

На границе 1 2( , )x x D∈∂  определим две функции 

 ( ) ( ) ( ) ( )1 2, ,I I I If x x z z z zϕ ϕ ψ′= + + ( ) ( ) ( ) ( )1 2,M M M Mf x x z z z zϕ ϕ ψ′= + +  (13)
Выражение (10) для функционала ( )P H  можно привести к следующему виду 

 ( )( ) ( ) ( ) ( )1 2, .
2
I M

I
I D

i
P H z H z f x x dz

µ µ
µ ∂

−
= − ∫  (14)

Условия сопряжения (4) в терминах введенных голоморфных функций имеют вид [6] 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 2
1 1 , ,

2 2I I I I M M M M
I M

z z z z z z z z x x Dκ ϕ ϕ ψ κ ϕ ϕ ψ
µ µ

   ′ ′− − = − − ∈∂     (15)

 ( ) ( )1 2 1 2, , .I Mf x x f x x=  (16)
Пусть область D  является квадратурной и ( )S z  — мероморфная функция Шварца, опре-

деленная в .D  D  — замыкание области .D  Построим функции, определенные в D D×  и 
2( \ ),D R D×  соответственно. 

 ( ) ( ) ( ) ( )1 , , ,I I IQ z z z z D Dζ ϕ ζ ψ ζ ζ= + Φ + ∈ ∈ (17)

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )2
1, 1 1 , ,

1 I I M M M
M

Q z z z z D Dζ κ ϕ γ κ ζ ψ ζ ζ
γκ

 = + + + Φ + ∈ ∉ +
(18)

Здесь .I

M

µγ
µ

=
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Из определения функции Шварца, определений (13) и условий сопряжения (15), (16) сле-
дует равенство 

 ( )( ) ( )( ) ( )1 2 1 2, , , , .IQ z S z Q z S z f x x z D= = ∈∂  (19)
Построим функцию, определенную в области .D

 ( )
( )( ) ( )
( )( ) ( )

1

2

, , ,

, , ,

Q z S z z D S z D
Q z

Q z S z z D S z D

 ∈ ∈= 
∈ ∉

 (20)

Из формул (14), (19) и (20) следует 

 ( )( ) ( ) ( ) ( ) .
2
I M

I D

i
P H z H z Q z dz

µ µ
µ ∂

−
= − ∫  (21)

Предположим для простоты, что функция ( )S z  имеет простые полюсы в .D  Обозначим их 
1 2, , , .nz z z  Таким образом, в окрестности точки kz  функция ( )S z  имеет вид 

 ( ) ( ) ,k
k

k

RS z g z
z z

= +
−

 (22)

где ( )kg z  — голоморфная в окрестности точки kz  функция. 
Учитывая формулу (11), получим асимптотику 2( ) ( , ( ))Q z Q z S z=  при kz z→  

 ( ) ( )( ) ( )
( )( ) ( )2

1
, .

1
M k

k
M k

R
Q z Q z S z G z

z z
γ κ
γκ

′+ Γ
= = +

+ −
 (23)

Здесь ( )kG z  — голоморфная в окрестности точки kz  функция. 
Следовательно, ( )Q z  является мероморфной функцией в области ,D  полюсами которой 

являются полюсы функции Шварца. Отсюда и из формул (21) и (23) получаем 

 ( )( ) ( )
1

,
n

k k
k

P H z A H z
=

=∑  (24)

где ( )( )
( )

1
.I M M k

k
I M M

R
A

π µ µ κ
µ κ µ

′− + Γ
=

+

4. Определение узловых точек квадратурного включения 

Рассмотрим последовательность голоморфных функций ( ) ,
m

m
zH z
L

 =  
 

 где L  — некото-

рый линейный размер, 0,1,2, .m =   Обозначим 
 ( )( ) .m mP H z b=  (25)
Из (24) и (25) получаем систему уравнений 

 
1

, .
n

m k
k k m k

k

zA w b w
L=

= =∑  (26)

Уравнения (26) содержат 2n  неизвестных: kA  и ,kw  1, , .k n=   Методы нахождения этих 
неизвестных по известным значениям ,mb  0, , 2 1m n= −  хорошо разработаны [7, 8]. В этих 
методах предполагается, что число n  известно. В рассматриваемой задаче число узловых то-
чек, отвечающих области ,D  заранее неизвестно. Поэтому нужно решать последовательность 
задач в предположении, что имеется 1,2,n =   узловых точек. В случае, когда предполагаемое 
количество узловых точек n  превосходит действительное количество узловых точек области 

,D  некоторые получаемые значения kw  окажутся паразитными. Для исключения паразитных 
решений используется следующий критерий. 

Обозначим max 1, ,
max .n kk n

A A
=

=


 Узловые точки ,kz  для которых соответствующие коэффици-
енты kA  удовлетворяют неравенству max/ ,k n crA A ε<  где crε  некоторая малая величина, счи-
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таются паразитными и исключаются из рассмотрения. В численном примере, рассмотренном 
ниже, принято 0.01.crε =

5. Численный пример  

В представленных выше теоретических результатах упругое тело предполагалось безгра-
ничным. В рассмотренном ниже примере упругое тело конечно, но характерные размеры де-
фекта малы по сравнению с характерными размерами тела, что позволяет использовать полу-
ченные результаты. 

Предположим, что упругое тело занимает квадратную область 1 2{ ( , ) :x x xΩ = =  
, 1, 2},ix L i≤ =  10L =  см. Упругие постоянные материала предполагаются равными: модуль 

Юнга 2 (1 ) 68.5M M ME µ ν= + =  ГПа, коэффициент Пуассона 0.36.Mν =  Предположим также, 
что приложенные к границе тела ∂Ω  нагрузки представляют собой одноосное растяжение в 
направлении оси 2.x

 ( ) ( )( )0
20, , ,x n x xσ′ ′ ′= ∈∂Ωt

где 100σ =  МПа. 
В качестве дефекта рассмотрим полость, имеющую форму кардиоиды. Напомним, что кар-

диоидой называется квадратурная область, которая получается путем сдвига и поворота обла-
сти, граница которой описывается следующим уравнением 

 
( )

( )

1

2

1cos cos 2
2
1sin sin 2 , 0 2 ,
2

x t a t t

x t a t t t π

 = + 
 
 = + ≤ < 
 

где a  — параметр.
В примере рассмотрен случай, когда кардиоида D  определяется параметром 0.5a =  и 

сдвинута на вектор 0 01 02 4 3 ,z x ix i= + = +  см. рис. 1. 

Согласно [4], для такой области для любой голоморфной функции 1( ) ( )f z AL D∈ справед-
ливо равенство 

 ( ) ( ) ( )
2 3

0 0
3 .

2 2D

a af z dS f z f zπ π ′= +∫  (27)

Рис. 1. Полость, имеющая форму кардиоиды
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Из (27) следует, что кардиоида имеет единственную узловую точку 0z  порядка 2. Как след-
ствие, функция Шварца имеет в точке 0z  единственный полюс второго порядка.

Проведенные вычисления показали, что начиная с предполагаемого количества полюсов 
2,n =  для всех n  обнаруживается ровно два простых полюса, которые весьма близки к крат-

ной узловой точке рассматриваемой кардиоиды. Координаты полученных узловых точек kz  и 
соответствующие нормированные коэффициенты max/k k nA Aα =  для случая 10n =  представ-
лены в табл. 1.

Как видно из табл. 1, согласно принятому критерию остаются только две узловые точки под 
номерами 6k =  и 7.k =  Координаты этих точек очень близки к точному значению координат 
кратной узловой точки рассматриваемой кардиоиды. 

Таблица 1
Получаемые узловые точки в случае 10n =

k 1 2 3 4 5
kα  191.04 10−⋅  106.61 10−⋅  91.89 10−⋅  102.07 10−⋅  95.21 10−⋅  
kz  27.00 27.25i− −  9.37 9.45i− −  6.50 6.81i− −  5.92 7.69i− +  0.39 5.74i− +  

k 6 7 8 9 10
kα 0.77  1 81.04 10−⋅  94.09 10−⋅  163.27 10−⋅  
kz 3.97 3.00i+  4.02 3.00i+  7.45 6.79i−  9.52 9.42i−  25.13 4.90i−  

Заключение

Разработан метод идентификации узловых точек полостей и включений в упругом теле в 
случае, когда дефект занимает квадратурную область. Рассмотренный численный пример по-
казал эффективность разработанного метода. 
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УДК 531/534

АСИМПТОТИЧЕСКАЯ ТЕОРИЯ НЕСТАЦИОНАРНЫХ УПРУГИХ ВОЛН В ОБОЛОЧКАХ 
ВРАЩЕНИЯ ПРИ УДАРНЫХ ТАНГЕНЦИАЛЬНЫХ ТОРЦЕВЫХ ВОЗДЕЙСТВИЯХ

Саратовский государственный университет имени Н. Г. Чернышевского

И. В. Кириллова, Л. Ю. Коссович

Аннотация. Работа является завершающей в цикле исследований, посвященных постро-
ению асимптотической теории, описывающей распространение упругих волн в тонких 
оболочках при ударных торцевых воздействиях тангенциального типа. В качестве мо-
дельного класса задач для нестационарного напряженно-деформированного состояния 
(НДС) выбран класс задач для оболочек вращения, позволяющий изучить основные 
особенности распространения нестационарных волн в тонкостенных конструкциях. 
Применяется асимптотическая теория, позволяющая расчленить НДС на составляющие 
с различными показателями изменяемости и динамичности, работающие в различных 
областях фазовой плоскости. Используется двумерная тангенциальная составляющая 
Кирхгофа — Лява, параболический погранслой в окрестности двумерного фронта волны 
растяжения-сжатия, высокочастотная коротковолновая составляющая и гиперболиче-
ский погранслой в окрестности фронта волны расширения. Корректность предложенной 
схемы расчленения нестационарного НДС обосновывается, в частности, определением 
расположения областей согласования различных приближенных теорий.
Ключевые слова: распространение упругих волн, оболочка вращения, напряженно-де-
формированное состояние, ударное торцевое воздействие тангенциального типа, асим-
птотические методы.

Введение

Многократные попытки построить единую двумерную теорию, описывающую распро-
странение упругих волн в тонких упругих оболочках, не увенчались успехом. Даже самые 
известные двумерные теории — теория Кирхгофа — Лява и теория типа Тимошенко имеют 
принципиальные недостатки, главными из которых являются неверные описания НДС волн в 
окрестностях фронтов волн и появление ложных фронтов, заменяющих так называемые ква-
зифронты в окрестностях условного фронта волны расширения-сжатия по двумерной теории 
Кирхгофа — Лява и условного фронта поверхностной волны Рэлея. Причина невозможности 
такого использования двумерных теорий заключается в большой неоднородности изменяе-
мости нестационарного НДС по координатам и времени в различных участках фазовой пло-
скости. Асимптотический анализ точных трехмерных уравнений теории упругости позволяет 
определить области однородных значений показателей изменяемости и динамичности в этой 
фазовой плоскости и дает возможность построения в этих областях адекватных приближен-
ных теорий, в том числе и определить области применения классических двумерных теорий.

1. Постановка задачи

Впервые системно и полностью рассматриваемая тема изложена на примере цилиндриче-
ской оболочки в работе [1]. Данная работа обобщает положения работы [1] на общий случай 
оболочек вращения.

Рассмотрим оболочку вращения (рис. 1). Здесь система координат отнесена к срединной 
поверхности: α  — длина дуги вдоль образующей, θ  — угол в окружном направлении, z  — 
координата внешней нормали срединной поверхности. 
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Будем рассматривать в дальнейшем осесимметричный случай НДС. Зададим ударную тор-
цевую нагрузку следующими граничными условиями: 

 11 3( ), 0IH t vσ = =  при 0,α =
где ( )H t  — ступенчатая функция Хевисайда, I  — амплитуда, ijσ  — напряжения, iv  — пере-
мещения, t  — время. Предположим также, что упругие волны не достигают второго края обо-
лочки, а расстояние, пройденное фронтом, соизмеримо с характерным значением радиусов 
кривизны.

Запишем уравнения движения в виде:

 
2

1311 2 1 1
2 1 2 11 22 13 1 2 2

1 2

' ( ) (2 ) 0,H H vBH H H H H
z B R R t
σσ σ σ σ ρ

α
∂∂ ∂

+ + − + + − =
∂ ∂ ∂

 
2

13 33 32 1 1 2 1
2 1 2 11 22 33 13 1 2 2

1 2 2 1

'( ) 0,vH H H H B HH H H H H
z R R R R B t

σ σ σ σ σ σ ρ
α

∂ ∂ ∂
+ − − + + + − =

∂ ∂ ∂

где 1 2 1 2
1 2

1 ; 1 ; ,z zH H R R
R R

= + = +  — главные радиусы кривизны срединной поверхности; ( )B α  — 

расстояние до оси вращения; ρ  — плотность материала оболочки.
Уравнения закона Гука представляются следующим образом:

 32 1 2 1
11 1 1 3

1 2 1 2 2 1

' ,
1

vk v k kE B v v
v H z BH H R H R

σ κ
α

    ∂∂
= + + + +    + ∂ ∂    

 31
33 1 1 2 1 3

1 2 1 1 2 2

1 ' 1 1 ,
1

vvE Bk v k k v
v H BH z H R H R

σ
α

    ∂∂
= + + + +    + ∂ ∂    

 31
13 1 1 2

1 1 1

1 1 1, , .
2(1 ) 1 2 1 2

vvE v vv k k
v z H H R v v

σ
α

 ∂∂ −
= + − = = + ∂ ∂ − − 

2. Схема расчленения

Схема расчленения нестационарного НДС в оболочке вращения представлена на рис. 2.
Приближенные теории, представляющие решения в областях 1 5 ,R R−  основываются на 

следующих свойствах нестационарного НДС в оболочках вращения, обобщающих выводы ра-
боты [1]:

• основной разрыв решения, вызванный ударным характером нагрузки при рассматривае-
мом воздействии вида LT, переносится фронтом волны расширения со скоростью 1;c

• вблизи фронта волны расширения в малой окрестности 1R  образуется зона прифронто-
вого решения, описываемая гиперболическим погранслоем;

Рис. 1. Оболочка вращения
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• за прифронтовой зоной образуется зона малоамплитудных осциляций 2 ,R  описываемая 
высокочастотной малоамплитудной составляющей, не представляющая никакого интереса 
для практических расчетов;

• в районе фронта волны растяжения-сжатия по двумерной теории Кирхгофа — Лява об-
разуется зона решения 3,R  в которой решение резко, но непрерывно возрастает до некоторого 
постоянного значения; описывается эта зона параболическим погранслоем и, определяя ква-
зифронт, исправляет недостаток двумерной теории, заменяя «неправильный» двумерный 
фронт волны растяжения-сжатия квазифронтом;

• в зоне 4R  решение полностью определяется двумерной теорией Кирхгофа —Лява, а имен-
но, ее безмоментной составляющей;

• в зоне 5 ,R  протяженностью порядка толщины оболочки, действует квазистатический по-
гранслой типа Сен-Венана.

Завершение анализа нестационарного НДС асимптотическим методом и определение пол-
ноты его описания приближенными теориями выполнено доказательством существования 
следующих областей согласования:

• 1B  — область согласования высокочастотного коротковолнового приближения и гипер-
болического погранслоя;

• 2B  — область согласования параболического погранслоя и высокочастотного коротко-
волнового приближения;

• 3B  — область согласования безмоментной составляющей и параболического погранслоя.

3. Области согласования

Изучение областей согласования приближенных теорий может быть проведено как на ос-
нове анализа поведения решений для нестационарных волн, так и на основе асимптотическо-
го анализа разрешающих уравнений. Рассмотрим сначала область согласования 3.B

Метод прифронтовой асимптотики, предложенный в [2], позволяет получить общее ре-
шение рассматриваемой задачи для безмоментной составляющей. Он основан на разложении 
искомого решения в ряд по степеням расстояния от текущей точки до фронта волны растя-
жения-сжатия и дает следующее представление решения для продольного усилия 1:T

 1 1,2 0 0 0 0 0
1 ( )( ) ... ( ),T I T H
B

ξ τ ξ τ ξ = − − + −  

 
0 2

6
1,2 1 4 5 0

0

21 ' 11 ,
4

RI BT A R v R d
BB B B

ξ

ξ
   = − + − + + +   

    
∫

 0
1 0 03/2

0

'1 , (0), ' '(0),
2

BvA B B B B
B

−
= = =  (1)

Рис. 2. Схема расчленения нестационарного НДС в оболочке вращения
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 4 3/2
1 2

1 ' 1 2 2 ,
2

B v vR
B R R

 − −
= + 

 

 3
5 3/2

21 ' ,RBR
B B B
 = − 
 

 6
1 2

1 ,vR
R R

= +

где введены безразмерные переменные 2
0 0/ , ( / (1 )) / ,R E v t R Rξ α τ ρ= = −  — характерное 

значение радиусов кривизны.
Метод экспоненциального представления в пространстве интегрального преобразования 

Лапласа по времени позволяет обобщить решение для цилиндрической оболочки, полученное 
в [3]:

 
1

0

1/32

0 02 2
0

1 1 ( ') ' ,
3

2(1 ) ( ),

y

iT I A y dy
B

vy
v

τ ξ
ε ξ

 
= + − 

 

 −
= − 
 

∫
 (2)

где ( ')iA y  — функция Эйри. Анализ показывает, что, по асимптотическим оценкам решений 
(1) и (2), область 3B  определяется следующим асимптотическим неравенством:

 2/3
0 0 1.ε τ ξ<< − <<

Перейдем к анализу области 2.B  Метод, изложенный в [4] для вывода уравнений параболи-
ческого погранслоя, может быть использован для изучения расположения этой области согла-
сования. Введем безразмерную переменную x  по формуле

 0 0
1 ( ),rx ξ τ
ε

= −

где r  — показатель изменяемости. Интегрируя разрешающие уравнения коротковолновой 
высокочастотной составляющей в переменных ,x  ,ξ  0τ  по нормальной координате ζ  в рам-
ках асимптотической погрешности 2 2( ),rO ε −  получаем следующее разрешающее уравнение 
для продольного перемещения 1:v

 
4 3 62

2 31 1 1
3 3 2 6

0

' 0,
2 6(1 )

rv v vB v
x B x v x

ε
τ

−∂ ∂ ∂
+ + =

∂ ∂ ∂ − ∂
которое может быть записано в виде 

 
32

2 31 1 1
1 2 3

0 0

' 0,
2 6(1 )

rv v vB vv
B v t

ε
ξ τ

−∂ ∂ ∂
+ + + =

∂ ∂ − ∂
и которое в области 2/3

0 0ξ τ ε− <<  совпадает с разрешающим уравнением параболического по-
гранслоя с погрешностью 2 3( ).rO ε −

В работе [5] найдено расположение области согласования 1B  между коротковолновой со-
ставляющей и гиперболическим погранслоем:

 2
1 0 0 1,tε κ ξ<< − <<

где 1 1 3 3/ ,c c cκ =  — скорость волны растяжения-сжатия по двумерной теории Кирхгофа — Лява.

Заключение

Исследования, проведенные в данной работе, позволили доказать достаточность использо-
вания безмоментной составляющей Кирхгофа — Лява, параболического и гиперболического 
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погранслоев, коротковолновой низкочастотной составляющей при описании нестационар-
ного НДС в оболочках вращения при действии тангенциальных торцевых ударных нагрузок. 
Выбранный вариант класса тонких упругих оболочек — оболочек вращения не ограничивает 
использование разработанного асимптотического подхода для других классов конструкций.
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Аннотация. В работе приведены соотношения для определения радиуса упругопласти-
ческой границы, полученные при решении задач об определении напряженно-деформи-
рованного состояния упругопластических тел, в которых учитывалось влияние темпера-
турных эффектов, упрочнения, ассоциированной и упругой сжимаемости. Представлено 
сравнение результатов, полученных в ходе решения. Построен график радиуса упруго-
пластических границ для рассмотренных задач.
Ключевые слова: упругость, пластичность, температура, упрочнение, сжимаемость, на-
пряжения, деформации, перемещения, радиус упругопластической трубы.

Введение

Решения ряда задач механики и математического моделирования представлены в работах 
[1–12]. В работе [1] определено напряженно-деформированное состояние в упрочняющейся 
упруговязкопластической трубе с учетом температуры. При этом материал трубы считался 
несжимаемым. Учет ассоциированной сжимаемости при решении упругопластической задачи 
в случае плоской деформации рассмотрен в работе [2]. В работе [3] с помощью метода воз-
мущений решена задача об определении напряженно-деформированного состояния в упру-
гопластической трубе с учетом сжимаемости материала. Задача определения напряженно-де-
формированного состояния упругопластической трубы с учетом температуры и сжимаемости 
материала представлена в работах [4–7]. В статье [8–9] определены уравнения для напряженного 
состояния упрочняющейся упругопластической трубы при учете температуры и сжимаемости 
материала. Статья [10] посвящена вопросу определения напряженного состояния упругопла-
стической трубы при учете температуры, ассоциированной и упругой сжимаемости материала. 

В данном исследовании рассмотрим вопрос влияния температуры, ассоциированной и 
упругой сжимаемости, а также упрочнения на радиус упругопластической границы в случае 
гладкой функции нагружения. Для этого представим соотношения, полученные нами в рабо-
тах [4–10], для радиуса упругопластической границы.

Материал и методы исследования

В работах [4–10] задачи решались методом малого параметра [11], где в нулевом приближе-
нии имела место плоская деформация несжимаемого упругопластического материала.

При разложении используемых соотношений в ряд предполагалось, что
 (0) (1) (1) (1) (0) (1), , , , ,c c s s sT T c c r r rα δα α δα δ δ= = = = = +

где температура задается выражением ln( ),T P Q r= −  ,P Q — известные постоянные [12], α — 
коэффициент температурного расширения [13–15], δ  — малый параметр, cα  — скорость ди-
латансии [16], c  — коэффициент упрочнения, sr  — радиус упругопластической границы, 
верхние индексы (0), (1) указывают на нулевое и первое приближения соответственно.
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Все необходимые для исследования соотношения запишем в безразмерном виде. Выраже-
ния для компонент напряжений отнесем к 2 ,k  где k  — предел текучести, выражения, имею-
щие размерность длины — к внешнему радиусу трубы .b  Тогда, соотношения радиуса упруго-
пластической границы для вышеназванных задач примут вид:

1. Для задачи с учетом температуры и сжимаемости материала

 ( ) ( )
(1) (0) (0)2

(0) (0) (0)
(0)2

11 ln ln ,
4 1

s s
s s s s

s

EQr rr r r r
k r

αδ
 +

= − + − − 
 (1)

где E  — модуль упругости, а (0)
sr  для каждой задачи определяется из уравнения 

 
(0)

(0)21 1 ln .
2

s
s

rr p
a

 
= + − 

 
 (2)

2. Для задачи с учетом температуры, сжимаемости и упрочнения материала

 ( ) ( )
(1) (0) (0)2

(0) (0) (0)
(0)2

11 ln ln
4 1

s s
s s s s

s

EQr rr r r r
k r

αδ
 +

= − + − + − 

 
(0)2 (0) (0)2(1)
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2 2 1

s s s
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δ
     +

+ − − −      −   

 
(0)2 (0)(1)

(0)
2 (0)2

3 1 1 1 ln
2 2

s s
s

s

r rcr
E a r a

δ
    

− + − −        
 (3)

где a  — внутренний радиус трубы.
3. Для задачи с учетом температуры, ассоциированной и упругой сжимаемости

 ( ) ( )
(1) (0) (0)2

(0) (0) (0)
(0)2

11 ln ln
4 1

s s
s s s s

s

EQr rr r r r
k r
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− − + + +     −      

 
(0)

(0) (1) 13 2 1 2ln .
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s
s c

rr p
a

δ α
  

− − + +  
  

 (4)

Построим графики раздела упругой и пластической зон (1)–(4) для решенных задач и срав-
ним результаты с работами [3, 12]. 

Для сравнения полученного решения с работой [3], примем следующие значения посто-
янных:

 5
22.1 10 ; 0.000011/ ; 2 ; 100 115ln( ) ;MHE C b a T r Cα= ⋅ = ° = = − °

ì

 3
2 2 2750 ; 3.4 10 ; 900 ; 0.1.c

MH MH MHk c p α= = ⋅ = =
ì ì ì

 (5)

На рис. 1, 2 черным цветом выделены внутренний и внешний радиусы трубы, синим цве-
том — радиус упругопластической границы, полученный при решении задачи с учетом тем-
пературы и сжимаемости материала по упругим деформациям, красным цветом — радиус 
упругопластической границы, полученный при решении задачи с учетом температуры, упроч-
нения и сжимаемости материала по упругим деформациям, зеленым — радиус упругопласти-
ческой границы, полученный при решении задачи с учетом температуры, ассоциированной и 
упругой сжимаемости.

На рис. 1 представлен график безразмерного радиуса упругопластической границы для 
описанных задач, с учетом принятых значениях постоянных (5). В данном случае, приняв тем-
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пературу трубы постоянной, получим значения радиуса упругопластической трубы аналогич-
ные работам [1–3].

Для сравнения полученных результатов с работой [12], построим графики размерного ра-
диуса упругопластической границы (рис. 2) с учетом следующих значений постоянных:

 5
22.1 10 ; 0.000011/ ; 1 ; 2 ; 100 115ln( ) ;MHE C a b T r Cα= ⋅ = ° = = = − °ì ì

ì

 3
2 2 2750 ; 3.4 10 ; 500 ; 0.1.c

MH MH MHk c p α= = ⋅ = =
ì ì ì

 (6)

Упрочнение в данном случае оказывает слабое влияние на значение границы раздела упру-
гой и пластической зон, что можно заметить только в четвертом знаке после запятой. Если 
принять температуру не зависящей от радиуса трубы и являющейся всюду постоянной, то в 
трубе не будет возникать пластических деформаций при данной нагрузке. 

                                                         а                                                       б
Рис. 1. Радиус упругопластической границы

                                                               а                                                          б
Рис. 2. Радиус упругопластической границы
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Выводы

С учетом принятых значений постоянных (5), для каждой рассмотренной задачи получим 
следующие значения безразмерного радиуса упругопластической границы:

1. 0,736,sr =  2. 0,731,sr =  3. 0,791.sr =
Рассматривая вопрос влияния температуры, упрочнения, ассоциированной и упругой 

сжимаемости, приходим к ряду выводов:
1. Учет температуры и ассоциированной сжимаемости при решении задачи приводит к 

увеличению пластической зоны.
2. Учет упрочнения при решении данных задач способствует уменьшению пластической 

зоны.
3. Упругая сжимаемость, в данном случае, не влияет на границу раздела упругой и пласти-

ческой областей.

Литература

1. Горностаев К. К. О симметричной деформации упрочняющейся упруговякопластиче-
ской трубы с учетом температуры / К. К. Горностаев, А. В. Ковалев // Вестник Чувашского госу-
дарственного педагогического университета им. И.Я. Яковлева. Серия: Механика предельного 
состояния. – 2015. – № 3 (25). – С. 176–184.

2. Ковалев А. В. Об учете ассоциированной сжимаемости упругопластических тел в случае 
плоской деформации. Вестник Чувашского государственного педагогического университета 
им. И. Я. Яковлева. Серия: Механика предельного состояния. – 2013. – № 1 (15). – С. 65–69.

3. Ивлев Д. Д. Об условиях пластичности сжимаемого упругопластического материала при 
плоской деформации / Д. Д. Ивлев, Е. В. Макаров, Ю. М. Марушкей // Изв. РАН. МТТ. – 1978. – 
№ 4. – С. 80–87.

4. Андреева Ю. В. К определению напряженного состояния в упругопластической трубе с 
учетом температуры и сжимаемости материала / Ю. В. Андреева, А. В. Ковалев, А. Н. Внуков // 
Материалы Всероссийской научной школы-конференции «Механика предельного состояния 
и смежные вопросы», посвященной 85-летию профессора Д. Д. Ивлева: в 2 ч. – Чебоксары. – 
2015. – ч. 1. – С. 167–172.

5. Андреева Ю. В. К расчету сжимаемой упругопластической трубы / Ю. В. Андреева, 
А. Н. Внуков, А. В. Ковалев // Механика деформируемого твердого тела : сборник трудов 9 Все-
российской конференции в рамках Международной научно-технической конференции «Акту-
альные проблемы прикладной математики, информатики и механики», Воронеж, 12–15 сентя-
бря 2016 г. : электронный ресурс. – Воронеж, 2016. – С. 153–155.

6. Ковалев А. В. Об определении напряженно-деформированного состояния в упругопла-
стической трубе с учетом температуры и сжимаемости материала / А. В. Ковалев, Ю. В. Ма-
лыгина // Актуальные проблемы прикладной математики, информатики и механики : сбор-
ник трудов Международной научно-технической конференции, Воронеж, 18–20 декабря 2017 
года / Воронежский государственный университет. – Воронеж : Издательство «Научно-иссле-
довательские публикации»; Общество с ограниченной ответственностью «Вэлборн», 2017. – 
С. 1079–1082.

7. Gornostaev K. K. Stress-strain state in an elastoplastic pipe taking into account the temperature 
and compressibility of the material / K. K. Gornostaev, A. V. Kovalev, Y. V. Malygina // Journal of 
Physics: Conference Series, Voronezh, 18–20 декабря 2017 года. – Voronezh: Institute of Physics 
Publishing, 2018. – P. 012004. – DOI 10.1088/1742-6596/973/1/012004.

8. Ковалев А. В. К определению напряженно-деформированного состояния в упрочняю-
щейся упругопластической трубе с учетом температуры и сжимаемости материала / А. В. Ко-



1065

валев, Ю. В. Малыгина // Актуальные проблемы прикладной математики, информатики и ме-
ханики : сборник трудов Международной научной конференции, Воронеж, 07–09 декабря 2020 
года / ФГБОУ ВО «Воронежский государственный университет». – Воронеж : Научно-исследо-
вательские публикации, 2021. – С. 1306–1311.

9. Ковалев А. В. К расчету упрочняющейся сжимаемой упругопластической трубы с учетом 
температуры / Д.В. Гоцев, А. В. Ковалев, Ю. В. Малыгина // Актуальные проблемы прикладной 
математики, информатики и механики : сборник трудов Международной научной конферен-
ции, Воронеж, 13–15 декабря 2021 г. – Воронеж, 2022. – С. 1191–1195.

10. Ковалев А. В. О влиянии ассоциированной сжимаемости на определение напряжен-
ного состояния упругопластической трубы с учетом температуры материала / А. В. Ковалев, 
Ю. В.  Малыгина // Вестник Чувашского государственного педагогического университета 
им. И. Я. Яковлева. Серия: Механика предельного состояния. – 2022. – № 2(52). – С. 78–88.

11. Ивлев Д. Д. Метод возмущений в теории упругопластического тела / Д. Д. Ивлев, Л. В. Ер-
шов // – М. : Наука, 1978. – 208 с.

12. Даниловская В. И. Упругопластическая симметричная деформация толстостенной тру-
бы с учётом неравномерности распределения температуры вдоль радиуса. Прикладная меха-
ника. – 1965. – т. I, № 6. С. 8–13.

13. Паркус Г. Неустановившиеся температурные напряжения. Перевод с немецкого. – М. : 
Физматлит, 1963. – 253 с.

14. Тихонов А. Н. Уравнения математической физики / А. Н. Тихонов, А. А. Самарский. – 
Изд. 5-е, стереотип. – Москва : Наука, 1977. – 734 с.

15. Мелан Э. Температурные напряжения, вызываемые стационарными температурными 
полями. / Э. Мелан, Г. Паркус. – М. : Физматгиз, 1958. – 167 с.

16. Друкер В. Прагер. Механика грунтов и пластический анализ или предельное проектиро-
вание // Механика. Новое в зарубежной механике: в 2 т. Т.2 : Определяющие законы механики 
грунтов. – 1975. – № 6. – С. 166–177.



1066

УДК 539.3

НЕСТАЦИОНАРНОЕ ОДНОМЕРНОЕ ДЕФОРМИРОВАНИЕ РАЗНОМОДУЛЬНОГО 
УПРУГОГО ПОЛУПРОСТРАНСТВА В ЦИКЛИЧЕСКОМ РЕЖИМЕ

Институт автоматики и процессов управления ДВО РАН

А. А. Лаптева, О. В. Дудко, В. Е. Рагозина

Аннотация. Рассмотрен процесс одномерного деформирования разномодульного упру-
гого полупространства в циклическом режиме «растяжение-сжатие-растяжение». По-
строено решение нестационарной краевой задачи с кусочно-линейной функцией гра-
ничного перемещения, соответствующей указанному режиму нагружения. Построена 
диаграмма сильных разрывов, отображающая динамический процесс формирования ку-
сочно-непрерывных полей перемещений и деформаций как за счет движения границы 
полупространства, так и за счет взаимодействия разнотипных волн деформаций.
Ключевые слова: разномодульное упругое полупространство, одномерные деформации, 
нестационарная краевая задача, циклическое нагружение, столкновение волн, кусоч-
но-линейное краевое условие.

Введение

Реальное поведение деформируемых твердых сред практически всегда имеет существенное 
отклонение от наиболее простой и, соответственно, изученной линейной связи «напряжени-
я-деформации». В частности, ряд природных и конструкционных материалов (горные породы 
[1], бетоны [2], зернистые и волокнистые композиты [3], древесина [4] и т.п.) проявляют раз-
номодульный отклик на нагрузки, зависящий от соотношения между объемной и сдвиговой 
частью деформации в пространстве главных деформаций [5]. Изучение поведения таких ма-
териалов актуально из-за их широкой распространенности, а также ценности в промышлен-
ном производстве. Здесь одним из важнейших направлений исследования является описание 
движения разномодульных сред в режиме динамического нагружения. В настоящей работе на 
основе модельных соотношений [5], определяющих изотропно-упругую разномодульную сре-
ду, решена одномерная нестационарная задача о деформации полупространства под действи-
ем нагрузок на границе, приводящих к циклу «растяжение-сжатие-растяжение». Перечислен 
ряд характерных для разномодульных сред эффектов, не имеющих возможности проявиться 
в рамках моделей линейно-упругих сред.

1. Математическая модель

Для связи между напряжениями σ  и деформациями e  в случае одномерного деформиро-
вания разномодульной упругой среды используем линеаризованный вариант модели [5]:

 ( ) ( ){ } ( ) ( )
1, 0,,

2 2 sign , , sign
1, 0.x

eu x t
e e e e u e

ex
σ λ µ ν

− <∂ 
= + − ⋅ = = =  >∂ 

 (1)

В (1) деформации полагаются малыми, слагаемые с упругими модулями ,λ  µ  соответству-
ют линейной части модели [5], слагаемое с коэффициентом ν  учитывает разномодульность 
среды в зависимости от типа ее деформированного состояния: sign( ) 1e =  при растяжении, 
sign( ) 1e = −  при сжатии. С учетом (1) одномерное уравнение движения для разномодульной 
среды принимает вид 
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( )

( )
( )1

2

1

2 2 , 0, ,
, .

2 2 , 0,
xx tt t

a e u x t
C u u C u

tb e

ρ λ µ ν

ρ λ µ ν

−

−

 = + + < ∂= = = ∂= + − >
 (2)

Характеристическая скорость C  уравнения движения (2) меняется скачком при смене де-
формированного состояния (a b>  при 0ν > ): C a=  соответствует процессу быстрому сжа-
тия, C b=  — медленному процессу растяжения. Уравнению (2) удовлетворяет решение Да-
ламбера — функция перемещения точек среды в форме 1 2( , ) ( ) ( )u x t f gω ω= +  ( 1 / ,t x Cω = −  

2 /t x Cω = + ). Неизвестные функции 1( ),f ω  2( )g ω  определяются краевыми и начальными ус-
ловиями задачи, а также дополнительными соотношениями на фронтах разрывов произво-
дных функции ( , ),u x t  которые могут возникнуть в среде при ее динамическом деформирова-
нии. На фронте ( )x S t=  одномерного сильного разрыва (волне деформаций со скачками 
функций ,xu  tu ) такими дополнительными соотношениями являются условие непрерывности 
перемещений и геометрические, кинематические и динамические условия совместности раз-
рывов первого порядка [6]. Из последних можно вычислить скорость фронта ( )x S t=  в разно-
модульной среде с зависимостью (1):

 ( ) ( )2 2 2' .x

x x

uS t a a b
u u

+

+ −= − −
−

 (3)

Скорость (3) зависит от деформированных состояний ( ) 0lim ,x xx S tu u+
→ +=  ( ) 0limx xx S tu u−

→ −=  в 
малых окрестностях по обе стороны от фронта ( )S t  (индексы «+» и «–» означают окрестность 
впереди и позади ( )S t  соответственно). Анализируя (3) при различных значениях ,x xu u+ −≠  вы-
делим три одномерных сильных разрыва, возможных в разномодульной среде [5], которые 
назовем согласно терминологии [7]: полусигнотон ( 0x xu u+ − = ), простой разрыв ( 0x xu u+ − > ) и 
ударная волна ( 0,xu+ >  0xu− < ). Ударная волна движется со скоростью ( ) ( ) ( , ),S t G t b a′ = ∈  полу-
сигнотоны и простые разрывы движутся с характеристическими скоростями a  (быстрые) или 
b  (медленные). Указанную классификацию возможных сильных разрывов используем далее 
при решении краевой задачи.

2. Задача о циклическом одномерном деформировании 
разномодульного упругого полупространства

Рассмотрим разномодульное упругое полупространство 0,x ≥  первоначально недеформи-
рованное. Положим, что с момента времени 0t =  граничные точки полупространства начина-
ют совершать одномерные движения, соответствующие циклическому режиму граничного 
нагружения «растяжение-сжатие-растяжение». Первый этап растяжения происходит в интер-
вале 1[0; ),t t=  при 1 3[ ; )t t t=  на границе 0x =  действует сжимающая нагрузка, а с момента 
времени 3t t=  опять возобновляется растяжение. На рис. 1 показан один из вариантов кусоч-
но-линейной функции граничного перемещения 0(0, ) ( ),u t u t=  соответствующий  такому на-
гружению.

Уравнение заданной функции 0 ( )u t  включает пять линейных частей с угловыми коэффи-
циентами 0 ,k  1,k  ,  4:k

Рис. 1. Перемещение граничных точек полупространства
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( ) ( )
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ϕ

ϕ ϕ
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ϕ ϕ

= ∈ −∞ =
 = ∈ < = − + ∈ >= 
 = − + ∈ >

= − + ∈ ∞ <

 (4)

Перемещение ( , )u x t  в решении описанной задачи с краевым условием (4) также будет 
иметь кусочно-линейную форму. При этом в множество узловых точек функции ( , )u x t  входят 
не только узлы краевого условия (4), но и моменты времени столкновения разнотипных фрон-
тов, которые могут происходить в разномодульной среде [5] за счет различия в скоростях рас-
пространения [8–10].

Используя приведенную выше классификацию сильных разрывов, опишем процесс изме-
нения волновой картины во времени для краевой задачи с заданным (4) движением границы 
полупространства, заполненного разномодульной средой с параметрами 19,8λ =  ГПа, 

26,9µ =  ГПа, 15,3ν =  ГПа, 7600ρ =  кг/м3 [11]. Решение задачи представим графически в виде 
диаграммы сильных разрывов на характеристической плоскости { }x t−  (рис. 2). 

Фронты различных типов обозначим их скоростями и линиями разных цветов: черная тол-
стая линия — ударная волна со скоростью ,G  красные линии — быстрые фронты сжатия со 
скоростью ,a±  синие — медленные фронты растяжения со скоростью b±  (знак соответствует 
направлению движения фронта относительно границы полупространства: «+» — от границы, 
«–» — к границе). Пересечение линий означает столкновение волновых фронтов: попутное, 
если оба взаимодействующих фронта имеют угловые коэффициенты одного знака, и встреч-
ное, если угловые коэффициенты противоположны по знаку. Деформированное состояние 
среды обозначим фоном разных цветов: белый — недеформированные области, голубой — 
области растяжения, розовый — области сжатия.

Сильные разрывы, возникающие на границе полупространства 0x =  в моменты времени 
1 2 30, , ,t t t t=  условия (4), назовем первичными. При этом граничное перемещение (4) зададим 

таким образом, чтобы сначала возникли все первичные волновые фронты, а затем произошло 
первое столкновение при 1 3;t T t= >  0 0t =  с, 0 0( ) 0u t =  м; 1 0,0002t =  с, 0 1( ) 0,003u t = −  м; 
2 0,0005t =  с, 0 2( ) 0u t =  м; 3 0,00075t =  с, 0 3( ) 0,004u t =  м; 4 0,0009t =  с, 0 4( ) 0u t =  м.

Первичная волновая картина формируется при 1[0; )t T∈  и к моменту времени *
3 1( ; )t Tθ ∈  

содержит пять сильных разрывов (рис. 2). При 0t =  от границы 0x =  отходит первичный 
медленный полусигнотон со скоростью ,b  который движется в недеформированную область 

Рис. 2. Диаграмма сильных разрывов в решении задачи
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0 полупространства. За первичным полусигнотоном находится область растяжения, в кото-
рую с момента времени 1t t=  начинает двигаться первичная ударная волна со скоростью .G  
Среда за ударной волной находится в сжатом состоянии. В момент времени 2t t=  на границе 

0x =  возникает первичный быстрый простой разрыв, за которым среда остается в сжатом 
состоянии. В момент времени 3t t=  на границе 0x =  происходит скачкообразный переход от 
сжатия к растяжению и образуется первичный жесткий слой А (рис. 2), ограниченный бы-
стрым и медленным полусигнотонами. Передний быстрый фронт слоя завершает процесс пер-
вичного сжатия, а начиная от заднего медленного фронта слоя и до границы полупростран-
ства 0x =  опять происходит растяжение среды. Мгновенная диаграмма деформаций, 
соответствующая первичной волновой картине в момент времени *,θ  показана на рис. 3,а.

При 3t t>  развитие полей перемещений и деформаций происходит не только за счет рас-
пространения пакета первичных фронтов, созданных движением границы полупространства, 
но и в результате серии взаимодействий сильных разрывов между собой и с границей. Для 
самого первого столкновения фронтов в описанной задаче возможны два варианта: либо пер-
вичный быстрый простой разрыв догонит ударную волну, либо ударная волна догонит пер-
вичный медленный полусигнотон. Именно второй случай показан на рис. 2: попутное стол-
кновение ударной волны с первичным медленным полусигнотоном при 1t T=  приводит к 
исчезновению первичной области растяжения между ними и возникновению двух вторичных 
быстрых фронтов сжатия — полусинготона со скоростью ,a  бегущего в недеформированную 
область 0, и отраженного простого разрыва со скоростью ,a−  движущегося к границе полу-
пространства. Среда в увеличивающейся области между ними находится в состоянии сжатия. 

В диапазоне 1 2( ; )t T T∈  происходит несколько встречных столкновений первичных и вто-
ричных быстрых фронтов сжатия, в результате которых кусочно-постоянное поле сжатия со-
ответствующим образом перераспределяется. Взаимодействие быстрых фронтов сжатия со 
скоростями a  и a−  проходит аналогично линейным волнам. При выходе в жесткую зону A 
(рис.  2) отраженный быстрый простой разрыв превращается в быстрый полусигнотон со ско-
ростью a−  и к моменту времени 2t T=  полностью уничтожает недеформированный слой, соз-
давая за собой еще одну вторичную область сжатия.

Встречное столкновение вторичного быстрого полусигнотона со скоростью a−  с медлен-
ным полусигнотоном — задним фронтом первичной жесткой области A приводит к возникно-
вению в момент времени 2t T=  вторичной недеформированной зоны B и отраженного медлен-
ного простого разрыва со скоростью .b−  Таким образом, при 2t T>  в разномодульном 
полупространстве движутся только две деформированные области: слой сжатия постоянной 
ширины и увеличивающийся слой растяжения, разделенные вторичным жестким слоем B. 
Мгновенная диаграмма деформаций при **

2t Tθ= >  показана на рис. 3,б.

(а)                                                                               (б)
Рис. 3. Мгновенные диаграммы деформаций в моменты времени 

* 0,00175θ = с (a) и ** 0,00196θ = с (б)
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Если далее движение граничных точек происходит без изменения заданного режима (4), то 
окончательный пакет волновых фронтов формируется при 3t T≥  после отражения последнего 
медленного простого разрыва от границы 0x =  (рис. 2).

Заключение

В работе показано, что динамическое изменение типа деформированного состояния в раз-
номодульном полупространстве может происходить не только на нагружаемой границе, но 
и в локальных областях на отдалении от нее за счет попутных и встречных взаимодействий 
волновых фронтов. Возникновение разнотипных фронтов сильных разрывов и возможность 
их попутных столкновений является характерной особенностью разномодульных материалов. 
Решение динамической задачи с жесткими движущимися слоями в приграничной области и на 
отдалении от нее, возникающими при движении границы разномодульного упругого полупро-
странства в циклическом режиме (4), невозможно получить при аналогичном воздействии на 
линейно-упругую среду. Результаты, представленные в работе, могут использоваться при реше-
нии нестационарных краевых задач деформирования разномодульных сред с отличными от (4) 
краевыми условиями, а также служить теоретической основой для разработки программных 
систем моделирования реального поведения природных и конструкционных материалов.
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УДК 539.3+518.5

ОСОБЕННОСТИ ИСПОЛЬЗОВАНИЯ МЕТОДА ГРАНИЧНЫХ СОСТОЯНИЙ 
В ИТЕРАЦИОННЫХ ПРОЦЕССАХ

Липецкий государственный технический университет

Л. В. Левина, В. Б. Пеньков, И. И. Марахова

Аннотация. Рассмотрены итерационные процессы для решения краевых задач математи-
ческой физики и, в первую очередь, — механики. Причины порождения процессов: мно-
гополостность тел (алгоритм Шварца), композиционные среды, построение аналитиче-
ских решений, физическая и геометрическая нелинейность определяющих соотношений 
(подход Линштедта — Пуанкаре). Оценены особенности метода граничных состояний в 
этих подходах. В качестве примера рассмотрено применение алгоритма Шварца к реше-
нию основной смешанной задачи термостатики.
Ключевые слова: алгоритм Шварца, метод возмущений, малый параметр, метод Лин-
штедта — Пуанкаре, метод граничных состояний, МГС, МГСВ.

Введение

Исторически зародилась тенденция к усложнению постановок краевых задач математи-
ческой физики, механики сплошных сред. Причины этого: многополостность тел, взаимо-
действие явлений различной физической природы, поиск точных и приближенных анали-
тических решений, учет свойств нелинейного характера. Классически решение сводится к 
итерационной последовательности линейных задач Эффективным средством явилось исполь-
зование энергетического метода граничных состояний (МГС), исходящего из изоморфизма 
гильбертовых пространств внутренних и граничных состояний тела.

1. Классические итерационные процессы

1.1. Многополостность. Тело занимает замкнутую область 3V R⊂  и содержит множество 
из N  непересекающихся полостей 1 2, , ... ,NV V V  где 3 \ ;k kV R V=  i jV V∩ =∅  ( ).i j≠  Следова-
тельно, 

0
,

N

kk
V V

=
= ∩  где 0V  есть либо односвязная ограниченная область, либо 3

0 .V R≡  Любой 
вычислительный процесс преодолевает трудности, связанные с учетом особенностей участ-
ков границ множества ,V∂  на которых также возможны различные варианты постановок 
граничных условий (ГУ). 

Пусть краевая задача представлена в операторной форме (L  — линейный оператор): 
 , .L f x Vξ = ∈  (1)
Правая часть f  отвечает за неоднородность линейной постановки задачи, ξ  содержит 

информацию о внутреннем состоянии тела. В общем случае линейности ГУ имеет форму 
 , ,G g x Vγ = ∈∂  (2)

где G  характеризует тип ГУ, а g  — их значения; γ  — «след» состояния ξ  на .V∂
В случае энергетических методов эффективность для решения краевой задачи (1), (2) пока-

зал подход Треффца [1]. Решение представляется в виде ряда по элементам базиса: 

 
0

.
K

k
k

k
cξ ξ

=

=∑  (3)

Базис составляют состояния ,kξ  удовлетворяющие  определяющим соотношениям среды. 
Продемонстрируем подход Треффца на примере уравнения Пуассона
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 ( , , ) ( , , ), ( , , ) .x y z f x y z x y z Vξ∆ = ∈  (4)
Пусть значение 0k =  отвечает частному решению уравнения (4). Полагая 0 1c =  и коррек-

тируя ГУ (2) в форме 

 ( )0

1
0 ,

K
k

k
k

c G fξ ξ
=

∆ = =∑
приходим к выводу, что все kξ  являются линейно-независимыми гармоническими функция-
ми. Для односвязной ограниченной области 0V  набор элементов базиса можно составить от-
резком гармонических многочленов известной последовательности [2]: 

 { }2 2 2 2, , , , , , , , ,... .k x y z x y x z y z x y x z x y zξ ∈ − −

Обозначим ( , , )nQ x y z  любой однородный гармонический многочлен порядка n  из указан-
ного списка. Доказано [3], что функция вида

 2 2 2
2 1

( , , )( , , ) ,n
n n

Q x y zP x y z r x y z
r += = + +

является гармонической в любой ε -окрестности начала координат. Соответственно 
0 0 0( , , )nP x x y y z z− − −  являются таковыми вне ε-окрестности точки 0 0 0 0( , , )M x y z  и исчезаю-

щими на бесконечности. При формировании списка { }kξ  требуется удержать значительное 
число элементов для каждой полости со своими центрами. Если обозначить мощности отрез-
ков указанных базисов через ,jN  то мощность декартова произведения  состояний от каждого 

элемента базиса равна 
0

,
N

j
j

K N
=

=∏  где 0 1N =  в случае, когда область 3
0 .V R≡  Эта размерность 

зачастую весьма велика для проведения практических расчетов.
Итерационный подход Шварца [4] декомпозирует решение задачи: на каждом шаге реша-

ется последовательность задач поочередно для каждой из областей .kV  После каждого реше-
ния вводится коррекция в ГУ всех участков границы. Это снимает проблему высокой размер-
ности базиса. Сходимость «алгорифма Шварца» не доказана, но использование подхода к 
задачам эластостатики показало ее уже при 3–4 итерациях [5].

1.2. Физическая композиционность. Усложнение физических свойств среды приводит к 
трудностям, определяемым композицией разнообразных физических характеристик. Приме-
ром служит термоэластостатика изотропного однородного тела. 

Ее определяющими соотношения являются: 1) уравнения Коши 

 , ,
1 ( ), ,
2i j i j j iu u x Vε = + ∈  (5)

где i jε  — деформации, iu  — перемещения; 2) уравнения Ламе ( ,λ µ  — упругие постоянные).
 2 , ,i j kk i j i j x Vσ λ ε δ µ ε= + ∈  (6)

где i jσ  — напряжения, i jδ  — символ Кронекера; 3) уравнения равновесия 
 , 0, .i j j iX x Vσ + = ∈  (7)

Здесь iX  — компонента объемной силы.
В задаче термостатики уравнение Пуассона связывает температуру T  с объемным тепло-

источником Q  посредством коэффициента температуропроводности :κ

 ,
1 , .i iT Q x V
κ

= − ∈  (8)

«Комбинированная» термоэластостатическая среда содержит в определяющих соотноше-
ниях набор из (5), (6), (8) и закон Дюамеля — Неймана: 

 2 (3 2 ) , .i j kk i j i j i jT x Vσ λ ε δ µ ε λ µ α δ= + − + ∈  (9)
Здесь α  — коэффициент температурного расширения.
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При каждом упругом состоянии (мощностью списка EN ) возможно произвольное темпе-
ратурное состояние ( TN ). Базис термоэластостатических состояний имеет мощность 

.E TK N N=  Комбинирование сред также порождает проблему размерности.
Если характеристики упругого и теплового состояний не «завязаны» в ГУ, то краевая зада-

ча — несвязанная. Строится поле температуры (8) при соответствующих ГУ. Уравнение Дюа-
меля — Неймана вырождаются в обобщенный закон Гука с объемными силами

 ,(3 2 ) .i i iF X Tλ µ α= − +  (10)
В общем случае задача термоэластостатики может быть связанной. Возникает необходи-

мость преодоления сложностей, порожденных числом .K  Зарождается версия применения 
итераций по типу алгоритма Шварца: начальное приближение для температурного поля кор-
ректирует объемные силы и ГУ, решается эластостатическая задача, корректируются ГУ для 
температурной задачи и т. д.

1.3. Полнопараметрические решения. Фундаментальное значение имеют аналитические 
решения, явно содержащие все параметры задачи. Решение достаточно выполнить один раз. 
Практические расчеты по оценке полей при конкретных значениях параметров сводятся к 
элементарному расчету по готовым формулам. 

Рассмотрим пример организации полнопараметрического решения (ППР, [6]) для эласто-
статического тела с характерным геометрическим размером R. В случае однородности и 
изотропии упругие параметры Ламе , 2 (1 2 )µ λ ν µ ν= −  (ν  — коэффициент Пуассона), мож-
но использовать при обезразмеривании. При 0 1 4ν =  после обезразмеривания масштабом µ 
получается 1.µ λ= =

Безразмерное решение не содержит истинного значения коэффициента Пуассона. Будем 
считать его слабо отличающимся от 0:ν  0 .ν ν ω= +  Малый параметр ω  может использоваться 
для организации итерационного процесса на основе метода возмущений. Рассмотрим деком-
позицию по параметру ω  при 0 1 4.ν =  При 0 0 1λ µ= =  для λ  имеем: 

 
0

1, 0
, .

2, 0
k

k

k
k

λ λ ω λ
∞

∗ ∗
=

=
= =  >
∑

Разложения по степеням ω  приводят к последовательности задач в итерациях ( ):k
 ( ) ( ) ( )

, ,2 ,k k k
i j i j j iu uε = +

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 ,k k k k k
i j i j i j mm i j i js σ σ λ ε δ µ ε∗= − = +  (11)

 ( ) ( )
, 0,k k

i j j is X+ =  

где ( ) ( )

0
,k l l

i j mm i j
l

σ λ ε ω δ
∞

∗
=

= ∑  ( ) ( )
,

0
.k l

i mm i
l

X λ ε
∞

∗
=

= ∑

Соотношения (11) являются определяющими для линейной изотропной теории упругости, 
но значения λ∗ имеет два уровня. Разрешающую систему уравнений надо готовить дважды. По-
сле перехода к размерным величинам приближенное решение содержит все параметры задачи. 

1.4. Нелинейные определяющие соотношения. Причины проявления нелинейностей раз-
личны: 1) «геометрический» характер нелинейности. Например, — учет составляющей Аль-
манси в определении тензора деформации [7]; 2) физически нелинейные зависимости пара-
метров среды от ее состояния (нелинейная упругость); 3) неоднородность среды. Этот фактор 
нелинейным не считается, но способствует организации итерационного процесса при прове-
дении вычислений [8]. 

Использование подхода Линштедта — Пуанкаре [9] во многих случаях позволяет нелиней-
ную задачу преобразовать к «слабо — нелинейному» операторному представлению

 0, 1.L Mξ β ξ β+ = <<  (12)
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Здесь L  — главная линейная часть операторного уравнения, M  — собственно нелинейная 
составляющая, β  — малый параметр. В предположении о разложимости нелинейного опера-
тора M  по итерациям 

 ( ) ( )

0

k k

k
M Mξ ξ

∞

=

=∑  (13)

удается представить вычислительный процесс в виде последовательности  {0,1,2,...}k∈  реше-
ния задач линейного характера: 

 (0) ( ) *( 1) ( 1)0; .k k kL L Mξ ξ ξ− −= = −  (14)
Правая часть соотношений (14) является уже известной функциональной зависимостью. 
Для успешного решения соответствующих (14) краевых задач необходимо эффективно 

строить как частные решения *( )kξ  для каждой итерации ,k  так и решение соответствующей 
однородной задачи

 ( ) 0kLξ =  (15)
при скорректированных ГУ за счет поправки от частного решения. 

На каждом итерационном шаге сохраняют силу все выше описанные причины усложнения 
процесса построения решения. Убедительным примером линеаризации методом Линштед-
та — Пуанкаре может служить исследования напряженно-деформированного состояния про-
тяжённого упругого тела [10], имеющего малые деформации, но конечные перемещения. 

2. Особенности метода граничных состояний в итерационных процессах

На каждом шаге итерационных процессов решаются линейные краевые задачи, ставящи-
еся для набора определяющих соотношений среды и удовлетворяющие на границе тела кор-
ректным условиям различных типов. Использование для решения МГС предполагает выпол-
нение ряда исходных положений довольно общего характера.

1°. Пространство внутренних состояний Ξ  среды является гильбертовым: линейным со 
скалярным произведением (1) (2)( , ) .ξ ξ Ξ  Набор характеристик согласован определяющими со-
отношениями. Например, для (5), (6), (8), (9) это ,{ , , , , }.i i j i j iu T Tξ ε σ=  

2°. Каждому элементу ξ ∈Ξ  изоморфно соответствует элемент гильбертова пространства 
граничных состояний γ ∈Γ. Скалярные произведения изоморфных пар элементов ( ) ( )k kξ γ↔  
равны: (1) (2) (1) (2)( , ) ( , ) .ξ ξ γ γΞ Γ=  Примером этого служат следствие принципа возможных пе-
ремещений в эластостатике ( ip  — поверхностное усилие)

 (1) (2) (1) (2) (1) (2) (1) (2)( , ) ( , ),E E i j i j i i E E
V V

dV p u dSξ ξ σ ε γ γ
∂

≡ = ≡∫ ∫  (16)

 { , , } , { , } ,E E E E
i i j i j i iu u pξ ε σ γ= ∈Ξ = ∈Γ

и основное свойство гармонических функций (n  — единичный вектор внешней нормали):

 
(2)

(1) (2) (1) (2) (1) (1) (2)
, ,( , ) ( , );T T i i T T

V V

dTT T dV T dS
d

ξ ξ γ γ
∂

= = =∫ ∫ n
 (17)

их комбинация с произвольными положительными множителями ,E T Rα α +∈  в термоэласто-
статике обладает такими же свойствами ( { , , , }i i i iu p T dT dγ = ∈Γn ):

 (1) (2) (1) (2) (1) (2)( , ) ( , ) ( , )E E E T T Tξ ξ α ξ ξ α ξ ξ= +

 (1) (2) (1) (2) (1) (2)( , ) ( , ) ( , )E E E T T Tγ γ α γ γ α γ γ= +
3°. Базисы используемых ниже пространств состояний считаем сформированными и орто-

нормированными любым способом [11].
4°. Граничные условия (2) использованием разложения в ряды Фурье (3) приводятся к бес-

конечной системе линейных алгебраических уравнений (БСУ) относительно c:
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 .A =c b  (17)
Коэффициенты i ka  матрицы A  определены ортонормированными элементами базисов 

( ) ( ){ } { },i iξ γ↔  формой тела и типом ГУ; вектор правых частей { }kb=b  содержит информацию 
о конкретном содержании ГУ в (2). 

5°. Решение усеченной БСУ уровнем K  обеспечивается на двух этапах. Во-первых, из нера-
венства Бесселя 2

1
( , )

K

k
k

c ξ ξ Ξ
=

≤∑  по характеру насыщения суммы Бесселя (левая часть неравен-

ства) можно судить о приемлемости назначаемой величины. Во-вторых, оценка невязки ГУ с 
γ  характеризует точность и можно корректировать значение .K

6°. Построение частного решения неоднородной задачи в случае регулярных правых ча-
стей трудностей не составляет. Можно достаточно точно и даже строгого выписывать частные 
решения для объемных воздействий полиномиального типа [12].

МГС при решении итерационных задач имеет ряд положительных факторов: 
1) в случае многополостности ортогонализация базисов для «частных» тел выполняется 

единожды: ресурсосбережение;
2) при смешанных типах ГУ факт отражения «смешанности» в матрице A  разрешающей 

БСУ достаточно выполнить один раз на начальном приближении. На последующих итерациях 
решается основная задача, для которой эта матрица — единичная; 

3) при построении полнопараметрического решения ортогонализация проводится дваж-
ды; сначала — для первого приближения, затем – для всех последующих;

4) физически композиционные задачи можно разложить по физическому смыслу на этапах 
подготовки базисов. Просматривается подход, аналогичный методу Шварца;

5) при решении нелинейных задач сочетанием метода возмущений и МГС (МГСВ, [13]) 
ортогонализация и конструирование матрицы A  выполняется единожды.

3. Термостатическое состояние полушара со сферической полостью

Однородная теплопроводная среда занимает область полушара ( 0)z ≤  с шаровидной поло-
стью с центром 1(0,0, 3).O −  Полагаем процедуры обезразмеривания выполненными, радиус 
полости равен 1, радиус полусферы, ограничивающей тело, равен 1. Теплоисточники отсут-
ствуют. Краевые условия соответствуют основной смешанной задаче теплопроводности: на 
границе полушара температура соответствует отсчетному уровню, на границе полости задан 
температурный поток: 

1 2
0, 1,

V V
T dT d

∂ ∂
= =n  n  — направление  внешней нормали по отно-

шению к телу. Требуется определить распределение температуры в теле, используя алгоритм 
Шварца.

На начальном шаге итерации выполнена последовательность действий: 1) решена задача 
Дирихле для уравнения Лапласа для полушара. В ГУ для внешности полости внесена поправка 
величиной (0) ;dT dn  2) решена задача Неймана для внешности полости. В ГУ следующей ите-
рации для полушара внесена поправка величиной (0)

II .T  По результату первой итерации сфор-
мировано приближение для поля температуры (0) (0) (0)

I II .T T T= +
На последующих шагах реализуем только постановку задачи Дирихле на обеих границах: 

1) в задаче для полушара строится решение ( 1)
I

kT +  и формируется поправка в ГУ на величину 

II

( 1) ( ) ( 1)
II II I ;k k k

V
T T T+ +

∂
= −  2) решатся задача Дирихле для внешности полости, определяется ( 1)

II
kT +  

и готовится поправка в ГУ следующей итерации. Итерационно поле температуры накаплива-
ется: ( 1) ( ) ( ) ( )

I II .k k k kT T T T+ = + +
Контроль за корректностью осуществлялось двумя способами: 1) фактом насыщения сум-

мы Бесселя; 2) визуальной оценкой сходимости решения. На рис. 1,2 приведены графики, от-
ражающие значения коэффициентов Фурье для внутренности полушара.
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После каждой итерации поле температуры составило значения:
(0) 2 2 21/ , ( 3) ,T r r x y z= = + + +
(1) 2 2 2 2 2 3 5

2 2 5 2 5 3

0.30 0.007 ( ) 0.068 0.003( ) 0.015 0.002 0.035
0.002( ) (0.024 0.004 ) (0.060 0.020 ) 1.183 ,

T x y z x y z z z r
x y r z z r z r r

= − + + − + + − − + −

− + + + + + +
(2) 2 2 2 2 2 3 5

2 2 5 5 2 5 3 3

0.348 0.008( ) 0.076 0.004( ) 0.016 0.002 0.035
0.002( ) 0.024 0.004 0.070 0.023 1.216 .

T x y z x y z z z r
x y r z r z r r z r r

= − + + − + + − − + −

− + + + + + +
Для наглядности в оценке процесса сходимости приведено сравнение графиков распреде-

ления температуры вдоль оси z  в слое [ 2,0].z∈ −  Графики помечены номерами итераций. Из 
них видно явное стремление к сходимости в итерационном процессе.

Рис. 3. Итерационное изменение поля
температуры: 0,1,2 — номера итераций

Рис. 4. Фрагмент термополя 
вблизи полости

После двух корректирующих итераций построено поле температуры. Его линии уровня в 
окрестности полости приведены на рис. 4.

Рис. 1. Приближение I. Коэффициенты Фурье (а) и суммы Бесселя (б)

Рис. 2. Приближение II. Коэффициенты Фурье (а) и суммы Бесселя (б)
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Заключение

1. Применение итерационных подходов к решению различных задач математической фи-
зики является регулярным фактором в проведении научных исследований.

2. МГС является эффективным аппаратом преодоления трудностей, порождаемых вве-
дением итерационных процессов, обусловленных причинами различной природы: многопо-
лостностью тела, многофакторностью физических свойств среды, нелинейностью определяю-
щих соотношений, и даже — желанием построить ППР. 

3. Подход МГС является самодостаточным при решении линейных задач: уравнения опре-
деляющих соотношений среды удовлетворяются тождественно; точность решения оценивает-
ся невязкой при сопоставлении граничного состояния с ГУ; существует естественный подход 
для повышения точности посредством прогнозирования необходимой размерности базисов 
состояний.

4. Сходимость итерационного алгоритма Шварца продемонстрирована на решении основ-
ной смешанной задачи термостатики для однополостного ограниченного тела (полусфера с 
заглубленной сферической полостью). Проиллюстрированы процесс сходимости и результи-
рующее температурное поле.
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Н. В. Минаева1, С. Ю. Гриднев2,3, Ю. И. Скалько3, Е. Е. Александрова1

Аннотация. Рассматривается проблема существования квазистатического процесса де-
формирования упругоподрепленной пластины, описываемого решением вариационной 
задачи. Проведено исследование  возможности квазистатического поведения пластины 
под действием поперечной распределенной нагрузки и сжимающих продольных усилий 
постоянной интенсивности. Получено условие, накладываемое на параметры внешнего 
воздействия и коэффициент жесткости основания, при нарушении которого изучать из-
гиб пластины на основе выбранной математической модели не следует.
Ключевые слова: квазистатический процесс, упругоподкрепленная пластина, непрерыв-
ная зависимость, неоднородная пластина.

Введение

При решении динамических задач следует учитывать различные физические и геометри-
ческие нелинейности. Учет диссипации энергии значительно усложняет нахождение адекват-
ного решения. Во многих практических задачах возможно рассмотрение процесса деформи-
рования в квазистатической постановке [1–5]. 

При рассмотрении квазистатических процессов пренебрегают скоростью изменения пара-
метра внешнего воздействия, а так же, как следствие, изменением со временем характеристик, 
описывающих поведение объекта. Это означает, что скорость изменения характеристик объ-
екта непрерывно зависит от скорости изменения параметра воздействия. Если пренебрегать 
этой скоростью, то получаем, что поведение изучаемого объекта можно проводить в рамках 
статики. Но при этом следует исследовать указанную непрерывную зависимость.

В [5] рассматривается свойство непрерывности по отношению к малости начальных воз-
мущений и к малости скорости квазистатического нагружения («динамическая устойчивость 
квазистатических траекторий»). На механических примерах показаны сходство, различия и 
взаимосвязь между этим понятием устойчивостью по Ляпунову.

В [6] проведено исследование корректности жесткопластической модели в задачах ква-
зистатического и динамического изгиба круглых пластин при малых и больших прогибах.

Известны работы по сформулированной проблеме, проведенные на основе различных 
критериев устойчивости, например [7–9]. В [7] рассматриваются классические задачи о про-
дольном изгибе упругопластического стержня. Приводится корректность квазистатической 
постановки и выводится достаточное условие. Согласно этому условию, квазистатическое ре-
шение имеет физический смысл при условии, что изгибная жесткость поперечного сечения, в 
котором действует максимальный изгибающий момент, не станет меньше приложенной про-
дольной силы (в безразмерных переменных). В работе [8] анализируется адекватность концеп-
ций касательного и приведенного модулей в теории квазистатического продольного изгиба 
упругопластических стержней (в геометрически линейной постановке). 

В [10, 11] рассматривается проблема устойчивости квазистатического поведения различ-
ных механических систем на основе анализа непрерывной зависимости от начальных возму-
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щений и от скорости квазистатического нагружения. В исследуемых сингулярных уравнениях 
малый параметр характеризует скорость приложения внешних сил. На механических приме-
рах показаны сходство, различия и взаимосвязь между понятием динамическая устойчивость 
квазистатических траекторий  и устойчивостью по Ляпунову. Получены достаточные условия 
для устойчивости квазистатических траекторий упругопластических систем с упрочнением. 
В подобных работах, как правило, на определенном этапе исследований задавалась траекто-
рия нагружения и параметры нагрузок переставали быть независимыми.

Проблема изучения непрерывной зависимости скорости изменения характеристики, опи-
сывающей поведение объекта от скорости изменения характеристики внешнего воздействия 
на него, т. е. при каких значениях параметра внешнего воздействия процесс будет оставаться 
квазистатическим, до сих пор является актуальной. 

В данной работе проведен анализ возможности рассмотрения изгиба неоднородной пла-
стины в рамках статики на основе решения вариационной задачи для функционала интеграль-
ного вида.

1. Постановка задачи

Рассмотрим проблему квазистатического деформирования прямоугольной неоднородной 
упругой пластины на упругом основании (рис. 1).

Два противоположных края жестко защемлены, а пара других кромок — шарнирно опер-
ты. Пластина находится под действием равномерных продольных сжимающих усилий ,xp  yp  
и распределенной поперечной нагрузки интенсивности 1( , ).f x y

Согласно принципу возможных перемещений, функция ( , ),u x y  описывающая статиче-
ский прогиб пластины, является решение вариационной задачи для функционала интеграль-
ного вида [12]:

 0,δΦ =  (1)
где

 ( )
22

22 2
1

0 0

(1 ) ( ) 2 ,
bà

x y
u uD u L u p h p h f u ku dxdy
x y

ν
  ∂ ∂   Φ = ∇ − − − − − +      ∂ ∂     

∫ ∫
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  ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
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y y x x= == =
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∂ ∂ ∂ ∂
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∂ ∂ ∂ ∂
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Рис. 1
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Здесь 2 ( , )f x y  характеризует неоднородность материала пластины, k  — параметр жестко-
сти винклеровского основания, h  — толщина, ,a  b  — линейные размеры пластины.

Пусть при 1 10( , ) ( , ),f x y f x y=  0 ,x xp p=  0 ,y yp p=  0 ,k k=  2 20( , ) ( , )f x y f x y=  и задача (1), (2) 
допускает решение 0 ( , ).u x y  Исследуем возможность квазистатического деформирования рас-
сматриваемой пластины, соответствующего решению 0 ( , ).u x y

2. Исследование квазистатического процесса

Поскольку внешние силы — потенциальны, то, согласно [13, 14], требование непрерывной 
зависимости решения задачи (1), (2) от исходных будет достаточным для существования ква-
зистатического состояния, соответствующего ( , )u x y  из (1), (2).

Как следует из [12, 15], для проведения анализа этой непрерывности следует построить 
функционал 1Φ  относительно вспомогательной функции :ζ
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22 0
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2
20

0 10 0 0 0
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bà

x

y
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up h f u k u dxdy
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 ∂ +   Φ = ∇ + − − + − −     ∂ 
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∫ ∫

Поскольку функционал ,Φ  его частные производные ,
ij klξ ξΦ  где ,

i j

ij i j

u
x y

ξ
+∂

=
∂ ∂

 граничные 

условия (2) и их частные производные  непрерывны при 0;f f=  0;u u=  0( ) ( );f fγ γ=  0;ij ijξ ξ=  
0 ,ij ijp p=  а также функция 

ij klξ ξΦ  при 0;f f=  0;u u=  0ij ijξ ξ=  отлична от нуля, то, согласно ус-
ловиям из [12], остается исследовать существование только тривиального решения у вариаци-
онной задачи относительно квадратичного функционала 2Φ  с линеаризованными граничны-
ми условиями, соответствующими (2)
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 (4)

Удовлетворяя граничным условиям (4), решение задачи (3) будем искать в следующем виде:

 2sin sinm x n yc
a b
π πζ =     ,m n Z∈  (5)

В результате подстановки (5) в (3) получаем, что функционал станет функцией, зависящей 
от величины .c
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Условие существования нетривиального решения задачи (3), (4) будет таким:
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Таким образом, если исходные данные таковы, что выполняется (6), то квазистатический 

прогиб, соответствующий 0 ( , ),u u x y=  невозможен. Поскольку рассматривается консерватив-
ная система, то (6) будет линией, при пересечении которой происходит смена вида квазиста-
тического процесса. 

Рассмотрим частный случай, когда материал пластины однородный 20 0.f ≡  Тогда (6) при-
нимает вид
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На рис. 2 в качестве примера приведен график границы области квазистатического дефор-
мирования, описываемого математической моделью (1), соответствующий соотношению (7), 
для случая 0.5.b

a =

Рис. 2

Заключение

Таким образом, если исходные данные таковы, что удовлетворяется (6), то квазистатиче-
ский прогиб, соответствующий ( )0 , ,u u x y=  не возможен. Поскольку рассматривается кон-
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сервативная система, то (6) будет линией, при пересечении которой происходит смена вида 
квазистатического процесса. За ее пределами следует либо изменить математическую модель, 
на основе которой рассматривается изгиб пластины в статической постановке, например, при 
построении функционала следует учесть величины более высокого порядка малости, либо 
уже проводить исследования в динамической постановке. 

В частности, для пластины из однородного материала условие, ограничивающее область 
квазистатического изгиба пластины, соответствующего ( )0 , ,u u x y=  не зависит от значения 
коэффициента Пуассона.
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УДК 539.3

ИССЛЕДОВАНИЕ СЕЙСМОДИНАМИКИ ПОДЗЕМНОГО ТРУБОПРОВОДА 
НА ОСНОВЕ ЭКСПРЕМЕНТАЛЬНЫХ КРИВЫХ ВЗАИМОДЕЙСТВИЯ С ГРУНТОМ

Ташкентский государственный транспортный университет

И. Мирзаев, Ж. Ф. Шомуродов

Аннотация. Рассмотрена задача о действии распространяющейся в грунте сейсмической 
волны на протяженный подземный трубопровод, взаимодействующий с грунтом по не-
линейной модели, которая решена явным методом конечных разностей. Модель взаимо-
действия трубопровода с грунтом задается на основе экспериментальных данных. Прове-
дены расчеты с использованием итерационного уточнения решения на каждом шаге по 
времени, а также сравнены с результатами, когда кривая взаимодействия аппроксимиру-
ется кусочно-линейной функцией. В расчетах также учитывается влияние динамическо-
го изменения давления грунта на трубопровод. Расчеты проводились для гармонической 
волны с частотами 50, 2 и 1 Гц. Проведен анализ полученных результатов и показано вли-
яние динамического давления и структурного разрушения грунта на волновой процесс в 
трубопроводе.
Ключевые слова: волна, трубопровод, грунт, разрушение, итерация.

Введение

Исследование поведения подземных трубопроводов с учетом нелинейного взаимодей-
ствия с грунтом при землетрясениях является важной задачей. Обзор работ в этом направле-
нии приведен в [1–4, 14–16]. Некоторые подземные коммуникации построены и эксплуатиру-
ются в сейсмоопасных районах [13–19]. Это обстоятельство требует надежного обеспечения 
сейсмической безопасности подземных сооружений и трубопроводов [15–17]. Эксперимен-
тальные исследования [1, 2, 4] ставят вопрос исследования влияния нелинейности в модели 
взаимодействия грунта и трубопровода на динамические процессы. Здесь, при определенных 
условиях, основную роль играют свойства грунта, это подтверждают проведенные экспери-
менты по определению модуля сдвига мелкозернистого грунта при различных скоростях на-
гружения [5]. Так же в экспериментальных исследованиях [4, 5] на грунтах и при изучении 
взаимодействия трубы с грунтом выявлено разрушение структуры грунта при достаточном 
уровне относительного сдвига или сдвигового напряжения. Структурное разрушение грунта 
при сдвиговых деформациях также наблюдались в проведенных экспериментах [16–17]. Чис-
ленное решение задач сейсмодинамики подземных сооружений приведено в [1, 6–8, 10, 13].

В нелинейных задачах сейсмодинамики подземных сооружений используют различные 
модели взаимодействия трубопровода с грунтом [12]. Нестационарная задача сейсмодинами-
ки протяженного прямолинейного трубопровода с нелинейными моделями взаимодействия 
рассмотрена в [9, 11, 24]. Численное решение задач сейсмодинамики трубопровода с учетом 
структурного разрушения и последующего разжижения грунта приведено в [11]. Задачи воз-
действия гармонической волны, распространяющейся в грунте, на подземный трубопровод в 
случае нелинейного взаимодействия ранее решались методом характеристик [4]. Задачи для 
стержня с внешним сухим трением решены методом характеристик в работах [1, 20, 21]. По-
строено решение для стационарной задачи и описано поведение её решения.

В данной статье рассматривается нелинейная задача сейсмодинамики подземного протя-
женного трубопровода с учетом динамического давления грунта на трубопровод и структур-
ного разрушения грунта.
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1. Материалы и методы

Пусть по грунту распространяется со скоростью gc  заданная плоская продольная волна 
( / ) ( / ),g g gv t x c H t x c− ⋅ −  нормаль, к фронту которой, параллельна к оси трубопровода длины L. 

Начало координатной оси Ox  расположим на левом торце трубопровода.
Экспериментальными исследованиями установлена зависимость силы взаимодействия τ  

от глубины заложения подземного трубопровода. При взаимодействии произвольной сейсми-
ческой волны с подземным трубопроводом имеет место соотношение [4] (приведем с коррек-
тировкой знака давления Nσ )

 ( ),N s dσ σ σ= − +   ( / ),s gh F Dσ γ γ= − +  .d g g g gc vσ ησ ηρ= = −
Здесь h  — глубина заложения трубопровода в грунте; ,sσ  dσ  — соответственно статиче-

ское и динамическое нормальные к внешней поверхности трубопровода напряжения грунта; 
gσ  — продольное сейсмическое напряжение в грунте при распространении продольной вол-

ны; ,D  F  — наружный диаметр и площадь поперечного сечения трубопровода; ,gγ  γ  — 
удельный вес грунта и материала трубопровода; η  — коэффициент бокового давления грунта.

Модель нелинейного взаимодействия тру-
бопровода грунтом, исходя из эксперимен-
тальных диаграмм, представим, как на рис. 1. 
На этом рисунке арабскими цифрами обозна-
чены участки модели взаимодействия. В соот-
ветствии с этим введем функцию состояния 

,( )S x t  для каждой точки деформируемого тру-
бопровода. Функция ,( )S x t  для фиксирован-
ного значения ix x=  является кусочно-посто-
янной функцией t  и может принимать 
целочисленные значения от 1 до 6. Эта функ-
ция позволяет математически корректно 
сформулировать нестационарную нелиней-
ную задачу.

Диаграмма зависимости «касательное напряжение — относительное перемещение» (рис. 1) 
может задаваться любыми кривыми для представления экспериментальных данных. В частном 
случае далее выберем зависимость, представленную в [4, 22]. Сейсмическая нагрузка на подзем-
ный трубопровод действует через грунт и определяется, в случае продольного взаимодействия 
трубопровода с грунтом, по соотношению [4] ( , ) ( ).N g gu u u uτ ψ σ= − ⋅ −  Здесь τ  — касательное 
напряжение, возникающее на поверхности контакта трубопровода с грунтом; Nσ  — нормальное 
к поверхности контакта давление.

Поясним модель взаимодействия, представленную на рис. 1. На первом участке зависимо-
сти в соответствии с [4,22] представим функцию ( , )N gu uψ σ −  в виде экспоненциальной функ-

ции ( , ) ,N g S N Nu u K Kψ σ σ− =  где *
1

,
gu u
u

SK e
β

− 
−  

 =  и примем 1( , .)S x t =  Следует заметить, что, 
если относительное перемещение по модулю меньше *,u  эта функция SK  не позволяет опи-
сать структурное разрушение грунта [4,22]. На участке структурного разрушения грунта при-
мем линейную модель и 3( , ,)S x t =  а на участке с сухим трением ( ),f gsign v vτ τ= ⋅ −  где 

,f Nfτ σ= ⋅  при этом 5( , .)S x t =  Функция состояния с значениями 2( , ,)S x t =  4( , ,)S x t =  
6( ),S x t =  представляет состояние линейной разгрузки из состояний 1( , ,)S x t =  3( , ,)S x t =  
5( , ,)S x t =  соответственно.

Уравнения движения трубопровода в скоростях и деформациях с учетом нелинейного вза-
имодействия с грунтом с начальными и граничными условиями приведены в [9,11].

Рис. 1. Диаграмма зависимости 
( , ) ( )N g gu u u uτ ψ σ= − ⋅ −
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Система уравнений, приведенных в [9, 11], сводится к нелинейному волновому уравнению 
Клейна — Гордона — Фока при выполнении условия 0.Nσ >  В случае возникновения в про-
цессе динамического взаимодействия условия 0Nσ <  [4, 22] эта система уравнений сводится 
к неустойчивому уравнению Клейна — Гордона [26]. Кроме этого при попытке построения 
нелинейной модели взаимодействия трубопровода с грунтом в работах [4, 22] допущены гру-
бые ошибки: соотношение «касательное напряжение — относительное перемещение» задано 
только для 0τ >  и 0,gu u− >  это приводит к некорректности задачи; в начале разгрузки име-
ется скачок касательного напряжения; не задан путь нагружения после разгрузки; структур-
ное разрушение связано только с началом уменьшения значения бокового давления; при пере-
ходе с состояния сухого трения на совместное движение касательное напряжение 
приравнивается нулю. В работе [22] автор делает неверное заключение о том, что модель Т. Р. 
Рашидова — А. А. Ильюшина дает 300 % ошибки по сравнению с расчетами по нелинейной 
модели. Ниже приведено опровержение этого утверждения.

Алгоритм численного решения рассматриваемых нелинейных задач с итерационным уточ-
нением решения приведено в [9, 11].

2. Результаты расчетов и их обсуждение

Вычисления производились при следующих исходных данных, часть которых взяты из 
[23]: 1000L = ì;  0.2D = ì;  0.18d = ì;  1000gc = ì / ñ;  5000c = ì / ñ;  100NK = ;  2β = ; 

7 3
3 0.1 10k = − ⋅ Í / ì ;  7 3

2 4 6 4 10k k k= = = ⋅ Í / ì ;  1h = ì;  0.0001t∆ = c.  Пусть по грунту рас-
пространяется продольная волна, нормаль к фронту которой параллельно к оси трубопрово-
да, 0sin[ ( / ) / ] ( / )g gm g gt x c t H t x cσ σ π= − ⋅ −  c амплитудой 0.5gmσ = ÌÏà  [4, 22].

Сначала сравним результаты расчетов, когда кривая взаимодействия задана в виде функ-
ции при * 5u = ìì  [22] со случаем аппроксимации ее кусочно-линейной моделью, без учета 
структурного разрушения грунта, для оценки применимости кусочно-линейной аппроксима-
ции кривой «касательное напряжение — относительное перемещение» при .N constσ =  Данная 
задача является нелинейно-упругой. Кусочно-линейная аппроксимация функции в каждом 
линейном кусочке функции взаимодействия, т. е. на каждом шаге по времени, имеет место

( ).s S N N g sK K u u Uτ τ σ= + − −
На рис. 2 представлено изменение продольного напряжения Tσ  в сечениях трубопровода 

на расстоянии от левого торца 60 м при полупериода 0 0.1 ,t = c  при этом длина волны в грунте 
равна 200 м. Для сложного вида функции ( , )N gu uψ σ −  проведены вычисления искомых реше-
ний с проведением итерации для их уточнения, результаты сравнены с результатами при ку-
сочно-линейной аппроксимации кривой, при этом относительная погрешность не превышает 
2 процента (рис. 2).

Рис. 2. Продольное напряжение в сечениях трубопровода на расстоянии от левого торца 60 м, 
(1) — при кусочно-линейной модели и (2) —при заданной функции
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На рис. 3 представлено изменение продольного напряжения Tσ  в сечении трубопровода на 
расстоянии от левого торца 50 м при учета динамического давления волны в грунте на трубо-
провод со значением 0.03η =  при представлении давления в форме ( )N s dσ σ σ= − +  и 

.SK const=  В этом случае 0,Nσ >  расчеты проводились для гармонической волны с частотами 
50, 2 и 1 Гц с целью оценки влияния частоты сейсмической волны на динамический процесс в 
трубопроводе. По результатам вычислений определены максимальные по модулю продольное 
напряжение для разных частот падающей волны:

9.2Tσ =ìàõ ÌÏà  при 0η =  и 8.31Tσ =ìàõ ÌÏà  при 0.03η =  для 50 Гц, а максимальная от-
носительная разница напряжений линейного и нелинейного случаев равна 32.5 %.

4.35Tσ = −ìèí ÌÏà  при 0η =  и 6.13Tσ = −ìàõ ÌÏà  при 0.03η =  для 50 Гц, а максимальная 
относительная разница напряжений линейного и нелинейного случаев равна 28.9 %. 

52.66Tσ =ìàõ ÌÏà  при 0η =  и 48.25Tσ =ìàõ ÌÏà  при 0.03η =  для 2 Гц, а максимальная отно-
сительная разница напряжений линейного и нелинейного случаев равна 11 % .

53.32Tσ =ìàõ ÌÏà  при 0η =  и 48.54Tσ =ìàõ ÌÏà  при 0.03η =  для 1 Гц, а максимальная 
относительная разница напряжений линейного и нелинейного случаев равна 10 %.

Из результатов видно, что максимальное значение продольного напряжения в трубопро-
воде Tσ  сильно зависит от частоты сейсмической волн. В [22] расчеты были проведены для 
частоты 50 Гц, при этом в заданной волне амплитуда ускорения будет равна 287.2 ,ì / ñ  а мак-
симальное по модулю перемещение равно 0.00176 м. Следует отметить, что сейсмическая вол-
на землетрясений не имеет таких характеристик.

В связи с тем, что трубопровод заглублен на глубине 1 метр на динамическое давление 
очень сильно влияет наличие свободной поверхности. Оценка на основе решения задачи о 
сжатии полубесконечной гладкой узкой полосы давлением 0.5 МПа показало, что вертикаль-
ное напряжение на глубине 1 м равно 32.3 10 .−− ⋅ ÌÏà  По сравнению со статическим давлени-
ем грунта на этой глубине динамическим давлением можно пренебречь. Поэтому коэффици-
ент бокового давления грунта нельзя принять как для плоской волны в безграничной среде. 
При значении 0.3η =  [22] на боковой поверхности трубопровода появляется растягивающее 
напряжение в грунте. В этом случае уравнение приводится к неустойчивому уравнению Клей-
на — Гордона [25, 26], так как значение коэффициента взаимодействия становится отрица-
тельным при положительных значениях ,dσ  больших по модулю от статического давления. 
Давление от динамической нагрузки для 9 балльного землетрясения не может быть больше 
статического давления грунта.

Теперь рассмотрим результаты расчетов с учетом линейной разгрузки, структурного раз-
рушения грунта и выхода к сухому трению при 0.03,η =  0 0.1 ,t = c  0.5,f =  * 5 ,u = ìì  35,NK =  

10 .fτ = êÏà  При расчете по приведенным данным модели на рис. 1 дает следующий результат 
(рис 4) диаграммы «боковое касательное напряжение — относительное перемещение» в тече-
ние 1 секунды на расстоянии 50 м от левого торца трубопровода. 

Рис. 3. Продольное напряжение в сечении трубопровода на расстоянии 
от левого торца 50 м при разных частота
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На рис. 4 четко можно увидеть изменение 
бокового трения τ  во время динамического 
процесса. В начале заметно формирование 
значения τ  из-за волны в трубопроводе до 
прихода к этой точке заданной волны в грун-
те, далее происходит разгрузка и нагружение 
с приходом волны в грунте. Процесс нагруже-
ние — разгрузка повторяется 5 раз и далее 
происходит процесс структурного разруше-
ния грунта с тремя участками разгрузки, и на-
конец переходит в состояние сухого трения.

Для принятых данных на рис. 5а и рис. 5b 
представлены изменения по времени про-
дольного напряжения трубопровода Tσ  в его 
различных сечениях в линейном и нелинейном взаимодействии трубопровода с грунтом 
(с учетом структурного разрушения грунта и выхода в состояние сухого трения). Максималь-
ное продольное напряжение в трубопроводе 50.5 .Tσ =ìàõ ÌÏà  Минимальное продольное на-
пряжение в трубопроводе 59.4 ,Tσ = −ìèí ÌÏà  это значение по модулю превосходит значение 
вычисленного напряжения по статической теории 54.6 .Tσ =ìàõ ÌÏà  Это явление просматри-
вается в промежутке расстояний от 49 м до 153 м от левого торца трубопровода. Такое явление 
связано с малым напряжением на левом торце трубопровода и отражением возбуждаемых 
волн в трубопроводе за счет действия волны в грунте. Здесь так же видим (рис. 5c (линейний) 
и рис. 5d (нелинейний)) выход на стационарный режим после расстояния 374 метра от левого 
торца трубопровода. В стационарном состоянии максимальное значение по модулю продоль-
ного напряжения на расстоянии 500 м от левого торца трубопровода равно 52.1Tσ =ìàõ ÌÏà  
на рис. 5c, 52.18Tσ =ìàõ ÌÏà  на рис. 5d. 

Теперь представим модель взаимодействия трубопровода с грунтом в виде кусочно-линей-
ной функции, как на рис. 6. 

Рис. 4. Зависимость касательного напряжения 
от относительного смещения при f constτ =

Рис. 5. Продольное напряжение в сечениях трубопровода
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Рассмотрим результаты расчетов при 
0,η =  0 0.1 ,t = ñ  0.5,f =  15 ,aτ = êÏà  
17.5 ,bτ = êÏà  20 ,cτ = êÏà  22 ,pτ = êÏà  
14 ,eτ = êÏà  10 ,fτ = êÏà  

7 3
1 2 10 ,k k= = Í / ì  7 3

3 0.85 10 ,k = ⋅ Í / ì  
7 3

4 1.2 10 ,k = ⋅ Í / ì  7 3
5 0.75 10 ,k = ⋅ Í / ì  

7 3
6 1.5 10 ,k = ⋅ Í / ì  7 3

7 0.4 10 ,k = ⋅ Í / ì  
7 3

8 1.8 10 ,k = ⋅ Í / ì  7 3
9 0.3 10 ,k = − ⋅ Í / ì  

7 3
10 2 10 ,k = ⋅ Í / ì  7 3

11 0.2 10 ,k = − ⋅ Í / ì  
7 3

12 2.5 10 .k = ⋅ Í / ì
Пусть по грунту распространяется 

продольная волна, нормаль к фронту ко-
торой параллельно к оси трубопровода, 

0cos[ ( / ) / ] ( / ),g gm g gt x c t H t x cσ σ π= − ⋅ −  
c амплитудой 0.5 .gmσ = ÌÏà  Тогда вид 
диаграммы «боковое касательное напря-
жение — относительное перемещение» в 
течение 1 секунды на расстоянии 15 м от 
левого торца представлен на рис. 7. На 
рис. 8a представлены изменения по вре-
мени продольного напряжения трубо-
провода Tσ  в случае нелинейного взаи-
модействия в различных сечениях, 

46.21 ,Tσ =ìàõ ÌÏà  минимальное про-
дольное напряжение трубопровода 

46.16 .Tσ = −ìèí ÌÏà  На рис. 8b представ-
лены изменения по времени продольно-
го напряжения трубопровода Tσ  в его 
различных сечениях при упругом взаи-

Рис. 6. Диаграмма зависимости 
( , ) ( )N g gu u u uτ ψ σ= − ⋅ −

Рис. 7. Зависимость касательного напряжения 
от относительного смещения на расстоянии15 м 

от левого торца трубопровода

Рис. 8. Продольное напряжение в сечениях трубопровода
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модействии, 46.14 ,Tσ =ìàõ ÌÏà  минимальное продольное напряжение трубопровода 
46.22 .Tσ = −ìèí ÌÏà  Здесь так же видим выход на стационарный режим на рис. 8c и рис. 8d. В 

стационарном состоянии максимальное значение по модулю продольного напряжения в тру-
бе равно 46.29Tσ =ìàõ ÌÏà  на рис. 8c. При упругом состоянии 46.26Tσ =ìàõ ÌÏà  на рис. 8d.

Заключение

Методом конечных разностей по явной схеме решена нестационарная задача о воздей-
ствии плоской продольной волны, распространяющейся в грунте, на подземный трубопровод 
конечной длины при взаимодействии его с грунтом по нелинейной модели с учетом разруше-
ния структуры грунта и динамического давления. Показана правомерность кусочно-линейной 
аппроксимации нелинейной модели взаимодействия трубопровода с грунтом. По мере умень-
шения частоты сейсмической волны максимальное значение продольного напряжения уве-
личивается в трубопроводе при одинаковых амплитудах напряжения в гармонической волне, 
распространяющейся в грунте. Результаты расчетов показали, что для волн, соответствующих 
по частоте доминантным частотам сейсмических волн от землетрясений, динамическим дав-
лением на боковой поверхности протяженных подземных трубопроводов, неглубокого зало-
жения, можно пренебречь. Следовательно, в задачах сейсмодинамики протяженного подзем-
ного трубопровода с упругим взаимодействием можно использовать динамическую модель 
взаимодействия Т. Р. Рашидова — А. А. Ильюшина. 

Литература

1. Рашидов Т. Динамическая теория сейсмостойкости сложных систем подземных соору-
жений / Т. Рашидов. – Ташкент : Фан, 1973. – С. 180.

2. Muravyeva L. Risk Assessment for a Main Pipeline under Severe Soil Conditions on Exposure to 
Seismic Forces / L. Muravyeva and N. Vatin // Appl. Mech. Mater. – 2014. – P. 468–471.

3. Georgievskii D. V. Seismodynamics of extended underground structures and soils: Statement of 
the problem and self-similar solutions / D. V. Georgievskii and M. S. Israilov // Mechanics of Solids. – 
2015. –  50(4). – P. 473–484.

4. Султанов К. С. Волновая теория сейсмостойкости подземных сооружений / К. С. Султа-
нов. – Ташкент: Фан, 2016. – С. 392.

5. Массарш К. Р. Деформационные свойства мелкозернистых грунтов на основе показате-
лей сейсмических испытаний / К. Р. Массарш // Реконструкция городов и геотехническое стро-
ительство. – 2005. – № 9. – C. 203–220.

6. Kosimov E. A. Comparison of the impacts of harmonic and seismic waves on an underground 
pipeline during the Gazli earthquake / E. A. Kosimov, I. Mirzaev, D. A. Bekmirzaev; IOP Conf. Series: 
Materials Science and Engineering. – 2021. 1030 012082 IOP Publishing.

7. Mirzaev I. M. Plane wave propagation and fracture in elastic and imperfectly elastic jointed 
structures / I. M. Mirzaev, V. S. Nikiforovskii // Soviet Mining Science. – 1973. – 9. – С. 161–165.

8. Прикладные задачи сейсмодинамики сооружений. Книга 1. Действие сейсмических волн 
на подземный трубопровод и фундаменты сооружений, взаимодействующих с грунтовой сре-
дой / Т. Р. Рашидов, С. В. Кузнецов, Б. М. Мардонов, И. Мирзаев. – Tашкент.: «Navro’z», 2019. – 
C. 268.

9. Mirzaev I. Wave processes in an extended underground pipeline interacting with soil according to 
a bilinear model / I. Mirzaev and J. Shomurodov // AIP Conference Proceedings 2432, 030049. – 2022. 

10. Bekmirzaev D. A. Earthquake Resistance Assessment of Buried Pipelines of Complex 
Configuration Based on Records of Real Earthquakes / D. A. Bekmirzaev and I. Mirzaev // Soil Mech. 
Found. Eng. 57, 491. – 2021.



1092

11. Мирзаев И. Математическое моделирование сейсмодинамики протяженного трубопро-
вода в разжижаемом грунте / И. Мирзаев, Ж. Ф. Шомуродов // Актуальные проблемы при-
кладной математики, информатики и механики: сборник трудов Международной научной 
конференции, Воронеж, 13–15 декабря 2021 г. – 2022. – С. 1270–1277.

12. Khusanov B. Thickness dimensions of the contact layer of soil-rigid body interaction / B. Khu-
sanov and B. Rikhsieva // E3S Web Conf. – 2019.

13. Исраилов М. Ш. Действие сейсмической волны на подземный трубопровод / М.Ш. Исра-
илов // Проблемы механики, – 2022. – № 3. – С. 3–24. – URL: https://pmjournal.uz/archive/2022/3.

14. Okamoto S. Introduction to Earthquake Engineering / S. Okamoto // University of Tokyo 
Press. – 1984. – P. 629.

15. O’Rourke M. J. Center for Earthquake Engineering Research / M. J. O’Rourke and X. Liu 
Multidisciplinary // Monograph Series. – 1999.

16. Prediction of earthquake damage to urban water distribution systems: a case study for Denizli 
Turkey / S. Toprak, F. Taskin and A. C. Koc // Bull Eng Geol Environ – 2009. – 68. – P. 499–510. 

17. Earthquake Response of Underground Pipeline Networks in Christchurch, NZ / T. D. O’Rourke, 
S. S. Jeon, S. Toprak, M. Cubrinovski, M. Hughes, S. Van Ballegooy and D. Bouziou // Earthq. Spectra 
30. – 2014.

18. Assessment of seismic risk in Tashkent, Uzbekistan and Bishkek, Kyrgyz Republic / M. Erdik, 
T. Rashidov, E. Safak and A. Turdukulov // Soil Dyn. Earthq. Eng. 25. – 2005.

19. Muravyeva L. The Safety Estimation of the Marine Pipeline / L. Muravyeva and N. Vatin // 
Appl. Mech. Mater. – 2014.

20. Никитин Л. В. Статика и динамика твердых тел с внешним сухим трением / Л. В. Ники-
тин. – М. : Моск. Лицей, 1998. – С. 261.

21. Dynamics of rods with interfacial dry friction / R. I. Mogilevsky, T. O. Ormonbekov and 
L. V. Nikitin // J. Mech. Behav. Mater. 5, 85. – 1993.

22. Султанов К. С. Сравнительный анализ теории сейсмостойкости подземных трубопро-
водов / К.С. Султанов // Проблемы Механики, – 2021. – № 1. – С. 3–27. – URL: https://pmjournal.
uz/archive/2021/1.

23. Sultanov K. Wave Theory of Seismic Resistance of Underground Pipelines / K. Sultanov and 
N. Vatin // Appl. Sci – 2021. – 11(4). – 1797.

24. Mirzaev I. Wave processes in an extended underground pipeline interacting with soil according 
to the model of an “ideal elastoplastic body” / I. Mirzaev and J. F. Shomurodov // J. Phys.: Conf. Ser. 
1902 012017. – 2021.

25. Полянин А. Д. Нелинейные уравнения типа Клейна — Гордона с переменными коэф-
фициентами: точные решения в неявной форме / А. Д. Полянин // Вестник национального 
исследовательского ядерного университета МИФИ. – 2019. – URL: https://www.elibrary.ru/item.
asp?doi=10.1134/S2304487X19020111.

26. Рыскин Н. М. Нелинейные волны / Н. М. Рыскин, Д. И Трубецков // Синергетика: от 
прошлого к будущему. № 80. – М. : URSS; ЛЕНАНД, 2017. – С. 312.



1093

УДК 539.42

ОПРЕДЕЛЕНИЕ НАПРЯЖЕННО-ДЕФОРМИРОВАННОГО СОСТОЯНИЯ 
АНИЗОТРОПНЫХ МАТЕРИАЛОВ С КУБИЧЕСКОЙ КРИСТАЛЛИЧЕСКОЙ РЕШЕТКОЙ

Самарский национальный исследовательский университет имени академика С. П. Королева

К. А. Мушанкова

Аннотация. В статье представлено сравнение полей напряжений в окрестности верши-
ны центральной трещины анизотропного материала двумя различными подходами: мо-
лекулярно-динамическим, реализованным в программном пакете LAMMPS (Large-scale 
Atomistic/Molecular Massively Parallel Simulator), и с помощью математического аппарата, 
представленного в статье Неджати, Гули, Аятоллахи [1]. По результатам исследования 
можно сказать, что математический аппарат приведенной статьи лучше коррелирует с 
результатами атомистического моделирования, нежели решение Уильямса для изотроп-
ного материала, сравнение с которым представлено в статьях [2, 3].
Ключевые слова: метод молекулярной динамики, анизотропные материалы, поля напря-
жений, потенциал погруженного атома.

Введение

Одной из актуально-современных проблем механики разрушения является анализ полей, 
ассоциированных с вершиной трещины. Для описания напряженно-деформированного со-
стояния вблизи кончика трещины, применяются различные подходы [2–9]. Острый интерес 
в настоящее время вызывает сопоставление полей напряжений, получаемых в рамках кон-
тинуального (базирующегося на механике континуума) и дискретного подхода (зиждущегося 
на методе молекулярной динамики) [2–9]. В статьях [2–3] было показано, что решение Уи-
льямса хорошо подтверждается расчетами, проведенными методом молекулярной динами-
ки. Но следует обратить внимание на то, что ранее два расчета, основанные на дискретном и 
непрерывном описании деформирования твердых тел, сравнивались для разных материалов, 
анизотропного с кубической кристаллической решеткой и изотропного. Несмотря на то, что 
качественно результаты совпали, более естественным будет провести сравнение полей напря-
жений, полученных с использованием атомистического моделирования, с результатами, полу-
ченными математическим аппаратом теории упругости для анизотропных сред, представлен-
ным в статье [1] с видами сингоний, присущими исследуемым в рамках метода молекулярной 
динамики материалам.

1. Детали моделирования подходов к определению полей напряжений 
анизотропных материалов

1.1. Метод молекулярной динамики

В рамках атомистического моделирования была рассмотрела пластинка с размерами 
120×120×5 в единицах параметра решетки, включающая в себя 288000 атомов. В качестве ис-
следуемого материала была выбрана гранецентрированная кубическая медь с параметром ре-
шетки 3.615 Å. Взаимодействие атомов меди задавалось потенциалом погруженного атома, 
определенным файлом Cu_u3.eam (embedded atom model). К пластинке были приложены пе-
риодические граничные условия. Для избежания влияния пластической деформации темпе-
ратура пластинки поддерживалась равной 0.1 К за счет использования термостата Нозе-Гу-
вера при моделировании. Центральный дефект был получен путем удаления взаимодействий 
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между группами атомов. Пластинка растягивалась с относительной скоростью деформации 
равной 0.01 1/пс.

По результатам расчета в открытом коде LAMMPS были получены визуализации в про-
граммном пакете OVITO. На временных шагах 2 пс, 3.5 пс, 5 пс были получены распределения 
различных компонент тензора напряжений (рис. 1–3). Для наглядности визуализации пред-
ставлены в увеличенном масштабе.

Для определения полей напряжений в окрестности вершины трещины, в программном 
коде OVITO была выбрана кольцевая область с внешним радиусом 20 Å, внутренним радиу-
сом 14 Å. 

1.2. Аналитическое решение для компонент тензора напряжений анизотропного материала

Аналитическое решение для компонент тензора напряжений с учетом анизотропии, полу-
ченное в статье Неджати, Гули, Аятоллахи [1], имеет вид:

Рис. 1. Депенденция компоненты тензора напряжений 11σ   
на временных шагах 2 пс, 3.5 пс, 5пс для ГЦК-меди

Рис. 2. Депенденция компоненты тензора напряжений 22σ  
на временных шагах 2 пс, 3.5 пс, 5пс для ГЦК-меди

Рис. 3 Депенденция компоненты тензора напряжений 12σ  
на временных шагах 2 пс, 3.5 пс, 5пс для ГЦК-меди
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2 1 2 1 2 1

(cos sin ) ,

(cos sin ) (cos sin )

n

n n

n

n n

θ µ θ

µ µ θ µ θ µ µ θ µ θ

+
−

− + − +
− −

  
  
  
  +  
     − + − +       

где 1 2,µ µ  — корни характеристического уравнения; 
,r θ  — полярные координаты с полюсом в вершине трещины;

,n nA B  — амплитудные коэффициенты моды I и моды II в асимптотических полях напря-
жений.

Точное решение параметров трещины при одноосном нагружении также было получено 
авторами Неджати, Гули, Аятоллахи в статье [1].

Коэффициенты сингулярных членов асимптотических полей вершины трещины представ-
ляются формулами:

 2
1 1

2 2sin , sin cos .
4 4

a aA Bσ α σ α α= =

Следующие коэффициенты определяются выражениями:

 2 2
2 1 2 1 2

1 2

cos ( )sin ( ) ,
2 ( )

A σ α µ µ α λ µ µ
µ µ

 = +ℜ + ℜ + ℑ +

 [ ]1 2
2

1 2

( ) sin cos .
2 ( )

B σ µ µ α α λ
µ µ

ℜ +
= −

ℑ
Также приведем третьи амплитудные коэффициенты асимптотического разложения:

 2
3 3

3 3sin , sin cos .
8 2 8 2

A B
a a
σ α σ α α= =

Члены более высокого порядка при 4n ≥  имеют вид:
 2 2 2 2 0, ( 1, 2, 3, ...),n nA B n+ += = =

 
1 2

2 3 1
2

( 1) sin 1 3 5...(2 1) 3 5 7...(2 1)4 , ( 1, 2, 3, ...),
2 4 6 ...(2 ) 4 6 8 ...(2 2)8(2 )

n

n
n

n nA n
n na

σ α+

+
+

 − × × − × × +
= − × + = × × × × × × + 

 
1

2 3 1
2

( 1) sin cos 1 3 5...(2 1) 3 5 7...(2 1)4 , ( 1, 2, 3, ...).
2 4 6 ...(2 ) 4 6 8 ...(2 2)8(2 )

n

n
n

n nB n
n na

σ α α+

+
+

 − × × − × × +
= − × + = × × × × × × + 

При использовании общего закона Гука, а также определения напряжений с помощью 
функции Эри, авторами приведенного аналитического решения было получено условие со-
вместности в виде: 
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4 4 4 4 4

22 26 12 66 16 114 3 2 2 3 4
1 1 2 1 2 1 2 2

2 (2 ) 2 0,S S S S S S
x x x x x x x x
φ φ φ φ φ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
− + + − + =

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
где ijS  – компоненты тензора податливости в нотации Фойгта.

Для решения полученного уравнения совместности используется общее решение в виде 
комплексного потенциала ( )zφ φ=  с комплексной переменной .z x yµ= +  Таким образом, по-
лучаем характеристическое уравнение вида:

 4 3 2
11 16 12 66 26 222 (2 ) 2 0.S S S S S Sµ µ µ µ+ + + − + =

Поскольку нами будет рассматриваться материал с кубической симметрией решетки, ком-
поненты тензора податливости 16 26, 0,S S =  11 22.S S=  Тогда получаем уравнение:

 4 2
11 12 66 11(2 ) 0.S S S Sµ µ+ + + =

Тогда 1 2 3 4, , ,µ µ µ µ  будут определяться выражениями: 

 

2 2
12 66 12 66 11

1,3
11

2 2
12 66 12 66 11

2,4
11

(2 ) (2 ) 4
,

2

(2 ) (2 ) 4
.

2

S S S S S
S

S S S S S
S

µ

µ

− + + + −
= ±

− + − + −
= ±

2. Сравнение результатов моделирования анизотропного материала

По результатам молекулярно-динамического моделирования был получен файл, содержа-
щий координаты для 880 атомов, входящих в кольцевую область в окрестности вершины тре-
щины, а также соответствующие значения компонент тензора напряжений. В рамках решения 
нами удерживалось 20 слагаемых для получение более точного соответствия [4–6].

На рис. 4 представлены полученные результаты сравнения двух подходов к моделирова-
нию напряженно-деформированного состояния анизотропного материала. 

Заключение

Сравнивая два подхода к определению напряженно-деформированного состояния в окрест-
ности вершины трещины для анизотропного материала, мы видим соответствие в результатах 
моделирования. Таким образом, можно сказать, что оба подхода к моделированию полей на-
пряжений анизотропных материалов имеют право на широкое использование. Дальнейшим на-
правлением исследования является сопоставление результатов этих подходов для других случа-
ев кристаллической симметрии, а также запуск расчета на суперкомпьютере с целью получения 
большего количества атомов в рамках молекулярно-динамического моделирования.

Рис.4. Депенденция компонент тензора напряжений 11 22 12, ,σ σ σ  от полярного угла θ  (черная 
линии – решение, полученное в рамках математического аппарата, подробно изложенного 

в [1], фиолетовые точки — результат молекулярно-динамического моделирования)
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УДК 539.3

ИССЛЕДОВАНИЕ СОБСТВЕННЫХ ЧАСТОТ ПРИ КОЛЕБАНИИ ПЛАСТИНКИ 
ПОДКРЕПЛЕННОЙ РЕБРАМИ ЖЕСТКОСТИ

Саратовский национально исследовательский государственный университет 
имени Н. Г. Чернышевского

В. В. Мыльцин

Аннотация. В работе построена математическая модель колебаний нерегулярной орто-
тропной пластины, подкрепленной ребрами, находящейся в стационарном температур-
ном поле. За основу взята континуальная модель геометрически нерегулярной пластин-
ки. Исследуются частоты свободных колебаний при малых прогибах. Проведен анализ 
собственных частот колебаний пластинки при различных геометрических и термомеха-
нических параметрах.
Ключевые слова: геометрически нерегулярная пластинка, свободные колебания, часто-
та, ребра жесткости, дельта функция Дирака.

Введение

Свободным колебаниям пластинок различной геометрии посвящено много работ [1–5]. 
Первая работа посвящена исследованию устойчивости, нагретой ортотропной геометрически 
нерегулярной пластинки, находящейся в сверхзвуковом потоке газа. Относительная интенсив-
ность поперечной нагрузки определяется по поршневой теории. В работе получены условия 
при которых пластинка не покидает своего положения равновесия. Исследуется статический и 
квазистатический случаи и случай малых колебаний. Численное исследование сверхзвукового 
флаттера пластины с использованием точной аэродинамической теории проведено в [2]. В ра-
боте исследуются собственные колебания при низких сверхзвуковых числах Маха. В [3] по-
лучено аналитическое решение задачи о колебаниях ребристой пластины и абсолютно жест-
кого штампа, образующих стенки щелевого канала, заполненного слоем вязкой несжимаемой 
жидкости при заданном гармоническом законе вибрации основания канала. В [4] в пределах 
классических гипотез Кирхгофа — Лява построена континуальная модель термоупругой ор-
тотропной системы «оболочка-ребра», введены уравнения движения подкрепленной ребрами 
оболочки. В [5] получено дифференциальное уравнения искривления срединной плоскости 
пластинки с использованием дельта функции Дирака. 

В данной работе исследуются собственные колебания геометрически нерегулярной ор-
тотропной пластинки с шарнирно опертым краем. Задача решена с использованием метода 
Бубнова — Галеркина. Проведен анализ влияния числа ребер и других геометрических пара-
метров на значения собственных частот колебаний. В дальнейшем планируется проведение 
серии экспериментов, в которых геометрически нерегулярная пластинка обтекается сверхзву-
ковым потоком газа с одной из основных поверхностей. Эксперимент будет проводится на 
базе СГУ имени Н. Г. Чернышевского. В нем будут наблюдаться и вычисляться: колебательный 
процесс пластинки, число Маха, температура охлаждения.

1. Нахождение частот собственных колебаний геометрически нерегулярной пластинки

Рассмотрим ортотропную пластинку прямоугольную в плане с размерами a b×  и толщи-
ной .h  Пластинка подкреплена n  ребрами, симметричными относительно срединной плоско-
сти, и нагрета до постоянной температуры 0θ  (рис.1). Пластинка шарнирно оперта со всех 
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сторон. Модель подчиняется гипотезам Кирхгофа, Дюгамеля — Неймана и сжатых ребер. 
Верхняя и нижняя плоскости пластинки, как на рис. 1, описываются уравнениями вида

 1 1
1

,
2 2 2 2

n
i ii i i

i i
n

h a ahZ H x x H x x
=

       = + − − − − +       
       

∑

где ( )iH x x−  — функция Хевисайда в точках 1 2
i iax ± 

 
 не определена, но ограничена.

При выводе дифференциального уравнения из вариационного принципа Остроградского 
— Гамильтона запишем для истинного движениями  системы между двумя конфигурациями 1

0

( ' ) 0.
t

t

T J A dtδ δ δ+ + =∫  Здесь по [4]

2 2 2 22 2 2 2 2
11 12

1 2 1 22 2 2 2
1 1 2 2 1 2 1 1 20 0

1 2 4
2

a b

k
W W W W W W W WJ D D D D T T
x x x x x x x x x

ν
        ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂= + + + − − −        ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂       

∫ ∫  

2 2 22
22

22 1 1 1 1 1 22
1 12 2 2

( ) ( )
n n

p i p i
i

i i

W w wT T x x G x x dx dx
x x x

δ δ
= =

     ∂ ∂ ∂ − + − + −      ∂ ∂ ∂      
∑ ∑  — потенциальная энер-

гия системы, 
2

1 2 3
0 02

Z a b

Z

WT dx dx dx
g t
γ +

−

∂ =  ∂ ∫ ∫ ∫  — кинетическая энергия сиcтемы [5], элементарная работа A  

внешних сил равна нулю. Тогда прогиб пластинки 1 2( , , )W x x t  удовлетворяет уравнению [1]

 
3

2 2 2 22
1111 2 1122 2222 3 2222 1 1 22

11 1 1 1

, 2 2 , , , ( ) ,
n

ik i
i i

i

D hE E TW W W W a x x W
D E E h D

ν δ
=

   + + + + Φ − − −   
  

∑  

 22
22 1 1 1 1

1 11 1 1

, ( ) , , ( ) 0,
pn n

i ii i
i tt tt

i i

h aT haW x x W W x x
D D D

ρρδ δ
= =

− − + + − =∑ ∑

где 
3

1
1

1 2

,
12(1 )

E hD
ν ν

=
−

 1E  и 2E  — модули Юнга, 1ν  и 2ν  — коэффициенты Пуассона, 
3

12 ,
12k
hD = G  

12G  — модуль сдвига в срединной плоскости ГНП, 
g
γρ =  — плотность материала, γ  — удель-

ный вес материала, g  — интенсивность поля тяжести, 
2

3 1 3 3 ,i
i i

h h= + +
h h

 
Φ  

 
 ih  и ia  — высота 

и ширина i-го ребра.

Рис. 1. Изображение i-го ребра геометрически нерегулярной пластинки
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Граничные условия возьмем в виде при 1 0,x =  1 ,x = a  0,W =  1 0 1
11

(1 ), ,W =
h

α θ ν+
−  при 

2 0,x =  2 ,x = b  0,W =  2 0 2
22

(1 ),W
h

α θ ν+
= −  и начальные условия при 0t =  0.WW

t
∂

= =
∂

Усилия в ортотропной пластинке найдены из системы

 11 1 12 2 12 1 1 1
1

, , , ( ) 0,
n

p i
i

i
T T a T x xδ

=

+ + − =∑

 22 2 12 1 22 2 1 1
1

, , , ( ) 0,
n

p i
i

i
T T a T x xδ

=

+ + − =∑
с краевыми условиями при 1 0,x =  1 ,x = a  11 0,12T = T =  при 2 0,x =  2 ,x = b  12 0,T =  0,v =  и имеют вид 

22 2 2 0 ,T E hα θ= −  22 2 2 0 ,p
iT E hα θ= −  2α  — коэффициент линейного расширения материала.

Введем безразмерные переменные по формулам

 1 ,x
a

ξ =  1 ,
i

i x
a

ξ =  2 ,x
a

η =  ,WW
h

∗  1 ,c
a

τ =  1
1

1 2

,
12(1 )

Ec
ν ν ρ

=
−

 (1)

и воспользуемся свойством дельта функции Дирака 1( ) ( ),
| |

ax x
a

δ δ=  получим безразмерное 

уравнение прогиба для прямоугольной пластинки в виде

 
3 24 4 4 4 2

12 2 2 2
1 3 2 04 2 2 4 4 2 2

11 1 1 1

2 ( )
6

n
ii i

i
i

h aG E E EW W W W a W
c E E h a c h

ν δ ξ ξ α θ
ξ ρ ξ η η η ρ η=

 ∂ ∂ ∂ ∂ ∂     + + + + Φ − + +      ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂     
∑

 
22 2 2

2
2 0 2 2 2 2

1 11

( ) ( ) 0.
n n

i ii i i i

i i

h a a hE a W a W a W
c h h h h h h h

α θ δ ξ ξ δ ξ ξ
ρ η τ τ= =

∂ ∂ ∂          + − + + − =          ∂ ∂ ∂          
∑ ∑  

Здесь W ∗  заменено на .W  В этом случае граничные и начальные условия имеют вид

при 0,=ξ  0,=ξ  
2

11 1 0 10, , (1 ) ,aW W
h

α θ ν  = = − +  
 

при 0,=η  1,η =  
2

11 2 0 20, , (1 ) ,aW W
h

α θ ν  = = − +  
 

при 0τ =  0.WW
τ

∂
= =
∂

Решение ищем методом Бубнова — Галеркина в виде двойного тригонометрического ряда 
с временным коэффициентом в виде

 
,

( , , ) ( ) sin( ) sin .km
k m

aW k m
b

ξ η τ ζ τ πξ πη =  
 

∑  (2)

Получаем безразмерное уравнение относительно временного коэффициента

 ( ) ( )
32 4 4

22 4 4 212 2 2
1 32

11 1 1

2 2 sin
6

n
ii i

i
i

h aG E Ea a ak km m m k
c b E b E b h a

ν πξ
ρ =

          + + + + Φ −           
          

∑

 ( )
2 2 2 2

2 42 2
2 0 2 02 2

11 1

2( ) ( ) sin ( )
n

ii i

i

h aE Ea m a a a m k
c h b c h b h a

α θ α θ πξ π ζ τ
ρ π ρ π=

           − − +           
           

∑

 ( )
2

2

1
2 sin ''( ) 0,

n
ii i

i

a ha a k
h h a h

πξ ζ τ
=

     + + =      
      

∑
или

 2
0''( ) , ( ) 0.kmζ τ ω ζ τ+ =  (3)
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Таким образом, значение для частоты имеет вид

 
( )

( )
2 44

22 2 412 2
0 1 2

2 1 1

1

, 2
62 sin

km n
ii i

i

G Ea ak km m
a ha c b E bk

h a h

πω ν
ρπξ

=

     = + + + +             +    
    

∑

 ( )
34

4 22
3

11

2 sin
n

ii i
i

i

h aE am k
E b h a

πξ
=

    + Φ −     
     

∑  (4)

 ( )
2 2 2 2

22 2
2 0 2 02 2

11 1

2( ) ( ) sin .
n

ii i

i

h aE Ea m a a a m k
c h b c h b h a

α θ α θ πξ
ρ π ρ π=

           − −           
           

∑

2. Численный эксперимент

По формуле (4) были вычислены значения частот пластинки при различных геометриче-
ских и термомеханических параметрах. Полученные результаты сведены в табл. 1 и 2. Параме-
тры входящие в (4) могут принимают значения 1 ,1 2;

2
a = ,
b

 0.01,ia =
a

 1,...,5,ih =
h

 100.h =
a

 Ре-

бра располагаются симметрично в соответствии с рис. 2. 

Таблица 1
Значения частот собственных колебаний при 2 0.03ν = ,  1 0.3ν = ,  10.04G E= ,  

5
1 2.1·10E =  кг/(см·с–1), / 1ih h = ,  0 20θ =  (град), 1n =

Отношения сторон
/ 1/ 2a b = / 1a b = / 2a b =

0 11,ω 0.10795 0.13503 0.23884

0 12,ω 0.13503 0.23884 0.64197

0 21,ω 0.40410 0.43172 0.53819

0 22,ω 0.43172 0.53819 0.93706

Таблица 2
Значения частот собственных колебаний при 2 0.03ν = ,  1 0.3ν = ,  

10.04 ,G E=  5
1 1.6·10E =  кг/(см·с–1)

1,  / 1, / 1in a b h h= = = 0/ 1, 10,  / 3ia b h hθ= = =

0 20θ = 0 200θ = 0 300θ = 1n = 2n = 3n =
0 11,ω 0.13503 0.13500 0.13496 0.138571 0.140537 0.142476

0 12,ω 0.23884 0.23877 0.23868 0.269448 0.285405 0300507

0 21,ω 0.43172 0.43171 0.43170 0.431722 0.433451 0.434026

0 22,ω 0.53819 0.53816 0.53813 0.538201 0.562163 0.569917

Анализ результатов показывает, что значения собственных частот колебаний гладкой пла-
стинки меньше [6], чем геометрически нерегулярной пластинки (расположение ребер пока-
зано на рис. 2). Каждое новое ребро увеличивает частоту собственных колебаний. Увеличе-
ние температурного поля приводит к уменьшению значения частоты собственных колебаний 
геометрически нерегулярной пластины. Таким образом, изменяя температуру и количество 
ребер, отношение длины к толщине пластины можно подобрать оптимальную собственную 
частоту для работы прибора.
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Заключение

В работе исследованы собственные колебания геометрически нерегулярной пластинки 
подкрепленной симметричными ребрами жесткости относительно срединной плоскости пла-
стинки. Исследования показали уменьшение значения частоты при увеличении числа ребер, 
при этом с увеличением температуры нагрева происходит обратная зависимость. 
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а) Одно ребро б) Два ребра в) Три ребра
Рис. 2. Расположение ребер на пластинке
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Аннотация. Получено аналитическое решение задачи об отражении и прохождении сфе-
рической звуковой волны через однородную изотропную упругую пластину с неоднород-
ным упругим слоем. Приведены результаты численных расчетов частотных характери-
стик отраженного и прошедшего акустических полей.
Ключевые слова: звуковые волны, упругая однородная пластина, неоднородный упругий 
слой.

Введение

Отражение и прохождение звука через плоскую однородную изотропную упругую пласти-
ну исследовалось во многих работах (см., например, [1]). Задачи об отражении и преломлении 
плоской звуковой волны неоднородным упругим плоским слоем, граничащим с идеальными 
жидкостями, решены для изотропного слоя [2], для трансверсально-изотропного слоя [3, 4], 
для слоя с анизотропией общего вида [5]. В [6] изучалось прохождение звука через неоднород-
ный анизотропный плоский слой, граничащий с вязкими жидкостями. Задачи об отражении и 
прохождении плоской звуковой волны через однородный упругий плоский слой с неоднород-
ным по толщине покрытием решены в [7, 8]. В [7] полагалось, что слой граничит с идеальными 
жидкостями, а в [8] — с вязкими. В [9] исследовано влияние неоднородного покрытия одно-
родной упругой пластины на отражение и прохождение плоской звуковой волны при распо-
ложении покрытия на разных поверхностях пластины.

В настоящей работе рассматривается задача о рассеянии сферической звуковой волны од-
нородной упругой пластиной с неоднородным по толщине упругим покрытием.

1. Постановка задачи

Рассмотрим бесконечный однородный изотропный упругий слой толщиной ,H  материал 
которой характеризуется плотностью 0ρ  и упругими постоянными 0λ  и 0.µ  К пластине при-
легает неоднородный по толщине изотропный упругий слой толщиной h  (рис. 1). Модули 
упругости и плотность материала слоя описываются непрерывными функциями координаты 
.z  Поверхности пластины и слоя граничат с идеальными жидкостями, которые имеют плотно-

сти 1,ρ  2ρ  и скорости звука 1,c  2c  соответственно.
Пусть из полупространства z h< −  на тело падает монохроматическая симметричная сфе-

рическая звуковая волна, потенциал скорости которой имеет вид

 [ ]1
0

exp ( )
,

i k R t
A

R
ω

ψ
−

=

где A  — амплитуда волны; 1k  — волновое число в полупространстве ;z h< −  ω  — круговая 
частота; 0| |;R = −r r  r  и 0r  — векторы, соединяющие начало координат с точкой наблюдения 

( , , )M x y z  и с точечным источником 0 0(0,0, )M z−  соответственно; 2 2 1/2
0[ ( ) ] ;R x z z= + +  t  — 

время. В дальнейшем временной множитель exp( )i tω−  будем опускать.
Определим отраженную и прошедшую через пластину со слоем волны, а также найдем 

поле внутри неоднородного слоя.
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2. Аналитическое решение задачи

Распространение упругих волн в неоднородном упругом слое описывается общими урав-
нениями движения сплошной среды [10]

 2= ( ) ,xyxx xz
xz u

x y z
σσ σ ω ρ
∂∂ ∂

+ + −
∂ ∂ ∂

 

 2= ( ) ,xy yy yz
yz u

x y z
σ σ σ

ω ρ
∂ ∂ ∂

+ + −
∂ ∂ ∂

 

 2= ( ) ,yzxz zz
zz u

x y z
σσ σ ω ρ
∂∂ ∂

+ + −
∂ ∂ ∂

 

где ,xu  yu  и zu  — компоненты вектора смещения u  частиц неоднородного слоя, ijσ  — компо-
ненты тензора напряжений в неоднородном слое.

Распространение малых возмущений в однородной изотропной пластине описывается 
скалярным и векторным уравнениями Гельмгольца [11]

 2 2= 0, = 0,lk kτ∆Ψ + Ψ ∆ +
 

Φ Φ  
где Ψ  и 



Φ  — скалярный и векторный потенциалы смещения; lk  и kτ  — волновые числа про-
дольных и поперечных упругих волн. При этом вектор смещения частиц упругой пластины 

(0) = grad rotΨ +u


Φ  (div = 0).


Φ
Потенциалы скорости отраженной от пластины 1Ψ  и прошедшей через нее 2Ψ  являются 

решениями уравнений Гельмгольца [11]
 2 = 0, 1,2,j j jk j∆Ψ + Ψ =  

где 2k  — волновое число в полупространстве .z H>
Скорость частиц жидкости jv  и акустическое давление jp  в верхнем и нижнем полупро-

странствах определяются по формулам
 1 0 1grad ( ),= Ψ +Ψv    2 2grad ,= Ψv    1 1 0 1( ),p iρ ω= Ψ +Ψ    2 2 2.p iρ ω= Ψ
Граничные условия на поверхностях, соприкасающихся с жидкостями, заключаются в ра-

венстве нормальных скоростей частиц упругой среды и жидкости, равенстве на них нормаль-
ного напряжения и акустического давления, отсутствии касательных напряжений

 :z h= −          1 1= , = , = 0, = 0,z z zz xz yzi u v pω σ σ σ− −  

 :z H=         (0) (0) (0) (0)
2 2= , = , = 0, = 0.z z zz xz yzi u v pω σ σ σ− −  

Рис. 1. Геометрия задачи
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где (0) ,xu  (0)
yu  и (0)

zu  — компоненты вектора смещения частиц однородной пластины; (0)
ijσ  — 

компоненты тензора напряжений в однородной пластине.
На внутренней поверхности покрытия при переходе через границу раздела упругих сред 

должны быть непрерывны составляющие вектора смещения частиц, а также нормальные и 
тангенциальные напряжения

 = 0 :z             (0) (0) (0) (0) (0) (0)= , = , = , = , = , = .x x y y z z zz zz xz xz yz yzu u u u u u σ σ σ σ σ σ  
Представим потенциал скорости падающей сферической волны в виде разложения по пло-

ским волнам [11]

 0 0( , , ) ( , ) ,x y z d dψ ψ ξ ς ξ ς
+∞ +∞

−∞ −∞

= ∫ ∫   (1)

где 1[ ]
0 ( , ) ( , ) ,i x y zI e ξ ς χψ ξ ς ξ ς + +=  1 0

1

( , ) ,
2

i ziI A e χξ ς
πχ

=  2 2 2
1 1 .kχ ξ ς= − −

Замечаем, что подынтегральное выражение в (1) аналогично по форме выражению пло-
ской волны, падающей произвольным образом на пластину с покрытием. Потенциал скорости 
такой волны определяется выражением

 0 0 1 1 1exp{ [ ( )]},pl x y zA i k x k y k z hψ = + + +  (2)

где 0A  — амплитуда волны; 1 1 0 0sin cos ,xk k θ ϕ=  1 1 0 0sin sin ,yk k θ ϕ=  1 1 0coszk k θ=  — проекции 
волнового вектора 1k  на оси координат ,x y  и ;z  0θ  и 0ϕ  — полярный и азимутальный углы 
падения плоской волны соответственно.

Сравнивая формулы (1) и (2) находим, что ξ  соответствует 1 ,xk  ς  — 1 ,yk  а ( , )I ξ ς  — 1
0 .zik hA e  

Поэтому решение поставленной задачи можно найти, воспользовавшись решением задачи о 
прохождения плоских звуковых волн через пластину с непрерывно-неоднородным покрытием.

При рассеянии первичного поля возмущений, определяемого потенциалом 0 ( , ),ψ ξ ς  по-
тенциалы отраженной 1ψ  и прошедшей 2ψ  волн, потенциалы смещения ,Ψ  Φ  в однородной 
пластине и компоненты вектора смещения ,xu  ,yu  zu  в покрытии определяются формулами, 
аналогичными в случае падения плоской волны с потенциалом 0 ,plψ  в которых следует сде-
лать указанные выше замены.

Для решения задачи о рассеянии сферической волны воспользуемся решением задачи об 
отражении и преломлении плоской волны в двумерном случае, полученном в [7].

В [7] была введена декартова прямоугольная система координат , , ,x y z  которую переобо-
значим через 1 1 1, , ,x y z  а в случае наклонного падения (трехмерный случай) будем использо-
вать систему координат , , .x y z  При этом координатные оси 1Oz  и Oz  совпадают.

В двумерном случае волновой вектор 1k  которой лежит в плоскости 1 1,x z  и его проекции 
на оси координат x  и z  соответственно равны 

11 1 0sin ,xk k θ=  
11 0,yk =  

11 1 0cos .zk k θ=  Элементы 
решения двумерной задачи, рассмотренной в [7], будем снабжать индексом 1.

Тогда потенциал скорости падающей волны записывается в виде
 

1 1

1
0 0 1 1 1 1exp{ [ ( )]},pl x zA i k x k z hψ = + +  

потенциалы скорости отраженной от слоя и прошедшей через слой волн —
 

1 1

1 1
1 1 1 1 1 1exp{ [ ( )]},pl x zA i k x k z hψ = − +  

 
1 1

1 1
2 2 1 1 2 1exp{ [ ( )]},pl x zA i k x k z Hψ = + −  

компоненты вектора смещений в неоднородном покрытии —
 

1 1 11 1 1( ) exp ( ),x x xu U z ik x=   
1 1 11 1 1( ) exp ( ).z z xu U z ik x=  

Чтобы перейти от двумерного случая к трехмерному, осуществим поворот координат как 
показано на рис. 2.
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Координаты ,x  ,y  z  будут связаны с координатами 1,x  1,y  1z  следующими формулами 
преобразования [12]:

 1 0 0cos sin ;x x yϕ ϕ= +  1 0 0sin cos ;y x yϕ ϕ= − +  1 .z z=  (3)
Используя (3), получим выражения для потенциалов в трехмерном случае
 1

1 1 1 1 1exp[ ( ( ))],pl x y zA i k x k y k z hψ = + − +  (4)

 1
2 2 1 1 2exp[ ( ( ))].pl x y zA i k x k y k z Hψ = + + −  (5)

В трехмерном случае составляющие вектора смещения u  определяются выражениями
 

1 0cos ,x xu u ϕ=    1 0sin ,yu u ϕ=    
1z zu u=

или
 11

1 0( ) cos ;yx ik yik x
x xu U z e e ϕ=    11

1 0( ) sin ;yx ik yik x
y xu U z e e ϕ=    11

1
( ) ,yx ik yik x

z zu U z e e=  
где функции 

1
( )xU z  и 

1
( )zU z  являются решениями краевой задачи, приведенной в [13].

Теперь для нахождения звуковых волн, отраженных и прошедших через пластину с покры-
тием при падении сферической волны, в формулах (4) и (5) сделаем замену 1xk  на ,ξ  1yk  на ,ς  

0A  на 1( , ) zik hI eξ ς −  и проведем интегрирования по ξ  и .ς

3. Численные исследования

На основе полученного аналитического решения задачи были проведены численные рас-
четы зависимостей 1

A
Ψ  и 2

A
Ψ  от волнового размера пластины 1k H  при расположении источ-

ника в точке с координатами 0( 0, 0, ),x y z z= = = −  где 0 5 ;10 ;100 .z H H H=  Точки наблюдения 
в отраженном и в прошедшем акустических полях имели координаты (0,0, 2 )H−  и (0,0, 2 ).H  
Полагалось, что содержащие жидкости — вода.

0,1H =  м; 3
0 2,7 10ρ = ⋅  кг/м3; 10

0 5,3 10λ = ⋅  Н/м2; 10
0 2,6 10µ = ⋅  Н/м2;

0,2h H=  м; ( )f zρ ρ=  ; ( )f zλ λ=  ; ( )f zµ µ=  ; где 31,07 10ρ = ⋅  кг/м3; 93,9 10λ = ⋅  Н/м2;
89,8 10µ = ⋅  Н/м 2 . Рассматривались следующие законы неоднородности:

 1( ) 0,5 ,zf z
h

 = − + 
 

     2 ( ) 1,5 .zf z
h

 = + 
 

 

На рис. 3–4 приведены зависимости 2

A
Ψ  от волнового размера пластины 1 .k H

Пунктирные линии соответствуют однородному покрытию, а сплошной и штриховой ли-
ниями обозначены зависимости для линейного законов неоднородности. Выявлено суще-

Рис. 2. Поворот осей координат
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ственное отличие частотных характеристик для разных законов неоднородности материала 
покрывающего слоя.

На рис. 5 приведены частотные характеристики 1

A
Ψ  для закона неоднородности 1( )f z  при 

разном удалении источника от пластины. Кривые 1, 2, 3 соответствуют случаям, когда 
0 5 ;10 ;100 .z H H H=  При изменении положения источника наблюдается сильное изменение 

частотной зависимости, что проявляется в изменении уровней и сдвиге резонансных частот.

Заключение

Получено аналитическое решение задачи о прохождении сферической звуковой волны че-
рез упругую однородную пластину с неоднородным упругим слоем. При этом использован 
подход, при котором решение поставленной задачи получено, не прибегая к решению слож-
ных дифференциальных уравнений с соответствующими граничными условиями. Выявлены 
особенности отражения и прохождения звука при разных законах неоднородности материала 
покрытия упругой пластины.

Рис. 3. Зависимости 2

A
Ψ  от волнового размера пластины при 0 5z H=

Рис. 4. Зависимости 2

A
Ψ  от волнового размера пластины при 0 10z H=
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Аннотация. Рассматривается задача поперечного изгиба полиметаллического стержня 
при условии действия квазистатической нагрузки и с учетом собственного веса проек-
тируемой конструкции. Получены выражения для изгибающих моментов и прогибов 
полиметаллического стержня в зависимости от прилагаемых нагрузок. Эффективность 
работы многослойной конструкции оценивается за счет сравнения с эталонным однород-
ным стержнем квадратного поперечного сечения. Приведены численные характеристи-
ки фазовых материалов из набора чаще всего используемых при практическом создании 
различных типов изделий.
Ключевые слова: полиметаллические стержни, квазистатические нагружения, изгибаю-
щий момент, прогиб, предельные нагрузки, собственный вес нагрузки.

Введение

Прямолинейные стержни составляют скелетную основу многих ответственных инженер-
ных сооружений используемых в авио- и судостроении, машиностроении, гражданского и 
специального объектов назначения в строительной индустрии. От их надежной эксплуатации 
в составе создаваемых новых проектов при выдвигаемых в настоящее время эксплуатацион-
ных требованиях зависят принципиальные технико-экономические решения о развитии но-
вых технологий промышленного производства. Практически с середины прошлого века усо-
вершенствование новых технических изделий в промышленном производстве осуществлялось 
на путях поиска улучшения некоторых физико-механических характеристик традиционных 
однородных материалов (в основном — сталей, алюминия, дерева). Этот путь оказался непро-
дуктивным, экономически непригодным и поэтому в большинстве индустриально развитых 
стран стали активно развиваться новые разнообразные технологии создания искусственных 
изделий (композитных изделий) на основе всех известных материалов в различных формах. 

На сегодняшний день в разных странах разработано множество разнообразных техноло-
гий (склеек, сварок, электронно-лучевых наплавок, прокаток, поверхностных напряжений), 
которые позволяют на широких площадях соединять в единых комплекс практически любые 
комбинации существующих конструкционных материалов [1–5].

Теоретические разработки по отбору и обоснованию преимуществ тех или иных техноло-
гических приемов и разумных способов поиска рациональных внутренних топологических 
структур используемых фазовых материалов отсутствуют. Развитие этого направления весьма 
актуально при решении многих практических проблем. И развивать эти исследования необ-
ходимо с самых первоначальных вопросов. Данная статься посвящена некоторым проблемам, 
связанным с поведением гибридных стержней без нарушения строгого обеспечения упругого 
состояния всех фазовых материалов в условиях квазистатических нагружений.

1. Постановка задачи

Под гибридными будем понимать многослойные стержни, созданные при использовании 
некоторого процесса в виде идеального сплошного объекта без видимых некачественных «не-
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проклеек», разрывов, пор или локальных вмятин. Все необходимые физико-механические ха-
рактеристики фазовых материалов считаем известными.

Рассмотрим 2n-слойный полиметаллический стержень постоянного сечения с фазовыми 
материалами, расположенными попарно симметрично относительно нейтральной поверхно-
сти ( 0,z =  рис. 1).

При рассмотрении поперечного изгиба будем считать, что стержень длиной l  нагружен 
распределённой вдоль оси x внешней поперечной нагрузкой (с постоянной для простоты ин-
тенсивностью q  и нагрузкой от собственного веса фазовых материалов p). Тогда уравнение 
изгиба рассматриваемого стержня будет иметь вид

  
2

2 ,d M q p
dx

= +  (1)

где x  — продольная координата оси стержня (0 ),x l≤ ≤  а ( )M x  — поперечный изгибающий 
момент.

2. Основные уравнения

Прогиб ( )w x  и вызванный им изгибающий момент упругого гибридного стержня связаны 
между собой зависимостью

 3

1

2 ,)
3

(
n

x i i
i

E hM x
=

= − ∑  (2)

где

 ( )
2

1 02
1 1

( ) ,     ,  ( 0),      
ji

x i j j j k
j k

d w x h h h h h
dx −

= =

= = − = = ∆∑ ∑ , (3)

k∆  — толщина слоя k-го фазового материала, ( )x�  — изменение кривизны гибридного стерж-
ня при изгибе, iE  — модуль упругости (модуль Юнга) материала i-го фазового слоя. Если 

0 0 0,  ,  i j kσ σ σ  — пределы упругости материалов i-й, j-й, k-й фаз, то их предельно допустимые 
упругие деформации 0 0 0,  ,  i j kε ε ε  определяются равенствами

 
00 0

0 0 0,  ,  .ji k
i j k

i j kE E E
σσ σε ε ε= = =  (4)

Для проведения сравнительных оценок качественных достоинств или недостатков гибрид-
ных стержней, получаемых при различном топологическом распределении исходных фазовых 

Рис. 1. 2n-слойный полиметаллический стержень
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материалов или при разных модификациях технологических процессов введем в расчетную 
практику еще один элемент — эталонный стержень квадратного поперечного сечения с разме-
ром 0a  из однородного материала со всеми известными характеристиками, который будет 
подвергнут изгибанию при таких же условиях закрепления и нагружения. Для эталонного 
стержня будем иметь соответствующие зависимости

 
0

0 0 0 0 20

0

,  ( ) .i p p a
E
σε ρ= = =  (5)

Условия закрепления стержня можно использовать из традиционного набора в классиче-
ской теории стержневых систем.

Рассмотрим для определенности стержень с шарнирно закрепленными краями. Тогда для 
гибридного стержня будем иметь

 ( )( ) ( ),    0 ,
8

q pM x x l x x l+
= − − ≤ ≤  (6)

а для эталонного стержня

 
0( )( ) ( ),    0 .

8
q pM x x l x x l+

= − − ≤ ≤  (7)

Зависимость изгибающего момента гибридного стержня от кривизны ( ),x�  геометриче-
ских и механических параметров гибридных стержней с разными структурами фазовых упру-
гих материалов можно записать в форме

 3 3
( ) ( ) 1

1 1
( ) ,    2( )

3
( ),    .

i

n n

n n i i i i j
i j

x D D E hM x h h−
= =

= − == − ∆∑ ∑�  (8)

В силу большого разнообразия существующих фазовых материалов, общий анализ всех 
возможностей затруднителен. Поэтому ограничимся для простоты и наглядности используе-
мых зависимостей рассмотрением двухфазных стержней ( )2 .n =

Тогда 

 ( )3 3
1 1 2 1 2 (2) 2 1 2 1 1

2,     ,     D ,
3

h h E E = ∆ = ∆ + ∆ = ∆ + ∆ + ∆   (9)

 0 0 0 0
0 0

0 01 2 0
1 2 2

1
21 1

2

,    , ( ).
2

   ,    ,    h h l
E E
σ σε εε ε= − = =− ==     (10)

В качестве фазовых рассмотрим пары материалов из набора чаще всего используемых при 
практическом создании различных типов изделий. Эти материалы указаны в табл. 1, в которой 
приведены также необходимые для расчета их характеристики.

3. Полученные результаты

Рассмотрим для определенности стержни с шарнирно-опертыми краями. Тогда для ги-
бридного стержня будем иметь

 ( )( )( ) ,       0 ,
4

q pM x x l x x l+
= − − ≤ ≤  (11)

а для эталонного стержня:

 ( )
0( )( ) ,       0 .

4
q pM x x l x x l+

= − − ≤ ≤  (12)

Зависимость изгибающего момента гибридного стержня от изгибающей кривизны ( ),x  
геометрических и механических параметров гибридных стержней с разнообразными структу-
рами можно представить в форме
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 ( )( )2( )
3

,nM x Dx = −   ( )3 3
( ) 1

1
,

n

n i i i
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D E h h −
=

= −∑  
1

.
i

i j
j

h
=

= ∆∑  (13)

где j∆  — толщина j-го фазового слоя.
Нагрузка p  в поперечном сечении гибридного стержня от собственного веса фазовых ма-

териалов определяется формулой

 
1

,
n

i i
i

p a ρ
=

= ∆∑  (14)

где a  — ширина гибридного стержня, iρ  — удельный вес i-го фазового материала. Соответ-
ствующая нагрузка для стержня из эталонного материала определяется выражением

 0 2 0
0 .p a ρ=   (15)

Заключение

Таким образом получены основные соотношения для расчета прямолинейных полиметал-
лических стержней. Определена зависимость изгибающего момента гибридного шарнирно-о-
пертого стержня от изгибающей кривизны, геометрических и механических параметров ги-
бридных стержней с разнообразными структурами.
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Аннотация. Рассматриваются трехслойные бетонные стержни постоянного вдоль оси 
стержня поперечного сечения, где в каждом из слоев может быть реализована своя мар-
ка бетона. Предполагается, что на стержень действуют поперечные квазистатические на-
грузки, при этом, часть слоев стержня деформируется упруго, а часть нелинейно. Полу-
чены аналитические решения прогибов стержня, границы раздела упругой и нелинейной 
областей, величины предельных нагрузок и примеры расчетов для различных марок бе-
тона слоев стержня и поперечных размеров форм сечения стержня.
Ключевые слова: бетонные стержни, аналитические решения, физическая нелинейность, 
упругость, поперечные нагрузки.

Введение

Современные технологии производства железобетонных изделий [1] позволяют созда-
вать многослойные гибридные конструкции, где в поперечном сечении могут использоваться 
различные марки бетонов. Во многих научных работах задачи расчета железобетонных кон-
струкций ограничиваются только упругими случаями [2], причем зачастую нелинейные за-
дачи сводятся к последовательному расчету линейных [3]. Численно расчет физически нели-
нейных железобетонных стержней методом Бубнова — Галеркина приведен в работах [4–5]. 
При численном решении нелинейных задач зачастую возникают посторонние решения, среди 
которых достаточно тяжело выбрать решения, удовлетворяющие условиям задачи. Примеры 
аналитических решений для многослойных и составных физически нелинейных стержней при 
продольных нагрузках приведены в работах [6], в [7] приведен пример расчета многоэтажного 
здания из физически нелинейных многослойных стержней. В данной работе рассматриваются 
аналитические решения для многослойных стержней, которые, в зависимости от приложен-
ных нагрузок, могут деформироваться упруго и нелинейно-неупруго.

1. Постановка задачи

В рассматриваемой задаче ось Ox  направим вдоль оси стержня, ось Oz  вертикально вверх, 
начало координат поместим на нижнюю грань стержня. В дальнейших расчетах будем учиты-
вать, что поперечный стержень является трехслойным и имеет двутавровое поперечное сече-
ние, симметричное относительно оси Oy  в поперечном сечении (рис. 1). Для данного попе-
речного сечения примем, что 1,∆  2∆  — толщины слоев, а 1,b  2b  — соответствующие ширины.

Будем считать, что нагрузки на стержень будут действовать вертикально вниз, тогда из 
условия симметрии поперечного сечения верхняя область стержня будет в области сжатия, а 
нижняя — в области растяжения.

В случае, когда деформация находится в диапазоне 0 0 ,i iε ε ε− +− < <  соотношения между на-
пряжениями и деформациями будем считать в форме упругого деформирования

 ,i iEσ ε=  (1)
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а в случае * 0i iε ε ε− −− ≤ < −  и 0 *i iε ε ε+ +≤ <  аппроксимацией полином второго порядка [8–12]
 1 2

2 ,i i iA Aσ ε ε= +  (2)
где iE  — модуль упругости бетона i-го участка стержня, 0 0,i iε ε− +−  — предельные упругие де-
формации при сжатии и растяжении i-го участка стержня соответственно, * *,i iε ε− +−  — предель-
ные деформации упрочнения при сжатии и растяжении i-го участка стержня, 1 2,i iA A  — физи-
ческие параметры, определяемые из реальной диаграммы растяжения-сжатия бетонов i-го 
участка стержня [4–5]. 

В последующих расчетах будем использовать безразмерные величины

 
1*

,    1,    ,    ,i i
i i

bl b
l l

σσ
σ −

∆
= = = ∆ =




  (3)

 2 2
1* 1* 1* 1*

1 1 1 1,    ,    ,    ,    .wq q Q Q N N M M w
l l l l lσ σ σ σ− − − −= = = = =  

 

где 1*σ −  — предел прочности при сжатии бетона марки 10,B  l  — длина стержня, q  — величина 
распределенной нагрузки, Q  — величина перерезывающей силы, M  — величина изгибающе-
го момента, N  — продольного усилия, w  — величина прогиба стержня. Для удобства символ 
над «∼» всеми величинами будем опускать.

Положим, что рассматриваемый стержень шарнирно оперт и на него действует распреде-
ленная нагрузка ( )q x  (рис. 2). В данной постановке задачи будем иметь случай прямого изгиба 
стержня.

Исходя из симметрии формы поперечного сечения стержня относительно оси Oy  (рис. 1) 
сделаем предположение, что нейтральная линия будет располагаться вдоль оси стержня.

2. Методика решения

Для рассматриваемого стержня будем считать справедливыми гипотезы Кирхгофа — Лява 

Рис. 1. Поперечное сечение стержня

Рис. 2. Случай шарнирного опирания стержня
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 ( ) ( ) ( ) ( )2
0

2, ,    ,z z

d w x
x z z x x

dx
ε = − =   (4)

где ( )z y  — кривизны осевой линии стержня, ( )w x  — величина прогиба стержня.
В случае прямого изгиба стержня дифференциальные уравнения равновесия имеют вид 

 ( )
2

2 ,    ,y yd M dM
q x Q

dx dx
= =  (5)

где ( )yM x  — проекция вектора изгибающего момента на ось ,Oy  Q  — величина перерезыва-
ющей силы.

Граничные условия в случае шарнирного закрепления стержня имеют вид 
 ( ) ( ) ( ) ( )0 0,    1 0,    0 0,    1 0.y yw w M M= = = =  (6)
В случае одноосного напряженного состояния значение изгибающего момента может быть 

определено согласно выражениям 

 
2 2

1 1
( ) ,

i i

y i i i i
i iS S

M x z dS z dSσ σ− +

= =

= − −∑ ∑∫∫ ∫∫  (7)

где суммирование по индексу i  идет по номерам слоев в поперечном сечении, где знак «–» над 
символом σ  соответствует области сжатия ( 0),z >  а знак «+» — области растяжения ( 0).z <

Примем во внимание тот факт, что, в зависимости от фазовых материалов, размеров по-
перечного сечения стержня, а также действующих нагрузок, возможны случаи как упругого 
деформирования фазовых материалов стержня по соотношениям (1), так и нелинейного, со-
гласно зависимостям (2). При расчетах следует учитывать существенное различие в предель-
ных деформациях при сжатии и растяжении бетона.

Рассматриваемая задача является статически определимой, тогда, проинтегрировав соот-
ношения (5) с учетом граничных условий (6) и предположения, что нагрузка ( )q x  является 
равномерно распределенной, получим распределение изгибающего момента вдоль всей длины 
стержня 

 
2

.
2 2y
x xM q

 
= − 

 
 (8)

Из уравнения (8) видно, что наибольшее значение момента достигается в середине пролета 
стержня 1/ 2x =  и, исходя из соображений симметрии, решение достаточно рассматривать на 
участке [0;0,5],  решение на участке [0,5;1]  будет получаться из [0;0,5]  путем замены x  на 
(1 ).x−

Рассмотрим случай, когда все материалы в стержне деформируются упруго, тогда из соот-
ношений (4), (7) получим 

 ( )1 1 1 2 2

1
1 20 0 0

( )
b b

yM x dz z dy dz z dyσ σ
∆ ∆ +∆

∆
= + + =∫ ∫ ∫ ∫  (9)

 ( ) ( )1 1 1 2 2

1

2
0 2 2

1 22 0 0 0
4

b bd w x
E dz z dy E dz z dy

dx
∆ ∆ +∆

∆
= + =∫ ∫ ∫ ∫

 ( ) ( )
2

0 3 2 2
1 1 1 2 2 2 2 2 1 2 2 2 1 22

34 3 3 .
3

d w x
b E b E b E b E

dx
= ∆ + ∆ + ∆ ∆ ∆+∆

Из соотношений (6), (8), (9) получим 

 ( )
( ) ( )3

2
0 2

2 3 2 2
1 1 1 2 2 2 2 2 1 2 2 2 1 2

3
8 3 3

d w x q x x
dx b E b E b E b E

= −
∆ + ∆ + ∆ ∆+∆ ∆

 (10)

с граничными условиями 

 ( ) ( )0
0

0,5

0,    0 0.
x

dw x
w

dx
=

= =  (11)
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Откуда можем получить для прогиба ( )w x  в случае упругого изгиба многослойного стержня 

 ( ) ( ) ( )4 3
3 2 2

1 1 1 2 2 2 2 2 1 2 1 2
3

2 2

3 2 .
96 3 3

qw x x x x
b E b E b E b E

= − +
∆ + ∆ + +∆ ∆ ∆ ∆

 (12)

Из соотношений (4), (10) можем получить выражения для деформаций 

 ( ) ( ) ( )2
3 2 2

1 1 1 2 2 2 2 2 1 2 2 2 2
3

1

3, .
8 3 3

qx z z x x
b E b E b E b E

ε = − −
∆ + ∆ + ∆ +∆ ∆ ∆

 (13)

Найденное значение деформации не должно превышать предельных упругих значений де-
формаций для составляющих фазовых материалов 0iε −−  в области сжатия ( 0)z >  и 0iε +  в обла-
сти растяжения ( 0).z <

Из соотношений (13) видно, что наибольшее по модулю значение деформации достигается 
в середине пролета стержня 0,5x =  на верхней границе стержня. Принимая во внимание тот 
факт, что предельная деформация бетона при растяжении существенно меньше, чем при сжа-
тии, то достижение деформации предельного упругого значения возможно в зоне растяжения 
на верхней границе слоев стержня 1z = −∆  или 1 2.z = −∆ −∆

Таким образом, стержень будет деформироваться нелинейно в случае, когда нагрузка на 
стержень будет такова, что начнет нарушаться хотя бы одно из неравенств 

 
( ) 1 013 2 2

1 1 1 2 2 2 2 2 1 2 2 2 1 2
3

3 ,
32 3 3

q
b E b E b E b E

ε +−
∆ <

∆ + ∆ + ∆ ∆ ∆+∆
 (14)

 
( ) ( )1 2 023 2 2

1 1 1 2 2 2 2 2 1 2 2 2 1 2
3

3 ,
32 3 3

q
b E b E b E b E

ε +−
∆ + ∆ <

∆ + ∆ + ∆ ∆ ∆+∆
 (15)

которые перепишем в виде 

 ( )3 2 2 01
1 1 1 2

3
2 2 2 2 1 2 2 2 1 2

1

32 3 3 ,
3

q b E b E b E b E ε +

> − ∆ + ∆ + ∆ ∆ ∆ ∆
∆

+  (16)

 ( )3 2 2 02
1 1 1 2 2 2 2 2 1 2 2 2 1 2

2

3

1

32 3 3 .
3

q b E b E b E b E ε +

> − ∆ + ∆ ++ ∆ ∆ ∆ ∆
∆ + ∆

 (17)

Из соотношений (16), (17) видно, что при значениях предельных упругих деформаций и 
толщин слоев, удовлетворяющих соотношениям 

 01 02

1 1 2

,ε ε+ +

<
∆ ∆ + ∆

 (18)

область нелинейного деформирования возникнет в первую очередь в первом слое стержня в 
области растяжения ( )0 ,z <  а при нарушении указанного неравенства — во втором. Из ука-
занного соотношения также следует, что в случае однородного стержня, т. е. когда фазовые 
материалы одинаковые, указанная область нелинейного деформирования будет возникать на 
верхней границе стержня. Также из указанного неравенства следует, что оптимальным (все 
слои начинают «работать» вместе, и область нелинейного деформирования будет появляться 
сразу в двух слоях при одной и той же нагрузке) будет распределение толщин слоев и фазовых 
материалов, удовлетворяющее равенству 

 01 1

02 1 2

.ε
ε

+

+

∆
=
∆ + ∆

 (19)

Рассмотрим случай, когда нелинейная область возникнет в первом слое стержня в середине 
пролета, т. е. в случае толщин материалов слоя и состава материалов слоя таких, что выполня-
ется неравенство (18), т. е. при нагрузке 1,q q<  где 1q  определяется из соотношения 

 ( )3 2 2 01
1 1 1 1 2 2 2 2 2 1 2 2 2 1 2

1

332 3 3 .
3

q b E b E b E b E ε +

+= − ∆ + ∆ + ∆ ∆ ∆ ∆
∆

 (20)
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В этом случае выражение для изгибающего момента, согласно соотношениям (1), (2), (4), 
(7), примет вид 

 ( ) ( )1 1 1 1 1 2 2

1 1
1 1 20 0 0 0

2
z b b b

y z
M x dz z dy dz z dy dz z dyσ σ σ

− −∆ −∆ −∆+ + +

− −∆
= − + + −∫ ∫ ∫ ∫ ∫ ∫

 ( )1 1 2 1

1
1 10 0 0

2
b b

dz z dy dz z dyσ σ
∆ ∆ +∆− −

∆
− + =∫ ∫ ∫ ∫

 
23 3 42 2 2

1 1 1
1 1 1 11 1 212 2 22 2 2

3 3 4
z d w d w d wb E b A b A

dx dx dx
 ∆ ∆

= + + − 
 

 
23 4 32 2 2

2 21 1 2
1 11 1 21 2 2 2 3 2 32 2 22 2 2

3 4 3
z zd w d w d wb A b A E b

dx dx dx
   ∆

− − + + ∆ ∆ + ∆ ∆ +  
   

 
3 32 2

2 21 2
1 1 2 2 2 3 2 32 22 2 ,

3 3
d w d wb E E b
dx dx

 ∆ ∆
+ + + ∆ ∆ + ∆ ∆ 

 
 (21)

где через 1( )z x  обозначена ордината раздела линейной и нелинейной области деформирова-
ния во втором слое стержня.

Из соотношений (8), (21) получим нелинейное дифференциальное уравнение для опреде-
ления прогиба с граничными условиями 

 ( ) ( )0
0

0,5

0,    0 0.
x

dw x
w

dx
=

= =  (22)

Указанное уравнение является квадратным уравнением относительно 
2

0
2 .d w

dx
Для определения прогиба в стержне по соотношениям (21) необходимо определить грани-

цу раздела упругой и нелинейной областей 1( ).z x  Причем найденное решение будет справед-
ливо только для области стержня с нелинейным участком 1 0,5,x x< ≤  где через 1x  обозначена 
граница областей стержня с только упругим деформированием стержня и сочетанием упруго-
го деформирования и нелинейного (рис. 3). На указанном рисунке заштрихованной является 
область нелинейного деформирования стержня. На отрезке 10 x x< ≤  решение в упругой об-
ласти определяется формулами (12), (13).

Для нахождения границы раздела областей 1( )z x  необходимо учесть, что на указанной гра-
нице деформация равна предельной упругой деформации при растяжении для первого мате-
риала слоя, то есть равна 01.ε +  Тогда из соотношений (4) получим

 ( ) ( )2
0

1 012 ,
d w x

z x
dx

ε +− =  (24)

Рис. 3. Граница раздела линейной и нелинейной областей в стержне
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откуда следует

 ( )
( )

2
0 01

2
1

.
d w x

dx z x
ε +

= −  (25)

Заключение

Таким образом получены основные соотношения для расчета прямолинейных железобе-
тонных стержней при поперечных нагрузках, не превышающих предельных значений. 
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УДК 539.3

ОПТИКО-АКУСТИЧЕСКАЯ ДИАГНОСТИКА ДЕФЕКТОВ ЭЛЕМЕНТОВ 
ТОНКОСТЕННЫХ КОНСТРУКЦИЙ И СТЕПЕНИ ИХ ЗАЛЕЧИВАНИЯ

1Институт проблем механики им. А.Ю. Ишлинского
2Московский государственный строительный университет

А. Л. Попов1,2, В. М. Козинцев1, Д. А. Челюбеев1, А. А. Азаров2

Аннотация. Предложен метод синхронного съёма виброакустической и спекл-интер-
ферометрической информации для диагностики дефектов на примере диагностики де-
фектов в закреплении границы тестовой пластины в форме кардиоды. Метод позволяет 
судить не только о наличии дефектов по изменению спектрального состава её вибрацион-
ного и звукового полей, но и даёт возможность определения места дефекта по искажению 
спекл-интерферограммы поля перемещений поверхности пластины.
Ключевые слова: оптико-акустическая диагностика, акустическая спектроскопия, элек-
тронная спекл-интерферометрия.

Введение

Одним из современных требований повышения надёжности и остаточного ресурса тех-
нических объектов является определение допустимых величин трещиноподобных дефектов, 
зон и уровней концентрации напряжений. При этом желательно, чтобы соответствующая ди-
агностика выполнялась непосредственно в процессе эксплуатации технического объекта. В то 
же время, в связи с широким использованием разного рода покрытий визуальный контроль 
таких дефектов становится затруднительным, не говоря уже о контроле за изменением вну-
тренней микроструктуры материалов, уровнями остаточного и накопленного в процессе экс-
плуатации НДС. Сами покрытия, в особенности, содержащие более одного слоя, могут иметь 
в процессе эксплуатации тенденции к расслоениям и отслоениям от подложки.

Аппаратура и методики оптико-механического исследования материалов и конструкций 
по отдельности широко используются при решении научных и прикладных задач. Например, 
электронная спекл-интерферометрическая методика оказалась наиболее оперативной мето-
дикой измерения остаточных напряжений [1]. Ультразвуковая диагностика является обще-
признанным методом определения дефектов в конструкциях [2]. Однако, собранные воеди-
но, методы акустической спектроскопии и электронной спекл-интерферометрии позволяют 
более объективно и конкретно судить о наличии дефектов в материале детали не только по 
изменению спектрального состава её вибрационного и звукового полей, но и по искажению 
спекл-интерферограммы перемещений поверхности детали, снимаемой в режиме реального 
времени одновременно с акустической информацией.

Аппаратура и образцы

Выполнена сборка и тестирование оптико-акустического испытательного стенда. В акусти-
ческую часть стенда входят контактные возбудители колебаний: ударный молоток AU02 с дат-
чиком силы АС21 и несколькими насадками, шарики из закалённой стали разных диаметров 
и масс, вибровозбудитель Роботрон 11075, бесконтактные электромагнитные возбудители 
вибрации (изготовлены исполнителями проекта), высокоточный генератор сигналов ГЗ-122, 
усилитель Verstarker LV 103, частотомер ЧЗ-63, направленные микрофоны типа BSWA MA231 
с равномерной частотной характеристикой в звуковом диапазоне частот и достаточной осевой 
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чувствительностью для выделения дискретных составляющих сигнала в диапазоне до 50 кГц, 
соединяемые с двух, либо четырёхканальным спектроанализатором A19-U2, A17-U4 и через 
них, — с ЭВМ. 

На рис. 1 представлена аппаратура акустической части стенда, предназначенная для воз-
буждения и регистрации колебаний образцов.

Оптическая часть оптико-акустического стенда представлена спекл-интерферометром, со-
бранном по модифицированной схеме Майкельсона в составе твердотельного одночастотно-
го термостабилизированного лазера LCM-S-111, 10-ти мегапиксельной камеры AV10115DN, 
полупрозрачного зеркала, установленного под углом 45° к направлениям падающих и отра-
жённых лучей, стеклянных пластинок с диффузионно отражающими поверхностями, закре-
пленных на кубике с отверстиями, а также лазерного триангуляционного датчика РФ603, при-
обретённого на средства данного проекта РНФ. При закреплении образцов предусмотрена 
возможность параллельного съема акустической и спекл-интерферометрической информа-
ции. На рис. 2,а показан бесконтактный электромагнитный возбудитель вибраций образца, а 
на рис. 2,б — интерферометр, ориентированный для регистрации резонансных форм колеба-
ний пластинчатых образцов, закрепляемых на массивный плите.

Рис. 1. Акустическая часть оптико-акустического стенда: a — ударный молоток, b — груз 
(шарик) на подвесах, с — аппаратурный блок: 1 — усилитель LV 103, 2 — частотомер ЧЗ-63, 

3 — вибровозбудитель Роботрон 11075, 4 — генератор звука  ГЗ-122, d — микрофоны, 
соединенные со спектроанализатором A19-U2

Рис. 2. Возбуждение и регистрация резонансных колебаний пластины: (а) — бесконтактный 
электромагнитный возбудитель вибраций пластины, (b) — интерферометр, установленный 

с противоположной поверхности пластины
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В качестве тестовых образцов использовались пластины постоянной толщины различной 
формы. На рис. 3,а показана пластина из алюминиевого сплава в форме кардиоиды толщиной 
h = 0.2 мм. По контуру пластина была зажата 7-ю винтами в толстую металлическую оправку. 
Так как теоретическая модель колебаний такой пластины до настоящего времени не разра-
ботана, то первая резонансная частота (440 Гц) её изгибных колебаний была подобрана с по-
мощью генератора звука ГЗ-122 по максимальной амплитуде звукоизлучения, фиксируемой 
через микрофон и спектроанализатор. На рис. 3,b показано расположение зоны возбуждения 
колебаний пластины-кардиоиды. 

Результаты тестирования оптико-акустического стенда

На рис. 4,a представлена фотография спекл-интерферограммы формы резонансных попе-
речных колебаний пластины — кардиоиды на первой собственной частоте — 440 Гц.

Полученная спекл-интерферограмма формы резонансных колебаний пластины представ-
ляет собой регулярную картину чередующихся темных и светлых полос, отражающих распо-
ложение линий уровня резонансного прогиба пластины с шагом по высоте, равным половине 
длины волны излучения примененного в интерферометре лазера (в данном случае — твердо-

Рис. 3. Тестовый образец в форме пластины-кардиоиды: общий вид (а), 
расположение возбудителя колебаний (b)

Рис. 4. Cпекл-интерферограмма первой формы колебаний пластины в форме кардиоиды: 
а — при полной затяжке всех винтов крепления контура, 

b — при ослабленной затяжке двух  винтов заделки
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тельного зелёного лазера — этот шаг составляет 0.266 мкм). Видно, что зарегистрированные 
интерференционные полосы визуально подобны контуру границы, прогиб на которой равен 
нулю, и огибают её на некотором расстоянии. 

Характерным дефектом, возникающим при вибрации конструкций, является локальное 
ослабление её закрепления. Здесь такой дефект моделировался снижением затяжки двух ря-
дом стоящих (внизу справа) винтов крепления пластины. Это, с одной стороны, вызывало 
снижение резонансной частоты колебаний пластины, а с другой, - искажение системы интер-
ференционных полос в окрестности заделки. В данном случае частота снизилась до 428 Гц, а 
спекл-интерферограмма исказилась так, что на ней появился «флюс», указывающий на место 
ослабления заделки. На рис. 4,b показана эта интерферограмма.

По приведённым признакам можно контролировать как степень локального ослабления 
граничных условий, так и степень «залечивания» дефекта путём затягивания ослабленных 
винтов в заделке. Соответствующая интерферограмма после затяжки ослабленных винтов 
мало отличается от изображённой на рис. 4,а. Однако она была получена не при частоте 440 Гц, 
а при 442 Гц, что свидетельствует о перетяжке слабо затянутых винтов в заделке по сравнению 
с исходным уровнем. Аналогичная диагностика и определение степени залечивания дефектов 
производилась и в случае создания нескольких дефектов такого типа.

Заключение

Проведенное тестирование показало преимущества объединения виброакустической и 
спекл-интерферометрической диагностики дефектов на примере диагностики дефектов в за-
креплении границы тестовой пластины. Важный признак такого дефекта — снижение резо-
нансной частоты колебаний — является лишь интегральным признаком, по которому невоз-
можно определить конкретное место расположения дефекта на контуре заделки. В то же время 
по конфигурации полос спекл-интерферограммы, полученной на сниженной резонансной 
частоте колебаний пластины, однозначно определяется место расположения дефекта заделки 
контура пластины, после устранения которого восстанавливается исходная собственная ча-
стота колебаний пластины и спекл-интерферограмма соответствующей формы резонансных 
колебаний. Всё это показывает полезность объединения аппаратуры и методик синхронного 
съёма виброакустической и спекл-интерферометрической информации для диагностики де-
фектов элементов конструкций и степени их залечивания.
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УДК 539.3

О НЕКОТОРЫХ СВОЙСТВАХ ОДНОМЕРНЫХ ПЛОСКИХ 
СДВИГОВЫХ УДАРНЫХ ВОЛН

Институт автоматики и процессов управления ДВО РАН

В. Е. Рагозина, Ю. Е. Иванова

Аннотация. Проводится исследование динамического процесса одномерного плоского 
деформирования нелинейноупругой несжимаемой среды. Для него показано, что при 
отсутствии предварительных статических деформаций единственная возникающая в 
среде плоскополяризованная ударная волна входит в семейство характеристик системы 
модельных уравнений. Направленность сдвига, возникающего на такой ударной волне 
в начальный момент граничного воздействия, остается неизменной. Это существенно 
упрощает процедуру применения метода сращиваемых асимптотических разложений для 
построения приближенного аналитического решения нестационарной краевой задачи об 
ударном чистом сдвиге на границе предварительно ненапряженного полупространства.
Ключевые слова: нелинейноупругая среда, несжимаемость, ударная волна, плоская де-
формация, характеристики гиперболических систем, метод возмущений.

Введение

Несмотря на большое количество работ, в которых изучаются ударноволновые процессы в 
твердых телах, данная тема исследования неизменно остается актуальной для ученых, работаю-
щих в области механики, физики и в смежных направлениях. Формирование и распространение 
нелинейных ударных волн наиболее полно описано в [1–5], но для исследователей остается до-
статочно широкое поле работы в этой области. В [3] особое внимание уделяется квазипопереч-
ным ударным волнам, так как для них, в отличие от продольных и квазипродольных волн, нет 
аналогии с гидро- и газодинамикой, и поэтому они менее изучены. В общем случае в твердом 
теле нелинейные процессы объемного и сдвигового деформирования взаимосвязаны. В пред-
ставленной статье продолжено изучение свойств одномерных нелинейных плоских ударных 
волн. С целью исследования только сдвиговых деформаций без влияния объемного деформи-
рования вводится предположение о несжимаемости материала. Рассматривается решение одно-
мерной краевой задачи об ударном нагружении на границе нелинейноупругого несжимаемого 
изотропного недеформированного полупространства, результатом которого будет распростра-
нение единственной плоскополяризованной ударной волны [3]. Прежде чем приступить непо-
средственно к решению задачи, проведем дополнительное исследование системы уравнений 
движения: построим уравнения характеристик, соотношения вдоль них, определим скорости 
и типы возможных ударных волн. Сравнивая наши результаты с известными ранее [3], полу-
чим, что на единственной волне, распространяющейся по предварительно недеформированной 
среде, изменяется величина квадрата интенсивности воздействия на ненулевую и сохраняется 
постоянным направление сдвига, созданного в начальный момент времени. Решение поставлен-
ной задачи построим на основе метода сращиваемых асимптотических разложений [6], который 
ранее успешно применялся в решении задач ударного деформирования твердых тел [7, 8].

1. Общие модельные соотношения и рассматриваемая краевая задача 

Замкнутая система уравнений, определяющая поведение нелинейно упругой изотропной 
несжимаемой среды в пространственной декартовой системе координат Эйлера 1,x  2 ,x  3x  
имеет вид [2]
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Здесь iu  и iv  — компоненты вектора перемещений и вектора скорости, ijα  — компоненты 
тензора деформаций Альманси, ijσ  — компоненты тензора напряжений Эйлера — Коши, 
ρ  — плотность среды, 0p  — добавочное гидростатическое давление, W  — функция упругого 
потенциала, ,a  ,µ  ,b  ,κ  d  — упругие модули среды. По повторяющемуся индексу в формулах 
(1) и далее проводится суммирование, многоточием обозначены невыписанные слагаемые с 
более высоким порядком малости.

Рассмотрим ударное сдвиговое нагружение по границе 1 = 0x  нелинейноупругого несжи-
маемого недеформированного полупространства 1 0.x ≥  Следствием этого воздействия будет 
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Из [3] известно, что если в среде отсутствуют предварительные деформации 2,1 3,1( = = 0),u u+ +  
то, начиная с момента 0,t =  распространяется единственная ударная волна Σ  [3] со скоро-
стью 
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Дополним краевые условия (2), исследовав характеристические направления системы 
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с учетом (3). Для определения соотношений вдоль характеристик достаточно рассмотреть вто-
рое и третье уравнения системы (4). Первое уравнение позволяет определить функцию доба-
вочного гидростатического давления 0 1( , )p x t  по найденным 2 1( , ),u x t  3 1( , ).u x t  Для того, что-
бы найти уравнения характеристик воспользуемся известной схемой [9]. Получим уравнения: 

 1 1= , = 2 , = .dx dx dHC H C H H f H
dt dt df

′ ′± ± +  (5)

Вдоль первого из семейств характеристик (5) выполняются соотношения вида
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Вдоль второго семейства характеристик (5) имеет место уравнение
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Для зависимостей (6) справедливо утверждение: если 3 1= ,f C H f  4 2= ,f C H f  то вы-
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 Это соотношение имеет место, когда в среде движется 

единственная ударная волна (3), перед которой отсутствуют предварительные деформации и 
она сама совпадает с углом наклона характеристик первого направления (5) системы уравне-
ний движения (4). Связи между 3f  и 1,f  4f  и 2f  определяются из геометрических и кинема-
тических условий совместности разрывов [10]. На такой волне изменяется величина квадрата 
интенсивности воздействия на ненулевую и сохраняется направления сдвига, созданного в 
момент 0.t =  Учитывая результаты проведенного анализа, дополним краевую задачу (1), (2) 
условиями на фронте ударной волны:
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Приближенное аналитическое решение поставленной нелинейной нестационарной задачи 
(1), (2), (8) построим на основе метода сращиваемых асимптотических разложений [6]. 

2. Метод возмущений для одномерного сдвигового деформирования 

Метод сращиваемых асимптотических разложений состоит из трех процедур: построения 
внешнего разложения, построения внутренних разложений и сращивания внешнего разложе-
ния с внутренними [6]. Он предназначен для дифференциальных уравнений с малым параме-
тром, стоящим при старших производных. Поэтому преобразуем исходную систему уравне-
ний движения, выбрав новые безразмерные переменные и определим с учетом краевого 
условия (2) малый параметр задачи ( ):ε
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где T  — характерное время задачи, для которого возникающие на границе перемещения мно-
го меньше, чем расстояние, проходимое волной в линейном приближении. В переменных (9), 
записав систему уравнений движения (4) и краевые условия на границе полупространства (2), 
получим внешнюю краевую задачу
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Искомые функции ( , )v s m  и ( , )w s m  представим асимптотическими рядами по четным сте-
пеням малого параметра:

 
( ) ( ) ( ) ( )
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 (11)

Для неизвестных функций ( , )iv s m  и ( , )iw s m  ( 0,1, 2, )i =   получаем краевые задачи, не 
учитывающие условия на фронте ударной волны .Σ  Методом последовательных линейных 
приближений определим внешнее разложение:
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  (12)

Полученное решение справедливо в окрестности нагружаемой границы и теряет равно-
мерность в прифронтовой области, где 2~ .s ε −  Поэтому необходимо построить дополнитель-
ное разложение, которое будет учитывать краевые условия (8).  Для этого выберем новые вну-
тренние переменные 2 ,n sε=  ,p s m= −  ( , ),v v n p=  ( , ),w w n p=  в которых получим 
внутреннюю краевую задачу:
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где ( )p n  — неизвестная функция, определяющая положение переднего фронта ударной волны 
.Σ  Новые неизвестные функции ( , ),v v n p=  ( , )w w n p=  и функцию ( )p n  представим асимпто-

тическими рядами вида

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 2 2
2 2 2
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, , , , , , .i i i

i i i
i i i
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Подстановка первых двух соотношений (14) в систему (13) на нулевом шаге метода приво-
дит к системе эволюционных уравнений [11] гиперболического типа:
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Эта система уравнений определяет основное поведение решения в прифронтовой области 
волнового процесса. Для ее решения удобно ввести замену переменных, учитывая результаты 
пункта 1: 2 2 ,g hη = +  / ,h gϑ =  где η определяет квадрат интенсивности импульсного воздей-
ствия, а ϑ задает направление этого воздействия. Функции ( , ),n pη  ( , )n pϑ  связаны с искомыми 
функциями ( , ),v v n p=  ( , )w w n p=  соотношениями: 2

0, / (1 ),pv η ϑ= − +  2
0, / (1 ).pw ϑ η ϑ= − +  

В новых переменных система (15) запишется как

 , , , ,
3 0, 0.
2 2n p n p
γ γη ηη ϑ ηϑ+ = + =  (16)

Система уравнений (16) решалась последовательно, т. к. первое уравнение не содержит за-
висимости от функции ( , ).n pϑ  Изменение квадрата интенсивности импульсного воздействия 
определяется решением первого уравнения системы (16). На изменение направления воздей-
ствия (второе уравнение системы (16)) влияет функция ( , ).n pη  Система уравнений (16) имеет 
общее решение вдоль характеристик:

 3 ; const ,
2 2

dpF p n
dn

γ γη η ϑ η = − = = 
 

âäîëü  (17)

где F  — произвольная функция. Выбор функции ( , )F n p  определяется краевым условием (2) 
и возможностью срастить полученное решение с внешним разложением (12). Положим, что
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В результате интегрирования 0, ,pv  0, pw  получим искомые функции:
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 (19)

где 1( ),nϕ  2 ( )nϕ  — неизвестные функции, определяемые из краевых условий на фронте удар-
ной волны (8). Для этого запишем обыкновенное дифференциальное уравнение, решение ко-
торого задает положение переднего фронта волнового процесса:

 ( ) ( ) ( ) ( )3 10
0 0, 0 0, 1 .

2
dp BB Ap z p p n z
dn A

γ −= − = = −  (20)

Подстановка безразмерных перемещений (19) в условие на волне 0 0( , ( )) 0,v n p n =  
0 0( , ( )) 0,w n p n =  позволяет найти неизвестные функции:

 ( ) ( ) ( ){ } ( ) { }3/2 3/2
1 2

2 21 , .
3 1 3

n B D E n BD E
A D AD

ϕ ϕ= − − − = +
−

 (21)

Соотношения (19), (21) определяют решение нулевого приближения внутреннего разложе-
ния метода сращиваемых асимптотических разложений. Неизвестные константы, входящие в 
(19), (21), вычисляются при сращивании внешнего (12) и внутреннего (19), (21) разложений на 
нулевом шаге метода: 3 3

1 2 ,A a a= +  2 2
2 1 2 1 ,B a a b b= +  3

1 / ,D b A=  ( )2 2
1 1 2 1 2 1 / .E a b b a a b A= −

Полученное решение несложно уточнить, построив по аналогии с нулевым приближением 
следующие приближения. При этом вычисления на дальнейших шагах метода будут более гро-
моздкие, но проводятся они по типовому алгоритму. 
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Заключение

На основе метода сращиваемых асимптотических разложений построено решение задачи 
о плоской одномерной ударной волне. Проведенные исследования характеристических на-
правлений системы уравнений движения и соотношений вдоль них позволили обнаружить 
свойство постоянства направления сдвига на единственной плоскополяризованной ударной 
волне, распространяющейся по предварительно недеформированной среде. Эта особенность 
волнового процесса дает возможность преобразовать эволюционную систему уравнений, за-
дающую решение на нулевом шаге внутренней задачи метода возмущений, к более простому 
виду. Следует отметить, что полученное свойство влияет на построение решения не только 
методом сращиваемых асимптотических разложений. При использовании лучевого метода 
[12, 13] неизменность направления сдвига на ударной волне также позволяет сократить число 
независимых уравнений затухания. Полученные результаты можно легко распространить на 
одномерные ударные деформации осесимметричного типа для нелинейноупругой несжимае-
мой среды.
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УДК 539.3

МОДЕЛЬ ТЕПЛОПРОВОДНОСТИ ПОЛУИЗОТРОПНЫХ МИКРОПОЛЯРНЫХ ТЕЛ

Институт проблем механики им. А. Ю. Ишлинского РАН

Ю. Н. Радаев, Е. В. Мурашкин

Аннотация. В работе рассматривается проблема математического моделирования свя-
занных процессов теплопроводности и деформирования в гемитропном микрополярном 
термоупругом континууме первого типа. Выбираются, прежде всего, подходящие пара-
метры состояния и квадратичные термодинамические потенциалы. В качестве термоди-
намического потенциала, как обычно, выбирается сначала внутренняя энергия, а затем, 
с помощью преобразования Лежандра, вводится свободная энергия Гельмгольца. Рас-
сматриваются уравнения баланса энтропии и различные формы баланса внутренней и 
свободной энергии Гельмгольца в терминах псевдотензоров. Приводятся определяющие 
уравнения для гемитропного микрополярного термоупругого континуума первого типа в 
рамках псевдотензорного формализма. Коротко обсуждаются координатные представле-
ния (в произвольной координатной сетке) для определяющих тензоров и псевдотензоров 
(четвертого, второго и нулевого ранга), использующихся при моделировании линейных 
гемитропных микрополярных термоупругих континуумов первого типа.
Ключевые слова: теплопроводность, термоупругость, микрополярность, гемитропность, 
хиральность, параметр состояния, термодинамический потенциал, определяющий геми-
тропный псевдотензор.

1. Вводные замечания

Классические математические модели континуальной механики в основе своей опираются 
на предположение о трансляционном перемещении элементов, составляющих континуум. 
В этом случае, материальная точка обладает тремя независимыми трансляционными степенями 
свободы. В микрополярных теориях каждый элемент континуума обладает дополнительными 
тремя ротационными степенями свободы. С алгебраической точки зрения [1] основными кине-
матическими переменными микрополярной теории будут: контравариантный абсолютный век-
тор перемещений ku  и контравариантный (ковариантный) псевдовекторы полного микропово-
рота. Отметим, что в микрополярной упругости полный микроповорот может быть представлен 
как ковариантным псевдовектором 

[ 1]

sφ
−

 веса 1,−  абсолютными векторами sφ  (или sφ ), так и кон-

травариантным псевдовектором 
[ 1]s

φ
+

 веса 1.+  Направление вектора полного микроповорота 
связано с направлением собственного вектора тензора поворота так, что из его конца поворот 
виден совершающемся против хода часовой стрелки (рис. 1a) и (рис. 1b). 

а)                                                                                            б)
Рис. 1. Направление векторов полного микроповорота. 

Пары ,kφ θ  и ,kφ θ− −  считаются эквивалентными
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Поле трансляционных перемещений порождает поле макроповоротов iω  (половину вихря 
поля перемещений): 

 1= , = ,
2

i ikl
k l l le v v uω ⋅∇ ∂  (1)

где k∇  — ковариантная производная, ⋅∂  — производная по времени. Вектор макроповорота 
iω  также можно определить как псевдовектор положительного веса.

Ясно, что картина деформации микрополярного континуума лучше всего описывается 
контравариантным вектором относительного микроповорота :iϕ

 = .i i iϕ φ ω−  (2)
Тем не менее во всех итоговых уравнениях, как правило, фигурирует вектор полного микропо-
ворота .kφ

Для описания состояния термодинамической системы используются термодинамические 
потенциалы состояния (внутренняя энергия, свободная энергия Гельмгольца), зависящие от 
базисных термодинамических переменных (параметров состояния: энтропия, деформация, 
температура). В представлениях квадратичных термодинамических потенциалов использу-
ются определяющие тензоры и псевдотензоры различных рангов. В полуизотропном случае 
они должны быть чувствительными к преобразованиям зеркального отражения и инверси-
ям трехмерного пространства. Наиболее простой моделью с параметрами, чувствительными 
к упомянутым преобразованиям пространства, оказывается гемитропная микрополярная 
среда, задающаяся девятью определяющими постоянными, что всего на три больше, чем в 
изотропном случае. В общем анизотропном случае микрополярная среда характеризуется 171 
определяющей постоянной.

Термомеханический подход к описанию процессов деформирования микрополярных ма-
териалов использовался, например, в работах [2–4], где проводится построение определяю-
щих уравнений для упругих микрополярных материалов в терминах абсолютных тензоров. 
Однако, построение, определяющих уравнений и термодинамических потенциалов для геми-
тропных микрополярных термоупругих сред на корректной основе требует привлечения ап-
парата алгебры псевдотензоров (см., например, [5–13]).

2. Термодинамические потенциалы и параметры состояния

Термодинамическая система характеризуется определенными значениями ее термодина-
мических переменных (параметров состояния). Параметрами состояния образующими тер-
модинамический базис в случае микрополярного термоупругого континуума первого типа 
будут

• s  — энтропия в расчете на единицу массы; 

• 
[ 1]

=
k

ij i j ijku φ
+

∇ −   — асимметричный тензор деформации; 

• 
[ 1] [ 1]

=
j s

i iκ φ
⋅+ +

⋅ ∇  — псевдотензор деформации изгиба-кручения. 
Здесь i∇  — набла Гамильтона, ijk  — ковариантные символы перестановок, являющиеся псев-
дотензором отрицательного веса 1.−

Физическую величину внутренней энергии u  в механике континуума удобнее рассматри-
вать как непрерывное физическое поле (physical field), т. к. континуум является объединением 
элементарных термодинамических систем. Подлинный интерес представляет трактовка вну-
тренней энергии как термодинамического потенциала состояния, т. е. как однозначной, непре-
рывной и ограниченной снизу функции базиса термодинамических переменных (параметров 
состояния). Чертой сверху будем в дальнейшем обозначать потенциалы состояния. Например 



1134

u  означает, что внутренняя энергия u  рассматривается как термодинамический потенциал 
состояния 

 
[ 1]

= ( , , ).
j

iiju u s κ
⋅+

⋅  (3)
Фундаментальный утверждением (3) постулируется тождество физического количества 

внутренней энергии u  (абсолютного скаляра, не зависящего от зеркальных отражений и ин-
версий трехмерного пространства) и значеня функциональной зависимости .u

Уравнение баланса внутренней энергии для микрополярных теорий, как хорошо известно, 
имеет следующий вид 

 
[ 1] [ 1]

= .
i k

ij i
ikij iu t q hρ µ κ ρ

⋅ ⋅− +

⋅⋅⋅ ⋅ ⋅∂ ∂ + ∂ + −∇  (4)
Здесь ⋅∂  — производная по времени при фиксированных координатах ,kx  ikt  — тензор сило-
вых напряжений, ρ  — массовая плотность (абсолютный скаляр), 

[ 1]i

kµ
⋅−

⋅  — псевдотензор мо-
ментных напряжений, q  — лучистое тепло (абсолютный скаляр), ih  — абсолютный вектор 
потока тепла. В приближении малых деформаций мы считаем = .a a⋅∂

Веса основных тензоров и псевдотензоров микрополярной механики можно найти в рабо-
тах [5–7].

Уравнение баланса энтропии примем в конвенциональном виде 
 = ,j

js Jρ ρσ ρξ⋅∂ −∇ + +  (5)

где jJ  — абсолютный вектор потока энтропии, ξ  — неконтролируемое производство энтро-
пии1 (в единицу времени в расчете на единицу массы), σ  — контролируемое производство 
энтропии (в единицу времени в расчете на единицу массы). Отметим, что ξ  и σ  являются 
абсолютными скалярами.

В термомеханике широко используется еще одни термодинамический потенциал — сво-
бодная энергия Гельмгольца, определяющуюся с помощью преобразования Лежандра вну-
тренней энергии, в виде 

 
[ 1] [ 1]

( , , ) = ( , , ), = .
j j

i iij ij
us u s
s

ψ θ κ θ κ θ
+ + ∂

− −
∂

   (6)

Преобразование Лежандра и его основные свойства подробно обсуждаются в монографии 
[14, c. 155–157].

3. Приведенное уравнение баланса свободной энергии Гельмгольца

Уравнение баланса свободной энергии можно получить подстановкой соотношений (5) и 
(6) в уравнение (4). В результате несложных преобразований получим 

 
[ 1] [ 1]

( ) ( ) ( ) = ,
i k

ij j j j
ikij j js t J J h qρ ψ θ µ κ θ θ ρ σθ ρξθ

⋅ ⋅− +

⋅⋅⋅ ⋅ ⋅ ⋅− ∂ + ∂ + ∂ + ∂ − ∇ +∇ − + −ò  (7)
В конвенциональном предположении 
 = , = ,j jJ h qθ σθ  (8)

уравнение (7) преобразуется к приведенной форме 

 
[ 1] [ 1]

1( ) = .
i k

ij j
ikij js t hρ ψ θ µ κ θ θ ρξθ

⋅ ⋅− +
−

⋅⋅⋅ ⋅ ⋅ ⋅− ∂ + ∂ + ∂ + ∂ − ∇  (9)
Для необратимых термодинамических процессов (теплопроводность первого типа как раз 

относится к таким процессам) справедливо термодинамическое неравенство 

 
[ 1] [ 1]

1 = 0,
i k

ij j
k iij jC A B hθ κ θ θ ρξθ
⋅ ⋅− +

−
⋅ ⋅⋅ ⋅ ⋅∂ + ∂ + ∂ + ∇ − ≤  (10)

1 Например, за счет лучистого тепла (radiant heat).
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где 

 

[ 1] [ 1]

[ 1]

= ,

= ,

= .

ij ij

ij

i i

k kk

i

C s

A t

B

ψρ ρ
θ
ψρ

ψρ µ
κ

⋅ ⋅− −

⋅ ⋅⋅+

⋅

∂
+

∂
∂

−
∂

∂
−

∂


 (11)

Откуда следуют определяющие соотношения 

 
[ 1]

[ 1]

= ,

= ,

= ,

= ( ).

ij

ij

i

k k

i

jj
k

s

t

h h

ψ
θ
ψρ

ψµ ρ
κ

θ

⋅−

⋅ ⋅+

⋅

∂
−
∂
∂
∂

∂

∂

∇

  (12)

Последнее уравнение в группе (12) представляет собой закон теплопроводности.
На основании (12) для неконтролируемого производства энтропии из (10) следует уравнение 

 1 1= = ( ) .
jj

j k jh hρθξ θ θ θ θ θ− −− ∇ − ∇ ∇  (13)

4. Баланс энтропии и квадратичные термодинамические потенциалы 
полуизотропных микрополярных термоупругих тел

На основании уравнения баланса энтропии (5) при учете (12) получаем нелинейное урав-
нение теплопроводности 

 
[ 1]

1 1

[ 1]
= ,

k
j

iij jk
ij

i

s s s h qρ ρ κ ρ θ θ θ ρ
θ

κ

⋅+
− −

⋅⋅ ⋅ ⋅⋅+

⋅

∂ ∂ ∂
∂ + ∂ + ∂ − ∇ +

∂ ∂
∂




 (14)

где произведена замена 0θ θ θ→ −  — температурный инкремент, 0θ  — референциальная тем-
пература. Линеаризованную свободную энергию для анизотропного микрополярного термоу-
пругого континуума первого типа, при условии абсолютной инвариантности ,ψ  можно при-
нять в форме 

 
[ 2] [ 1] [ 1] [ 1] [ 1] [ 1] [ 1]

2

1 2 3 1 2
2 = .

i l s m isl m i s
islm is

i l l iis lm is iss m m s
H H H G G Fρψ κ κ κ θ κ θ θ

⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅− + + − + − +

⋅ ⋅ ⋅ ⋅
⋅ ⋅ ⋅⋅⋅ ⋅

+ + + + +     (15)

Здесь 
1

,islmH  
[ 2]

2
,

i l

s m
H

⋅ ⋅−

⋅ ⋅
 

[ 1]

3
,

isl

m
H

⋅−

⋅⋅⋅
 

1
,isG  

[ 1]

2
,

i

s
G

⋅−

⋅
 F  — определяющие тензоры и псевдотензоры микропо-

лярного термоупругого континуума первого типа.

Для определяющих псевдотензоров 
1

,islmH  
[ 2]

2

i l

s m
H

⋅ ⋅−

⋅ ⋅
 и 

[ 1]

3

isl

m
H

⋅−

⋅⋅⋅
 справедливы условия симметрии 

 
[ 2] [ 2]

1 1 2 2
= , = .

i l l i
islm lmis

s m m s
H H H H

⋅ ⋅ ⋅ ⋅− −

⋅ ⋅ ⋅ ⋅

Воспользовавшись определяющими соотношениями (12), приходим к 
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[ 1] [ 1]

1 3 1

[ 1] [ 2] [ 1] [ 1] [ 1]

2 3 2

[ 1] [ 1]

1 2

3

1 1= ,
2 2

1 1= ,
2 2

2 = 2 ,

= .

isl m
islm isis

llm m

i i l m lmi i

ls lms m s s

i s
is

iis s

isi
s

t H H G

H H G

s G G F

h G

κ θ

µ κ θ

ρ κ θ

θ

⋅ ⋅− +

⋅
⋅⋅⋅

⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅− − + − −

⋅⋅
⋅ ⋅ ⋅⋅⋅ ⋅

⋅ ⋅− +

⋅
⋅

+ +

+ +

− − −

− ∇







 (16)

Полученная энергетическая форма (15) как правило используется при построении моделей 
гемитропных микрополярных упругих континуумов. Определяющие тензоры и псевдотензо-
ры для линейного гемитропного микрополярного упругого континуума нечувствительны к 
поворотам координатного репера, поэтому для них будут справедливы следующие координат-
ные представления [15]2

 

1 1 1 1

[ 2] [ 2] [ 2] [ 2]

2 2 2 2

[ 1] [ 1] [ 1] [ 1]

3 3 3 3

[ 1] [ 1]

1 1 2 2 3 3

= ,

= ,

= ,

= , = , = .

islm is lm il sm im sl

islm
is lm il sm im sl

islm
is lm il sm im sl

is
is isis is is

H a g g b g g c g g

H a g g b g g c g g

H a g g b g g c g g

G g d G g d G g d

− − − −

− − − −

− −

+ +

+ +

+ +
 (17)

Подставив координатные представления (17) в определяющие соотношения (16) получим 

 

1 1 1

[ 1] [ 1] [ 1] [ 1]

3 3 3 1

[ 1] [ 2] [ 2] [ 2] [ 1]

2 2 2

[ 1] [ 1] [ 1]

3 3 3

= ( )

1 1( ) ,
2 2

= ( )

1 1( )
2

is is lm il sm im sl
lm

is lm il sm im sl is
lm

is
is lm il sm im sl

lm

is lm il sm im sl
lm

t a g g b g g c g g

a g g b g g c g g d g

a g g b g g c g g

a g g b g g c g g

κ θ

µ κ

− − − +

− − − − +

− − −

+ + +

+ + + +

+ + +

+ + + +




[ 1]

2

[ 1] [ 1]

1 2

3

,
2

2 = 2 ,

= .

is

is is
isis

i i

d g

s g d g d F

h d

θ

ρ κ θ

θ

−

− +

− − −

− ∇



 (18)

Вместо определяющих постоянных ,a
a

 ,b
a

 c
a

 можно перейти к конвенциональным опреде-

ляющим постоянным, таким как ,G  ,ν  ,L   . В этом случае характерная микродлина L  будет 
псевдоскаляром отрицательного веса 1.−

Заключение

В работе рассматривается проблема математического моделирования связанных процес-
сов теплопроводности и деформирования в гемитропном микрополярном термоупругом кон-
тинууме первого типа.  

1. Обоснован выбор подходящих параметров состояния и квадратичных термодинамиче-
ских потенциалов. 

2 Подразумевается использование произвольной координатной криволинейной сетки.
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2. В качестве термодинамического потенциала, как обычно, выбрана внутренняя энергия 
и, с помощью преобразования Лежандра, введена свободная энергия Гельмгольца. 

3. Рассмотрены уравнения баланса энтропии и различные формы баланса внутренней и 
свободной энергии Гельмгольца в терминах псевдотензоров. 

4. Приведены определяющие уравнения для гемитропного микрополярного связанного 
термоупругого континуума первого типа в рамках псевдотензорного формализма. 

5. Приведены координатные представления для определяющих тензоров и псевдотензоров, 
использующихся при моделировании линейных гемитропных микрополярных термоупругих 
континуумов первого типа. 

6. Продемонстрировано, что характерная микродлина L  может трактоваться как опреде-
ляющий псевдоскаляр отрицательного веса 1.−
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УДК 539.3:534.26

О ВЛИЯНИИ АНИЗОТРОПИИ НА РАССЕЯНИЕ ЗВУКА УПРУГИМ ШАРОМ

Тульский государственный университет

С. А. Скобельцын

Аннотация. Представлено решение задачи рассеяния плоской звуковой волны упругим 
шаром из трансверсально-изотропного материала. Рассматриваются три типа анизотроп-
ного материала, отличающиеся формой поверхностей изотропии. Проведены расчеты 
давления в рассеянной волне для разных направлений распространения падающей вол-
ны по отношению к оси упругой симметрии. Показано заметное влияние типа анизотро-
пии на давление в ближнем акустическом поле.
Ключевые слова: дифракция звука, упругий шар, трансверсально-изотропный материал 
рассеивателя, поверхность изотропии, ближняя зона акустического поля.

Введение

Анализ акустического поля при рассеянии звуковой волны объектом позволяет судить 
о некоторых его свойствах. Объектом идентификации могут выступать: положение объекта 
(абсолютное в пространстве и относительное в ряду других объектов), размер, форма, ори-
ентация, элементы внутренней структуры — наличие полостей, свойства материала объекта 
(внешних поверхностей и заполнителя). Ряд задач такого рода решается в гидроакустике, сей-
смологии, ультразвуковой диагностике и дефектоскопии.

Известен ряд работ, посвященных решению задачи о рассеяния звуковых волн упругими 
объектами сферической формы, например [1–8]. В ряде работ рассматривались сферические 
тела, у которых только внешний слой являлся упругим [5]. Во многих работах последнего вре-
мени рассматриваются шаровидные тела с неоднородным внешним слоем [6–8].

Широкое внедрение композитных материалов в конструкции различного назначения су-
щественно влияет на их акустические свойства. Современные композитные материалы часто 
характеризуются анизотропией упругих свойств.

В работе [11] с участием автора решена задача о рассеянии плоской звуковой волны полым 
шаром из неоднородного трансверсально-изотропного материала. Рассматривался случай, 
когда тип анизотропии был согласован с формой поверхности тела.

В данной работе предлагается решение задачи о рассеянии плоской звуковой волны сплош-
ным шаром из однородного трансверсально-изотропного материала. При этом рассматрива-
ются и такие случаи, когда тип анизотропии не согласован с формой поверхности тела.

1. Постановка задачи

Пусть в неограниченную область 0 ,Ω  заполненную идеальной жидкостью с плотностью 0ρ  
и скоростью звука 0 ,c  помещен упругий шар Ω  радиуса a  из трансверсально-изотропного 
материала с плотностью 1ρ  и модулями упругости .kmλ  Из окружающей жидкости на шар па-
дает плоская гармоническая звуковая волна с круговой частотой ω  (см. рис. 1) С потенциалом 
смещения .pΨ

Направление распространения и частоту падающей волны определяет волновой вектор 0k  
такой, что 0| |k = 0k = 0/ cω  — волновое число падающей волны. Тогда потенциал смещения в 
падающей волне может быть представлен в комплексной форме так [10]

 0= exp( ),p tωΨ ⋅ −k r  (1)
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где без ограничения общности амплитуда pΨ  полагается равной 1; r  — радиус-вектор точки 
наблюдения; t  — время; i  — мнимая единица. В дальнейшем временной множитель exp( )i tω−  
у pΨ  и всех параметров движения, зависящих от времени, будем опускать (колебания предпо-
лагаются стационарными).

В результате отражения звука шаром образуется рассеянное акустическое поле. Будем ха-
рактеризовать его потенциалом смещения в рассеянной волне .sΨ

Предполагается, что упругая симметрия в материале препятствия может иметь один из 
трех типов: плоская, цилиндрическая, сферическая. Для первого из рассматриваемых типов 
анизотропии поверхности изотропии — плоские, для второго — цилиндрические, для третье-
го — сферические. Для введения и идентификации типа анизотропии в шаре проводится не-
которая прямая ,L  проходящая через его центр .O

а) тип 1 б) тип 2 в) тип 3
Рис. 2. Типы анизотропии

Для первого типа анизотропии ось L  является осью упругой симметрии бесконечного по-
рядка. Для второго типа анизотропии ось L  выступает осью круговых цилиндрических по-
верхностей изотропии. В третьем случае поверхности изотропии — концентрические сферы с 
центом в .O  В этом случае L  проходит по диаметрам поверхностей изотропии.

Требуется оценить характер влияния типа анизотропии на рассеянное акустическое поле в 
окрестности упругого шара.

Введем декартову систему координат ,x  ,y  z  с началом ,O  расположенным в центре шара 
,Ω  и осью ,Oz  направленной по прямой .L

Также будем использовать две криволинейных систем координат: цилиндрическую ,ρ  ,ϕ  
z  и сферическую ,r  ,θ  ,ϕ  которые связаны с декартовой соотношениями

Рис. 1. Геометрия задачи
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цилиндрическая: = cos , = sin , =x y z zρ ϕ ρ ϕ      ( 0,ρ ≥  0 2ϕ π≤ < ); (2)
сферическая: = sin cos , = sin sin , = cosx r y r z rθ ϕ θ ϕ θ   ( 0,r ≥  0 ,θ π≤ <  0 2ϕ π≤ < ). (3)
Поверхность шара ( )Γ Ω  в сферической системе координат может быть задана уравнением 

.r a=
Поверхности изотропии в материале типа 1 представляются уравнениями вида const.z =  

Матрицу физических компонентов тензора модулей упругости в нотации Фойгта для тран-
сверсально-изотропного материала можно записать в виде [11]
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где индексы 1, 2, 3 у компонентов матрицы соответствуют координатам ,x  ,y  .z  В этом случае 
тензор модулей упругости определяется 5 модулями: 11,λ  12 ,λ  13,λ  33,λ  44.λ

Поверхности изотропии в материале типа 2 представляются уравнениями вида const.ρ =  
Матрицу компонентов тензора модулей упругости цилиндрически трансверсально-изотроп-
ного материала можно записать в виде [12]
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где индексы 1, 2, 3 у компонентов матрицы соответствуют координатам ,ρ  ,ϕ  .z  Такой тип 
анизотропии относится к так называемой криволинейной анизотропии. В этом случае тензор 
модулей упругости определяется 5 модулями: 11,λ  12 ,λ  22 ,λ  23,λ  55.λ

Поверхности изотропии в материале типа 3 представляются уравнениями вида const.r =  
Матрица компонентов тензора модулей упругости 3Λ  сферически трансверсально-изотроп-
ного материала можно записать также в виде (5). Но индексы 1, 2, 3 у компонентов этой матри-
цы будут соответствовать уже координатам ,r  ,θ  .ϕ

В результате дифракции звука на упругом цилиндре формируется рассеянное акустиче-
ское поле, которое определяется потенциалом смещений .sΨ  Потенциал sΨ  должен удовлет-
ворять уравнению Гельмгольца [10]

 2
0 = 0,s sk∆Ψ + Ψ  (6)

где ∆  — оператор Лапласа. Кроме того, потенциал смещений sΨ  должен удовлетворять усло-
виям излучения на бесконечности

 0
1 1= , = .s

s sO r ik O r
r r r

∂Ψ    Ψ − Ψ →∞    ∂    
ïðè  (7)

Движение частиц шара Ω  будем описывать общими уравнениями движения сплошной 
среды [13]

 2
1Div = ,σ ρ ω− u  (8)

где Divσ  — первый инвариант ковариантной производной тензора напряжений ;σ  u  — век-
тор смещений частиц упругой среды.
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Связь компонентов тензора напряжений и компонентов вектора смещений выражается за-
коном Гука ,σ ε= Λ ⋅  где Λ  тензор модулей упругости (с матрицей (4) или (5)), ε  — тензор 
деформаций, компоненты которого выражаются через компоненты u  и их производные.

На внешней поверхности тела Γ  должны выполняться граничные условия равенства нор-
мальных смещений и напряжений и отсутствия касательных напряжений

 20
0 0= ; = ; = 0; = 0.r rr r ru

r θ ϕσ ρ ω σ σ∂Ψ
Ψ

∂
 (9)

Здесь 2 2
0 0 0= ( )p sρ ω ρ ωΨ Ψ +Ψ  — полное звуковое давление в жидкости; ,ru  ijσ  — компо-

ненты вектора смещений u  и тензора напряжений .σ
Таким образом, в процессе решения задачи о рассеянии плоской звуковой волны ани-

зотропным шаром требуется найти решения уравнений (6) в 0Ω  и (8) в .Ω  Решения должны 
удовлетворять граничным условиям (9) и условиям излучения на бесконечности (7).

2. Решение задачи

Решение задачи дифракции выполняется с использованием метода конечных элементов. 
Используется подход, который предложен в работе [14]. В соответствии с ним в задаче о рас-
сеянии звуковых волн в неограниченном пространстве область упругих препятствий и неко-
торая часть прилегающей жидкости заключается в шаровую область .D  Вне этой области по-
тенциал смещения sΨ  в рассеянной волне ищется в виде разложения по сферическим 
гармоникам, удовлетворяющим уравнению Гельмгольца (6) и образующим полную систему 
функций. Внутри области D  поле смещений u  в упругом препятствии ищутся методом ко-
нечных элементов. На первом этапе получается внутренняя краевая задача для неизвестного 
поля колебаний в области .D  Она решается стандартными средствами МКЭ для ограничен-
ных областей. После решения краевой задачи в области D  находятся значения коэффициен-
тов разложения sΨ  по сферическим гармоникам. Потенциал sΨ  используется для анализа 
рассеянного акустического поля вне области .D  В рассматриваемом случае в качестве области 
D  можно взять .Ω

Во внешней части 0Ω  уравнение (6) решается методом разделения переменных. Получим 
ряд

 
=0 =

= ( ) (cos )exp( ),
n

m
s nm n n

n m n
A h kr P imθ ϕ

∞

−

Ψ ∑∑  (10)

где nmA  — неизвестные коэффициенты; ( )nh x  — сферическая функция Ханкеля 1-го рода по-
рядка ,n  которая обеспечивает выполнение условий излучения на бесконечности (7) для ;sΨ  

( )m
nP x  — присоединенные функции полиномов Лежандра степени n  порядка .m

Разложим по сферическим функциям Бесселя в форме (15) и плоскую волну pΨ

 
=0 =

= ( ) (cos )exp( ),
n

m
p nm n n

n m n
j kr P imγ θ ϕ

∞

−

Ψ ∑∑  (11)

где ( )nj x  — сферическая функция Бесселя первого рода порядка ;n  nmγ  — известные коэффи-
циенты в разложении падающей волны (5) по сферическим гармоникам и функциям Бесселя 
на поверхности = .r a

Подставляя (10), (11) и разложение u  по координатным функциям в первое уравнение (9) 
получим выражение коэффициентов nmA  через значения kΨ  на поверхности =r a

 ( )
=1

( ) 1= , ,
( ) ( )

K
n

nm nm k k nm
kn n nm

j kRA f Y
h kR h kR N

γ− + Ψ∑  (12)

где nmN  — квадрат нормы сферической гармоники ;nmY  ( , )k nmf Y  — скалярное произведение 
функции формы ( )kf r  и nmY  на поверхности ;Γ  kΨ  узловые значения потенциала 0Ψ  при .r a=
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Используя (12) во втором граничном условии (9), получим уравнение, которое содержит 
только узловые значения .kΨ

Далее с учетом выражений (12) для коэффициентов nmA  во втором уравнении (9) и вместе 
с (10), (11) получим необходимые краевые условия для решения внутренней задачи МКЭ в 
области .Ω

После решения МКЭ внутренней краевой задачи для уравнений (8) в области 0Ω  с соот-
ветствующими граничными условиями по (12) определим коэффициенты nmA  через узловые 
значения kΨ  на поверхности .Γ

Таким образом, задача дифракции оказывается полностью решенной и для анализа полей 
колебаний внутри Ω  используются разложение u  по координатным функциям конечно-эле-
ментной модели, а для анализа рассеянного акустического поля в 0Ω  — ряд (10).

3. Численные исследования

Полученное решение использовано для анализа влияния анизотропии материала упругого 
шара на рассеяние звука для частных значений параметров падающей волны, геометрических 
и материальных параметров сред.

Ниже представлены результаты, когда волновой вектор падающей волны 0k  находится в 
плоскости = 0y  ( 0)ϕ =  и направление распространения волны (1) задается углом 0θ  состав-
ляемым вектором 0k  с осью .Oz  Полагается 0 5.k =

Плотность и скорость звука содержащей среды — 0 = 1000ρ  кГ/м3; 0 = 1485c  м/c. Плот-
ность материала шара — 1 = 2700ρ  кГ/м3.

Для модулей упругости матрицы Λ  рассматриваются два вида анизотропии в рамках каж-
дого типа. Виды анизотропии в матрице 1Λ  задавались значениями:

1-й вид — 10
11 = 16.40 10λ ⋅  Н/м2; 10

12 = 3.28 10λ ⋅  Н/м2; 10
13 = 3.28 10λ ⋅  Н/м2;

                    10
33 = 5.74 10λ ⋅  Н/м2; 10

44 = 2.54 10λ ⋅  Н/м2;
2-й вид — 10

11 = 5.74 10λ ⋅  Н/м2; 9
12 = 8.19 10λ ⋅  Н/м2; 9

13 = 8.19 10λ ⋅  Н/м2;
                    10

33 = 16.40 10λ ⋅  Н/м2; 10
44 = 2.95 10λ ⋅  Н/м2.

Виды анизотропии в матрице модулей упругости матрицы 2Λ  задаются значениями:
1-й вид — 10

11 = 5.74 10λ ⋅  Н/м2; 10
12 = 3.28 10λ ⋅  Н/м2; 10

22 = 16.40 10λ ⋅  Н/м2;
                    10

23 = 5.3 10λ ⋅  Н/м2; 10
55 = 2.54 10λ ⋅  Н/м2;

2-й вид — 10
11 = 16.40 10λ ⋅  Н/м2; 9

12 = 8.19 10λ ⋅  Н/м2; 10
22 = 5.74 10λ ⋅  Н/м2;

                    10
23 = 5.3 10λ ⋅  Н/м2; 10

55 = 2.95 10λ ⋅  Н/м2.
Для сравнения проводились расчеты и для изотропного материала с модулями упругости 

Ламе 10= 5.3 10λ ⋅  Н/м2, 10= 2.6 10µ ⋅  Н/м2, который в некотором смысле занимает промежу-
точное положение между видами 1 и 2.

В качестве исследуемой величины рассматривался модуль относительного давления 
0' | / |pp = Ψ Ψ  в суммарном акустическом поле на сферической поверхности r R=  вблизи пре-

пятствия. В расчетах R  полагалось таким, что 2 .R a=  При таких условиях ' '( , )p p θ ϕ=  — 
функция двух сферических координат. На рисунках далее показаны расчеты для ' '( , )p p θ ϕ=  
в плоскости 0,y =  где 0ϕ =  (верхняя половина рисунка) или 2ϕ π=  (нижняя половина ри-
сунка). Поэтому представленные диаграммы рассматриваются как функции только координа-
ты ' '( ).p pθ θ− =

На рис. 3–5 зависимости '( )p θ  представлены в виде полярных диаграмм, в которых ось 
= 0,θ π  направлена по горизонтали. Для интерпретации геометрических соотношений между 

a и R  на рисунках пунктирной линией изображены две окружности. Наклонное распростра-
нение волны pΨ  при 0 / 9θ π=  позволяет выявить особенности влияния анизотропии.
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Штриховой линией как база для сравнения представлена диаграмма зависимости '( )p θ  для 
изотропного материала. В левой части (а) представлены результаты для материала вида 1, а в 
правой — (б) — результаты для материала вида 2.

а) вид 1 б) вид 2
Рис. 3. Диаграммы '( )p θ  для анизотропии типа 1

На рис. 3 показаны результаты для случая анизотропии типа 1. Видно, что диаграммы, 
представленные сплошной линией, несимметричны относительно направления распростра-
нения волны.

а) вид 1 б) вид 2
Рис. 4. Диаграммы '( )p θ  для анизотропии типа 2

На рис. 4 показаны результаты для случая анизотропии типа 2. Здесь диаграммы также не-
симметричны, однако при неоднородности вида 1 асимметрия менее выражена.

На рис. 5 показаны результаты для случая анизотропии типа 3. Как и следовало ожидать, 
при таком типе анизотропии диаграммы '( )p θ  симметричны, относительно направления рас-
пространения волны.
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В целом диаграммы рис. 3–4 показывают существенное влияние типа и вида анизотропии 
материала на рассеянное поле в ближней зоне акустического поля.

Заключение

Полученное решение позволяет оценить влияние на рассеяние звуковых волн типа и вида 
анизотропии материала сферического упругого препятствия.

Расчеты показывают, что при рассмотренных параметрах падающей волны и параметрах 
содержащей среды и упругого материала шара изменение типа и вида анизотропии приводит 
к изменению амплитуды давления в рассеянном поле от 30 до 50 % в отдельных диапазонах 
угла наблюдения .θ
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УДК 624.04

УСТОЙЧИВОСТЬ РАВНОВЕСИЯ КОНЕЧНОМЕРНЫХ МОДЕЛЕЙ 
БАЛОЧНЫХ КОНСТРУКЦИЙ С СОСРЕДОТОЧЕННЫМИ ПАРАМЕТРАМИ

1Санкт-Петербургский политехнический университет Петра Великого
2Институт проблем машиноведения Российской академии наук

А. С. Смирнов1,2, Т. Н. Хашба1

Аннотация. В работе рассматриваются две задачи об устойчивости равновесия шарнир-
но-опертой балки под действием продольной сжимающей силы и в поле центробежных 
сил. Для указанных систем с распределенными параметрами строятся упрощенные ко-
нечномерные модели с сосредоточенными элементами, состоящие из безмассовых не-
растяжимых стержней, упругих торсионов и точечных грузов. На основе статического 
подхода исследована устойчивость равновесия каждой из этих систем в двух постановках 
при произвольном числе степеней свободы. Показано, что с увеличением числа степеней 
свободы конечномерных моделей рассматриваемых систем критические значения безраз-
мерных параметров стремятся к соответствующим значениям для исходных моделей с 
распределенными параметрами. Полученные результаты интересны как в теоретическом, 
так и в практическом отношении.
Ключевые слова: шарнирно-опертая балка, продольная сжимающая сила, центробеж-
ные силы, устойчивость равновесия, упрощенная конечномерная модель, критическое 
значение.

Введение

Упрощенному моделированию колебательных движений систем с распределенными па-
раметрами (стержней, валов, балок, струн, цепей и т. д.) при помощи построения моделей 
с конечным числом степеней свободы, содержащих сосредоточенные элементы, посвящено 
достаточно большое количество работ [1–5]. В то же время, при исследовании устойчивости 
равновесия подобных систем в различных условиях их функционирования аналогичным мо-
делям в литературе уделено менее серьезное внимание, хотя они также представляют как фун-
даментальное, так и прикладное значение. В самом деле, для многих реальных конструкций, 
представляющих собой системы с распределенными параметрами, построение точного ана-
литического решения задачи об устойчивости равновесия оказывается трудоемким или вовсе 
невозможным, поэтому в данной ситуации приходится прибегать к некоторым приближен-
ным расчетам. Один из таких подходов и связан с построением конечномерных моделей, об-
ладающих сосредоточенными массами и податливостями. При использовании этого подхода 
в рамках моделей с достаточно небольшим числом степеней свободы можно без особых труд-
ностей получить оценки для критических значений параметров задач. Следует отметить, что 
в некоторых простых случаях удается построить решение задачи об устойчивости равновесия 
и при произвольном числе степеней свободы в замкнутой форме. Именно такие задачи пред-
ставляют особую ценность при применении вычислительных методов в теории устойчивости 
равновесия механических систем. Это связано с тем, что они являются своего рода тестовыми 
примерами, необходимыми для апробации программ, которые приходится составлять для ис-
следования устойчивости более сложных конструкций.

 В настоящей работе предлагается рассмотреть две задачи об устойчивости равновесия 
шарнирно-опертой балки под действием продольной сжимающей силы и в поле центробеж-
ных сил, и подробно проанализировать отвечающие им конечномерные модели с сосредото-
ченными элементами, обладающие произвольным количеством степеней свободы.
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1. Шарнирно-опертая балка под действием продольной сжимающей силы

1.1. Модель с распределенными параметрами

В качестве первой задачи рассмотрим шарнирно-опертую балку длиной ,L  которая нахо-
дится под действием постоянной продольной сжимающей силы P  (рис. 1).

Для исследования устойчивости равновесия балки будем использовать статический под-
ход. Как известно, уравнение равновесия в этом случае имеет следующий вид: 

 
4 2

4 2 0,d v d vEJ P
dx dx

+ =  (1)

где ( )v x  — перемещение сечения балки с координатой ,x  E  — модуль Юнга материала балки, 
J  —  момент инерции сечения балки. Решение уравнения (1) есть [6]:

 2
1 2 3 4( ) cos sin , ,Pv x C C x C kx C kx k

EJ
= + + + =  (2)

где 1,C  2 ,C  3C  и 4C  — константы интегрирования. Удовлетворяя это решение геометриче-
ским и силовым граничным условиям задачи

 (0) 0, ''(0) 0, ( ) 0, ''( ) 0,v v v L v L= = = =  (3)
получим, что 1 2 3 0,C C C= = =  и, кроме того, уравнение sin 0,kL =  наименьший положитель-
ный корень которого * /k Lπ=  и определяет критическое значение параметра ,k  при котором 
будет происходить потеря устойчивости балки. Для дальнейших сопоставлений удобно вве-
сти безразмерный параметр ,δ  пропорциональный действующей силе :P

 
2

.PL
EJ

δ =  (4)

Отсюда ясно, что критическое значение этого параметра равно 2
* ,δ π=  а устойчивость равно-

весия балки имеет место лишь при *,δ δ<  что является широко известным результатом.

1.2. Модель с сосредоточенными параметрами

Перейдем к составлению модели исходной системы, представленной на рис. 1, которая бу-
дет иметь сосредоточенные параметры и обладать n  степенями свободы. Для этого разделим 
балку на 1n +  участков одинаковой длины / ( 1)l L n= +  и представим каждый из них как нера-
стяжимый безмассовый стержень, а упругие свойства балки будем моделировать при помощи 
торсионов (угловых пружин) жесткостью на поворот 2 ,γ  прикрепленных к краям каждого 
участка. При этом жесткость последовательного соединения этих двух упругих элементов есть 

,γ  и она должна быть равна жесткости на поворот данного участка балки длиной l  в рамках 
исходной распределенной модели, т. е. /EJ lγ =  [5]. Соединяя шарнирно все стержни и объе-
диняя при этом примыкающие торсионы в единые торсионы жесткостью ,γ  а также учиты-
вая, что крайние торсионы жесткостью 2γ  ввиду своего расположения не деформируются, 
т. е. фактически не играют никакой роли, получим конечномерную модель, представленную на 
рис. 2 и обладающую регулярной структурой.

Рис. 1. Шарнирно-опертая балка под действием продольной сжимающей силы 
(модель с распределенными параметрами)
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Для получения уравнений равновесия проще всего записать потенциальную энергию дан-
ной системы. В качестве обобщенных координат примем смещения точек шарнирного соеди-
нения стержней ,jy  где 1, .j n=  Нетрудно понять, что угловые деформации торсионов, связы-
вающих соседние стержни, будут равны 1 ,j j jϑ ϕ ϕ+= −  где jϕ  — углы отклонения стержней от 
продольного направления [7], при рассмотрении малых отклонений равные 1( ) / ,j j jy y lϕ −= −  
где также введены фиктивные величины 0y  и 1ny +  таким образом, что

 0 10, 0.ny y += =  (5)
Поэтому 11( / .2 )j j j jyy y lϑ −+ − +=  Что касается смещения точки приложения силы ,P  то оно 
определяется следующим выражением, где приведена и его квадратичная аппроксимация: 

 
1 1

2 2 2
1 1

1 1

1( ) ( ) .
2

( 1)
n n

j j j j
j j

l y y y yn
l

l
+ +

− −
= =

∆ = + − − − ≈ −∑ ∑  (6)

В результате суммарная потенциальная энергия запишется в виде: 

 
1

2 2 2
1 1 12

1 1 1

1 1 ( 2 ) ( ) , ,
2 2

n n n

j j j j j j
j j j

PlP y y y y y
l
γγ µ µϑ

γ

+

+ − −
= = =

 
Π = − ∆ = − + − − = 

 
∑ ∑ ∑  (7)

где µ  — безразмерный параметр задачи. Теперь можно записать условия равновесия:

 0, 1, ,
j

j n
y
∂Π

= =
∂

 (8)

которые в развернутой форме примут следующий вид: 

 

1 2 3

1 2 3 4

2 1 1 2

3 2 1

2 1

(5 2 ) ( 4) 0
( 4) (6 2 ) ( 4) 0

( 4) (6 2 ) ( 4) 0, 3, 2.

( 4) (6 2 ) ( 4) 0
( 4) (5 2 ) 0

j j j j j

n n n n

n n n

y y y
y y y y

y y y y y j n
y y y y

y y y

µ µ
µ µ µ

µ µ µ

µ µ µ
µ µ

− − + +

− − −

− −

− + − + =
 − + − + − + =
 + − + − + − + = = −
 + − + − + − =
 + − + − =

 (9)

Чтобы привести первые два и последние два уравнения (9) к общей форме, которая имеет ме-
сто при 3, 2j n= − , необходимо ввести еще две фиктивные величины 1y−  и 2ny +  так, что

 1 1 2, .n ny y y y− += − = −  (10)
В результате можно записать все уравнения (9) в унифицированном виде:

 2 1 1 2( 4) (6 2 ) ( 4) 0, 1, ,j j j j jy y y y y j nµ µ µ− − + ++ − + − + − + = =  (11)
т. е. в виде одного уравнения в конечных разностях. Будем разыскивать решение этого уравне-
ния в виде .j

jy ρ=  Тогда получим следующее уравнение для определения :ρ

 2
2

1 1( 4) 6 2 ( 4) 0.ρ µ ρ µ µ
ρ ρ

+ − + − + − + =  (12)

Выполнив в нем замену 1/ ,z ρ ρ= +  получим квадратное уравнение:
 2 ( 4) 4 2 0,z zµ µ+ − + − =  (13)

корни которого имеют очевидные значения:

Рис. 2. Шарнирно-опертая балка под действием продольной сжимающей силы 
(модель с сосредоточенными параметрами)
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 1 22, 2 .z z µ= = −  (14)
Тогда для определения исходной величины ρ  получим два квадратных уравнения:

 2 22 1 0, (2 ) 1 0.ρ ρ ρ µ ρ− + = − − + =  (15)
Первое из них имеет кратные корни 1,2 1,ρ =  а второе путем замены 2 2cosµ θ− =  приводится 
к удобному виду, позволяющему записать его решение в наиболее компактной форме:

 3,4 cos sin ,ii e θρ θ θ ±= ± =  (16)
тогда как связь безразмерного параметра µ  с величиной θ  дается формулой:

 22(1 cos ) 4sin .
2
θµ θ= − =  (17)

Таким образом, общее решение конечно-разностного уравнения (11) будет иметь вид: 
 1 2 3 4cos sin ,jy C C j C j C jθ θ= + + +  (18)

где 1,C  2 ,C  3C  и 4C  — константы интегрирования. Здесь учтено, что кратному корню 1,2 1ρ =  
отвечают функции 1 1j =  и 1 jj j⋅ =  в фундаментальной системе решений, а вместо функций 

,ije θ±  отвечающих корням 3,4 ,ρ  удобнее взять вещественные функции cos jθ  и sin .jθ  Прини-
мая теперь во внимание условия (5) и (10), получим согласно (18) после несложных преобра-
зований следующую систему:

 

1 3

1 2 3 4

1 3

1 2 3 4

0
( 1) cos( 1) sin( 1) 0

.
cos 0

( 1) cos( 1) cos sin( 1) cos 0

C C
C C n C n C n

C C
C C n C n C n

θ θ
θ

θ θ θ θ

+ =
 + + + + + + =
 + =
 + + + + + + =

 (19)

Первое и третье уравнения данной системы дают ненулевое решение, если cos 1,θ =  т. е. когда 
2 ,s sθ π=  и в этом случае будем иметь, что 1 3 0.C C+ =  Из оставшихся двух уравнений (19) мы 

находим тогда, что 2 0,C =  а 4C  произвольно. Однако при этом решение (18) оказывается ну-
левым, т. е. тривиальным, которое нас совершенно не интересует. Поэтому из первого и треть-
его уравнений системы (19) вытекает, что 1 3 0,C C= =  а оставшиеся два ее уравнения в этих 
условиях приобретают вид: 

 2 4

2 4

( 1) sin( 1) 0
.

( 1) sin( 1) cos 0
C n C n

C n C n
θ

θ θ
+ + + =

 + + + =
 (20)

Для существования нетривиального решения следует приравнять нулю определитель этой си-
стемы, вследствие чего получим уравнение: 

 ( 1)(cos 1)sin( 1) 0.n nθ θ+ − + =  (21)
Его решение cos 1θ =  нас не устраивает по тем же самым причинам, что были высказаны 
выше, поэтому необходимо потребовать, чтобы было sin( 1) 0.n θ+ =  Первый положительный 
корень этого уравнения *,θ  определяющий согласно (17) критическое значение параметра ,µ  
а также само это критическое значение *µ  выражаются следующими формулами:

 2
* *, 4sin .

1 2( 1)n n
π πθ µ= =
+ +

 (22)

Остается получить связь между критическими значениями параметра µ  согласно второй 
формуле (7) и параметра δ  из исходной системы с распределенными параметрами согласно 
(4). Полагая в последней из них ( 1)L n l= +  и ,EJ lγ=  получим окончательное выражение:

 2 2 2
* *( 1) 4( 1) sin .

2( 1)
n n

n
πδ µ= + = +
+

 (23)

Отсюда легко видеть, что при увеличении числа степеней свободы модели и осуществле-
нии предельного перехода при n →∞  из (23) получим, что 2

* ,δ π→  т. е. величина *δ  стремит-
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ся к критическому значению данного параметра, полученному ранее в рамках модели с рас-
пределенными параметрами, как этого и следовало ожидать.

2. Шарнирно-опертая балка в поле центробежных сил

2.1. Модель с распределенными параметрами

Предположим теперь, что шарнирно-опертая балка со всеми прежними параметрами по-
мещена в поле действия центробежных сил, т. е. в плоскость, которая вращается с постоянной 
угловой скоростью Ω  вокруг оси ,x  соединяющей опорные точки балки (рис. 3).

Запишем уравнение равновесия балки в поле центробежных сил:

 
4

2
4 ,d vEJ F v

dx
ρ= Ω  (24)

где ρ  — плотность материала балки, а F  —  площадь ее поперечного сечения. Поскольку 
уравнение (24) аналогично уравнению, из которого определяется амплитудная функция в за-
даче об изгибных колебаниях балки, то его решение может быть представлено при помощи 
гиперболических и тригонометрических функций:

 
2

4
1 2 3 4ch sh c( ) os sin , ,FC ax C axv x C ax C ax a

EJ
ρ Ω

+ + + ==  (25)

где 1,C  2 ,C  3C  и 4C  — константы интегрирования. Отметим, что для более сложных вариан-
тов граничных условий, чем (3), значительное удобство представляет использование функций 
Крылова [1]. Удовлетворяя решение (25) граничным условиям (3), легко получить, что 

1 2 3 0,C C C= = =  а также уравнение sin 0,aL =  наименьший положительный корень которого 
* /a Lπ=  определяет критическое значение параметра ,a  отвечающее потере устойчивости 

балки. Вводя для данной задачи безразмерный параметр ,β  пропорциональный угловой ско-
рости вращения :Ω

 2 ,FL
EJ
ρβ = Ω  (26)

заключаем с учетом сказанного выше, что критическое значение этого параметра есть 2
* ,β π=  

так что устойчивость равновесия балки имеет место лишь при *.β β<

2.2. Модель с сосредоточенными параметрами

Построим теперь модель с сосредоточенными параметрами с n  степенями свободы для 
системы, изображенной на рис. 3. Ясно, что она вновь будет состоять из 1n +  абсолютно твер-
дых шарнирно соединенных стержней длиной / ( 1),l L n= +  а упругие свойства будут модели-
роваться при помощи тех же самых торсионов, что и на рис. 2. Кроме того, в данной задаче 
важны инерционные характеристики балки. Наиболее простым вариантом является их моде-
лирование при помощи «схемы гантели», когда масса m Flρ=  каждого из участков, на кото-
рые была разделена балка, разносится по его краям, так что на их концах будут расположены 

Рис. 3. Шарнирно-опертая балка в поле центробежных сил 
(модель с распределенными параметрами)
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сосредоточенные грузы массой / 2m  [5]. Нетрудно понять, что после примыкания соседних 
стержней друг к другу в точках их шарнирного соединения образуются грузы массой ,m  тогда 
как в точках шарнирного опирания балки остаются грузы массой / 2,m  которые, конечно, не 
оказывают никакой роли на решение задачи. В результате приходим к конечномерной модели 
с регулярной структурой, представленной на рис. 4.

Принимая вновь в качестве обобщенных координат смещения точек шарнирного соедине-
ния стержней ,jy  где 1, ,j n=  и учитывая, что угловые деформации торсионов равны 

11( / ,2 )j j j jyy y lϑ −+ − +=  запишем суммарную потенциальную энергию системы:

 2 2 2 2 2 2
1 12

1 1 1 1

1 1 1 ( 2 ) , ,
2 2 2

n n n n

j j j j j j
j j j j

mm y y y y y l
l

ϑ γγ ω ω
γ+ −

= = = =

 
Π = − Ω = − + − =Ω 

 
∑ ∑ ∑ ∑  (27)

где ω  — безразмерный параметр задачи, а также учтены выражения (5). Тогда условия равно-
весия (8) с учетом (5) и (10) можно сразу представить в унифицированном виде:

 2
2 1 1 24 (6 ) 4 0, 1, .j j j j jy y y y y j nω− − + +− + − − + = =  (28)

Разыскивая решение этого уравнения в виде j
jy ρ=  и сразу же делая в получившемся уравне-

нии замену 1/ ,z ρ ρ= +  получим для определения z  квадратное уравнение:
 2 24 4 0,z z ω+ + − =  (29)

корни которого определяются очевидными формулами:
 1,2 2 .z ω= ±  (30)

Возвращаясь к величине ,ρ  будем иметь для ее определения два квадратных уравнения:
 2 (2 ) 1 0.ρ ω ρ− ± + =  (31)

Для их решения положим, что 2 2ch ,ω ϕ+ =  а 2 2cos ,ω θ− =  откуда вытекает, что 
ch cos 2,ϕ θ+ =  а связь безразмерного параметра ω  с величинами ϕ  и θ  дается формулами:

 2 22(ch 1) 4sh 2(1 cos ) 4sin .
2 2
ϕ θω ϕ θ= − = = − =  (32)

Тогда решения уравнений (31) примут вид:
 1,2 3,4ch sh , cos sin .ie i eϕ θρ ϕ ϕ ρ θ θ± ±= ± = = ± =  (33)

В качестве фундаментальной системы решений вместо функций je ϕ±  и ije θ±  удобнее принять 
вещественные функции ch ,jϕ  sh ,jϕ  cos jθ  и sin .jθ  В результате общее решение конеч-
но-разностного уравнения (28) будет иметь вид:

 1 2 3 4ch sh cos sin ,jy C j C j C j C jϕ ϕ θ θ= + + +  (34)
где 1,C  2 ,C  3C  и 4C  — константы интегрирования.  Принимая теперь во внимание условия (5) 
и (10), получим согласно (34) систему: 

 

1 3

1 2 3 4

1 3

1 2 3 4

0
ch( 1) sh( 1) cos( 1) sin( 1) 0

.
ch cos 0

ch( 1) ch sh( 1) ch cos( 1) cos sin( 1) cos 0

C C
C n C n C n C n

C C
C n C n C n C n

ϕ ϕ θ θ
ϕ θ

ϕ ϕ ϕ ϕ θ θ θ θ

+ =
 + + + + + + + =
 + =
 + + + + + + + =

 (35)

Рис. 4. Шарнирно-опертая балка в поле центробежных сил 
(модель с сосредоточенными параметрами)
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Первое и третье уравнения здесь вновь отделяются, и они дадут нетривиальное решение, ког-
да ch cos ,ϕ θ=  что с учетом условия ch cos 2ϕ θ+ =  возможно лишь при ch cos 1,ϕ θ= =  т. е. 
если 2 ,s sθ π=  а 0.ϕ =  Однако при этих условиях мы будем иметь согласно (35) и с учетом 
соотношения 1 3 0C C+ =  тривиальное решение. Поэтому необходимо положить 1 3 0,C C= =  
вследствие чего второе и четвертое уравнения системы (35) приобретут вид: 

 2 4

2 4

sh( 1) sin( 1) 0
.

sh( 1) ch sin( 1) cos 0
C n C n

C n C n
ϕ θ

ϕ ϕ θ θ
+ + + =

 + + + =
 (36)

Приравнивая нулю определитель этой системы, получим: 
 sh( 1) (cos ch )sin( 1) 0.n nϕ θ ϕ θ+ − + =  (37)
Первый множитель здесь равен нулю при 0,ϕ =  и при этом, как показано выше, 2 ,s sθ π=  

что нас не устраивает, как не соответствует нашим целям и равенство нулю второго множите-
ля в (37), когда ch cos ,ϕ θ=  т. к. оно приводит к тем же самым соотношениям. Таким образом, 
получаем уравнение sin( 1) 0,n θ+ =  первый положительный корень которого *,θ  определяю-
щий согласно (32) критическое значение параметра ,ω  вместе с этим значением *ω  есть:

 2
* *, 4sin ,

1 2( 1)n n
π πθ ω= =
+ +

 (38)

и эти выражения полностью аналогичны (22). Наконец, связь между критическими значения-
ми параметра ω  согласно второй формуле (27) и параметра β  из исходной распределенной 
системы согласно (26) получается с учетом выражений ( 1) ,L n l= +  EJ lγ=  и :m Flρ=

 2 2 2
* *( 1) 4( 1) sin ,

2( 1)
n n

n
πβ ω= + = +
+

 (39)

и эта формула также оказывается полностью идентичной (23). Поэтому все выводы, сделан-
ные в предыдущем разделе, остаются справедливыми и применительно к данной задаче.

Заключение

В настоящей работе были рассмотрены две задачи об устойчивости равновесия конечно-
мерных моделей шарнирно-опертой балки под действием продольной сжимающей силы и в 
поле центробежных сил. В каждой из этих задач были получены выражения для критических 
значений ключевых безразмерных параметров, которые с увеличением числа степеней свобо-
ды модели постепенно стремятся к аналогичным значениям из исходной распределенной мо-
дели. Приведенные общие выражения можно использовать и при анализе устойчивости балок 
с другими граничными условиями. Они представляют интерес для вычислительных методов в 
теории устойчивости, а также могут оказаться полезными и для использования в более слож-
ных задачах устойчивости систем с распределенными параметрами.  
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УДК 534.012

РАСПРОСТРАНЕНИЕ ОДНОМЕРНЫХ УПРУГИХ ВОЛН
В СРЕДАХ СО СЛУЧАЙНОЙ МАССОВОЙ ПЛОТНОСТЬЮ

Институт проблем машиноведения РАН

С. А. Смирнов

Аннотация. Данная работа посвящена исследованию распространения одномерных 
упругих волн в средах со случайными параметрами. В качестве случайной характеристи-
ки упругой среды рассматривается ее массовая плотность. В статье рассматриваются два 
подхода к аналитическому исследованию данной задачи. С помощью метода интеграль-
ных спектральных представлений и при помощи уравнения Фоккера — Планка — Кол-
могорова получены выражения для нахождения среднего значения амплитуды волны. 
В работе были рассмотрены граничные условия Дирихле. Было установлено, что с ростом 
пространственной координаты достоверная информация об амплитуде волны снижается 
и стремится к нулю.
Ключевые слова: волновое уравнение, случайные волны, случайные функции, случай-
ные процессы, спектральное разложение, корреляционный анализ, марковские процес-
сы, уравнение Фоккера — Планка — Колмогорова, математическое ожидание.

Введение

В настоящее время во многих областях естествознания становятся широко распростране-
ны статистические задачи, поскольку случайность объективно присутствует в окружающем 
нас мире и на определенных этапах развития любой отрасли науки возникает необходимость 
использования методов теории вероятности и математической статистики.

В данной работе с помощью различных методов теории случайных функций будет исследо-
ваться задача о распространении упругих одномерных волн в средах, параметры которых явля-
ются случайными. Такая постановка задачи является актуальной, поскольку она может служить 
для описания сейсмических волн, распространяющихся вдоль земной поверхности, имеющей 
неоднородные геофизические параметры, которые могут от точки к точке меняться абсолютно 
случайным образом [1]. Также задача в данной постановке может использоваться для описания 
распространения волн в различных поликристаллических и композитных материалах.

Существует ряд различных методов изучения распространения волн в случайно-неодно-
родных средах [2, 3]. В данной работе будут рассмотрены методы, основанные на применении 
корреляционной теории случайных функций и уравнения Фоккера — Планка — Колмогорова.

1. Постановка задачи

Одномерное волновое уравнение имеет вид [4]

 
2

2 ,u uE
x x t

ρ∂ ∂ ∂  = ∂ ∂ ∂ 

 

 (1)

где u  — амплитуда перемещения, E  — модуль Юнга, ρ  — массовая плотность.
Рассматривается одномерная гармоническая волна с частотой ,ω  распространяющаяся в 

полубесконечной области 0.x ≥  Решение волнового уравнения (1) разыскивается в комплекс-
ной форме [5] в виде

 ( ) ( ), .i tu x t u x e ω=  (2)
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Подстановка представления (2) в волновое уравнение (1) приводит к следующему волново-
му уравнению для одномерной гармонической волны частоты ,ω  где для удобства записи 
штрихом обозначена производная по координате :x

 ( ) 2 0.Eu uρω′′ + =  (3)
Исследованию полученного уравнения и посвящена данная работа. Принимается, что мо-

дуль Юнга постоянный, а массовая плотность является случайной функцией, которую можно 
представить в виде

 ( ) [ ]1 ( ) .x r xρ ρ= +  (4)
Здесь и далее угловыми скобками обозначается математическое ожидание случайной функ-
ции, ( )r x  — безразмерная случайная центрированная функция, которая описывает случай-
ную составляющую в массовой плотности. В результате волновое уравнение переписывается 
в виде

 [ ]2
0 1 ( ) 0,u r x uλ′′ + + =  (5)

где введено «усредненное» волновое число 0 .
E
ρ

λ ω=

В качестве граничных условий, дополняющих уравнение (5), на левом конце стержня при 
0x =  задается граничное условие Дирихле (0) ,u H=  где величина перемещения H  полагается 

детерминированной. На бесконечности задается условие излучения Зоммерфельда.

2. Метод интегральных спектральных представлений

Принимается, что случайная функция ( ),r x  описывающая плотность упругой среды, явля-
ется стационарной, что позволяет воспользоваться теорией стационарных случайных функ-
ций [6]. Тогда плотность среды может быть представлена в форме интеграла Фурье — Стил-
тьеса

 ( ) ( ) 1
1 11 ,ik xx R k e dkρ ρ

+∞

−∞

 
= + 

 
∫  (6)

где 1( )R k  — случайный Фурье-спектр, имеющий нулевое математическое ожидание 1( ) 0.R k =  
Принимается, что значение ρ  не зависит от пространственной координаты.

В аналогичном виде представляется амплитуда перемещения

 ( ) ( ) ( ) ( )1 , ,ikxu x u x U k x k e dkµ
+∞

−∞

 
= + 

 
∫  (7)

где дополнительно вводится детерминированная функция ( , ),x kµ  которая осуществляет ам-
плитудно-частотную модуляцию случайного процесса ( ),U k  при этом также принимается 

( ) 0.U k =
В результате волновое уравнение преобразуется к следующему виду

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2, 2 , 1 , ikxu x U k x k ik x k k x k e dk u xµ µ µ
+∞

−∞

″  ′′ ′+ + + − + + ∫

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )11
1 1 1 1, .i k k xik xu x R k e dk U k R k x k e dkdkµ

+∞
+

−∞

+ +∫ ∫∫  (8)

Из корреляционной теории случайных функций известно [6], что случайные спектры 
должны удовлетворять следующему условию

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )*
1 1 ,uu x R k U k S k k k dkρ δ= = −  (9)
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где ( )uS kρ  носит название взаимной спектральной плотности, символом «*» обозначается 
комплексно сопряженная величина.

Взятие математического ожидания от уравнения (8) и от этого же уравнения, предвари-
тельно умноженного на *

1( ),R k  позволяет получить систему уравнений

 
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2

, 0

, 2 , 1 , 0

u

u

u x u x S k x k dk

S k x k ik x k k x k u x S k

ρ

ρ ρ

µ

µ µ µ

+∞

−∞

 ″
+ + =


  ′′ ′+ + − + =  

∫
. (10)

При выводе уравнений (10) было использовано свойство (9), а также были опущены третьи 
моменты рассматриваемых случайных величин.

Уравнения (10) линейны по ( )u x  и ( , ),x kµ  поэтому их решение можно разыскивать в 
виде

 ( ) ( ) ( ), , ,x xu x Be x k M k eλ λµ= =  (11)
что позволяет получить следующее характеристическое уравнение

 
( )

( )2
2

11 0.
1

S k dk
ik ρλ

λ

+∞

−∞

+ − =
+ +∫  (12)

Таким образом, решение можно считать найденным, если известен конкретный вид спек-
тральной плотности ( ).S kρ  Принимается, что случайное отклонение в массовой плотности 
является экспоненциально коррелированной случайной функцией, тогда ее спектральная 
плотность имеет вид

 ( )
2

2 2 ,S k
k

ρ
ρ

σ α
π α

=
+

 (13)

где параметры ρσ  и α  характеризуют размер неоднородности и ее локализованность.
После вычисления с помощью вычетов интеграла, входящего в уравнение (12), было полу-

чено характеристическое уравнение для рассматриваемого случая

 
( )

2
2

21 0,
1

ρσλ
λ α

+ − =
+ +

 (14)

которое имеет следующие корни

 
2

2 2
1,2,3,4 1 .

2 2 ρ
α αλ σ α = − ± − ± − 

 
 (15)

Выражение (15) позволяет построить годографы для корней характеристического уравне-
ния при различных значениях параметров α  и 2 .ρσ  В качестве примера на рис. 1 представлен 
корневой годограф при фиксированном 2 1.5ρσ =  и варьируемом .α

Поскольку в данной работе рассматривается распространение волн в полубесконечной 
среде 0,x ≥  условию излучения Зоммерфельда удовлетворяют только те из корней (15), у ко-
торых и реальная, и мнимая части отрицательны.

Анализ полученных годографов показывает, что не при всех значениях параметров могут 
существовать подходящие собственные числа, поэтому при использовании данного метода 
предварительно нужно убедиться, позволяют ли конкретные параметры рассматриваемой 
случайной среды воспользоваться данным подходом.

Предполагается, что условию излучения Зоммерфельда удовлетворяет два корня 1λ  и 2.λ  
В этом случае, согласно (11), выражение для средней амплитуды перемещения может быть за-
писано в следующем виде

 ( ) 1 2
1 2 .x xu x B e B eλ λ= +  (16)
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Для того чтобы найти неизвестные коэффициенты 1B  и 2 ,B  необходимо удовлетворить 
рассматриваемому граничному условию Дирихле ( )0u H= . Также следует учесть, что в точке 

0x =  амплитуда является детерминированной, что влечет за собой (0, ) 0.kµ =  В этом случае, 
согласно первому уравнению системы (10), должно выполняться следующее равенство

 ( ) ( )0 0 0.u u
″
+ =  (17)

В результаты выполнения данных условий было получено следующее выражение для сред-
ней амплитуды перемещения

 ( ) 1 2

2 2
2 1

2 2 2 2
2 1 2 1

1 1 .x xu x e e Hλ λλ λ
λ λ λ λ
 + +

= − − − 
 (18)

В качестве параметров, удовлетворяющих условию излучения на бесконечности, были вы-
браны параметры 0.5α =  и 2 1.5.ρσ =  Среднее значение амплитуды перемещения при выбран-
ных параметрах представлено на рис. 2. Приведены зависимости безразмерного среднего зна-

чения перемещения 
( )u x
H

 от безразмерной координаты 0 .
x
λ

Полученные результаты говорят о том, что среднее значение волны, распространяющейся 
в среде со случайной массовой плотностью и детерминированным модулем Юнга, с ростом 
пространственной координаты стремится к нулю.

3. Метод теории марковских процессов

Другой подход к описанию распространения одномерной гармонической волны в средах 
со случайными параметрами основывается на теории диффузионных марковских процессов, 
связанных с динамическими процессами, вызванными белыми шумами. Согласно [7], пере-
ходная плотность вероятности p  для таких процессов должна удовлетворять дифференци-
альному уравнению в частных производных, получившему название уравнение Фоккера — 
Планка — Колмогорова (FPK-уравнение).

Теорию марковских процессов можно распространить на воздействия, являющиеся ре-
зультатом прохождения белого шума через некоторые линейные фильтры. Чтобы и в этом 
случае система оставалась марковской, необходимо расширить фазовое пространство за счет 

Рис. 1. Корневой годограф при 2 1.5ρσ =  и varα =



1159

координат, которые описывают процессы в фильтре. Для этого исходное волновое уравнение 
(5) было дополнено уравнением фильтра, соответствующим экспоненциально коррелирован-
ной случайности в массовой плотности, в результате чего была получена система уравнений

 
( )2

0

2

1
,

2

u q u

q q ρ

λ

α ασ ξ

′′ = − +

′ + =

 (19)

где ξ  — белый шум.
Были введены новые переменные
 1 2 3, , ,v u v u v q′= = =  (20)

которым соответствует FPK-уравнение

 ( ) [ ] 2
32 2

2 0 3 1 2
1 2 3 3

1 .
pvp p p pv v v

x v v v vρλ ασ
∂∂ ∂ ∂ ∂

= − + + + +
∂ ∂ ∂ ∂ ∂

 (21)

Уравнение (21) было умножено на различные комбинации случайных величин 1 2,v v  и 3v  и 
проинтегрировано по пространству выбранных переменных, в результате чего были получе-
ны три независимых системы уравнений, связывающих первые, вторые и смешанные момен-
ты введенных случайных функций. Для того чтобы перейти от возникающих в этом процессе 
моментов более высокого порядка к моментам не выше второго порядка, была использована 
техника гауссова замыкания. Среднее значение амплитуды перемещения позволяет найти си-
стема уравнений, связывающая моменты 1 2 1 3 2 3, , , :v v v v v v

 

1 2

2 2
2 0 1 0 1 3

1 3 2 3 1 3

2 2 2
2 3 0 1 3 0 1 2 3

0

0
.

0

0

v v

v v v v

v v v v v v

v v v v v v vρ

λ λ

α

λ λ σ α

′ − =
 ′ + + =
 ′ − + =


′ + + + =

 (22)

Все уравнения системы (22) линейны, разыскивая их решение в виде
 , ,x x

k k n m nmv V e v v W eλ λ= =  (23)

Рис. 2. Среднее значение амплитуды волны
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было получено характеристическое уравнение, в точности совпадающее с уравнением (14). 
Тогда, с учетом выполнения условия излучения Зоммерфельда на бесконечности, среднее зна-
чения случайной функции 1,v  которая соответствует амплитуде перемещения, может быть 
получено по формуле

 ( ) ( )1 21 2
1 1 1 .x xv V e V eλ λ= +  (24)

Граничное условие Дирихле в данном случае соответствует выражению 1v H=  при 0.x =  
Этого граничного условия недостаточно для определения всех констант. В качестве дополни-
тельного граничного условия предполагается, что на левом конце стержня отсутствует корре-
ляция между белым шумом и самим процессом, то есть выполняется условие 1 3 0v v =  при 

0.x =  После нахождения констант, удовлетворяющим данным граничным условиям, было по-
лучено выражение для среднего значения амплитуды перемещения

 ( ) 1 2

2 2
2 1

1 2 2 2 2
2 1 2 1

1 1 .x xu x v e e Hλ λλ λ
λ λ λ λ
 + +

= = − − − 
 (25)

Таким образом, было установлено, что результат, полученный с помощью FPK-уравнения, 
полностью соответствует выражению (18), полученному с помощью метода спектральных 
разложений.

Заключение

В данной работе было проведено исследование задачи о распространении одномерных 
упругих гармонических волн в средах со случайными параметрами. В качестве случайного па-
раметра среды была рассмотрена случайность в ее массовой плотности. В качестве модели для 
исследования в данной задаче было рассмотрено одномерное волновое уравнение.

Были рассмотрены два различных подхода к решению данной задачи о распространении 
стохастических волн — метод интегральных спектральных представлений и методы, основы-
вающиеся на использовании уравнения Фоккера — Планка — Колмогорова. Результаты, по-
лученные с помощью двух рассмотренных методов, полностью совпали и позволили получить 
одинаковые выражения для среднего поля амплитуды волны.

В качестве граничных условий были рассмотрены граничные условия Дирихле. Были полу-
чены выражения для среднего значения (математического ожидания) амплитуды рассматри-
ваемой волны. Было установлено, что среднее значение амплитуды перемещения снижается 
с увеличением пространственной координаты и стремится к нулю. Таким образом, с ростом 
пространственной координаты происходит снижение достоверной информации об амплиту-
де волны.
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А. Н. Соловьев1,2, В. А. Чебаненко2,3, М. С. Германчук4

Аннотация. В работе рассматриваются поперечные установившиеся колебания пьезоак-
тивного биморфа в постановке плоской деформации. Задача решается в рамках линейной 
термоэлектроупругости, при этом температурная задача решается отдельно и распреде-
ление температуры учитывается в определяющих соотношениях электроупругости. На 
основе гипотез типа Кирхгофа — Лява для механических величин и симметричного ква-
дратичного распределения электрического потенциала строится приближенная теория 
расчета колебаний биморфа. Проведены численные эксперименты для различных случа-
ев закрепления и возбуждения колебаний. Результаты этих экспериментов сравнивались 
с расчетов с помощью метода конечных элементов в пакете COMSOL и показали адекват-
ность построенной теории в низкочастотной области.
Ключевые слова: термоэлектроупругость, биморф, колебания, прикладная теория, метод 
конечных элементов, пьезоэлектрический генератор сбора и накопления энергии.

Введение

Пьезоэлектрические преобразователи широко используются в различных сферах: в про-
мышленности, медицине, в быту и др. С этим связана актуальность проектирования эффек-
тивных устройств преобразования механической, магнитной, тепловой энергии в электриче-
скую и обратно. В настоящее время предварительный расчет конструкций с пьезоактивными 
элементами возможен с помощью метода конечных элементов (МКЭ) реализованного в «тя-
желых» и специализированных CAE пакетах, таких, как ANSYS, COMSOL, ACELAN и др. Од-
нако для ряда устройств возможно построение приближенных теорий расчета их колебаний 
на основе гипотез о распределении механических, электрических, магнитных [1, 2]. Одним 
из типов таких устройств являются излучатели, приемники и пьезоэлектрические генераторы 
(ПЭГ), рабочим элементом которых, являются биморфы — электродированные многослой-
ные пластины, совершающие поперечные колебания. Кроме механического и магнитного воз-
действия, источником возникновения индуцированной разности потенциалов на электродах 
пьезоэлектрических слоев, является неоднородное распределение температуры в них, возни-
кающее за счет действия внешних температурных потоков. Такая задача может быть решена 
в рамках термоэлектроупругости. При использовании в качестве пьезоактивного материала 
композитов первым шагом исследования является нахождения их эффективных свойств. Во-
просам определения эффективных свойств термоэлектроупругих и термомагнитоэлектроу-
пругих композитов посвящены работы [3–7], толщинные колебания пластины по действием 
начального термоэлектромеханического поля исследуются в [8], аналитические и численные 
аналитические решение задач термоэлектроупругости рассматриваются в [9–13].

В настоящей работе рассматриваются поперечные колебания двухслойной пластины в 
рамках линейной теории термоэлектроупругости в плоской постановке. Температура вхо-
дит в определяющие соотношения, а уравнение теплопроводности решается независимо от 
уравнений электроупругости. С помощью гипотез типа Кирхгофа — Лява и предположении о 
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квадратичном распределении электрического потенциала строится прикладная теория коле-
баний и граничные условия для рассматриваемого биморфа. Проведены численные экспери-
менты при различном способе возбуждения колебаний. Осуществлено сравнение прогибов и 
распределений электрического потенциала с расчетом в COMSOL.

1. Математическая постановка задачи

1.1. Геометрическая и физическая модель

Рассматривается двухслойная пластина (рис. 1) толщины h  и длины l, верхняя, нижняя и 
интерфейсная границы электродированы. На верхнем нижнем электродах электрические по-
тенциалы одинаковы и равны 0 ,V  потенциал на среднем электроде равен 2V , на боковых сто-
ронах отсутствует электрический заряд. На верхнюю границу действует распределенное меха-
ническое давление 1( ),p x  на боковых сторонах задаются граничные условия соответствующие 
свободной границе или шарнирному опиранию или жесткой заделки. Температурная задача 
решается независимо и определяется распределение температуры 1 3( , ),x xθ  которое затем 
учитывается в уравнениях состояния для электроупругого тела.

1.2. Континуальная модель

Рассматриваются установившиеся колебания биморфа (рис. 1) с круговой частотой ω  в 
рамках линейной теории термоэлектроупругости. Задача сводится к следующей системе диф-
ференциальных уравнений в частных производных относительно компонент вектора смеще-
ний 1 2 3( , , ),iu x x x  1,2,3i =  и электрического потенциала 1 2 3( , , )x x xϕ

 2 ,ρ ρω σΩ∇ ⋅ + = − ∇⋅ =f u Dσ

 : , :T θ θ= − ⋅ − = + ⋅ +c e E g D e E pσ ε ε κ

 ( )( )2
,1 T ϕ= ∇ + ∇ = −∇u u Eε  (1)

здесь σ  и ε  — тензоры механических напряжений и деформации, D  и E  — векторы электри-
ческой индукции и напряженности электрического поля, ρ  — плотность материала, c  — тен-
зор упругих модулей, e  — тензор пьезоэлектрических модулей, g  — тензор температурных 
напряжений, κ  — тензор диэлектрических проницаемостей, p  — вектор пироэлектрических 
коэффициентов, f  — вектор плотности массовых сил, σΩ  — объемная плотность электриче-
ских зарядов, u  — вектор перемещений, ϕ  — электрический потенциал.

Граничные условия. 
Механические напряжения на границе биморфа:

Рис. 1. Геометрия пластины
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 0 , , 1,3ij j iS
p i j⋅ = =nσ  (2)

Биморф шарнирно закреплен на концах как указаны на рис. 1:
 

(0,0) ( ,0)
0, 1,3i i l

u u i= = =  (3)

Электрический потенциал на внутреннем электроде и на внешнем электроде соответственно:
 

3 3
2 00 /2
,

x x h
V Vϕ ϕ

= =±
= =  (4)

Отсутствие зарядов на боковых гранях:
 

1 10
0, 0

x x l= =
⋅ = ⋅ =D n D n  (5)

2. Прикладная теория поперечных колебаний

2.1. Гипотезы

Для построения прикладной теории колебаний, примем гипотезы типа Кирхгофа — Лява. 
В соответствии с ними предполагается отсутствие нормальных напряжений и распределение 
перемещений по толщине: 

 133 3( , ) 0,x xσ =  1 1 3 3 ,1( ), ,u x x x w= −  3 1 3 1( ), ( ).u x x w x=  (6)
Распределение электрического потенциала по толщине каждого слоя принимается квадра-

тичным, так в верхнем слое оно имеет вид:

 3 3 3 3 3 3
1 3 0 1 1 2

2 4 8 2 2 4( , ) 1 ( ) 1 1 1 ,x x x x x xx x V V x V
h h h h h h

ϕ       = − + − + − −      
      

 (7)

функции 0 ,V  1V  и 2V  отвечают за значение электрического потенциала на внешнем электроде, 
в середине слоя и на внутреннем электроде соответственно. Чтобы удовлетворить условиям 
задачи примем эти функции в следующем виде:

 0 1 0( ) ,V x V const= =  1 1 1( ) ( ),V x x= Φ  2 1 2( ) .V x V const= =  (8)
здесь функция 1( )xΦ  является неизвестной. 

Распределение температуры предполагается линейным по толщине биморфа

 3 3
1 3 1 2

2 2( , ) 1 / 2 1 / 2x xx x
h h

θ θ θ   = + + −   
   

 (9)

здесь 1 2,θ θ  температуры на верхней и нижней грани биморфа соответственно. 

2.2. Уравнения и силовые факторы

С учетом соотношений (6)–(9) система уравнений (1) сводится к двум обыкновенным диф-
ференциальным уравнениям (далее 1x  обозначен через ,x  3x  через z ):
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c
ω ρ

− + Φ
+

−
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θ
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θ
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− − + − − + − + +     
     

   
+ − + + Φ − Φ +       

 
+ − + = 
 

 (11)

Для удовлетворения граничных условий на концах биморфа, получены выражения для си-
ловых факторов: 1M  — момента, 1Q  — поперечной силы и 1D  — осредненной горизонтальной 
компоненты вектора электрической индукции.
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Здесь тензоры имеют вид 
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3. Численный эксперимент

В численном эксперименте в качестве пьезоэлектрического материала была выбрана пьезо-
керамика PZT-4, поляризованная по толщине для которой 1 9.50g =  Па/К, 3 7.60g =  Па/К, 

1 0,p =  4
3 2.5 10p −= ⋅ сА/(м2К). Размеры пластины 0.01l =  м, 0.0012h =  м толщины слоев оди-

наковы. Рассматриваются установившиеся колебания на частоте 314.16 Гц под действием рав-
номерно распределенной нагрузки амплитуды 0

3 1000p =  Па, температуры 1 15 ,Cθ = °  2 10 Cθ = °  
и разности потенциалов 0 100V =  В, 2 0V =  В. 

Рассматриваются три задачи: в первой возбуждение колебаний осуществляется разностью 
температур, во второй разностью электрических потенциалов и в третьей распределенной на-
грузкой при неизвестном электрическом потенциале 0.V  

На рис. 2–4, для описанных выше задач, соответственно, представлены графики распреде-
ления а) прогиб пластины б) продольное распределение потенциала в середине слоя в) попе-
речное распределение потенциала в середине пластины, при этом сплошная линия соответ-
ствует прикладной теории, штрих пунктирная — расчеты в МКЭ.

Анализ результатов сравнения полученных по прикладной теории и с помощью МКЭ по-
казывает, что погрешность в значениях характеристик деформированного состояния, как и 
распределения электрического потенциала, составляет не более одного процента. Исключени-
ем является концы пластины, где различие для электрического потенциала более существен-
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а) б) в)
Рис. 2. Распределение механических и электрических полей в нижнем слое при разнице 

температур на границах и нулевых потенциалах: а) прогиб пластины 
б) продольное распределение потенциала в середине слоя 

в) поперечное распределение потенциала в середине пластины

а) б) в)
Рис. 3. Распределение механических и электрических полей в нижнем слое при одинаковой 

температуре и приложенном потенциале 100 В: а) прогиб пластины 
б) продольное распределение потенциала в середине слоя 

в) поперечное распределение потенциала в середине пластины

а) б) в)
Рис. 4. Распределение механических и электрических полей в нижнем слое при разнице 

температур на границах и неизвестном потенциале на внешних электродах: 
а) прогиб пластины б) продольное распределение потенциала в середине слоя 

в) поперечное распределение потенциала в середине пластины
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но. Вместе с тем, важная характеристика ПЭГ — выходной электрический потенциал для тре-
тьей задачи (его значение оказалось равным 0 237V =  В) находится, так же, с незначительной 
погрешностью.

Заключение

В работе на основе гипотез типа Кирхгофа — Лява и предположения о квадратичном рас-
пределении электрического потенциала в каждом слое пластины, представляющей собой пье-
зоэлектрический биморф из термоэлектроупругого материала, строится прикладная теория 
его поперечных колебаний. Распределение температуры учитывается в определяющих соот-
ношения для механических и электрических полей, при этом уравнение теплопроводности 
решается отдельно. Задача сводится к двум связанным обыкновенным дифференциальным 
уравнениям четвертого и второго порядков относительно прогиба нейтральной линии и ра-
пределения электрического потенциала в середине каждого из слоев и граничных условий для 
механических характеристик: прогиба угла поворота момента и поперечной силы и потенци-
ала или продольной компоненты вектора электрической индукции. Внешние поверхности и 
интерфейсный слой биморфа электродированы. Электрические потенциалы на внешних элек-
тродах одинаковы. В численных экспериментах рассматривалось линейное распределение тем-
пературы по толщине биморфа и постоянное распределение по внешним поверхностям. Ко-
лебания рассматривались для шарнирно опертой и консольно закрепленной пластины при их 
возбуждении равномерно распределенном механическом давлении, разностью потенциалов 
на электродах разностью температур на внешних поверхностях. Численные результаты срав-
нивались с расчетом с помощью метода конечных элементов в пакете COMSOL. Это сравне-
ние подтвердило адекватность предложенной прикладной теории в низкочастотной области, а 
именно, резонансная частота первой изгибной моды является рабочей для такого устройства.

Благодарности

Работа выполнена при финансовой поддержке (первый и второй авторы) гранта РНФ № 
22-11-00265

Литература

1. Soloviev A. N. Applied theory for electro-elastic plates with non-homogeneous polarization / 
A. N. Soloviev, V. A. Chebanenko, P. A. Oganesyan, S.-F. Chao, Y.-M. Liu // Materials Physics and 
Mechanics. – 2019. – 42 (2). – P. 242–255. DOI: 10.18720/MPM.4222019_11.

2. Binh D. T. Applied theory of bending vibration of the piezoelectric and piezomagnetic bimorph / 
D. T. Binh, V. A. Chebanenko, L. V. Duong, E. Kirillova, P. M. Thang, A. N. Soloviev // Journal of Ad-
vanced Dielectrics. – 2020. – 10 (3), article № 2050007. DOI: 10.1142/S2010135X20500071.

3. Zhong X. An extended dielectric crack model for fracture analysis of a thermopiezoelectric 
strip / X. Zhong, Y. Wu, K. Zhang // Acta Mech. Solida Sin. – 2020. – Vol. 33. – P. 521–545. DOI: 
10.1007/s10338-019-00149-9.

4. Bednarek S. Elastic and magnetic properties of heat-shrinkable ferromagnetic composites with 
elastomer matrix / S. Bednarek // Materials Science and Engineering: B. – 2000. – Vol. 77. – P. 120–
127. DOI: 10.1016/S0921-5107(00)00482-7.

5. Levin V. M. The effective thermoelectroelastic properties of microinhomogeneous materials / 
V. M. Levin, M. I. Rakovskaja, W. S. Kreher // International Journal of Solids and Structures. – 1999. – 
Vol. 36. – P. 2683–2705.



1168

6. Huang J. Micromechanics determinations of thermoelectroelastic fields and effective thermo-
electroelastic moduli of piezoelectric composites / J. Huang // Materials Science and Engineering 
B-advanced Functional Solid-state Materials. – 1996. – Vol. 39. – P. 163–172. DOI: 10.1016/0921-
5107(96)01540-1.

7. Levin V. Exact relations between the effective thermoelectroelastic characteristics of piezoe-
lectric composites / V. Levin // International Journal of Engineering Science. – 2013, – Vol. 66-67. – 
P. 14–20. DOI: 10.1016/j.ijengsci.2013.03.002.

8. Du J. K. Thickness vibrations of a piezoelectric plate under biasing fields / J. K. Du, Ji Wang, 
Ya. Zhou // Ultrasonics. – 2006. – Vol. 44. – P. 853–857. DOI: 10.1016/j.ultras.2006.05.183.

9. Pasternak I. A comprehensive study on Green’s functions and boundary integral equations for 3D 
anisotropic thermomagnetoelectroelasticity / I. Pasternak, R. Pasternak, H. Sulym // Engineering Anal-
ysis with Boundary Elements. – 2016. Vol. 64. – P. 222–229. DOI: 10.1016/j.enganabound.2015.12.004.

10. Xu K. Three-dimensional solutions for free vibrations of initially-stressed thermoelectroelastic 
multilayered plates / K. Xu, A. K. Noor, Y. Y. Tang // In: Batra, R.C. (eds) Contemporary Research in 
Engineering Science. – Springer, Berlin, Heidelberg, 1995. – P. 593–612. DOI: 10.1007/978-3-642-
80001-6_33.

11. Xu K. Three-dimensional solutions for coupled thermoelectroelastic response of multilayered 
plates / K. Xu, A. K. Noor, Y. Y. Tang // Computer Methods in Applied Mechanics and Engineering. – 
1995. – Vol. 126. – № 3-4. – P. 355–371.

12. Zhang C. The exact solution of coupled thermoelectroelastic behavior of piezoelectric lam-
inates / C.  Zhang, Y. K. Cheung, Sha di, N. Zhang // Computers & Structures. – 2002. – Vol. 80. – 
P. 1201–1212. DOI: 10.1016/S0045-7949(02)00060-3.

13. Kulikov G. M. Coupled thermoelectroelastic stress analysis of piezoelectric shells / G. M. Kulik-
ov, A. Mamontov, S. Plotnikova // Composite Structures. – 2015. – P. 65–76. DOI: 124. 124. 10.1016/j.
compstruct.2014.12.045.



1169

УДК 539.3

ВЫВОД КРИТЕРИЯ УСТОЙЧИВОСТИ НЕЛИНЕЙНО-УПРУГИХ СРЕД 
ПРИ НАЛОЖЕННЫХ КОНЕЧНЫХ ДЕФОРМАЦИЯХ

Военный учебно-научный центр Военно-воздушных сил
«Военно-воздушная академия им. проф. Н. Е. Жуковского и Ю. А. Гагарина»

А. И. Сумин, А. А. Богер, В. А. Сумин, С. В. Рябов

Аннотация. В работе изучаются аспекты устойчивости нелинейно-упругих тел по отно-
шению к наложенным конечным деформациям. Вопрос изучения основного процесса 
деформирования исходной среды сведен к решению нелинейной краевой задачи с пере-
менными коэффициентами для конечных возмущений. Решения для возмущений пере-
мещений выбираются в виде рядов содержащих собственные функции. С помощью прин-
ципа возможных перемещений вопрос об устойчивости основного состояния сводится к 
исследованию устойчивости нулевого решения системы обыкновенных дифференциаль-
ных уравнений с постоянными коэффициентами. Для данной системы построена функ-
ция, которая, при некоторых ограничениях на начальные возмущения будет функцией 
Ляпунова, которая используется для нахождения областей устойчивости.
Ключевые слова: устойчивость, нелинейная-упругая среда, конечные возмущения, 
упругие потенциалы, функция Ляпунова, области устойчивости, конечные деформации, 
устойчивость решения, нулевое решение, точки бифуркации.

Исследование устойчивости по отношению к конечным возмущениям важны как для сни-
жения веса конструкций и объектов, но для нахождения оценки допустимой границы отно-
сительно конечных возмущений при заданных параметрах рассматриваемой конструкции. 
Можно сказать, что развитие теории устойчивости при конечных возмущениях позволяет 
найти связь этой теории с теорией устойчивости движения по Ляпунову, а также с теорией би-
фуркаций. Построение конечных последовательностей точек бифуркации доказывают, что в 
отличие от применения теорий устойчивости по отношению к малым возмущениям, которые 
определяют единственную точку, всегда существует последовательность устойчивых равно-
весных состояний.

Согласно работе [1] приведем основные уравнения для исследования устойчивости нели-
нейно-упругих тел по отношению к конечным возмущениям, которые для основного состоя-
ния, запишутся следующим образом

 ( ) ( ) 0 0 0;
m

oin in m in m om m
i n i n nS S u S u X uδ ρ ρ

••
   ∇ + ∇ +∇ +∇ + − =     (1)

 ( ) ( )0 0 .in in m in m om m
n n n iS S u S u N Pδ + ∇ + +∇ =   (2)

Предполагается, что плотность и нормаль к поверхности в деформированном состоянии 
не возмущаются.

Составим вариационное уравнение [2–7] метода Бубнова — Галеркина, соответствующее 
нелинейной краевой задаче, заданной уравнениями (1)–(2). Для этого, будем трактовать эти 
уравнения как уравнения принципа возможных перемещений, учитывая, что левые части 
уравнений (1) представляют собой взятые с обратным знаком компоненты некоторых объем-
ных сил, а левые части уравнений (2) — компоненты некоторых поверхностных сил, составим 
условия, чтобы работа этих сил на возможных перемещениях muδ  ( 1, 2,3)m =  была равна нулю

 ( ) ( )0 0
0 0

in in m in m m m m
i n i n n m

V

S S u S u X u u dVδ ρ ρ δ
••    ∇ + ∇ +∇ +∇ + − +     ∫
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 ( ) ( ){ }0 0 0 0.in in m in m m m
n n n i m

S

S S u S u N P uδ δ + + ∇ + +∇ − = ∫  (3)

Уравнение (3) перепишем следующим образом

 ( ) ( ){ }0 0
0 0

in in m in m m m m
i n i n n m m m

V V V

S S u S u u dV X u dV u u dVδ δ ρ δ ρ δ
••

   ∇ + ∇ +∇ +∇ + − +   ∫ ∫ ∫
 ( ) ( ){ }0 0 0 0.in in m in m m m

n n n i m m
V S

S S u S u N u dV p u dSδ δ δ   + + ∇ + +∇ − =   ∫ ∫  (4)

Используя формулу Гаусса — Остроградского, преобразуем первый интеграл в выражении (4)

 ( ) ( ){ }0 0in in m in m m
i n i n n m

V

S S u S u u dVδ δ   − ∇ + ∇ +∇ +∇ =   ∫
 ( ) ( ){ }0 0 0in in m in m m

n n n i m
S

S S u S u N u dSδ δ   = − + ∇ + +∇ +   ∫
 ( ) ( ){ }0 0 ( ) .in in m in m m

n n n i m
V

S S u S u u dVδ δ   + + ∇ + +∇ ∇   ∫  (5)

Подставляя (5) в (4), получим

 ( ) ( ){ }0 0 ( )in in m in m m
n n n i m

V

S S u S u u dVδ δ   + ∇ + +∇ ∇ −   ∫

 0 0 0.m m m
m m m

V V S

X u dV u u dV P u dSρ δ ρ δ δ
••

− + − =∫ ∫ ∫  (6)

Будем искать решение нелинейной краевой задачи в виде ряда
 ( , ) ( ) ( ), ( 1, 2,3; 1,2, ),m

j i m j i
m

u t f t j mξ ϕ ξ= = ⋅ = =∑   (7)

где ( )jf t  — неопределенные коэффициенты, зависящие от времени; ( )j
m iϕ ξ   — функции, удов-

летворяющие геометрическим граничным условиям для ( , ).m iu tξ  Здесь, как и ранее, по повто-
ряющимся индексам осуществляется суммирование от 1 до 3, если размерность индекса 
специально не оговорена.

В качестве вариаций примем выражения
 ( ) ( ).m

j j i m
m

u f tδ ϕ ξ δ= ⋅∑  (8)

Рассмотрение сходимости ряда (7) представляет большие трудности. В настоящее время 
нет удовлетворительного доказательства сходимости ряда метода Бубнова — Галеркина, что, 
однако не мешает использованию этого способа в практических расчетах. В качестве системы 
функций ( ),j

m iϕ ξ  будем брать известные формы, соответствующие линеаризированной задаче. 
Достаточным условием сходимости ряда (7), является [4] условие полноты системы функций 

( ).j
m iϕ ξ

Подставляя выражения (8) в (6), получим в силу произвольности коэффициентов для каж-
дого момента времени уравнения

 ( ) ( ){ }0 0 ( )in in m in m m
n n n i mj

V

S S u S u dVδ ϕ   + ∇ + +∇ ∇ −   ∫

 0 0 1, 2, 3,  ...0,m m m
mj mj mj

V V S

X dV u dV P jdSρ ϕ ρ ϕ ϕ
••

− = =+ −∫ ∫ ∫ . (9)

Возмущения объемных и поверхностных сил представимы в виде [4]

 1 2 ;m m mX M u M uα α
α α

•

= +  3 4 ,m m mP M u M uα α
α α

•

= +  (10)
где m

iM α  1,2 )4( ,3,i =  — линейные дифференциальные операторы по переменным .iξ
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Так как в каждое из слагаемых соотношения [1] возмущения перемещений входят в степе-
ни, соответствующей цифре в скобках, то после подстановки в соответствующие соотношения 
[1] в общем случае можно записать

 ( )1in inp
pS f S= ⋅ ; ( )2 ;in inpl

p lS f f S= ⋅ ⋅  
1

(3) , , , , , .in inplr
p l rS f f f S p l r

∞ = ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ 
 
∑  (11)

Вид , , , ...inp inpl inplrS S S   конкретизируются заданием формы упругого потенциала.
Подставляя полученные соотношения, приходим к системе обыкновенных дифференци-

альных уравнений относительно обобщенных координат ( )kf t  в форме

 0,k k k kd kdr
p k p k p k p k d p k d rA f B f C f D f f L f f f

•• •

+ + + + + ⋅⋅⋅ =  (12)
где коэффициенты имеют вид

 0 ;k m k
p p m

V

A dVρ ϕ ϕ= ∫
 2 4 ;k m k m k

p mp mp
V S

B M dV M dSα α
α αϕ ϕ ϕ ϕ= − −∫ ∫

 ( )0 0
0 2 0 4 ;k in m inl m m k m k m k

p n p lp n n l m mp mp
V V V

C S g S u dV M dV M dSα α
α αϕ δ ϕ ρ ϕ ϕ ρ ϕ ϕ = ∇ + +∇ ∇ − − ∫ ∫ ∫  (13)

 ( )0 ;kd ind mk indk m m
p n n n l mp

V

D S S u dVϕ δ ϕ = ∇ + +∇ ∇ ∫
 ( )0 ;kdr indk mr indkr m m

p n n n l mp
V

L S S u sVϕ δ ϕ = ∇ + +∇ ∇ ∫
 , , , , 1, 2, 3, , .p k d r = ∞ 

Если пренебречь возмущениями массовых и поверхностных сил, что соответствует слу-
чаю, когда на тело действуют «мертвые» нагрузки, то в выражениях (13) все слагаемые, содер-
жащие операторы ,m

lM α  обратятся в ноль и система уравнений (12) запишется в форме

 0.k k kd kdr
p k p k p k d p k d rA f C f D f f L f f f

••

+ + + + ⋅⋅⋅ =  (14)
Таким образом, вопрос об устойчивости основного процесса деформирования нелиней-

но-упругой среды свелся к вопросу об устойчивости нулевого решения системы нелинейных 
дифференциальных уравнений с постоянными коэффициентами вида (11) в случае «следя-
щих» нагрузок и соответственно, (12) в случае «мертвых» нагрузок.

Как видно из (13), коэффициенты нелинейной системы уравнений (12) определяются через 
полную систему функций, а также через компоненты симметричного тензора напряжений. 
Ввиду этого, а также в силу произвольности функций времени ( )lf t  коэффициенты (13) си-
стемы уравнений (12) будут симметричны относительно перестановки индексов.

Умножим обе части системы уравнений (51) справа на pf
•

 0.k k k kd kdr
p k p p k p p k p p k d p p k d r pA f f B f f C f f D f f f L f f f f

•• • • • • • •

+ + + + + ⋅⋅⋅ =  (15)
Ввиду симметрии коэффициентов (13) систему уравнений (12) можно представить в виде

 ( ), , ,...1 1 1 1 , .
2

 1 , 2
2 3

,.
4

..k k kd kdr k
p k p p k p p k p d p k p d r p k p

d A f f C f f D f f f L f f f f B f f p k
t

d
d

• • • • + + + + ⋅⋅⋅ = − 
= ∞


В дальнейшем будем предполагать не отрицательность квадратичной формы ,k

p k pF B f f
• •

=  
что соответствует присутствию диссипативных сил [6].

Введем функцию

 
1

,
1 1 1 1 , , , .
2 2 3 4

k k kd kdr
p k p p k p p k p d p k p d r dA f f C f f D f f f L f f f f p k

∞• •  Π = + + + +  
 
∑   (16)
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Если функция Π  будет положительно определенной для тех значений координат и скоро-
стей, которые не превосходят величин, найденных из соотношений [3]

 
0

0;
l t

f
•

=

 ∂Π  =
 ∂ 

 
0

0,
l t

f
=

 ∂Π
= ∂ 

 (17)

то согласно первой теореме Ляпунова об устойчивости невозмущенное состояние будет устой-
чиво в этой области, так как производная от функции П по времени, в силу системы (15), не-
положительна [6].

Соотношения (17) дают систему уравнений для определения величин начальных возмуще-
ний, при которых тело может перейти в новое положение равновесия

 , , ,  ... 1 , 2,3,...0 .,k k kd kdr
p k p k p k d p k d rA f C f D f f L f f f p k d

•

+ + + + ⋅⋅⋅ = = ∞  (18)
Система уравнений (18) соответствует аналогичным соотношениям, полученным в [5–6] 

при исследовании задачи в динамической постановке. Заметим, что полученный выше крите-
рий устойчивости основного состояния соответствует статической задаче при динамическом 
подходе.

Рассмотрим N-мерное пространство начальных возмущений. Тогда (18) есть система N  
уравнений относительно N  неизвестных величин возмущений 1 2, , , .Nf f f⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅

Функция Π  в N -мерном пространстве начальных возмущений будет представлять собой 
некоторую гиперповерхность. Если вписать в эту гиперповерхность гиперсферу радиуса

 { }1min , , ,Nf f f= ⋅⋅⋅⋅ ⋅  (19)
то, при найденном f  нулевое решение системы уравнений (15) будет устойчиво, и, следова-
тельно, будет устойчив и основной процесс деформирования.

Система уравнений (18) определяет новое положение равновесия тела, которое, очевидно, 
будет неустойчивым. Действительно, если перенести начало координат в точку { }1 2, , , ,Nf f f⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅  
найденную из (18), то в окрестности этой точки функция Π  будет принимать отрицательные 
значения и, согласно первой теореме Ляпунова о неустойчивости, основной процесс деформи-
рования будет неустойчивым, так как знак функции Π  будет совпадать со знаком ее произ-
водной по времени в силу системы (15).

Таким образом, для определения области возмущений, в которой основной процесс дефор-
мирования будет устойчив, достаточно решить систему уравнений (15) относительно 
{ }1 2, , , Nf f f⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅  и проверить будет ли для этих значений положительна функция ,Π  имеющая 
вид (16).

Таким образом, в зависимости от уравнений состояния могут быть записаны краевые зада-
чи, соответственно, для сжимаемых и несжимаемых нелинейно-упругих тел, относительно 
возмущений перемещений. Каждая из задач будет представлять собой нелинейную систему 
дифференциальных уравнений в частных производных относительно возмущений перемеще-
ний. Это следует из того, что возмущения всех неизвестных величин , , ,ij

ijE S   как показано 
выше, в итоге выражаются через возмущения перемещений. Решить эти задачи даже при вы-
боре простейшей формы упругого потенциала прямыми методами не представляется возмож-
ным, поэтому приходится прибегать к приближенным методам. Аналогичные задачи могут 
быть решены и для нелинейно-вязкоупругих тел.
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РЕШЕНИЕ НЕЛИНЕЙНЫХ КРАЕВЫХ ЗАДАЧ С ПОМОЩЬЮ 
УНИВЕРСАЛЬНОЙ БЫСТРОЙ ТРИГОНОМЕТРИЧЕСКОЙ ИНТЕРПОЛЯЦИИ

1Воронежский государственный университет инженерных технологий
2Воронежский государственный технический университет

А. Д. Чернышов1, О. Ю. Никифорова1, В. В. Горяйнов2, С. Ф. Кузнецов1, И. Г. Рукин1

Аннотация. Даются основы быстрой универсальной тригонометрической интерполя-
ции. Показана ее эффективность на примере решения краевой задачи для нелинейного 
дифференциального уравнения второго порядка. На отрезке единичной длины для до-
стижения максимальной относительной погрешности решения менее одного процента 
достаточно учитывать в быстром разложении только одно первое слагаемое с синусами и 
одно первое слагаемое с косинусами.
Ключевые слова: быстрые разложения, граничная функция, быстрая тригонометриче-
ская интерполяция, относительная погрешность, дифференцирование.

Введение

Классические ряды Фурье редко применяются в инженерной практике, так как они медлен-
но сходятся и в общем случае не допускают почленное дифференцирование [1]. С помощью 
рядов Фурье в некоторых случаях [2–4] и др. получены эффективные и полезные частные ре-
шения. Появление синус- и косинус- быстрых разложений [5], основанных на использовании 
специального вида граничных функций, расширяет возможности применения рядов Фурье 
для решения задач с интегро-дифференциальными системами [6, 7]. При введении в быстрое 
разложение граничной функции ( )pM x  p-го порядка коэффициенты Фурье с увеличением 
порядкового номера m  быстро уменьшаются по закону 2pm− −  [5]. Это допускает возможность 
p  кратного дифференцирования ряда и обеспечивает высокую скорость его сходимости. Ис-
пользование в быстрых разложениях интерполяционного подхода еще более расширило воз-
можности быстрых разложений [8, 9]. В работах [10–12] показано, что скорость сходимости 
быстрых разложений в сотни раз превосходит сходимость классических рядов Фурье. Особен-
но эффективными являются быстрые универсальные тригонометрические интерполяции, где 
при организации быстрых разложений одновременно используется полный ряд Фурье [13]. 
Подобные интерполяции применимы к дифференциальным системам, содержащим одновре-
менно и четные и нечетные производные. По этой причине в их названии добавлено слово 
«универсальный».

1. Универсальные быстрые тригонометрические интерполяции

В функциональных пространствах как правило рассматриваются периодические функции, 
тогда как при рассмотрении прикладных задач необходимо изучать непериодические функ-
ции на конечном отрезке [ , ],x a a∈ −  так как материальные тела имеют конечные размеры. Для 
этих целей будем использовать функциональный базис, соответственный полному ряду Фурье

 { }1 , cos , sin .m x a m x aπ π  (1)
Пусть некоторая непериодическая функция 2( ) [ ]f x L a x aα∈ − ≤ ≤  из пространства Гильберта 

рассматривается на отрезке [ ].a x a− ≤ ≤  Быстрым разложением ( )f x  на [ ]a x a− ≤ ≤  назовем 
сумму некоторой граничной функции ( )pM x  и ряда Фурье для разности ( ) ( ),pf x M x−  т. е. 
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( ) ( ) ( ) ( )( )

( ) ( )( ) ( ) ( )( )

0 0
1

1cos sin , ,
2

1 1cos , sin .

a

p m m p
m a

a a

m p m p
a a

x xf x M x a a m b m a f x M x dx
a a a

x xa f x M x m dt b f x M x m dx
a a a a

π π

π π

∞

= −

− −

= + + + = −

= − = −

∑ ∫

∫ ∫
 (2)

Граничная функция ( )pM x  в (2) введена с целью увеличения скорости сходимости ряда 
Фурье для разности ( ( ) ( )),pf t M t−  возможности его многократного дифференцирования и 
определяется следующей суммой

 ( ) ( )
0

,
p

p q q
q

M x A P x
=

=∑  (3)

где qA  некоторые постоянные, а ( )qP x  быстрые полиномы.
Коэффициенты qA  определяются по формуле [13]
 ( ) ( ) ( ) ( ) ,q q

qA f a f a= − −  (4)
а ( )qP x  полиномы четной и нечетной степеней запишем рекуррентными формулами через 
определенные интегралы

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )0 2 1 2 2 2 2 1 2 1
0 0 0

, , , 1, 2,...
2

x x a

q q q q q
x xP x P x P x dx P x P t dt P x dx q
a a− − − == = = − =∫ ∫ ∫  (5)

Полином первой степени 0 ( )P x  является начальным, остальные полиномы получаются по 
формулам (5). Например, при 5,p =  что соответствует граничной функции 5-го порядка 

5 ( ),M x  получим: 

 
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

2 3 4 2

0 1 2 3

5 3 3 6 4 3 2

4 5

, , , ,
2 4 12 12 48 24

7 7, .
240 72 720 1440 288 1440

x x x ax x axP x P x P x P x
a a a a

x ax a x x ax a xP x P x
a a

= = = − = −

= − + = − +
 (6)

Из (5) и (6) можно установить следующие свойства полиномов ( ):pP t
 ( ) ( ) ( ) ( )2 1 2 1 2 2, 0, 1, 2,...p p p pP a P a P a P a p− −= − = − = =  (7)
Данные полиномы обладают свойством четности и нечетности: полиномы с нечетными 

номерами — четные функции от ,x  с четными номерами — нечетные функции от .x
 ( ) ( ) ( ) ( )2 1 2 1 2 2, , 0,1,...q q q qP x P x P x P x q− −= − = − − =  (8)
Кроме того, полиномы имеют следующие дифференциальные свойства

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 1 2 2 2 2 1 2 1
0

1, , 1, 2,...
a

q q q q qP x P x P x P x P x dx q
a− − − −′ ′= = − =∫  (9)

Во многих случаях воспользоваться интегральными формулами Фурье для нахождения 0 ,a  
,ma  mb  не представляется возможным. Поэтому для определения коэффициентов 0 ,a  ,ma  mb  

используем дискретную систему, полученную из (2) при замене x  на .jx

 ( ) ( )
1

0
1

cos sin , 1 1, 1.
N

j j
j p j m m

m

x x
f x M x a a m b m m N j N N

a a
π π

−

=

= + + + = ÷ − = − ÷ −∑  (10)

При использовании универсальных быстрых тригонометрических интерполяций необхо-
димо выполнить три условия:

1) Отрезок [ , ]a a−  следует равномерно разбить на равные части.
2) Количество внутренних точек разбиения должно быть четным 2 .N
Нечетное количество внутренних точек разбиения (2 1)N +  строго не допускается, иначе 

базис (1) в интерполяционном варианте не будет ортогональным на отрезке [ , ],a a−  что при-
ведет к увеличению погрешности. В случае неортогонального базиса каждый коэффициент 
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ряда Фурье будет вычисляться с некоторой погрешностью, которая будет накапливаться. Если 
же базис (1) ортогональный, то погрешность равна нулю, что приводит к увеличению точно-
сти вычислений.

3) В число расчетных точек входит только совокупность внутренних точек равномерного 
разбиения и левая граница отрезка [ , ],a a−  т. е. .x a= −  Правая граница отрезка x a=  в суммах 
не участвует.

Координаты 2N  расчетных точек jx  зададим формулой
 , 1.jx j a N j N N= = − ÷ −  (11)
Для доказательства дискретной ортогональности базиса (1) в интерполяционном варианте 

предварительно докажем справедливость следующих равенств
1 1

1) cos 0 , sin 0 , 1,
N N

j j

j N j N

x x
n n j N N

a a
π π

− −

=− =−

= = = − ÷ −∑ ∑
1

1

2) cos cos 0 , ,

3) sin sin 0, ,

N
j j

j N

N
j j

j N

x x
m n m n

a a
x x

m n m n
a a

π π

π π

−

=−

−

=−

= ≠

= ≠

∑

∑

ïðè

ïðè

 (12)

( ) ( )
1

4) sin cos 0, , 1 1 .
N

j j

j N

x x
m n m n N

a a
π π

−

=−

= ∀ = ÷ −∑ ïðè

В последнем равенстве 4) системы (12) не следует требовать выполнения неравенства 
,m n≠  так как равенство 4) выполняются при , ,m n∀  но при этом значение j N=  во всех сум-

мах (12) исключается.
Для доказательства первого равенства 1) из (12) воспользуемся тригонометрической фор-

мулой Эйлера для комплексного числа и представим левую часть данной формулы в виде

 
1 1 11 1cos exp exp .

2 2

N N N
j

nj nj
j N j N j N

x j jn in in q q
a N N

π π π
− − −

−
=− =− =−

   = + − = +   
   

∑ ∑ ∑  (13)

В (13) i  — мнимая единица и, кроме того, использовано обозначение 

 exp , exp .nj nj
j jin q in q

N N
π π −

   = − =   
   

Тогда (13) можно записать в форме геометрических прогрессий

 
1 11cos .

2

N N
j

nj nj
j N j N

t
n q q

a
π

− −

−
=− =−

= +∑ ∑  (14)

Правую часть в (14) преобразуем 
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( ) ) ( )( ) ( )( )

1

1 2 1 1 2

2 21 2 1 1 2

...

... 1 ... 1 ... .

N

nj nj nN nNn N n N n N n N n N
j N

nN n n nN n nn N N n N n

q q q q q q q q q

q q q q q q q q q

−

− − − − − − −
=−

− −− − −

+ = + + + + + + + +

+ = + + + + + + + + +

∑
   (15)

Для геометрической прогрессии ( )2 2 1(1 ... )n n N nq q q −+ + + +  можно записать вспомогатель-
ное равенство

 
( )( )( ) ( )( )

( )( )
2 22 1 2 1

2 22 1

1 ... 1 1 ...

1 ... 1 .

n n n n nN n N n

n n n NnN n

q q q q q q q

q q q q q

− −

−

+ + + + − = + + + + −

− + + + + = −
 (16)

Так как имеют место следующие выражения

( ) ( ) ( )2 exp 2 cos 2 sin 2 1, exp 1 1,Nn n
nq i n n i n q i n N N
N
ππ π π± ±

 = ± = ± + ± = = ± ≠ ∀ = − ÷ − 
 

ïðè
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то из (16) получаем доказательство равенства 1) в (12):

 ( )( ) ( ) ( )2 22 11 ... 1 1 0.n n Nn nN nq q q q q−+ + + + = − − =

При помощи тригонометрической формулы Эйлера и получающихся геометрических про-
грессий аналогично доказываются и все остальные равенства из (12).

Остается вычислить норму для дискретной системы (1). Вначале рассмотрим сумму ква-
дратов косинусов

 

( ) ( ) ( )( )

1 1 1
2

1

2 2 2 2 1 2 2 2 1

1 1cos 1 cos 2 cos 2
2 2

1 1 ...
4 4

N N N
j

j N j N j N

N

nj nj nN n N n N n N
j N

x j jn n N n
a N N

N q q N q q q q

π π π
− − −

=− =− =−

−

− − − − −
=−

 = + = + = 
 

= + + = + + + + + +

∑ ∑ ∑

∑

 
( ) ( )( ) ( )( )

( )( )
2 2 2 4 62 1 2 1 2 2 1

2 2 4 6 2 1 2

1 1... 1 ...
4 4

1 1 ... .
4

nN nN n n nn N n N n N

nN n n n n N

q q q N q q q q q

q q q q q

−− − −

− − − −

+ + + + = + + + + + + +

+ + + + + +

  

( ) ( ) ( )

( )( )( ) ( )( )
( )( )

2

2 4 2 2 42 2 1 2 2 1

2 2 4 42 2 1

2exp 2 cos 2 sin 2 1, exp 1 1 1.

1 ... 1 1 ...

1 ... 1 .

Nn n

n n n n nn N n N

n n n Nn N

nq i n n i n q i n N
N

q q q q q q q

q q q q q

ππ π π± ±

− −

−

 = ± = ± + ± = = ± ≠ ∀ = ÷ − 
 

+ + + + − = + + + + −

− + + + + = −

ïðè

 (17)

Для преобразования равенства (17) воспользуемся выражениями

 
( )( )( ) ( )( )

( )( )
2 4 6 2 2 4 62 2 1 2 2 1

2 2 4 6 42 2 1

1 ... 1 1 ...

1 ... 1 0.

n n n n n n nn N n N

n n n n nNn N

q q q q q q q q q

q q q q q q

− −

−

+ + + + + − = + + + + + −

− + + + + + = − =
  (18)

Кроме (18) потребуется следующее свойство: при всех 1n N N= − ÷ −  дробь n N  остается 
правильной и потому 2n N  не может равняться четному числу, т.е. выполняется неравенство

 21, cos 2 sin 2 1.nn N N q n N i n Nπ π±∀ = − ÷ − = + ≠  (19)
При помощи (18) и (19) из (17) получаем выражение для нормы косинусов

 
1

2cos .
N

j

j N

x
N n

a
π

−

=−

= ∑  (20)

Аналогично доказывается и выражение для нормы синусов

 
1

2sin .
N

j

j N

x
N n

a
π

−

=−

= ∑  (21)

Суммирование в (20) и (21) ведется по индексу ,j  тогда как индекс n  остается свободным, 
но норма N  оказывается независимой от величины n  и равна половине количества внутрен-
них расчетных точек, т. е.равна .N

Ортогональные свойства (5) и выражения норм (20) и (21) позволяют получить решение 
интерполяционной системы (10) относительно 0 ,a  ,ma  mb  в явном конечном виде. Для этого 
вначале левую и правую части (10) просуммируем по индексу :j

 ( ) ( )( )
1 1 1 1

0
1

2 cos sin .
N N N N

j j
j p j m m

j N m j N j N

t t
f t M t Na a m b m

a a
π π

− − − −

=− = =− =−

− = + +∑ ∑ ∑ ∑  (21)

Выше было доказано, что суммы косинусов и синусов по свойству 1) из (12) равны нулю, 
поэтому из (21) находим
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 ( ) ( )( )
1

0
1 .

2

N

j p j
j N

a f t M t
N

−

=−

= −∑  (22)

То есть коэффициент 0a  равен среднеарифметическому значений ( ( ) ( ))j p jf t M t−  в точках 
равномерной интерполяции на отрезке [ ).a,a−

Для нахождения ma  умножим левую и правую части (10) на cos m j Nπ  и просуммируем 
по индексу :j

 
( ) ( )( )

1

1 1 1

0
1

cos

cos cos cos sin cos .

N
j

j p j
j N

N N N
j j j j j

n n
j N n j N

x
f x M x m

a
x x x x x

a m a m n b n m
a a a a a

π

π π π π π

−

=−

− − −

=− = =−

− =

= + +

∑

∑ ∑ ∑
 (23)

Равенство (23) упростим, воспользовавшись свойствами (12) и (20), 

 

1 1

1

cos 0, cos cos 0 ,

cos cos .

N N
j j j

j N j N

N
j j

j N

x x x
m m n m n

a a a
x x

m n N m n
a a

π π π

π π

− −

=− =−

−

=−

= = ≠

= =

∑ ∑

∑

ïðè

ïðè

 (24)

С учетом (24) уравнение (23) принимает вид

 ( ) ( )( )
1

cos .
N

j
j p j m

j N

x
f x M x m a N

a
π

−

=−

− =∑  (25)

Отсюда находим в явном виде коэффициенты :ma

 ( ) ( )( )
11 cos , 1 1.

N
j

m j p j
j N

x
a f x M x m m N

N a
π

−

=−

= − = ÷ −∑  (26)

Аналогично после умножения левой и правой частей (10) на sin m j Nπ  и суммирования 
по j  подобными вычислениями найдем :mb

 ( ) ( )( )
11 sin , 1 1.

N
j

m j p j
j N

x
b f x M x m m N

N a
π

−

=−

= − = ÷ −∑  (27)

Подставляя 0 , ,m ma a b  из (22), (26) и (27) в (10), получим формулу для полной тригономе-
трической интерполяции ( )f x  на отрезке [ , )a a−  при задании ( )f x  дискретными значениями 

( ):jf x

 
( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )

( ) ( )( ) ( ) ( ) [ )( )

1 1 1

1

1 1
2

2
1

1 1 cos cos
2

1 sin sin , , .

N N N
j

j p j j p j
j N n j N

N N
j p

j p j p
n j N

x xf x f x M x f x M x n n
N N a a

x xf x M x n n M x f x L x a a
N a a

π π

π π

− − −

=− = =−

− −
+

= =−

= − + − +

+ − + ∈ ∈ −

∑ ∑ ∑

∑ ∑
  (28)

2. Применение универсальных быстрых тригонометрических интерполяций
для решения нелинейных дифференциальных уравнений

В качестве примера рассмотрим краевую задачу для нелинейного дифференциального 
уравнения 2-го порядка

 
( ) ( ) ( )
( )( ) ( ) [ ]

2 2 2

2 2 2

2 3  1.44 sin 1.2

2sin 1.2 4.32 cos 1.2 , , .

y x y y x

x x x x a a

π π

π π π

′′ ′= + + + +

+ + + ∈ −
 (29)

 ( ) ( ) ( ) ( )sin 1.2 , sin 1.2 .y a a y a aπ π− = − =  (30)
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Краевая задача (29), (30) имеет точное решение
 ( ) ( )sin 1.2 ,y x xπ=  (31)

которое позволит провести исследование погрешности решения краевой задачи (29), (30) пу-
тем сравнения с приближенным аналитическим решением, полученным методом универсаль-
ных быстрых разложений [13]. При сравнении будет вычислена относительная погрешность 
решения ( )y x  и невязка дифференциального уравнения (29). 

Решение задачи (30), (31) представим быстрым универсальным разложением

 ( ) ( )
5 1 1

0
0 1 1

cos sin .
N N

q q m m
q m m

x xy x A P x a a m b m
a a

π π
− −

= = =

= + + +∑ ∑ ∑  (32)

Полиномы ( )qP x  берутся из (6). Подлежат определению коэффициенты граничной функ-
ции 0 5A A÷  и коэффициенты Фурье 0 , , ,m ma a b  1 1.m N= ÷ −

После подстановки ( )y x  из (32) в граничные условия (30), найдем

 ( ) ( ) ( )
3 5

0 1 3 5 0
1

1 1 sin 1.2 .
2 4 48 480

m
m

m

a a ay a A A A A a a aπ
∞

=

= + − + + + − =∑  (33)

 ( ) ( ) ( )
3 5

0 1 3 5 0
1

1 1 sin 1.2 .
2 4 48 480

m
m

m

a a ay a A A A A a a aπ
∞

=

− = − + − + + + − = −∑  (34)

Вычитая из (33) равенство (34) получим значение коэффициента 0:A
 ( )0 2sin 1.2 .A aπ=  (35)

Складывая равенства (33) и (34) имеем уравнение для определения коэффициента 1A :

 ( )
3 5

1 3 5 0
1

2 2 1 0.
2 24 240

m
m

m

a a aA A A a a
∞

=

− + + + − =∑  (36)

Далее подставим ( )y x  из (32) в дифференциальное уравнение (29):

 

2 3 4 2 3

1 2 3 4 5

2 21 1

1 1

1 7
2 2 4 12 12 12 48 24 720

cos sin
N N

m m
m m

x x a x ax x ax aA A A A A
a a a a a

x xa m m b m m
a a a a
π ππ π

− −

= =

     
+ + − + − + − + −     

     

   − − =   
   

∑ ∑

 

2
2 3 4 2

0 1 2 3

5 3 3 6 4 3 2

4 5

1 1

0
1 1

2 4 12 12 48 24

7 72
240 72 720 1440 288 1440

cos sin
N N

m m
m m

x x x ax x axA A A A
a a a a

x ax a x x ax a xx A A
a a

x xa a m b m
a a

π π
− −

= =

     
+ + − + − +     

     
       + + − + + − + + +        
  
  + + +  

  
∑ ∑

 (37)

 

( ) ( )( )

22 3 4 2 3

0 1 2 3 4

5 3 3 1 1

5
1 1

22 2

1 7
2 2 4 12 12 12 48 24 720

3  
7 sin cos

240 72 720

+1.44 sin 1.2 2sin 1.2 4.32 co

N N

m m
m m

x x a x ax x ax aA A A A A
a a a a a

x ax a x x xA a m m b m m
a a a a a

x x x

π ππ π

π π π π

− −

= =

      
+ + − + − + − + +      

      + +   + − + − +    

+ + +

∑ ∑

( ) [ ]2s 1.2 , , .x x a aπ ∈ −

Согласно [13] уравнения для нахождения коэффициентов 2 5A A÷  составим следующим 
образом:



1180

 
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )
2 2 3 3

2 2 3 3

37 37 , 37 37 ,

37 37 , 37 37 .

x a x a
x a x a

x a x a x a x a

d d
dx dx

d d d d
dx dx dx dx

= =−
= =−

= =− = =−

− −

− −
 (38)

Аналитический вид равенств (38) здесь не приводим из-за их громоздкости.
Коэффициенты Фурье 0 , , , 1 1m ma a b m N= ÷ −  определим с помощью универсальной бы-

строй тригонометрической интерполяции по формулам (22), (26), (27), полагая, что значения 
искомой функции в расчетных точках (11) известны. 

В уравнения (38) подставим значения найденных коэффициентов Фурье 0 , , ,m ma a b  
1 1m N= ÷ −  и значения 0A  и 1A  из (35) и (36) соответственно. Тем самым получим систему 

нелинейных алгебраических уравнений (38) относительно коэффициентов 2 5.A A÷  Данная 
система четырех уравнений была решена в среде Maple. В расчетах принимались различные 
значения номера N и параметра a. Приближенное аналитическое решение (32) сравнивалось с 
точным (31). Относительная погрешность ( )y xδ  решения ( )y x  и невязка duδ  дифференциаль-
ного уравнения (29) вычислялась по формуле

 max 100 %,fδ = ∆ ⋅
где ∆  — абсолютная погрешность, maxf  — максимальное значение решения ( )y x  или невязки 
уравнения (29).

Графики ( )y xδ  и duδ  при 1 2a =  и 4N =  показаны на рис. 1 и рис. 2 соответственно, из 
которых видно, что граничные условия (30) выполняются точно, а максимальные значения 
погрешностей ( )

max
y xδ  и max

duδ  находятся вблизи левой границы отрезка [ , ].x a a∈ −  Значения мак-
симальной относительной погрешности ( )

max
y xδ  решения ( )y x  и максимальной невязки max

duδ  
дифференциального уравнения (29) для различных значений параметров N  и a  приведены в 
таблице.

Рис. 1. Относительная погрешность 
решения ( )y x

Рис. 2. Невязка дифференциального 
уравнения (29)

Из таблицы видно, что на отрезке единичной длины [ 1 2,1 2]x∈ −  для достижения 
( )

max 1%y xδ <  и max 1%duδ <  требуется использовать по одному коэффициенту Фурье 1a  и 1b  
( 2).N =  С увеличением значения номера N  погрешности ( )

max
y xδ  и max

duδ  быстро убывают. При 
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увеличении длины отрезка, например в четыре раза ( [ 2, 2]),x∈ −  для достижения той же по-
грешностей ( )

max
y xδ  и max ,duδ  что и при отрезке единичной длины требуется увеличение значения 

номера N  в четыре раза, например с 2N =  до 8N =  или с 5N =  до 20N =  (см. таблицу).

Заключение

В данной работе описана универсальная быстрая тригонометрическая интерполяция и 
продемонстрирована ее эффективность при решении нелинейной краевой задачи. Вычисли-
тельные эксперименты показали, что с увеличением значения номера N  максимальная отно-
сительная погрешность ( )

max
y xδ  решения ( )y x  краевой задачи и максимальная невязка max

duδ  не-
линейного дифференциального уравнения (29) быстро убывают. На отрезке единичной длины 
для достижения значений ( )

max
y xδ  и max

duδ  менее одного процента достаточно учитывать в бы-
стром разложении только одно первое слагаемое с синусами и одно первое слагаемое с коси-
нусами. При увеличении длины отрезка для достижения той же погрешности ( )

max
y xδ  и max ,duδ  что 

и на отрезке единичной длины требуется увеличение значения номера .N
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УДК 539.375

НАПРЯЖЕННОЕ СОСТОЯНИЕ ТРЕХСЛОЙНОГО АНИЗОТРОПНОГО 
ЦИЛИНДРИЧЕСКОГО СТЕРЖНЯ НЕКРУГОВОГО ПОПЕРЕЧНОГО СЕЧЕНИЯ 

ПРИ УПРУГОПЛАСТИЧЕСКОМ КРУЧЕНИИ

Воронежский государственный университет

Ю. Д. Щеглова

Аннотация. В данной работе рассматривается упругопластическое кручение анизотроп-
ного трехслойного цилиндрического стержня некругового поперечного сечения. Слои 
стержня обладают свойствами пластической анизотропии, частными случаями которой 
являются анизотропия согласно Хиллу и трансляционная анизотропия. Каждый слой 
имеет свои параметры анизотропии. С использованием метода малого параметра опре-
делено напряженное состояние стержня и упругопластическая граница в первом при-
ближении.
Ключевые слова: упругопластическое кручение, анизотропия по Хиллу, трансляцион-
ная анизотропия, напряженное состояние, упругопластическая граница, метод малого 
параметра.

Введение

Задачи пластичности анизотропных сред имеют важное практическое значение, и послед-
нее время привлекают широкий круг исследователей. При этом метод малого параметра явля-
ется одним из эффективных методов решения задач этого класса.

Одной из моделей пластических тел, описывающих приобретение материалом свойств пла-
стической анизотропии является условие пластичности согласно Хиллу [1], которое являет-
ся частным случаем условия пластичности Мизеса. К моделям идеальнопластического тела 
с трансляционной анизотропией относятся предложенная А. Ю. Ишлинским [2] и В. Праге-
ром [3] модель трансляционного упрочнения. На основе подобных представлений Д. Д. Ивлев 
предложил модель идеальнопластического тела с трансляционной анизотропией.

Исследованию задачи кручения анизотропных стержней посвящены работы [4, 5], при 
этом в работе [4] предполагается случай трансляционной анизотропии, а в работе [5] — слу-
чай анизотропии согласно Хиллу. Метод малого параметра использовался в работе [6] при 
определении напряженного состояния толстостенной трубы при упругопластическом круче-
нии в случае трансляционной анизотропии, а в работе [7] — в случае анизотропии согласно 
Хиллу. Работа [8] посвящена исследованию упругопластического состояния толстостенной 
трубы при взаимодействии различных видов пластической анизотропии. Случай анизотро-
пии, включающей в себя, как частные случаи, анизотропию по Хиллу и трансляционную ани-
зотропию, рассмотрен в работе [9] при упругопластическом состоянии толстостенной трубы, 
находящейся под действием внутреннего давления, а в работе [10] исследована задача упруго-
пластического кручения анизотропного цилиндрического стержня некругового поперечного 
сечения для указанного выше случая анизотропии. В данной работе с использованием метода 
малого параметра решена задача о напряженном состоянии трехслойного анизотропного ци-
линдрического стержня некругового поперечного сечения при упругопластическом кручении. 
Исследуется случай анизотропии, частными случаями которой является анизотропия по Хил-
лу и трансляционная анизотропия. В первом приближении определены напряжения в каждом 
слое, поле перемещений в упругой области внутреннего слоя и упругопластическая граница.
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1. Постановка задачи упругопластического кручения
анизотропного цилиндрического стержня

Рассматривается трехслойный пластически анизотропный стержень, находящийся под 
действием кручения [11]. Предположим, что значение крутящего момента таково, что два слоя, 
начиная с внешнего, находятся в пластическом состоянии, а третий, внутренний слой, нахо-
дится в упругопластическом состоянии. Слои стержня обладают свойствами пластической 
анизотропии, частными случаями которой являются анизотропия согласно Хиллу и транс-
ляционная анизотропия. Каждый слой обладает своими параметрами анизотропии. Граница 
раздела упругой и пластической областей внутреннего слоя заранее неизвестна и определяет-
ся в процессе решения задачи о напряженном состоянии.

Для определения напряженного состояния стержня будем использовать определяющие со-
отношения, записанные в цилиндрической системе координат в безразмерном виде ( , , zρ θ  — 
цилиндрическая система координат, ось z  направлена по оси стержня). Величины, имеющие 
размерность напряжения, отнесены к пределу текучести ,k  величины, имеющие размерность 
длины, отнесены к радиусу упругопластической границы в нулевом приближении.

В каждом слое выполняется уравнение равновесия

 1 0.z z zρ θ ρτ τ τ
ρ ρ θ ρ

∂ ∂
+ + =

∂ ∂
 (1.1)

В дальнейшем символ «e» вверху подчеркивает принадлежность величин упругой области, 
а символ « p» — к пластической.

В упругой области внутреннего слоя имеют место соотношения Коши

 1, ,
2 2

e e
e e

z z
w w

ρ θ
ω ωε ε ρ

ρ ρ ρ
 ∂ ∂

= = + ∂ ∂ 
 (1.2)

где ew  — функция депланации в упругой зоне, ω  — крутка или угол кручения на единицу 
длины, и выполняется закон Гука

 2 , 2 .e e e e
z z z zG Gρ ρ θ θτ ε τ ε= =  (1.3)

Условие текучести в каждом слое примем в виде

 ( ) ( )2 2 2cos sin sin cos ,p p p p
i zi zi i i zi zi i iA k B Kρ θ ρ θτ θ τ θ τ θ τ θ χ− − + − − =  (1.4)

где 1, 2,3; , , ,i i i ii A B k χ=  — параметры анизотропии.
Граничное условие на внешнем контуре 1L  поперечного сечения будет иметь вид
 ( )

1
1 1 1 1 0.p p

z z L
n nρ ρ θ θτ τ+ =  (1.5)

На границах раздела слоев 2 ,L  3L  выполняются условия сопряжения напряжений

 ( ) ( )
2 2

1 2 1 2 2 2 2 2 ,p p p p
z z z zL L

n n n nρ ρ θ θ ρ ρ θ θτ τ τ τ+ = +  (1.6)

 ( ) ( )
3 3

2 3 2 3 3 3 3 3 .p p p p
z z z zL L

n n n nρ ρ θ θ ρ ρ θ θτ τ τ τ+ = +  (1.7)

Граничное условие на внутреннем контуре 4L  имеет форму
 ( )

4
3 4 3 4 0.e e

z z L
n nρ ρ θ θτ τ+ =  (1.8)

Компоненты единичной нормали к контуру iL  определяются соотношениями

 

1
2 2 21 ,i i i

inρ ρ ρ ρ θ

−
 ∂Φ  ∂Φ   ∂Φ 

=  +     ∂ ∂ ∂    
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1
2 2 21 1 ,i i i

inθ ρ θ ρ ρ θ

−
 ∂Φ  ∂Φ   ∂Φ 

=  +     ∂ ∂ ∂    
 (1.9)

где ( , ) 0i ρ θΦ =  ( 1,2,3,4)i =  — уравнения контуров поперечного сечения.
На упругопластической границе sL  внутреннего слоя выполняются условия непрерывно-

сти напряжений
 3 0,

s
z Lρτ  =     3 0.

s
z Lθτ  =   (1.10)

В упругой области внутреннего слоя подстановкой (1.2) в (1.3) и затем в (1.1) получим 
уравнение

 0,ew∆ =  (1.11)

где 
2 2

2 2 2

1 1
ρ ρ θ ρ ρ
∂ ∂ ∂

∆ = + +
∂ ∂ ∂

 — оператор Лапласа.

2. Применение метода малого параметра к задаче упругопластического
кручения анизотропного цилиндрического стержня некругового поперечного сечения

Исследуя напряженное состояние стержня с использованием метода малого параметра 
[12], ограничимся рассмотрением первого приближения.

Параметры анизотропии в пластической области каждого слоя представим в виде
 (1) (1)1 , 1 , , ,i i i i i i i iA a B b k kδ δ δ χ δ χ= + = + = =  (2.1)

где δ  — безразмерный малый параметр, 1.δ 
Уравнения контуров ( 1, 2,3, 4),iL i =  согласно [10], представим в виде
 ( )1 cos ,i id mρ α δ θ= +  (2.2)

где 1 1,id− ≤ ≤  причем 1 2 3 4.α α α α〉 〉 〉
Решение, следуя [12] будем искать в виде
 (0) (1) ,ij ij ijτ τ δτ= +   (0) (1) ,ij ij ijε ε δε= +   (0) (1) ,w w wδ= +  (2.3)
 0 1,ρ ρ δρ= +  (2.4)

где (2.4) представление упругопластической границы.
Подставим разложения (2.1)–(2.4) в (1.1)–(1.11), приравняем члены при одинаковых степе-

нях параметра ,δ  получим системы уравнений для нулевого и первого приближения.
В нулевом приближении получим задачу об упругопластическом кручении трехслойного 

изотропного цилиндрического стержня. Её решение имеет вид
 (0) (0) (0) (0) (0)

00, , 0, , 0, 1.p p e p e
zi zi i zi ziK G wρ θ ρ θτ τ τ τ ωρ ρ= = = = = =  (2.4)

Выражение для компоненты напряжений (1)p
ziθτ  в пластической области каждого слоя полу-

чим из условия текучести (1.4) в первом приближении с учетом (2.4)

 ( )( )(1) (1) (1)sin cos cos 2 .
4

p i
zi i i i i i i

Kk a b a bθτ θ χ θ θ= − + − + − −  (2.5)

Из уравнения равновесия (1.1) следует соотношение для определения компоненты напря-
жений (1)p

ziρτ

 ( )
(1)

(1) .
p
zip

zi
θ

ρ

τ
ρτ

ρ θ
∂∂

= −
∂ ∂

 (2.6)

Подставляя (2.5) в (2.6) и решая уравнение, получим выражение для компоненты (1)p
ziρτ  в 

каждом слое
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 ( )(1) (1) (1)cos sin sin 2 ,
4

i i ip i
zi i i

K a b Nkρτ θ χ θ θ
ρ

−
= + + +  (2.7)

где iN  — неизвестные функции, зависящие от координаты ,θ  которые определяются из гра-
ничного условия на внешнем контуре для внешнего слоя и из условий сопряжения напряже-
ний для внутренних слоев.

Рассмотрим внешний слой. Граничное условие на внешнем контуре будет иметь вид
 

1

(1)
1 1 1 sin .p

z K d m mρ ρ α
τ θ

=
= −

Подставляя в него (2.7), найдем 1,N  а затем получим

 ( )1 1 1(1) (1) (1) 1 1
1 1 1 1 1cos sin sin 2 1 sin .

4
p
z

K a b
k K d m mρ

α ατ θ χ θ θ θ
ρ ρ

−  
= + + − −  

  
 (2.8)

Рассмотрим второй слой. Условие сопряжения на границе раздела внешнего и второго сло-
ев 2L  в первом приближении будет иметь вид

 ( )( )
2 2

(1) (1)
2 1 2 2 1 sin .p p

z z d K K m mρ ρρ α ρ α
τ τ θ

= =
= − −

Подстановкой в него (2.7) и (2.8) в результате найдем 2 ,N  и получим

 

( )

( ) ( )

( )( )

2 2 2(1) (1) (1) 2
2 2 2

1 1 1 2 1(1) (1)
1 1

1 1 1 2 2 2 1

cos sin sin 2 1
4

cos sin sin 2
4

sin .

p
z

K a b
k

K a b
k

d K d K K
m m

ρ
ατ θ χ θ θ
ρ

α α
θ χ θ θ

ρ

α α
θ

ρ

−  
= + + − +  

  
− − 

+ + + − 
 

+ −
−

 (2.9)

Рассмотрим пластическую зону третьего слоя. Условие сопряжения на границе 3L  в первом 
приближении примет форму

 ( )( )
3 3

(1) (1)
3 2 3 3 2 sin .p p

z z d K K m mρ ρρ α ρ α
τ τ θ

= =
= − −

С учетом (2.7) и (2.9) получим 3N  и найдем

 

( )

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )( )

3 3 3(1) (1) (1) 3
3 3 3

2 2 2 3 2(1) (1)
2 2

1 1 1 2 1(1) (1)
1 1

1 1 1 2 2 2 1 3 3 3 2

cos sin sin 2 1
4

cos sin sin 2
4

cos sin sin 2
4

sin .

p
z

K a b
k

K a b
k

K a b
k

d K d K K d K K
m m

ρ
ατ θ χ θ θ
ρ

α α
θ χ θ θ

ρ

α α
θ χ θ θ

ρ

α α α
θ

ρ

−  
= + + − +  

  
− − 

+ + + 
 

− − 
+ + + − 
 

+ − + −
−

 (2.10)

Рассмотрим упругую область третьего слоя.
Условие на внутреннем контуре 4L  в первом приближении с учетом соотношений Коши и 

соотношений закона Гука примет вид

 
4

(1)

4 4 sin .
ew d m mρ α α θ
ρ =

∂
= −

∂
 (2.11)

Условие непрерывности компоненты напряжений (1)
3zρτ  на упругопластической границе sL  в 

первом приближении, учитывая соотношения Коши (1.2) и закон Гука (1.3), будет иметь форму
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1

(1)
(1)

1 3
1 .

e
p
z

w
G ρρ ρτρ ω ==

∂
=

∂
 (2.12)

Объединяя уравнение (1.11) и условия (2.12) и (2.11), получим задачу Неймана для опреде-
ления функции депланации (1)ew  в упругой зоне третьего слоя

 

4

(1)

(1)
(1)

1 3
1

(1)

4 4

0

1 .

sin

e

e
p
z

e

w

w
G

w d m m

ρ ρ
ρ

ρ α

τ
ρ ω

α θ
ρ

=
=

=



∆ =
∂ = ∂
∂ = −
 ∂

 (2.13)

Подставляя выражение для (1)
3

p
zρτ  (2.10) и решая краевую задачу (2.13), получим соотноше-

ние для функции депланации в упругой зоне

 

( ) ( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( ) ( )( )

( )
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

2
(1) (1) (1) (1) 4

3 3 2 3 2 1 2 12
4

2
(1) (1) (1) 4
3 3 2 3 2 1 2 12

4

3 3 3 2 2 2
3 3 24

4

4
1 1 1 2 4

2 1 2

1 1 cos
1

1 1 sin
1

1 1
2 22 1

1sin 2
2 1

ew k k k
G

G

K a b K a b
G

K a b
G

αα α α α α ρ θ
ρω α

αχ α χ α α χ α α ρ θ
ρω α

α α α
ω α

αα α ρ θ
ρ ω

 
= − + − + − + + −  

 
+ − + − + − + + −  

− −
+ − + − +

− 

−  
+ − + + 

  ( ) ( )(

( ))

1 1 1 2 2 2 12
4

2 2
4 4 4

3 3 3 2 sin

m

m m
m

m m

d K d K K

dd K K m

α α
α

α αα ρ θ
ρ ρ

+


 + − +
 −

  
+ − + +  

  

 (2.14)

Напряжения в упругой области в первом приближении определяются из соотношений

 
(1) (1)

(1) (1)
3 3

1, ,
e e

e e
z z

w wG Gρ θτ ω τ ω
ρ ρ θ

∂ ∂
= =

∂ ∂
из которых с учетом (2.14) получим

 

( ) ( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( ) ( )( )

( )
( ) ( ) ( ) ( )

2
(1) (1) (1) (1) 4
3 3 3 2 3 2 1 2 1 22

4

2
(1) (1) (1) 4
3 3 2 3 2 1 2 1 22

4

3 3 3 2 2 2
3 3 24

4

1 1 1 cos
1

1 1 1 sin
1

1 1
2 21

e
z k k k

K a b K a b

ρ
ατ α α α α α θ
ρα

αχ α χ α α χ α α θ
ρα

α α α
α

 
= − + − + − − + −  

 
+ − + − + − − + −  

− −
+ − + − +

− 

 

( ) ( ) ( ) ( )(

( ))

4
1 1 1 4

2 1 1 1 1 2 2 2 13 2
4

2 2
1 4 4 4

3 3 3 2 1 1

1sin 2
2 1

sin ,

m

m m
m

m m

K a b
m d K d K K

dd K K G m

αα α ρ θ α α
ρ α

α αα ρ ω θ
ρ ρ

+
−

+ +

−  
+ − − + + − +   −  

  
+ − − −  
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( ) ( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( ) ( )( )

( )
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

2
(1) (1) (1) (1) 4
3 3 3 2 3 2 1 2 1 22

4

2
(1) (1) (1) 4
3 3 2 3 2 1 2 1 22

4

3 3 3 2 2 2
3 3 24

4

4
1 1 1 4

2 1 3
4

1 1 1 sin
1

1 1 1 cos
1

1 1
2 21

1cos 2
2 1

e
z k k k

K a b K a b

K a b
m

θ
ατ α α α α α θ
ρα

αχ α χ α α χ α α θ
ρα

α α α
α

αα α ρ θ
ρ α

 
= − − + − + − + + −  

 
+ − + − + − + + −  

− −
+ − + − +

− 

−  
+ − + +  −  ( ) ( )(

( ))

1 1 1 2 2 2 12

2 2
1 4 4 4

3 3 3 2 1 1 cos ,

m

m m
m

m m

d K d K K

dd K K G m

α α

α αα ρ ω θ
ρ ρ

+
−

+ +


 + − +



  
+ − + +  

  

 (2.15)

Упругопластическая граница в первом приближении определяется из условия непрерыв-
ности компоненты напряжений (1)

3
e
zθτ  на этой границе

 ( )(1) (1)
1 3 3 1

1 .p e
z zG θ θ ρρ τ τ

ω == −

Откуда подстановкой (2.9) и (2.15) определим

 

( )( )

( ) ( ) ( ) ( )( )( )

( ) ( ) ( ) ( )( )( )

( )
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

(1) (1) 3
1 3 3 3 3 3 3

(1) (1) (1) 2
3 3 2 3 2 1 2 1 42

4

(1) (1) (1) 2
3 3 2 3 2 1 2 1 42

4

3 3 3 2 2 2
3 3 24

4

1 1 1
2 1

1 sin cos cos 2
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Заключение

В работе исследовано напряженное состояние трехслойного анизотропного цилиндриче-
ского стержня некругового поперечного сечения при упругопластическом кручении. В пер-
вом приближении определено напряженное состояние в каждом из слоев, поле перемещений 
в упругой области внутреннего слоя и упругопластическая граница.
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МОДУЛЬНАЯ ПРОГРАММА ДЛЯ РАСЧЕТОВ ГИДРОСИСТЕМ
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Аннотация. В рамках данной работы описан процесс создания модульной программы, 
предназначенной для расчетов гидросистем, образованных последовательно соединен-
ными относительно простыми участками. Программа содержит множество модулей, со-
держащих расчеты отдельных участков, соответствующих справочнику [1]. Программа 
построена по модульному принципу, что позволяет быстро формировать необходимую 
гидросистему и проводить расчеты в полуавтоматическом режиме. Эксплуатировать раз-
работанную программу может пользователь, имеющий базовый уровень знаний гидрога-
зодинамики. Программа реализована в Microsoft Excel, что делает её доступной и понят-
ной в использовании любому пользователю.
Ключевые слова: модульная программа, гидрогазодинамика, гидросистемы, участок ги-
дросистемы, формирование гидросистемы, магистральные сети, расчетные модули, по-
луавтоматический расчет, Microsoft Excel, инженерные методы расчета, гидравлическое 
сопротивление, расчетные характеристики.

Введение

При проведении расчетов гидравлического сопротивления отдельных узлов и магистраль-
ных сетей [1] основными задачами инженера является получение результата с минимальной 
погрешностью и минимальным временем, затраченным на расчет. Для гидросистем сложной 
конфигурации применяются современные методы 3D-моделирования, реализованные в про-
граммных пакетах, таких как: ANSYS, ЛОГОС, FlowVision, Simcenter STAR-CCM+, KompasFlow, 
SolidWorks Simulation и другие. Эти методы позволяют проводить гидрогазодинамические 
расчеты в изделиях любой формы с получением результата в любой точке модели. Сложность 
подготовки моделей, значительные требования к вычислительным ресурсам, высокая стои-
мость лицензии указанных пакетов и проблемы в их приобретении в текущих условиях вызы-
вают затруднения в использовании подобных программ.

1. Описание разработанной программы

Для относительно простых участков гидросистем целесообразно применять инженерные 
методы расчетов. Гидравлическое сопротивление любой гидросистемы по принципу суперпо-
зиции складывается из суммы местных гидравлических сопротивлений отдельных участков 
системы. В справочнике по гидравлическим сопротивлениям [1] приведены функциональные 
зависимости, описывающие методы расчетов отдельных участков. При этом для расчета одно-
го участка необходимо каждый раз решать последовательность уравнений, что с учетом воз-
можной вариативности входных данных увеличивает время на проведение расчета.

В рамках данной работы описан процесс создания модульной программы, предназначен-
ной для расчетов гидросистем на начальном этапе проектирования для предварительной 
оценки. Гидросистема образована последовательно соединенными участками. Программа 
содержит множество модулей, содержащих расчеты отдельных участков, соответствующих 
справочнику [1]. Программа построена по модульному принципу, что позволяет быстро фор-
мировать необходимую гидросистему и проводить расчеты в полуавтоматическом режиме. 
Эксплуатировать разработанную программу может пользователь, имеющий базовый уровень 
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знаний гидрогазодинамики. Программа реализована в Microsoft Excel, что делает её доступ-
ной и понятной в использовании любому пользователю. Программа будет полезна студентам 
строительных, технических вузов, инженерам — расчетчикам и проектировщикам.

Выбор платформы для расчета (Microsoft Excel) обусловлен ее распространенностью — 
продукция Microsoft Office установлена на большинстве компьютеров. Таким образом, любой 
пользователь может применять данную программу без каких-либо сложностей.

Основное окно программы приведено на рис. 1. На отдельных вкладках расположены необхо-
димые фрагменты программы. На вкладке «Основная» приведены входные параметры и резуль-
таты расчета отдельных участков сформированной гидросистемы. Во вкладке «Расчет гидроси-
стемы» приведены выбранные пользователем модули, формирующие гидросистему. На вкладках, 
соответствующих разделам справочника [1] расположены модули для расчета отдельных участков. 

На рис. 2 приведен вид одного из модулей созданной программы. Пользовательский интер-
фейс каждого модуля имеет единое визуальное оформление и функциональные возможности. 
Каждый модуль состоит из следующих функциональных блоков: название модуля, входные 
параметры, расчетная область и выходные параметры.

Блок входных параметров содержит данные о характеристиках потока [2] и геометриче-
ских параметрах рассматриваемого участка. В расчетной области реализован автоматический 
расчет с использованием формул, приведенных в справочнике [1]. В блоке выходных параме-
тров приведены результаты расчета данного модуля.

Рис. 1. Основное окно программы

Рис. 2. Вид расчетного модуля
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Для формирования гидросистемы пользователь копирует необходимые модули на вкладку 
«Расчет гидросистемы». При этом на вкладке «Основная» в автоматическом режиме добавля-
ются строки, соответствующие выбранным участкам, где отображаются данные, относящиеся 
к расчету, а также суммарный перепад всей гидросистемы.

2. Пример работы программы

В качестве примера работы программы рассматривается гидросистема, приведенная на 
рис. 3. Гидросистема состоит из нескольких участков: входной конфузор, участок прямой тру-
бы круглого сечения, внезапное сужение и диффузор со свободным выходом.

На вкладку «Расчет гидросистемы» пользователь в фиксированные ячейки копирует не-
обходимые модули, составляющие рассматриваемую гидросистему. Данные о массовых ха-
рактеристиках потока вводятся один раз для всех модулей, геометрические параметры — для 
каждого модуля соответственно. На вкладке «Основная» выводятся результаты вычислений в 
автоматическом режиме. Для каждого участка гидросистемы отображаются результаты рас-
четных характеристик, таких как: число Рейнольдса, скорость, коэффициент гидравлического 
сопротивления, динамический напор, гидравлическое сопротивление участка [3, 4]. На рис. 4 
приведен вид программы расчета рассматриваемой гидросистемы.

Рис. 4. Вид программы расчета рассматриваемой гидросистемы

Рис. 3. Схема гидросистемы
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Формирование рассмотренной гидросистемы в созданной программе занимает порядка 
10 минут, в которые входит выбор необходимых модулей и введение входных параметров. 
Результат при этом отображается в удобном формате в автоматическом режиме. Проведение 
аналогичного расчета в «ручном режиме» занимает минимум в 2 раза больше времени. При 
этом при необходимости проведения повторного расчета с новыми входными параметрами 
пересчет в программе займет несколько секунд, в отличие от расчета в «ручном режиме».

Заключение

В настоящий момент проводится наполнение программы необходимыми модулями. При 
этом основная структура не изменяется. Доработка существующих модулей и создание новых 
проводится по мере необходимости.

Разрабатываемая программа для расчетов гидросистем не учитывает явления интерферен-
ции местных гидравлических сопротивлений (взаимного влияния друг на друга) и предназна-
чена для проведения проектных расчетов гидросистем. Анализ взаимного влияния местных 
гидравлических сопротивлений является отдельной задачей и проводится с применением ме-
тодов 3D-моделирования.

Таким образом, разрабатываемая программа для расчетов гидросистем позволяет в зна-
чительной степени упростить процесс проведения расчетов гидравлического сопротивления. 
Созданные расчетные модули имеют интуитивно понятный интерфейс и единую систему 
оформления. Благодаря универсальности платформы Microsoft Excel, программа может ис-
пользоваться на персональном компьютере пользователями, обладающими базовыми знани-
ями в гидрогазодинамике. 

Литература

1. Идельчик И. Е. Справочник по гидравлическим сопротивлениям: справочник / 
И. Е. Идельчик. – 3-е изд., перераб. и доп. – Москва : Машиностроение, 1992. – 672 с.

2. Варгафтик Н. Б. Справочник по теплофизическим свойствам газов и жидкостей: спра-
вочник / Н. Б. Варгафтик. – 2-е изд., перераб. и доп. – Москва : Наука, 1972. – 720 с.

3. Абрамович Г. Н. Прикладная газовая динамика. В 2 ч. Ч.1. Учебное руководство для ву-
зов / Г. Н. Абрамович. – 5-е изд., перераб. и доп.– Москва : Наука, 1991. – 600 с.

4. Лойцянский Л. Г. Механика жидкости и газа: учеб. для вузов / Л. Г. Лойцянский. – 7-е изд., 
испр. – Москва : Дрофа, 2003. – 840 с.



1195

УДК 538.913

МОДЕЛИРОВАНИЕ КОЛЕБАНИЙ КРИСТАЛЛА С ДИСЛОКАЦИЕЙ ПАЙЕРЛСА

1Воронежский государственный технический университет
2Московский государственный университет им. М. В. Ломоносова

И. Л. Батаронов1, Т. А. Надеина1, Р. О. Надеин2

Аннотация. На основе самосогласованной динамической теории малых колебаний дис-
локационных скоплений лагранжев подход обобщен на скопление непрерывно распре-
деленных дислокаций. В качестве примера этого скопления рассмотрено построение 
уравнения колебаний пайерлсовской дислокации (ПД). В рамках модели Пайерлса рас-
пределение дислокаций в плоскости скольжения определяется введением в лагранжиан 
энергии несовпадения. Преобразование его к квадратичной по динамическим перемен-
ным форме с последующим использованием принципа стационарного действия позволи-
ло получить уравнения колебаний кристалла, которое для прямолинейной дислокации 
преобразуется к интегральному уравнению колебаний дислокации. На основе численно-
го решения полученного уравнения были исследованы спектры собственных колебаний 
ПД. Найдено явное выражение обобщенной восприимчивости ПД в длинноволновой 
приближении.
Ключевые слова: динамика дислокаций, дислокация Пайерлса, обобщенная восприим-
чивость.

Введение 

Анализ колебаний кристалла с дислокацией в пайерлсовском рельефе представляет ин-
терес для многих приложений, в частности, для задач рассеяния в физической кинетике, для 
описания элементарных актов пластической деформации, неупругих явлений и механизмов 
дислокационного внутреннего трения. Отдельная дислокация в модели Пайерлса рассматри-
вается как ансамбль сильновзаимодействующих непрерывно распределенных микродислока-
ций [1]. В этом смысле пайерлсовскую дислокацию (ПД) можно рассматривать как дислока-
ционное скопление и распространить уравнения малых колебаний [2] на случай колебаний 
кристалла с Пайерлсовской дислокацией.

1. Постановка задачи

В рамках полумикроскопической модели Пайерлса связанная с дислокацией пластическая 
дисторсия записывается в виде: ( ) ( ) ( , , ),p

ik i k Dw n b S x y zδ θ=  где n  — вектор нормали к плоско-
сти скольжения, b



 — вектор Бюргерса, а θ  изменяется от 1 в некоторой плоскости XOY до 0 
в другой ее части. Локализация изменения функции θ  в некоторой зоне, рассматриваемой как 
ПД обеспечивается введением в функцию Лагранжа так называемой энергии несовпадения. 
Рассматривая малые смещения ( , )x yξ  элементов ПД и записывая функцию Лагранжа в ква-
дратичном по динамическим переменным виде, на основе принципа стационарного действия, 
получим систему уравнений, описывающих малые колебания кристалла с ПД:
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здесь ρ  — плотность среды, iklmλ  — тензор модулей упругости, ,D
ik iklm l mn bλ λ=  u  — вектор 

смещения точек среды из положения равновесия, ( )K y  — функция, определяемая статиче-
ским полем смещений вокруг ПД. 

Система (1) приведена к интегральному уравнению, в результате решения которого приво-
дит к явному выражению обратной обобщенной восприимчивости ПД:

 ( ) ( ) ( )
2

1 2 2
0 0, , ,

8x s s e eg q b F x b F xω
ρω ω ω ω ω
π

−  = −   (2)

где ,l xx c q ω=  2 2 2
0 4 ,tcω λ=   ,Ceλ λ=  0,577C =  — постоянная Эйлера, 

 ( ) ( ) ( )2 2
0 02 4 2 2 2
2 21 3 4 ln 4 ( ) ln (5 4 ) 1;

1SF x x x x x
x x
ω ω ω ω

γ γ
γ

= − − + + − + − −
− −

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2 2

20 04 2 2 2
2 21 ln ln 1 1 2 1 ,

1 1eF x x x
x x
ω ω ω ω

γ γ γ= − − − + − + −
− −

 2 2 .t lc cγ =

Собственные колебания ПД являются решениями однородного уравнения:

 
2

0
2

0

0.
yq
ω ω

ω
ω

ς α α ς
α α

∂ −
+ =

∂ +
 (3)

здесь ως  — Фурье-образ смещения дислокационной линии, явные выражения для 0α  и ωα  в 
случае изотропной среды имеют вид:

 ( )2 2
0

1 1 ,
2 s eb bα µ γ = − + − 

 
  

( ) ( )( )2 22 22 4 1
.

2
t

t t l

q c qb
ω

β ω γ βµα
χ χ χ

⊥ ⊥
 × − − = − + + 
 

 

 

2. Моделирование спектра пайерлсовской дислокации

Решения дифференциального уравнения (3) представлены с помощью графиков.

На графике значение 1y =  соответствует полуширине ПД. Как видно из рис.1, при 0,01xq =  
(длинноволновый предел) амплитуды элементов ПД постоянны, что соответствует смещению 
ПД как целого под действием внешнего напряжения. С увеличением, q  т. е. переходом в ко-
ротковолновую область, при приближении к краю ПД амплитуды элементов принимают отри-
цательные значения. Это означает смещение изменение фазы колебаний на 180°, т. е. края дис-
локации смещаются в противоположную движению центра массы сторону (подобно 

                                   а)                                                                                             б)
Рис. 1. Краевая ПД:  а) амплитуды смещений элементов;  б) спектр колебаний
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антифазным колебаниям). Спектр собственных колебаний краевой ПД, который соответству-
ет локальным акустическим колебаниям с фазовой скоростью .c

Как следует из рис. 2 а), амплитуда колебаний края ПД  больше амплитуды центра масс 
дислокации, сильно «размывая» границу ПД. 

Из анализа спектра колебаний винтовых дислокаций следует, что в нем присутствует еще 
одна, квазилокальная мода.

Характер зависимости амплитуд смещений квазилокальных колебаний винтовой ПД от 
y аналогичен изменению амплитуд локальных колебаний краевой ПД: в длинноволновой об-
ласти винтовая ПД смещается как целое, в коротковолновой области края ПД и центр масс 
дислокации колеблются антифазно. 

Из рис. 4 видно, что в длинноволновом пределе смешанная ПД смещается «как целое».

Заключение

Найденное явное выражение обобщенной восприимчивости ПД в длинноволновом при-
ближении хорошо согласуется с аналогичным выражением для линейной дислокации, но от-

                                                а)                                                                     б)
Рис. 2. Локальные колебания винтовой ПД :

а) амплитуды смещений элементов;  б) спектр колебаний

                                   а)                                                                                         б)
Рис. 3. Квазилокальные колебания винтовой ПД: 

а) амплитуды смещений элементов; б) спектр колебаний
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личаются от него корректным определением параметра, соответствующего радиусу ядра, и 
формой высокочастотных зависимостей аргументов логарифмических слагаемых. При иссле-
довании спектра собственных колебаний пайерлсовской дислокации установлено, что в длин-
новолновом пределе колебания дислокации происходят без взаимного смещения элементов с 
частотами, соответствующими линейной дислокации, а в коротковолновом пределе колеба-
ния пайерлсовской дислокации имеют антифазный характер.
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                                  а)                                                                                             б)
Рис. 4. Колебания смешанной ПД а)Амплитуды смещений элементов смешанной ПД; 

б) Зависимость фазовой скорости от ориентации вектора Бюргерса ПД
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К МАТЕМАТИЧЕСКОМУ МОДЕЛИРОВАНИЮ НЕКОТОРЫХ НЕЛИНЕЙНЫХ 
ВОЛНОВЫХ ПРОЦЕССОВ В ГАЗОВОЙ ДИНАМИКЕ
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Московский государственный технический университет им. Н. Э. Баумана

А. Н. Богданов

Аннотация. Предложены аналитические подходы к определению параметров ударной 
волны, прогрессирующей в неоднородную среду.
Ключевые слова: газовая динамика, ударные волны, неоднородная среда, метод распада 
произвольного разрыва, асимптотические методы, дифференциальные уравнения.

Введение

Работа О. Филлипса «Взаимодействие волн — эволюция идеи» [1] содержит интересные 
размышления о путях постижения сущности природных процессов, в качестве примера авто-
ром статьи было выбрано обсуждение постижения особенностей поведения волн на воде, по 
мнению автора являющегося весьма характерным для исследовательской работы. В название 
автором было вынесено слово эволюция. 

Согласимся с автором работы [1], что возникновение теории сразу в полном объеме и в уме 
одного исследователя для механики жидкости и газа необычно, а характерен процесс посте-
пенной эволюции с отдельными вспышками понимания то одним, то другим исследователем, 
многое из наработанного впоследствии оказывается частной мелочью, бывает ошибочным, а 
истинное впоследствии — удивительно очевидным и нетребующим ни долгого, ни простран-
ного объяснения. Согласимся, что конечная стадия эволюции идеи, по-видимому, достигает-
ся, когда ее применимость именно к этой задаче становится очевидной.

Автору настоящей статьи в изыскании эффективного метода расчета параметров ударной 
волны (УВ) в неоднородной среде — актуальной, в связи с приложениями, задачей газовой 
динамики [2] приходилось столкнуться со многими проблемами, схожими с затронутыми в 
работе [1].

Динамика нелинейной волны в неоднородной среде

Исследования динамики УВ предпринимались разными авторами, различными метода-
ми, основанными на различных идеях (первым, работавшим в этом направлении, считается 
Чизнелл [3]). В простейшем случае одномерной, в направлении распространения волны, стра-
тификации температуры и плотности в покоящейся при постоянном давлении среде — эта 
задача была рассмотрена Дж. Уиземом [4], весьма оригинальный метод которого (подстанов-
ка соотношений на фронте УВ в уравнения одномерного нестационарного течения невязкого 
газа) позволил ему получить удивительно простую зависимость скорости УВ (в приближении 
сильных волн) от плотности газа перед ней

 0~ ,D βρ −  1
22

1

β
γ

γ

= −
+

−

 (1)

γ  — показатель адиабаты.
Зависимость (1) показывала качественно (далеко не количественно) правильные изме-

нения динамики УВ (ускорение, замедление). Сравнение (1) с известными к тому времени 
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автомодельными решениями Хейза и Сакураи давало удовлетворительное количественное 
соответствие.

Явным же недостатком зависимости (1) было отсутствие, при расчетах по ней, всякого по-
следействия от прохождения стратифицированного слоя: исходная скорость УВ восстанавли-
валась при возвращении плотности к исходному значению. Такое отсутствие рассеяния энер-
гии есть, конечно, абсолютно несоответствующий природе процесса результат. 

Предложенный [5], много позже Уизема, автором этой статьи асимптотический метод рас-
чета параметров УВ в неоднородной среде заключался в установлении линейной связи слабого 
отклика параметров УВ на слабое изменение плотности перед её фронтом и последующим 
переходом от этой связи к дифференциальной зависимости, причем получаемой для любой 
интенсивности УВ (а не только сильных волн, как у Уизема) 

0

0

1 1 ;ddD
D dx dx

ρβ
ρ

=  

1
2

1
2

a u

D a u

γ

β γ

−
−

= −
−

+ −

параметры течения ,u  a  в этой зависимости определяются по соотношениям на фронте УВ. 
Поскольку ,u  a  есть функции ,D  0 ,ρ  полученное уравнение есть неявная зависимость 

0( ).D D ρ=  Замечательно, что в приближении сильных УВ эта зависимость в точности совпа-
дает с полученной Уиземом связью (1) с тем же самым ;β  дает результат для слабых УВ ( ),D a→  
в этом приближении β  также стремится к постоянному значению (равному в точности 0.5−  
независимо от величины γ ). 

Вычисление производной /d dDβ  показывает, что с ростом D  коэффициент β  монотон-
но меняется от 0.5β = −  до 1 .

22
1

β
γ

γ

= −
+

−
Но зависимость (1) также не позволяет рассчитать диссипацию энергии УВ на неоднород-

ности. Замечательно, что зависимость (1) допускает уточнение вычислением следующих чле-
нов ряда

( ) 2
1 20 ....D D D Dδ δ= + + +

Особенностью описанных выше методов расчета параметров УВ в неоднородной среде яв-
ляется абсолютный неучет ими принципиального качественного различия процессов, проис-
ходящих при выходе УВ в более плотную среду от случая ее падения на разреженную область, 
когда в первом случае назад в среду, уже пройденную волной, отражается УВ, во втором же — 
волна разрежения. Эти процессы описываются разными соотношениями при их моделирова-
нии методом распада произвольного разрыва [6].

Последовательно применяя соотношения на фронте распадающегося на границе плот-
ной-разреженной и разреженной-плотной сред произвольного разрыва, можно определить 
эффект прохождения УВ стратифицированного слоя (при использовании метода распада про-
извольного разрыва неважно в какой последовательности проходит УВ слои пониженной и 
повышенной плотности). Для сильных УВ имеем

( ) ( ) ( ) ( )
0

02 1 1~ 0 1 0 .
1 0 1

D D M
M

ργ γ
γ γ ρ

  +
+  − − 

Полученная зависимость показывает, что основной вклад в изменение скорости УВ при 
прохождении стратифицированного слоя дают процессы отражения волны и дальнейшего ее 
прохода в среду (распада разрыва) на холодном плотном слое.
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Заключение

Использование метода распада произвольного разрыва позволяет получить интересные ре-
зультаты, претендующие на справедливость, поскольку решение задачи о распаде произволь-
ного разрыва является точным. Но, вероятно, для рассмотренной выше проблемы такая идея 
не является окончательно приводящей к ее разрешению. Следует отметить принципиальное 
отличие процесса локального распада разрыва на границе двух сред от прогрессии УВ через 
стратифицированный слой, являющейся принципиально задачей интегрального воздействия 
из-за взаимодействия УВ с локальными возмущениями, хотя и приходящими на фронт УВ из-
вне, но являющиеся следствием самого исследуемого распространения УВ в такой среде. Ин-
тегральные воздействия по мере прохождения стратифицированного слоя могут становиться 
все более весомыми.
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ИНЕРЦИОННОЕ ВЫПАДЕНИЕ ЧАСТИЦ ПРИ ТЕЧЕНИИ ГАЗА
В КАНАЛАХ С ИСКРИВЛЕННЫМИ СТЕНКАМИ

Балтийский государственный технический университет «ВОЕНМЕХ» им. Д. Ф. Устинова

Д. О. Богданюк, Н. А. Брыков, А. В. Ефремов

Аннотация. В статье рассматриваются вопросы моделирования двухфазных сред в кана-
ле переменного сечения. Сформирована математическая модель, описывающая нестаци-
онарное течение идеального совершенного газа с инертными частицами. Вычислитель-
ный алгоритм газодинамической задачи строится на основе метода конечного объема с 
вычислением потоков через грани ячеек расчетной области по схеме распада произволь-
ного разрыва. Для решения задачи определения параметров движения индивидуальной 
частицы сформирован алгоритм на базе траекторного подхода. Проведена серия вычис-
лительных экспериментов по исследованию динамики движения частиц различного диа-
метра в сопле Лаваля.
Ключевые слова: двухфазное течение, численное моделирование, ударная волна, части-
ца, концентрация.

Введение

При течении двухфазных сред могут возникать зоны, в которых происходит выпадение 
конденсированной фазы на ограничивающие поверхности. В одних случаях такое выпадение 
является нежелательным, так как может происходить эрозионное разрушение стенки, могут 
происходить химические реакции, возрастать тепловое воздействие. В этом случае изыски-
ваются средства уменьшения такого воздействия. В других случаях вынос конденсированной 
фазы на стенку является элементом некоторого технологического процесса, в том числе и про-
цессов,  связанных с формированием материалов с заданными или управляемыми свойствами.

Для частиц достаточно крупного размера (10 мкм и более) основным фактором выпадения 
на стенку является инерционный выброс частиц с криволинейной линии тока. Математиче-
ские модели, описывающие этот тип осаждении частиц, должны детально отображать и газо-
динамическую структуру потока в окрестности стенки, и динамику материальной частицы в 
сдвиговом потоке. Наличие искривленности границ вносит сложности в построении вычис-
лительного алгоритма, описывающего встречу частицы с криволинейной стенкой.

Математическое моделирование течений многофазных сред представляет интерес для 
многих научных дисциплин и инженерных задач.

1. Математическая модель и алгоритм расчета соплового течения

Газодинамическое устройство для разгона газового потока и получения сверхзвуковых 
скоростей может иметь различные конструктивные оформления [1]. Сопло традиционной 
формы, так называемое сопло Лаваля, так же может оформляться по-разному. На рис. 1 при-
ведены контуры двух сопел. Одно из них (рис. 1а) имеет плавные обводы, контур сопла по-
строен из радиусных кривых сопряженных полиномиальными участками. Сопла такого типа 
предназначены для формирования равномерного потока на выходе.

Однако в ряде случаев практика выдвигает требования существенного сокращения про-
дольного размера изделия, а иногда и неравномерность потока на выходе из сопла необхо-
дима для обеспечения элементов некоторых струйных технологий. К такому типу сопел от-
носится второе сопло, представленное на рис. 1б. Сокращение дозвуковой части приводит к 
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существенным неравномерностям в трансзвуковой области, а резкое изменение проходной 
площади сразу за горлом сопла вызывает появление интенсивных зон разрежения и возмож-
ного появления внутренних скачков уплотнения. Сопло такого типа иногда называют соплом 
с угловой точкой. При течении в таких соплах потока, несущего дисперсную фазу, интенсифи-
цируется процесс выпадения частиц на стенку сопла. Прогнозирование особенностей этого 
явления требует разработки соответствующих средств вычислительного моделирования.

а) б)
Рис. 1. Характерные сопловые профили

Система уравнений, описывающая течение в осесимметричном сопле идеального совер-
шенного газа имеет вид [2]:

 ( ) ( ) ( ) 0.rU rE rF
t x r
∂ ∂ ∂

+ + =
∂ ∂ ∂

Здесь ,U  ,E  F  — вектор консервативных переменных и векторы потоков, которые имеют вид
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где 2( / 2).e vρ ε= +  При присоединении к этой системе уравнения состояния

 1
1

pε
γ ρ

=
−

система становится разрешающейся, относящейся к гиперболическому типу [3].
Граничные условия ставятся следующим образом. На поверхности сопла ставится условие 

непротекания, для потока на входной и выходной границах ставятся условия характеристи-
ческого типа. Для входного потока определены полное давление, полная энтальпия, газовая 
постоянная и показатель адиабаты. Для выходной границы ставится условие сверхзвукового 
вытекания.

Вычислительный алгоритм строится на основе метода конечного объема с вычислением 
потоков через грани ячеек расчетной области по схеме распада произвольного разрыва. Для 
внутренней области сопла строится структурированная сетка. Стационарное решение опре-
деляется в процессе установления нестационарной задачи.

На рис. 2 приведено распределение чисел Маха в сопловом канале. Видно существенная 
неравномерность распределения газодинамических параметров. 

Полученные в решения поля дают возможность построить математическую модель движе-
ния частиц конденсата в известном газовом поле. Хотя такая модель не учитывает обратное 
влияние конденсированной фаза на газовый поток, она вполне оправдана для задач исследо-
вания выпадения частиц на стенки.
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2. Математическая модель движения конденсированной фазы

Рассматривая частицу как материальную точку, можно записать уравнение её движения. 
Если мы будем учитывать только силу сопротивления увлекающие частицу в поток, то урав-
нение движения частицы примут следующий вид [4, 5]
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Первое уравнение представляет векторную форму записи уравнения движения. Второе 
уравнение определяет перемещение частицы в пространстве. В этой записи нижним индексом 
« p» помечаются величины, относящиеся к частице, а индексом «g» — относящиеся к газу.

Будем считать, что обмен теплом с окружающей средой у частицы происходит за счет кон-
вективного теплообмена и излучения. Уравнение, определяющее изменение температуры ча-
стица имеет вид:

 ( ) ( )
0

4 4 2 0Nu
, , , Nu 2.p gb b

p p g p p B p g p p p
p

dT
c m T T S T T S d

dt d
λ

α σ ε π α= − − − = = =

Здесь Bσ  — постоянная Стефана-Больцмана; pε  — коэффициент черноты поверхности частицы.
Если в уравнениях движения и теплового состояния частицы мы соберем группу величин 

в левой и в правой части в один коэффициент (это те параметры, которые мало меняются при 
движении частицы), то уравнение движения частицы с этим коэффициентом примет следую-
щий вид:

 ( )1 Re M 1 2

18
, .px g

gx px
p p

dv
f f v v

dt d
µ

ϕ ϕ
ρ

= − =

Такая форма представления уравнения движения удобна для организации вычислительно-
го процесса. Коэффициент ϕ  имеет размерность обратную времени и его величина характе-
ризует некоторый временной масштаб процесса движения частицы.

Система уравнений для двумерной задачи в координатной записи будет иметь следующий 
вид:

 ( )1 Re M ,px
gx px

dv
f f v v

dt
ϕ= −

Рис. 2. Поле числа Маха



1205

 ( )1 Re M ,py
gy py

dv
f f v v

dt
ϕ= −

 ( ) ( )4 4
2 3 ,p

g p g p

dT
T T T T

dt
ϕ ϕ= − − −

 ,p
px

dx
v

dt
=

 .p
py

dy
v

dt
=

3. Траекторий частиц и их выпадение на стенку

Задача определения параметров движения индивидуальной частицы в известном газовом 
поле сводится к численному решению задачи Коши для приведённой выше системы уравне-
ний. Газовое поле определено в узлах сетки, конечно-объемного алгоритма решения газоди-
намической задачи. Эта сетка является структурированной, но неравномерной, что вызывает 
определенные трудности в восполнении данных, необходимых для траекторного расчета, а 
также для определения точки  выпадения частицы на стенку.

Предложен следующий алгоритм решения траекторной задач. Движение частицы опреде-
ляется не в физическом, а в вычислительном пространстве, узловыми значениями которого 
являются индексы узловых точек физического пространства. На этой равномерной сетке и 
определяется траектория частицы. Связь физических и вычислительных координат дается со-
отношениями

 ( ) ( ), , , .x x y yξ η ξ η= =
Связь между приращениями физических и вычислительных координат определяется соот-

ношениями
 , .dx x d x d dy y d y dξ η ξ ηξ η ξ η= + = +
Входящие в эти выражения метрические коэффициенты рассчитываются численным диф-

ференцированием полей физических координат в вычислительном пространстве.
В данном подходе кинематическое соотношение, определяющее траекторию частицы, в 

вычислительном пространстве будет иметь вид

 ( ) ( )1 1, .px py px py
d dy v x v y v x v
dt J dt Jη η ξ ξ
ξ η
= − = − +

Эти соотношения включаются в общую систему дифференциальных уравнений вместо ки-
нематического соотношения, записанного в физическом пространстве.

В процессе численного интегрирования ячейка сетки, в которой в данный момент находит-
ся частица, определяется целочисленным значением координат в вычислительном простран-
стве, а дробные значения координат позволяют проинтерполировать на точку, в которой на-
ходится частица, значения газодинамических параметров из узлов сетки.

С помощью описанного алгоритма проведено исследование движения частиц в сопле. 
Определены области инерционного выпадения частиц на дозвуковую и сверхзвуковую поверх-
ность сопла. В выпадении частиц на стенку большое значение имеет масштабный фактор — 
геометрический размер сопла. Течение в сопле с угловой точкой имеет достаточно сложную 
структуру, поэтому для оценки выпадения частиц на стенку не представляется возможным 
делать оценки, используя число Стокса. Для прогнозирования процессов инерционного вы-
носа частиц на стенку сопла необходимо численное моделирование. Предложенный алгоритм 
можно рекомендовать для таких оценок.
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Проведена серия вычислительных экспериментов по исследованию динамики движения 
частиц различного диаметра в сопле Лаваля. Рассматривались частицы диаметром от 3 до 
21 мкм. Частицы вносились в расчетную область на входной границе с нулевой начальной 
скоростью и с температурой равной температуре газа в камере сгорания. Частицы движутся 
в потоке, который в свою очередь ускоряется до сверхзвуковых скоростей в расширяющейся 
части соплового канала. При этом у частиц наблюдается как скоростное запаздывание (рис. 
3а) относительно скорости газового потока, так и температурное запаздывание (рис. 3б) отно-
сительно температуры газового потока. На рис. 3 черная жирная линия — скорость и темпера-
тура газа, красная тонкая линия — скорость и температура частицы.

а) б)
Рис. 3. Распределение скорости газа и частицы по сверхзвуковой части сопла

Влияние размера частицы на величину запаздывания представлено на рис. 4а для скорост-
ного запаздывания и на рис. 4б — для температурного. Параметры оценивались на срезе сопла. 

а) б)
Рис. 4. Влияние диаметра частицы на скоростное (а) и температурное (б) запаздывание

Анализ полученных результатов показал, что при увеличении диаметра частицы и ско-
ростное и температурное запаздывание растет. При чем в случае скоростной характеристики 
частицы движутся медленнее потока (чем больше диаметр частицы, тем сложнее потоку её 
разгонять), а в случае тепловой характеристики — у частиц значительно выше температура на 
срезе сопла, чем у газа.
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Заключение

В рамках модели взаимопроникающих континуумов построена математическая модель, 
описывающая нестационарное течение газа с инертными частицами. Газовая и дисперсная 
фазы описываются наборами уравнений, выражающими законы сохранения массы, импуль-
са и энергии, а межфазное взаимодействие учитывается при помощи источниковых членов. 
Основные уравнения для газовой и дисперсной фаз имеют гиперболический тип, допуская 
запись в консервативной форме, что позволяет использовать для их численного решения ме-
тоды типа Годунова.

Проведено численное моделирование взаимодействие до- и сверхзвукового потока со сло-
ем частиц, находящихся в начальный момент времени в неподвижном состоянии. Приведе-
ны ударно-волновая структура течения и пространственно-временные зависимости частиц и 
других параметров потока.
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УДК 535.36

МОДЕЛИРОВАНИЕ ОПТИЧЕСКИХ СВОЙСТВ
ЧАСТИЦ МЕТАЛЛИЧЕСКОГО ПОРОШКА В АДДИТИВНЫХ ТЕХНОЛОГИЯХ

Балтийский государственный технический университет «ВОЕНМЕХ» им. Д.Ф. Устинова

К. Н. Волков, П. Г. Смирнов

Аннотация. В статье рассматриваются вопросы моделирования оптических свойств ча-
стиц сферической формы при взаимодействии с ними лазерного импульса. Данный круг 
задач встречается в аддитивных технологиях. При прямом лазерном выращивании про-
исходит взаимодействие подаваемой в рабочую зону газопорошковой струи с лазерным 
лучом. Математическая формулировка прохождения излучения в сильно разбавленных 
средах решена в теории дифракции Ми, уравнения которой получены при рассмотрении 
дифракции излучения на изолированных полидисперсных частицах.
Ключевые слова: лазерный импульс, оптические свойства, газодисперсная система, энер-
гоподвод, теория Ми, моделирование.

Введение

Способы лазерной обработки предоставляют широкие возможности для синтеза матери-
алов и изделий (экстремальные значения плотности потока энергии и времени воздействия, 
высокая пространственная точность обработки и легкость управления лазерным лучом и др.). 
В аддитивных и мультиаддитивных технологиях достаточно часто реализуются процессы 
сплавления и напыления, для которых общепринятые модели или отсутствуют или еще не 
приняли законченной формы. К таким процессам относится взаимодействие лазерного излу-
чения с газодисперсными системами. При этом конденсированные включения могут быть как 
инертными частицами, отбирающими энергию на свой прогрев и испарение, так и частицами, 
вступающими в химические реакции с выделением тепла.

Перспективной технологией высокоскоростного изготовления изделий является прямое 
лазерное выращивание, когда изделие формируется из порошка, подаваемого газопорошко-
вой струей в зону выращивания изделий. Структура и свойства выращенных изделий зависят 
не только от исходного состава и свойств используемых материалов, но и от параметров тех-
нологических процессов, режимов лазерной обработки, характеристик использованного обо-
рудования [1]. Характеристики лазерного луча и параметры лазерного импульса оказывают 
существенное воздействие на качество изделия, его плотность, структуру, физико-механиче-
ские и функциональные свойства [2, 3].

Напыление с использованием энергии интенсивного лазерного изучения отличается от 
плазменно-порошковой наплавки локальностью процесса и возможностью формирования 
достаточно тонких покрытий [4, 5]. Процесс включает подачу частиц в струю при помощи 
дозатора и сканирующего сопла; ускорение частиц в струе и их нагрев при помощи интенсив-
ного лазерного излучения с последующим нанесением частиц, нагретых до расплавленного 
состояния, на предварительно подготовленную поверхность [6, 7].

Для математического обеспечения задачи необходимо создать согласованную по точности 
систему моделей и правильно отразить взаимосвязь и взаимовлияние процессов различной 
физической природы, протекающих в широком диапазоне характерных масштабов по вре-
мени и пространственным переменным и развивающихся на фоне общей газодинамической 
эволюции системы. Наличие разномасштабных процессов, с одной стороны, позволяет упро-
стить построение вычислительной процедуры, разделяя процессы на быстрые и медленные, а 
с другой, вводит определенные трудности в численную реализацию модели. Перечисленные 
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факторы определяют специфику разработки средств моделирования лазерного пробоя в газо-
дисперсных системах. Разумное использование априорных знаний о физике процесса позво-
ляет упростить построение модели и провести на ее основе параметрические исследования.

Несмотря на достаточно большой объем исследований в данной области, включая разра-
ботку конструктивных и технологических решений для изготовления опытных образцов из-
делий различного назначения и использование порошков различных сплавов [8–13], исследо-
вание процесса SLS требует построения математических моделей взаимодействия лазерного 
излучения с частицами порошка, учитывающих особенности подвода энергии и применимых в 
широком диапазоне параметров луча и свойств материала порошковых частиц. Такие матема-
тические модели могут быть построены на основе метода многомасштабного моделирования, 
позволяющего учесть взаимосвязь процессов, протекающих около отдельных частиц порошка 
и в масштабе всей расчетной области. Технологии численного моделирования, встроенные в 
технологическую цепочку предприятия, позволяют снизить стоимость изделия, время и энер-
горесурсы, затраченные на его изготовление.

В данной работе рассматривается моделирование как отдельных процессов, сопрово-
ждающих взаимодействие лазерного импульса с газодисперсной системой, так и динамики 
состояния системы в условиях взаимовлияния процессов различной физической природы. 
Разрабатывается модель взаимодействия интенсивного лазерного излучения с частицами сфе-
рической формы, исследуются их оптические свойства.

1. Перенос излучения в дисперсных средах

В процессах лазерного плавления и спекания важную роль играют оптические свойства 
материалов, которые изменяются с усадкой или в ходе изменения фазового состава. Особое 
значение оптические свойства имеют при использовании металлических порошков. Лазерное 
излучение распространяется в порошке по закону, подобному закону Бугера — Ламберта — 
Бера. Учет зависимости коэффициента отражения и показателя поглощения от характеристик 
порошка приводят к значительному изменению динамики процесса нагрева, плавления и ини-
циирования реакций, приводящих к изменению состава и свойств.

Оптические свойства среды и лазерного пучка при лазерном сплавлении определяют эф-
фективный коэффициент энерговклада. Коэффициент энерговклада представляет собой ос-
новной технологический параметр теплового воздействия лазерного излучения, характери-
зующий процесс плавления порошкообразного слоя в адиабатических условиях. Кроме того, 
на качество наплавляемого слоя влияют особенности распространения лазерного излучения 
в порошкообразной среде с эффектами многократного рассеяния. Оценка влияния эффектов 
многократного оптического рассеяния при взаимодействии лазерного излучения с порошко-
образным слоем наплавляемого вещества имеет практический интерес, позволяя прогнози-
ровать пористость, физико-механические и функциональные характеристики изделий, про-
изводимых при помощи аддитивных технологий. Лазерный луч при прохождении через среду 
теряет свою интенсивность как вследствие энерговклада в среду, так и вследствие рассеяния.

Особенностью задач переноса излучения в поглощающих, рассеивающих и излучающих сре-
дах является то, что процессы поглощения и рассеивания распределены по пространству (а не 
сосредоточены на границах тел, как это имеет место в прозрачной среде) и определяющие их ха-
рактеристики зависят не только от координаты точки, а являются функциями текущего состоя-
ния среды, параметров излучения и т.д. Это предопределяет необходимость связанного решения 
задачи переноса излучения с соответствующими задачами определения характеристик среды.

Изменение интенсивности излучения в среде происходит вследствие поглощения, рассея-
ния и возможного местного излучения самой средой. На основе общих феноменологических 
представлений обычно полагается, что изменение интенсивности излучения, распространяю-
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щегося в некотором направлении пропорционально величине местной интенсивности. Обоб-
щение уравнения переноса излучения связывается с конкретизацией механизмов поглоще-
ния, рассеивания и переизлучения.

Совокупность частиц, взвешенных в газовой среде, представляет собой дисперсную си-
стему, обладающую рассеивающими и поглощающими свойствами. Описания радиационных 
свойств дисперсных сред и радиационные характеристики скопления частиц (в частности, 
характеристики рассеивания и поглощения) определяются обычно на основе суммирования 
данных, полученных для индивидуальной частицы.

Для упрощения часто используется предположение о сферической форме частиц. Это 
предположение дает хорошее приближение для оценки рассеивания системы частиц непра-
вильной формы, так как при их хаотическом расположении и достаточно большом количестве 
угловое распределение элементов поверхности частиц будет равновероятным, что, как раз, и 
соответствует  ансамблю сферических частиц (для оценки ряда других физических эффектов 
замена реальных частиц сферами может оказаться неправомерной).

Соотношение размера частицы и длины волны часто характеризуется отношением / .pDπ λ  
В зависимости от величины этого отношения частицы можно разделить на большие и малые, 
и в соответствии с этим использовать для упрощения моделей предельные решения. При 

/ 5pDπ λ >  рассеяние представляет собой отражение, рассчитываемое по простым соотноше-
ниям геометрической оптики. При небольших диаметрах / 0.6 /pD nπ λ <  имеет место, так на-
зываемое, рэлеевское рассеяние, для которого также существуют достаточно простые оценки. 
Для промежуточных значений /pDπ λ  применяются положения общей теории Ми. Оптиче-
ские константы частицы часто принимаются в виде своих предельных значений: для металлов 

,n →∞  для диэлектриков ( 0)κ =  — 1.n =

2. Типы рассеяния

В качестве рассеивателей выступают молекулы, частицы различной формы и размеров, а 
также оптические неоднородности (посторонние включения, дефекты структуры, упругие ко-
лебания кристаллической решетки). Молекула или частица физически одинаково рассеивает 
свет, однако механизм этого рассеяния зависит от размеров частицы.

Различают несколько типов рассеяния, при этом характер рассеяния зависит от соотноше-
ния между длиной волны света λ  и линейным размером частиц .a  Рассеяние света большими 
частицами ( )aλ >>  рассматривают на основе законов геометрической оптики с учетом интер-
ференции лучей, отраженных и преломленных на поверхностях частиц. Важной особенно-
стью этого случая является периодический по углу характер индикатриссы рассеяния и пери-
одическая зависимость сечения рассеяния от параметра / .a λ

В том случае, когда размеры рассеивателя оказываются сравнимы с длиной волны пада-
ющего излучения, приближения теории Рэлея не выполняются. При этом возникающий на 
каждом рассеивателе фазовый сдвиг зависит от формы, размеров и оптических свойств ча-
стицы. Кроме того, сами элементарные диполи оказываются в различных полях в результате 
переизлучений и конечного расстояния между ними.

Теория рассеяния Ми предсказывает для ряда простейших случаев (преломляющие или 
отражающие частицы круглой или эллиптической формы) интуитивно понятную трансфор-
мацию индикатрис рассеяния при изменении размеров рассеивателей. Индикатрисы теряют 
свою симметричность (рассеяние вперед может превосходить рассеяние назад и наоборот) и 
постепенно становятся многолепестковыми, причем боковые максимумы подчиняются диф-
ракционным соотношениям. Преобладающим становится рассеяние вперед, и индикатрисса 
сохраняет симметрию лишь относительно направления первичного пучка. Математическую 
основу теории Ми составляет разложение уравнений для переизлученной электромагнитной 
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волны по малому параметру 2 /α κα πα λ= =  (решение системы уравнений Максвелла с гра-
ничными условиями на поверхности сферической частицы произвольного радиуса). При воз-
растании этого параметра приходится учитывать все больше членов разложения по степеням 

.α  Частотная зависимость интенсивности рассеяния также изменяется и становится более 
медленной, чем следует из закона Рэлея.

Оптические свойства системы частиц зависят от концентрации частиц, их формы и ха-
рактеристик дисперсности. Оценки для монодисперсной системы достаточно просты и часто 
такая система выступает в виде первого приближения для описания свойств реальной систе-
мы частиц. В реальных системах частицы имеют различающиеся диаметры. Полидисперсные 
системы частиц — наиболее реальные для практики системы. В большинстве случаев, для 
полидисперсной системы можно дать статистические характеристики в виде вероятностных 
функций распределения частиц по размерам.

3. Результаты и обсуждение

Лазерное излучение проникает вглубь порошкового слоя путем многократного отражения/
преломления на границах частиц порошка. Даже в случае непрозрачных частиц многократное 
отражение в системе открытых пор обеспечивает объемный тепловой источник в порошко-
вом слое. Консолидация порошка при высокой температуре изменяет его эффективные ради-
ационные и тепловые свойства и оказывает обратное влияние.

Общий коэффициент поглощения системы, состоящей из слоя порошка и подложки из того 
же материала, на которую этот порошок нанесен, возрастает с увеличением оптической толщи-
ны слоя и коэффициента поглощения твердой фазы. Доля падающего излучения, поглощенная 
подложкой, уменьшается с увеличением оптической толщины поверхностного слоя порошка.

Совокупность частиц, взвешенных в газовой среде, представляет собой систему, обладаю-
щую рассеивающими и поглощающими свойствами. Радиационные характеристики скопле-
ния частиц (в частности, характеристики рассеяния и поглощения) обычно определяются на 
основе суммирования данных, полученных для индивидуальной частицы. Отражение, реф-
ракция и дифракция при взаимодействии излучения с индивидуальной частицей зависят от 
оптических свойств среды, соотношения между размером частицей и длиной волны падающе-
го излучения, а также формы частицы.

Распространение электромагнитных волн в среде, поглощение излучения металлами, про-
цессы рассеяния, дисперсии и интерференции световых волн описываются в рамках положений 
классической электродинамики. Среда в оптическом отношении характеризуется значением 
комплексного показателя преломления ,m n iκ= −  где n — обычный показатель преломления, 
κ  — показатель поглощения материала частицы. Для металлов ,m →∞  а для диэлектриков 0.κ =

Для упрощения часто используется предположение о сферической форме частицы, кото-
рое дает хорошее приближение для оценки рассеяния света системой частиц неправильной 
формы, так как при их хаотическом расположении и достаточно большом количестве угловое 
распределение элементов поверхности частиц представляется равновероятным. Специфику 
взаимодействия излучения с частицей определяет параметр Ми 2 / ,px rπ λ=  где λ  — длина 
волны излучения.

Решение Ми получено в результате применения теории электромагнитного поля Максвел-
ла к задаче рассеяния света однородными сферическими частицами, на которые в определен-
ном направлении падает плоская волна. Поле вне частицы представляется в виде суперпози-
ции поля падающего монохроматического излучения и поля, рассеянного частицей. Внутри 
частицы существует поле, наведенное падающим излучением. Метод решения состоит в том, 
что падающее поле выражается через сферические волны с центрами на поверхности идеаль-
ной сферы. Граничные условия на поверхности сферы выставляются в виде условия непре-
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рывности тангенциальных составляющих полей (для непроводящей частицы). При наличии 
соответствующих граничных условий решается дифференциальное уравнение для амплитуды 
вектора результирующего поля на поверхности сферы и на бесконечном расстоянии от нее 
(в так называемой, волновой зоне). Этот метод позволяет получить аналитическое решение 
данной проблемы, поскольку использует формальную теорию и классический математиче-
ский анализ. Решение Ми дает наилучшие результаты, включая наиболее простые приближе-
ния как для очень маленьких, так и для больших частиц.

Строгое решение задачи, основанное на использовании бесконечных рядов сферических 
волн с центрами на поверхности тела, приводит к точному решению. Использование точного 
решения в практических расчетах затрудняет медленная сходимость рядов. Однако класси-
ческий характер постановки и решения задачи делают теорию Ми основным инструментом 
исследования рассеяния и поглощения излучения в дисперсных средах. Широкое использова-
ние вычислительных средств, основанное на разумном применении теории Ми, не уменьшает 
значения этой теории как аналитического метода исследований.

Реальная капля не является идеальным математическим объектом, представленным в те-
ории Ми (однородный диэлектрик с разрывом на границе раздела фаз показателя преломле-
ния). Реальная капля имеет поверхностный слой, определяемый поверхностным натяжением, 
а в приграничной области существует переходная зона, в которой имеет место равновесие 
между конденсированной и газообразной фазами вещества капли. Однако принято считать, 
что теория Ми адекватно описывает взаимодействие поля с частицей. Проведенные исследо-
вания показали, что теория Ми применима и к металлическим частицам, используя форму 
представления показателя преломления в комплексном виде.

Теория рассеяния Ми предсказывает для ряда случаев (преломляющие или отражающие ча-
стицы круглой или эллиптической формы) трансформацию индикатрис рассеяния при измене-
нии размеров рассеивателей. Индикатрисы теряют свою симметричность (рассеяние вперед мо-
жет превосходить рассеяние назад и наоборот) и постепенно становятся многолепестковыми. 
Математическую основу теории Ми составляет разложение уравнений для переизлученной 
электромагнитной волны по малому параметру ,px kr=  где k — волновое число, pr  — радиус ча-
стицы. При возрастании этого параметра приходится учитывать все больше членов разложения 
по степеням .x  Частотная зависимость интенсивности рассеяния также изменяется и становится 
более медленной, чем следует из закона Рэлея. Распределения интенсивности излучения в капле 
сферической формы при различных значениях параметра Ми (параметр x) показывает рис. 1.

Оптические характеристики частицы несферической формы зависят от отношения ее ми-
нимального и максимального размеров, ориентации частицы по отношению к падающему 
излучению, степени поляризации излучения, а также от значения комплексного показателя 
преломления. В случае если форма частицы сравнительно слабо отличается от сферической 
(эллипсоиды с отношением полуосей 1.5–2; кубы; цилиндры с близким к единице отношением 
высоты к диаметру), коэффициенты ослабления, рассеивания и поглощения мало отличаются 
от соответствующих характеристик сферической частицы такого же объема. Оптические ха-
рактеристики системы частиц получаются после статистического усреднения соответствую-
щих данных по положениям частиц.

На распределение энергии лазерного излучения при прохождении порошковой среды ока-
зывают влияние такие факторы, как наличие пустот и пор, дифракция, интерференция, вза-
имодействие с материалом частицы. Математическая формулировка прохождения излучения 
в сильно разбавленных средах решена в теории дифракции Ми, уравнения которой получены 
при рассмотрении дифракции излучения на изолированных полидисперсных частицах.

Решающую роль в формировании оптимальных характеристик металла играют процессы, 
протекающие при переходе из жидкого состояния в твердое. Управляя скоростью кристал-
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лизации металлов и сплавов, можно изменять их структуру, повышая требуемые свойства. 
Скорость кристаллизации определяется отводом тепла от фронта кристаллизации и зависит 
от температурного градиента. Высокоскоростное охлаждение распыленных жидких металлов 
и сплавов открывает новые возможности воздействия на процесс формирования структуры 
сплавов и изменения их свойств и позволяет изменить физико-химические характеристики 
материала. При объемном тепловыделении жидкость нагревается до температур, значитель-
но превышающих температуру насыщения при данном давлении (метастабильное состояние). 
В метастабильном состоянии жидкость может находиться продолжительное время, поскольку 
неустойчивость этого состояния проявляется лишь при контакте жидкости с паровой фазой.

Заключение

Лазерное воздействие на порошковые среды используется в технологических процессах 
при лазерном сплавлении/спекании порошков. Особенности действия лазерного излучения 
на порошковые среды оказывают существенное влияние на качество формируемых изделий. 
Сложность протекающих физико-химических процессов при лазерном воздействии на по-
рошки приводит к существенным трудностям, связанным с оптимизацией технологических 
параметров процесса. В связи с этим, большое внимание уделяется компьютерному моделиро-
ванию распространения лазерного излучения с частицами порошка и моделированию тепло-
массопереноса при лазерной обработке порошковой среды.

Математические модели, связанные с течением газа с частицами и учитывающие особен-
ности процессов SLS и SLM (подвод энергии, размер частиц, зависимость свойств материа-
ла от температуры, рассеивание излучение частицами), либо отсутствуют, либо не обладают 
требуемой точностью. Разработанные средства численного моделирования позволяют решить 
задачу микроуровня, описывающую процессы взаимодействия лазерного излучения с части-
цами, и оценить интенсивность лазерного импульса, необходимую для реализации режимов 
плавления и испарения. Использование методов интегрирования жестких систем дифферен-
циальных уравнений позволяет повысить точность расчетов и снизить требования к вычис-
лительным ресурсам. Предложенная Результаты численного моделирования задачи микроу-
ровня используются для расчета источниковых членов в системе уравнений газодинамики, 
описывающей процессы в макромасштабе.
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Рис. 1. Распределения интенсивности излучения при значении параметра Ми
x 1=  (слева) и x 2=  (справа)
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ОБ ЭРГОНОМИКЕ ХОРОШО ОБТЕКАЕМЫХ ТЕЛ

Московский авиационный институт (национальный исследовательский университет)

С. О. Гладков, Н. С. Нагибин

Аннотация. Предложено аналитическое решение задачи, определяющее форму тел, спо-
собствующую наименьшему сопротивлению в неидеальном континууме. Для ответа на 
этот вопрос решается вариационная задача на экстремум функционала { ( )},zF r ϕ  где zF  — 
сила сопротивления, а экстремаль ( )r ϕ  — является искомой функцией, задающей урав-
нение внешнего контура тела в полярной системе координат.
Ключевые слова: функционал, двухмерное уравнение Навье — Стокса.

Введение

Вопрос, который будет рассмотрен в настоящем сообщении представляет интерес не толь-
ко с теоретической точки зрения, но и с практической. Речь идет о выяснении видов контуров 
тел, которые обтекаются потоком вязкой жидкости наилучшим образом. Практические иссле-
дования в этом направлении велись многократно и продолжают вестись, однако, аналитиче-
ского обоснования, касающегося описания наилучшей формы обтекания мы не обнаружили. 
При решении этой задачи мы будем исходить уравнения Навье — Стокса с учетом диссипа-
тивных свойств континуума.

Решение гидродинамических уравнений Навье — Стокса и уравнения непрерывности бу-
дем вести в двухмерном базисе по сечению тела. Считаем, что его толщина h  сравнительно 
невелика по сравнению с его линейным размером. 

Скорость стационарного потока u  направим вдоль оси .x
Стационарное уравнение Навье — Стокса [1] имеет вид 
 ( ) ,Pρ η⋅∇ = −∇ + ∆v v v  (1)

где ρ  — плотность жидкости, P  — давление.
Уравнение непрерывности в случае несжимаемой жидкости [1] есть
 0.div =v  (2)
Будем искать скорость, как и в задаче Стокса, следующим образом   
 ( ).rotrot ψ= +v u u  (3)
Однако, в отличие от решения Стокса искомую функцию ψ  запишем в виде суммы двух 

функций 
 ( ) ( ) ( )1 2, , ,x y r x yψ ψ ψ ψ= = +  (4)

где 1( )rψ  — описывает чисто радиальную зависимость, учет которой позволяет перейти от 
общего случая к предельному случаю центрально — симметричного тела, а 2 ( , )x yψ  — допол-
нительная зависимость, которую нам следует найти. 

Будем рассматривать только пограничный ламинарный слой, считая скорость течения не-
большой. В этом случае левой частью уравнения (1) можно пренебречь и представить его в 
более простом виде:

 .P η∇ = ∆v  (5)
Заметим, что некоторые приложения уравнения (5) так или иначе уже были использованы, 

например, и в работах [10–15].
Тогда имеем
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 ( ) ( )2 1 2, cos sin ln ,x y C C r rψ ϕ ϕ= +  (6)

 ( )1 3 4ln ,r C r Cψ = − +  (7)
где 1,C  2 ,C  3,C  4C  — константы интегрирования. 

В полярном базисе, который характеризуется ортами ,re  ,ϕe  компоненты скорости можно 
представить в виде суммы 

 1 2 ,= +v v v

где 

 
( )3

1 2 12

3 2
2

2v cos 1 cos sin ,

v sin 1 .

r
C uu C C C
r r r
C uCu
r rϕ

ϕ ϕ ϕ

ϕ

  = − − − + +    


  = − − +   

 (8)

а все компоненты можно записать, как
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3
1 2

3
1 2

2 1 2 1
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v cos ,

v sin ,

2v cos 1 cos sin ,

v sin .

r

r

C u
r

C u
r

uu C C C
r r
Cu
r

ϕ

ϕ

ϕ

ϕ

ϕ ϕ ϕ

ϕ

 = −

 =
   = − + +   
   = − −   

 (9)

Или в векторном виде

 

( )

( ) ( )

3
1 2 2

2
2 1 2 1 2 1

2
,

21 cos sin cos sin cos ln .

C
r r

C C u C C C r
r

ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ

 ⋅ 
= −  

  
  = − + + ∇ + +   

r u r
v u

v u
 (10)

Легко проверить, что решения (9), (10) автоматически удовлетворяют уравнению (2). 
Поскольку давление
 ( )( )0 1 2 ,P P divη ψ ψ= + ∆ +u

где 0P  — давление на бесконечности, то с учетом (6)–(10) получаем

 ( )0 1 22

2 cos 2 sin 2 .uP P C C
r
η ϕ ϕ= − +  (11)

Отметим, что решение (11) автоматически удовлетворяет также и уравнению Лапласа 0.P∆ =
Для вычисления силы сопротивления удобно воспользоваться общей формулой
 ,i j

x ij
L

F h k dlσ= ∫  (12)

где L  — периметр тела, а проекции элемента длины в произвольном базисе определяются как 
, ,i i k
kdl e dx=  где ,

i
ke  — матрица ортонормированных преобразований, а k  — единичный век-

тор, направленный вдоль направления потока, то есть по оси .x
Если воспользоваться определением тензора вязких напряжений (см. [1]): 
 ( ), ,v v ,ik i k k i ikPσ η δ= + −  (13)

где ,vi k  означает ковариантную производную, то после несложных преобразований, приходим 
к искомому функционалу
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{ } ( )( ) ( ) ( )

( )( ) ( )

2

0
2

0

sin cos sin cos 2 2 sin 2 2

cos sin cos , , ,

x rr rF r h r r r r

r r d hu r r d

π

ϕ

π

ϕϕ

σ α ϕ α α σ α ϕ α ϕ

σ α ϕ α ϕ ϕ η ϕ ϕ

 ′ ′= − + + − + − +   


′ ′+ − + = Φ


∫

∫
 (14)

где подынтегральная функция

 ( ) ( )( )3
1 22

cos4, , cos 2 sin 2 sin cos sinCr r C C r r
r r

ϕϕ ϕ ϕ α ϕ α α ′ ′Φ = + + − + + 
 

  ( ) ( ) ( )3
1 2 22

3 sin1 2 sin 2 cos 2 sin cos 2 2 sin 2 2CC C r C r r
r r

ϕϕ ϕ ϕ α ϕ α ϕ  ′+ − + − − − + − +    
 (15)

 ( ) ( )( )3
1 22

2 1cos 1 cos 2 sin 2 cos sin cos .C C C r r
r r r

ϕ ϕ ϕ α ϕ α α   ′+ − − + + − +    
Выражение (14) представляет собой искомый функционал, который дает нам возможность 

определить форму тела, приводящую к наименьшему сопротивлению. 
Действительно, воспользовавшись уравнением Эйлера

 0,r r
d

dϕ ′Φ −Φ =  (16)

где

 , ,r rr r′
∂Φ ∂Φ

Φ = Φ =
′∂ ∂

мы придем к уравнению, из которого и находится искомая зависимость ( ).r ϕ

Заключение

1. Предложен аналитический подход, позволяющий наметить решение задачи определения 
эргономической формы тел, приводящей к наименьшему сопротивлению. 

2. Дан вывод основных уравнений, из которых можно найти искомую зависимость ( ).r ϕ
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ПРИМЕНЕНИЕ МЕТОДА SIV ДЛЯ ИЗМЕРЕНИЯ ХАРАКТЕРИСТИК 
ТУРБУЛЕНТНЫХ АЭРОЗОЛЬНЫХ СТРУЙ

Федеральный исследовательский центр «Казанский научный центр Российской академии наук»

А. Е. Гольцман

Аннотация. В статье представлены результаты экспериментальных измерений полей 
векторных компонентов скорости и их турбулентных пульсаций аэрозольных струй при 
малых числах Рейнольдса методом Smoke image velocimetry (SIV). Возможность обработ-
ки цифровых изображений с высокой концентрацией трассеров позволяет использовать 
данный полевой оптический метод для получения результатов, которые количественно и 
качественно согласуются с результатами прямого численного моделирования.
Ключевые слова: аэрозольная струя, оптические измерения скорости, SIV.

Введение

Турбулентные аэрозольные струи являются сложными многофазными течениями, в ко-
торых дисперсная жидкая фаза переносится направленным турбулентным потоком газа. Су-
щественный интерес к данному направлению резко возрос в 2019 году в связи со вспышкой 
пандемии COVID-19, а именно по исследованию распространения аэрозольных потоков из 
носовой полости при чихании. Однако понимание и моделирование испарения и рассеива-
ния дисперсных капель жидкости в турбулентной струе остается одной из малоизученных 
современных проблем механики многофазных сред. Это обусловлено, прежде всего, сложно-
стью аналитического описания неустойчивых процессов обмена массой, импульсом и турбу-
лентной энергией между фазами. Основополагающими работами в этой тематике являются 
работы [1–3], на основе которых был сформулирован закон d-квадрата, который гласит, что 
поверхность капли линейно уменьшается со временем в спокойных средах с однородными и 
фиксированными термодинамическими свойствами. На основе закона d-квадрата была сфор-
мулирована известная модель быстрого перемешивания для однородных [4, 5] и неоднород-
ных [6] характеристик капель.

Однако в недавней работе [7] по прямому численному моделированию аэрозольной струи 
был поднят вопрос о справедливости закона d-квадрата в области низких объемных чисел 
Рейнольдса (Re) порядка 10000. Авторы обнаружили, что использование этого закона, осно-
ванного на условиях окружающей среды, приводит к значительному завышению скорости ис-
парения капель. 

Очевидно, что подобные тезисы о невыполнении общепризнанных законов при определен-
ных условиях, полученных по результатам численного моделирования, требуют эксперимен-
тального подтверждения. Как и для большинства экспериментальных исследований, методы 
экспериментальных измерений аэрозольных струй делятся на контактные и бесконтактные, 
каждый вид которых сопряжен со своими трудностями. Для контактных методов, таких как 
термоанемометрия, это, во-первых, проблема попадания капель жидкости аэрозоли на нить 
термоанемометра, что провоцирует перегорание нити и выхода из строя устройства. Во-вто-
рых, исходя из принципа работы термоанемометра, попадание капель жидкости на проволоку 
существенно влияет на величину теплоотдачи, по которой калибруется датчик, следовательно, 
результаты измерения скорости окажутся некорректными. Вынужденное исключение жидкой 
фазы из течения аэрозольной струи позволяет дать лишь качественную оценку процесса, кото-
рая не всегда оказывается корректной. Для однофазных течений жидкости также хорошо из-
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вестны и успешно применяются бесконтактные методы оценки динамических полей скорости, 
такие как лазерная Допплеровская анемометрия, PIV (Particle image velocimetry), PTV (Particle 
tracking velocimetry) и производные этих методов. Данные методы основаны на отслеживании 
перемещении отдельных частиц-трассеров, помещенных в поток. В случае двухфазных тече-
ний газ/жидкость для многих случаев данные методы также нашли своё успешное примене-
ние. Речь идет преимущественно о задачах с явно выраженной межфазной границей. Однако 
в случае аэрозольных течений размер капель жидкости соизмерим с размером частиц-трассе-
ров, но их концентрация, как правило, существенно превосходит рекомендованную (порядка 
6 частиц на фрагмент цифрового изображения 32 × 32 пикселя) для PIV. При данных условиях 
алгоритм метода PIV не способен корректно отслеживать каждую уникальную частицу, что 
приводит к ошибке при измерении скорости. 

По отношению ко всем другим подобным исследованиям в данном исследовании впервые 
для измерения характеристик аэрозольных струй применен относительно новый оптический 
полевой метод измерения динамики мгновенных скоростей Smoke image velocimetry (SIV), 
разработанный в лаборатории гидродинамики и теплообмена ФИЦ КазНЦ РАН [8]. Главным 
отличием техники SIV от методов PIV и PTV является использование многократно более вы-
сокой концентрации трассеров (роль которых в данном случае играют дискретные капли аэ-
розоля), поэтому метод SIV не имеет проблем с измерениями скорости в зонах, которые прак-
тически полностью заполнены частицами аэрозоля. В качестве тестовой задачи была выбрана 
вышеупомянутая постановка DNS [7], где было заявлено о невыполнении закона d-квадрата. 

1. Экспериментальная установка

В состав экспериментального стенда входили: компрессор для создания потока газовой 
среды, накопительный бак для жидкости, жидкостной и газовой ротаметры, сопло, ультраз-
вуковой преобразователь для создания дисперсных капель жидкости, система оптических из-
мерений мгновенных полей скорости SIV, система внешнего обдува струи. Массовой расход 
газовой среды — атмосферного воздуха, реализовывался с помощью компрессора с регули-
ровкой расхода с помощью ротаметра газа. Расход жидкости осуществлялся из накопительно-
го бака с небольшим давлением в воздушной подушке и регулировался с помощью водяного 
ротаметра. После ротаметра жидкость поступала на акустический преобразователь, где под 
действием механического колебания мембраны излучателя происходило дробление на капли 
размером до 100 мкм. Взвесь из капель подавалась в воздушный поток. На последнем этапе га-
зо-жидкостная смесь подавалась в сопло длиной 300 мм и с диаметром выходного сечения 9.8 
мм, где происходило окончательное перемешивание фаз и дополнительное дробление капель 
жидкости. С целью устранения результирующего влияния внешней среды на струю (боковые 
колебания потоков воздуха в помещении), снизу струя обдувалась стационарным равномер-
ным потоком воздуха диаметром 400 мм с интенсивностью турбулентности менее 5 %. 

Исследуемая область подсвечивалась лазером непрерывного действия с диодной накачкой 
(DPSS-Laser) KLM-532/5000-h. Съемка картины течения на участке, расположенном в пло-
скости симметрии струи, выполнялась высокоскоростной монохромной видеокамерой Fastec 
HiSpec с разрешением одного кадра 665 × 110 пикселей (масштабный коэффициент 0.1961 мм/
пикс), при частоте съемки f = 2530 1/с и времени съемки 3.5 с. Камера была оснащена све-
тосильным объективом Navitar 1’’F/0,95 с ручным управлением фокусировкой. Визуализация 
картины течения реализовывалась дисперсными каплями воды, поэтому в отличие от общей 
практики использования оптических методов, поток газа не засеивался инородными частич-
ками-трассерами.



1221

2. Результаты

На рис. 1 показан кадр высокоскоростной цифровой съемки истечения аэрозольной струи 
при Re = 6000. На кадре отчетливо видны области, где концентрация частиц аэрозоли схожа с 
заполнением областей при PIV-измерениях (дискретные белые точки на черном фоне — пра-
вая часть рисунка), однако в левой части рисунка преобладают области с высокой концентра-
цией трассеров, где скопления трассеров визуально выглядят как структуры дыма. Как уже 
было написано ранее, идея метода SIV состоит именно в возможности обработки обоих типов 
этих зон.

Результаты измерения компонентов вектора скорости и её турбулентных пульсаций аэро-
зольной струи методом SIV были сопоставлены с результатами прямого численного модели-
рования [7] (рис. 2, 3). Поля скорости газовой среды и характерных траекторий дисперсных 
частиц жидкости переменной массы показало хорошее как качественное, так и количествен-
ное согласование.

Рис. 1. Кадр высокоскоростной видеосъемки истечения аэрозольной струи, Re = 6000 
(течение слева направо)

Рис. 2. Измеренные SIV методом характеристики аэрозольной струи в поперечных сечениях, 
Re = 6000; слева: профили скорости U на различном расстоянии z и x от среза сопла радиуса R; 

справа: распределение скорости вдоль оси струи, сопоставление с результатами прямого 
численного моделирования (DNS)
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Заключение

Результаты сопоставления SIV-измерений полей характеристик скорости аэрозольных 
струй с результатами прямого численного моделирования позволяют сделать вывод о воз-
можности использования метода SIV для исследования подобных задач. Хорошее простран-
ственное разрешение полей компонентов скорости и их турбулентных флуктуаций позволяют 
строить визуализации когерентных структур аэрозольных струй через Q-критерий. В после-
дующем эти результаты SIV-измерений планируется использовать для оценки полей Эйле-
ровой массовой доли жидкости, скорости испарения дисперсных капель аэрозольных струй. 
Это может быть реализовано за счет построения отображения уровня градации серого цвета 
пикселя к функции концентрации аэрозоля, где черный цвет означает нулевую концентрацию 
жидкой фазы, а уровень градации серого на срезе сопла служит градуировочной величиной 
известной начальной концентрации. На основе этих данных могут быть проверена выполня-
емость закона d-квадрата при низких величинах числа Re, о которой говорится в работе [7].
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УДК 533. 72

ОБ УТОЧНЕНИИ УРАВНЕНИЯ НАВЬЕ — СТОКСА 
ПО НЕОДНОРОДНОСТЯМ ВЫСШИХ ПОРЯДКОВ

Московский авиационный институт (национальный исследовательский университет)

Зо Аунг, С. О. Гладков

Аннотация. Дан подробный вывод уравнения Навье — Стокса с учетом неоднородно-
стей высших порядков по оператору Лапласа.
Ключевые слова: уравнение Навье — Стокса, неоднородные слагаемые, бигармониче-
ский оператор.

Введение

Вопрос, которому посвящена настоящая статья, связан с решением проблемы нахождения 
дополнительных неоднородных поправок к правой части уравнения Навье — Стокса. Во всех 
известных нам монографиях и статьях, посвященных гидродинамической теорией жидкостей 
и газов (см., например, литературу [1–20]) мы не нашли решение этой задачи. 

В настоящем сообщении мы приведем подробное вычисление дополнительных поправок к 
уравнению Навье — Стокса по неоднородностям. Основным параметром нашей задачи явля-
ется число Кнудсена ,lKn

L
=  где l  — длина свободного пробега молекул жидкости, L  — не-

который характерный линейный размер.
С нашей точки зрения решение этой задачи весьма важно в плане ее приложения к иссле-

дованию свойств довольно малых частиц, размер которых принадлежит диапазону 
4 610 10 .− −− ñì
Понятно, что, если речь заходит о наночастицах, то классическое уравнение Навье – Сток-

са следует несколько видоизменить, поскольку в этом случае длина свободного молекул жид-
кости (или газа) может быть сравнима с линейным размером частицы. 

При решении этой задачи весьма удобно воспользоваться методом кинетического уравне-
ния Больцмана (см. [21, 22]), и учесть все дополнительные слагаемые с точностью членов по-
рядка 3

pτ  по времени релаксации ,pτ  где p  — импульс молекулы. 

1. Уравнение Навье — Стокса с учетом неоднородных поправок

Представим классическое кинетическое уравнение Больцмана с учетом только парных 
столкновений в виде [21] (см. также [22]) 

 ( ) ,f ff L f
t

∂ ∂
+ ⋅∇ + =

∂ ∂
v F

p
 (1)

где ( ), ,f f t= p r  — функция распределения, v  — скорость молекул, F  — сила, действующая 
на молекулы (в нашем случае она равна нулю). ( )L f  — интеграл столкновений. В случае мак-
свелловского газа его можно записать, как (см. [22]) 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1 1 ,L f n f f f fσ ′ ′= − −  ∑ v v v v v v
где n  — концентрация молекул, σ  — сечение рассеяния. Явный вид интеграла столкновений 
далее нам не понадобится. 

При решении задачи мы воспользуемся так называемым «тау-приближением» [21]) и в со-
ответствии с [21] будем искать решение в виде ряда 
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 0 1 2 ...,f f f f= + + +  (2)
где квазиравновесная функция распределения 

 
( )

0
1 .

p
Tf e

Z

ε −
−

=
pV

 (3)

Как видно, ряд (2) представляет собой разложение по параметру ,l
L

 где l  — длина свобод-
ного пробега молекул, а L  — характерный размер задачи. В случае, если рассматривается, 
скажем, обтекание шара, то этот линейный размер можно считать равным радиусу шара .R

После несложных, но довольно громоздких вычислений, мы получим обобщенное уравне-
ние Навье — Стокса с учетом неоднородностей 

 ( ) 2 * 2 3 **2 3 4 ***3 4 ...,P
t

ν ν τ ν τ ν τ
ρ

∂ ∇
+ ⋅∇ = − + ∆ − ∆ + ∆ − ∆ +

∂
V V V V V V V  (4)

где все времена ** ***, ,...τ τ  вычисляются аналитически. 
В случае, если речь идет об обычных телах, то всеми последними слагаемыми в правой 

части уравнения (4) можно пренебречь. В этом случае мы приходим к традиционному уравне-
нию гидродинамики. Если же речь идет о динамике наночастиц, то тогда следует использовать 
уравнение в виде (4).

Заключение

1. Благодаря методу кинетического уравнения Больцмана продемонстрирован подробный 
алгоритм получения уравнения Навье — Стокса по неоднородностям; 

2. Приведен общий вид обобщенного уравнения Навье — Стокса в форме (4), и отмечена 
его важная роль при исследовании свойств наночастиц.
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УДК 533.6.011

ОСОБЕННОСТИ АЭРОДИНАМИКИ ЛЕТАТЕЛЬНЫХ АППАРАТОВ 
С ПЕРФОРИРОВАННОЙ СТАБИЛИЗИРУЮЩЕЙ ЮБКОЙ

Московский государственный технический университет им. Н. Э. Баумана

В. Т. Калугин, М. Д. Калугина, А. Ю. Луценко, Д. К. Назарова, Д. М. Слободянюк

Аннотация. В работе рассмотрены результаты экспериментальных и численных исследо-
ваний дозвукового обтекания летательных аппаратов со сплошной и перфорированной 
стабилизирующими юбками. Проанализированы зависимости аэродинамических коэф-
фициентов от угла атаки и структуры обтекания моделей со сферическим и торцевым 
затуплениями головной части. Экспериментальные исследования проведены в дозвуко-
вой аэродинамической трубе при скорости набегающего потока 25 м/с, расчетные иссле-
дования — в пакете FlowVision. Выявлено влияние формы головной части и параметров 
перфорации стабилизирующей юбки на структуру течения и аэродинамические характе-
ристики исследуемых летательных аппаратов.
Ключевые слова: летательный аппарат, стабилизирующая юбка, полусферическое за-
тупление, торцевое затупление, перфорация, дозвуковая аэродинамическая труба, 
FlowVision.

Введение

Одним из способов обеспечения статической устойчивости летательного аппарата (ЛА) 
является использование расширяющихся кормовых частей — стабилизирующих юбок [1, 2]. 
Обтекание ЛА такой конфигурации практически всегда отрывное. Структуру течения опреде-
ляют форма стабилизирующего устройства и головной части аппарата, а также его удлинение. 
В зависимости от этих параметров поверхность стабилизирующих юбок может частично или 
полностью находиться в отрывной зоне [1, 2]. За донным срезом летательного аппарата с рас-
ширяющейся кормовой частью также формируется обширная отрывная область. Как извест-
но, срыв вихрей при отрыве может приводить к нежелательной раскачке ЛА [3]. В качестве од-
ного из способов борьбы с этим отрицательным явлением и управления обтеканием аппарата 
может быть предложена перфорация поверхности юбки, которая также позволит облегчить 
конструкцию. Ранее авторами рассмотрено применение перфорации плоских стабилизирую-
щих устройств, показана эффективность такого способа управления обтеканием ЛА, установ-
лено, что перфорация способствует ликвидации области отрыва перед стабилизаторами [4].

Таким образом, проведение комплексных экспериментальных и численных исследований 
по определению эффективности применения перфорированных стабилизирующих юбок при 
различных конфигурациях летательного аппарата является актуальной задачей.

1. Модели исследуемых летательных аппаратов

Выбраны четыре экспериментальные модели, которые представляли собой осесимметрич-
ные тела с различными формами головной и кормовой частей. Рассмотрены полусферическая 
головная часть и плоский торец, сплошная и перфорированная стабилизирующие юбки. Кор-
пус модели, головные части и модель сплошной стабилизирующей юбки изготовлены из ста-
ли, перфорированная юбка напечатана на 3D-принтере методом селективного лазерного спе-
кания. Отверстия перфорации выполнены сквозными с постоянным диаметром d  по 
нормали к поверхности (рис. 1). Степень перфорации юбки 100%,S n

S
σ ⋅
= ⋅îòâ

áîê

 где Sîòâ  — пло-
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щадь одного отверстия, n  — количество отверстий, Sîòâ  — боковая площадь стабилизатора, 
составляла 10 %.

Рис. 1. Модели летательных аппаратов с перфорированной юбкой

Геометрические параметры экспериментальных моделей представлены в табл. 1.
Таблица 1

Основные геометрические параметры исследуемых моделей
Параметр Модель 1 Модель 2 Модель 3 Модель 4

Тип затупления Полусфера Плоский торец

Тип юбки Сплошная Перфорирован-
ная Сплошная Перфорирован-

ная
,L  м 0,070 –

1,L  м – 0,075
,dì  м 0,050
,D  м 0,116
,r  м 0,025 –
,d  м 0 0,004 0 0,004

2. Экспериментальные исследования

Эксперимент проводился в МГТУ им. Н.Э. Баумана в аэродинамической трубе малых до-
звуковых скоростей замкнутого типа с открытой рабочей частью. Скорость набегающего по-
тока составляла 25V =  м/с; угол атаки изменялся в диапазоне 0..30α = °  с шагом 5 .α∆ = °  
В рабочей части трубы модель ЛА устанавливалась на донной державке (рис. 2). Для измере-
ния аэродинамических сил, действующих на исследуемые модели при продувках, использова-
лись тензометрические весы, сигнал с которых передавался на персональный компьютер. Сте-
пень загромождения рабочей части трубы в экспериментах не превышала 5 %.

Рис. 2. Экспериментальная модель со сферическим затуплением и перфорированной юбкой 
в рабочей части аэродинамической трубы
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По полученным экспериментальным данным, параметрам набегающего воздушного пото-

ка и площади миделя моделей ЛА DS π 2

=
4

 вычислены аэродинамические коэффициенты 

продольной xc  и нормальной yc  сил. Зависимости аэродинамических коэффициентов для ис-
следуемых тел с полусферическим и торцевым затуплением и различными вариантами стаби-
лизирующих юбок от угла атаки α представлены на рис. 3.

а)

б)
Рис. 3. Аэродинамические коэффициенты продольной и нормальной сил моделей:

а) с полусферической головной частью; б) с торцевой головной частью

Характер зависимостей коэффициентов продольной и нормальной сил моделей ЛА с пер-
форированной юбкой аналогичен характеру соответствующих зависимостей моделей со 
сплошной стабилизирующей юбкой при условии совпадения типа затупления головной части 
(рис 3 а, б). При углах атаки 15α < °  значения коэффициентов xc  и yc  модели с полусфериче-
ской головной частью и перфорированной юбкой превышают значения аналогичных коэффи-
циентов модели ЛА со сплошной юбкой. При 15α > °  коэффициенты продольных сил моделей 
со сферическим затуплением и различными типами юбок практически совпадают между со-
бой, а коэффициенты нормальной силы модели с перфорированной юбкой меньше коэффи-
циентов yc  модели со сплошным стабилизатором. При торцевом затуплении корпуса в диапа-
зоне углов атаки от 0 до 5° аэродинамические коэффициенты xc  и yc  моделей ЛА с 
перфорированной и сплошной юбками одинаковы, при 5α > °  xc  и yc  модели с перфориро-
ванной юбкой меньше соответствующих коэффициентов модели со сплошной юбкой.

Исследованный в работе вариант перфорации юбки не приводит к значительным отличи-
ям как в характере зависимостей от угла атаки, так и в величинах коэффициентов xc  и yc  мо-
делей ЛА. При этом коэффициенты продольной и нормальной сил моделей ЛА с торцевым 
затуплением и обоими типами юбок практически во всем диапазоне углов атаки имеют боль-
шие значения, чем коэффициенты моделей со сферической головной частью. При угле атаки 

20α > °  коэффициенты нормальных сил моделей ЛА с разными типами затупления и перфо-
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рированными юбками становятся равными между собой. В случае торцевой головной части 
при небольших углах атаки 0α ≈  коэффициент продольной силы минимален, в районе 10α ≈ ° 
наблюдается наличие экстремума как у зависимости ),(xc α  так и у зависимости ),(yc α  для 
случая использования полусферической головной части аналогичного характера графиков не 
наблюдалось.

3. Численное моделирование

Указанные выше различия в аэродинамических характеристиках ЛА можно объяснить су-
щественным влиянием типа затупления корпуса летательного аппарата со стабилизирующей 
юбкой на структуру его обтекания. В связи с этим для анализа экспериментально полученных 
зависимостей аэродинамических коэффициентов моделей ЛА со стабилизирующими юбка-
ми от угла атаки было проведено математическое моделирование в программном комплексе 
FlowVision, позволившее визуализировать структуры течения (рис. 4).

При численном моделировании параметры набегающего потока воздуха, геометрические 
размеры исследуемых тел и углы атаки соответствовали эксперименту.

а)

б)
Рис. 4. Примеры структур течения возле моделей ЛА с перфорированными 

стабилизирующими юбками при: а) 0α = °; б) 30α = °

Обтекание модели ЛА с торцевым затуплением на малых углах атаки сопровождается от-
рывом потока с излома образующей носовой части, весь корпус аппарата в случае его неболь-
шого удлинения находится в отрывной зоне, которая распространяется и на поверхность ста-
билизирующей юбки. В случае наличия перфорации юбки при этом поток частично протекает 
сквозь отверстия в зону ближнего следа за моделью ЛА. При обтекании летательного аппарата 
со сферическим затуплением отрыв в носовой части корпуса отсутствует. Перед стабилизи-
рующей юбкой наблюдается существование отрывной области небольшого размера, причем 
наличие перфорации юбки не оказывает существенного влияния на структуру течения. Вне 
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зависимости от типа головной части на малых углах атаки в ближнем следе ЛА возникает пара 
симметричных вихрей.

В случае увеличения угла атаки структура обтекания всех исследованных вариантов ЛА 
изменяется, наблюдается отрыв потока с боковой поверхности корпуса. Для аппарата с торце-
вым затуплением при 10α > °  зона отрыва сохраняется на подветренной поверхности и лик-
видируется на наветренной.

При наличии отрывного течения на малых углах атаки давление на корпусе ЛА с торцевым 
затуплением и стабилизирующей юбке пониженное. Этот факт объясняет меньшие значения 
коэффициентов xc  моделей с торцевым затуплением по сравнению с xc  моделей со сфериче-
ским затуплением при 0,α ≈  несмотря на более высокое давление на торце. На углах атаки 

10α > °  различия в коэффициентах xc  и yc  аппаратов с различными типами затуплений мож-
но объяснить особенностями обтекания сферического носка и плоского торца.

Заключение

Таким образом, выполнены экспериментальные и численные исследования обтекания лета-
тельных аппаратов со сплошной и перфорированной стабилизирующими юбками, рассмотре-
ны различные типы затуплений головной части ЛА. На основании полученных результатов 
можно сказать о том, что форма затупления существенно влияет на структуру течения и аэро-
динамические характеристики летательных аппаратов с юбкой. Перфорация оказывает незна-
чительное влияние на аэродинамические характеристики и структуры обтекания ЛА со стаби-
лизатором при степени его перфорации менее 10 %, для управления обтеканием аппарата 
необходимо использовать степень перфорации σ > 10 %. Применение перфорированных ста-
билизирующих юбок позволяет уменьшить вес летательного аппарата, обеспечивая при этом 
аэродинамические характеристики, равные характеристикам аппарата со сплошной юбкой.
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УДК 532.135

ВРАЩАТЕЛЬНОЕ ДВИЖЕНИЕ ЦИЛИНДРА В ПРОСТАНСТВЕ, 
ЗАПОЛНЕННОМ НЕЛИНЕЙНОЙ ВЯЗКОПЛАСТИЧЕСКОЙ ЖИДКОСТЬЮ

Военный учебно-научный центр Военно-воздушных сил «Военно-воздушная академия 
имени профессора Н. Е. Жуковского и Ю. А. Гагарина»

В. Н. Колодежнов

Аннотация. Рассмотрена реологическая модель нелинейной вязкопластической жидко-
сти, которая на трех смежных диапазонах изменения скорости сдвига демонстрирует три 
различных варианта механического поведения: течение с постоянным значением вязко-
сти, дилатантное, а также псевдопластическое поведение. Получено решение задачи о те-
чении жидкости такого рода в окрестности неограниченного цилиндра, который равно-
мерно вращается под действием приложенного крутящего момента. В основу методики 
решения задачи принят подход, предполагающий выделение в основной области течения 
отдельных зон, в каждой из которых реализуется один из вариантов механического пове-
дения жидкости на соответствующем диапазоне изменения скорости сдвига. Для наибо-
лее общей схемы течения, когда реализуются все три зоны течения, получены выражения 
для распределения скорости.
Ключевые слова: реологическая модель, нелинейная вязкопластическая жидкость, каса-
тельное напряжение, скорость сдвига.

Введение

Наряду с традиционными жидкостями, отличающимися постоянным значением вязкости, 
хорошо известны и неньютоновские жидкости [1, 2], для которых характерно монотонное 
изменение вязкости в зависимости от скорости сдвига. Применительно к одномерным тече-
ниям для так называемых псевдопластических жидкостей их вязкость монотонно снижается 
по мере увеличения скорости сдвига, а для дилатантных жидкостей, наоборот, наблюдается 
ее монотонное возрастание. Моделирование механического поведения таких сплошных сред 
проводится на основе достаточно простых степенных законов зависимости вязкости от ско-
рости сдвига. 

Более сложный вид зависимости вязкости от скорости сдвига демонстрируют суспензии 
мелкодисперсных частиц твердой фазы. Главное отличие поведения таких жидкостей заклю-
чается в немонотонном характере зависимости вязкости от скорости сдвига [3–8], когда по 
мере ее возрастания имеет место последовательная смена диапазонов убывания и возрастания 
вязкости. 

Концентрированные суспензии мелкодисперсных частиц при определенных сочетаниях их 
размеров и объемной концентрации нередко  демонстрируют в своем поведении  еще одно 
отличие от традиционных неньютоновских дилатантных или псевдопластических жидкостей. 
Оно заключается в том, что при приближении скорости сдвига к некоторому критическому 
значению степень крутизны кривой течения, характеризующая эффективную наблюдаемую 
вязкость среды, начинает резко возрастать. При этом, для некоторых видов суспензий такое 
возрастание вязкости по своей величине может происходить на один — два порядка и более, 
что можно интерпретировать, как проявление эффекта «упрочнения» или «отвердевания» 
сплошной среды. 

Примеры реологических моделей комбинированного типа, описывающих сложное поведение 
вязких сплошных сред, в том числе и концентрированных суспензий, а также отдельные вопро-
сы математического описания течений с помощью этих моделей, представлены в работах [9–15].
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В данной работе рассмотрена задача об установившемся вращательном течении нелиней-
ной вязкопластической жидкости в окрестности вращающегося цилиндра. При этом предпо-
лагалось, что реология жидкости описывается моделью комбинированного типа с тремя вари-
антами различного поведения на отдельных диапазонах изменения скорости сдвига.

1. Реологическая модель  

Некоторые виды суспензий [3] мелкодисперсных частиц демонстрируют наличие трех ха-
рактерных диапазонов механического поведения, на каждом их которых реализуется свой, 
вполне конкретный вариант зависимости вязкости и касательного напряжения от скорости 
сдвига.

В диапазоне сравнительно небольших значений модуля скорости сдвига γ  кривая тече-
ния (график зависимости касательного напряжения от скорости сдвига) имеет практически 
линейный вид. Такая ситуация в первом приближении  соответствует постоянному значению 
вязкости 0.µ  Если дополнительно учитывать фактор пластических свойств жидкой компонен-
ты суспензии, то здесь также необходимо учесть то обстоятельство, что модуль касательного 
напряжения τ  должен превышать предел текучести 0.pτ >

Второму диапазону изменения скорости сдвига соответствует уже другой вариант механи-
ческого поведения суспензии. При превышении модулем скорости сдвига .γ  некоторого поро-
гового уровня 0 0γ >  зависимость вида ( )fτ γ=   принимает нелинейный вид и вязкость сре-
ды начинает возрастать подобно тому, как это имеет место для дилатантных жидкостей. Такой 
вариант изменения вязкости сохраняется  вплоть  до  еще одного порогового значения скоро-
сти сдвига max 0.γ γ>   При таком значении модуля скорости сдвига вязкость принимает некото-
рое максимальное значение max .µ

Далее, при выполнении условия maxγ γ>   реализуется третий вариант механического пове-
дения суспензии, когда функция ( )fτ γ=   остается монотонно возрастающей по нелинейно-
му закону, но вязкость суспензии при этом начинает снижаться по мере увеличения модуля 
скорости сдвига. Такой режим является характерным для псевдопластических жидкостей.

Учитывая три различных варианта механического поведения сплошной среды на трех ди-
апазонах изменения модуля скорости сдвига в [15] была рассмотрена реологическая модель, 
которая может быть представлена соотношением вида 
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где ,pτ  1,τ  2 ,τ  0 ,µ  1,k  2 ,k  0 ,γ  1,γ  2 ,γ  max ,γ  1,n  2n  — параметры реологической модели, на ко-
торые накладываются следующие ограничения 

 2 1;τ τ<       10 ;pτ τ< <      2 max 1;γ γ γ< <        10 1;n< <      20 1.n< <  (2)
При этом, значение вязкости жидкости, соответствующее данному значению модуля ско-

рости сдвига, будем определять следующим образом

 ( ) .
d
d
τ

µ γ
γ

=



 (3)

В рамках данной реологической модели предполагается, что функция (1) является непре-
рывно дифференцируемой. Поэтому, удовлетворяя условиям сопряжения для значений ка-
сательного напряжения (1) и вязкости (3) на смежных границах отдельных диапазонов из-
менения скорости сдвига, приходим к необходимости выполнения наряду с условиями (2) и 
следующих соотношений
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В последних соотношениях (4) для краткости записи введены в рассмотрение следующие 
промежуточные вспомогательные параметры
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где maxτ  — касательное напряжение в жидкости, достигаемое при max .γ γ= 

Учитывая соотношения (4), можно видеть, что реологическая модель (1) должна опреде-
ляться набором восьми следующих независимых параметров: ,pτ  0 ,µ  max ,µ  0 ,γ  max ,γ  2 ,γ  1,n  2.n

Отметим следующую особенность реологической модели (1) с учетом (2), (4). Обеспечивая 
выполнение условия непрерывной дифференцируемости для касательного напряжения (1), в 
случае зависимости вязкости (3) от скорости сдвига выполняется лишь условие непрерывно-
сти. Иначе говоря, в рамках такой модели предполагается, что график зависимости вязкости 
от скорости сдвига, оставаясь непрерывным, допускает наличие «изломов» на границах разде-
ла основных диапазонов изменения скорости сдвига.

2. Вращательное течение нелинейной вязкопластической жидкости 
в окрестности вращающегося цилиндра 

Рассмотрим одномерное, установившееся, ламинарное, осесимметричное, вращательное 
течение жидкости в окрестности неограниченного цилиндра радиуса ,R  который вращается с 
некоторой угловой скорость под действием приложенного к нему постоянного крутящего мо-
мента ,M  принимаемого в расчете на единицу длины образующей этого цилиндра. Предпола-
гается, что поведение жидкости, которой заполнено все окружающее цилиндр пространство, 
подчиняется реологической модели (1).

Введем цилиндрическую систему координат традиционным образом и перейдем к безраз-
мерной форме записи исходных уравнений с учетом следующих соотношений

 ;rr
R

′ =     ;
S

uu
V

′ =     
0

;r
r

θ
θ

ττ
τ

′ =     
0

;p
p

τ
τ

τ
′ =     1

1
0

;ττ
τ

′ =     2
2

0

;ττ
τ

′ =     2
0

;
2

MM
Rπ τ

′ =
⋅ ⋅ ⋅

 
max

;γγ
γ

′ =






    0
0

max

;γγ
γ

′ =






    1
1

max

;γγ
γ

′ =






     2
2

max

;γγ
γ

′ =






     0 max
0

0

;k µ γ
τ
⋅′ =


 (5)

 
1

1 max
1

0

( ) ;
nkk γ

τ
⋅′ =


       
2

2 max
2

0

( ) ;
nkk γ

τ
⋅′ =
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где ( )u u r=  — скорость жидкости, представляющая собой функцию радиальной координаты 
;r  rθτ  — единственная, тождественно отличная от нуля, компонента тензора напряжений; ,SV  
0τ  — характерные, принимаемые в качестве масштабных, значения скорости жидкости и каса-

тельного напряжения, соответственно.
Здесь и далее безразмерные параметры и функции отмечены верхним штрихом.
Тогда, основные уравнения, определяющие в безразмерной форме записи с учетом (5) рас-

пределение скорости  в  окрестности цилиндра для жидкости, поведение которой подчиняется 
реологической модели (1), могут быть представлены в форме

 ( )2 0;r
d r

dr θτ′ ′⋅ =
′

 (6)
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dr r

γ
′ ′ ′= ⋅ < ′ ′ 

  (8)

Принимая во внимание особенности соотношения (7), когда на различных диапазонах из-
менения скорости сдвига сплошная среда демонстрирует различное механическое поведение, 
можно предположить следующее. Структура течения, формирующегося в окрестности цилин-
дра, существенным образом будет зависеть от угловой скорости его вращения. В данном слу-
чае речь идет о выделении в области течения отдельных зон, внутри которых реализуется тот 
или иной диапазон изменения скорости сдвига и, соответственно, тот или иной вариант меха-
нического поведения. Естественно, что количество таких зон в конечном итоге должно опре-
деляться величиной крутящего момента .M ′

Априори будем полагать, что модуль скорости сдвига (8) монотонно убывает по мере уда-
ления от цилиндра. Рассмотрим тогда  наиболее общий случай, когда для данного значения 
крутящего момента в окрестности цилиндра формируется три зоны течения. В сечении, пер-
пендикулярном оси цилиндра, эти зоны будут, учитывая предполагаемую осевую симметрию, 
иметь форму колец не известных заранее радиусов 2 11 .pR R R′ ′ ′< < <

В зоне 21 ,r R′ ′< <  непосредственно примыкающей к поверхности вращающегося цилин-
дра, скорость сдвига удовлетворяет условию 1γ ′ >  и жидкость здесь будет демонстрировать 
псевдопластическое поведение. Следующая зона 2 1R r R′ ′ ′< <  характеризуется уже дилатант-
ным поведением и здесь для скорости сдвига выполняется условие 0 1.γ γ′ ′< ≤   Еще одна зона 
в форме кольца 1 pR r R′ ′ ′< <  отличается тем, что жидкость в ней демонстрирует постоянное 
значение вязкости. Скорость сдвига в этой зоне принимает значения из диапазона 00 .γ γ′ ′≤ ≤   
И, наконец, за пределами этого кольца располагается застойная зона, заполненная неподвиж-
ной жидкостью.

Граничные условия такой задачи  могут быть представлены следующим образом
                           1;r′ =        (2) ;r Mθτ ′ ′= −

                           2;r R′ ′=      (2) (1) 1;γ γ′ ′= = −        (2) (1) ;u u′ ′=

                           1;r R′ ′=      (1) (0)
0 ;γ γ γ′ ′ ′= = −        (1) (0) ;u u′ ′=

                           ;pr R′ ′=      (0) ;r pθτ τ′ ′= −               (0) 0.u′ =
Здесь и далее верхние индексы в круглых скобках относят соответствующие функции к 

соответствующей зоне: (0)  — зона с постоянным значением вязкости; (1)  — зона, в которой 
жидкость демонстрирует дилатантное поведение; (2)  — зона, в которой жидкость демонстри-
рует псевдопластическое поведение. 

Решая тогда (6) с учетом (7), (8) и удовлетворяя представленным выше граничным услови-
ям, приходим к следующему выражению для распределения скорости 
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где C  — промежуточная константа интегрирования.

При этом радиусы границ раздела отдельных зон течения и соответствующая константа 
интегрирования C  определяются последовательно друг через друга из выражений
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Безразмерное значение скорости на поверхности вращающегося цилиндра, которое соот-
ветствует задаваемому значению ,M ′  очевидно, принимает значение (2) (1).wV u′ ′=

В завершение этого раздела отметим, что рассмотренная схема с тремя зонами сдвигового 
течения может быть реализована лишь в случае, когда  прикладываемый к цилиндру крутя-
щий момент удовлетворяет условию 2

2 2 2(1 ) .nM kτ γ′ ′ ′ ′> + ⋅ −   В противном случае реализуются 
более простые схемы течения с одной либо двумя зонами соответствующего поведения рас-
сматриваемой сплошной среды.

Заключение

Для нелинейной вязкопластической жидкости, которая на трех смежных диапазонах из-
менения скорости сдвига демонстрирует три различных варианта механического поведения 
(течение с постоянным значением вязкости, дилатантное, а также псевдопластическое поведе-
ние), рассмотрена задача о ее течении в окрестности неограниченного цилиндра, равномерно 
вращающегося под действием приложенного крутящего момента. В основу методики решения 
задачи был принят подход, предполагающий выделение в основной области течения отдель-
ных зон, в каждой из которых реализуется один из вариантов механического поведения жид-
кости на соответствующем диапазоне изменения скорости сдвига. При этом предполагалось, 
что радиусы границ раздела отдельных зон течения не известны заранее и должны были опре-
деляться в ходе решения. Для наиболее общей схемы течения, когда реализуются все три зоны 
течения, получены выражения для распределения скорости.
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УДК 532.517.3

ОБ ОДНОМ ПОДХОДЕ К ПРОГНОЗИРОВАНИЮ НАЧАЛА 
ЛАМИНАРНО-ТУРБУЛЕНТНОГО ПЕРЕХОДА

Военный учебно-научный центр Военно-воздушных сил «Военно-воздушная академия 
имени профессора Н. Е. Жуковского и Ю. А. Гагарина»

В. Н. Колодежнов

Аннотация. Рассмотрен подход к прогнозированию начала ламинарно-турбулентного 
перехода. Подход базируется на гипотезе о возможном расширении реологической моде-
ли ньютоновской жидкости и пороговом «подключении» фактора поперечной вязкости. 
Предложены эмпирические условия, накладываемые на соответствующие безразмерные 
комплексы, при выполнении которых происходит инициирование перехода. Рассмотрено 
применение предложенного подхода на примере известной задачи о пограничном слое на 
пластине, обтекаемой параллельным потоком.
Ключевые слова: ламинарно-турбулентный переход, реологическая модель, поперечная 
вязкость, локальные аналоги числа Рейнольдса.

Введение

Как правило, основные известные теоретические подходы, касающиеся моделирования 
возникновения ламинарно-турбулентного перехода, предполагают наложение на изначаль-
но ламинарное течение, удовлетворяющее уравнениям Навье — Стокса, пульсационного (на 
модельном уровне, регулярного,  периодического) фона возмущений скорости и давления, а 
затем выявления условий, при выполнении которых амплитуды таких возмущений или кине-
тическая энергия пульсаций будут в дальнейшем неограниченно возрастать с течением вре-
мени [1–5]. 

При этом вопрос о происхождении этого периодического фона возмущений полей скоро-
сти и давления, обычно, не обсуждается. Это обусловлено тем, что течение жидкости форми-
руется, как правило, с учетом наличия самых различных возмущающих факторов, как внеш-
них по своей природе, так и, возможно, внутренних.

Вместе с тем некоторые обстоятельства указывают на то, что наличие изначального фона 
возмущений может оказаться не единственной первопричиной возникновения ламинар-
но-турбулентного перехода. В 1948 году был обнаружен эффект Томса, который демонстри-
рует некую аномалию для ламинарно-турбулентного перехода [6]. Проведенные исследования 
показали [7–9], что непринципиально малые с точки зрения изменения вязкости и плотности 
добавки некоторых полимеров к жидкостям оказывают существенное влияние на ламинари-
зацию потока и снижение сопротивления, как при течении в каналах, так и при обтекании тел. 

Результаты таких экспериментов послужили академику Седову Л. И. основой для вывода 
о том, «… что в турбулентных потоках могут проявляться реологические свойства жидкости, 
которые являются скрытыми, несущественными с точки зрения ламинарных движений жид-
кости» [10]. Подобные по смыслу оценки приводятся также в [11, 12].

Отмеченные выше обстоятельства позволяют поставить вопрос о возможном учете влия-
ния реологического фактора на прогнозирование начала ламинарно-турбулентного перехода. 
В этой связи в данной работе предпринимается попытка рассмотреть реологический фактор, 
как одну из возможных причин зарождения перехода ламинарной формы течения в турбу-
лентную. При этом, не углубляясь в существо физических моделей такого процесса, проводит-
ся учет влияния такого фактора на возникновение перехода лишь на уровне исходных матема-
тических моделей механики сплошных сред.
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1. Гипотеза о возможном расширении реологической модели ньютоновской жидкости

В наиболее общем виде для несжимаемой жидкости связь между компонентами ijτ  и ijε  
тензоров, соответственно, напряжений и скоростей деформаций может быть представлена в 
форме [13–15] 

 
3

1 2 3 2 2 3
1

2 ( , ) 4 ( , ) ;ij ij ij ik kj
k

P I I I Iτ δ ϕ ε ϕ ε ε
=

= − ⋅ + ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ ⋅∑         , 1, 2, .3;i j =  (1)

где P  — гидростатическое давление; ijδ  — символ Кронекера; 1 2 3( , ),I Iϕ  2 2 3( , )I Iϕ  — заданные 
функции второго и третьего независимых инвариантов 2 3,I I  тензора скоростей деформа-
ций. При этом функцию 2 2 3( , ),I Iϕ  нередко, называют поперечной вязкостью.

Для широко распространенного частного случая, когда полагают 
 1 2 3( , ) ;I I constϕ µ≡ =       2 2 3( , ) 0,I Iϕ ≡  (2)

модельное соотношение (1) существенно упрощается и принимает вид
 2 ;ij ij ijPτ δ µ ε= − ⋅ + ⋅ ⋅     , 1, 2, .3;i j =  (3)
Модель (3) позволяет описывать механическое поведение классических ньютоновских вяз-

ких жидкостей. При этом, коэффициент µ  называют динамической вязкостью. 
Вернемся к предположениям относительно новых реологических свойств жидкостей, ко-

торые «являются скрытыми, несущественными с точки зрения ламинарных движений» [10], 
но подключаются и начинают проявлять себя при соответствующих условиях, определяя тем 
самым начало перехода к турбулентности.

Если стать на точку зрения о возможности существования таких свойств, то в рамках ис-
ходных фундаментальных уравнений динамики, по сути, единственную «степень свободы» 
для продвижения в этом направлении на модельном уровне могут дать реологические соотно-
шения (1) за счет соответствующего постулирования  вида функций 1 2 3( , )I Iϕ  и 2 2 3( , ),I Iϕ  от-
личного от (2). В таком случае может быть поставлен вопрос о необходимости расширения 
(модернизации) реологической модели (2) ньютоновской жидкости. 

Отметим следующее, важное для дальнейшего рассмотрения, обстоятельство. Как извест-
но, моделирование течения в каналах для жидкостей, реология которых предполагает учет 
поперечной вязкости, приводит к решениям, демонстрирующим наличие вторичных тече-
ний [15]. Эти течения характеризуются поперечными составляющими скорости по отноше-
нию к изначальным линиям тока (полученным при математическом моделировании течения, 
но без учета поперечной вязкости). В этой связи заметим, что схожее явление имеет место 
и при ламинарно-турбулентном переходе. Аналогия здесь понимается лишь исключительно 
в смысле «генерирования» поперечных составляющих скорости по отношению к исходным 
ламинарным линиям тока Действительно, на начальной стадии перехода всегда наблюдается 
«генерирование» ранее отсутствовавших поперечных составляющих скорости по отношению 
к сформировавшимся изначально ламинарным линиям тока. При этом особо подчеркнем, что 
переход ламинарной формы течения в турбулентную, связанный с «генерированием» этих ра-
нее отсутствовавших поперечных составляющих скорости, происходит в «пороговом» фор-
мате. Здесь имеется в виду следующее. Как показывают многие экспериментальные данные, 
собственно переход «начинается» при превышении значением соответствующего параметра 
гидродинамического процесса некоторого критического уровня. В противном случае переход 
не может быть реализован и течение остается ламинарным.

Предположим, что граница области применимости ньютоновской модели несжимаемой 
жидкости «определяется» условием возможного «генерирования» поперечных составляющих 
скорости, которое, в свою очередь, будем рассматривать как необходимое, хотя и не доста-
точное, условие начала ламинарно-турбулентного перехода. В развитие этого необходимого 
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условия далее речь должна идти об условии возможного нарастания (на модельном уровне — 
неограниченного нарастания) «генерируемых» (возникающих) поперечных составляющих 
скорости. В итоге такую ситуацию и предлагается в дальнейшем интерпретировать, как нача-
ло ламинарно-турбулентного перехода. Если же «генерируемые» поперечные составляющие 
скорости далее с течением времени не нарастают, то этот случай предлагается интерпретиро-
вать, как формирование вторичных течений.

Принимая во внимание отмеченные выше особенности и пренебрегая влиянием третье-
го инварианта тензора скоростей деформаций на механическое поведение сплошной среды, 
можно предложить гипотезу о возможном расширении классической реологической модели 
вязкой несжимаемой жидкости и представлении ее в форме [16, 17]

 
3

2 2 3
1

2 4 ( , ) ;ij ij ij ik kj
k

P I Iτ δ µ ε ϕ ε ε
=

= − ⋅ + ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ ⋅∑     , 1, 2, 3;i j =  (4)

 ;constµ =          2 2
2 2 3 2

2 2 2

0; ;
( , ) ( )

( ); ;c

I I
I I I

I I I
η

η

ϕ η
η
 <≡ =  ≥

 (5)

где 2( )c Iη  — поперечная вязкость, представленная в виде заданной функции от второго инва-
рианта 2I  тензора скоростей деформаций; 2I η  — пороговое значение для модуля второго ин-
варианта, при превышении которого «подключается» фактор поперечной вязкости.

Согласно этой модели, в той части области течения, где модуль второго инварианта тензо-
ра скоростей деформаций не превышает порогового уровня 2 ,I η  реализуется реологическая 
модель (3) и течение жидкости подчиняется уравнениям Навье — Стокса. В той же части об-
ласти течения, где выполняется обратное условие 

 2 2 ,I I η≥  (6)
динамика жидкости должна описываться уже с учетом фактора  поперечной вязкости на ос-
нове модели (4) с учетом (5). 

В предлагаемой модели (4), (5) предполагается, что  при учете дополнительных характери-
стик, которые, напрямую, не зависят от второго инварианта тензора скоростей деформаций, 
пороговое значение 2I η  может быть представлено  в виде функции этих характеристик.

2. Постановка задачи о начальной стадии перехода

Рассмотрим постановку следующей задачи. Пусть в рассматриваемой области простран-
ства к некоторому моменту времени, который будем принимать в качестве начального, сфор-
мировались некоторые поля скорости и давления. Будем считать, что такое начальное распре-
деление скорости и давления в точности удовлетворяет системе уравнений Навье — Стокса. 
При этом, ставя такие начальные условия, будем полагать, что в отдельной точке и некоторой 
ее окрестности внутри  рассматриваемой области течения, тем не менее, выполняется условие 
(6). Это, означает, что для жидкости, удовлетворяющей реологической модели (4), (5), сразу же 
после начального момента времени здесь начнет проявлять себя фактор поперечной вязкости.

Рассмотрим эволюцию поля скоростей и давления в малой окрестности именно этой точ-
ки, для которой в начальный момент времени выполняется условие (6). 

Свяжем локальную декартову систему координат 1 2 3Ox x x  с рассматриваемой точкой, раз-
местив в ней ее начало и сориентировав одну из осей, например ось 1,Ox  по касательной к 
начальной линии тока, проходящей через эту точку области течения.

Обсудим, прежде всего, переход к безразмерной форме представления основных уравне-
ний динамики, которые должны описывать эволюцию с течением времени t  полей скорости 

1 2 3( , , , );i iu u x x x t=  1,2,3;i =  и давления 1 2 3( , , , )P P x x x t=  в окрестности такой точки из заяв-
ленного начального состояния.
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Общепринятым шагом при реализации такого перехода является, как правило, постули-
рование ряда характерных для рассматриваемого процесса масштабных величин, с помощью 
которых, собственно говоря, и осуществляется процедура «обезразмеривания».

Введем в рассмотрение поля векторов E  и ,D  которые определим следующим образом

 
2

;
2
uE grad P ρ ⋅

= + 
 

               { }22 ;D grad Iµ= ⋅ ⋅  (7)

где ρ  — плотность жидкости; 2 2 2
1 2 3u u u u= + +  — величина скорости.

Вектор E  характеризует собой направление и «быстроту» (по пространственным коорди-
натам) максимального нарастания плотности полной энергии потока жидкости в произволь-
ной точке области течения. В свою очередь вектор D  также характеризует собой направление 
и «быстроту» максимального нарастания, но уже фактора вязкой диссипации. Действительно, 
этот вектор определяется через некоторое характерное значение вязкого напряжения в рас-
сматриваемой точке области течения и напрямую отвечает за интенсивность процесса вязкой 
диссипации.

Одной из основных масштабных величин, используемых при проведении процедуры «обе-
зразмеривания», выступает характерный линейный размер.

По этому поводу заметим следующее. Поскольку предполагается рассмотреть лишь стар-
товый этап процесса эволюции начального распределения скорости и давления в некой малой 
окрестности рассматриваемой точки, использование в качестве линейного масштаба SL  како-
го либо «макроразмера» всей области течения представляется в данном случае неоправдан-
ным. Можно привести достаточно много примеров, в которых «макроразмеры» всей области 
течения  сравнительно «слабо» определяют характеристики и особенности течения в малой 
окрестности какой-то конкретной точки этой же области. 

В этой связи в качестве SL  предлагается принять некую условную величину, которая опре-
деляется локальными особенностями полей скорости и давления в окрестности рассматрива-
емой точки и может быть получена соответствующей комбинацией из отдельных параметров 
жидкости (плотность и вязкость), а также модулей векторов (7)

 .S
S

S S

EL
u D
µ

ρ
⋅

=
⋅ ⋅

 (8)

Подобным образом введем масштабные величины для давления и второго инварианта тен-
зора скоростей деформаций
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Нижний индекс S  в последних выражениях (8), (9) и далее указывает на то, что предлага-
емые масштабные величины получены через соответствующие функции, вычисленные в рас-
сматриваемой точке (в начале локальной системы координат при 1 0;x =  2 0;x =  3 0x = ) и в на-
чальный момент времени 0.t =

Масштабная величина для давления SP  выбрана в несколько нетрадиционной форме (9) и 
построена на основе параметра .SE  Это обусловлено тем, что модуль вектора E  посредством 
соотношения (7) связан с распределением давления.

Выбор масштабных параметров в такой форме (8), (9) позволяет более «тонко» учесть не-
которые «дифференциальные» свойства поля скоростей в рассматриваемой точке (например, 
экстремумы или перегибы профиля скорости).

С помощью, в том числе, и этих масштабных величин (8), (9) проекции векторов скорости 
iu  и плотности объемной силы ,iF  а также координаты, время, давление и второй инвариант 

тензора скоростей деформаций могут быть в безразмерной форме представлены следующим 
образом
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Верхние штрихи здесь и далее используются для обозначения безразмерных величин.
Принимая тогда за основу соотношения (10), (11) приходим для жидкости, реологическая 

модель которой постулируется соотношениями (4), (5), к следующей безразмерной форме за-
писи уравнений динамики 
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3
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Естественно, что для уравнений (12) априори предполагается выполнение условия (6), ко-
торое в безразмерной форме удобно преобразовать к виду

 2 2 .GK K>  (13)
Здесь 1 2 2 3 4, , , ,GK K K K K  представляют собой безразмерные локальные комплексы, кото-

рые определяются следующим образом
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Сразу же отметим, что при построении безразмерных комплексов (14)–(15) приняты соот-
ношения (7), определяющие параметры SE  и ,SD  которые в некоторых характерных точках 
области течения могут принимать нулевые значения. Рассмотрение таких точек на предмет 
изучения дальнейшей эволюции течения в их малой окрестности, естественно, должно требо-
вать повышенного внимания. Это обусловлено тем, что такие точки будут являться особыми 
для представленных выше безразмерных комплексов (14), (15). Здесь речь идет, в первую оче-
редь, (кроме точек с нулевыми значениями скорости) о точках экстремума или перегиба про-
филей скорости, а также о точках, в окрестности которых скорость остается постоянной либо 
изменяется линейным образом.

Формально система уравнений (12) совместно с условием неразрывности позволяют опи-
сывать развитие течения с учетом «генерирования» поперечных составляющих скорости (по 
отношению к исходным линиям тока) из начального стартового состояния в окрестности не-
которой  пространственной точки области течения, в которой выполняется условие (6) по-
рогового подключения фактора поперечной вязкости. При этом существо соответствующих 
граничных и начальных условий в данном случае не обсуждается.

3. Эмпирическая оценка условий начала перехода

Известные экспериментальные исследования указывают на то, что для реализации ламинар-
ного режима течения всегда следует обеспечить выполнение соответствующих условий. Как пра-
вило, «границу», определяющую начало ламинарно-турбулентного перехода, связывают с кри-
тическим значением числа Рейнольдса. Этот безразмерный комплекс Re возникает в качестве 
соответствующего параметра по итогам процедуры преобразования системы уравнений На-
вье — Стокса к безразмерной форме записи. Вводя тогда в рассмотрение критическое значение 
Recrit этого параметра, условия реализации соответствующих режимов течения обычно форму-
лируют следующим образом. Если для рассматриваемого течения выполняется условие Re Re ,crit<  
течение считается ламинарным. Если же Re Re ,crit>  — соответственно, турбулентным. 
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Однако такой подход, хотя и считается общепринятым, не является универсальным. Это об-
условлено уже тем, что критическое значение числа Рейнольдса существенным образом зависит 
от формы и размеров границ области течения. Можно привести примеры, для которых при од-
ном и том же значении числа Рейнольдса, но разных границах области течения в одном случае 
имеет место ламинарный режим течения, а в другом — турбулентный. Действительно, критиче-
ское число Рейнольдса для течения в цилиндрическом канале, отличается от такового для обте-
кания, например, шара. И примеров такого рода достаточно много. Принимая во внимание от-
сутствие универсальности для Re ,crit  отметим, что этот параметр определяется, как правило, на 
основе экспериментальных данных для каждой конкретной схемы течения в отдельности.

К этому следует добавить, что критическое число Рейнольдса характеризует процесс пере-
хода весьма обобщенно. Здесь имеется в виду то, что оно не позволяет конкретизировать те 
зоны («узкие» места) в пространственной области течения, где, собственно говоря, и проис-
ходит инициирование начала перехода ламинарной формы течения в турбулентную. В то же 
время с точки зрения технических приложений и выработки соответствующих предложений 
по оптимизации потоков (с позиции тех или иных критериев оптимальности) представляет 
интерес именно постановка вопроса о локализации той пространственной зоны области тече-
ния, где конкретно инициируется начало перехода.

В этой связи в постановках различных задач в разное время  неоднократно вводились в 
рассмотрение локальные аналоги числа Рейнольдса. Приведем в формате краткого обзора не-
которые примеры подобных локальных безразмерных комплексов. 

В [18] применительно к течению в пограничном слое приводится описание следующего 
параметра стабильности 

 
2

,y dV
dy

ρχ
µ
⋅

= ⋅  (16)

где ( )V V y=  — касательная к обтекаемой поверхности составляющая скорости, представлен-
ная в форме функции поперечной координаты ,y  отсчитываемой от поверхности по нормали 
к ней.

По своей сути этот параметр напрямую следует из представлений о возникновении тур-
булентности в пограничном слое, которые были сформированы ранее в работах Л. Прандтля 
[19] и Т. фон Кармана [20, 21].

Такой безразмерный параметр (16) принимает нулевое значение на обтекаемой поверхно-
сти. Кроме того предполагается, что вдали от нее, т. е. на условной внешней границе погранич-
ного слоя, этот параметр также приближается к нулевому значению. Тогда на некотором про-
межуточном, но конечном расстоянии от обтекаемой поверхности параметр χ  должен 
принимать максимальное значение max .χ  Согласно [18] в окрестности такой пространствен-
ной точки располагается зона первичной нестабильности. 

Несколько позже в работе [22] для течения в цилиндрическом канале был введен более 
сложный параметр посредством соотношения

 ,
W

R V VZ
y

ρ
τ
⋅ ⋅ ∂

= ⋅
∂

 (17)

где R  — радиус канала; y  — координата, отсчитываемая от стенки канала по нормали к ней 
внутрь области течения; Wτ  — касательное напряжение на стенке канала.

Развитие последнего результата нашло свое отражение в работе [23], где был предложен 
еще один вариант безразмерного комплекса, распределенного по области течения и локально 
характеризующего начало перехода ламинарной формы течения в турбулентную

 
( )1 ,

2 ( )
grad V V

K
F grad P

ρ
⋅

= ⋅ ⋅
−

 (18)
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В работах [24, 25], принимая за основу уравнение динамики жидкости в форме Громеко, 
рассмотрен локальный безразмерный параметр

 
( )

,
( )

V
K

div
ρ ω⋅ ×

=
Π

 (19)

где ω — вектор угловой скорости вращения частиц жидкости; Π — тензор вязких напряжений. 
При этом, как и выше, здесь предполагается следующее. Пусть в некоторой пространствен-

ной точке этот комплекс (20) принимает свое максимальное значение. Если это максимальное 
значение достигает к тому же и некоторого критического уровня, то в этой точке, как это от-
мечается в [25], «и произойдет ламинарно-турбулентный переход».

Похожий безразмерный комплекс был введен в рассмотрение в работе [26] 

 
{ }

{ }1 1 2 3 2

;
( , , )

grad T
K

grad I I I Iϕ
=

⋅
     

2

.
2
VT ρ ⋅

=  (20)

В [27–29], используя плотность полной энергии потока, был введен в рассмотрение в «при-
вязке» к линиям тока следующий безразмерный комплекс

 2

/ ( / ) .
( )

P n V V nK
V τ

ρ
µ

∂ ∂ + ⋅ ⋅ ∂ ∂
=

⋅∇
 (21)

Числитель этого комплекса представляет собой модуль градиента плотности полной энер-
гии в направлении нормали n  к линии тока, а, соответственно, знаменатель — модуль гради-
ента плотности полной энергии в направлении касательной τ  к линии тока. 

Близкий подход к построению соответствующего локального безразмерного комплекса 
был рассмотрен в работе [30].

Все описанные выше безразмерные комплексы и параметры, введенные для локальной 
характеристики возможного начала перехода ламинарной формы течения в турбулентную, 
учитывают не только собственно скорость потока, но также и более «тонкие» («дифференци-
альные») свойства поля скорости. Это, вообще говоря, отличает их от традиционного числа 
Рейнольдса, учитывающего лишь характерную величину скорости. Вместе с тем, конечно же, 
по своему смыслу такие комплексы являются аналогами числа Рейнольдса.

Следует отметить, что применительно к наиболее простым схемам течения — типа течения 
Пуазейля — безразмерные комплексы (18)–(21) (не смотря на различия по форме своего пред-
ставления) «указывают» на одну и ту же «особую» пространственную точку, в которой эти 
комплексы достигают максимального значения. В частности для течения в цилиндрическом 
канале радиуса R  такой особой точкой является точка, радиальная координата которой при-
нимает значение / 3.r R=

Безразмерные локальные комплексы (17)–(21), обзор которых приведен выше, тесно связа-
ны посредством соответствующих функциональных зависимостей с традиционными числами 
Рейнольдса. Как известно, достижение числом Рейнольдса некоторого критического значения 
указывает на начало перехода. Поэтому для всех этих комплексов, вполне естественно, что в 
различных цитированных выше работах [18, 22–30] выдвигается примерно одна и та же гипо-
теза. Согласно этой гипотезе достижение в некоторой пространственной точке максимальным 
значением соответствующего комплекса некоторого критического уровня приводит к началу 
перехода ламинарной формы течения в турбулентную. 

Вернемся к анализу системы уравнений (12). Выше отмечалось, что необходимое усло-
вие (6) или его безразмерная форма (13) предполагает в рамках реологической модели (4), (5) 
«подключение» фактора поперечной вязкости и, как следствие, «генерирование» поперечных 
составляющих скорости (по отношению к изначальным линиям тока), которые являются ха-
рактерным признаком начальной стадии перехода.
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Cудя по «месторасположению» безразмерного комплекса 1K  в уравнениях (12), можно ви-
деть, что он представляет собой модифицированный вариант числа Рейнольдса. Принимая во 
внимание особенности использования известных безразмерных локальных комплексов (17)–
(21), сделаем по аналогии с уже изложенным выше следующее предположение. Пусть превы-
шение максимальным значением  безразмерного комплекса 1K  некоторого критического 
уровня 1TK  приводит к неограниченному (по крайней мере на модельном уровне) нарастанию 
формирующихся при выполнении (13) поперечных составляющих скорости, что и предлага-
ется далее интерпретировать, как начало ламинарно-турбулентного перехода.

Заметим, что уравнения (12), наряду с 1,K  содержат еще один, не зависимый от него, без-
размерный комплекс 3.K  Тогда будем полагать, что введенные выше пороговые значения со-
ответствующих безразмерных комплексов должны представлять собой функции вида

 2 2 3( );G GK K K=            1 1 3( ).T TK K K=  (22)
При этом, вполне естественно, что все безразмерные комплексы 1, 2 3, , ,K K K  в свою оче-

редь, представляют собой функции положения рассматриваемой точки области течения, но 
уже в глобальной системе координат. На основе обработки широкого круга известных экспе-
риментальных данных, библиография которых приводится в [16, 17], были предложены эмпи-
рические аппроксимации для (22).

В частности, в рамках обсуждаемого подхода к прогнозированию начала перехода предпо-
лагается, что при превышении модулем второго инварианта порогового значения в некоторой 
точке X  области течения и выполнении условия (13) в форме

 1
2 2 3 0

3 2

( ) ( ( )) ;
( )G

kK X K K X k
K X k

> = +
−

         3 2( ) ,K X k>  (23)

происходит «подключение» фактора поперечной вязкости и, соответственно, начинается про-
цесс «генерирования» поперечных составляющих скорости по отношению к линиям тока из-
начального ламинарного течения. Эта точка X  принимается далее за начало отсчета локаль-
ной системы координат, в которой развитие течения в некоторой окрестности этой точки 
должно удовлетворять системе уравнений (12).

По сути, условие (23) определяет в области течения некоторую зону ,G  внутри которой 
оказывается возможным «генерирование» поперечных составляющих скорости.

Если же в рассматриваемой точке условие (23) не выполняется, то предполагается, что по-
перечная вязкость не проявляет себя и «генерирование» поперечных составляющих скорости 
не происходит. Тогда поведение жидкости соответствует классической ньютоновской модели 
(2), (3) и ее течение описывается традиционной системой уравнений Навье — Стокса.

Еще одно эмпирическое условие, также как и (23) полученное на основе обработки извест-
ных экспериментальных результатов, представляет собой условие неограниченного возраста-
ния «генерируемых» поперечных составляющих скорости и может быть представлено следу-
ющим образом

 { } 2

1 1 0 3max ( ) ( ) ( ) .TX G
K X K X q K X

∈
 > = ⋅    (24)

Числовые значения эмпирических коэффициентов 0 ,k  1,k  2 ,k  0 ,q  привлекаемых в (23), 
(24) для аппроксимации функций (23), приводятся в [17].

Таким образом, если максимальное значение безразмерного комплекса 1,K  которое дости-
гается некоторой точке ,X G∈  где выполняются условия (23), дополнительно удовлетворяет и 
условию (24), то такую пространственную точку (и ее окрестность) предлагается рассматри-
вать в качестве инициатора ламинарно-турбулентного перехода. 

В заключении этого раздела следует особо обратить внимание на следующее. Предлагае-
мые условие генерирования поперечных составляющих скорости (23), а также условие (24) 
неограниченного (на модельном уровне) возрастания этих составляющих следует рассматри-
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вать лишь в формате некой эмпирической оценки, поскольку при их обосновании использова-
лись весьма «разнородные» экспериментальные данные. Эти данные были получены в разное 
время, на различных экспериментальных установках, в различных условиях, при использова-
нии различной методики фиксации начала перехода. Ссылки на соответствующие экспери-
ментальные работы приводятся в [16, 17]. Принимая во внимание сказанное, представленные 
выше условия начала перехода (23), (24), предлагается считать относящимися не к каким-то 
идеализированным условиям (когда специально проводится предварительная подготовка по 
снижению начальных пульсаций потока), а к течениям, которые реализуются, скорее, «штат-
но» (естественным образом) в самых различных технологических процессах.

4. Тестовый пример анализа начала перехода в пограничном слое на плоской пластине 

В качестве тестового примера рассмотрим классическую задачу Блазиуса о течении в по-
граничном слое при обтекании пластины параллельным потоком [31, 32]. В предположении о 
постоянстве давления компоненты скорости в безразмерной форме записи могут быть пред-
ставлены следующим образом

 ( , ) ;x
dfu x y
dξ

′ ′ ′ =       1( , ) ;
2y

dfu x y f
dx

ξ
ξ

 ′ ′ ′ = ⋅⋅ ⋅ − ′⋅  
 (25)

Здесь
( , )( , ) ;x

x
u x yu x y

U
′ ′ ′ =   

( , )
( , ) ;y

y

u x y
u x y

U
′ ′ ′ =   ( , ) ;Ux y y

x
ρξ ξ
µ
⋅

= = ⋅
⋅

  ;x Ux ρ
µ
⋅ ⋅′ =   ,y Uy ρ

µ
⋅ ⋅′ =

где U  — скорость набегающего потока; x  — продольная координата глобальной системы от-
счета, отсчитываемая от передней кромки пластины; y  — поперечная координата, отсчиты-
ваемая от поверхности пластины.

В соотношениях (25) функция ( )f ξ  находится из решения дифференциального уравнения

 
3 2

3 22 0;d f d ff
d dξ ξ
⋅ + ⋅ =

при следующих граничных условиях

 0;ξ =     0;f =    0;df
dξ

=            ;ξ →∞    1.df
dξ

=

Принимая за основу (26) с привлечением (14), (15), (23), (24) были проведены численные 
эксперименты по прогнозированию начала перехода в пограничном слое на пластине, конеч-
ные результаты которых представлены на рис. 1. 

Здесь штриховкой отмечена область, вну-
три которой ожидается инициирование на-
чала перехода. Естественно, что в первую 
очередь речь идет о крайней левой точке 
(острый «носик» заштрихованной области) с 
координатой 41.142 10 .critx′ ≈ ⋅  Этот результат 
заметно меньше известных значений на уров-
не 5(3.5 5) 10 ,critx′ ≈ ÷ ⋅  которые приводятся в 
[32]. Известны и более высокие значения это-
го параметра, получаемые на основе специ-
ально поставленных экспериментов за счет 
снижения начальной степени турбулентно-
сти набегающего потока до чрезвычайно 
низкого уровня порядка 0.0002 [33, 34].Рис. 1. Область инициирования начала перехода
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Однако, принимая во внимание замечание, сделанное в конце третьего раздела, заметим, 
что такое расхождение является приемлемым и может рассматриваться, как нижняя (с со-
ответствующим запасом) оценка для положения критической точки инициирования начала 
перехода. 

Заключение

Рассмотрен подход к прогнозированию начала ламинарно-турбулентного перехода на ос-
нове гипотезы о пороговом подключении фактора поперечной вязкости. Представлены эм-
пирические условия перехода, накладываемые на соответствующие безразмерные комплексы. 
Рассмотрен пример реализации предлагаемого подхода на примере известной задачи о пере-
ходе в пограничном слое на пластине, обтекаемой параллельным потоком. 
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Аннотация. В статье на основе теории образования гидратов в неосушенном и почти 
полностью осушенном природном газе приведена оценка вероятности образования ги-
дратов воды в регуляторе давления на ГРС осушенного природного газа, удовлетворяю-
щего СТО Газпром 089-2010. Получены диаграммы вероятности образования гидратов 
воды в регуляторе давления при редуцировании природного газа СТО Газпром 089-2010 
для четырех климатических условий.
Ключевые слова: гидратообразование, редуцирование природного газа, регулятор дав-
ления.

Введение

Процесс редуцирования является одним из основных процессов подготовки газа на газо-
распределительной станции (ГРС), во время которого происходит непрерывное понижение 
высокого давления газа из магистрального газопровода до требуемой величины на ГРС. При 
редуцировании давления газа наблюдается так называемый эффект Джоуля — Томпсона, про-
текающий почти без изменения кинетической энергии с сохранением величины энтальпии. 
При этом, расширяясь за счет перепада давления из одного замкнутого объема в другой, газ 
совершает работу, которая вызывает изменение внутренней энергии газа и, соответственно, 
его температуры

Охлаждение природного газа при одновременном падении давления после регулятора дав-
ления может приводить к возникновению и отложению твердых кристаллогидратов на по-
верхности клапана и седла регулятора давления, вследствие чего регулятор перестает работать 
в нормальном режиме, что может повлечь за собой полную остановку всей ГРС [1]. Гидраты 
природного газа, которые внешне представляют собой белые кристаллы, похожие на снегооб-
разную кристаллическую массу, обычно определяются как соединения-вставки, образован-
ные из воды и легких углеводородов, главным образом метана [2]. В работе [3] показано что 
в условиях давления 19–99 кгс/см2 и температуры –10..12 °С гидратное число nw молекулы 
гидрата CH4nwH2O будет порядка nw=6 вдоль линии гидратного равновесия.

Несмотря на многолетние лабораторные исследования механизм образования и роста ги-
дратов, особенно в условиях сложных систем каким является регулятор давления, изучены 
достаточно плохо [4]. Однако условия необходимые для начала гидратообразования являют-
ся известными — это точка равновесия по температуре и давления для конкретного состава 
природного газа. Также существуют второстепенные факторы влияния, такие как кинетика 
потока внутри регулятора давления и соленость воды [5]. Исходя из этих условий для борь-
бы с гидратообразования используют либо предварительный подогрев газа перед редуктором, 
либо добавление в его состав термодинамических ингибиторов (метанол, гликоль). 

Подогрев газа является достаточно энергетически затратным процессом, интенсивность 
которого чаще всего является сильно завышенной. Как было показано в работе [6] на примере 
ГРС в г. Бистуне (Иран) с номинальной мощностью 20000 м3/ч использование системы авто-
матического регулирования интенсивности подогрева снижает энергопотребление нагревате-
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лей на 22–57 % в зависимости от времени года, а суммарная экономия газа за год составила в 
пересчете на газ 162800 м3. 

Ингибирование использует введение одного из гликолей или метанола в технологический 
поток, где он может объединяться с конденсированной водной фазой для снижения темпера-
туры образования гидрата при заданном давлении. И гликоль, и метанол можно извлекать из 
водной фазы, регенерировать и повторно закачивать [7]. 

Чаще всего для борьбы с гидратообразованием используют более кардинальный метод — 
осушку газа. Очевидно, что без наличия влаги молекулы гидрата CH46H2O образовываться не 
смогут. Более того, осушка газа важна и с точки зрения образования коррозии. Существует 
несколько способов осушки природного газа. Наиболее распространенными из них являются 
обезвоживание жидким осушителем (гликолем) и обезвоживание твердым осушителем. Осуш-
ка природного газа позволяет значительно снизить точку росы по воде, величина которой ис-
пользуется как характеристика транспортируемого природного газа. Например, точка росы по 
воде для газа, транспортируемого по трубопроводам в Европу, обычно составляет –8 °C при 
70 кгс/см2 [7], в [8] в зависимости от климатических условий это –20..–10 °C при 40 кгс/см2. Эти 
значения показывают, что магистральный газ перед редуктором давления не является полно-
стью осушенным, так как этого добиться технологически очень сложно и дорого.

В данной статье выполнен анализ вероятности гидратообразования при редуцировании 
природного газа из магистрального трубопровода, удовлетворяющего требованиям [8].

2. Условия образования гидратов в неосушенном природном газе

Условия гидратообразования в природном газе оценивают по обобщенным диаграммам, 
эмпирическими методами (модель Букачека, корреляционные модели Мэддокса, Слоана, Ко-
баяши, Бержа, Химмершмидта) и термодинамическими моделями, основанными на уравнени-
ях состояния. 

Наиболее распространенным и простым методом является использование диаграммы 
МакКетта-Вехе [9]. На рис. 1 представлена часть этой образования гидратов в бессернистом 
природном газе [5] для диапазона давлений и температур, характерных для работы ГРС. Вла-
госодержание также зависит от состава природного газа и солености воды. Поправку на влаго-
содержание для обобщенности спектров состава принято выражать как зависимость от отно-
сительной плотности (рис. 2). Учитывая, что большинство ГРС работает с природным газом с 
относительно высоким содержанием метана 99–95 %, данную поправку можно не учитывать. 
По тем же причинам можно пренебречь поправкой на солёность воды (рис. 2).

Рис. 1. Условия образования гидратов в бессернистом природном газе
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Диаграммы МакКетта-Вехе имеют удовлетворительную точность и их нельзя использовать 
для точной оценки содержания гидратов, льда или точки росы по воде. Однако для условий 
эксплуатации, где состав газа и климатические условия могут меняться даже в течение суток, 
суммарная неопределенность будет коррелировать с данными диаграммы с достаточной точ-
ностью для предсказания факта образования гидратов.

Согласно диаграмме МакКетта-Вехе (рис. 1), для образования гидратов при редуцирова-
нии природного газа от начального давления 1P  и температуры 1T  до давления 2P  и темпера-
туры 2T  уровень влагосодержания должен пересечь кривую гидратообразования. Охлажде-
ние природного газа от температуры 1T  до 2T  в редукторе давления происходит по закону 
Джоуля — Томпсона и описывается с помощью одноименного коэффициента D, соответству-
ющего изменению температуры газа при снижении давления на 1 кгс/см2. Этот коэффициент 
изменяется в широких пределах и может иметь положительный или отрицательный знак в 
зависимости от типа газа, его давления и температуры. Для природного газа величина и знак 
коэффициента Джоуля — Томсона определяется относительным мольным содержанием каж-
дого компонента. На рис. 3 представлены величины коэффициента Джоуля — Томсона для 
одного из примеров состава природного газа с 85 % мольным содержанием метана ([10]/При-
ложение C/табл. C.1/Газ 3) и чистого метана. Величины коэффициентов на графиках показы-
вают на сколько градусов снизится температура газа при данном давлении при редуцирова-
нии на каждый 1 кгс/см2 в зависимости от начальной температуры газа. Из графика видно, что 
в интересующем нас диапазоне давлений природный газ почти всегда охлаждается больше 
чистого метана или почти также. Однако величина D  показывает лишь интенсивность охлаж-
дения, которая изменяется в процессе снижения давления, поэтому для оценки температуры 
газа 2T  после регулятора давления необходимо вычислить интеграл (1) функции ( , )D P T  по 
пределам давления 1P  и 2P  — до и после регулятора давления.

 
1

2

1 2 .
P

i
P

T T D dP− = ∫  (1)

На основе диаграмм МакКетта-Вехе и закона Джоуля — Томпсона в [5] предложены диа-
граммы критических температур природного газа с удельной плотностью 0.6 (CH4 85 %) при 
его редуцировании, рис. 4. Согласно этой диаграмме, например, при редуцировании природ-
ного газа от давления 100 кгс/см2 для предотвращения образования гидратов начальная тем-
пература газа должна быть выше примерно 43 °С. Если начальная температура газа составит 
27 °С до безгидратное редуцирование возможно до давления 70 кгс/см2. Стоит понимать, что 
с повышением (понижением) относительной плотности газа для предотвращения гидрато-

Рис. 2. Поправка к влагосодержанию природного газа 
в зависимости от его относительной плотности и содержанию солей в воде



1252

образования газ должен иметь более высокую (низкую) начальную температуру (0.1 удельной 
плотности примерно соответствует 5–10 градусам). 

3. Условия образования гидратов в осушенном природном газе (СТО Газпром 089-2010)

Как было показано в предыдущем разделе редуцирование неосушенного природного газа 
накладывает существенные ограничения по перепаду давления и начальной температуре газа 
в плане предотвращения гидратообразования. Для анализа возможности образования гидра-
тов при редуцировании осушенного природного газа рассмотрим магистральный газ, удов-
летворяющий требованиям [8].

Рис. 3. Коэффициенты Джоуля — Томсона для примера состава природного газа 
из [10] и чистого метана

Рис. 4. Диаграмма безгидратного расширения неосушенного природного газа 
с удельной плотностью 0.6
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Согласно [8] магистральный газ в трубопроводе должен состоять из природного газа [11] 
([12]) с ограниченной долей включений инородных примесей, таких как сероводород, меркап-
тановая сера, углеводородный конденсат и вода. К воде, которая является сырьем для генера-
ции гидратов, предъявлены требования по температуре точки росы при абсолютном давлении 
40 кгс/см2 (табл. 1). По диаграмме для бессернистого природного газа [5] (рис. 1), ограниче-
ние по точке росы для воды позволяет оценить допустимое влагосодержание природного газа 
(табл. 2).

Таблица 1
Температура точки росы при абсолютном давлении 40 кгс/см2

Наименование компонента
Значение для макроклиматических районов, °С не выше

умеренного холодного

Вода
Зимний период –10 –20
Летний период –10 –14

Таблица 2
Допустимое влагосодержание, мг/м3

Наименование компонента
Значение для макроклиматических районов, °С не выше

умеренного холодного

Вода
Зимний период 85 40
Летний период 85 60

Влияние содержание влаги в природном газе на кривую гидратообразования представлено 
на рис. 5, где для неосушенного природного газа кривая гидратообразования построена по 
корреляции Химмершмидта, соотношение (2). Данная кривая подобна кривой гидратообра-
зования на диаграмме МакКетта-Вехе (рис. 1). Кривые для осушенного природного газа полу-
чены после адсорбции с содержание воды в 40 частей на миллион (моль) и без следов химиче-
ских веществ [7].

 0.2114.32 17.78.T P= −  (2)

Известное относительное смещение кривых точек росы и гидратообразования для осу-
шенного природного газа [7] (рис. 5), позволяет оценить кривые гидратообразования для при-
родного газа [8] по приведенном в стандарте температур точек росы для четырех видов кли-
матических условий (рис. 5). На графиках рис. 6 красным цветом обозначены кривые 
гидратообразования, для которых кривые точек росы пересекают советующие температурные 
точки (черного цвета) при 40 кгс/см2 из [8] (табл. 1). Синими наклонными линиями показаны 

Рис. 5. Кривые образования гидрата и точки росы природного газа
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кривые редуцирования газа, построенные с учетом охлаждения газа при понижении давления 
по закону Джоуля — Томпсона (1). Так как среднее значение коэффициента Джоуля — Томпсо-
на в диапазоне давлений до 100 кгс/см2 являются схожими, то наклон кривых будет отличаться 
не сильно, поэтому для упрощения все кривые редуцирования построены с использованием 
значения коэффициента 0.7D =  для холодного газа, когда наклон кривой относительно оси 
абсцисс (интенсивность охлаждения) будет максимальным.

Для оценки вероятности образования гидрата при редуцировании природного газа [8] 
на графиках рис. 6 необходимо зафиксировать точку с параметрами газа до редуцирования 
(давление и температура). Процесс редуцирования будет проходить вдоль наклонных кривых 
с понижением давления и температуры до давления на выходе из регулятора (ось абсцисс). 
Если полученный отрезок будет находиться выше кривой образования гидрата, то в процессе 
редуцирования не будет достигнута точка росы по воде, и образование гидрата будет невоз-
можным. Если полученный отрезок будет находиться ниже кривой образования гидрата, то 
процесс образования гидратов в регуляторе будет также невозможен в виду отсутствия сво-
бодных молекул воды, так как гидратообразование в газе случилось до попадания в регулятор. 
В случае если отрезок, описывающий процесс редуцирования, пересекает кривую гидрато-
образования — то произойдёт процесс гидратообразования. 

Заключение

В данной работе на основе теории образования гидратов в неосушенном [5] и почти пол-
ностью осушенном [7] природном газе приведена оценка вероятности образования гидратов 
воды в регуляторе давления на ГРС природного газа, удовлетворяющего [8].

Результаты исследования сведены в диаграммы редуцирования природного газа [8] для че-
тырех климатических условий (рис. 6). По данным диаграммам можно оценить риск образова-
ния гидрата при редуцировании газа из начального состояния до конечного давления. Однако 
стоит понимать, что в случае пересечения кривой образования гидрата, интенсивность обра-
зования на поверхности стенок регулятора будет достаточно низкой по причине малого со-

Рис. 6. Диаграммы редуцирования природного газа [8] с кривыми образования гидрата
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держания влаги в газе [8]. Образованные при этом гидраты будут неустойчивыми и конденси-
руются обратно в водяной пар при повышении температуры. Более того, достижение кривой 
образования гидрата произойдёт при достижении фиксированного давления в конкретной 
области регулятора, что позволяет, например, по результатам численного моделирования, оп-
тимизировать геометрию проточной части регулятора таким образом, чтобы область возмож-
ного образования гидрата находилась в безопасной для механизма работы зоне.
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ЧИСЛЕННОЕ МОДЕЛИРОВАНИЕ ХИМИЧЕСКОГО РЕАГИРОВАНИЯ 
И ТЕПЛОПЕРЕНОСА ПРИ ЗАКРУТКЕ РАВНОВЕСНООГО 

И ДИССОЦИИРУЮЩЕГО ПОТОКА ГАЗА В ЦИЛЛИНДРИЧЕСКОМ КАНАЛЕ
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П. С. Мартынов1, О. В. Матвиенко2,3

Аннотация. Представлены результаты исследований теплопереноса в закрученном тур-
булентном потоке тетраоксида азота в цилиндрическом канале. Рассмотрена равновесная 
стадия реакции диссоциации 2 4 22 .N O NO  Установлено, что массовая доля 2 4N O  в за-
крученном потоке меньше, чем в прямоточном при одинаковом удалении от входного 
сечения канала. При высокой закрутке потока непрерывный нагрев теплоносителя, кото-
рый циркулирует в зоне возвратных течений, приводит к распаду 2 4N O  вблизи от входа 
в канал. Было представлено, что с усилением закрутки потока следует интенсификация 
теплового переноса в нем, которая приводит к росту числа Нуссельта.
Ключевые слова: диссоциация, теплоперенос, закрученный поток, тетраоксида диазота, 
пограничный слой, химическое реагирование, вычислительная гидродинамика.

Введение

Изучение особенностей теплопереноса в потоках газа и жидкости является практически 
важным и актуальным для различных областей техники и применения. В работах [1, 2] пред-
ставлены текущие в литературе решения задач теплового переноса при естественной и вы-
нужденной конвекции жидкости в цилиндрических каналах и технологических устройствах 
для различных условий их эксплуатации.

Из множества практических приложений особую актуальность имеет исследование тепло-
переноса в закрученных потоках [3, 4]. Такой поток имеет особенные свойства, существенно 
отличающие его от осевого течения [5]. Поток с закруткой характеризуется соизмеримыми ра-
диальной, осевой и тангенциальной скоростями, поперечным и продольным градиентом дав-
ления, большими градиентами осевой скорости в поперечном и продольном направлениях, 
интенсивным уровнем турбулентных пульсаций, консервативным и активным воздействиями 
центробежных сил на турбулентность в потоке.

Результатам исследования течения и тепломассопереноса в потоках с закруткой посвяще-
но множество теоретических, экспериментальных, а также обзорных работ [6, 7]. Достаточ-
но конструктивные обзоры экспериментальных исследований теплопереноса во внутренних 
закрученных течений описаны в работах [8–10]. Результаты исследований показывают, что 
локальная закрутка потока в канале усиливает процесс теплопереноса в нем и способствует 
более быстрому изменению коэффициента теплопереноса по длине канала [7].

В данный момент накоплено большое количество экспериментальных данных по теплопе-
реносу в химически инертных потоках с закруткой в каналах, а также предложено множество 
корреляции для конкретных завихрителей и условий течения. Впрочем, задачи теплопереноса 
в реагирующих закрученных потоках по-прежнему остаются недостаточно изученными [11] и 
требуют дальнейшего многогранного исследования.
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1. Математическая модель

В данной работе структура осесимметричного потока тетраоксида диазота в цилиндриче-
ском канале описывалась двумерными уравнениями Рейнольдса [12]:
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∂ ∂
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Характеристики турбулентности течения изучались с использованием составной SST-мо-
дели Ментера k ω−  [13, 14]:
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Теплоперенос в течении газа в цилиндрическом канале моделировался с использованием 
уравнения теплопроводности газа с учетом протекающей в нем реакции [15, 16]:

 p effeff
1 1 .uT vrT T TC r Q

x r r x x r r r
ρ ρ λ λ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂     + = + − Ψ     ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂     

 (7)

Эффективный коэффициент температуропроводности газа определялся по соотношению 
t

eff
t

.
Pr Pr

µµλ = +  Для турбулентного числа Прандтля t p t tPr /C µ λ=  использовалась оценка 

tPr 0.7.=  Тепловой эффект химической реакции в потоке газа составлял 624Q = −  КДж/кг. 
Скорость равновесной химической реакции определялась уравнением: 

 2 4 2 4 .N O N OM M
u v

x r
ρ

∂ ∂ 
Ψ = + ∂ ∂ 

 (8)

Концентрация тетраоксида диазота 2 4N O  определялась условием равенства скоростей 
прямой и обратной химических реакций в случае протекания равновесной химической реак-
ции в потоке:

 2 2 4

2 2 4
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0.NO N O
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M M
k k

W W
ρ ρ

+ −
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 (9)

На входе в канал ( 0)x =  задавались распределения скорости, температуры и параметров 
турбулентности потока:

 ( )2 2 1/2
in in in in in, 0, Ro , Tu , / , .in

ru u v w u k u w C k R T T
R ωω = = = ⋅ = ⋅ + = = 

 
 (10)
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Граничные условия в выходном сечении канала ( )x L=  имеют вид

 0, 0, 0, 0, 0, 0.u w k Tv
x x x x x

ω∂ ∂ ∂ ∂ ∂
= = = = = =

∂ ∂ ∂ ∂ ∂
 (11)

На оси канала ( 0)r =  задаются условия симметрии:

 0, 0, 0, 0, 0, 0.u k Tv w
r r r r

ω∂ ∂ ∂ ∂
= = = = = =

∂ ∂ ∂ ∂
 (12)

На стенках канала ( )r R=  кинетическая энергия турбулентности полагается равной нулю. 
Задаются условия прилипания и идеальной теплопроводности:

 w0, 0, 0, 0, .u v w k T T= = = = =  (13)

2. Результаты численного моделирования

Было проведено численное исследование влияния закрутки течения равновесно-диссоци-
ирующего газа (тетраоксида азота) в цилиндрическом канале на его структуру и теплообмен в 
нем. На рис. 1 представлены радиальные распределения тангенциальной скорости течения 
газа в канале, рассчитанные для различных значений числа Росби. При малой и умеренной 
закрутке потока течение в приосевой и периферийной областях является квазитвердым с ли-
нейным профилем тангенциальной скорости. В случае сильной закрутки потока распределе-
ние тангенциальной скорости в центральной части течения перестает быть линейным, что 
говорит о появлении сдвиговых напряжений r eff .w w

r rφσ µ ∂ = − ∂ 

Радиальные распределения тангенциальной скорости потока в разных сечениях канала 
представлены на рис. 2. Так как закрутка потока на входе в канал моделируется при выполне-
нии условия квазитвердого вращения, то профиль тангенциальной скорости потока на входе 
в канал будет линейным. Вниз по течению в результате воздействия вязких сил происходит 
уменьшение тангенциальной скорости потока. Результаты расчетов показали, что закрутка 
потока вырождается, и поток становится прямоточным на удалении от входа в канал 

0.250.88Re Ro.x R =

Рис. 1. Радиальное распределение тангенциальной скорости течения 
при in 10u =  м/c, in 300T =  К, w 600T =  К, 0.5x =  м, 1) Ro 4= , 2) Ro 8= , 3) Ro 12= , 4) Ro 16=
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На рис. 3 показаны изолинии температуры в потоке химически реагирующего газа. Так как 
процесс химического преобразования идет эндотермически, то температура слоев при стенке 
в химически реагирующем потоке будет ниже, чем в потоке с инертным теплоносителем, и 
толщина температурного пограничного слоя будет уже.

Рис. 2. Радиальное распределение тангенциальной скорости течения 
при in 1u =  м/c, in 300T =  К, w 600T =  К, Ro 8=  м, 1) x 0=  м, 2) x 0.2=  м, 3) x 0.4=  м, 4) x 0.8=  м

а

б

в
Рис. 3. Изолинии температуры в потоке химически реагирующего газа при 

in 1u =  м/c, in 300T =  К, w 600T =  К, а) Ro 0= , б) Ro 8= , в) Ro 16=



1260

На рис. 4 показано распределение среднерасходой температуры инертного и реагирующего 
газов вниз по потоку. По мере термической стабилизации течения его средний расход темпе-
ратуры увеличивается. Усиление конвективного теплообмена в результате закрутки потока 
приводит к повышению av.T  В химически реагирующем потоке в результате протекания эндо-
термической реакции среднерасходная температура принимает более низкие значения, чем в 
инертном потоке. Перегиб на кривых 6 и 8 характеризует завершение реакции диссоциации и 
начало инертного нагрева 2.NO

На рис. 5 представлено изменение чисел Нуссельта химически инертного и равновесного 
диссоциирующего газов вниз по течению, где линия 1 — данные работы [1], 4 — данные рабо-

Рис. 4. Изменение среднерасходной температуры вниз по течениям химически инертного 
(сплошные линии) и реагирующего газов (штриховые линии) при in 1u =  м/c, in 300T =  К, 

w 600T =  К, 1,2) Ro 0= , 3,4) Ro 4= , 5,6) Ro 8= , 7,8) Ro 12=

Рис. 5. Изменение числа Нуссельта вниз по течениям химически инертного (сплошные линии) 
и реагирующего газов (штриховые линии) при давлении на входе в канал 1p =  МПа, in 1u =  

м/c, in 300T =  К, w 600T =  К, 1–4) Ro 0= , 5–7) Ro 4= , 8,9) Ro 8= , 10,11) Ro 12=
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ты [17], 5 — данные работы [6]. Результаты проведенных расчетов находятся в хорошем соот-
ветствии с экспериментальными данными. В прямоточном течении (Ro 0),=  а также при сла-
бой и умеренной закрутке потока (Ro 6)<  число Нуссельта монотонно уменьшается вниз по 
течению. Монотонное уменьшение значений Nu  в этих режимах течения объясняется тем, 
что температурный градиент в теплоносителе у стенки убывает по мере увеличения расстоя-
ния от входа канала быстрее, чем увеличивается среднерасходная температура av ,T  поскольку 
центральная часть потока еще не участвует в теплообмене.

Заключение

Проведенные расчеты показали, что с усилением интенсивности закрутки потока в цилин-
дрическом канале происходит увеличение толщины температурного пограничного слоя и сме-
щение координаты смыкания пограничных слоев к входному сечению канала. При этом темпе-
ратура потока увеличивается не только в пристеночных, но и в приосевых областях. На одном и 
том же удалении от входного сечения канала массовая доля 2 4N O  в закрученном потоке стано-
вится меньше, чем в прямоточном. При сильной закрутке потока интенсивный нагрев теплоно-
сителя, рециркулирующего в зоне возвратных течений, приводит к разложению 2 4N O  на незна-
чительном удалении от входа в канал. С увеличением интенсивности закрутки потока происходит 
интенсификация теплообмена, приводящая к росту числа Нуссельта. В прямоточном потоке 
(Ro 0),=  а также при слабой и умеренной его закрутке (Ro 6)<  число Нуссельта монотонно 
уменьшается вниз по течению. При сильной закрутке потока изменение числа Нуссельта вниз 
по течению перестает быть монотонным, что объясняется сложным характером влияния за-
крутки на процессы генерации/диссипации турбулентности. Вблизи завихрителя это влияние 
носит консервативный характер, в результате чего происходит ламинаризация течения. Вниз 
по течению происходит турбулизация потока, приводящая к росту его теплоотдачи.
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КОЛЕБАТЕЛЬНОЕ ТЕЧЕНИЕ ВЯЗКОЙ ЖИДКОСТИ В ПЛОСКОМ КАНАЛЕ 
ПРИ ЗАДАННОМ ГАРМОНИЧЕСКОМ КОЛЕБАНИИ РАСХОДА

Ургенчский государственный университет

К. Н. Наврузов, Ш. Б. Шарипова, Н. Абдикаримов

Аннотация. В статье решены задачи о колебательном течении вязкой несжимаемой 
жидкости в плоском канале при заданном гармоническом колебании расхода жидкости. 
Определена передаточная функция амплитудно-фазовой частотной характеристики, 
с помощью этой функции определены отношения касательного напряжения сдвига на 
стенке канала к средней по сечению канала скорости.
Ключевые слова: передаточная функция, расход, давление, нестационарный поток, вяз-
кая несжимаемая жидкость.

Введение

Исследование колебательное течение вязкой несжимаемой жидкости в плоском канале при 
заданном гармоническом колебании расхода, могут быть, применяется в биологической ме-
ханике, в частности для работы системы микрочипов [1]. Эти системы предназначены для 
диагностики работы различных органов человека, а также адресной доставке к ним лекар-
ственных препаратов. Кроме этого, с целью обеспечение постоянного расхода жидкости, часто 
используется медико-биологических установках пневматические микронасосы с периодиче-
ским вытеснением жидкости из свободных объемов [2]. В таких системах экономически вы-
годным могут быть установка с пульсирующим расходам. Как известно авторов, в настоящее 
время сведения о влиянии пульсаций расхода на колебания коэффициентов гидравлического 
сопротивления и сопротивления трения отсутствует. Однако, эти исследование имеет весьма 
важное значение для расчета градиента давления и других гидродинамических характеристик 
имеющие особый места проведение некоторых медико-биологических и других технологиче-
ских исследовании [1, 2]. Таким образом, исследование касательного напряжения сдвига на 
стенке при колебательном течении вязкой жидкости, вместо с другими параметрами потока 
имеет большое значения.

Наиболее упрощённой подход к теоретическому изучению колебательного потока вязкой 
жидкости опирается на предположение, что вязкая жидкость — несжимаемая, движется ла-
минарное в бесконечно длинной цилиндрической трубе круглого сечения под действием гар-
монически изменяющимися во времени градиента давления. Пульсирующие течения вязких 
жидкостей в жесткой и в упругой трубах исследована в работах B. C. Громека [3, 4]. В них 
он определил скорости распространения пульсовой волны давления и их затухания. Затем 
колебательное течение вязкой жидкости в трубе были исследованы в работе И. Б. Крендала 
[5]. Он, решая задачи колебательного течения вязкой жидкости в круглой бесконечной трубе, 
вывели формулы для определения профиля скорости, расхода жидкости и импеданса при рас-
пространение синусоидальной волны давления. Спустя нескольких лет П. Ламбосии в работе 
[6], опубликовал свой выводы, того же профиля скорости и помимо этого вычислили вязкой 
сопротивления. Дж. Р. Уомерсли в работе [7], заново вывел решение П. Ламбосии. Его отличи-
тельная качественные результаты заключались в том, что было обнаружена, во-первых сдвиг 
фаз между колебаниями давления и средней по сечению скорости и во-вторых образования 
немонотонных распределения профилей скорости. Впервые влияние наложенные колебаний 
средней по сечению скорости на поток вязкой жидкости, при ламинарном течении в трубе 
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было опубликовано в экспериментальной работе [8]. Был получен так называемой «анулляр-
ный эффект» Ричардсона при относительно высоких частотах колебаний, возникающие мак-
симум на профиле колеблющейся составляющей продольной скорости в узком пристеночном 
слое, толщина которого уменьшается с увеличением частоты колебаний. В остальной части 
трубы жидкость колеблется как целое в соответствии с колебанием средней по сечению ско-
рости. В работе [9], также проведении эксперименты на трубы внутренним диаметром 40 мм, 
в которой поршнем создаются гармонические изменения расхода жидкости около нулевого 
значения. На графике нанесены точки, полученные с осциллограмм, на которых с помощью 
электротермоанимометра записывались местные скорости в различных точках сечения тру-
бы. Из графиков видно, что максимальные значения местные скорости имеют вблизи стенки. 
Эти экспериментальные результаты хорошо согласуется с результатами работы [8]. Нестацио-
нарные пульсирующие течения вязкой жидкости в круглой цилиндрической трубе бесконечно 
длины под действием гармонического изменяющего градиента давления исследованы в работе 
[10]. При помощи решения задачи получены расчетные формулы для распределения скоро-
сти и расхода жидкости. Численные расчеты показали, что в пульсирующем потоке при мень-
ших значениях безразмерного частоты колебаний скорость, расход и др. гидродинамические 
параметры из нулевого начального состояния устанавливается медленно, сравнительно при 
больших частотах колебаний и близки к параметрам установление не пульсирующего потока. 
В осциллирующем потоке при больших значениях частоты колебаний, эти параметры устанав-
ливается практически мгновенно. Пульсирующие течения вязкой несжимаемой жидкости ис-
следованы в работе [11] прямоугольном канале. Задача решена методом конечных разностей. 
Определены оптимальные параметры разностной схемы и получены данные по амплитуде и 
по фазе колебаний продольной скорости, коэффициента гидравлического сопротивления и 
других параметров течения. При низких частотах колебаний показаны, что все гидродинами-
ческие параметры колеблется, согласно законам средней по сечению скорости. А при больших 
значениях частотах колебаний, зависимости гидродинамические величины, от безразмерной 
частоты колебаний имеют одинаковые характер изменение для различных прямоугольных 
каналов. Также проанализированы влияние соотношения сторон прямоугольного канала на 
гидродинамику пульсирующего потока.  

В перечисленных выше работах в основном исследуется поле скоростей жидкости при 
различных режимах изменение градиента давления. Изменение касательные и нормальные 
напряжение возникающие при движении исследованы относительно, мало. В большинстве 
случаев в гидродинамических моделях нестационарных течений жидкости заменялись после-
довательностью течений с квазистационарном распределением гидродинамических величин. 
Однако структуры нестационарных течений отличается от структуры стационарных течений, 
и в таких случаях такая замена должна быть обоснованным в каждом конкретным случаем. 
В настоящее время вопрос правомерности исследования квазистационарных характеристик 
для определения поля касательных напряжений в нестационарном течении вязкой жидкости 
далеко не решён. В таких условиях, необходимо учитывать изменение гидродинамических ха-
рактеристик потока в зависимости от времени. Следует, отметит, что в общем случае гидроди-
намических параметров в трубопроводном транспорте не может быть определено из характе-
ристик, которые соответствуют условиям стационарного потока. 

В данной работе исследуется колебательное течение вязкой жидкости в плоском канале 
при наложении на течение гармонических колебаний расхода жидкости. Определяются пере-
даточное функция, амплитудно-фазовых частотных характеристик (АФЧX). С помощью этой 
функции изучается зависимость нестационарного касательного напряжения сдвига на стенке 
от безразмерной частоты колебаний, ускорения и другие свойств жидкости.
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1. Постановка задачи и методы решения

Рассматрим задачи решения медленного колебательного течения вязкой несжимаемой 
жидкости между двумя неподвижными параллельными плоскостями простирающимися в 
обе стороны до бесконечности. Обозначим расстояние между стенками через 2 .h  Ось 0х про-
ходит горизонтально в средине канала вдоль потока. Ось 0у направлена перпендикулярно к 
оси 0х.

Течение жидкости происходит симметрично по оси канала. Тогда дифференциальное урав-
нение движения вязкой несжимаемой жидкости имеет следующие вид [12–14]

 
2

2 ,u p u
t x y

ρ µ∂ ∂ ∂
= − +

∂ ∂ ∂
 (1)

где u — продольная скорость; p — давление; ρ — плотность; µ — динамическая вязкость; t — 
время. 

Колебательное течение вязкой жидкости происходит за счет заданного гармонического ко-
лебание расхода жидкости или осреднённой продольной скорости по сечению канала.

 Re ,i t
Q QQ a cos t a e ωω= =   Re ,i t

u uu a cos t a e ωω< >= =  (2)
где Qa  и ua  — амплитуды расхода жидкости и амплитуды осредненной продольной скорости 
по сечению канала. В данном случае течение происходит симметрично по оси канала и в этой 
связи в стенке канала удовлетворяется условия прилипание, т. е. продольная скорость на стен-
ке канала равна нулю. Тогда граничными условиями будут:

 0u =      при     ,y h=    0u
y
∂

=
∂

    при    0y =  (3)

В силу линейности уравнение (1) продольной скорости, давление, касательное напряжение 
на стене можно записывать в следующем образом 

 1( , ) Re ( ) ,i tu y t u y e ω=   1( , ) Re ( ) ,i tp x t p x e ω=   1( ) Re .i tt e ωτ τ=  (4)
Подставляя эти выражения в уравнение (1), получаем

 
2

1 1
12

( ) ( )1( ) .u y p xi u y
y x

ρ ω
µ µ

∂ ∂
− =

∂ ∂
 (5)

Фундаментальны решениями уравнения (5) без правой части будут функции  

 
3/2

0cos i y
h
α 

 
 

      и      
3/2

0sin ,i y
h
α 

 
 

а решения неоднородной части имеет постоянные

 1( )1 .p x
i xρ ω

∂ − ∂ 
Таким образом, общее решение уравнения (5) имеет вид

 ( )
3 3 12 2

1 1 0 2 0
( )1cos sin .p xy yu y C i C i

h h i x
α α

ρ ω
∂    = + + −     ∂     

 (6)

Для определения постоянных коэффициентов 1C  и 2C  используем граничными условиями (3)

 ( ) 3/2 3/2
1 3/2 3/20 0

1 0 2 0sin cos
u y i iy yC i C i

y h h h h
α αα α

∂    = − +   ∂    
 (7)

при 0y =  (8) имеет вид

 
3/2

0
20 .iC

h
α

=

Отсюда легко найти 
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 2 0C =
из (7) определяем 1C  при условии, что ( , ) 0y tU =  при y h=

 
( )

1
1 3

2
0

( )1 1 .
cos

p xC
i x iρ ω α

∂ = − − ∂ 

В результате этого для определения скорости будем иметь:

 ( ) ( )

3 2
0

1
1 3 2

0

cos
( )1 1 ,

cos

yi
p x hu y

i x i

α

ρ ω α

  
  ∂    = − − ∂   

 
 

 (8)

где 0 2
hωα −   — колебательное число Уомерсли (безразмерная частота колебаний).

С помощью уравнение

 ( )1
1 y h

u y
y

τ µ =

∂
= −

∂
 (9)

находим касательное напряжение сдвига на стенке

 
( )

( )
3 2 3 2

0 0
1 2 3 2

0 0

sin1 .
cos

i iPh
x i i

α α
τ

α α

 ∂   = − −   ∂   
 (10)

Теперь проинтегрирую обе части формулы (8) по  переменной y  в пределах от h−  до ,h  
найдём формулы для расхода жидкости

 
( )

( ) ( )
3 2

01
1 3 2 3 2

0 0

sin( )12 1 .
cos

ip xQ h
i x i i

α

ρ ω α α

  ∂   = − −  ∂    
 (11)

Учитывая в формулы (1.11) 1 12 ,Q h u= < >  находим осреднённая продольная скорость по 
сечению канала

 
( )

( ) ( )
3 2

01
1 3 2 3 2

0 0

sin( )1 1 .
cos

ip xu
i x i i

α

ρ ω α α

 ∂  < >= − −  ∂  
 (12)

Здесь iρ ω  можно записать в виде

 2 2
02 2 .i i h i

h h
ω µ µρ ω α
ν

= ⋅ =  (13)

Учитывая (13), формула (13) приобретает вид:

 

3 3 3
2 2 2

0 0 0

1 1 23 3
2 2

0 0

3 cos sin
.

3
sin

i i i
hu

i i

α α α
τ

µ
α α

   
−   

   < >= − ⋅
   
   
   

 (14)

Используя формулы (14) определяем передаточную функцию , ( )uW iτ ω  для касательного 
напряжения на стенки, как 

 ( ) ( )
( )1 1

1
,

1

.u

i
W i

u iτ

τ ω
ω

ω
=  (15)

Из уравнения (1.15) получаем 
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 ( ) ( )
( )1 1

23 3
2 2

0 0
1

, 3 3 3
1 2 2 2

0 0 0

sin
.

3
3 cos sin

u

i i
ihW i

u i
i i i

τ

α α
τ ω

ω
µ ω

α α α

   
   
   = = −

< >     
−         

 (16)

Передаточная функция (16), иногда называется амплитудно-фазовая частотная характери-
стика (АФЧХ).

2. Числовые расчеты и выводы

Передаточной функции (16) позволяет определить зависимость касательного напряжения 
на стенке канала от времени при заданном законе изменение осредненной продольной скоро-
сти по сечению канала. Как известно, в большинстве случаях при решениях нестационарных 
задач используется касательного напряжения на стенке, полученные при квазистационарном 
режиме течения жидкости. Реального случая, такие допущения правомерно, когда распределе-
ния местных скоростей по сечению потока имеет параболический закон распределения. В этом 
случае касательное напряжение сдвига на стенке канала колеблется в одной фазе с колебанием 
продольной скорости осреднённой по сечению канала. Однако, во многих случаях в нестаци-
онарном потоке закон распределения местных скоростей существенно отличается от ква-
зистационарного. В большинстве работах была показана, что колебательном ламинарном те-
чение в цилиндрической трубе, изменение местных скоростей в пристанных слоях опережает 
во времени изменение местных скоростей, чем в центральных слоях. Колебательного потока, 
из-за изменения закона распределения местных скоростей по сечению канала значения τíñ  в 
действительности существенно отличается от .τ îêñ  Линейной модели нестационарного потока 
наиболее полное представление о зависимости τíñ  от 1u< >  можно получит с помощью пере-
даточной функции (16).

Заключение

Решены задачи о колебательном течении вязкой несжимаемой жидкости в плоском ка-
нале при заданном гармоническом колебании расхода жидкости. Определены передаточная 
функция, амплитудно-фазовой частотной характеристик, с помощи эти функции определены 
отношение касательное напряжения сдвига на стенке канала к средней по сечению канала ско-
рости.
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УДК 532.59.9

ИНТЕГРО-ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЙ ОПЕРАТОР ТИПА СВЕРТКИ 
В РЕШЕНИИ ЗАДАЧИ О СТАЦИОНАРНЫХ ВОЛНАХ НА ПОВЕРХНОСТИ 

ИДЕАЛЬНОЙ ОДНОРОДНОЙ ЖИДКОСТИ КОНЕЧНОЙ ГЛУБИНЫ

Калининградский государственный технический университет

А. И. Руденко

Аннотация. В статье рассмотрена классическая задача о двумерных стационарных не-
линейных волнах на поверхности идеальной несжимаемой однородной жидкости конеч-
ной глубины при условии, что волновые движения являются потенциальными. Задача 
была приведена к одномерной. Это было реализовано следующим образом: введена от-
носительная функция тока и с ее помощью упрощены кинематическое и динамическое 
условия. Благодаря оператору относительного дифференцирования и интегральному 
оператору типа свертки определены четыре функции одной переменной, основными из 
которых являются уровень волны и относительная функция тока на нулевом горизонте.
Ключевые слова: стационарная слабонелинейная периодическая волна, потенциальные 
движения жидкости, уровень волны, относительная функция тока, метод Стокса.

Введение

Шотландский ученый и инженер Скотт Рассел в 1834 г. наблюдал уединенную волну боль-
шой амплитуды, которая быстро двигалась по узкому каналу, не изменяя формы. Сущность 
наблюдения Скотта Рассела понял Стокс, который создал основы теории стационарной нели-
нейной периодической волны. Он сформулировал математическую постановку нелинейной 
краевой задачи определения строения и характеристик  стационарной периодической волны 
на поверхности жидкости. Эта задача не имеет точного аналитического решения, поэтому 
Стокс разработал специальный вариант теории возмущений и выполнил расчет первых трех 
приближений.

Стоксом был предложен второй метод решения нелинейной краевой задачи основных ха-
рактеристик стационарной нелинейной периодической волны [1–3], суть которого в том, что 
исходная нелинейная краевая задача отображается на полосу в плоскости комплексного пе-
ременного. Новая краевая задача остается нелинейной, но оказывается существенно проще 
исходной задачи, поскольку обе границы становятся прямолинейными.

Теоретическое обоснование наблюдений Скотта Рассела дано в работах Буссинеска и Кор-
тевега и де Фриза [6], которые вывели уравнения распространения длинных слабонелинейных 
волн. 

Теоремы существования решения нелинейной краевой задачи особенностей строения и 
характеристик  стационарной периодической волны конечной амплитуды, а также уединен-
ной волны, сформулированы и доказаны в [9–12].

Следует указать на существенный недостаток второго метода Стокса: он искажает длину и 
профиль волны, а глубину жидкости фактически заменяет на неизвестный параметр, то есть 
в этом методе вместо истинных характеристик стационарной нелинейной периодической вол-
ны появляются фиктивные, не имеющие физического смысла. 

Недостаток второго метода заставил нас вернуться к первоначальному подходу Стокса к 
решению задачи о стационарной нелинейной периодической волне [5]. Поскольку полное ре-
шение этой задачи представляет значительные трудности, то мы рассмотрели случай слабоне-
линейных волн.
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Основной целью статьи является сведение двумерной задачи к одномерной. Это было ре-
ализовано следующим образом: введена относительная функция тока и с ее помощью упро-
щены кинематическое и динамическое условия. Благодаря оператору относительного диффе-
ренцирования и интегральному оператору типа свертки определены четыре функции одной 
переменной, основными из которых являются уровень волны и относительная функция тока 
на нулевом горизонте.

Задача о двумерных стационарных нелинейных волнах на поверхности идеальной несжи-
маемой однородной жидкости конечной глубины при условии, что волновые движения явля-
ются потенциальными, сводиться к определению скорости волн ,c  уровня волны ( ),xη  гори-
зонтальной и вертикальной компонент скорости ( , )u x y  и ( , ),v x y  которые подчиняются 
уравнениям несжимаемости и отсутствия завихренности (1):

 ( , ) ( , ) 0, ( , ) ( , ) 0,x y y xu x y v x y u x y v x y+ = − =  (1)
условию непротекания на дне (2):

 ( , ) 0,v x h− =  (2)
кинематическому граничному условию на свободной поверхности:

 ( ( , ( ))) ( ) ( , ( )) 0,c u x x x v x xη η η′− + − =  (3)
динамическому граничному условию на свободной поверхности:

 2 2 2 2( ( , ( ))) ( , ( )) 2 ( ) 2 , co s , .c u x x v x x g x c gc P g n t P constη η η− + + + = + = =  (4)
Определим относительную функцию тока ( , )x yψ  волнового движения (заметим, что угло-

вые скобки означают осреднение по периоду волны):
 ( , ) ( , ), ( , ) ( , ), ( , ) 0.y xu x y c x y v x y c x y x yψ ψ ψ= = − =  (5)
Из условия непротекания на дне следует: 
 ( , ) 0.x hψ − =  (6)
Полная функция тока связана с относительной функцией тока равенством 
 ( , ) ( ( , )), ( ).x y c y x y y xψ ηΨ = − + =  (7)
Следствием кинематического условия на свободной поверхности (3) будет то, что полная 

функция тока принимает постоянное значение на свободной поверхности и на дне. 
Действительно, продифференцируем (7) и с учётом (5),

 
( , ) ( 1 ( , ( ))) ( ) ( , ( )) ( ( , ( ))) ( , ( )) 0,

( , ) .
x y xx y c x x x c x x c u x x v x x
x y const

ψ η η ψ η η η′Ψ = − + + = − + − =

Ψ =
 

Отсюда следует, что кинематическое граничное условие на свободной поверхности можно 
записать следующим образом:

 1( ) ( , ), ( , ).Q x x y Q c x yη ψ −= − + = Ψ  (8)
Динамическое граничное условие на свободной поверхности (4), в свою очередь, примет вид:
 ( ) ( , ( )) ,s x U x x gPη η− =  (9)
 1 2 2 2( , ( )) ( , ) 2 ( ( , ) ( , )), .y x yU x x x y x y x y s c gη ψ ψ ψ− −= − + =  (10)
Таким образом, приходим к следующей постановке задачи о стационарных нелинейных 

потенциальных волнах на свободной поверхности идеальной однородной жидкости конечной 
глубины.

1. Двумерная задача

Требуется определить константы , ,s P Q  и функции ( ),xη  ( , ),x yψ  ( , ),U x y  удовлетворя-
ющие следующим условиям (условиям периодичности, нулевого среднего, функции подчиня-
ются  соотношениям): 
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1. 1( ) ( ), ( , ) ( , ), 2 ,x L x x L y x y L kη η ψ ψ π −+ = + = =
    ( ) 0, ( , ) 0;x x yη ψ= =   (11)

2. 
1 2 2( , ) ( , ) 0, ( , ( )) ( , ) 2 ( ( , ) ( , )),

( ) ( , ( )) , ( ) ( , ) , ( , ) 0;
xx yy y x yx y x y U x x x y x y x y

s x U x x gP x x y Q x h
ψ ψ η ψ ψ ψ

η η η ψ ψ

−+ = = − +

− = − + = − =
3. профиль основной гармоники симметричен.
Проведем предварительный математический анализ поставленной задачи. Сведем исход-

ную задачу к линейной.
Постановка линейной задачи.
Требуется определить константы , ,s P Q  и функции ( ),xη  ( , ),x yψ  ( , ),U x y  удовлетворя-

ющие следующим условиям (условиям периодичности, нулевого среднего, функции подчиня-
ются соотношениям): 

 1( ) ( ), ( , ) ( , ), 2 , ( ) 0, ( , ) 0;x L x x L y x y L k x x yη η ψ ψ π η ψ−+ = + = = = =

 
( , ) ( , ) 0, ( , ) ( , ),

( ) ( ,0) , ( ) ( ,0) , ( , ) 0.
xx yy y

y

x y x y U x y x y
s x x gP x x Q x h
ψ ψ ψ

η ψ η ψ ψ

+ = =

− = − + = − =
Решение линейной задачи. Из условия нулевого среднего (11) следует:
 ( ,0) ( ,0) 0, 0, 0.yx x Q Pψ ψ= = = =

Благодаря чему линейные граничные условия на свободной поверхности упрощаются и 
принимают вид:

 ( ) ( ,0) 0, ( ) ( ,0) 0.ys x x x xη ψ η ψ− = − + =  (12) 
В линейном приближении стационарные поверхностные волны являются синусоидальны-

ми, учитывая симметричность профиля свободной поверхности, получаем ( ) cos( ).x a kxη =  
Условия нулевого среднего и периодичности для профиля волны при этом автоматически вы-
полняются. 

Выражения для функции ( , )x yψ  будет являться решением уравнения Лапласа:
  1( , ) ( ) cos( ) ( ( )).x y a sh kh kx sh k y hψ −= +  (13)
Заметим, что (13) удовлетворяет граничным условиям:
 ( ,0) cos( ), ( , ) 0.x a s kx x hψ ψ= − =

Теперь сделаем подстановку ( , )x yψ  в первое линейное граничное условие на свободной 
(12) поверхности для того, чтобы получить выражение для величины ( ).s k cth kh=

Наконец, несложно получить выражение для функции, (13),
 1( , ) ( , ) ( ) cos( ) ( ( )).yU x y x y k a sh kh kx ch k y hψ −= = +

2. Специальный линейный оператор
Оператор относительного дифференцирования.

Решению задачи о строении и характеристиках стационарной нелинейной волны со-
действует специальный линейный оператор. Оператор является оператором типа свертки 
(в смысле теории обобщенных функций) [8, 9]; в частности, он инвариантен относительно 
группы сдвигов. Он известен в теории солитонов, где с его помощью выражается линейное 
дисперсионное слагаемое в так называемое промежуточное уравнение длинных волн, которое 
является обобщением уравнений Кортевега-де Фриза и Бенджамина-Оно. Последние будут 
предельными случаями промежуточного уравнения длинных волн.

Определение линейного оператора .V  Пусть ( )f x  представлена интегралом Фурье:

 21( ) ( ) exp( ) , 1,
2

f x f x ikx dk i
π

+∞

−∞

= − = −∫
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тогда действие оператора:

 1( ) ( ) ( ) exp( ) .
2

Vf x k cth kh f x ikx dk
π

+∞

−∞

= −∫
Утверждения. Свойства линейного оператора :V
1. он является линейным отображением пространства Шварца обобщенных функций мед-

ленного роста ( )S R′  в себя (даже автоморфизмом ( )S R′ ).
2. действие оператора V  на экспоненту exp( )i kx  и тригонометрические функции 

cos( ), sin( )kx kx  сводится к умножению на ( ).k cth kh

 
exp( ) ( ) exp( ), cos( ) ( ) cos( ),
sin( ) ( )sin( ).

V i kx k cth kh i kx V kx k cth kh kx
V kx k cth kh kx

= =
=

3. если периодическая функция с периодом 12 ,kπ −  то ( ) exp( ),n
n

f x f i nkx
+∞

=−∞

= ∑
 ( ) ( ) exp( ).n

n
Vf x k ncth nkh f i nkx

+∞

=−∞

= ∑
4. пусть функция ( , )x yψ  является гармонической в полосе 0h y− ≤ ≤  и удовлетворяет гра-

ничным условиям 0( ,0) ( ),x xψ ψ=  ( , ) 0.x hψ − =  Тогда 0( ,0) ( ).y x V xψ ψ=
Более того 2 2 2 1 2

0 0( ,0) ( 1) ( ), ( ,0) ( 1) ( ), 0,1, 2,... .m m m m m m
y x y xx x x V x mψ ψ ψ ψ+∂ = − ∂ ∂ = − ∂ =  

Доказательство утверждения.
1. Следует из того, что преобразование Фурье является автоморфизмом ( ),S R′  а функции 

( ) ( ),f k k cth kh=  1
1( ) ( )f k k th kh−=  являются мультипликаторами в ( )S R  и ( ).S R′

2. Если ( ) exp( ),f x i kx=  ( ) 2 ( ),f kξ πδ ξ= +  то

 1( ) ( ) ( ) exp( ) ( ) exp( ).
2

Vf x cth h f i x d k cth kh i kxξ ξ ξ ξ ξ
π

+∞

−∞

= − =∫
δ  — функция Дирака. 
3. Тривиально следует из пункта 2 доказываемого утверждения.
4. В силу линейности оператора V  и рассматриваемой краевой задачи справедливость 

утверждения достаточно проверить для случая 0 ( ) exp( ).x i kxψ =  
Наконец, из гармоничности функции ( , )x yψ  следуют равенства:

 
2 2

0

2 1 2
0

( ,0) ( 1) ( ),

( ,0) ( 1) ( ), 0,1, 2,... .

m m m
y x

m m m
y x

x x

x V x m

ψ ψ

ψ ψ+

∂ = − ∂

∂ = − ∂ =
 

Введем оператор относительного дифференцирования, который имеет вид: 1 .xD k −= ∂  
Так же введем новые функции:
 ( ) ( ,0), ( ) ( ),x x x V xψ ψ ξ ψ= =  
 ( ) ( ),x V xξ ψ=  (14)
 ( ) ( ,0), ( ) ( ), 1, 2,3,... .m m

m y mU x U x H x x mη= ∂ = =  

3. Разложение граничных условий на свободной поверхности

Далее заметим, что методика решения поставленной здесь задачи теории стационарных 
нелинейных волн на свободной поверхности идеальной жидкости будет использовать не ис-
ходное представление для вспомогательных функций ( ),mH x  2,3,...,m =  а рекуррентные со-
отношения для них, которые имеют следующий вид:

 1 1( ) ( ), ( ) ( ) ( ), 1, 2,3,... .m mH x x H x x H x mη η −= = =  (15)
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Зададим промежуточные расчетные формулы, опираясь на оператор относительного диф-
ференцирования, который описан в пункте 2: 

 
2 2 2

2 1 2 2

( ,0) ( 1) ( ),

( ,0) ( 1) ( ), 0,1, 2,... .

m m m m
y

m m m m
y

x k D x

x k D x m

ψ ψ

ψ ξ+

∂ = −

∂ = − =
 (16)

Расчет выражения для функции ( ,0)U x  через функции ( ), ( ):x xξ ψ
 1 2 2 2( ,0) ( ) 2 ( ( ) ( ( )) ).U x x x k D xξ ξ ψ−= − +  (17)
Переходим к выводу разложений ( , ( )), ( , ( ))x x U x xψ η η  в ряды Тейлора по степеням про-

филя волны ( ).xη  При выводе разложения ( , ( ))x xψ η  используются свойства линейного опе-
ратора V  и то, что гармоническая функция ( , )x yψ  удовлетворяет условиям утверждения. 
Имеем:

 

2 2 2 2
2 1 2

0 1

1 2 2 2

1

( 1) ( 1)( , ( )) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ),
(2 1)! (2 )!

1( , ( )) ( ) 2 ( ( ) ( ( )) ) ( ) ( ).
!

m m
m m m m

m m
m m

m m
m

x x x k H x D x k H x D x
m m

U x x x x k D x H x U x
m

ψ η ψ ξ ψ

η ξ ξ ψ

+∞ +∞

+
= =

+∞
−

=

− −
= + +

+

= − + +

∑ ∑

∑
 

Приведем результаты основных расчетов выражений для функций ( )mU x  через функции 
( ), ( ).x xξ ψ

 2 2 2
1( ) ( ( ) ( ( ) ( ) ( ) ( )),U x k D x D x D x D x xψ ψ ξ ψ ξ= − − −  (18)

 

2 1
2 2 2 1 2

2
0

2 1 2 1

2 1
( ) ( 1) ( ) ( 1) ( )( ( ) ( )

( ) ( )),

m
m m m m m j j m j

m
j

j m j

m
U x k D x k D x D x

j

k D x D x

ξ ξ ξ

ψ ψ

−
+ + −

=

+ − +

−
= − + − +

+

∑  (19)

 
2 1

1 2 2 2 2 2 2 2 2
2 1

0

2 1
( ) ( 1) ( ) ( 1) ( ) ( ) ( ).

m
m m m m m j m j j

m
j

m
U x k D x k D x D x

j
ψ ψ ξ

+
+ + + + + − +

+
=

+
= − + −∑  (20)

Разложение динамического (9) и кинематического (8) граничных условий на свободной по-
верхности в ряды Тейлора по степеням профиля волны ( )xη  тогда будут иметь следующий 
вид:

 1 2 2 2

1

1( ) ( ) 2 ( ( ) ( ( )) ) ( ) ( ) ,
! m m

m
s x x x k D x H x U x gP

m
η ξ ξ ψ

+∞
−

=

− + + − =∑  (21)

 2 2 2 2
2 1 2

0 1

( 1) ( 1)( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) .
(2 1)! (2 )!

m m
m m m m

m m
m m

x x k H x D x k H x D x Q
m m

η ψ ξ ψ
+∞ +∞

+
= =

− −
− + + + =

+∑ ∑  (22)

Полученные результаты сводят двумерную задачу о стационарных нелинейных волнах на 
поверхности идеальной жидкости конечной глубины к одномерной.

Выводы

В заключении приведем результаты решения одномерной задачи о стационарных нелиней-
ных потенциальных волнах на свободной поверхности идеальной однородной жидкости ко-
нечной глубины.

 0, ( )P Q s k cth kh= = = , ( ) ( ) cos( ), ( ) ( ) cos( ),x x a kx x ak cth kh kxη ψ ξ= = =

 2
1( ) cos( ),U x k a kx=  2 1 2 2

2 2 1( ) ( ) cos( ), ( ) cos( ).m m
m mU x k a cth kh kx U x k a kx+ +

+= =  
Необходимо отметить, что полученные результаты решения одномерной задачи в линей-

ном приближении полностью согласуются результатами, которые встречались ранее в лите-
ратуре, например, [4, 7, 8].
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УДК 532.5

КРИТЕРИЙ РАЗБРЫЗГИВАНИЯ КАПЛИ 
ПРИ УДАРЕ О ЖИДКОСТЬ С ЖИДКОЙ ПЛЕНКОЙ

Федеральный исследовательский центр «Казанский научный центр Российской академии наук»

И. И. Саушин

Аннотация. В работе рассмотрен новый метод по борьбе с выбросом в газовую среду 
вторичных капель при ударе одиночной капли о поверхность жидкости. По результатам 
экспериментальных исследований показано возможное увеличение критического числа 
Вебера, при котором происходит отделение дискретной капли жидкости в газовую среду 
вследствие потери устойчивости струи Релея. Степень повышения критического значе-
ния числа Вебера соизмерима с отношением коэффициентов поверхностных натяжений 
жидкостей с газовой средой и может быть оценена по предложенному в работе аналити-
ческому соотношению.
Ключевые слова: удар одиночной капли о поверхность жидкости, устойчивость струи 
Релея, взаимодействие капли с жидкой пленкой, число Вебера.

Введение

Удар одиночной капли о поверхность жидкой пленки является ключевым моментом широ-
кого спектра явлений, встречающихся в технических приложениях. Данная задача осложнена 
колоссальной разновидностью постановок граничных и начальных условий (диаметр, форма, 
скорость, траектория капли, частота удара, свойства жидких и газовых сред). В зависимости 
от этих условий после момента удара капли о поверхность жидкости может произойти при-
липание, растекание, разбрызгивание или отскок капли. При высоких скоростях удара, малой 
величине вязкости жидкости или высокой плотности газовой среды в кратере падения капли 
может образоваться так называемая жидкая корона, состоящая из тонкого жидкого слоя с 
нестабильным свободным краем наверху, из которого выбрасываются многочисленные мел-
кие вторичные капли [1]. Выброс вторичных капель жидкости в газовую среду является су-
щественной проблемой для многих технических приложений. Например, в влагоотделителе 
атомного реактора подобные вторичные капли субмиллиметрового размера (которые очень 
сложно удалить и которые легко переносятся потоком пара), за счёт воздействия на смачива-
емую внутреннюю поверхность, оказывают существенное влияние на безопасность и эффек-
тивность работы реактора. Кроме того, появление вторичных капель могут вызвать потенци-
альную проблему загрязнения от работы атомного реактора.

Случай, когда капля и жидкость являются идентичными веществами в литературе раскрыт 
достаточно подробно в аналитических, экспериментальных и численных работах [2–8]. По ре-
зультатам этих исследований с использованием составных групп безразмерных чисел подобия 
задачи предложены критериальные соотношения для описания результирующего действия от 
удара различного характера. В настоящее время вектор научного развития данной тематики 
посвящен развитию и формулировки теории образования вторичных капель, доминирующей 
из которых является теория неустойчивости Рэлея-Плато, которая подтверждена многими ис-
следованиями [9–12].

Таким образом, можно заключить, что классическая постановка задачи об ударе одиноч-
ной капли о поверхность покоящейся жидкости исследована довольно подробно, и внимание 
современных исследователей переключено на развитие методов борьбы с образованием пер-
вичных и вторичных капель. Главным образом, суть всех методов заключается в изменении 
свойств жидкости, за счёт использования полимерных добавок [13], повышения давления 
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окружающей газовой среды или полной заменой жидкости на другую [14], например, с боль-
шей вязкостью. 

В данной работе предложен кардинально новый подход в этом направлении — искусствен-
ное создание жидкой пленки на поверхности жидкости. Предполагается, что существенное 
различие в величинах динамической вязкости жидкостей пленки и в резервуаре поспособ-
ствует существенному снижению диапазона чисел подобия, при которых возникают первич-
ные и вторичные брызги.

1. Динамика удара капли о жидкую поверхность

1.1. Без жидкой пленки на межфазной границе

Падающая капля жидкости обладает кинетической энергией, величина которой обуслов-
лена действием силы тяжести. В зависимости от свойств жидкости и газа, величины кинети-
ческой энергии может быть четыре сценария взаимодействия капли и поверхности жидкости: 
1) капля касается жидкости и остается плавать на поверхности; 2) капля касается жидкости и 
отскакивает от жидкости; 3) капля соединяется с жидкостью без существенных возмущений 
межфазной поверхности и плавно проникает в неё; 4) при касании с жидкостью капля образу-
ет кратер на межфазной границе, дальнейшая динамика которого приводит к существенным 
возмущениям на межфазной поверхности, возможному образованию струи Релея, первичных 
и вторичных брызг. Фактор образования струи Релея известен как критерий разбрызгивания 
Родригеса и Меслера [2].

Главным, но не единственным критерием подобия режима взаимодействия капли с поверх-
ностью жидкости является число Вебереа ( ,We  соотношение (1)), определяющий отношение 
инерции жидкости к поверхностному натяжению .σ  Согласно [15] число We может быть 
представлено как квадрат отношения двух временных масштабов: эффектов поверхностного 
натяжения 1τ  и конвективных сил 2 ,τ  соотношение (1).

 

2
3

22
1

2

,

D
DUWe D

U

ρ
τρ σ

σ τ

 
    = = =    
 
 

 (1)

где D  — диаметр капли, U  — среднеобъемная скорость капли, ρ  — плотность жидкости. 
Если 1 2τ τ  то за счет большого конвективного масштаба капля легко деформируется в вих-
ревое кольцо в жидкости без образования брызг, если 1 2τ τ  времени на деформацию капли 
оказывается недостаточным и она врезается в жидкость как сферическое тело. Для жидкостей, 
близких по величине вязкости к воде (~1 сСт) критическое значение числа ,We  при котором 
появляются брызги, составляет порядка 60, для более вязких жидкостей (~1 сСт) критическое 
число We  может быть почти на 1.5 порядка выше [12]. 

1.2. С жидкой пленкой на межфазной границе

При появлении второй жидкости, которая образует пленку фиксированной толщины на 
поверхности основной жидкости, спектр параметров задачи существенно увеличивается. Для 
упрощения введем в рассмотрения только те параметры второй жидкости, которые использу-
ются в записи числа We  — плотность 2ρ  и коэффициент поверхностного натяжения с возду-
хом 2 ,σ  а также безразмерную толщину плёнки жидкости / ,h Dβ =  где h  — толщина пленки 
жидкости.
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Задача имеет два критических состояния по величине .β  При 0β =  критериальные отно-
шения должны полностью совпадать с классической задачей удара капли о поверхность жид-
кости без жидкой пленки. Второе критическое состояние β β= êð  происходит, когда дальней-
шее увеличение толщины hêð  жидкой пленки приводит к автомодельности решения. Исходя 
из этих условий, в данной работе предложено соотношение (2) для критического значения 
числа .We
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 (2)

где нижний индекс «1» означает основную жидкость,  нижний индекс «2» означает жидкость, 
из которой состоит пленка.

2. Постановка эксперимента

2.1. Экспериментальная установка

На рис. 1 представлена схема экспериментальной установки. Межфазная граница между 
жидкостью 1 (дистиллированная вода; 1ρ  = 999 кг/м2, 1µ  = 1·10–3 Па·с, 1σ  = 72.8·10–3 Н/м, 
T  = 20 °C) и газом (атмосферный воздух; 1ρ  = 1.2 кг/м2, 1µ  = 1.82·10–5 Па·с, T  = 20 °C) реализо-
вана в круглой чашке Петри 3 диаметром 100 мм и толщиной 50 мм. Согласно (Castillo-Orozco 
et al., 2015) размеры такого резервуара более чем достаточны для нивелирования эффектов 
взаимодействия жидкости и стенок резервуара. В экспериментах при наличии жидкой пленки 
2 в чашку Петри добавлялась вторая жидкость (масло; 2ρ  = 919 кг/м2, 2µ  = 5.57·10–2 Па·с, 

2σ  = 33.1·10–3 Н/м, T  = 20 °C), толщина пленки оценивалась по известной площади межфаз-
ной поверхности и измеренной массе добавленного масла. Генерация капель выполнялась с 
помощью шприцевого насоса 4 со сменяемыми иглами различного диаметра проходного сече-
ния. Съемка процесса удара капли выполнялась высокоскоростной монохромной видеокаме-
рой Fastec HiSpec 5 с разрешением каждого кадра 300×300 пикселей, при частоте съемки 
f = 5000 1/с. Камера была оснащена светосильным объективом Navitar 1’’F/0,95 с фокусным 
расстоянием 25 мм. Серии экспериментов выполнялись при комнатной температуре окружа-
ющего воздуха и используемых жидкостей. Во производимость данных обеспечивалось пяти-
кратным повторением каждого опыта.

Рис. 1. Схема экспериментальной установки. 1 — основная жидкость; 
2 — пленка вторичной жидкости; 3 — чашка Петри; 

4 — шприцевой насос со сменными иглами; 5 — высокоскоростная цифровая видеокамера
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2.2. Результаты экспериментальных измерений

Динамика картины взаимодействия капли и жидкости с пленкой очень похожа на про-
цесс удара капли о жидкость без пленки (рис. 2). Это образование кратера с последующем 
его схлопыванием, образованием струи Релея. В зависимости от параметров задачи на венце 
кратера могут образовываться вторичные капли, струя Релея может терять устойчивость, так-
же образуя выброс вторичных капель. Однако было обнаружено два существенных отличия. 
Во-первых, динамика и гидродинамическая устойчивость короны и струи Релея обусловлены 
параметрами жидкости, из которой состоит пленка. Благодаря этому наличие жидкой плен-
ки позволяет изменить величины критических гидродинамических параметров задачи, при 
которых происходит выброс вторичных капель. Во-вторых, было замечено возникновения 
вторичной струи Релея между двумя жидкостями, которая может приводить к образованию 
дискретных отделенных капель вторичной жидкости в первичной. 

Результаты оценки величины критического числа ,We  полученного по результатам обработ-
ки цифровых кадров, хорошо согласуются с предложенным аналитическим выражением (2): 
увеличение величины критического числа We  соизмеримо с отношением коэффициентов по-
верхностных натяжений жидкостей (рис. 3). Стоить отметить, что при отсутствии пленки жид-

кости величины критического числа 
We  полностью согласуются с результа-
тами работ [2, 12]. 

В случае наличия пленки жидкости 
был обнаружен эффект: с ростом диа-
метра капли происходит более суще-
ственное увеличение порогового числа 

( ),We β  при котором происходит обра-
зование вторичных капель. Это можно 
объяснить тем, что при построении 
графика в координатах ( )We β  с увели-
чением диаметра капли одному и тому 
же значению β  соответствуют разные 
толщины пленки жидкости, на разрыв 
которых требуется разные величины 
энергии. 

 
 

Рис. 2. Визуализация динамики взаимодействия падающей капли и жидкости с пленкой; 
1β = , We =45

Рис. 3. Зависимость величины критического числа We 
от безразмерной толщины пленки жидкости
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Заключение

По результатам исследования показано, что в качестве одной из возможных мер по борьбе с 
образованием выброса в газовую среду вторичных капель при падении капли жидкости на по-
верхность жидкости может быть использован метод искусственного формирования пленки из 
жидкости более малой плотности с большим коэффициентом динамической вязкости. В этом 
случае, при достаточной безразмерной толщине β пленки, условия формирования вторичных 
капель будут обусловлены параметрами жидкости из которой состоит пленка. В среднем, сте-
пень повышения критического значения числа We соизмерима с отношением коэффициентов 
поверхностных натяжений жидкостей с газовой средой и может быть оценена по предложен-
ному соотношению (2). Также по результатам экспериментальных исследований обнаружено 
возможное формирование второй струи Релея между жидкостями.
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Аннотация. В представленной работе рассматривается кейс по дисциплине «Теория ве-
роятностей и математическая статистика», направленный на формирование цифровых 
компетенций у студентов инженерных специальностей.
Ключевые слова: теория вероятностей, математическая статистика, цифровые техноло-
гии, цифровые компетенции.

Жизнь современного человека неотрывно связана с использованием всевозможных мо-
бильных устройств, интернета и цифровых технологий. Следовательно, чтобы заинтересовать 
студентов, в учебном процессе нужно использовать различные компьютерные программы, 
облегчающие решение задач и позволяющие демонстрировать полученные результаты в виде 
графиков, диаграмм. Необходимо показать, что современные цифровые технологии предна-
значены не только для развлечений, но и для поиска учебной и научной информации, исполь-
зования онлайн ресурсов, хранения информации в облачных сервисах, проведения сложных 
вычислительных процессов, визуализации различного рода информации и т.д. Это приведет к 
формированию устойчивых навыков использования современных компьютерных технологий 
при решении профессиональных задач.

Необходимо вводить элементы использования различных компьютерных программ в ка-
ждую естественнонаучную дисциплину. Данный подход призван привить обучающимся циф-
ровую культуру, выработать привычку и в дальнейшей своей деятельности, будь то изучение 
специальных дисциплин или решение профессиональных задач, применять всевозможные 
компьютерные программы для получения быстрого, точного и наглядного результата. Так 
в статье [1] отмечается, что улучшение подготовки математике на основе использования ин-
формационно-коммуникационных технологий является основополагающим фактором фор-
мирования профессиональной компетентности студентов высших учебных заведений.

Освоение современных цифровых технологий поможет молодым инженерам и будущим 
научным работникам самостоятельно и с легкостью производить необходимые расчеты в сфе-
ре их профессиональной деятельности, продвигать высокотехнологичные производства.

С другой стороны, включение компьютерных технологий в учебный процесс требует от 
преподавателя высокой квалификации, владения цифровой культурой. Исключительно высо-
кое значение имеет усвоение цифровой культуры преподавателем, в первую очередь, препода-
вателем математики, поскольку это является залогом приобретения цифровых компетенций 
обучающимися [2]. Преподаватели математики и естественнонаучных дисциплин обязаны 
знать хотя бы те средства информационных и коммуникационных технологий, которые по-
зволяют выполнять инженерные задачи [3]. Кроме того, преподаватель должен ориентиро-
ваться в современном информационном пространстве, знать о возможностях существующих 
современных цифровых технологий и владеть навыками их использования [4].

Представляется логичным обновление рабочих программ, ФОСов и включение в них тем и 
заданий, направленных на формирование цифровых компетенций. 

Данный кейс является примером модернизации индивидуальных заданий при изучении 
дисциплины «Теория вероятностей и математическая статистика» и способствует развитию 
компьютерной грамотности и формированию у обучающихся необходимых компетенций. 
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Предлагаемый кейс направлен на формирование общепрофессиональной компетенции: 
способен применять естественнонаучные и общеинженерные знания, методы математическо-
го анализа и моделирования, теоретического и экспериментального исследования в профес-
сиональной деятельности

Образовательная программа направления подготовки 01.03.03 Механика и математическое 
моделирование.

Дисциплина: «Теория вероятностей и математическая статистика».
Добавленные темы: «Понятие больших данных, управление большими данными и ана-

лиз», «Точечные и интервальные оценки», системы компьютерной алгебры Maxima и пакета 
STATISTICA для анализа данных, визуализации, прогнозирования, нейросетевых вычисле-
ний, data mining, контроля качества».

Реализуемые цифровые компетенции:
Знать: основы математики, физики, вычислительной техники и программирования, воз-

можности интернет-ресурсов и программных продуктов для хранения, анализа данных, визу-
ализации, прогнозирования, нейросетевых вычислений, data mining, контроля качества.

Уметь: решать стандартные профессиональные задачи с применением естественнонаучных 
и общеинженерных знаний, методов математического анализа и моделирования, применять 
программные продукты для анализа данных, визуализации, прогнозирования, нейросетевых 
вычислений, data mining, контроля качества с помощью программ Maxima и STATISTICA; ис-
пользовать облачные сервисы для хранения данных (Облако Mail.ru, Google Диск, Яндекс-диск, 
Dropbox). 

Владеть: навыками теоретического и экспериментального исследования объектов про-
фессиональной деятельности, навыками анализа данных, визуализации, прогнозирования, 
нейросетевых вычислений, data mining с помощью программ Excel, Maxima и STATISTICA; 
навыками работы в облачных сервисах для хранения данных (Облако Mail.ru, Google Диск, 
Яндекс-диск, Dropbox); навыками сопровождения мероприятий с использованием платформ 
Zoom, и др.

Цель: изучение возможностей программ Maxima и STATISTICA для решения задач мате-
матической статистики и построения диаграмм, освоение облачных сервисов для хранения 
данных. 

Задачами освоения кейса являются:
– приобретение навыков и умения правильно обращаться с математическим аппаратом;
– применение статистических методов;
– приобретение навыков работы с цифровыми технологиями.
Задания:
1. Произвести поиск и анализ литературных и интернет-источников для обучения работы 

с Maxima и STATISTICA.
2. Решение заданий кейса осуществляется в мини-группах по 5–7 человек. Рекомендуемая 

литература [6–9]. У каждой группы свой вариант.
Задача 1. Известно, что диаметр заготовок подчинен нормальному распределению со сред-

ним 176,6 мм и стандартным отклонением 7,63 мм. Произвольным образом выбирается одна 
заготовка. Вычислить с помощью вероятностного калькулятора пакета STATISTICA какова 
вероятность, что ее размер окажется не больше 185 мм и не меньше 175 мм.

Задача 2. По заданной выборке с помощью пакета Maxima вычислить относительную ча-
стоту, построить полигон и гистограмму частот, вычислить числовые характеристики вариа-
ционного ряда: выборочное среднее, дисперсию и среднеквадратическое отклонение. 

Задача 3. С помощью пакета Maxima для заданного закона распределения вероятностей 
двухмерной случайной величины (Х, Y) найти коэффициент корреляции между величинами 
Х и Y.
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Сформировать отчет и загрузить в облачное хранилище Облако Mail.ru, ссылку на файл 
прислать на электронную почту преподавателю.

3. Подготовить отчет о полученных результатах объемом 2–3 страницы и в виде презента-
ции 5–7 слайдов. 

4. Полученные результаты, отчет и презентация должны быть выложены в групповую пап-
ку на облачный ресурс с общим доступом к нему студентов и преподавателя.

5. Защита практической работы с использованием платформ: таск-трекеры Trello, конфе-
ренц-решения MS Teams, Zoom, Skype.

Условия выполнения кейса.
Отчет должен содержать титульный лист, номер мини-группы, ФИО участников ми-

ни-группы, аналитическое решение с формулами, набранными в Microsoft Equation, скри-
ны экрана с графиками, диаграммами функций, построенными в программах Maxima и 
STATISTICA, анализ результатов, выводы по работе и список используемых литературных и 
интернет-источников.

Критерии оценки.
Максимальный балл — 20, в том числе:
– Верно проведено решение и построены графики, диаграммы в программах Maxima, 

STATISTICA — по 5 балла за каждое из 3-х заданий;
– Скорость выполнения задания — 1 балл;
– Качество оформления отчета — 1 балл;
– Ответы на вопросы в ходе защиты работы с использованием платформ для конфе-

ренц-связи — 3 балла.
Задания в кейсе предполагают проведение лабораторных занятий в компьютерном классе, 

но в данный момент в учебном плане часов на них не отведено. Цифровизация образования 
должна нести с собой внедрение в учебный план математических и естественнонаучных дис-
циплин занятий, проводимых за компьютером. Увеличение часов контактной работы за счет 
включения в программу лабораторных работ позволит сформировать у обучающихся необхо-
димые цифровые компетенции и заинтересованность предметом [10]. 
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УДК 378

ПРИМЕНЕНИЕ ЦИФРОВЫХ ТЕХНОЛОГИЙ 
ПРИ ИЗУЧЕНИИ АНАЛИТИЧЕСКОЙ ГЕОМЕТРИИ

Тульский государственный университет

Л. А. Белая, О. В. Боницкая, Ю. В. Дудина, О. В. Инченко

Аннотация. В работе рассмотрены примеры насыщения материала дисциплины «Анали-
тическая геометрия» заданиями, выполнение которых предполагает использование паке-
та прикладных программ «Maxima».
Ключевые слова: цифровые технологии, математика, аналитическая геометрия, построе-
ние кривых и пространственных тел.

Внедрение в современное образование цифровых технологий — необратимый, идущий 
большими темпами процесс, обусловленный современным развитием общества, цифровиза-
цией экономики и потребностью в специалистах, обладающих цифровыми компетенциями. 
Возможность применения цифровых технологий вносит изменение как в содержание дисци-
плины, так и в методы ее преподавания, и математические дисциплины, наделяющие студен-
тов инструментарием для дальнейшего обучения, также подвержены этой трансформации. 
Подтверждением тому является большое количество работ, посвященных внедрению про-
граммного обеспечения в образовательный процесс при преподавании различных разделов 
математики [1–6].

Однако, не стоит забывать, что применение специализированных компьютерных программ 
для решения математических задач призвано для поддержки аналитических методов решения 
и теоретического анализа и, ни в коем случае, не должно их заменять. Задача преподавателя: 
на доступных для понимания обучающихся примерах продемонстрировать возможности и 
достоинства аналитических методов, вычленив учебные проблемы, где использование средств 
компьютерной математики действительно более эффективно [7].

Рассмотрим применение прикладных программ при изучении раздела «Аналитическая 
геометрия». Данный курс направлен на формирование у обучающихся представлений о ге-
ометрических объектах, изучение их свойств и основных характеристик. Кроме того, курс 
призван научить применять теоретические знания в области аналитической геометрии при 
решении прикладных задач.

Дисциплина преподается в первом семестре и рассчитана на 32 часа аудиторной нагрузки, 
из которой 16 часов отведено на лекционные занятия и 16 часов на практические.

Основные трудности, с которыми сталкиваются студенты при изучении аналитической 
геометрии, основаны на слабом владении базовыми знаниями школьного курса геометрии 
[8], неразвитом пространственном мышлении, что, в свою очередь, влечет отсутствие заин-
тересованности предметом, плохую успеваемость и, как следствие, отчисление из вуза. Кроме 
того, на усвоение материала негативно влияет сложившаяся в последнее время тенденция на 
увеличение количества обучающихся в группах, создание укрупненных групп.

Для облегчения восприятия и усвоения материала, повышения интереса к изучаемой дис-
циплине предлагается уделить больше внимания визуализации изучаемых в рамках курса 
объектов с применением цифровых математических пакетов, что способствует вовлеченности 
студентов в образовательный процесс и формированию у них цифровых компетенций, необ-
ходимых для решения профессиональных задач.

С этой целью, в рамках текущей аттестации, введено выполнение графической работы по 
теме «Кривые и поверхности второго порядка». При выполнении заданий работы студенты 
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повторяют пройденный материал и решают задачи построения кривых и пространственных 
тел, ограниченных различными поверхностями, в системе компьютерной алгебры Maxima. 
Выбор данной математической программы обусловлен ее свободным доступом.

Приведем примеры выполнения некоторых заданий.
Задание 1. Построить кривые второго порядка 2 29 16 1x y− =  и 2 24 16 1x y+ =  в одной си-

стеме координат (рис. 1). 

Задание 2. Построить кривые ( )2 2 cos 2 ,ρ ϕ= +  ( )2 2 cos 2ρ ϕ= −  в полярной системе коор-
динат с помощью функции plot2d (рис. 2).

Рис. 1. Результат выполнения задания 1

Рис. 2. Результат выполнения задания 2
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Задание 3. Построить поверхность 2 2 22 1x y z+ − =  с помощью функции wxdraw3d (рис. 3).

Задание 4. Построить поверхность 
2

2

2
xz y= +  с помощью функции plot3d (рис. 4).

Задание 5. Построить поверхности 2 22 2 4z x y= + −  и 5 5 140 0x y z+ + − =  с помощью функ-
ции с помощью plot3d (рис. 5).

При построении поверхностей с помощью plot3d обучающиеся имеют возможность пово-
рачивать систему координат и, тем самым, более подробно рассмотреть форму и положение 
поверхности в пространстве. Эти навыки студенты могут применить при вычислении объе-
мов тел, ограниченных различными поверхностями.

Рис. 3. Результат выполнения задания 3

Рис. 4. Результат выполнения задания 4
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Построение кривых в полярной системе координат может помочь студентам при решении 
задач математического анализа, например, при вычислении площадей плоских фигур.

Выполнение заданий в системе компьютерной алгебры Maxima позволяет получить бы-
стрый и наглядный результат. Этот аспект особенно важен, когда решение не очевидно. Нали-
чие методических указаний к выполнению графической работы устраняет возможные труд-
ности в освоении самой программы Maxima. Полученный опыт работы в достаточно мощном 
приложении подготавливает студентов к решению различных математических задач и может 
быть использован при изучении других дисциплин.
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О МАТЕМАТИЧЕСКОЙ ПОДГОТОВКЕ БУДУЩИХ ИНЖЕНЕРОВ 
С ИСПОЛЬЗОВАНИЕМ ИНФОРМАЦИОННО-КОММУНИКАЦИОННЫХ ТЕХНОЛОГИЙ

Воронежский государственный технический университет

И. Н. Пантелеев

Аннотация. Главными задачами высшей школы являются развитие у выпускников вузов 
системы базовых знаний, умений и навыков, а также становление способности и готов-
ности восполнять и использовать эти знания в профессиональной деятельности совре-
менных инженеров. Изучение высшей математики в вузе предоставляет в распоряжение 
будущих инженеров не только конкретные сведения, но и развивает умение ставить, ана-
лизировать и решать самые различные задачи, в том числе и профессиональные. При-
обретенные студентами математические знания являются фундаментом для дисциплин 
естественнонаучного, общепрофессионального и специального циклов.
Ключевые слова: интерактивные методы обучения, инженерная педагогика, система по-
вышения квалификации, преподаватель технического вуза, уровневая система высшего 
образования.

Введение

Важная роль в подготовке инженерных кадров отводится математическому образованию. 
Отметим основные требования для технического вуза: непрерывность циклов связи теории 
и практического применения разделов математики; фундаментальность освоения матема-
тических дисциплин; ориентация практических задач на предметное содержание; плановая 
последовательность подготовки по основным разделам курса. Математика занимает особое 
место среди образовательных дисциплин, так как является фундаментом для изучения дру-
гих общеинженерных и специальных дисциплин. Тестирование студентов по базовым темам 
курса математики дает результат свидетельствующий, что уровень математической подготов-
ки не всегда удовлетворяет критериям производственных задач. Результаты тестирования на 
остаточные знания говорят о том, что более половины учащихся технических вузов получают 
только удовлетворительные оценки по математике. 

Поэтому следует обозначить потребность улучшения математической подготовки уча-
щихся инженерных специальностей вузов, что приведет к формированию положительно 
мотивированного отношения к учебному процессу. Нарастание ответственного отношения 
к практическим компонентам системы обучения средствами профессионально нацеленных 
математических задач в условиях уровневой дифференциации, что позволит в конечном счете 
содействовать формированию профессиональной компетентности [1, 2]. 

Из выше сказанного следует, что навыки исследовательской работы, базовые математиче-
ские навыки, знание основ информационно-коммуникационных технологий

(ИКТ) имеют важное значение для инженеров-специалистов с техническим мышлением, 
занимающихся проектной, конструкторской, изобретательской и производственно- эксплуа-
тационной деятельностью.

Использование информационно-коммуникационных технологий 
для студентов специальности 20.03.01 Техносферная безопасность

Для студентов специальности техносферная безопасность с 2011 года разработана учебная 
программа по дисциплине математика с мультимедийным курсом лекций с использованием 
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цифровой интерактивной доски «Traceboard» (рис. 1 а,б,в,г) и практикумом по численным ме-
тодам в дисплейном классе. Подготовлен комплект учебных пособий с подбором професси-
онально нацеленных математических задач в условиях разноуровневой дифференциации по 
сложности по всем темам курса [3–10]. Использование электронной информационно-образо-
вательной среды (ЭИОС) позволяет организовать методическое обеспечение проведения лек-
ций, практических занятий, контрольных работ и планирование индивидуальных домашних 
заданий с возможностью работы над ошибками. 

Информационно-образовательная среда ЭИОС обеспечивает: 
– доступ обучающихся и педагогов университета, вне зависимости от места их нахожде-

ния, к информационным образовательным ресурсам университета путем применения инфор-
мационно-коммуникационных технологий;

– осуществимость коммуникаций и взаимодействия всех участников образовательного 
процесса; 

– создание механизмов и процедур прогноза образовательного процесса.

а) б)

в) г)
Рис. 1. Проведение лекционных занятий с использованием цифровой интерактивной доски 

«Traceboard» для студентов специальности 20.03.01 Техносферная безопасность

По итогам проведенного экспертного изучения результатов статистических исследований 
было отмечено, что профессиональная математическая компетентность инженера может быть 
представлена как интегративная группа шести важных математических компетенций для ос-
воения начинающими специалистами базовых основ профессиональной деятельности: логи-
ко-аналитическая; визуально-образная; информационно-компьютерная; исследовательская; 
креативная и прогностическая (табл. 1).
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Таблица 1
Интегративная совокупность профессиональной математической компетенции инженера

Компетенции Дескрипторы компетенций

П
ро

ф
ес

си
он

ал
ьн

ая
 м

ат
ем

ат
ич

ес
ка

я 
ко

мп
ет

ен
тн

ос
ть

 и
нж

ен
ер

а

Логико-аналитическая

Умение решать типовые математические задачи
Владение дедуктивным (индуктивным) методом доказательств 

и упрощение утверждений
Умение выявлять целесообразность использования 

математических методов для решения профессиональных задач

Визуально-образная

Умение оформлять любую информацию в наглядном виде
Умение работать со схемами, графиками, чертежами

Умение анализировать, структурировать и отображать 
информацию в визуальной форме при решении 

профессиональных задач

Информационно- 
компьютерная

Умение находить математические, технические 
информационные и другие источники информации

Умение использовать математические технологии для 
обработки измерений и экспериментальных исследований

Владение прикладными математическими технологиями при 
обработке массивов информации

Исследовательская

Умение проводить математический анализ, обработку 
результатов исследований

Умение организовывать свои собственные приемы 
исследования с использования математического аппарата

Умение решать производственные и научно-исследовательские 
задачи

Креативная

Готовность к творческому осмыслению и применение 
математических знаний, навыков в профессиональной 

деятельности
Умение принимать и обосновывать решения в нестандартных 

ситуациях (готовность к принятию решений)
Умение проявлять интуицию, гибкость и оригинальность 

мышления 

Прогностическая

Умение видеть, контролировать, предвидеть результаты работы 
на всех этапах своей деятельности

Умение идентифицировать основные процессы и разрабатывать 
их математические модели

Моделирование природного состояния в зависимости от 
техногенных угроз

Заключение

Отметим, что государственные образовательные стандарты лишь перечисляют разделы 
математики, обязательные для изучения студентами, а также профессиональные задачи, к 
решению которых должны быть готовы выпускники. Анализ этих профессиональных задач, 
характеризующих компетентность выпускников, показывает, что для их успешного реше-
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ния требуются как фундаментальные знания по математике, так и навыки применения этих 
знаний на практике. Таким образом, образовательные стандарты задают начальные и конеч-
ные параметры математической подготовки. Формирование же содержания этой подготов-
ки, способствующего повышению компетентности будущих инженеров, является актуальной 
и непростой научно-методической задачей, при решении которой важно установить баланс 
фундаментальности с профессиональной направленностью математической подготовки, без 
которого невозможно достичь высокого качества обучения.
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ПО ИНФОРМАТИКЕ И ПРОГРАММИРОВАНИЮ, ПРОВОДИМЫХ 

ФАКУЛЬТЕТОМ ПРИКЛАДНОЙ МАТЕМАТИКИ, ИНФОРМАТИКИ И МЕХАНИКИ 
ВОРОНЕЖСКОГО ГОСУДАРСТВЕННОГО УНИВЕРСИТЕТА

Воронежский государственный университет

О. Ф. Ускова, Г. В. Абрамов, Н. А. Каплиева

Аннотация. Рассматриваются страницы истории Всероссийских студенческих олимпиад 
по информатике и программированию, проводимых факультетом прикладной математи-
ки, информатики и механики Воронежского государственного университета в 2001–2011 
годах согласно приказам Министерства образования Российской Федерации.
Ключевые слова: грант Федеральной целевой программы, приказ Федерального агент-
ства по образованию, победители и призеры олимпиад, информатика, программирова-
ние, информационные технологии.

Факультет прикладной математики, информатики и механики (ПММ ВГУ), организован-
ный в нашей в нашей стране одним из первых факультетов подобного профиля, ежегодно, 
начиная с 2001 года и до настоящего времени, проводит мероприятия, которые расширяют 
информационно-образовательную среду, способствуя подготовке востребованных специали-
стов в области математики, программирования и информационных технологий.

Факультетское олимпиадное движение берет свое начало с момента основания факультета, 
когда олимпиады по информатике имели уровень кафедральных и факультетских. Позднее их 
статус расширился до межфакультетских, межвузовских и Всероссийских.

В качестве примеров назовем наиболее значимые из таких мероприятий, проводимых фа-
культетом ПММ ВГУ в течение 2001–2011 годов [1–8].

1. Первая открытая студенческая школа-олимпиада по программированию и компьютер-
ному моделированию, сентябрь–ноябрь 2001 года (проект Р0054 Федеральной целевой про-
граммы «Интеграция науки и высшего образования» и грант администрации Воронежской 
области).

2. Вторая открытая региональная школа-олимпиада по программированию и компьютер-
ному моделированию, сентябрь–декабрь 2002 года (проект Р0140 Федеральной целевой про-
граммы «Государственная поддержка высшего образования и фундаментальной науки»).

3. Региональная студенческая интернет-олимпиада, посвященная 85-летию ВГУ (Грант об-
ластной администрации «Разработка научно-методических основ построения региональной 
информационно-образовательной среды виртуального университета на базе Воронежского 
государственного университета»).

4. Третья региональная открытая студенческая школа-олимпиада по программированию 
и компьютерному моделированию 15 сентября – 6 ноября 2004 года (Грант Т3112/2072 Феде-
ральной целевой программы «Интеграция науки и высшего образования»).

5. Всероссийская студенческая школа-олимпиада «Информационное моделирование и со-
временные компьютерные технологии, сентябрь–ноябрь 2003 года» (Приказ министерства об-
разования Российской Федерации № 1187 от 25.03.2003, грант администрации Воронежской 
области НИЧ 49/03 «Информационное, программное и учебно-методическое обеспечение 
студенческих региональных олимпиад по информатике»).

6. Четвертая открытая региональная студенческая школа-олимпиада по программирова-
нию и компьютерному моделированию, сентябрь–ноябрь 2004 года (Грант Т4261 Федеральной 
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целевой программы «Интеграция науки и высшего образования» и грант 49/04 областной ад-
министрации Воронежской области).

7. Вторая Всероссийская студенческая олимпиада «Информационное моделирование и со-
временные компьютерные технологии», сентябрь–ноябрь 2004 года (Приказ министерства об-
разования РФ № 408 от 03.02.2004 «О проведении общесистемных мероприятий министерства 
образования»).

8. Третья Всероссийская студенческая олимпиада «Информационное моделирование и со-
временные компьютерные технологии», 2005 год (Приказ Федерального агентства по образо-
ванию № 85 от 22.02.2005).

9. Четвертая Всероссийская студенческая олимпиада «Информационное моделирование и 
современные компьютерные технологии», сентябрь 2006 года (Приказ Федерального агентства 
по образованию № 26-1 от 16.03.2006. Указ президента РФ № 325 от 06.04.2006 г. «О мерах по 
поддержке талантливой молодежи». Постановление правительства РФ № 311 от 26 марта 2006 
года «О премии РФ для поддержки талантливой молодежи»).

10. VII Региональная открытая школа-олимпиада, посвященная памяти первого декана фа-
культета ПММ ВГУ, профессора Быковцева Геннадия Ивановича, 16–17 сентября 2006 года 
(Приказ министерства образования и науки № 285 от 14.11.2006 «О награждении победителей 
олимпиад»).

11. V Всероссийская студенческая олимпиада «Информатика. Программирование. Инфор-
мационные технологии», сентябрь–ноябрь 2007 года (Приказ Федерального агентства по об-
разованию № 36 от 14.02.2007 г. «Об организации и проведении Всероссийских студенческих 
олимпиад в 2007 году»).

12. VI Всероссийская студенческая олимпиада «Информатика. Программирование. Ин-
формационные технологии», 20–23 ноябрь 2008 года (Приказ Федерального агентства по обра-
зованию № 261 от 31.03.2008 г. в рамках реализации национального проекта «Образование»).

13. VII Всероссийская студенческая олимпиада «Информатика. Программирование. Ин-
формационные технологии», сентябрь–ноябрь 2009 года (Приказ министерства образования 
и науки РФ № 254 от 13.03.2009 г).

14. VIII Всероссийская студенческая олимпиада «Информатика. Программирование. Ин-
формационные технологии», сентябрь–ноябрь 2010 года (Приказ Федерального агентства по 
образованию № 199 от 12.03.2010 г.).

15. IX Всероссийская студенческая олимпиада «Информатика. Программирование. Ин-
формационные технологии», сентябрь 2011 года (Приказ министерства образования РФ № 167 
от 16.03.2011 г.).

По итогам олимпиады «Информатика. Программирование. Информационные технологии» 
выявлены наиболее талантливые студенты с развитым естественно-научным мышлением, 
способные эффективно решать задачи информационного и математического моделирования 
с применением современных компьютерных технологий. Назовем имена студентов, ставших 
победителями и призерами студенческих олимпиад по информатике и программированию, 
головным вузом при организации и проведении третьего тура являлся Воронежский государ-
ственный университет.

2003 год — Черных Сергей (1 место), Калининградский государственный университет; Си-
доренко Станислав (2 место), Воронежский государственный университет (факультет ПММ), 
Ежкин Вячеслав (3 место), Вологодский государственный педагогический университет.

2004 год — Музыкантов Ярослав (1 место), Вологодский государственный педагогический 
университет; Мамонов Дмитрий (2 место), Воронежский государственный университет (фа-
культет ПММ); Черных Сергей (3 место) Калининградский государственный университет.

2005 год — Попелышев Иван (1 место), Московский государственный университет 
им. М. В. Ломоносова; Сидоренко Станислав (2 место) Воронежский государственный уни-



1297

верситет (факультет ПММ); Иванков Дмитрий (3 место), Уральский государственный уни-
верситет (г. Екатеринбург).

2006 год — Рыбак Никита (1 место), Вологодский государственный педагогический уни-
верситет; Крячков Михаил (2 место), Воронежский государственный университет (факультет 
ПММ); Пекшев Петр (3 место), Воронежский государственный университет (физический фа-
культет).

2007 год — Дворкин Михаил (1 место), Санкт-Петербургский государственный универси-
тет информационных технологий, механики и оптики; Гольдштейн Виталий (2 место), Сара-
товский государственный университет; Тарасов Сергей (3 место) Южный федеральный уни-
верситет (г. Таганрог).

2008 год – Гольдштейн Виталий (1 место) Саратовский государственный университет; Тро-
фимов Дмитрий (2 место), Воронежский государственный университет (факультет ПММ); 
Акимов Сергей (3 место), Саратовский государственный университет.

2009 год — Левшунов Дмитрий (1 место) Саратовский государственный университет; Баб-
кин Сергей (2 место), Воронежский государственный университет (факультет ПММ); Рахов 
Дмитрий (3 место), Саратовский государственный университет.

2010 год — Ахи Антон (1 место) Санкт-Петербургский государственный университет ин-
формационных технологий, механики и оптики; Поромов Сергей (2 место), Санкт-Петербург-
ский государственный университет информационных технологий, механики и оптики; Чаднов 
Павел (3 место), Национальный исследовательский Томский государственный университет.

2011 год — Бабкин Сергей (1 место), Воронежский государственный университет (факуль-
тет ПММ); Ушаков Станислав (2 место), Воронежский государственный университет (факуль-
тет ПММ); Фам Зиам Дык (3 место), Липецкий государственный педагогический университет.

Как видно из информации о победителях олимпиад, география участников весьма обшир-
на. Это отмечено в приветствии студентки 5 курса факультета ПММ ВГК Ольги Зверевой, 
победительнице конкурса приветствий олимпиады 2006 года.

Российских вузов лучшие умы
В компьютерных познаниях сравниться
Приехали и Тулы, Омска и Москвы,
Петрозаводская и Новосибирска.

Из Томска, Вологды, Уфы, Орла,
Челябинска, Казани, Курска.
Сегодня здесь Смоленск и Кострома,
Студенты Ярославля и Иркутска,

Тамбова, Краснодара, Волгограда,
Ульяновска, Брянска и Ухты,
Самары, Липецка, Калининграда
И многих разных городов страны.

На открытии второго (основного) этапа Четвертой Всероссийской студенческой олимпи-
ады, проводимой факультетом ПММ ВГУ, демонстрировался видеофильм о выступлении ав-
тора языка программирования Паскаль Никлауса Вирта в Нижегородском государственном 
университете 26 сентября 2006 года. Фильм сняли студенты 5 курса факультета ПММ ВГУ Ан-
тон Поцюс и Александр Хаустов, присутствовавшие в Нижнем Новгороде, когда выступал Н. 
Вирт, директор института информатики Швейцарской высшей школы в Цюрихе. По мнению 
Н. Вирта «Ключ к тайнам компьютеров в гармоничном сочетании математики, инженерии и 
программировании».

Как показывает опыт организации и проведения Всероссийских студенческих олимпиад 
«Информатика. Программирование. Информационные технологии», они побуждают педаго-
гический коллектив к внедрению в учебный процесс новых образовательных и информацион-
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ных технологий, способствуют повышению качества учебного процесса, активизируют инте-
рес студентов к приобретению новых знаний для того, чтобы обеспечить востребованность в 
своей профессии [8].

Литература

1. Ускова О. Ф. Первая открытая региональная школа-олимпиада по программированию и 
компьютерному моделированию / О. Ф. Ускова, О. Д. Горбенко // Вестник факультета приклад-
ной математики и механики. – 2002. – Вып. 3. – С. 240–246.

2. Сысоев В. В. Системное моделирование в проектировании структуры содержания регио-
нальных открытых студенческих олимпиад по программированию и компьютерному модели-
рованию / В. В. Сысоев, О. Д. Горбенко, О. Ф. Ускова // Теория конфликта и ее приложения: 2-я 
Всерос. науч.-техн. конф. : Материалы, 2002. – С. 251.

3. Ускова О. Ф. Олимпиады по программированию 2003 года для студентов вузов централь-
но-черноземного региона и Российской Федерации / О. Ф. Ускова // Современные проблемы 
механики и прикладной математики : сб. тр. международ. шк.-семинара, 24-28 мая 2004 г. – 
2004. – Ч. 1, Т. 3. – С. 29–35.

4. Ускова О. Ф. Основные итоги третьей открытой студенческой школы-олимпиады по про-
граммированию и компьютерному моделированию / О. Ф. Ускова, О. Д. Горбенко // Вестник 
факультета прикладной математики и механики. – 2005. – Вып. 5. – С. 228–235.

5. Ускова О. Ф. Студенческие олимпиады по информатике и профессиональная подготовка 
студентов факультета прикладной математики, информатики и механики Воронежского го-
сударственного университета / О.Ф. Ускова, А.И. Шашкин // Черноземный альманах научных 
исследований. Сер. Прикладная математика и информатика : четв. Всерос. студ. олимп. по 
информатике «Информатика. Программирование. Информационные технологии». Воронеж, 
2006. – № 3(4). – С. 11–21.

6. Ускова О. Ф. Всероссийские студенческие олимпиады по информатике и программирова-
нию и современное образование / О.Ф. Ускова, О.Д. Горбенко // Современные проблемы науки 
и образования : научный журнал РАЕ-2009. – № 2. Режим доступа: www.rae.ru.

7. Ускова О. Ф. О некоторых аспектах технологии проведения всероссийских олимпиад по 
информатике / О.Ф. Ускова, О.Д. Горбенко // Проблемы организации и проведения предмет-
ных олимпиад в высших учебных заведениях : материалы Всерос. науч.-метод. семинара, 18–20 
нояб. 2008 г., г. Рыбинск. – С. 125–129.

8. Ускова О. Ф. Воронежский государственный университет - головной вуз проведения Все-
российской студенческой олимпиады «Информатика. Программирование. Информационные 
технологии» / О.Ф. Ускова, О.Д. Горбенко, А.И. Шашкин // Современные проблемы приклад-
ной математики, теории управления и математического моделирования. Педагогическая сек-
ция : сб. ст. V Междунар. конф., Воронеж, 11–16 сент.2012 г. Воронеж, 2012. – Ч. 1. – С. 154–156.



1299

УДК 681.306

ОРГАНИЗАЦИЯ И ПРОВЕДЕНИЕ ОЗНАКОМИТЕЛЬНОЙ УЧЕБНОЙ ПРАКТИКИ 
ПЕРВОКУРСНИКОВ, ОБУЧАЮЩИХСЯ ПО ПРОФИЛЮ БИЗНЕС-АНАЛИТИКА

И СИСТЕМЫ АВТОМАТИЗАЦИЙ ПРЕДПРИЯТИЙ

Воронежский государственный университет

О. Ф. Ускова, Т. В. Азарнова, Н. А. Каплиева

Аннотация. Рассматриваются вопросы организации и методической поддержки ознако-
мительной учебной практики первокурсников факультета прикладной математики, ин-
форматики и механики Воронежского государственного университета по направлению 
обучения 38.03.05 (бизнес-информатика).
Ключевые слова: учебный план, информатика, программирование.

Факультет прикладной математики, информатики и механики (ПММ ВГУ) образован в на-
шей стране одним из первых факультетов подобного профиля.

В настоящее время на факультете 7 кафедр, занимающихся обучением студентов. Сту-
денты, обучающиеся по профилю бизнес-аналитика и системы автоматизации предприятий 
(ФГОС 3++), специализируются по кафедре математических методов исследования операций 
(ММИО), начиная с первого курса. Одной из основных дисциплин первокурсников факуль-
тета ПММ является «Информатика и программирование», по которой предусмотрены лек-
ционные и практические занятия, а также лабораторные работы [1–3]. Эти занятия проводят 
преподаватели кафедры математического обеспечения ЭВМ (МО ЭВМ) нашего факультета.

Возрастающая роль информационных технологий во всех сферах профессиональной дея-
тельности способствует повышению значимости курса «Информатика и программирование», 
изучение которого начинается со структурного программирования на языке C++ [1–3].

Дисциплина «Информатика и программирование», входящая в учебный план подготов-
ки бакалавров по всем направлениям факультета ПММ, относится к базовым дисциплинам. 
Согласно учебному плану у первокурсников, обучающихся по направлению бизнес-инфор-
матика, организована ознакомительная практика, которую проводят преподаватели кафедры 
МО ЭВМ. Срок проведения этой практики в текущем году был 6–19 июля. Цель практики за-
крепить и продемонстрировать знания в области программирования на языке С++. В течение 
практики проводились аудиторные занятия в факультетских лабораториях вычислительной 
техники. Каждый студент получил индивидуальное задание, выполнив которое необходимо 
оформить отчет, состоящий из следующих частей.

1. Постановка задачи.
2. Описание данных и алгоритма решения.
3. Блок-схема алгоритма.
4. Описание структуры программы.
5. Результаты тестирования.
6. Список используемых источников.
Приведем несколько примеров индивидуальных заданий.
Задание 1.
Сформировать две таблицы А и В успеваемости студентов одной из групп 1 курса, в кото-

рой обучается m человек.
В таблице А представлены результаты экзаменов зимней сессии (5 — отлично, 4 — хорошо, 

3 — удовлетворительно, 2 — неудовлетворительно, 0 — неявка). Количество экзаменов K1.
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В таблице В представлены результаты зачетов (+ зачтено, – не зачтено, 0 неявка). Количе-
ство зачетов K2.

В массиве F представлены фамилия, имя, отчество каждого студента группы.
1. Составить одномерный массив из фамилии, имени, отчества первокурсников, претенду-

ющих на повышенную стипендию. У них должны быть сданы все зачеты и по всем дисципли-
нам получены оценки отлично.

2. Удалить из таблиц A, B и массива F все сведения о студентах, которые могут быть отчисле-
ны. Это студенты, имеющие больше 2 задолженностей. Сформировать список таких студентов.

Задание 2.
Сформировать таблицы A и B, содержащие рейтинги университетов соответственно за 

2020 и 2021 годы. Строки таблицы (120 строк) соответствуют университетам мира, столбцы 
таблицы (10 столбцов) соответствуют показателям: порядковый номер в рейтинге; оценка 
университета по преподаванию; международный рейтинг университета (сотрудники, студен-
ты, исследования); оценка университета по исследованиям (объем, доход и репутация); оцен-
ка университета по цитированию (влияние исследования); оценка вуза по доходу от отрасли; 
общий балл по университету, используемый для определения ранга; количество студентов 
в университете; процент студентов по отношению к количеству сотрудников; процент ино-
странных студентов.

Сформировать массив F названий университетов. Сформировать массив P названий стран, 
к которым относятся университеты.

На основании приведенных таблиц выполнить следующие задания:
1. Составить массив университетов, которые и в 2020, и в 2021 году вошли в первые 10 по-

зиций по рейтингу университетов.
2. Составить массив стран, университеты которых и в 2020, и в 2021 году вошли в первые 

10 позиций по рейтингу университетов.
3. Составить массив университетов, которые и в 2020, и в 2021 году вошли в последние 10 

позиций по рейтингу университетов.
4. Составить массив стран, университеты которых и в 2020, и в 2021 году вошли в послед-

ние 10 позиций по рейтингу университетов.
5. Составить массив университетов, упорядоченных по рейтингу в 2020 году.
6. Составить массив университетов, упорядоченных по рейтингу в 2021 году.
7. Составить массив университетов, которые сохранили свои позиции в рейтингах за 2020 

и 2021 годы.
8. Составить массив университетов, для которых оценка университета по цитированию 

превышает 60, оценка вуза по доходу от отрасли превышает 60, процент студентов в универ-
ситете превышает 10, процент иностранных студентов ниже 20.

Заключение

Проведение ознакомительной практики способствует формированию способностей сту-
дентов к обучению, усвоению информатики и является одним из первых шагов к будущей 
профессиональной состоятельности.
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Аннотация. Предлагается применение анимационных роликов для иллюстрирования 
доказательств важных теорем математического анализа (теоремы о сжатой переменной, 
теоремы о сохранении знака и ряда других) и описывается методика создания таких ди-
намических визуализаций.
Ключевые слова: электронные ресурсы, динамическая визуализация, анимация, матема-
тический анализ.

Авторы настоящей работы имеют большой опыт преподавания математических дисци-
плин по широкому спектру направлений: от бизнес-образования до физико-математических 
и информационных направлений. Общая тенденция, которую можно отметить, заключается 
в слабой математической подготовке студентов, а последние годы эта тенденция усилилась 
негативными моментами и просчетами при реализации необходимой, в силу пандемии, дис-
танционной формой реализации занятий. 

Один из множества способов решения проблемы заключается в повышении доступности 
излагаемого материала, одним из средств которого является применение динамической ви-
зуализации, другими словами, анимации в процессе обучения. Применение анимации в пре-
подавании различных дисциплин уже описывалась авторами в работах [1–4], в которых рас-
сматривалась, в основном, использование динамической визуализации различных понятий, 
математических объектов и иллюстрирование формулировок теорем.

В данной работе мы обратим внимание на применение анимации для объяснения и улуч-
шение восприятия доказательств ряда математических утверждений.

Рассмотрим пример доказательства теоремы «о сжатой переменной», или теоремы конвои-
рования из математического анализа.

Сначала объясняется и изображается, что понимается под понятием «сжатая переменная», 
при этом используется, модный в настоящее время, элемент геймофикации излагаемого ма-
териала для эмоциональной разгрузки и создания доброжелательной атмосферы восприя-
тия доказательства (рис. 1). На втором рисунке изображение дополняется записью условия и 
утверждения теоремы.

Далее (рис. 3), объясняется и демонстрируется каким именно образом из ε  окрестности 
точки a  возникает δ  окрестность точки 0.x  На последующих двух рисунках (рис. 4–5) изо-
бражены моменты объяснения попадания значений функции в соответствующую окрестность 
точки a  на оси ординат. При этом в анимации постепенно появляются выкладки для матема-
тически точного доказательства утверждения. Следует отметить, что лекционная демонстра-
ция в обязательном порядке дублируется традиционным аналитическим доказательством.

Анимационные демонстрации реализуются в двух версиях: без звуковых комментари-
ев — для лекций, когда пояснения даёт лектор; со звуком — для размещения на различных 
электронных обучающих ресурсах или в сети. Например, анимация доказательства теоремы о 
сжатой переменной размещено здесь: https://www.youtube.com/watch?v=n7U51EKV9mY&t=36s 

Ссылка доступна на университетском образовательном ресурсе, наряду с другими матери-
алами, выложенными для студентов, которые используют их при изучении курса.
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Надо отметить что анимационные материалы пользуются определённой популярностью, 
так образовательный канал одного из авторов на You Tube собрал, со дня регистрации более 
двадцати шести с половиной тысяч просмотров.

Еще одним примером, который можно привести, это теорема о сохранении знака непре-
рывной функции, так же с анимационной демонстрацией доказательства (рис. 6 и 7)

Данная анимационная иллюстрация размещена, помимо университетского образователь-
ного ресурса https://lms.kantiana.ru/, также на российском сайте, рекомендованном Министер-
ством науки и высшего образования РФ https://rutube.ru/video/5c442c898e122147c1598edc7d0
a97a6/ 

Технологии для создания анимационных роликов возможна различная — от использова-
ния специализированных сетевых ресурсов, до использования программ графики и анима-
ции. Авторы используют программу Adobe Animate с последующей конвертацией роликов в 
общераспространённые видео форматы любого качества, вплоть до 4К.

Подводя итог, заметим, что применение динамической визуализации для иллюстрации до-
казательства теорем позволяет улучшить восприятие сути материала и способов доказатель-

Рис. 1. Элемент геймофикации Рис. 2. Условие теоремы

Рис. 3. Построение окрестностей Рис. 4. Изображение значений функции

Рис. 5. Итоговый кадр анимации
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ства, обратить внимание на малейшие детали и тонкости доказательства, включить зритель-
ную память для лучшего запоминания, создает возможность неоднократного повторения для 
закрепления и самостоятельного изучения материала, а также создает дружественную атмос-
феру при обучении.
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Рис. 6. Выбор радиуса окрестности Рис. 7. Сохранение знака значений функции
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Одним из негативных моментов в современном математическом образовании является 
снижение знаний выпускников средних образовательных учреждений по целому ряду разде-
лов элементарной математики: геометрии, основ математического анализа, а также по триго-
нометрии. Для смягчения остроты этой проблемы в Балтийском федеральном университете 
им. И. Канта уже достаточно давно реализуется магистерская программа «Математика» с про-
филем подготовки «Преподавание математики и информатики». Поступают на это программу, 
как выпускники бакалавриата и специалитета, родственных направлений, так и лица доста-
точно далекие от математики (экономисты, инженеры). 

Имея целью подготовку преподавателей указанного выше профиля, была проделана боль-
шая подготовительная работа. В первую очередь был проведен широкий опрос учителей года 
и Калининградской области по перечню актуальных и необходимых, с их точки зрения, дис-
циплин учебного плана. Благодаря большому проценту вариативных курсов, был составлен 
учебный план, содержащий достаточно нестандартные дисциплины, такие как «Визуализация 
для преподавания математики», «Методика решения задач с параметрами», «Методика реше-
ния текстовых задач», «Преподавание тригонометрии» и ряд других. Следует отметить, что 
теоретические занятия органично сочетаются с различными видами практик.

В данной работе остановимся на специфике реализации дисциплины «Преподавание три-
гонометри»

Можно отметить незнание формул и основных определений тригонометрии, низкий на-
вык преобразования тригонометрических выражений, не знание основных приемов решения 
тригонометрических уравнений, ошибки при решении систем тригонометрических систем, а 
также слабое представление о преобразованиях графиков функций.

Снизить остроту проблем позволяет, наряду с традиционными методами, применение ди-
намической визуализации [1–4] при преподавании тригонометрии. 

Начинаем с основ. На рис. 1–2 представлены кадры анимации по разъяснению радианной 
меры угла.

Определяем основные тригонометрические функции. На рис. 3 и 4 изображены кадры ани-
мации определения основных тригонометрических функций.

В динамике изображаем графики тригонометрических функций и их преобразования, 
причем все изменения происходят на глазах обучающихся, вызывая положительный эмоцио-
нальный эффект и запоминание. На рис. 5, 6 изображено динамическое преобразование гра-
фика функции siny x=  в график функции 2sin ,y x=  а затем еще сдвиг на / 4.π

Оригинальный способ вывода формулы косинуса разности, использующий скалярное 
произведение векторов. На рис. 7 и 8 представлены этапы вывода формулы косинуса разно-
сти, когда координаты единичных векторов выражаются с помощью синус и косинусов двух 
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Рис. 1 Рис. 2
Кадры анимации по введению радианной меры угла

Рис. 3 Рис. 4
Определение основных тригонометрических функций

Рис. 5 Рис. 6
Кадры анимации преобразования графиков

Рис. 7 Рис. 8
Кадры анимации вывода формулы косинуса разности
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углов, а затем вычисляется двумя способами скалярное произведение этих векторов: по опре-
делению и по формуле вычисления в прямоугольной декартовой системе координат. 

При объяснении решений базовых тригонометрических уравнений предлагаются два спо-
соба — с помощью тригонометрического круга и с помощью графика функции. На рис. 9, 10 
представлены кадры анимации, поясняющее решение тригонометрического уравнения 
sin .x a=  Аналогичным образом поясняем решение тригонометрических систем. А в случае 
тригонометрических систем графически изображением ошибочное и правильное решение и 
визуально отмечаем потерю многочисленных решений.

Рис. 9 Рис. 10
Кадры анимации решения уравнения sin x a=

Отмечаем, что данные видео демонстрации не ограничиваются аудиторным применение, а 
выложены в сеть https://rutube.ru/channel/25396152/ . Кроме того, планируется, в рамках дея-
тельности математического центра им. С. Ковалевской сделать их доступными для всех инте-
ресующихся, разместив видео на электронных образовательных ресурсах БФУ им. И. Канта. 

Безусловно, в рамках преподавания дисциплины последовательно излагается весь теоре-
тический материал, типы тригонометрических уравнений и способы их решения, решение 
тригонометрических неравенств и т. д.

Отмечаем, что применение динамической визуализации помогает осуществить психологи-
ческую разгрузку, внести элемент игры с учащимися. Реализует на практике в органическом 
единстве  принципы доступности и научности преподавания математики. Способствует запо-
минанию материала и идей доказательства формул тригонометрии, причем не в форме триви-
ального зазубривания, а форме зрительных образов и идей, что в конечном итоге приводит к 
уверенному владению всей совокупности компетенций в области тригонометрии.
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МОДЕЛИРОВАНИЕ ПРОЦЕССА ДИСТАНЦИОННОГО ОБУЧЕНИЯ КУРСАНТОВ 
ВОЕННОГО ВУЗА В ОСОБЫХ УСЛОВИЯХ

Военный учебно-научный центр Военно-воздушных сил «Военно-воздушная академия 
имени профессора Н. Е. Жуковского и Ю. А. Гагарина»

Н. В. Чернякова, Р. С. Сумина, Ю. В. Некрасов, А. Б. Плаксицкий

Аннотация. В статье проведен анализ современных подходов к проектированию профес-
сионального становления и личностного развития курсантов военных вузов в процессе 
изучения естественно-научных дисциплин, в том числе и при возникновении особых ус-
ловий обучения, не позволяющих проводить учебные занятия в традиционной форме. За 
основу были взяты: системный подход при изучении педагогической системы в целом и 
отдельных ее компонент, компетентностный подход при проектировании образователь-
ного процесса, концепция личностно-ориентированного обучения. Авторами обосновы-
вается методика проведения педагогического эксперимента на базе изучения дисципли-
ны «Информатика».
Ключевые слова: образовательные технологии, дистанционное обучение, образователь-
ная система, адаптивное обучение, электронные ресурсы, педагогический эксперимент, 
технологии обучения, образовательная среда, электронные учебники.

Введение

Мир вступил в эпоху глобальной информатизации общества. Потребность в информаци-
онной грамотности, умении самостоятельно получать знания способствовала возникновению 
инновационного образовательного процесса, в котором информационные технологии (ИТ) 
играют главную роль. В связи с повсеместным внедрением ИТ и компьютерной техники во все 
сферы жизни, в том числе и в образовательный процесс, все больше внимания уделяется эф-
фективному использованию компьютеров в процессе обучения. Возможности и особенности 
ИТ и электронных обучающих ресурсов (ЭОР) требуют детального осмысления и интеграции 
в учебный процесс, разработки методики использования на различных его этапах, проектиро-
вания технологии компьютерного обучения, формирования особой образовательной среды [1].

1. Планирование педагогического эксперимента

1.1. Особенности системы обучения в военном вузе

На данный момент актуальна задача подготовки технически грамотного специалиста, вла-
деющего всем арсеналом современных вычислительных, коммуникационных и информаци-
онных средств в отраслях, связанных с обороноспособностью и безопасностью государства, 
что выводит на первый план задачу повышения качества обучения информатике в военном 
вузе. Одним из путей ее эффективного решения является моделирование и разработка особой 
образовательной системы.

Образовательная система — взаимосвязь структурных (цель, учебная информация, сред-
ства образовательной коммуникации, состав учащихся, учитель) и функциональных (гности-
ческий, проектировочный, конструктивный, коммуникативный, организационный) элемен-
тов, подчиненных достижению образовательного результата — развитию у всех обучаемых 
творческой готовности к продолжению образования и самообразованию в новой образова-
тельной или профессиональной среде [1–2].
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В ходе многолетних наблюдений и оценки уровня математической, информационной и 
естественнонаучной подготовки будущих военно-технических специалистов, стало возмож-
ным выявление проблем в базовом образовании курсантов, ограничивающие восприятие и 
усвоение учебной информации. К ним относятся:

• неразвитость пространственного или образного мышления;
• неумение использовать информационные технологии для обработки и анализа информа-

ции;
• отсутствие адекватной самооценки, а, следовательно, и способности к самостоятельной 

разработке стратегии саморазвития;
• разобщенность интеллектуального и витального опыта;
• разобщенность предметных знаний, неумение переносить уже сформированный опыт в 

новые условия;
• отсутствие стабильной мотивации к учению;
• слабая способность к творческому решению возникающих проблем.
Необходимость решения этих проблем была положена в основу разработки электронных 

образовательных ресурсов и методики их использования на учебных занятиях по дисципли-
нам кафедры. ЭОР отвечают требованиям личностного подхода к обучению, который предпо-
лагает максимальный учет индивидуальных характеристик обучающихся, и:

• формирует активность обучающихся, готовность к учебной деятельности, к решению 
проблемных ситуаций;

• мотивирует к познанию, делает знания личностно значимыми;
• развивает социальную, профессиональную и коммуникативную составляющие личности.
Система обучения с использованием ЭОР — система, подчиненная развитию когнитив-

ных, творческих и личностных способностей обучаемых, необходимых для формирования 
профессиональных компетенций будущего специалистов [3].

Реализуется система обучения посредством педагогических технологий. Педагогическая 
технология — это отрасль педагогической науки, занимающая промежуточное звено между 
дидактикой, теорией воспитания и методикой, предполагающая перевод операционального 
состава педагогической деятельности на технологический уровень. В основе современных 
технологий обучения лежит личностно-ориентированный подход, который предполагает со-
вместное творчество педагога и обучаемого, направленность на личностное развитие и само-
развитие. Основной формой организации учебной деятельности является диалог. Наиболее 
удачными формами организации диалогового общения являются работа в малых группах, 
дидактические игры, контекстное обучение и другие нетрадиционные методы проведения за-
нятий [4].

Технологическое обеспечение процесса достижения спроектированных целей обучения 
можно организовать как во время аудиторных занятий, так и во внеаудиторной деятельности 
или в процессе их самоподготовки и саморазвития. Средствами обеспечения процесса обу-
чения являются: речь преподавателя; личный пример; самостоятельная деятельность обуча-
емых; использование ИТ; ЭОР; проектная деятельность; коммуникации; методические раз-
работки отдельных тем; организация практических занятий, лекций и лабораторных работ; 
техническое обеспечение учебного процесса; психологическая комфортность процесса обу-
чения; возможность реализации творческих замыслов и проектов, востребованность такой 
деятельности; система поощрения; система контроля.

1.2. Содержание педагогического эксперимента

Содержание образования представляет собой совокупность пяти основных модулей: ин-
формационные процессы, компьютер, алгоритмизация и программирование, информацион-
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ные технологии, коммуникационные технологии. Для каждого модуля, в свою очередь, пред-
полагается пропедевтический, минимальный, базовый и профильный уровни обучения. Под 
уровнями обучения понимают степень сложности, объем и профильную ориентацию предъ-
являемого учебного материала, развитие представлений, набор учебных действий и видов 
продуктивной деятельности, выполняемых обучаемыми.

На рис. 1–4 приведена систематизация основных видов учебной деятельности, применяемых 
при изучении основных содержательных модулей, входящих в дисциплину «Информатика».

Основу информационной составляющей компетентности военного специалиста представ-
ляет модуль «Компьютер» дисциплины Информатика. Целью изучения данного модуля явля-
ется получение навыка работы с ПК, знание его возможностей, умение работать с различными 
операционными системами, внешними и внутренними устройствами компьютера. Достигает-
ся это посредством активного использования как самого ПК в процессе изучения информа-
тики, так и использованием различных обучающих программ, виртуальных практикумов и 
электронных обучающих ресурсов.

Модули «Информационные процессы» и «Информационные технологии» предполагают 
изучение процессов сбора, хранения, обработки и передачи информации, а также ее исполь-
зование в различных технологических системах. Задачами этих модулей является подготовка 
будущих военных специалистов к использованию информационных технологий в практиче-
ской деятельности, формирование навыка работы с автоматизированными комплексами и ав-
томатизированными рабочими местами.

Модуль «Алгоритмизация и программирование» предполагает умение алгоритмизировать 
свою деятельность и программировать желаемый результат, что достигается посредством ак-
тивного использования математических методов и математического моделирования в практи-
ческой деятельности. Курсанты достигают поставленных целей посредством самостоятельно-
го решения большого числа практически ориентированных задач. 

Изучение модуля «Коммуникационные технологии» предполагает формирование умений 
осуществлять взаимодействие пользователей с помощью компьютеров и компьютерных се-
тей, знание основ безопасности сетевого взаимодействия, основных информационных угроз 
и методов защиты информации. 

Рис. 1. Виды учебной деятельности при изучении модуля «Компьютер»
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1.3. Критерий адаптивности системы обучения

Развитие личности, формирование ее профессиональных качеств и компетенций эффек-
тивнее всего проявляется в условиях адаптивной системы обучения. Здесь происходит не 
только сообщение новой информации, но и обучение приемам самостоятельной работы, са-
моконтролю, взаимоконтролю, приемам исследовательской деятельности, умению добывать 
знания, фиксировать главное. Адаптивность означает, что при прохождении каждого этапа в 
изучении дисциплины необходимо отслеживать результативность обучения: формирование 
теоретических знаний, учебных умений и навыков, процесс формирования профессиональ-
ных компетенций [5]. Для этого мы используем интегральный критерий формирования зна-
ний, умений и навыков, показатели сформированности которого приведены в табл. 1.

Рис. 2. Виды учебной деятельности при изучении модулей «Информационные процессы» и 
«Информационные технологии»

Рис. 3. Виды учебной деятельности при изучении модуля 
«Алгоритмизация и программирование»



1313

Таблица 1 
Показатели сформированности интегрального критерия

Интегральный критерий знаний, умений и навыков
Компоненты Показатели сформированности

Основные факты Знание факта. Описание факта. Установление логики взаимосвязи 
между фактами

Базовые понятия Узнавание. Определение. Раскрытие объема. Раскрытие содержания. 
Установление взаимосвязи с другими понятиями.
Характеристика практического использования.

Основные 
закономерности

Узнавание. Формулирование. Вывод (обоснование).
Установление взаимосвязей с другими закономерностями.
Характеристика условий проявления и применения.

Базовые теории Узнавание. Раскрытие основных положений.
Характеристика условий и области применения.

Важнейшие 
проблемы

Узнавание. Формулирование. Установление генезиса.
Представления о путях решения.

Алгоритмы, 
методы, правила

Узнавание. Раскрытие содержания (характеристика сущности и после-
довательности действий и операций).
Характеристика условий практического применения.

Умения и навыки
Примечание:
овладение навыком 
включает в себя 
время выполнения

Показатели уровня отработанности
Выполнение по образцу.
Самостоятельное выполнение в типичной ситуации.
Перенос в новую ситуацию.
Самостоятельное построение алгоритма действий.

Рис. 4. Виды учебной деятельности при изучении модуля «Коммуникационные технологии»
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2. Проведение педагогического эксперимента 
для разработки системы обучения в особых условиях

События последних лет показали, что в процессе обучения курсантов могут возникать 
особые условия обучения, когда стандартные методики и педагогические технологии не могут 
быть использованы. Так ограничения во время карантина не позволяют преподавателю в пол-
ной мере проводить учебные занятия. Курсанты обучаются самостоятельно, что не всегда по-
ложительно влияет на качество образовательного процесса. Грамотное применение компью-
терных средств обучения, электронных учебников, видеоматериалов позволит организовать 
учебный процесс в отсутствие преподавателя. Продуманная организация занятий с приме-
нением технологии компьютерного обучения позволит повысить степень индивидуализации 
обучения и его доступности, что не может не сказаться на качестве результата. Именно эта 
сторона внедрения технологий обучения с помощью ЭОР представляется наиболее ценной.

Прежде чем говорить о разработке системы обучения на базе ЭОР в особых условиях, не-
обходимо апробировать разработанные электронные учебники (ЭУ), внедрить их в учебный 
процесс, осуществляемый в отдельных группах, организовать педагогический эксперимент, 
провести количественную оценку его результатов, проанализировать полученные результаты 
педагогического эксперимента, доказать их статистическую значимость [6]. И только после 
прохождения вышеперечисленных этапов возможно широкомасштабное использование раз-
работанных ЭОР на всех видах учебных занятий.

На кафедре математики утвержден и проводится такой эксперимент. Целью педагогиче-
ского эксперимента является эффективная организация дистанционного обучения курсантов 
в особых условиях без потери качества предметной подготовки по дисциплинам кафедры ма-
тематики.

Гипотеза педагогического эксперимента заключается в том, что комплексное применение 
современных традиционных и дистанционных технологий обучения позволяет эффективно, 
без потери качества, организовать самостоятельную учебную деятельность курсантов в пери-
оды, когда присутствие преподавателя на занятиях невозможно [5, 7].

Педагогический эксперимент осуществляется в три этапа: констатирующий, поисковый и 
формирующий. В ходе его проведения необходимо получить подтверждение эффективности 
разработанной теоретической модели обучения математике и информатике курсантов воен-
ного вуза с комплексным применением дистанционных и традиционных методов обучения в 
особых условиях. 

В ходе констатирующего этапа определяется суть дистанционного обучения и его роль в 
образовательном процессе в современных условиях, а также особенности дистанционного об-
учения математике и информатике. Определяется понятие «особые условия». Поисковый этап 
заключается в формировании методик обучения и проектировании модели дистанционного 
обучения курсантов в особых условиях. Формирующий этап эксперимента заключается в про-
верке гипотезы эксперимента на экспериментальных учебных группах, подведении его итогов 
и формировании отчетной документации.

Заключение

В условиях очного проведения занятий грамотное применение компьютерных средств обу-
чения позволит перераспределить время непосредственного общения преподавателя в пользу 
сильного обучающегося, когда действительно необходима творческая работа. Продуманная 
организация занятий с применением технологии компьютерного обучения позволит повы-
сить степень индивидуализации обучения, уделить больше внимания каждому обучающему-
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ся, что не может не сказаться на качестве обучения. Именно эта сторона внедрения технологий 
обучения с помощью ЭОР представляется наиболее ценной.

Также, в ходе проведения педагогического эксперимента, нами показано, что использование 
ЭОР в учебном процессе позволяет не только организовать личностно-ориентированную об-
разовательную среду, но и обеспечить качественный учебный процесс при возникновении осо-
бых условий обучения, не позволяющих проводить учебные занятия в традиционной форме.
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Annotation. Underwater wireless communication (UWC) has become a significant trade to in-
vestigate underwater phenomenal activities along with the various applications. Therefore, the 
use UWC in terms of minerals detection, collection of oceanographic data, observing marine 
life and navigating, coastal security facilities provide for military purposes. In order to deploy 
such applications in underwater environment require high bandwidth and high capacity of data 
transfer. However, Acoustic and Electromagnetic communications are the wireless carriers to 
transfer information in an aquatic medium with low latency and high spreading delay. Thus, Un-
derwater optical wireless carrier (UOWC) has been chosen transfer information with high data 
rates as compare with traditional acoustic communication but over moderate distances. UOWC 
influences by the physio- chemical properties of water channel due the high depth of ocean to 
coastal water. Addressing of these challenges, the necessity to understand the complex biologi-
cal systems’ characteristics. Throughout this work, we are presenting an impressive overview of 
UOWC possibilities along with the future directions.
Keywords: Underwater Acoustic communication, Underwater Electromagnetic communica-
tion, Underwater Optical communication, Underwater wireless communication.

Introduction

The oceans are highly pressurized, low temperature (about to freezing point), and extremely deep 
reservoirs. A large number of variations and fluctuations occur mainly in underwater environment. 
Due to continuously changes in undersea, the acceptability to familiarize with natural and human 
activities in oceanic environment. A wide spread adoption of underwater visible light communica-
tion (UVLC) has the main attraction in this domain. The mainstream introduction of UVLC is the 
challenging approach to achieve reliable data when comprise of wireless network with wired commu-
nication through the water channel environmental conditions. It requires more sophisticated com-
munication tools to approach relatively high data transmission rates for over short distances. UVLC 
has many distinct features that make it simple and correspondingly different from terrestrial environ-
mental communication. In underwater environment, there are plenty of physical channel constraints 
that influence the optical signal propagation such as high pressure in deep sea, temperature variances, 
alkaline of water, light extent, suspended particles and chemical properties of the communicative 
channel etc, [1].

On the other hand, due to harsh constraints of water channel the acoustic waves are widely used to 
propagate signals over long distances but with extremely low bandwidth and data- rate, high latency, 
spreading delay, high transmission losses and Doppler spreading effect [2]. As expected, the data rate 
supports through acoustic waves up to hundreds of kbps for short distances and tens of kbps for long 
distances. In order to propagation range and depends on data rates, acoustic links are categorized into 
very short, short, medium, long and very longs ranges [3]. The classification of acoustic link is men-
tioned in Table 1.

Notwithstanding, the acoustic waves due to less bandwidth range, the Electromagnetic (EM) waves 
offer a better performance and provide high capacity of bandwidth in underwater environment. EM 
waves in the form of radio frequencies (RF) are capable to transfer data from few kbps to Mbps over 
short distances and easily attenuated by sea water on increasing of intensity. Subsequently, Optical 
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waves are an alternative approach to achieve high bandwidth in minimum time delay variance over 
moderate distances in an aquatic medium. Throughout the specific water constraints optical waves 
also affect by water properties. The absorption and scattering are the main signal fading impairments 
that occur by suspended particles. The distinguish properties of acoustic, RF and optical waves has 
been shown by Table 2.

Underwater visible light communication 

UVLC is an alternative approach that is capable to achieve high bandwidth over short distances. 
Additionally, UVLC has many superiorities over existing underwater communication techniques. The 
blue-green wavelength spectrum has been chosen for data transmission over long ranges. The sea wa-
ter offers dielectric properties for optical signal transmission whilst conductor for RF waves [4]. The 

Table 1
The bandwidth for different possible acoustic propagation links

Classified Propagation 
distance Possible range Maximum bandwidth 

(Hz) Possible data rate

Very Sort Less than 100m More than 100 500kbps
short 100m to 1km 20 to 50 30kbps

Medium 1km to 10km Up to 10 10kbps
Long 10km to 100km 2 to 5 5kbps

Very long 1000km Less than 1 600kbps

Fig. 1. The scenario of deployment UVLC system
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sea water changes its property conductor to dielectric at frequencies range around 250 GHz. Optical 
signals have many distinct properties during propagation at different frequencies over different rang-
es. Although optical signal in underwater environment faces several extreme challenges and might be 
affected by scattering, absorption, dispersion and fluctuation of temperature also by physio-chemical 
properties of channel. Optical signals suffer by absorption and scattering phenomena in the water 
channel. The optical waves do not propagate as the same speed in water as vacuum but accelerated 
in water medium exponentially due to attenuation. In optical signal propagation scattering losses 
cause of suspended particles and absorption loss occurs by the physical properties of water channel. 
The Light waves trans- form into another form of energy due to absorption. This is because of rise 
chemical vitality of water channel. In more turbid water cause more scattering, it is the phenomena of 
collision of optical beam with dangled particles and multiple reflection of angles [5].

Challenges in Underwater Optical Communication

UOWC deployment is more challenging as per channel condition requirement. The channel prop-
erties vary with distinct water types and geographical conditions [7]. Moreover, the inherent optical 
properties (IOP) and apparent optical properties (AOP) are defined differently. Basically, the IOP only 
medium dependents on existing substances and composition of medium, while AOP dependent on 
both of medium and light source [8] that used to evaluate the ambient light levels for communication 
near the water surface. AOP contributes radiance, irradiance and reluctance. The spectral absorptive 
coefficient and volume scattering function are the two main factors that are considered in IOP [9]. 
AOPs are channel dependent and geometrical structure of channel. The common apparent optical 
coefficient is radiance, radiance and reflectance.

Absorption and Scattering

The transmitting light beam in underwater experiences the absorption of photons that are convert-
ed into another form of energy such as heat and chemical vitality of water molecules. The absorption 
occurs by hlorophyll in phytoplankton at colored dissolved organic matter (CDOM), by water mole-
cules and existed salt in water [8]. The absorption effect coefficient calculates in terms of optical wave-
length and represented by ( ).a λ  In scattering the photons change their propagation direction. The op-
tical signal scattering phenomena occurs by vitality of salt ions and containing in pure water also by 
collimated particle matters [8]. The scattering coefficient measures per meter and denoted by ( ).b λ  Due 
to scattering and absorption of optical beam the energy loss and generated overall attenuation.

Table 2
The Different underwater communication techniques parameter [6]

Expected Parameters Acoustic Waves Electromagnetic (RF) 
waves Optical waves

Anticipated covering 
distance

Up to 20 km Up to moderate dis-
tance

Up to few meters

Maximum signal speed 1500 m/s 2.25×108m/s 2.25×108m/s
Received data-rate Kbps Mbps Gbps

Delay High delay Medium delay Low delay
Frequency 10–15 kHz 30–300 Hz 1012–1015Hz
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Future Direction

The implementation of VLC in underwater, opens the door of new opportunities in future. It 
is possible to transmit data at high speed by UVLC technology. In broaden approach of UVLC the 
system performance and efficiency could improve. Thus, it has become an advance and promising 
research field which could be more advanced and low-cost light-emitting services. Due to low-cost, 
short size, power consumption and highly compatibility compare with other optical network, UVLC is 
a potential communication technique. An acoustic- optical hybrid communication system is capable 
to provide high data transmission over long ranges through assisted robotic sensor networks.

Conclusion

The underwater visible light communication (UVLC) is a novel technique for signal transmis-
sion in highly dense and unexplored medium. UVLC is in its initial phase and needs to develop an 
adultery scientific era. It is also providing an opportunity to marrying with existing acoustic and RF 
waves for hybrid communication. This study carried out an exotic survey about the possibilities to 
implement the VLC methodology, coding and decoding techniques and recent literature. This survey 
also discussed the existing signal propagation techniques i.e., acoustic, RF and FSO and their imple-
mentation with UVLC. The future directions and extensive work of UVLC motivated by our research. 
The research report has been contributed and provided a survey of technical issues, and challenges in 
underwater networks and communication.
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Аннотация. В связи с увеличением объемов информации, циркулирующих в локальных 
вычислительных сетях (ЛВС) и расширением спектра задач, решаемых с помощью ин-
формационных систем (ИС), возникает проблема, связанная с ростом числа угроз и по-
вышением уязвимости информационных ресурсов.
Ключевые слова: информационные атаки, локальные вычислительные сети, информаци-
онные системы, информационная безопасность, сигнатура.

Введение

В связи с увеличением объемов информации, циркулирующих в локальных вычислитель-
ных сетях (ЛВС) и расширением спектра задач, решаемых с помощью информационных си-
стем (ИС), возникает проблема, связанная с ростом числа угроз и повышением уязвимости 
информационных ресурсов. 

Существует ряд факторов, действие которых влияет на это. Рассмотрим эти факторы: 
– расширение спектра задач, решаемых ИС; 
– повышение сложности алгоритмов обработки информации;
– увеличение объемов обрабатываемой информации; 
– усложнение программных и аппаратных компонентов ЛВС, и соответственно — повыше-

ние вероятности наличия ошибок и уязвимостей; 
– повышение агрессивности внешних источников данных (глобальных сетей); 
– появление новых видов угроз. 
От функционирования информационной системы и целостности информационных си-

стем зависит функционирование предприятий и роль на рынке.
Исходя из этого, возрастают требования к системам защиты ЛВС, которые должны обеспе-

чивать не только пассивное блокирование несанкционированного доступа к внутренним ре-
сурсам сети предприятия из внешних сетей, но и осуществлять обнаружение успешных атак, 
анализировать причины возникновения угроз информационной безопасности и, по мере воз-
можности, устранять их в автоматическом режиме. 

Анализ существующих подходов к реализации систем обнаружения атак показывает, что 
большинство программных продуктов, присутствующих в настоящее время на рынке, ориен-
тируется на использование формальных описаний системной активности (сигнатур). 

Функции обнаружения и регистрации новых видов атак возлагаются в подобных системах 
на разработчика, выпускающего новые сигнатуры. 

Данный метод защиты является ненадежным, т. к. он ставит защищенность ИС в зависи-
мость от действий внешнего неконтролируемого источника. 

Информационная атака

1. Стадии обнаружении атак

Информационная безопасность — это состояние информации, информационных ресур-
сов и информационных систем, при котором обеспечивается защита информации или данных 
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от утечки, хищения, утраты, несанкционированного уничтожения, искажения, модификации 
(подделки), копирования, блокирования информации и т.п.

Для начала нужно определить что такое атака. И только потом можно обсудить способы 
выявления атак

Итак, информационная атака (вторжение) — совокупность действий нарушителя, направ-
ленная на реализацию угрозы информационной безопасности АС.

Результатом успешной атаки может стать, например, несанкционированный доступ нару-
шителя к информации, хранящейся в ИС, потеря работоспособности системы или искажение 
данных в ИС. 

В качестве целей атаки могут рассматриваться серверы, рабочие станции пользователей 
или коммуникационное оборудование ИС. 

При организации информационных атак злоумышленники часто используют специализи-
рованное ПО, позволяющее автоматизировать действия, выполняемые на различных стадиях 
атаки.

Обычно, любая атака делится на четыре стадии (рис. 1).

Рекогносцировка.
Эта стадия характеризуется получением информации об объекте применения атаки. Для 

дальнейшего планирования злоумышленником этапов дальнейшего вторжения. Цель нару-
шителя получить максимальное количество информации.

Этим целям может служить, например, 
– информация о типе и версии ОС;
– установленной на хостах ИС; 
– список пользователей, зарегистрированных в системе;
– сведения об используемом прикладном ПО и т. д.
Вторжение.
На этой стадии нарушитель получает несанкционированный доступ к ресурсам тех хостов, 

на которые совершается атака.
Атакующее воздействие. 
Эта стадия характеризуется действием, т. е. реализацией поставленных целей злоумыш-

ленников. Целью можно считать, например, кража данных или модификация системы.
Помимо действий, на данной стадии реализуется алгоритм по удалению следов присут-

ствия.
Развитие атаки. 
Нужно понимать что нарушитель всегда будет стремится увеличить объект или зону пора-

жения атаки, что бы реализовать данный алгоритм на остальных составляющих информаци-
онной системы.

Рис. 1. Жизненный цикл типовой атаки
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Давайте рассмотрим стадии реализации на примере.
Так, на этапе рекогносцировки действия нарушителя могут быть нацелены на получение 

следующих данных: 
• о структуре и топологии ИС, 
• о типе ОС, о типе прикладных сервисов, о зарегистрированных пользователях.
Для получения информации о структуре и топологии системы нарушитель может восполь-

зоваться стандартными утилитами, такими, как traceroute, входящими в состав практически 
любой ОС, которые позволяют сформировать список IP-адресов транзитных маршрутизато-
ров вплоть до хоста-объекта нападения. 

Информацию о структуре ИС злоумышленник может получить и путем обращения к 
DNS-серверу.

Один из наиболее распространенных методов определения типа ОС основан на том, что 
различные системы по-разному реализуют требования RFC, определяющие правила взаимо-
действия с сетевыми протоколами. 

При одних и тех же сетевых запросах разные ОС отправляют в ответ разные данные, и по 
ним можно с большой долей вероятности определить характеристики атакуемой ОС и даже 
тип аппаратной платформы.

Информацию о типе прикладных сервисов нарушитель может получить путем сканирова-
ния открытых портов и анализа заголовков ответов, полученных от этих служб. 

Данные же о зарегистрированных пользователях можно извлечь из базы данных SNMP 
MIB, установленной на рабочих станциях и серверах ИС.

Когда необходимая информация собрана, можно начинать вторжение. 
Если в информационной системе имеются в наличии уязвимости, то всякая атака будет 

базироваться на их использовании. И правильный подход к их использования позволит нару-
шителю получить вход в систему.

Примеров уязвимостей можно привести много. 
Здесь и ошибки при конфигурировании сетевых служб ИС, и ошибки в ПО, не «закрытые» 

пакетами обновления (servicepacks, patches, hotfixes), и использование «слабых» и «нестойких» 
паролей, и отсутствие необходимых средств защиты, и многое другое. 

В результате же нарушитель получает несанкционированный доступ к ресурсам атакован-
ного хоста, что позволяет ему перейти к следующей стадии информационной атаки.

На стадии атакующего воздействия нарушитель выполняет те действия, которые и состав-
ляют цель атаки, — например, извлекает из СУБД атакованного хоста номера кредитных кар-
точек или другую конфиденциальную информацию.

После атакующего воздействия нарушитель может перевести атаку в фазу дальнейшего 
развития. 

Для этого в систему обычно внедряется программа, с помощью которой можно организо-
вать атаку на другие хосты ИС. 

После ее установки опять начинается первый этап атаки — сбор информации о следующей 
цели.

2. Способы обнаружения атак (СОА)

Процесс выявления информационных атак, как и атака, начинается со сбора данных, необ-
ходимых для определения факта атаки на ИС (рис. 2). 

В частности, можно анализировать сведения о пакетах данных, поступающих в ИС, про-
изводительность программно-аппаратных средств (вычислительная нагрузка на хосты, загру-
женность оперативной памяти, скорость работы прикладного ПО), сведения о доступе к опре-
деленным файлам системы и т. д. 
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Полезно также иметь полную информацию о регистрации пользователей при входе в ИС.

Для сбора исходной информации традиционно используют специализированные датчики 
СОА, размещаемые на разных элементах ИС. 

Напомним, что существуют два типа таких датчиков — сетевые и хостовые. Первые пред-
назначены для сбора информации о пакетах данных, передаваемых в тех сегментах ИС, где 
они установлены. 

Хостовые же датчики размещаются на определенных компьютерах и собирают информа-
цию о событиях, возникающих на этих компьютерах (например, сведения о сетевом трафике, 
поступающем на хост, или системных событиях, регистрируемых в журналах аудита ОС). 

При этом один узел может отслеживаться сразу несколькими хостовыми датчиками, каж-
дый из которых предназначен для сбора определенной информации.

Анализ данных, собранных сетевыми и хостовыми датчиками, проводится в СОА с ис-
пользованием специальных методов выявления атак. 

Для сбора исходной информации традиционно используют специализированные датчики 
СОА, размещаемые на разных элементах информационной системы. 

Напомним, что существуют два типа таких датчиков — сетевые и хостовые. 
Первые предназначены для сбора информации о пакетах данных, передаваемых в тех сег-

ментах ИС, где они установлены. 
Хостовые же датчики размещаются на определенных компьютерах и собирают информа-

цию о событиях, возникающих на этих компьютерах (например, сведения о сетевом трафике, 
поступающем на хост, или системных событиях, регистрируемых в журналах аудита ОС). 

При этом один узел может отслеживаться сразу несколькими хостовыми датчиками, каж-
дый из которых предназначен для сбора определенной информации.

Заключение

Информация — это важнейшая часть современной действительности. Именно сейчас циф-
ровые данные подвергаются растущему количеству угроз и нежелательных вторжений.

В современных условиях глобального информационного межгосударственного противо-
стояния, нацеленного на снижение экономического и военного потенциала противника, а 
также «на уничтожение духовных ценностей, составляющих фундамент государственной и 
общественной жизни», проблематика информационного противоборства становится одним 
из основных объектов исследований в разных научных областях. 

Информационный век порождает новые средства опровержения, эксплуатации, искаже-
ния и уничтожения информации. 

Одним из таких средств является информационная атака. Практика проведения информа-
ционных атак опережает процесс теоретического осмысления данного явления, что и обуслов-
ливает актуальность данной работы

Итак, как следует из вышеизложенного, информационная атака — это спланированное, 
целенаправленное, массированное информационное воздействие на адресата, результатом ко-
торого будет формирование запрограммированного общественного мнения, а следовательно, 
и поведения. 

Рис. 2. Схема процесса обнаружения информационной атаки
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Информационная атака имеет как внутреннего, так и внешнего адресата, поэтому при ее 
изучении необходимо учитывать фактор множественности адресата. 

Множественность адресата оказывает влияние на выбор вербальных и невербальных 
средств, с помощью которых осуществляется адресное, а потому эффективное воздействие. 

Информационная атака поддается моделированию. Ее модель включает в себя такие эле-
менты, как коммуникатор, сообщение, канал, адресат, эффект. 

Эффективность информационной атаки становится ощутимой после ее проведения и про-
является в конечном итоге на невербальном уровне.
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РАЗРЕШИМОСТЬ ТЕОРИИ КОНЕЧНЫХ ПОДМНОЖЕСТВ 
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Аннотация. В работе рассматриваются алгебраические системы, где в качестве носителя 
выступают конечные подмножества некоторой безатомной булевой алгебры. Для полу-
ченной системы мы вводим новое отношение для конечных подмножеств: считаем, что 
одно подмножество состоит в отношении с другим подмножеством в том и только том 
случае, когда все элементы одного подмножества меньше всех элементов другого. Мы де-
монстрируем, что теория построенной таким образом новой системы сводится к теории 
безатомных булевых алгебр в ее стандартном виде. Следовательно, также как и теория 
исходной системы, теория новой системы оказывается разрешимой.
Ключевые слова: булева алгебра, алгебраическая система, частичный порядок, конечное 
подмножество, точная грань множества, сравнимость, теория, обогащение, определи-
мость, интерпретация, элиминация кванторов, разрешимость.

Введение

Мы рассматриваем безатомные булевы алгебры. Сами булевы алгебры имеют большое те-
оретическое и практическое значение, так как играют важную роль в математической логике, 
многие логические структуры оказываются булевыми алгебрами. Среди булевых алгебр осо-
бое положение занимают безатомные. Их теория допускает элиминацию кванторов, является 
счетно категоричной и любая счетная булева алгебра изоморфно вкладывается в безатомную.

Мы рассматриваем теорию системы, носителем которой являются конечные подмноже-
ства безатомной булевой алгебры. Проблема заключается в определении сигнатурных симво-
лов новой системы. Булевы алгебры можно рассматривать в функциональной сигнатуре, когда 
операциями являются нахождение точных верхних и нижних граней, дополнение и константы 
для максимального и минимального элемента. Подобные методы рассматривались, например, 
в работе [2].

Однако исходным является все же отношение частичного порядка, поэтому мы рассматри-
ваем вариант сигнатуры, который содержит только отношение порядка. Для подмножеств мы 
определяем отношение, пользуясь принципом тотальности: считаем, что два подмножества 
состоят в отношении «меньше» тогда и только тогда, когда каждый элемент первого подмно-
жества строго меньше каждого элемента второго подмножества.

Для плотно линейно упорядоченных множеств мы ранее изучали это отношение в работе 
[1], найдя явный способ элиминации кванторов. Разрешимость такой теории может быть по-
лучена также из классической работы [3].

Для систем конечных подмножеств, которые построены из нелинейных порядков, такой 
вопрос еще не изучался. Для системы, построенной из безатомной булевой алгебры, мы по-
казываем возможность сведения ее теории к теории исходной булевой алгебры. В частности, 
это означает, что эта теория допускает элиминацию кванторов и алгоритмически разрешима.

1. Основные определения

Напомним определения основных понятий, используемых в работе. Определения 1–3 взя-
ты из книги [4].
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Далее с помощью символов <  и ≤  мы обозначаем отношения строгого и нестрогого ча-
стичного порядка соответственно.

Определение 1 (верхние и нижние грани). Пусть ( , )A ≤  — частично упорядоченное множе-
ство, ,X A⊆  .x A∈  Тогда x  называется

• верхней гранью ,X  если y x≤  для всех ;y X∈
• нижней гранью ,X  если x y≤  для всех .y X∈

Если множество верхних (нижних) граней X  имеет наименьший (соответственно, наиболь-
ший) элемент, то он называется точной верхней (соответственно, нижней) гранью и обознача-
ется с помощью sup X  (соответственно, inf X ).

В частности, если множество X  имеет наибольший (наименьший) элемент ,a  то sup X a=  
(inf ).X a=  Например, для одноэлементных множеств выполнено sup{ }a = inf{ } .a a= =

Если множество X  состоит из двух элементов a  и ,b  то верхнюю грань обозначают также 
с помощью ,a b∪  а нижнюю — .a b∩

Определение 2 (булева алгебра). Частично упорядоченное множество ( , )A ≤  называется 
булевой алгеброй, если

1) для любых ,x y A∈  существуют ,a b∪  ;a b∪
2) операции ∪  и ∩  дистрибутивны относительно друг друга;
3) в ( , )A ≤  существует наименьший элемент, обозначаемый 0;
4) в ( , )A ≤  существует наибольший элемент, обозначаемый 1;
5) для каждого x A∈  существует ,y A∈  для которого 0x y∩ =  и 1.x y∪ =  Элемент y  на-

зывается дополнением ,x  он является единственным и обозначается с помощью .y
Булева алгебра называется безатомной, если она не содержит минимальных элементов сре-

ди ненулевых. Это эквивалентно плотной упорядоченности: если ,a b<  то существует элемент 
e  такой, что .a e b< <

Определение 3 (теория алгебраической системы). Теория алгебраической системы A  — 
это множество истинных в A  замкнутых формул.

Известна следующая теорема.
Теорема. Теория безатомных булевых алгебр допускает эффективную элиминацию кван-

торов и, следовательно, разрешима.

2. Система конечных подмножеств

Пусть у нас есть некоторая безатомная булева алгебра .A  Построим новую алгебраическую 
структуру, где в качестве носителя возьмем множество expA  — множество непустых конеч-
ных подмножеств множества .A

Для конечных подмножеств — элементов expA  — введем отношение
 * ( )( ) .A B a A b B a b< ⇔ ∀ ∈ ∀ ∈ <

Будем считать, что одно множество меньше, чем другое, если каждый элемент первого множе-
ства меньше каждого элемента второго множества. Если не выполняется ни один из случаев 

* ,A B<  * ,B A<  ,A B=  то считаем, что множества A  и B  не сравнимы.
Получили алгебраическую систему (exp ,A  *< ).
Лемма 1. Формула
 * * * *

(*)

( ) (( )(( ) ( )) )V U U Y U V Y U V U Y V∀ ∀ < → < ∧ < → < → =


 (1)

выполнена в том и только том случае, когда Y  — одноэлементное множество.
Доказательство. Докажем утверждение в прямую сторону. Допустим, формула (1) истин-

на. Пусть множество Y  содержит по крайней мере два элемента, пусть 1 2{ , , }.Y y y=   Тогда 
inf sup .Y Y<  Поскольку рассматриваемое множество плотно упорядоченное, существует та-
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кой элемент ,e  что inf sup .Y e Y< <  Возьмем в качестве V  множество, состоящее из элемента 
.e  В этом случае фрагмент (*) выполнен. Рассмотрим * *( ).U Y U V< → <  Пусть выполнено 

* .U Y<  Тогда для всех элементов u U∈  выполняется inf .u Y≤  Для V  выполняется *inf .Y V<  
Тогда ввиду транзитивности получаем * .U V<  По аналогии из * *( )Y U V U< → <  получаем 

* *sup ,V Y U< <  откуда следует * .V U<  Однако Y V=  неверно. Пришли к противоречию: мно-
жество Y  не может состоять больше, чем из одного элемента.

Пусть теперь { }.Y y=  Предположим, что формула (1) ложна. Тогда (*) истинно, а Y V=  
ложно. Рассмотрим всевозможные соотношения Y  и .V

1) Пусть * .V Y<  Это означает, что множество V  содержит элементы, отличные от ,y  то 
есть существует такой элемент ,v V∈  что .v y<  В этом случае, существует и элемент e  такой, 
что .v e y< <  Возьмем { }.U e=  Тогда *U Y<  выполнено, а *U V<  нет.

2) Пусть * .Y V<  Это означает, что множество V  содержит элементы, отличные от ,y  то 
есть существует такой элемент ,v V∈  что .y v<  В этом случае, существует и элемент e  такой, 
что .y e v< <  Возьмем { }.U e=  Тогда *Y U<  выполнено, а *V U<  нет.

3) Пусть Y  и V  несравнимы. Возможны два варианта.
Первый: все элементы множества V  сравнимы с .y  Рассмотрим элемент v V∈  такой, что 

.v y≠  Тогда существует элемент e  такой, что y e v< <  (или v e y< < ). Возьмем { }.U e=  Тогда 
*Y U<  (или *U Y< ) выполнено, а *V U<  (или *U V< ) нет.
Второй вариант: хотя бы один элемент v V∈  несравним с .y  Тогда существует элемент e 

такой, что inf{ , } .v y e y< <  Возьмем { }.U e=  Тогда *U Y<  выполнено, а *U V<  нет.
Наше допущение, что при одноэлементном множестве Y  формула (1) ложна, является 

ошибочным 
Обозначим формулу (1) при помощи ( ).one Y
Введем в системе (exp ,A  *< ) функции, определяющие точную нижнюю и точную верхнюю 

грани. Поскольку мы рассматриваем частично упорядоченные множества, точные нижняя и 
верхняя грани могут лежать как внутри множества, так и за его пределами.

Лемма 2. Формула
 * * *

(*)

inf ( ) ( ) ( )(( ( ) ) ( ))s X Y one Y Y X Z one Z Z Y Z X Z Y= ⇔ ∧ < ∧ ∀ ∧¬ = → < ↔ <


 (2)

определяет одноэлементное множество { }Y y=  такое, что infy X=  и .y X∉
Доказательство. Элемент y  является точной нижней гранью множества ,X  если выпол-

нены следующие два условия:
1) y x≤  для всех ;x X∈
2) если для всех x X∈  выполнено ,z x≤  то .z y≤
Пусть выполнено y X∉  и y  является точной нижней гранью множества .X  Покажем, что 

формула (2) будет истинна.
Условие ( )one Y  выполнено, поскольку Y  — это одноэлементное множество. Истинность 

фрагмента *Y X<  следует из условия y X∉  и условия, что y  является точной нижней гранью 
множества ,X  то есть выполнено y x≤  для всех x X∈  (в рассматриваемом случае неравен-
ство будет строгим), а также из определения отношения * .<

Рассмотрим теперь фрагмент (*). Возьмем произвольное одноэлементное множество Z  та-
кое, что .Z Y≠  Пусть выполнено * .Z X<  Тогда, так как y  является точной нижней гранью 
множества ,X  неравенство *Z Y<  также будет выполнено (по определению точной нижней 
грани и ввиду условия Z Y≠ ).

Обратно, пусть верно * .Z Y<  У нас есть условие * .Y X<  Тогда, в силу транзитивности, 
выполнено * .Z X<

Пусть теперь истинна формула (2). Нужно доказать, что множество Y  состоит из един-
ственного элемента ,y  являющегося точной нижней гранью множества X  и выполнено усло-
вие .y X∉
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Множество Y  является одноэлементным, поскольку выполняется фрагмент ( ).one Y То, что 
,y X∉  следует из истинности *Y X<  и определения отношения * .<

Рассмотрим фрагмент (*). Пусть { },Z z=  .z y≠  Получаем, что z x<  для всех x X∈  в том 
и только том случае, когда .z y<  В частности выполнено z x z y< → <  для всех ,x X∈  для 
всех z y≠  

Аналогично Лемме 2 можно доказать следующую лемму.
Лемма 3. Формула
 * * *sup ( ) ( ) ( )(( ( ) ) ( ))s X Y one Y X Y Z one Z Z Y X Z Y Z= ⇔ ∧ < ∧ ∀ ∧¬ = → < ↔ <  (3)

определяет одноэлементное множество { }Y y=  такое, что supy X=  и .y X∉
Эти функции описывают случай, когда точные грани находятся за пределами множества 

.X  Рассмотрим теперь случай, когда точные грани лежат внутри множества .X
Лемма 4. Формула

 

* *

* *

(*)

inf ( ) ( ) ( )

( )( ( ) ( ))
v X Y one Y X Y Y X X Y

Z one Z Z X Z Y
= ⇔ ∧ ¬ < ∧¬ < ∧¬ = ∧

∧ ∀ → < ↔ <


 (4)

определяет одноэлементное множество { }Y y=  такое, что infy X=  и .y X∈
Доказательство. Сначала докажем лемму в прямую сторону. Пусть y X∈  и y  является 

точной нижней гранью множества ,X  то есть выполнены условия:
1) y x≤  для всех ;x X∈
2) если для всех x X∈  выполнено ,z x≤  то .z y≤
Покажем, что формула (4) будет выполнена. 
Фрагмент ( )one Y  выполнен, поскольку Y  является одноэлементным множеством.
Далее рассмотрим два случая.
1) Множество X  состоит из одного элемента. В этом случае выполнено ,X Y=  фрагмент 

(*) эквивалентен единице. Формула (4) истинна.
2) Множество X  состоит по крайней мере из двух элементов. Тогда выполняется 

* * ,X Y Y X X Y¬ < ∧¬ < ∧¬ =  то есть множества X  и Y  несравнимы. Это верно, поскольку 
.y X∈  Фрагмент (*) будет тоже выполнен. Возьмем произвольное множество .Z  Согласно ус-

ловию, если для всех x X∈  выполнено ,z x≤  то ,z y≤  следовательно, в прямую сторону фор-
мула выполняется: если верно * ,Z X<  то *Z Y<  также верно. Допустим теперь, что выполне-
но * ,Z Y<  то есть множество Z  меньше точной нижней грани множества .X  По определению 
точной нижней грани, y x≤  для всех .x X∈  Следовательно, *Z X<  выполнено.

Докажем теперь обратное. Пусть выполнена формула (4).
Фрагмент ( )one Y  гарантирует нам, что множество Y  состоит из одного элемента.
Снова рассмотрим два случая.
1) Выполнено .X Y=  Следовательно, множество X  является одноэлементным. Для одноэ-

лементного множества точной нижней границей является его единственный элемент.
2) Выполнено * * .X Y Y X X Y¬ < ∧¬ < ∧¬ =  Допустим, что y  не является наименьшим эле-

ментом множества .X  Существует два возможных случая.
Первый случай: в X  есть элемент ,x  который несравним с .y  Тогда существует элемент e 

такой, что inf{ , } .x y e y< <  Возьмем в качестве { }.Z e=  Тогда *Z Y<  выполнено, а *Z X<  нет.
Второй случай: все элементы X  сравнимы с .y  Тогда существует элемент x X∈  такой, что 

.x y<  У нас выполняется фрагмент (*). Возьмем в качестве Z  множество { }.x  Тогда *Z Y<  
выполнено, а *Z X<  нет.

Из обоих случаев следует, что y  является точной нижней гранью множества X  
Аналогичным образом можем определить функцию нахождения точной верхней грани.
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Лемма 5. Формула 

 
* *

* *

sup ( ) ( ) ( )

( )( ( ) ( ))
v X Y one Y X Y Y X X Y

Z one Z X Z Y Z
= ⇔ ∧ ¬ < ∧¬ < ∧¬ = ∧

∧ ∀ → < ↔ <
 (5)

определяет одноэлементное множество { }Y y=  такое, что supy X=  и .y X∈
Теперь мы можем обогатить сигнатуру рассматриваемой системы (exp ,A  *< ) четырьмя 

определимыми функциональными символами: infs и sup ,s  infv  и sup .v

3. Теория конечных подмножеств для безатомных булевых алгебр

Мы хотим показать, что теория конечных подмножеств может быть сведена к теории ис-
ходной системы. Прежде чем перейти к основной теореме, установим следующие леммы.

Лемма 6. Отношение *<  может быть выражено через введенные нами четыре функции:

 
* sup ( ) inf ( ) sup ( ) inf ( ) sup ( ) inf ( )

sup ( ) inf ( ) sup ( ) inf ( ) sup ( ) inf ( ) sup ( ) inf ( ).
s s s s s v

s v v s v s v v

A B A B A B A B
A B A B A B A B
< ⇔ < ∨ = ∨ < ∨

∨ = ∨ < ∨ = ∨ <
 (6)

Доказательство. Здесь просто перечислены всевозможные варианты для * .A B<
Лемма 7. Если в безатомной булевой алгебре A  выполнено ,a b<  то существуют несравни-

мые ,u  v  такие, что inf{ , } ,u v a=  sup{ , } .u v b=
Доказательство. В силу плотности порядка выберем u, для которого .a u b< <  Пусть 
( ) .v b u a= ∩ ∪  Тогда
 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 1 .u v u b u a u b u u b u u u b u b b∪ = ∪ ∩ ∪ = ∪ ∩ = ∪ ∩ ∪ = ∪ ∩ = ∪ =

Аналогично
 (( ) ) ( ( )) ( ) 0 ( ) .u v u b u a u b u u a u a u a a∩ = ∩ ∩ ∪ = ∩ ∩ ∪ ∩ = ∪ ∩ = ∩ =

Если бы ,u  v были сравнимы, то u v∪  или u v∩  было бы равно ,u  что, как мы увидели, не так 
Теорема 1. Пусть A  — безатомная булева алгебра. Тогда теория системы expA  может 

быть интерпретирована в теории системы A  и допускает элиминацию кванторов.
Доказательство. Покажем, как преобразовать произвольную формулу теории системы 

expA  к эквивалентной формуле теории A.  Заменим в формуле все вхождения предикатного 
символа *,<  используя эквивалентность (6). Далее покажем, как элиминируется квантор по 
множеству X  для элементарной конъюнкции. Как известно, этого достаточно для элимина-
ции кванторов.

Если элементарная конъюнкция содержит формулу ,X Y=  то элиминация кванторов вы-
полняется простой заменой X  на .Y  Далее считаем, что такого нет. Также можно полагать, что 
у нас нет формул X X=  и ,X X≠  так как они тривиально элиминируются.

Заметим, что для формулы ( )X φ∃  фрагмент φ  не может содержать sup ( )s X  и sup ( )v X  од-
новременно, так как это — взаимоисключающие объекты. Аналогично, φ  не может содержать 
inf ( )s X  и inf ( )v X  одновременно. Рассмотрим все четыре случая.

Пусть φ  содержит sup ( )s X  и inf ( ).s X  Заменим всюду в φ  термы sup ( )s X  и inf ( )s X  на 
переменные s  и i  соответственно, удалим формулы вида X Y≠ , и обозначим полученную 
формулу с помощью .φ′  Тогда формула ( )( )( )s i i sφ′∃ ∃ ∧ <  эквивалентна ( ) .X φ∃  Из истинности 
( )X φ∃  тривиально следует ( )( )( ),s i i sφ′∃ ∃ ∧ <  так как в качестве значений переменных s  и i 
можно взять sup X  и inf .X  Пусть истинно ( )( )( )s i i sφ′∃ ∃ ∧ < выберем по Лемме 7 двухэле-
ментное множество ,X  для которого inf sup .X i s X= < =  Это обеспечит истинность всех 
формул ,φ  кроме, возможно, .X Z≠  Но чтобы сделать и все формулы X Z≠  истинными, до-
статочно добавить в X  любой элемент e  такой, что i e s< <  и не входящий ни в одно из мно-
жеств .Z  Это не изменит sup X  и inf ,X  поэтому сохранит истинность всех остальных формул.

Если φ  содержит sup ( )v X  и inf ( ),s X  то доказательство аналогично, только в X  нужно 
будет добавить еще .s  Для случая sup ( )s X  и inf ( )v X  доказательство будет двойственным.
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Пусть, наконец, формула φ  содержит sup ( )v X  и inf ( ).v X  Тогда можно добавить дизъюнк-
цию inf ( ) sup ( ) inf ( ) sup ( )v v v vX X X X< ∨ =  и раскрыть скобки. Получим две элементарные 
конъюнкции.

Для случая inf ( ) sup ( )v vX X<  доказательство будет аналогично предыдущим случаям, 
только в множество X  нужно включать и ,s  и .i

В случае inf ( ) sup ( )v vX X=  мы имеем дело с одноэлементным множеством. В этом случае 
заменим всюду в φ  термы sup ( )v X  и inf ( )v X  на переменную ,s  а формулы вида X Z≠  на 
( ( ) inf ( )) ( ),vone Z s Z one Z∧¬ = ∨¬  и обозначим полученную формулу с помощью .φ′  Тогда 
формула ( )s φ′∃  эквивалентна ( )( inf ( ) sup ( )).v vX X Xφ∃ ∧ =  Для этого достаточно обратить 
внимание, что { }.X s=

Итак, мы показали, как элементарную конъюнкцию с квантором существования в теории 
системы expA  превратить в конъюнкцию с кванторами существования в теории исходной 
булевой алгебры .A  В последней теории кванторы элиминируются 

Заключение

Мы показали, что если для безатомной булевой алгебры рассмотреть алгебру конечных 
подмножеств с отношением порядка, определенным по принципу тотальности, то новая си-
стема имеет теорию, интерпретируемую в исходной. Она допускает элиминацию кванторов и 
разрешима.

Остаются несколько вопросов. 
Во-первых, можно ли этот результат перенести на другие сигнатуры? Булевы алгебры мо-

гут быть заданы во многих сигнатурах. При переходе к подмножествам мы можем получать 
принципиально различные системы.

Во-вторых, будет ли такой результат справедлив для других булевых алгебр (атомных, су-
ператомных и т.д.)? В общем случае ситуация будет более сложной, чем в ситуации, рассмо-
тренной в статье.
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УДК 004.04, 332.1

ОНТОЛОГИЧЕСКАЯ МОДЕЛЬ СОЦИАЛЬНОЙ АНКЕТЫ 
ПО ОЦЕНКЕ КАЧЕСТВА ГОРОДСКОЙ ИНФРАСТРУКТУРЫ

Астраханский государственный архитектурно-строительный университет

Я. Н. Александрова

Аннотация. Определение термина городской инфраструктуры повествует о совокупно-
сти социальных, инженерных, дорожных и других коммуникаций, что, в свою очередь, 
обеспечивает эффективное развитие городских территорий. С точки зрения жителя го-
рода, современное городское пространство — это мир-механизм, в котором происходит 
весь жизненный цикл человека. Для этого городская среда может дать жителям недоста-
ющую энергию и повысить уровень проживания с улучшением качества городской среды. 
В данной статье была разработана модель вопросно-ответной формы опроса жителей по 
оценке их удовлетворенности городской инфраструктурой.
Ключевые слова: индекс качества, анкета, городская инфраструктура, методика расчета, 
инструмент оценки, онтологическая модель, индикаторы, критерии, категории, веб-при-
ложение.

Введение

Индекс качества городской среды — инструмент оценки состояния городской инфраструк-
туры по нескольким показателям. Методика расчета Индекса утверждена Правительством РФ 
в марте 2019 года. Согласно методике, значение индекса представляет собой количественный 
показатель (в баллах), полученный в результате комплексной оценки индикаторов, характе-
ризующих уровень комфорта проживания на территории [1]. При расчете значения Индекса 
качества городской среды учитываются следующие критерии: безопасность, комфорт, эко-
логичность и здоровье, идентичность и разнообразие, современность и актуальность среды, 
эффективность управления. По каждому критерию оценивается определенное пространство/
категория: жилье и прилегающие пространства, улично-дорожная сеть, озелененные простран-
ства, общественно-деловая инфраструктура и прилегающие пространства, социально-досуго-
вая инфраструктура и прилегающие пространства, общегородское пространство [2].

В качестве основных источников данных для расчета Индекса качества городской среды ис-
пользуются данные из открытых источников (поисково-информационные картографические 
службы, информационный портал «Реформа ЖКХ», и др.), государственных информацион-
ных систем (государственная информационная система жилищно-коммунального хозяйств.), 
официальная статистическая информация (Росстат) и другие статистические источники, а 
также результаты социальных опросов населения, проводимых в форме онлайн-опросов. 

Например, с целью вовлечения жителей города Железногорска в решение вопросов разви-
тия комфортной городской среды, выявления их мнения о благоустройстве города, определе-
ния потребностей в наличии функциональных зон на общественных территориях и готовно-
сти жителей участвовать в благоустройстве общественных территорий города был проведен 
опрос в форме онлайн-анкетирования [3]. Результаты опроса были использованы для опреде-
ления первоочередных работ по благоустройству общественных территорий и прилегающих 
к ним функциональным зонам города. С точки зрения респондента вопросы анкеты слабо 
структурированы и неоднозначно сформулированы, отсутствуют вопросы, которые могли бы 
сформировать общее представление об индивидуальной характеристике определенной тер-
ритории города и описании его специфических особенностей. Поэтому в процессе анкети-
рования может быть получен не однозначный и не дающий объективную оценку ответ, в том 
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числе, по уникальности городской инфраструктуры. Например, применение данной анкеты 
для города Астрахани не позволяет учесть его исторические, географические и климатические 
особенности, влияющие на специфику городской среды. 

Астрахань — исторический город, основанный более 460 лет назад. За это время городское 
пространство обогащалось застройками разных стилей и эпох [4]. Астрахань расположена в 
дельте реки Волги Прикаспийской низменности ниже уровня мирового океана на 28 метров, 
что является ее географической особенностью и фактически оказывает прямое влияние на 
техническую и природную составляющую водных ресурсов (наличие подземных вод, мно-
гочисленные водотоки, водоемы и пр.). Следовательно, при освоении новой территории под 
строительство важно акцентировать внимание на геологические исследования земной по-
верхности, охране речных акваторий, расположенных в границах города и области [5]. Также 
при изменении городской инфраструктуры Астрахани стоит уделить особое внимание памят-
никам культурного наследия. В начале и середине XX века в городе активизировалось стро-
ительство промышленных объектов, многие из которых в 90-е годы XX столетия прекратили 
свое существование. На данный момент, многие здания и прилегающие к ним территории не 
используются по своему первичному назначению, пребывают в разрушенном и ветхом состо-
янии. Поэтому реконструкция пустующих промышленных территорий позволит ускорить 
процесс модернизации и ревитализации территорий под общественные и культурно-досу-
говые пространства, а созданные санитарно-защитные зоны вокруг промышленного здания, 
при необходимости, трансформировать в единую, архитектурную композицию города. 

В настоящее время город Астрахань по оценке уровня качества жизни (включая экологи-
ческую ситуацию, состояние ЖКХ, дорог и других объектов городской инфраструктуры) за-
нимает 73 рейтинговую позицию (из 75) среди городов России с населением свыше 250 тысяч 
человек. Низкий уровень качества жизни влияет и на снижение среднего возраста жителей 
города, т.е. ежегодно происходит 26,8 % отток молодого населения. Поэтому для Астрахани 
важное значение имеет повышение комфортности и развитие городской инфраструктуры 
с учетом мнения горожан. Актуальной является задача по разработке анкеты социального 
опроса, учитывающую инфраструктурную специфику города, основанную на существующей 
методике расчета Индекса качества городской среды.

1. Основные этапы существующей методики расчета Индекса качества городской среды

Существующая методика расчета индекса предполагает 5 этапов [1, 2]:
1. Сбор данных и расчет 36 значений индикаторов
На этом этапе происходит сбор исходных данных и расчет значений индикаторов. 36 ин-

дикаторов Индекса подобраны с учетом возможности единовременной и релевантной оценки 
качества городской среды всех городов РФ. Основные методы сбора информации для форми-
рования Индекса — государственная статистика, данные геоинформационных систем и дис-
танционного зондирования территорий.

2. Определение размерно-климатических групп
В соответствии с Методикой территориальное определение города подразумевает 10 кли-

матических и размерных групп, используемых для корректного составления оценки. При 
отнесении города к соответствующей группе учитываются 2 показателя: географическое по-
ложение города (неизменный показатель) и численность населения города (обновляется еже-
годно по данным Федеральной службы государственной статистики на 1 января года, предше-
ствующего году проведения оценки).

3. Расчет балльных значений индикаторов
Внутри каждой размерно-климатической группы городов формируется индивидуальная 

10-балльная шкала, устанавливаются максимальные и минимальные значения индикаторов, 
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соответствующие определенному баллу. Для каждой размерно-климатической группы вы-
страивается отдельная шкала оценки. В результате города с наибольшими значениями инди-
катора в группе получают 10 баллов, города с наименьшими — 1 балл.

4. Расчет индекса города
Индекс города рассчитывается как сумма баллов по всем 36 индикаторам, оцениваемым 

по шкале от 0 до 10. Таким образом, индекс города измеряется по шкале от 0 до 360 баллов. 
В зависимости от итогового балла определяется качество городской среды. Неблагоприятная 
городская среда — индекс города находится в диапазоне от 0 до 180 баллов. Благоприятная 
городская среда — индекс города находится в диапазоне от 181 до 360 баллов.

5. Расчет индекса субъекта Российской Федерации
Расчет индекса субъекта Российской Федерации производится путем определения сред-

него значения индексов городов субъекта Российской Федерации относительно размерных 
и размерно-климатических групп. Основной недостаток данной методики в отсутствии 80 % 
информации, а именно: некоторые источники могут быть конфиденциальными (запрос ин-
формации через заявление), также информация из разных источников составляет долгий 
промежуток времени обработки — как следствие, долгий процесс формирования актуальной 
информации на текущий промежуток времени. 

2. Анализ существующих моделей анкет по оценке качества городской инфраструктуры

Одной из наиболее распространенных моделей социального опроса выступает онлайн-ан-
кетирование. Реализация проведения опроса осуществляется через веб-приложения, мобиль-
ные приложения, социальные сети. Среди достоинств онлайн-анкетирования можно выде-
лить следующее:

• Наличие импорта/экспорта анкет;
• Сбор данных в режиме реального времени, автоматизированная обработка данных и 

формирование на их основе отчетов;
• Доступность к ресурсам опроса не зависит от географического положения респондента и 

времени анкетирования.
К числу основных недостатков онлайн-анкетирования можно отнести:
• Наличие точки доступа для подключения к сети Интернет;
• Существует вероятность доступа злоумышленников к конфиденциальной информации 

(если она запрашивается в анкете).
Анализ информационных ресурсов позволил выделить более 10 открытых онлайн-ресур-

сов, связанных с опросом жителей по оценке качества инфраструктуры городов Российской 
Федерации [3, 6, 7]. Каждый из опросов был сосредоточен не только как фактор, влияющий на 
формирование балльной системы Индекса качества городской среды, но и для определенных 
территорий города (например, благоустройство общественных городских пространств). 

Проведенный анализ позволили выявить следующие недостатки существующих моделей:
1) Периодичность проведения опроса — единожды или один раз в год.
2) Жесткий дедлайн и ограниченные сроки проведения опроса — от недели до 2–3 месяцев. 
3) Отсутствие доступной формы предоставления результатов опроса (сложные таблицы, 

числовые показатели и пр.).
4) Некорректность и неоднозначность формулировок вопросов в анкетах, дублирование 

ввода информации анкетируемым.
5) Обработка результатов опроса выполняется на основе разработанных авторами мето-

дик без учета индикаторов Индекса качества городской среды. 
С учетом вышеперечисленного автором были сформулированы основные характеристики 

для модели онлайн опроса по оценке качества инфраструктуры применительно к г. Астрахани:
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1) Возможность проведения онлайн опроса и обновление результатов в режиме реального 
времени;

2) Интеграция результатов с интерактивным инструментарием;
3) Скорость опроса и возможность оперативного реагирования.

3. Модель анкеты по оценке качества городской инфраструктуры 
на основе Индекса качества городской среды

При проведении анализа существующих социальных моделей опросов, на примере разных 
городов, появилась необходимость разработки анкеты с учетом индивидуальных особенно-
стей города и его городских пространств. 

На рис. 1, 2 представлена онтологическая модель анкеты, с помощью которой житель смо-
жет осуществить оценку прилегающих территорий, а его мнение будет учитываться при рас-
чете значения Индекса качества городской среды. Разработка онтологической модели выпол-
нялась в программе Fluent Editor.

В анкете выделены следующие параметры:
• Индикаторы. 
 Пространства/Категории. 6 пространств на основании, существующей методики Ин-

декса качества городской среды: 
– Жилье и прилегающие пространства;
– Улично-дорожная сеть;
– Озелененные пространства;
– Общественно-деловая инфраструктура и прилегающие пространства;
– Социально-досуговая инфраструктура и прилегающие пространства;
– Общегородское пространство.
 Критерии. 6 критериев на основании, существующей методики Индекса качества город-

ской среды:
– Безопасность;
– Комфортность;
– Экологичность и здоровье;
– Идентичность и разнообразие;
– Современность и актуальность среды;
– Эффективность управления.

Рис. 1. Описание онтологической модели
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• Информация об анкетируемом жителе. Житель при заполнении анкеты указывает на та-
кие показатели как:

 Район проживания;
 Этажность дома;
 Другие типы вопросов, сформированные по индикаторам.

• Вопрос. Тип вопроса. На любой из предложенных жителю вопросов возможно выбрать: 
один вариант ответа из списка или несколько вариантов ответа. По каждому из вариантов 
ответов присваивается балл. 

 Балл;
 Затрудняюсь ответить.

На рис. 3 представлена модель разработки анкеты в виде диаграммы коммуникации. 

Рис. 2. Графическое представление онтологической модели

Рис. 3. Графическое представление диаграммы коммуникации
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На диаграмме изображены взаимодействия между критериями и категориями Индекса 
качества городской среды. Диаграмма коммуникации допускает произвольное размещение 
участников, что позволяет рассмотреть более детально последовательность сообщений каж-
дым участником в виде линии жизни. В диаграмме рис. 3 показаны связи, которые пронуме-
рованы для общего представления последовательности сообщений. Администратор системы 
кроме отображения связей (экземпляры ассоциаций), также может увидеть по пунктирным 
линиям (временные связи), которые возникают непосредственно при взаимодействии с фор-
мой (справочник вопросов).

Заключение

Проведенное автором исследование позволило разработать онтологическую модель ан-
кеты для опроса жителей города Астрахани по оценке качества городской инфраструктуры. 
В настоящее время разрабатывается на основе этой модели разрабатывается веб-приложение.
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СТРУКТУРНО-ИНФОРМАЦИОННАЯ UML-МОДЕЛЬ РЕШЕНИЯ АРБИТРАЖНОГО СУДА

Воронежский государственный университет

Н. Г. Аснина, А. В. Мистюкова

Аннотация. В статье построена структурно-информационная модель специфического 
процесса формирования решения арбитражного суда. Данная модель представляет собой 
совокупность диаграмм, построенных в нотации UML — универсального языка модели-
рования, применяемого, как правило, в целях проектирования информационных систем. 
На основе построенных диаграмм сформулирован алгоритм определения и обоснования 
состава нормативной базы решения суда.
Ключевые слова: UML-диаграмма классов, UML-диаграмма коопераций, UML-диаграм-
ма последовательностей, проектирование информационных систем.

Введение

Арбитражные суды — это органы судебной власти в сфере предпринимательской и иной 
экономической деятельности, рассматривающие подведомственные им дела в порядке граж-
данского и административного судопроизводства.

Решение арбитражного суда по конкретному делу — это акт, которым властно подтвержда-
ется наличие или отсутствие спорного правоотношения, его конкретное содержание. То есть 
спорное правоотношение превращается в бесспорное, подлежащее принудительному осу-
ществлению.

На основании ч. 1 ст. 168 АПК РФ при принятии решения арбитражный суд, в том числе 
определяет, какие законы и иные нормативные правовые акты следует применить по данно-
му делу.

Содержание решения арбитражного суда как процессуального документа определяется ч. 
1 ст. 170 АПК. 

Оно должно состоять из четырех частей — вводной, описательной, мотивировочной и ре-
золютивной. Содержание мотивировочной части определяется ч. 4 той же статьи, где в п. 3 
устанавливается требование о том, что нужно указывать законы и иные нормативные право-
вые акты, которыми руководствовался суд при принятии решения, и мотивы, по которым суд 
не применил законы и иные нормативные правовые акты, на которые ссылались лица, уча-
ствующие в деле. Части решения взаимосвязаны и в совокупности составляют единый про-
цессуальный документ. Представим содержание решения арбитражного суда в виде UML-ди-
аграммы классов (рис. 1).

Рис. 1. Содержание решения арбитражного суда
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Таким образом, задача формализации процесса формирования решения арбитражного 
суда, в части определения и обоснования состава нормативной базы путем построения струк-
турно-информационной модели с применением специализированных средств моделирова-
ния, представляется весьма интересной.

Кроме того, предлагаемая структурно-информационная модель может лечь в основу авто-
матизированной системы «Поддержки принятия решения арбитражным судом по процедуре 
формирования решения суда в части определения и обоснования состава нормативной базы».

1. Структурно-информационная модель судебного решения

Структурно-информационная модель представляет собой совокупность диаграмм, по-
строенных в нотации UML — универсального языка моделирования, применяемого, как пра-
вило, в целях проектирования информационных систем.

На рис. 2 представлена диаграмма кооперации, которая демонстрирует реализацию проце-
дуры формирования решения арбитражного суда.

Диаграмма кооперации (равно как и диаграмма последовательности) описывает поведение 
как взаимодействие, то есть как протокол обмена сообщений между объектами. Один и тот же 
объект может участвовать в различных взаимодействиях, играя в них различные роли. Таким 
образом, взаимодействие всегда происходит в определенном контексте, который определяется 
множеством участвующих во взаимодействии объектов и связей.

Особый интерес для нас представляет мотивировочная часть решения суда в части поряд-
ка определения и обоснования состава нормативной базы, процедура формирования которой 
представлена на рис. 3 в нотации UML-диаграммы последовательности.

Далее при помощи UML-диаграмм взаимодействия и классов покажем наличие связей 
между объектами рассматриваемой нами предметной области.

2. Порядок построения моделей

В наше распоряжение поступило архивное дело, рассмотренное в арбитражном суде Воро-
нежской области коллегией по спорам, вытекающим из административных правоотношений.

Для решения поставленной задачи решение суда, принятого по данному делу было разде-
лено на определенные блоки, которые были положены в основу построения UML-диаграмм 
классов и взаимодействия (рис. 4).

Рис. 2. Диаграмма кооперации
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Рис. 3. Диаграмма последовательности

Рис. 4. Первый блок решения
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При этом UML-диаграммы классов использовались для определения состава и структуры 
нормативного документа (рис. 5).

Диаграммы взаимодействия — для определения логических связей и зависимостей между 
дефинициями определенными в нормативном документе (рис. 6).

Аналогичным образом были построены UML-диаграммы, иллюстрирующие остальные 
разделы мотивировочной части решения суда.

3. Алгоритм формирования решения суда в нотации UML

На основе построенных диаграмм нам удалось сформулировать алгоритм определения и 
обоснования состава нормативной базы решения суда. Фрагмент алгоритма представлен ниже.

Рис. 5. Диаграмма классов «ФЗ О бухгалтерском учете»

Рис. 6. Диаграмма кооперации «ФЗ О бухгалтерском учете»
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Алгоритм
Шаг 1. Определить первый раздел мотивировочной части — это ФЗ «О бухгалтерском уче-

те» № 402-ФЗ.
Шаг 2. Определить понятие бухучета из статьи 1 настоящего кодекса.
Шаг 3. Найти определение в статье, (пункт статьи).
Шаг 4. Определить объекты бухучета экономического субъекта из статьи 5 настоящего ко-

декса.
Шаг 5. Определить первичный учетный документ из статьи 9 настоящего кодекса.
Шаг 6. Найти определение факт хозяйственной жизни в статье, (пункт статьи).
Шаг 7. Определить состав законодательства РФ о бухучете в статье 4 настоящего кодекса.
Шаг 8. Определить документы, регулирующие бухучет в статье 21 настоящего кодекса.

Заключение

Таким образом, в работе продемонстрирована возможность построения структурно-ин-
формационных моделей средствами языка UML специфических процедур формирования ре-
шения арбитражного суда, которые могут лечь в основу алгоритма формализации подобных 
процессов.
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УДК 330.4

ВОСТРЕБОВАННОСТЬ СИСТЕМ АВТОМАТИЗИРОВАННОГО 
ПРОЕКТИРОВАНИЯ И КОНФИГУРАТОРОВ

Воронежский государственный университет

А. Ю. Бахтин

Аннотация. В статье представлен анализ технических средств и программ, используемых 
для создания чертежей, макетов, различного рода конфигураций. Также проведен анализ 
значимости данных средств, необходимых для продвижения коммерческой деятельности.
Ключевые слова: индивидуальный предприниматель; олигополия; софт; система автома-
тизации проектных работ; база данных.

Введение

Индивидуальный предприниматель (ИП) — физическое лицо, зарегистрированное в уста-
новленном законом порядке и осуществляющее предпринимательскую деятельность без обра-
зования юридического лица.

Олигополия — тип рыночной структуры несовершенной конкуренции, в которой домини-
рует крайне малое количество фирм.

Софт (ПО) — программное обеспечение, которое обеспечивает корректную работу 
устройств.

Система Автоматизации Проектных Работ (САПР-система) — автоматизированная 
система, реализующая информационную технологию выполнения функций проектирования, 
представляет собой организационно-техническую систему, предназначенную для автоматиза-
ции процесса проектирования, состоящую из персонала и комплекса технических, программ-
ных и других средств автоматизации его деятельности.

База Данных (БД) — совокупность связанных данных, организованных по определенным 
правилам, предусматривающим общие принципы описания, хранения и манипулирования, 
независимая от прикладных программ. По законодательству РФ база данных — это объектная 
форма представления и организации совокупности данных, систематизированных таким об-
разом, чтобы эти данные могли быть найдены и обработаны при помощи ЭВМ.

Каждый гражданин, получающий или уже имеющий место жительство, задумывается об 
его обустройстве или же частичном обновлении. Свыше 90 % граждан не имеют возможности 
или навыков самостоятельно обновить гарнитуру, мебель, планировку и прочую атрибутику 
своего жилья. В ходе данной потребности рядовой гражданин обращается к доступным ИП 
(индивидуальный предприниматель) и компаниям с целью приобрести необходимые товары.

В современное время технологии и уровень производства позволяет воссоздать почти лю-
бые пожелания потребителя. Однако, для этого производитель должен четко понимать габа-
риты, планировку, первоначальный макет и, в конечном итоге, подробный чертеж изготав-
ливаемого объекта. Как раз для этих целей и существуют различного рода ПО (программное 
обеспечение) и конфигураторы, без которых невозможно представить современный рынок 
оказания разобранных услуг.

Цель данной статьи осветить проблемы современного рынка благоустройства жилья в на-
шей стране, привести соответствующую статистику, анализ, а также предложить решение ос-
вещаемой проблеме.
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1. Потребность ПО и неестественная конкуренция на рынке 

В представленной таблице (табл. 1) показана количественная статистика по закупке кухонь 
и гарнитуры по Воронежской области. Данная статистика показывает, что на рынке преобла-
дают в основном мелкие фирмы и ИП (индивидуальный предприниматель).

В разбираемой проблеме, отмечается, что у крупных производителей есть свой частный 
софт, который позволяет более точно выполнить заказ поступающих клиентов. Однако, касае-
мо остальных производителей замечается ряд проблем, вызванных в целях экономии, ограни-
ченности бюджета, наличием ПО со схожей функциональностью или же проблемах, вызван-
ных трудностью в использовании уже имеющихся программ. 

Нередко бывает, что фирма или частный производитель производит чертежи непосред-
ственно карандашом на бумаге. Чертеж чаще всего выполняется качественно и в короткие 
сроки, но в современных реалиях это может привести к трудностям со стороны клиентов:

1) Сложность оперативного внесения правок по просьбе клиента;
2) Клиенту сложно охарактеризовать свои пожелания в устной форме;
3) Без использования программных средств сложно изобразить дизайнерские решения ка-

сательно проекта;
4) Предоставленный клиентом чертеж может быть некорректен и требует проверки.
В связи с этим усложняется процесс предоставления услуг со стороны частных произво-

дителей, некрупных фирм и клиент не остается довольным, после чего фирма может нести 
убытки и терять спрос на рынке. Конкуренция в данном случае не является естественной, так 
как при наличии качественных материалов и квалифицированных мастеров, сборщиков, не-
большие компании и ИП не могут составить должную конкуренцию крупным организациям 
с идентичной, а иногда и менее качественной продукцией. В итоге данные явления приводят к 
олигополии, что не является положительным явлением в рыночной структуре страны.

Таблица 1
Анализ потребителя

Вид производителя Количество покупателей от общего числа 
опрашиваемых (%)

Крупные компании и ООО 33,1 %
Мелкие (локальные) фирмы и ИП 62,2 %
Самостоятельное производство Менее 5 %

2. Наиболее часто используемые программы

В данном разделе рассмотрены наиболее часто используемые программы, пользующиеся 
популярностью у небольших фирм и частных производителей. Также будут приведены их не-
достатки и ограничения, приводящие к затруднению создания чертежей для сферы строитель-
ства кухонь, соответствующих гарнитур и мебели.

2.1. AutoCAD

AutoCAD от компании Autodesk считается одной из лучшим САПР-систем для новичков, 
потому что имеет «чистый» и понятный интерфейс, рассчитанный на пользователей всех 
уровней. ПО позволит нарисовать двухмерные эскизы и сделать объемный 3D-объект. Проек-
ты можно загружать в облачные хранилища, а затем снова выгружать их для редактирования. 
Это помогает снизить нагрузку на компьютер и очистить жесткий диск. При покупке лицен-
зии становится доступна работа в приложении в режиме онлайн, благодаря этому можно соз-
давать чертежи буквально с любого устройства.
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Также, неотъемлемым плюсом данной программы является импорт из файлов формата 
PDF и возможность работ с Excel-таблицами. Минусами здесь выступают два главных аспек-
та: высокая стоимость лицензии и нехватка инструментов для отрисовки сложных объектов. 
Если вторая проблема не является критической, то разбирая первый минус, можно отметить, 
что не все заказы требуют сильной помощи со стороны ПО, так как может быть достаточно 
одного чертежа с указанием размерности, как на предоставленном примере (рис. 1), а если 
учесть, что у не крупного производителя может быть не такой большой оборот клиентов, то 
он будет нести убытки, поэтому данный вариант не подходит.

2.2. Компас-3D

Компас-3D — мощный комплекс для отрисовки инженерной графики. Он является россий-
ской разработкой компании АСКОН, поэтому созданные в этой программе эскизы и чертежи 
полностью соответствуют государственным стандартам. Софт помогает рисовать сложные 
схемы и конструкции, оформлять проектную документацию. Интерфейс программы доста-
точно прост и понятен, управление облегчается при помощи всплывающих подсказок, объяс-
няющих суть работы инструментов. Данная программа является лидирующей на Российском 
рынке, во многом, благодаря тому, что является дешевым аналогом, рассмотренной выше про-
граммы и позволяет выполнять сложные инженерские проекты. Однако в этом же кроется и 
недостаток, если рассматривать эту программу применимо к нашей проблеме, так как данный 
продукт предназначен для создания сложных технических изделий и порог вхождения для 
данной программы, требует определенных знаний обращения с такой программой.

2.3. A9CAD

Наконец, последняя программа, рассматриваемая в качестве примера — A9CAD. Данная 
программа больше всего подходит для решения рассматриваемой проблемы, так как в ней есть 
необходимый спектр инструментов для создания привлекательной мебели и кухонной гарни-
туры, более того, неотъемлемым плюсом является низкий порог вхождения и возможность 
объединения созданных объектов в один проект. На данный момент, поддержка программы 
прекращена и в ней нет поддержки русского языка, поэтому данную программу используют как 
концепт для будущих программ или пользуются ею непосредственно через сторонние сайты.

Рис. 1. 2D чертеж тумбочки
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3. Возможное решение проблемы

Решением данной проблемы будет очевидный синтез тех плюсов, которые были выделены 
из рассмотренных программных средств и создание обособленной программы для конкретной 
цели, в данной теме это инструменты для 2D-чертежа, возможность работы с дизайном, удоб-
ная платформа, не требующая больших навыков, удобный интерфейс, а главное консолидация 
необходимых функциональных частей, таких как: сохранение типовых чертежей (стройка мо-
дульной гарнитуры или комплектов мебели), возможность добавления новых эскизов и ко-
нечных продуктов в БД и взаимодействие с коммерческой платформой (оформление справоч-
ников, составление документов, хранение заказов в регистрах и т. д.), то есть сделать продукт 
максимально удобный и доступный.

Заключение

В заключении можно отметить, что проблема нехватки узконаправленного ПО на дан-
ный момент является актуальной и затрагивает не только рынок мебели и кухонных изделий, 
но и весь малый, средний бизнес государства. Следовательно, чем большее внимание будет 
уделяться развитию указанных сфер бизнеса, тем удобнее и доступнее будет осуществляться 
спрос граждан, что заметно облегчит борьбу с олигополией и стимулирует экономическую 
мощь, как например, в Германии (4-е место по ВВП мира), где 83 % доли экономики составля-
ют малые и средние предприятия.
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Рис. 2. Пример работы на Компас-3D
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ОБЗОР ОТЕЧЕСТВЕННОГО ПРОГРАММНОГО ОБЕСПЕЧЕНИЯ 
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Аннотация. В статье обоснована актуальность задачи по автоматизации учебного про-
цесса формирования и согласования индивидуального плана работы профессорско-пре-
подавательского состава с использованием отечественного программного обеспечения. 
Описаны функциональные особенности процесса, разработана модель информационной 
системы по поддержке данного процесса.
Ключевые слова: индивидуальный план, IT-решения, программное обеспечение, автома-
тизация, 1С:Университет ПРОФ, BPMN-модель, «клиент-сервер», бизнес-процесс.

Введение

В течение последних лет в России наблюдается активный рост продуктов IТ- решений оте-
чественного производства. Ключевые направления развития IТ-отрасли и условия, необходи-
мые для ее развития, обозначены в утвержденной распоряжением Правительства РФ № 2036-р 
от 1 ноября 2013 г. «Стратегии развития отрасли информационных технологий в Российской 
Федерации на 2014–2020 годы и на перспективу до 2025 года» [1]. 

Массовая автоматизация управленческих задач в образовательных учреждениях началась с 
2000-х годов. В качестве основного программного продукта использовались разработки зару-
бежных IT-компаний, которые продвигали свои коммерческие предложения на привлекатель-
ных для учебных заведений условиях, например, предоставление льгот, открытых лицензий и 
т.д. Широко известные компании, как «Microsoft», «Oracle» и др., предлагали специализиро-
ванные лицензии для образовательных организаций. Программа «Academic Open License» от 
компании «Microsoft» для учебных заведений с постоянной лицензией для использования на 5 
и более ПК. Эта программа позволяла приобрести лицензии на программное обеспечение(ПО) 
«Microsoft» по более низким ценам, чем корпоративные лицензии «Open License» для бизнеса.  
Программный продукт «Oracle Academy» компании «Oracle» предлагал учебным заведениям 
бесплатные ресурсы для преподавания и обучения, облачные решения, программное обеспе-
чение, которые были ориентированы на обучение студентов, используя наработанные знания, 
методики практических занятий и профессиональные навыки сотрудников компании [2].

Сервисы, способствующие автоматизации управления учебным процессом в 2014 году 
были малораспространены (лишь13,3 % организаций их использовали). В российских высших 
учебных заведениях(ВУЗ) их применяли 23,3 %, а системы электронного документооборота 
использовали 67,7 % [3]. То есть, использовалось то программное обеспечение, которое было 
актуально на тот момент. Однако, с 2014 года произошел большой скачок в развитии инфор-
мационных технологий. Стали развиваться технологические платформы, произошло обновле-
ние цифровых инструментов, облачных сервисов и т.д. Вместе с использованием в российских 
образовательных учреждениях иностранного ПО в будущих специалистах развивались навы-
ки для работы с иностранными программами. Возникает вопрос о переводе IT-инфраструкту-
ры на отечественное программное обеспечение, в первую очередь, того ПО, которое связано с 
автоматизацией процессов в образовательном учреждении [1].
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1. Обзор существующих решений в области автоматизации управления 

Месячный оборот российских компаний, разрабатывающих программное обеспечение, в 
марте 2022 года вырос на 62 % по сравнению с показателем февраля и достиг 275,8 млрд рублей 
[4]. В выигрышной позиции оказались те учреждения, которые изначально ориентировались 
на рынок отечественного программного обеспечения, и которые с самого начала строили свою 
IT-инфраструктуру на российских разработках. Например, более чем за 10 лет программный 
продукт «Автоматизация управления учебным процессом» г. Шахты была внедрена в почти в 
1400 образовательных учреждений. Наряду с этой программой компания «Тандем» внедрила 
единую информационную систему управления учебным процессом «Тандем.Университет» в 
более 100 проектов для образовательных организаций среднего профессионального и выс-
шего образования с 2012 г, которое было зарегистрировано в 2017 году в Реестре российского 
программного обеспечения [5].

Такая практика способствовала развитию и внедрению отечественных программных про-
дуктов, специализирующихся на автоматизации учебного процесса. 

Согласно статистическим исследованиям международного агентства аналитики IDC, за 
последние 10 лет рынок информационных систем «1С» в России вырос в финансовом отноше-
нии до 30,5 %. Это связано с необходимостью организации совместной работы с информаци-
онной системой через сеть Internet с любых мобильных устройств и из любой точки мира [6].

Например, фирма «1С» совместно с Центром разработки компанией «СГУ-Инфоком» выпу-
стила в 2013 году продукт «1С:Университет ПРОФ», который начал активно внедряться во мно-
гие ВУЗы России(был внесен в «Реестр российского программного обеспечения» в 2016 году). 
И в настоящее время его используют 349 вузов из 79 регионов России, в том числе Националь-
ный исследовательский технологический университет «МИСиС» (г. Москва), Южный Федераль-

ный Университет (г. Ростов на Дону), Финансовый уни-
верситет при Правительстве Российской Федерации 
(г. Москва), Московская международная высшая школа 
бизнеса «МИРБИС», Российский государственный ин-
ститут сценических искусств (г. Санкт-Петербург) и др. 
[7]. Также в 2020 году была успешно внедрена система 
фирмы «1С» в ГАОУ АО ВО «Астраханский государ-
ственный архитектурно-строительный университет» 
со следующими продуктами: «1С:Университет ПРОФ», 
«1С: Документооборот 8», «1С: Зарплата и кадры» [8]. 

2. Описание модели бизнес-процесса

«1С:Университет ПРОФ» предназначен для ав-
томатизации деятельности ВУЗа по следующим на-
правлениям: управление студенческим составом, 
организация и проведение приемной кампании, пла-
нирование учебного процесса, расчет учебной нагруз-
ки, мониторинг учебного процесса, выпуск студентов 
и трудоустройство выпускников и т. д. [9] 

Трехуровневая система «клиент-сервер» (рис. 1) 
позволяет поддерживать высокую производитель-
ность даже при больших нагрузках на систему. В си-
стеме могут работать одновременно сотни пользова-
телей, и эффективность работы не будет нарушена [6].

Рис. 1. Трехуровневая архитектура 
«клиент-сервер»
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В более раннем варианте работы с информационной базой программа, работающая на 
компьютере пользователя, обращалась непосредственно к базе данных в среде MS SQL Server. 
В новой версии программа, работающая у пользователя, взаимодействует с сервером 1С, а сер-
вер при необходимости обращается к базе данных MS SQL Server, как показано на рис. 1. При 
этом физически сервер 1С и MS SQL Server могут располагаться как на одном компьютере, так 
и на разных. Это позволяет администратору при необходимости распределять нагрузку между 
серверами.

Если не так давно некоторые вузы все еще использовали «собственные» программы, на-
писанные на иностранных языках программирования, или толком не отошли от бумажного 
документооборота, то на данный момент все больше вузов внедряют программные продукты 
фирмы «1С». 

Сам продукт обладает широкой функциональностью, использует сертифицированные ин-
струменты и использует новейшие технологии для защиты информации. Различный спектр 
инструментов системы учета позволяет создавать группы студентов, распределять нагрузку 
для преподавателей и настраивать работу всех кафедр и подразделений университета. Конфи-
гурация обеспечивает поддержку Федерального государственного образовательного стандар-
та, уровней подготовки — от бакалавриата до аспирантуры — и различных образовательных 
направлений. Конфигурация может быть использована для автоматизации рабочих процессов 
во всех структурных подразделениях университета, например: на кафедрах вуза, в студенче-
ском отделе кадров, в приемной комиссии, в профсоюзе, в бухгалтерии, в учебно-методиче-
ском отделе и др.

При этом автоматизация бизнес-процесса не проработана в областях обеспечения образо-
вательного процесса и общего управления. Их анализ в разных ВУЗах показал, что админи-
стративное обеспечение учебного процесса и ведение делопроизводства в вузе осуществляется 
деканатами факультетов. Делопроизводство деканата направленно на документационное обе-
спечение управления учебным процессом и поддержку взаимодействия различных подразделе-
ний вуза (администрации, учебно-методического управления, бухгалтерии и другие) [10].

В ходе деятельности факультета создается большое количество официальных документов, 
которые распределяются в соответствии с номенклатурой дел. Большая часть документов в 
университете проходит через учебно-методический отдел, где они регистрируются, тиражи-
руются и распространяются по различным подразделениям университета. Учебно-методи-
ческий отдел контролирует учебный процесс, ведет учет контингента студентов, направляет 
документы, требующие отчетности, в деканат и кафедры и т. д.

Одной из трудоемких задач в работе учебно-методического отдела является работа с ин-
дивидуальным планом работы профессорско-преподавательского состава. В настоящее время 
данный процесс не автоматизирован ни на одной из рассмотренных отечественных разрабо-
ток, поэтому возникает необходимость в разработке данной системы.

В университетах план работы ППС представляет собой бумажный или электронный до-
кумент формата .doc или .xls и заполняется сотрудником кафедры с помощью соответствую-
щих редакторов (Microsoft Excel, Microsoft Word). При этом анализ как планирования, так и 
выполнения индивидуального плана осуществляется вручную, так что весь процесс занимает 
достаточно длительное время. Преподаватели сами определяют плановые задания, обобщая 
которые, заведующий кафедрой составляет план работы кафедры. По статистике, заведующий 
кафедрой редко вносит изменения в индивидуальные планы. Учебно-методическая работа 
ограничивается такими несложными видами деятельности, как подготовка к лекциям и прак-
тические занятия, подготовка экзаменационных билетов, разработка тематики рефератов и 
т. д. С похожей ситуацией дела обстоят и с другими разделами индивидуального плана препо-
давателя, такие как научно-исследовательская и внеучебная деятельность профессорско-пре-
подавательского состава, в зависимости от занимаемой им должности [11]. После, как каждый 
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преподаватель сформировал свой план работы на учебный год, заведующий кафедрой должен 
выполнять остальные управленческие функции по организации, мотивации, контролю, коор-
динации работы преподавателей [12].

Эффективность работы профессорско-преподавательского состава зависит от двух основ-
ных факторов: уровня квалификации и объема выполняемой работы. Оба показателя могут 
быть выражены количественно, т.е. их можно измерить. Так, к примеру, в ГАОУ АО ВО «Астра-
ханский государственный архитектурно-строительный университет (АГАСУ)» определен обя-
зательный набор видов внеучебной деятельности и их нормы, в зависимости от должности 
преподавателя, а общий объем от размера занимаемой ставки данного преподавателя [13].

В ГАОУ АО ВО «АГАСУ» уже существует решение, которое в настоящее время реализо-
вано, но не учитывает изменения, которые в настоящее время произошли в бизнес-процес-
се АГАСУ [14]. Внедрение информационной системы внеучебной деятельности ППС с точки 
зрения реализации на платформе «1С: Университет ПРОФ» является хорошей возможностью 
для повышения эффективности работы кафедр и самих преподавателей, так как в большей 
части университета основной платформой является «1С». Данный процесс позволит ускорить 
заполнение карточек внеучебной деятельности ППС и оптимизировать процесс проверки ре-
зультатов выполнения планов. 

Особенность внедрения заключается в том, что имеется уже готовая база для реализации 
проекта, необходимо ее доработать для ведения данных по внеучебной деятельности препо-
давателей и кафедры. Добавление основных и справочных данных поможет выстроить скелет 
программного продукта. 

Для создания индивидуального плана необходимы справочные данные, которые определя-
ют единицы измерения и категории деятельности, в каком бы формате индивидуальный план 
не был представлен. В случае с «1С:Университет ПРОФ» достаточно заполнить эти типовые 
справочники в соответствии с положением университета. 

Для дальнейшей разработки модуля необходимо задействовать конфигуратор «1С:Универ-
ситет», создать новый документ в соответствующей структуре. Добавление реквизитов помо-
жет выделить разделы соответствующего документа и добавлять данные в таблицу. BPMN-мо-
дель бизнес-процесса представлена на рис. 2. 

Рис. 2. BPMN-модель автоматизации учебного процесса заполнения карточки 
внеучебной деятельности преподавателя
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С помощью данного бизнес-процесса, сотрудникам университета нет необходимости 
пользоваться Microsoft Excel или Microsoft Word, вся работа с документацией ведется в систе-
ме. Ручной ввод информации минимизирован за счет интеграции с платформой «1С». Пре-
подавателю достаточно зайти в систему, выбрать из выпадающего списка необходимые пока-
затели и передать на согласование. Автоматически генерируется маршрут согласования. При 
согласовании система отправляет заполненные преподавателем данные диспетчеру кафедры. 
Если диспетчер кафедры добавляет комментарий к карточке, в системе выстраивается новый 
маршрут и ответственные за данный процесс сотрудники повторно согласовывают документ. 
После согласования и выставления сроков система проводит документ и закрепляет нагрузку 
для преподавателя. Сроки и этапы работ фиксируются в карточке преподавателя. 

При дальнейшей разработке можно будет установить фильтры для пользователей, где ад-
министратор сможет настраивать доступ к определенным разделам, касающиеся, непосред-
ственно, работы пользователя.

Заключение

Предложенное автором статьи решение позволит упростить и облегчить взаимодействие 
и работу различных подразделений университета, что приводит к значительному повышению 
эффективности. В качестве важных показателей эффективности можно указать на сокраще-
ние временных затрат, которые резко возрастают при использовании ручной обработки боль-
ших объемов информации. 
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СРАВНЕНИЕ МЕТОДОВ КЛАСТЕРИЗАЦИИ 
НА ПРИМЕРЕ ОБРАБОТКИ НАУЧНЫХ СТАТЕЙ

Национальный исследовательский Томский политехнический университет

В. И. Василенко, А. В. Зайда, А. О. Сурвилов, С. В. Шерстнева

Аннотация. В обработке естественного языка существует метод выделения групп схожих 
записей, который представляет собой кластерный анализ. Для кластеризации существу-
ет множество алгоритмов, построенных на различных математических принципах. Ста-
новится необходимым выделить лучший алгоритм для кластеризации, в данном случае, 
текстовой информации. Для сравнения алгоритмов были использованы как внутренние 
показатели в виде индекса силуэта, так и внешние в виде индекса Жаккара. В качестве 
набора данных выступали заголовки 2000 статей, написанными сотрудниками НИ ТПУ.
Ключевые слова: кластеризация, кластерный анализ, оценка кластеризации, индекс си-
луэта, индекс Жаккара, fuzzy-c-means, k-means, affinity propagation, иерархическия класте-
ризация, обработка естественного языка, нормализация, векторизация, научные публи-
кации, интеллектуальный анализ.

Введение

Многие сферы жизни человека так или иначе связаны с интернетом, как и научная деятель-
ность. Огромное число статей размещено в сети, например, на elibrary.ru. Во время научных 
исследований мы неизбежно сталкиваемся с задачей обзора научной литературы в электрон-
ном виде.

Актуализируется вопрос об обработке огромного числа статей для поиска необходимой 
информации. И, как известно, работать с каталогизированными и отсортированными данны-
ми намного проще, особенно если стоит задача исследования какой-то конкретной предмет-
ной области. 

Интеллектуальный анализ данных может стать важным инструментом во время исследо-
вания, ведь при помощи таких инструментов как кластеризация, становится возможным зна-
чительно оптимизировать свою деятельность по поиску информации.

Именно поэтому цель исследования заключается в сравнении технологий интеллекту-
ального анализа данных по кластеризации научных статей на примере ТПУ, извлеченных с 
elibrary.ru.

Основная часть

1. Сбор информации

Прежде чем обрабатывать какую-либо информацию возникает необходимость сбора этих 
данных. Информацию было решено собирать с сайта elibrary.ru. Для эффективного и быстрого 
сбора, был разработан парсер, проводящий сбор в две фазы. Сперва, производился сбор ссы-
лок на различные статьи, опубликованные сотрудниками и студентами ТПУ. Данные ссылки 
были помещены в текстовый файл, который будет использован второй частью программы. 
Далее, во втором этапе, используя ссылки, производится выбор и сохранение необходимых 
данных в xml файле, что облегчит получение конкретной информации о статье. При выпол-
нении данного этапа реализована программа-парсер, автоматизирующая сбор информации и 
ограничивающая количество запросов в промежуток времени.
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2. Первичная обработка

Обработку статей, полученных при парсинге, можно разделить на два этапа первичная об-
работка текста статей; преобразование информации о статьях в векторы чисел. Цель первич-
ной обработки текста заключается в очистке текстовой информации. Под этим подразумева-
ется применение к данной информации операций, таких как токенизация — разделение текста 
на токены(слова), удаление стоп слов, а также нормализация токенов для того, чтобы одни и те 
же слова, но в разных формах могли связывать наши статьи. 

Нормализация имеющихся текстовых данных производится с помощью двух разных ме-
тодов: стемминг и лемматизация. Так, стемминг выделяет основу слова путем отсечения суф-
фиксов, окончаний и приставок, в то время как лемматизация — более точный процесс для 
получений леммы слова. Алгоритм для лемматизации был взят из библиотеки nltk (natural 
language toolkit), а для стемминга — из open-source проекта на платформе GitHub [16].

После изучения и испытания данных функций на русских и английских предложениях, 
мы пришли к выводу, что стемминг будет лучше использовать для русского языка, а леммати-
зацию для английского. Это обосновано тем, что хоть лемматизация и является более совер-

Рис. 1. Блок-схема программы-парсера

Рис. 2. Нормализация
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шенным алгоритмом, но при работе с русскими словами из-за особенностей языка происхо-
дит «засорение». Например, для слова «стали» будут подобраны леммы «стали» и «стать», что 
приводит к появлению большего количества слов, которые не только искажают содержание, 
но и усложняют задачу дальнейшей обработки. Для английского языка данная проблема не 
актуальна. Как итог была реализована функция normalization (рис 1.), которая проводит лем-
матизацю для набора английских слов и стемминг для набора русских.

В результате применения данных методов мы получим массив нормализованных токенов 
(слов), которые можно использовать для дальнейшей векторизации, не опасаясь появления 
шумов.

Второй этап обработки представляет собой преобразование текстовой информации о ка-
ждой статье в вектор чисел, а также сокращение размерности данного вектора для упрощения 
задачи кластеризации. Получение вектора чисел происходит с помощью операции векториза-
ции, а именно при выполнении данного исследования применялся метод векторизации .TFIDF  
Показатель TFIDF  вычисляется для всех слов корпуса документов по следующей формуле:

,TFIDF TF IDF= 

где TF  — частота слова в данной статье, а IDF  — обратная частота слова во всем корпусе 
документов. Таким образом, данная величина показывает, насколько данное слово характерно 
для конкретной статьи. TF  и IDF  для слова t  вычисляются по следующим формулам:
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где tn  — то сколько раз слово t встречается в статье, in  — количество слов в данной статье 
cn  — общее количество статей, jn  — статья, в которой встречается слово .t

Одной из важнейших проблем, которую необходимо решить перед началом кластериза-
ции, является так называемое «проклятье размерности». Смысл данной проблемы в том, что 
результатом векторизации является массив векторов с размерностью n (число уникальных 
слов в корпусе которые не были удалены при первичной обработке). Известно, что стандарт-
ное евклидово расстояние будет вычисляться по данной формуле: 2 2 2

1 2 ... .nl x x x= + + +  Оче-
видно, что при больших n  — l  будет возрастать. Поэтому расстояния между точками будут 
огромными, и объединить статьи в группы будет очень трудно. В этом и заключается суть 
«проклятья размерности». В решении данной проблемы могут помочь методы латентно се-
мантического анализа (LSA). Суть данных методов заключается в снижении размерности, пу-
тем замены слов, характеризующих статьи на меньшее количество скрытых или латентных 
тем. Нами был применен такой метод как сингулярное разложение матрицы (SVD).

3. Кластеризация

Для сравнения были выбраны следующие алгоритмы кластеризации: иерархическая кла-
стеризация (agglomerative clustering) и k-средних (k-means), как наиболее популярные; нечёт-
кая кластеризация (fuzzy c-means) и распространение близости (affinity propagation), как менее 
популярные, но имеющие естественную способность определять количество кластеров 

Нечёткая кластеризация отличается от других алгоритмов кластеризации тем, что не уста-
навливается соответствие каждого вектора единственному кластеру. Вместо того для точки 
составляется вектор вероятностей, с которыми она принадлежит каждому из кластеров. Если 
принять, что принадлежность к кластеру определяется наибольшей вероятностью, то можно пе-
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рейти к чёткой кластеризации, близкой к k-средних. Также алгоритм позволяет выделить точки, 
которые находятся на пересечении двух кластеров, то есть разность вероятности принадлежно-
сти их к наиболее вероятному и иному кластеру меньше по модулю заданного значения.

В качестве реализации алгоритма был выбран открытый репозиторий на Github[6]. При 
уменьшении размерности до 50 столбцов и разбиении на 100 кластеров была получена диа-
грамма рассеяния, представленная на рис. 2.

Распространение близости основано на обмене сигналов между всеми точками набора. Вы-
деляются два сигнала между произвольными точками i  и :j  responsibility (ответственность) и 
availability (доступность). Первый характеризирует насколько j  полно описывает свойства ,i  
второй — характеризует доступность j  быть экземпляром класса для .i  Таким образом, на 
протяжении итераций устанавливается баланс между желанием каждой точки видеть другую 
как экземпляр и доступностью вектора быть экземпляром для других. Причём каждый объект 
стремится выбрать другую точку в качестве своего экземпляра. Кроме того, ключевая особен-
ность алгоритма — способность определить оптимальное количество кластеров, которое 
можно использовать с другими алгоритмами, требующими этот параметр на входе.

Иерархическая кластеризация позволяет упорядочить информацию и объединить её в 
формате иерархического дерева или дендрограммы. Разным ярусам иерархического дерева 
соответствуют разбиения на разные количества кластеров, от единицы до количества точек в 
наборе данных. Тогда разбиением данных на кластеры является ярус дендрограммы с нужным 
количеством кластеров.

Для реализации взят соответствующий класс модуля sklearn для python. Построенная ден-
дрограмма при 95 кластерах представлена на рис. 3.

Метод k-средних стремится разделить точки из набора между k кластерами, минимизируя 
расстояния точек до назначенных кластеров. С начала работы алгоритма уже должны быть 
заданы количество кластеров и соответствующее количество векторов-центров или средних. 
Из-за этого и возникает необходимость использовать другие алгоритмы кластеризации, кото-
рые не требуют известного количества кластеров. После необходимо переопределить центры 
кластеров с учётом новоназначенных векторов, зачастую при помощи поиска среднего. 

В качестве имплементации алгоритма был выбран открытый репозиторий на Github [8]. Для 
получения оценки алгоритм запускался при разных значениях количества кластеров от 95 до 120.

4. Оценка качества

Для сравнения качества кластеризации различными методами было решено использовать 
две различные оценки качества кластеризации. Первая из них — индекс силуэта (применялся 

Рис. 3. Диаграмма рассеяния нечёткой кластеризации
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при помощи библиотеки sklearn), который является внутренним методом оценки качества. 
Данный критерий, основываясь на геометрических правилах, определяет, насколько получен-
ное разбиение на кластеры обоснованно. При хорошей кластеризации данный параметр дол-
жен стремиться к единице. Второй способ — индекс Жаккара, являющийся внешним методом. 
Эта оценка, основываясь на информации о рубрикаторах статей, вычисляет насколько спра-
ведливо полученное распределение на кластеры.

После реализации алгоритмов кластеризации была проведена оценка каждого из них при 
помощи обоих индексов, и в результате были получены следующие результаты:

Таблица 1
Сравнительная оценка алгоритмов кластеризации

Алгоритм Индекс Силуэта Индекс Жаккара
Нечётка кластеризация 0,15–0,26 0,03–0,18
Распространение близости 0,23 0,06
Иерархическая кластеризация 0,11 0,02
К средних 0,17 0,06

После сравнения полученных результатов, было получено, что наиболее эффективным яв-
ляется алгоритм распространения близости (AP).

Заключение

В результате был проведён кластерный анализ свыше 2000 статей ТПУ из базы РИНЦ. Соз-
дан программный комплекс, реализующий весь процесс от сбора данных, до их первоначаль-
ной обработки и кластерного анализа. Создан инструментарий для парсинга статей из базы 
РИНЦ, их векторизации по заданным параметрам, уменьшению размерности несколькими 
способами и кластеризации по популярным алгоритмам.

На данный момент наиболее высокое качество кластеризации по индексам Жакара и си-
луэта показывают Fuzzy-c-means и Afinity propogation, значения обоих индексов примерно 
равны, но Fuzzy-c-means оказывается наименее стабильным.  Так, например, иногда значения 
индексов могут достигать отрицательных значений. В то время как Afinity propogation имеет 
отклонение около 0,01, как итог мы можем прийти к выводу что из выполненных нами алго-
ритмов Afinity propogation является наиболее эффективным на данном объеме материала.

Рис. 4. Дендрограмма иерархической кластеризации
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АВТОМАТИЧЕСКАЯ КЛАССИФИКАЦИЯ РЕЧЕВОЙ АГРЕССИИ

Воронежский государственный университет

И. Е. Воронина, М. К. Пастревич

Аннотация. Рассматривается актуальные проблемы классификации речевой агрессии на 
примере текстовой информации в социальных сетях. В качестве объекта исследования 
используется материал социальных сетей ВКонтакте, Одноклассники. Рассматриваются 
статистические данные на основе проведенных экспериментов в области проявления ре-
чевой агрессии в разных социальных и возрастных группах. В качестве основного метода 
исследования использовалась предобученная модель BertForSequenceClassification, что 
позволило получить результаты, подчеркивающие выявление эксплицитной вербальная 
агрессии в комментариях пользователей.
Ключевые слова: социальные сети, речевая агрессия, искусственный интеллект, класси-
фикация, комментарии, нейронная сеть.

Введение

Проблема речевой агрессии всегда вызывала большой интерес. Агрессия наблюдается не 
только на вербальном уровне, но и в различных типах текстов. Такое распространение рече-
вой агрессии обусловлено ростом напряженности в обществе на политическом, экономиче-
ском, социальном, культурном уровнях. Наиболее ярко агрессия проявляется в интернет-про-
странстве, где существует возможность анонимности и, как следствие, вероятности избежать 
ответственности. 

В частности, актуальной на данный момент является проблема выявления речевой агрес-
сии, наблюдаемой в социальных сетях (например, ВКонтакте, Одноклассники, а также в за-
прещенных на данный момент в РФ Facebook, Instagram), отправляемых сообщениях в мессен-
джерах (Whatsapp, Telegram) и СМИ. 

Проведенные эксперименты по выявлению речевой агрессии в комментариях в таких со-
циальных сетях, как во ВКонтакте, Пикабу, Одноклассники и открытый канал в мессенджере 
Telegram с применением упрощенной классификации до трех типов агрессии (имплицитная, 
эксплицитная, призывы, угрозы; манипулятивный тип агрессии не рассматривался) показал, 
что на 150 комментариев приходится 13 имплицитных, 113 эксплицитных выражений, а 24 
комментария относятся к призывам и речевым угрозам (рис. 1). 

Рис.1. Результаты анализа комментариев
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Однако важно не только определить наличие агрессивных высказываний, но и попытаться 
решить задачу автоматической классификации подобных высказываний.  

1. Методы и материалы исследования

Постановка задачи.
Существуют несколько классификаций речевой агрессии. Рассмотрим более подробно са-

мую полную классификацию [2]: 
• Вербальная и невербальная. К невербальной относятся жесты или молчание, в текстах 

может быть графическое изображение.
• Прямая и косвенная. Прямая речевая агрессия является результатом коммуникативного 

акта, содержащего прямую враждебность. Косвенная речевая агрессия выражается, напри-
мер, в виде колкости или насмешки.  

• Инструментальная и не инструментальная. К инструментальной агрессии относится 
стремление к достижению какой-либо цели. А не инструментальная агрессия — агрессия ради 
агрессии, агрессия в чистом виде. 

• Инициативная и реактивная. Инициативная, в отличие от реактивной, является сред-
ством нападения, в то время как реактивная речевая агрессия выполняет функцию защиты. 

• Активная и пассивная. 
• Непосредственная и посредственная. К непосредственной речевой агрессии причисля-

ются все вышеуказанные виды, помимо того, что данный тип протекает непосредственно в 
момент коммуникации, в отличие от посредственной речевой агрессии, которая может проте-
кать в различные временные промежутки и выражаться в виде клеветы или сплетен.

• Спонтанная и подготовленная. Спонтанная речевая агрессия выражается в момент рече-
вого акта, в то время как подготовленная является спланированной. 

• Эмоциональная и рациональная. Эмоциональная речевая агрессия имеет аффективный 
вид, а рациональная, как и подготовленная, чаще спланирована и выражается в виде колкости.

• Сильная и слабая. Сильная речевая агрессия способна повлиять на эмоциональное со-
стояние оппонента, вызывая тем самым, чувство унижения или страха, в отличии от слабой, 
которая подобных чувств не вызывает.

• Враждебная или невраждебная. Невраждебная речевая агрессия чаще всего может про-
являться в дружеском разговоре, имея вид шутки иди подтрунивания, не нанося вред окру-
жающим. 

На предварительном этапе исследования воспользуемся классификацией [6]: 
•  Эксплетивная. К ней относятся брань, призывы, речевые угрозы, например, «Укропы с 

ума сходят», «Это у вас жителей свинорейха есть критическое мышление??».
• Манипулятивная. К ней относят запрет на речь, например, «закрой хлеборезку».
•  Имплицитная. Такой вид речевой агрессии характеризует, например, косвенные речевые 

акты, иронические инвективы, например: «Ну что последователи секты надкусанного яблока, 
крутой у вас аппарат, да?».

Сложности при решении задачи автоматической классификации могут возникать на со-
вершенно разных этапах: проблемы с кодировками (особенно часто возникают при переводе 
из ASCII в UTF-8); стоит обращать внимание на то, что у слов может быть несколько значений 
и, соответственно, при составлении корпуса необходимо внимательно смотреть на контекст; 
может быть ситуация, когда в одном комментарии может содержаться, например, как импли-
цитная, так и манипулятивная агрессия. Стоит отметить, что сложность еще может возникать 
на этапе выбора между ручным анализом корпуса и автоматическим подходом к классифика-
ции корпуса. Ручной анализ обычно более трудотратен и длителен, а автоматический подход 
не всегда подходит под корпус данных.
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Одним из подходов к решению задачи автоматической классификации речевой агрессии 
может быть создание и обучение нейросети для автоматического поиска и классификации 
вербальной агрессии в интернет-пространстве. На первоначальном этапе работы попробуем 
воспользоваться упрощенной классификацией (имплицитная, эксплицитная, манипулятив-
ная и нейтральная) с перспективой последующего расширения.

При создании и обучении нейросети для автоматического поиска и классификации вер-
бальной агрессии необходимы морфологические анализаторы, со встроенными словарями. 
Попробуем использовать анализатор Pymorphy2, с регулярно обновляемой базой и находя-
щийся в открытым доступе. Важно, что при отсутствии необходимых вариантов слов, анали-
затор позволяет подгрузить словарь, созданный пользователем.

Анализ результатов предшествующих работ.
На данный момент социальная сеть Одноклассники запустила похожую нейросеть, анали-

зирующую уровень агрессии в комментариях, с целью передачи сведений модератору [4]. Но 
результаты работы до сих пор непонятны, поскольку агрессивные комментарии как были, так 
и остались.

 Кроме того, известно о проведенных экспериментах, на основе Multilingual Universal 
Sentence Encoder, Bidirectional Encoder Representations from Transformers и ruBERT [5]. Однако 
о практических результатах неизвестно.

Описание модели.
Попробуем разработать нейросеть для выявления и автоматической классификацию вер-

бальной агрессии, пригодной для использования не только в социальных сетях, но для новост-
ных сайтов. 

Для решения задачи используем модель BERT, являющуюся контекстно-зависимой.  Сейчас 
существует несколько разновидностей данной модели: RuBert — модель, основанная на рус-
скоязычных текстах; Разговорный RuBert — модель, обученная на текстах социальных сетей; 
Разговорный Bert — языковая модель, основанная на англоязычных текстах социальных сетей. 

Для реализации классификации решено было использовать следующий вид корпуса дан-
ных: ( , ) 0,L

i i ix y =  где n
ix ∈  — i-й комментарий пользователя, а {1,2,3,4}iy ∈  — метки клас-

сов. Будем использовать функцию ,F  которая для каждого комментария будет ставить соот-
ветствующую метку ( ) .i iF x y=

При подготовке корпуса данных был произведен ряд действий:
• обязательное удаление неинформативных символов с помощью стандартной библиотеки 

Python 3.8 “re”;
• токенизация, лемматизация и приведение к размеру 312 слов.
Для обучения итоговые данные представляются в виде вектора из 312 значений.
Для построения классификатора была выбрана предобученная модель BertForSequenceClas-

sification. Архитектура нейронной сети состоит из трех основных слоев: BertModel, Dropout, 
Linear (рис. 2).

На входе для создания векторных представлений используется слой BertEmbedding, содер-
жащий следующие параметры: word_embeddings = 83828 (размер словаря); output = 312 (раз-
мер embedding’а), длина входной последовательности = 312. Слой Dropout (p = 0.1) предназна-
чен для уменьшения вероятности переобучения сети. Третий слой Linear определяет, к какому 
классу относится комментарий.

2. Результаты исследования и их обсуждение

В ходе работы был собран и вручную проклассифицирован набор данных на основе ком-
ментариев в социальных сетях ВКонтакте и Одноклассники. Распределение комментариев 
представлено на рис. 3. Корпус состоит из 56779 комментариев, из которых 48398 нейтральных 
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комментариев, 5 манипулятивных, 6248 эксплицитных, 2128 имплицитных. Для устранения 
дисбаланса видов комментариев в дальнейшем будет доработан корпус данных.

Для оценки качества работы модели использовались метрики Precision, Recall и Accuracy, 
представленных матрицей ошибок в табл. 1. Здесь True Positive (TP) — верно предсказанный 
положительный результат, False Positive (FP) — неверно предсказанный положительный ре-
зультат, False Negative (FN) — неверно предсказанный отрицательный результат, True Negative 
(TN) — верно предсказанный отрицательный результат.

Таблица 1
Матрица ошибок

Predicted Label
Real Label

Positive Negative
Positive True Positive (TP) False Positive (FP)
Negative False Negative (FN) True Negative (TN)

Precision (точность) — отношение TP к TP + FP, высчитывается по формуле:

 Precision = .
TP

TP FP+
∑

∑
 (1)

Рис. 2. Архитектура нейронной сети

Рис. 3. Распределение комментариев
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Recall (полнота) — отношение TP к TP + FN, высчитывается по формуле: 

 Recall= .
TP

TP FN+
∑

∑
 (2)

Accuracy — это показатель, который описывает общую точность предсказания модели по 
всем классам, высчитывается по формуле:

 Accuracy= .
TP TN

TP FP FN TN
+

+ + +
∑

∑
 (3)

В табл. 2 представлены этапы обучения модели на разных этапах в зависимости от увели-
чения корпуса данных. 

Таблица 2
Этапы обучения модели

Количество 
комментариев Recall Precision Accuracy

11150 0,2541 0,2541 0,7111
26840 0,5432 0,5432 0,7915
39350 0,7567 0,7567 0,8675
56779 0,8541 0,8541 0,9126

На рис. 4 представлено отношение точности при обучении на корпусе с 56779 коммента-
риев, где Training — запуск предобученной модели со стандартными значениями, LocTrain1 — 
второй запуск обучения с новыми весами и параметрами, LocTrain2 — процесс обучения после 
сохранения результатов и конфигурации LocTrain1. Отсюда можно сделать вывод о том, что 
точность модели падает из-за переобучения. В дальнейшем планируется расширение корпуса, 
дообучение модели на новых данных, исследование других моделей классификации, с целью 
определения, наиболее подходящей под задачу и выдающей систематически точное предска-
зание вида комментария.

Заключение

Поскольку уровень речевой агрессии в социальных сетях достаточно высок, реализация 
автоматической классификации могла бы помочь в решении задачи блокировки контента, раз-
жигающего межнациональную, межкультурную и социальную рознь, унижающего человече-
ское достоинство и подталкивающего некоторых пользователей к совершению противоправ-
ных поступков и суицида. 

Рис. 4. Отношение точности при обучении
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Цель данной работы заключалась в исследовании точности классифицирования стандарт-
ной модели BERT, дообучения ее на подготовленном корпусе данных, разработке модуля, вы-
тягивающего комментарии пользователей и представляющего их в векторный тип данных. 
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УДК 519.1

О ПРЕДЕЛЕ СРЕДНЕЙ ВЕЛИЧИНЫ ИСХОДЯЩЕГО ДИНАМИЧЕСКОГО ПОТОКА

Южный федеральный университет

Я. М. Ерусалимский, В. А. Русаков

Аннотация. В работе рассмотрены динамические потоки в сетях, а также явление вспле-
ска динамического потока. Поставлена и решена задача нахождения предела средней 
величины исходящего динамического потока, при условии его квазимаксимальности. 
Приведена и доказана оценка предельной средней величины динамического потока для 
поставленной задачи. Полученная оценка справедлива для сетей любой топологии. На 
предоставленном примере сети показана важность полученной оценки для изучения яв-
ления всплеска динамического потока, а также связь оценки со стационарными потоками.
Ключевые слова: граф, сеть, стационарный поток, динамический поток, максимальный 
поток, минимальный разрез, всплеск потока, параллельные сети, древовидные сети, сети 
с контурами.

Введение

Классическая теория потоков в сетях нашла свое место для решения таких задач, в которых 
искомый поток в сети и его характеристики неизменны. В некотором смысле, классическая те-
ория стационарных потоков рассматривает уже установившиеся процессы перемещения по-
тока по сети. Однако, прикладные задачи часто требуют принятия в расчет изменения потоков 
во времени, например, в транспортных сетях в каждый момент времени поток транспортных 
средств, проходящий по разным участкам дорожной сети, может меняться.

Динамические потоки, как и стационарные, имеют свои характеристики. Нахождение зна-
чений этих характеристик представляет интерес при исследовании конкретных примеров 
сетей. В силу того факта, что динамические потоки в разные моменты времени могут иметь 
разные значения характеристик, которые могут также зависеть от произвольного задания по-
токов, сфокусируемся на тех характеристиках динамических потоков, которые не зависят от 
времени, а именно на средней величине динамического потока, пропускной способности ми-
нимального разреза и величине максимального всплеска потока. 

Целью данной работы является определение предельной средней величины исходящего 
динамического потока сети. Внимание уделяется именно предельной величине (при стремле-
нии правой границы рассматриваемого интервала времени к бесконечности) по причине того, 
что характеристики динамических потоков изменчивы во времени, а, следовательно, могут 
иметь различные значения для разных конечных интервалов времени.

1. Постановка задачи

Пусть дана сеть ( , , , )G X U f ρ  (поскольку потоковые сети также являются и графами, то в 
работе используется терминологический аппарат теории графов, приведенный, например в [1]). 
X  — множество вершин сети, U  — множество дуг сети, :f U X X→ ×  — отображение инци-
дентности, : (0; )U Rρ +→ = +∞  — отображение, назначающее каждой из дуг u  пропускную 
способность ( ).uρ

В отличие от классической теории потоков в сетях, которую также можно назвать теорией 
стационарных потоков, теория динамических потоков предполагает изменение потоков во 
времени. Будем считать, что время дискретно и принимает значения из .Z+
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Динамический поток  ϕ  в сети G  — это отображение  : ,U Z Rϕ + +× →  определяющее для 
каждой из дуг u U∈  в каждый момент времени t Z+∈  величину потока  ( , )u t Rϕ +∈  и удовлет-
воряющее условиями (1) и (2):

  ( , ) ( ), , .u t u u U t Zϕ ρ +≤ ∀ ∈ ∀ ∈  (1)
Условие сохранения потока для динамических потоков имеет вид:
 

( ) ( )

( , ) ( , 1), ,in
u U x u U x

u t u t x Xϕ ϕ
+ −∈ ∈

= + ∀ ∈∑ ∑  (2)

где inX  — внутренние вершины сети (все вершины, за исключением источника и стока), ( )U x+  — 
дуги, оканчивающиеся в вершине ,x  ( )U x−  — дуги, начинающиеся в вершине .x

Пусть GV  — величина максимального стационарного потока в сети .G  Согласно теореме 
Форда — Фалкерсона [2] пропускные способности минимальных разрезов равны .GV

Здесь и далее будем считать, что в каждый момент времени в сеть поступает поток величи-
ны ,GV  который мы будем называть входящим потоком. Условие подачи в сеть потока посто-
янной величины GV  назовем условием квазимаксимальности, а потоки, удовлетворяющие 
этому условию — квазимаксимальными.

Почему мы рассматриваем далее только такие потоки? Каждый минимальный разрез раз-
деляет нашу сеть на два подмножества. Первое содержит источник, а второе — сток. Понятно, 
что в каждый момент времени суммарный поток на дугах такого разреза не превосходит его 
пропускной способности, т. е. объем потока, передаваемого из первого множества во второе 
не превосходит пропускной способности этого минимального разреза.

Определим величину исходящего из сети динамического потока как сумму потока по ду-
гам, ведущим в сток, в заданный момент времени t  и обозначим её через ( ).v tϕ  В момент вре-
мени 1t +  поток по дугам, ведущим в сток, покинет сеть.

2. Средняя величина исходящего динамического потока и её предел

Мы рассматриваем лишь конечные сети с конечными пропускными способностями. По-
этому любая сеть в любой момент времени может принимать из источника, передавать по 
промежуточным дугам и отдавать в сток лишь поток конечной величины. 

Докажем, что для сетей с динамическими потоками, удовлетворяющим условию квазимак-
симальности имеет место следующая теорема.

Теорема 1. Пусть дана сеть ( , , , ).G X U f ρ  Для любого динамического потока  ( , ),u tϕ  удов-
летворяющего условию квазимаксимальности — в каждый момент времени его суммарная ве-
личина на дугах выходящих из источника равна .GV  Тогда

 

1

0
( )

lim ,

T

t
GT

v t
V

T

ϕ

−

=

→+∞
=

∑
 (3)

Доказательство. К моменту времени T  (за временной интервал [0; 1]ZT − ), согласно ранее 
указанному способу формирования потока, в сеть поступил поток величины .GV T⋅  Также, за 
время [0; 1]ZT −  величина исходящего потока равна 1

0
( ).T

t
v tϕ

−

=∑
Пусть в рассматриваемый момент времени T  поток по всем дугам сети, кроме дуг, входя-

щих в сток, равен 1( 1),Tδ −  а поток на промежуточных дугах (не начинающихся в источнике и 
не оканчивающихся в стоке) в момент времени 0t =  равен 2 (0).δ  Для перечисленных величин 
верно соотношение:

 
1

1 2
0

( ) ( 1) (0) .
T

G
t

v t T V Tϕ δ δ
−

=

+ − − = ⋅∑  (4)

Разделим обе части выражения (4) на :T
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1

0 1 2

( )
( 1) (0) .

T

t
G

v t
T V

T T T

ϕ δ δ

−

= −
+ − =

∑
 (5)

Рассмотрим (5) при :T →+∞

 

1

0 1 2

( )
( 1) (0)lim lim lim .

T

t
GT T T

v t
T V

T T T

ϕ δ δ

−

=

→+∞ →+∞ →+∞

−
+ − =

∑
 (6)

Так как пропускные способности дуг сети конечны, то 1lim ( ( 1) / ) 0
T

T Tδ
→+∞

− =  и 
2lim ( (0) / ) 0,

T
Tδ

→+∞
=  тогда выражение (6) приобретает вид:

 

1

0
( )

lim .

T

t
GT

v t
V

T

ϕ

−

=

→+∞
=

∑
 (7)

Таким образом, теорема 1 доказана.
Выражение 1

0
( ( ) / )T

t
v t Tϕ

−

=∑  в левой части соотношения (7) назовем средней величиной исхо-
дящего динамического потока на временном интервале [0; 1] ,ZT −  а всю левую часть в (7) — 
предельной средней величиной исходящего динамического потока. 

Вычисление средней величины динамического потока для конечного временного интерва-
ла затруднено в силу возможности произвольного задания потока. Однако, вычисление пре-
дельной средней величины сводится к задаче о поиске максимального потока для сети со ста-
ционарными потоками, которая в свою очередь имеет различные алгоритмы решения, в том 
числе с полиномиальной временной сложностью [3].

Важно отметить, что оценка (7) справедлива для сетей любой топологии, имеющих конеч-
ные пропускные способности для всех дуг и также не зависит от размеров сети.

3. Средняя величина и всплеск динамического потока

Явление всплеска динамического потока заключается в превышении ( )v tϕ  над GV  в неко-
торый момент времени. В силу сказанного выше о величине динамического потока, проходя-
щего через минимальный разрез, всплески динамического потока могут возникать вследствие 
наличия путей разной длины между стоком и ближайшим к стоку минимальным разрезом 
(примеры см. в [4]), а также и, как будет показано в настоящей работе, и за счет наличия кон-
туров в этой части сети (ясно, что контур тоже порождает пути разной длины). 

Понятно, что существуют сети, для которых возможно построить несколько разных дина-
мических потоков, приводящих к возникновению всплесков. Эти всплески могут быть разной 
величины, но среди всех всплесков наибольший интерес вызывают всплески максимальной 
величины (по аналогии с величиной стационарного потока и величиной максимального ста-
ционарного потока). Вычисление величины максимального всплеска для сетей разных классов 
может быть выполнено с помощью разных алгоритмов, которые, в свою очередь имеют раз-
ную вычислительную сложность.

Класс сети мы будем определять топологией сети на участке между её стоком и ближай-
шим к стоку минимальным разрезом. Среди изученных ранее классов сетей были выделены 
параллельные сети, древовидные сети и древовидные сети с контурами. Примечательно, что 
параллельные сети являются подклассом древовидных сетей. На рис. 1. приведены примеры 
параллельной (слева) и древовидной (справа) сетей с единичными пропускными способно-
стями всех дуг.

Поиск максимального всплеска для параллельных и древовидных сетей возможен за поли-
номиальное время. 
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Из того факта, что предельная средняя величина динамического потока ограничена сверху 
величиной максимального стационарного потока GV  той же сети, следует, что на больших вре-
менных промежутках создание всплеска динамического потока, то есть превышение ( )v tϕ  над 

GV  возможно лишь за счет ранее накопленной в сети величины потока. Следующий пример 
(рис. 2–7) демонстрирует это следствие для сети с одним контуром.

Пусть для сети, изображённой на рис. 2. поток может принимать лишь целочисленные зна-
чения. В начальный момент времени поток по всем дугам сети, кроме дуги из источника, равен 
нулю. Будем назначать поток в этой сети таким образом, чтобы сначала заполнить контур, 
состоящий из дуг между вершинами 3, 4 и 5. Лишь к моменту времени 2t =  (рис. 3.) первая 
частица потока поступает в контур.

Рис. 1. Параллельная (слева) и древовидная (справа) сети

Рис. 2. Исходная сеть в момент времени 0t =

Рис. 3. Поступление первой единицы потока в контур к моменту времени 2t =

Рис. 4. Заполнение каждой из дуг контура на 1 единицу потока к моменту времени 4t =

Рис. 5. Момент времени перед появлением максимального всплеска при 29t =
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На насыщение ближайшего к стоку минимального разреза ушло 2 шага. На заполнение 
контура ушло еще 28 временных шагов. Все это время в сток не поступало ни одной единицы 
потока. Но проходящие по контуру 28 единиц потока способны создавать максимальный 
всплеск в течение 3-х шагов (с помощью поступающих в контур 2-х единиц потока при 

[30;31] .Zt∈  Ясно, что вместо полного заполнения контура можно было отправлять в контур 
лишь каждую третью частицу потока, а остальные направлять сразу в сток, но и максималь-
ный всплеск при таком динамическом потоке можно организовать лишь на 1 шаг.

Максимальный стационарный поток GV  для рассматриваемой сети равен 1 (минимальный 
разрез состоит из одной дуги с пропускной способностью в 1). За рассматриваемый промежу-
ток времени [0;33]Zt∈  в сеть поступило 34 единицы потока, из которых 30 единиц покинуло 
сеть при [30;32] .Zt∈  Средняя величина исходящего потока при [0;33]Zt∈  составляет 0.88 
единиц потока, что близко по значению к предельной средней величине.

Заключение

В работе доказана теорема о пределе среднего значения исходящих динамических потоков, 
удовлетворяющих условию квазимаксимальности. Показано, что вычисление оценки предель-
ного среднего значения исходящего потока осуществимо за полиномиальное от размеров сети 
время. Связь между доказанной оценкой и явлением всплеска динамического потока проде-
монстрирована на примере.

Дальнейшая работа по исследованию динамических потоков и их свойств может включать 
поиск методов определения максимальных всплесков в сетях с контурами, поскольку данный 
класс сетей до конца не изучен.
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АЛГОРИТМЫ КОМПЬЮТЕРНОГО ЗРЕНИЯ В ДОПОЛНЕННОЙ РЕАЛЬНОСТИ

Воронежский государственный университет

С. А. Есина

Аннотация. В статье рассмотрены подходы к реализации оптической трекинговой систе-
мы для системы визуализации в дополненной реальности с использованием алгоритмов 
компьютерного зрения. Проанализированы генетические алгоритмы и алгоритм feature 
detection. Рассмотрена визуализация средствами дополненной реальности с помощью 
трекинга.
Ключевые слова: augmented reality, дополненная реальность, трекинг, оптическая тре-
кинговая система, генетические алгоритмы, feature detection, детектор, дескриптор.

Введение

Несмотря на то, что это достаточно молодое направление, дополненная реальность 
(augmented reality, AR) уже используется в самых разных областях. А благодаря стремительно-
му развитию смартфонов технология дополненной реальности становится все ближе к массо-
вому потребителю.

При разработке системы визуализации с помощью технологии дополненной реальности 
была выделена следующая структура компонентов: 

1) трекинговая подсистема, которая позволяет корректно интегрировать виртуальную мо-
дель в реальный мир;

2) подсистема визуализации, которая при помощи компьютерной графики прорисовывает 
виртуальные объекты;

3) хранилище трехмерных объектов;
4) интерфейс для взаимодействия с пользователем.
В рамках статьи рассматривается один из вариантов трекинговой системы — оптическая, 

которую могут обеспечить передняя и задняя камеры смартфона. На основе данных опти-
ческого трекинга появляется возможность расположить виртуальные объекты поверх реаль-
ных. Таким образом, в руках человека находится смартфон, способный отображать цифровые 
объекты и информацию, интегрированную в реальный мир.

1. Компьютерное зрение в дополненной реальности

Компьютерное зрение — совокупность научных дисциплин, изучающих теорию и базовые 
алгоритмы анализа изображений и сцен [1]. В AR-сфере алгоритмы компьютерного зрения 
могут быть использованы для обработки видеопотока со специализированными маркерами с 
целью обнаружить объект. Так как видео является последовательностью кадров, то поиск объ-
екта в нем сводится к поиску на статическом изображении, осуществляемом последовательно 
на некотором количестве кадров.

Маркер, как правило, представляет собой специальное изображение. Как только маркер 
обнаружен в видеопотоке, относительно него становится возможным построить матрицу 
проекции и разместить виртуальные модели, а затем — наложить виртуальный объект, учи-
тывая выбранный ракурс и особенности перспективы [2]. Основная сложность в этом под-
ходе заключается именно в поиске маркера в видеопотоке, определении его позиции в кадре 
и последующем проецировании виртуальной модели. После решения этих подзадач можно 
переходить непосредственно к расположению виртуальных объектов на экране смартфона.



1372

2. Методы обработки изображений для поиска объектов

В настоящее время существует обширная теоретическая база в сфере обработки изображе-
ний и поиска на нем различных объектов. В первую очередь эта такие методы, как метод кон-
турного анализа, сопоставление по шаблону, определение характерных черт и генетические 
алгоритмы[3]. Чаще всего для построения дополненной реальности используются последние 
два подхода.

2.1. Генетические алгоритмы

Генетические алгоритмы — это эвристические алгоритмы поиска, которые используются 
для решения задач оптимизации и моделирования путем случайного подбора, комбинирова-
ния и вариации искомых параметров с использованием механизмов, напоминающих биологи-
ческую эволюцию[4].

В компьютерном зрении они используются для поиска объекта некоторого заданного клас-
са на статическом изображении или видеопотоке. Вначале необходимо провести обучение ал-
горитма при помощи двух различных наборов изображений: изображения первого содержат 
нужный объект, второго — лишь ложные изображения без искомого объекта. При этом для 
обучения используется большое число изображений, и чем их больше, тем успешнее будет 
работать алгоритм. Для каждой картинки производится выделение различных ключевых осо-
бенностей: границы, линии, центральные элементы. По ним производится построение стати-
стической модели, которая затем и используется для поиска объекта на изображении.  Посте-
пенно обучая алгоритм, можно добиться высоких результатов нахождения заданного класса 
объектов.

Однако необходимость обучения делает использование генетических алгоритмов доста-
точно проблематичным. Для их хорошей работы требуется существенное число различных 
изображений, и построение классификатора для каждого объекта может занимать продолжи-
тельное время.

2.2 Определение характерных черт на изображении

Концепция feature detection (определения характерных черт на изображении) в компью-
терном зрении относится к методам, нацеленным на вычисление абстракций изображения и 
выделения на нем ключевых особенностей [5].

Изолированные точки, кривые, различные связанные области — то, что может выступать 
в качестве особенностей. При этом каждый алгоритм по-своему понимает, что ему считать 
особенностью. Это могут быть углы, грани, области изображения.

Часто для нахождения маркеров применяются алгоритмы, выполняющие поиск и сравне-
ние изображений по ключевым точкам. Ключевая точка — это некоторый участок изображе-
ния, который будет отличительным для него. Непосредственно используемый алгоритм будет 
самостоятельно определять, что конкретно ему взять за данную точку.

При этом существуют три составляющие, используемые для нахождения и последующе-
го сравнения ключевых точек: детектор (англ. feature detector), дескриптор (англ. descriptor 
extractor) и матчер (англ. matcher).

Детектор производит поиск ключевых точек изображения. Затем дескриптор описывает 
полученные точки. Чтобы процесс не приходилось выполнять снова, полученная информация 
записывается в отдельный файл. При обработке видеопотока описанный процесс выполняет-
ся для каждого кадра последовательно. Затем применяется матчер, чтобы установить соответ-
ствие между ключевыми точками и дескрипторами.
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Таким образом, алгоритмы будут выполняться с разной скоростью и эффективностью. 
Если говорить о построении дополненной реальности, то использоваться будут те алгорит-
мы, которые имеют высокую скорость работы при условии хорошего качества отслеживания 
позиций ключевых точек. Иначе у снимаемых видеоданных будут достаточно заметные отста-
вания.

Чтобы увеличить скорость работы алгоритмов определения ключевых точек, эти точки 
различным образом фильтруются в целях минимизировать их количество и отсеять сочета-
ния низкого качества. В итоге можно добиться не только повышения скорости работы, но и 
качества трекинга маркеров.

3. Визуализация средствами дополненной реальности. Трекинг

Принцип оптического трекинга подразумевает обработку видеопотока с камеры смарт-
фона, в процессе которой происходит анализ каждого кадра на предмет наличия заданного 
маркера. Если маркер был успешно распознан, далее вычисляется матрица преобразований 
модели, которая может включать в себя перенос, поворот и (или) растяжение[6]. Эта матрица 
позволяет однозначно определить положение объекта в пространстве.

3.1 Манипулирование объектами

Матрица преобразований для объекта при повороте, перемещении и масштабировании 
объекта будет рассчитываться по формуле:

1

1

1

X
Y
Z

 
 
 
  

 
11 12 13 0 1

21 22 23 0 2

31 32 33 0 3

   
a a a X r

M a a a Y r
a a a Z r

     
     = × × +     
          

,

где 1 1 1, ,X Y Z  — конечные координаты точки объекта,
M  — коэффициент изменения масштаба,
матрица a  – матрица преобразования поворота, элементы которой выражаются через 

углы поворота вокруг трех координатных осей,
0 0 0, ,X Y Z  — начальные координаты точки объекта,

вектор r  — вектор перемещения объекта.

3.2. Упрощение способа манипуляции виртуальным объектом

При рассмотрении прикладной задачи расстановки объектов в пространстве был сделан 
вывод, что пользователю редко необходим полноценный режим манипулирования трехмер-
ным объектом с шестью степенями свободы. Таким образом, задачу можно свести к двухмер-
ной, оставив возможность перемещения в пределах плоскости ,XZ  то есть по поверхности 
земли.

При переходе к частному случаю задачи размещения объекта матрица преобразований, 
приведенная выше, упрощается: координата Y  остается без изменений. Тогда формула прини-
мает вид:

01 3

01 1

cos sin
  ,

sin cos
ZZ r
XX r

ϕ ϕ
ϕ ϕ

−      
= × +     
     

где ϕ  — угол поворота объекта вокруг оси .Y
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Заключение

В рамках данной статьи была сформулирована структура системы визуализации, основан-
ной на технологии дополненной реальности, и подробно рассмотрены подходы реализации 
одного из ее компонентов — подсистемы трекинга. На основании массового распространения 
смартфонов в современной реальности упор был сделан на оптический трекинг, обеспечивае-
мый камерами смартфона. Кроме того, были рассмотрены два основных подхода в обработке 
изображений, используемых при поиске объектов на нем, а также приведена формула, позво-
ляющая рассчитать положение объекта в пространстве, и ее упрощенный вариант в частном 
случае работы с размещением объектов на поверхности.

Впоследствии результаты исследования этой статьи будут использованы при разработке 
системы визуализации на основе AR.
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УДК 004.67

АНАЛИЗ ДВИЖЕНИЯ НА УЧАСТКЕ ДОРОГИ

Казанский национальный исследовательский технический университет им. А. Н. Туполева – КАИ

А. Р. Зарипов

Аннотация. В статье рассмотрен участок дороги на улице Карла Маркса города Казани, 
выбран именно этот участок дороги, так как он находится в центральной части города, 
что является причиной затруднения движения транспорта. На данном участке дороги нет 
возможности увеличить количество полос, поэтому нужно регулировать поток машин 
путем управления работы светофора утром, днем и ночью. В результате была смодели-
рована дорожная аварийная ситуация. Построен график по времени нахождения авто-
мобиля в модели. Построен оптимизационной эксперимент для трёх разных значений 
интенсивности движения (малая, средняя, высокая), а результаты оптимизации успешно 
сохранены в текстовый файл.
Ключевые слова: AnyLogic, модель, автоматизация, оптимизация, фазы светофора, логи-
ка движения, автомобили, транспорт, участок дороги, параметры, блок.

Введение

Рассмотрим участок дороги на улице Карла Маркса города Казани. В статье выбран именно 
этот участок дороги, так как он находится в центральной части города, что является причиной 
затруднения движения транспорта. На данном участке дороги нет возможности увеличить 
количество полос, поэтому нужно регулировать поток машин путем управления работы све-
тофора утром, днем и ночью [1].

В AnyLogic добавим снимок экрана дороги с Яндекс Карт (рис. 1.). 

Опишем логику движения транспортных средств по выбранному участку дороги. В библи-
отеке дорожного движения находятся следующие блоки: Car_Source (генерация транспортных 
средств), Car_Dispose (удаление транспортных средств из модели), Car_Move_To (управление 
движением автомобиля), Road_Network_Descriptor (отображение пробок на дорогах). 

Далее опишем логику движения автобусов (рис. 2). Автобусы могут появляться на дорогах 
или парковках. Время нахождения автобуса на остановке устанавливается с помощью блока 
Delay. Можно указывать несколько остановок последовательно.

Рис. 1. Моделирование участка дороги в AnyLogic
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Затем смоделируем логику аварийной ситуации на дороге (рис. 3). Пусть автомобиль по-
является на дороге или парковке. Далее автомобиль следует до стоп-линии или перекрёстка и 
останавливается там. Время остановки автомобиля установим с помощью блока Delay. Пока 
данный автомобиль будет стоять, другие участники движения могут его опережать. Когда ука-
занное время в блоке закончится, автомобиль продолжит движение по дороге. 

Для оптимизации движения настроим фазы работы светофора. Для этого введем параме-
тры p1, p2, p3, p4, p5, p6, которые отвечают за длительность фаз светофора в секундах. На 
рис. 4 представлен результат нахождения машин на светофорах. 

Отобразим пробки на дорогах с помощью блока Road_Network_Descriptor. Свойства дан-
ного блока представлены на рис. 5.

Рис. 2. Логика движения автобусов

Рис. 3. Моделирование аварийной ситуации

Рис. 4. Диаграмма времени нахождения авто в модели



1377

Для создания оптимизационного эксперимента используем стандартный интерфейс. Свой-
ства оптимизационной модели представим на рис. 6.

Рис. 5. Свойства блока Road_Network_Descriptor

Рис. 6. Свойства оптимизационной модели Optimization1
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Для сохранения всех итераций параметров оптимизации в файл выполним следующие дей-
ствия: Палитра-Внешние_Данные-Текстовый_Файл. Добавим файл на рабочую область моде-
ли и установим в свойствах режим Запись. На выходе должен получиться файл, в котором 
7 столбцов, а количество строк равно количеству итераций. Первые 6 столбцов — параметры 
длительности фаз светофоров. 7 столбец — значение целевой функции. Примеры записанных 
файлов представлены на рис. 7.

Заключение

В работы над статьей была создана модель дорожного участка в среде AnyLogic. Добавле-
ны парковочные зоны, автобусные остановки. Смоделирована дорожная аварийная ситуация. 
Построен график по времени нахождения автомобиля в модели. Построен оптимизационной 
эксперимент для трёх разных значений интенсивности движения (малая, средняя, высокая). 
Результаты оптимизации успешно сохранены в текстовый файл.
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Рис. 7. Пример записанного файла эксперимента Optimization1
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УДК 519.766.24

О ПРЕДСТАВИМОСТИ ПОЛИНОМОВ МУЛЬТИМОДАЛЬНЫМИ
КАТЕГОРИАЛЬНЫМИ ГРАММАТИКАМИ ЗАВИСИМОСТЕЙ

Тверской государственный университет

Б. Н. Карлов

Аннотация. В работе изучаются выразительные возможности мультимодальных кате-
гориальных грамматик зависимостей. Доказано, что для любого полинома существует 
грамматика, порождающая в точности те слова, длины которых являются положитель-
ными значениями этого полинома, а также грамматика, представляющая аналогичным 
образом абсолютные величины всех ненулевых значений полинома. Установлено, что 
можно построить грамматики, осуществляющие вычисление значения полинома на за-
данном аргументе и вычисление аргумента по заданному значению полинома.
Ключевые слова: категория, поляризованная валентность, мультимодальная категориаль-
ная грамматика зависимостей, непроективная зависимость, формальный язык, полином.

Введение

Категориальные грамматики являются одним из стандартных способов задания естествен-
ных и формальных языков. Они позволяют описывать структуру предложения в терминах 
синтаксических зависимостей между отдельными словами. Они сопоставляют каждому сло-
ву конечное множество синтаксических категорий, которые описывают синтаксические типы 
слов, то есть их роли в предложении. Простейший вариант таких грамматик (классические ка-
тегориальные грамматики) эквивалентен контекстно-свободным грамматикам (см. [2]). Одна-
ко сейчас признано, что контекстно-свободные грамматики недостаточно выразительны для 
описания естественных языков. В частности, они неспособны обрабатывать так называемые 
непроективные зависимости, которые встречаются во многих естественных языках, в том чис-
ле в русском (см. [2]). Поэтому как с теоретической, так и с практической точки зрения боль-
шой интерес представляет разработка и исследование более выразительных моделей языка.

Существует большое количество типов грамматик, обобщающих контекстно-свободные: 
индексные, множественные контекстно-свободные, комбинаторные категориальные, различ-
ные варианты грамматик Ламбека и многие другие. Одним из обобщений классических кате-
гориальных грамматик являются категориальные грамматики зависимостей (КГЗ) и мульти-
модальные категориальные грамматики зависимостей (ммКГЗ), введённые А. Я. Диковским и 
М. И. Дехтярём (см. [4, 8]). Эти грамматики позволяют задавать непроективные зависимости, 
и в то же время для них существует алгоритм анализа, имеющий полиномиальную сложность 
при некоторых естественных ограничениях. В [7, 9] описаны возможности практического 
применения КГЗ для анализа естественных языков, а в [3, 5, 6] получены некоторые теоретиче-
ские результаты. В частности, в [3] построен пример ммКГЗ, порождающей язык, множество 
длин слов которого не содержит бесконечных арифметических прогрессий. Известно, что для 
контекстно-свободных грамматик и некоторых вариантов слабо контекстных грамматик мно-
жество длин слов является объединением конечного числа арифметических прогрессий, а об-
раз Парика языка является полулинейным множеством (точные определения и доказательства 
этих фактов можно найти в [1, 10]). В связи с этим возникает вопрос, каким может быть мно-
жество длин слов языка, порождаемого ммКГЗ.

В настоящей статье мы изучаем выразительные возможности мультимодальных категори-
альных грамматик зависимостей. В разделе 1 приводятся основные определения. В разделе 2 
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мы доказываем, что для любого многочлена ( )f n  с положительным старшим коэффициентом 
существует ммКГЗ ,fG  порождающая язык ( )

0{ : },f na n n≥  где 0n  — некоторая константа, за-
висящая от .f  С помощью этого результата мы доказываем, что языки  ( )

1 { : 0, ( ) 0},f nL a n f n= ≥ >  
( )

2 { : , ( ) 0}f nL a n Z f n= ∈ >  и | ( )|
3 { : , ( ) 0}f nL a n Z f n= ∈ >  также порождаются ммКГЗ. Далее мы 

показываем, что существуют ммКГЗ, задающие языки ( ){ : 0, ( ) 0}n f nb a n f n> >  и 
1 ( ) 1{ : 0, ( ) 0},f m mb a m f m
− −> >  где 1( )f m−  — наибольшее натуральное число n  такое, что 

( ) ,f n m≤  то есть 1( )f m−  – некоторый вариант обратной функции для .f

1. Основные определения

Алфавит Σ  — это произвольное конечное множество символов. Слово — это конечная 
последовательность символов из .Σ  В лингвистических приложениях в роли Σ  выступает 
множество словоформ, а их последовательности являются предложениями, но мы будем при-
держиваться терминологии теории формальных языков. Длиной слова w  называется число 
символов в нём. Длина слова w  обозначается | | .w  Пустое слово ε  — это слово длины 0. Через 

*Σ  обозначается множество всех слов в алфавите ,Σ  а через +Σ  — множество всех непустых 
слов в .Σ  Конкатенацией слов u  и v  (обозначается uv) называется слово, полученное припи-
сыванием v  в конец .u  i-я степень слова w  — это слово ,ww w…  где w  повторяется i  раз. 
В частности, 0 ,w ε=  1 .w w=

Пусть C  — конечное непустое множество элементарных категорий. Его элементы соот-
ветствуют типам слов в предложении (подлежащее, сказуемое и т. п.). Полярностью называет-
ся элемент множества }, , .,{     Поляризованная валентность — это строка вида ,vC  где 
v  — полярность, C  — элементарная категория. Пары валентностей вида C C   и C C   
называются правильными. Положительные валентности C  и C  задают начало непроек-
тивной зависимости между словами, а соответствующие им отрицательные валентности C  
и C  — её конец. Категория — это выражение вида 1 1[ \ \ \ / / / ] ,P

k mL L H R R… …  где , ,i jH L R  — 
элементарные категории, , 0,k m ≥  P  — конечная последовательность поляризованных ва-
лентностей. H  называется головой категории, 1\ \kL L…  и 1 / / mR R…  — левым и правым спи-
ском зависимостей соответственно, 1 1[ \ \ \ / / / ]k mL L H R R… …  — локальной частью категории, 
а P  — потенциалом. Множество всех категорий обозначается Cat( ).C  Если потенциал P  со-
держит ,C  то мы будем говорить, что он выпускает C  направо, а если P  содержит ,C  
то он ловит C  слева.

Мультимодальная категориальная грамматика зависимостей (ммКГЗ) — это пятёрка 
( , , , , ),G S δ π= Σ C  где

• Σ  — алфавит терминалов;
• C  — множество элементарных категорий;
• S ∈C  — главная категория;
• δ  — словарь, отображение множества Σ  в множество всех конечных подмножеств мно-

жества Cat( )C ;
• π  — функция запретов, отображение множества C  в множество всех своих подмно-

жеств.
Если 1( ) { , , },naδ γ γ= …  то мы будем записывать это в виде 1, ., na γ γ…  Если 1 2 ,nw a a a= …  

то через ( )wδ  обозначается множество последовательностей категорий, которые можно при-
писать слову w  согласно словарю :δ

 1( ) { : ( ) 1 }. n i iw a i nδ γ γ γ δ= … ∈ ≤ ≤äëÿ
На множестве конечных последовательностей категорий *Cat( )C  определяются следую-

щие правила сокращения:
1 2 1 2

1 2 1 2: [ ] [ \ ] [ ]P P P PC C β βΓ Γ Γ ΓlL 
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1 2 1 2
1 2 1 2: [ / ] [ ] [ ]P P P PC Cβ βΓ Γ Γ ΓrL 

1 2 3 1 2 3
1 2 1 2: [ ] ] ,[P CP CP P P Pβ βΓ Γ Γ ΓlD     если 2P  не содержит валентностей C  и ,C  а также 

валентностей вида vB  для всех ( )B Cπ∈
1 2 3 1 2 3

1 2 1 2: [ ] ] ,[P CP CP P P Pβ βΓ Γ Γ ΓrD     если 2P  не содержит валентностей C  и ,C  а также 
валентностей вида vB  для всех ( ).B Cπ∈

В частности, если ( ),B Aπ∈  ( ),A Bπ∈  то это означает, что потенциал не может содержать 
подпоследовательностей вида ,A B A B     то есть непроективные зависимости с имена-
ми A  и B  не могут пересекаться.

Через *  обозначается рефлексивное транзитивное замыкание отношения .  Потенциал 
P  называется сбалансированным, если его можно сократить до пустого слова, используя пра-
вила lD  и .rD

Язык, порождаемый ммКГЗ ,G  — это множество слов, которым можно приписать катего-
рии так, чтобы они сократились до [ ]:S

 *
1  ( ) { : ( ) [ ]} .  nL G a a w Sδ+= … ∈Σ Γ∈ Γñóùåñòâóåò ñòðîêà òàêàÿ, ÷òî 

Язык L  называется ммКГЗ-языком, если он порождается некоторой ммКГЗ.
Лингвистический смысл введённых понятий описан в книге [2] и в статьях [4–6].

2. Задание полиномов мультимодальными
категориальными грамматиками зависимостей

Пусть ( )f n  — произвольный многочлен степени k  с целыми коэффициентами. Через 
( )if n  мы обозначим многочлены, определяемые индукцией по i  следующим образом:

 0 1( ) ( ), ( ) ( 1) ( ).i i if n f n f n f n f n+= = + −
Из определения непосредственно следует, что 1( ) ( ) ( 1).i i if n f n f n++ = +  В частности, 

1( ) ( ) ( 1).f n f n f n+ = +  В следующих трёх леммах сформулированы некоторые простые свой-
ства многочленов ( ).if n

Лемма 1. Если ( )f n  — многочлен степени ,k  то ( )if n  — многочлен степени .k i−
Лемма 2. Если ( )f n  — многочлен степени ,k  то ( )kf n  — отличная от нуля константа.
Лемма 3. Для любого многочлена ( )f n  с положительным старшим коэффициентом суще-

ствует число 0n  такое, что 0 1( ) ( ) ( ) 0kf n f n f n> >…> >  при 0.n n≥
Теперь для каждого многочлена f  с положительным старшим коэффициентом мы опреде-

лим ммКГЗ ,fG  порождающую язык ( )
0( ) { : 2}.f n

fL G a n n= ≥ +  Грамматика содержит един-
ственный терминальный символ a  и элементарные категории

 0{ , , , , , , } { :1 ( ) 1} { , :1 },i i i iS C D E F X Y T T f n A B i k= ∪ ≤ ≤ − ∪ ≤ ≤C
для которых определены следующие ограничения:

 ( ) { }, ( ) { :1 }, ( ) { }, ( ) { :1 }.i i i iA X X A i k B Y Y B i kπ π π π= = ≤ ≤ = = ≤ ≤
Для остальных категорий ограничений нет.

Теперь определим словарь грамматики. Обозначим через 0P  потенциал
 1 0 2 0 0( ) ( ) ( )

0 1 2( ) ( ) ( ) .kf n f n f n
kP A A A= …  

Символу a  сопоставляются следующие категории:
 0

01 1 2 2 3 ( ) 1[ / ] ,[ / ],[ / ], ,[ / ]XP Y
f na S T T T T T T C−… 

  (1)

 1 1 1
1[ / ] ,[ / ] ,[ / ] ,    P P X X P Xa C C C D C F P  

 ãäå ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ  (2)

 1,1 1 1

2
1,2 1 2 1 2

2 2
1,3 1 2 3 1 2 3

2 2
1, 1 1 1 1

( )

( ) ( )

( ) ( )k k k k k

P A B

P A A B B

P A A A B B B

P A A A B B B− −

=

=

=

…

= … …
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1,1 1 1

2
1,2 1 2 1 2

2 2
1,3 1 2 3 1 2 3

2 2
1, 1 1 1 1

( )

( ) ( )

( ) ( )k k k k k

P A B

P A A B B

P A A A B B B

P A A A B B B− −

=

=

=

…

= … …

 

   

     

     

 2 2 2
2[ / ] ,[ / ] ,[ / ] ,    P P Y Y P Ya D D D C D E P  

 ãäå ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ  (3)

 

2,1 1 1

2
2,2 1 2 1 2

2 2
2,3 1 2 3 1 2 3

2 2
2, 1 1 1 1

( )

( ) ( )

( ) ( )k k k k k

P B A

P B B A A

P B B B A A A

P B B B A A A− −

=

=

=

…

= … …

 

   

     

     

 3 3
3[ / ] ,[ ] ,    P P Xa E E E P

 ãäå ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ  (4)

 

3,1 1

3,2 1 2

3, 1 1k k k

P A

P A A

P A A A−

=

=

…

= …



 

  

 4 4
4[ / ] ,[ ] ,    P P Ya F F F P

 ãäå ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ  (5)

 

4,1 1

4,2 1 2

4, 1 1k k k

P B

P B B

P B B B−

=

=

…

= …



 

  

В следующей теореме сформулировано главное свойство грамматики .fG
Теорема 1. Для любого многочлена f  с положительным старшим коэффициентом грамма-

тика fG  порождает язык ( )
0( ) { : 2}.f n

fL G a n n= ≥ +
Доказательство. Грамматика порождает слово, разбивая его на несколько блоков. Первый 

блок имеет длину 0( )f n  и задаётся непосредственно с помощью категорий (1). Он выпускает 
направо ровно 0( )if n  валентностей типа iA  для каждого .i  Следующий блок может полу-
чить только категории типа (2), при этом все валентности iA  должны быть пойманы перед 
валентностью X  в силу запрета на пересечение зависимостей. Так как kA  содержатся 
только в 1,kP , то число потенциалов 1,kP  во втором блоке равно 0( ).kf n  Эти потенциалы также 
ловят 0( )kf n  валентностей 1,kA −  следовательно, число потенциалов 1, 1kP −  должно быть на 

0( )kf n  меньше, чем валентностей 1,kA −  и равно 1 0 0( ) ( ).k kf n f n− −  Потенциалы 1,kP  и 1, 1kP −  в 
сумме ловят 1 0( )kf n−  валентностей 2 ,kA −  поэтому число потенциалов 1, 2kP −  равно 

2 0 1 0( ) ( ).k kf n f n− −−  Рассуждая так же и дальше, мы получим, что число потенциалов 1,iP  во вто-
ром блоке равно 0 1 0( ) ( ).i if n f n+−  Эти потенциалы выпускают направо валентности ,iB  при 
этом kB  содержится один раз в 1, ,kP  а iB  при i k<  содержатся один раз в 1,iP  и по два раза 
в 1, 1 1,, .,i kP P+ …  Поэтому второй блок выпускает направо ровно 0 0( ) ( 1)k kf n f n= +  валентностей 

,kB  а количество валентностей iB  при i k<  равно

1 1 2 1 1( ( ) ( )) 2( ( ) ( )) 2( ( ) ( )) 2 ( ) ( ) ( ) ( 1).i i i i k k k i i if n f n f n f n f n f n f n f n f n f n+ + + − +− + − +…+ − + = + = +
При этом длина второго блока равна общему числу потенциалов 1, ,iP  то есть 1 0( ).f n
Третий блок имеет аналогичное строение, но категории типа (2) заменяются на категории 

типа (3), а блок выпускает направо ( 2)if n +  валентностей .iA  Далее блоки с валентностями 
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iA  и iB  чередуются, при этом они имеют длину 1 0 1 0 1 0( ), ( 1), , ( )f n f n f n p+ … +  для некото-
рого 0.p ≥  После этого мы можем добавить в конец ещё два блока с категориями типа (4) и (5), 
которые не выпускают направо новых валентностей. Поэтому общая длина слова равна

 0 1 0 1 0 1 0 0( ) ( ) ( 1) ( 2) ( 2).f n f n f n f n p f n p+ + + +…+ + + = + +
Описанный способ сопоставления категорий символам является единственно возможным 

с точностью до порядка категорий внутри одного блока, поэтому грамматика порождает язык 
( )

0{ : 2}.f na n n≥ +  
Грамматику fG  можно модифицировать так, что она задавала все положительные значе-

ния произвольного многочлена.
Теорема 2. Для любого многочлена ( )f n  следующие языки являются ммКГЗ-языками (через 

Z  обозначено множество целых чисел):
1) ( )

1 { : 0, ( ) 0}f nL a n f n= ≥ > ;
2) ( )

2 { : , ( ) 0}f nL a n Z f n= ∈ > ;
3) | ( )|

3 { : , ( ) 0}f nL a n Z f n= ∈ > .
Доказательство. Если старший коэффициент многочлена отрицателен, то язык 1L  коне-

чен. В противном случае он получается из ( )fL G  добавлением конечного числа слов. В обоих 
случаях 1L  — ммКГЗ-язык.

Язык 2L  можно представить в виде
 ( ) ( )

2 { : 0, ( ) 0} { : 0, ( ) 0}.f n f nL a n f n a n f n−= ≥ > ∪ < − >
Оба члена объединения являются ммКГЗ-языками согласно пункту 1 настоящей теоремы, 

а значит, 2L  также является ммКГЗ-языком в силу замкнутости класса ммКГЗ-языков относи-
тельно объединения (см. [5, 8]).

Язык 3L  можно представить в виде объединения
 ( ) ( )

3 { : , ( ) 0} { : , ( ) 0}.f n f nL a n Z f n a n Z f n−= ∈ > ∪ ∈ − >
Тогда 3L  является ммКГЗ-языком, так как согласно предыдущему пункту оба члена объе-

динения — ммКГЗ-языки. 
Построенные грамматики позволяют задавать только значения многочлена. В следующей 

теореме показано, как с помощью ммКГЗ задать слова, хранящие как аргумент, так и соответ-
ствующее значение многочлена.

Теорема 3. Для любого многочлена ( )f n  язык ( ){ : 0, ( ) 0}n f nL b a n f n= > >  является ммКГЗ- 
языком.

Доказательство. Если старший коэффициент многочлена ( )f n  отрицателен, то L  — ко-
нечный язык, а значит, и ммКГЗ-язык. Рассмотрим случай положительного старшего коэффи-
циента. Множество элементарных категорий грамматики содержит все элементарные катего-
рии грамматики ,fG  а также три новые категории 0 ,S  R  и .Z  Главной категорией является 0.S  
Сопоставим символу b  следующие категории:

 0 0[ / ] ,[ / ] ,[ / ] , / ] .[Z Z Z Zb S R R R R S S S   



Символу a  сопоставим категории из грамматики fG  со следующими изменениями (здесь 
0n  — число из леммы 3):

• категория 0
1[ / ] XP YS T    заменяется на категорию 0

0( )
1[ / ] ;

nZ XP YS T   

• перед каждой валентностью X  и Y  добавляется валентность .Z  Например, потен-
циал 1 1A B X X     заменяется на 1 1 .A B Z X X    

Любое слово, порождаемое этой грамматикой, имеет вид n mb a  для некоторых n и .m  Катего-
рии для символов a  сокращаются так же, как в грамматике ,fG  но они дополнительно содер-
жат отрицательные валентности .Z  Как мы уже показали в доказательстве теоремы 1, слово 

ma  разбивается на блоки с длинами 0 1 0 1 0 1 0( ), ( ), ( 1), , ( )f n f n f n f n p+ … +  для некоторого .p  
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В новой грамматике первый блок ловит 0n  валентностей типа ,Z  а остальные 1p +  блоков — 
по одной такой валентности. Так как категории слова nb  выпускают направо в сумме n  ва-
лентностей типа ,Z  то 0 1,n n p= + +  откуда 0 1.p n n= − −  Следовательно,

 0 1 0 1 0 1( ) ( ) ( 1) ( 1) ( ).m f n f n f n f n f n= + + + +…+ − =

Наоборот, рассмотрим слово ( ) .n f nb a  Припишем символам b  строку категорий
 2

0[ / ] ([ / ] ) ,[ / ]Z Z n ZS R R R R S−  

а символам a  — строку категорий из доказательства теоремы 1 с заменой категорий на соот-
ветствующие им в новой грамматике. Валентности Z  и Z  сокращаются, так как их коли-
чество одинаково, а оставшаяся часть строки категорий сокращается до [ ],S  как это было по-
казано в доказательстве теоремы 1. 

Наконец, покажем, что ммКГЗ позволяют задавать и некоторый вариант функций, являю-
щихся обратными к многочленам. Для многочлена ( )f n  с положительным старшим коэффи-
циентом обозначим через 1( )f m−  функцию, определяемую следующим образом:

 1( ) max{ 0 : ( ) }.f m n f n m− = ≥ ≤
Теорема 4. Для любого многочлена ( )f n  язык 

1 ( ) 1{ : 0, ( ) 0}f m mL b a m f m
− −= > >  является мм-

КГЗ-языком.
Доказательство. Пусть 0n  — число из леммы 3. При необходимости увеличим его так, что-

бы при всех 0n n≥  функция ( )f n  строго возрастала. Любое слово языка L  имеет вид ( ) ,n f n pb a +  
где 0p ≥  — целое число такое, что ( ) ( 1).f n p f n+ < +  Мы модифицируем грамматику из тео-
ремы 3 так, чтобы в конце слова мог находиться ещё один блок, длина p  которого удовлетво-
ряет двойному неравенству 10 ( ) 1.p f n≤ ≤ −  Для этого удалим из грамматики все категории 
вида 3 3 4 4[ / ] ,[ ] ,[ / ] ,[ ]P P X P P YE E E F F F   и добавим следующие категории:

 
3 3 3 1 1

4 4 4 1 1

1 1 1 1

1 1 1 1

[ / ] ,[ ] ,[ / ] ,[ / ] ,[ ] ,

[ / ] ,[ ] ,[ / ] ,[ / ] ,[ ] .

P P X P X B B

P P Y P Y A A

a E E E E E E E E

a F F F F F F F F

′ ′′ ′′

′ ′′ ′′

   

   





В этих категориях потенциалы 3P ′  и 4P ′  принимают следующие значения:

 

3,1 1 1 4,1 1 1

3,2 1 2 1 4,2 1 2 1

3,3 1 2 3 1 4,3 1 2 3 1

3, 1 1 1 4, 1 1 1

( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

s s

t t

t t

t t
k k k k k k

P A B P B A
P A A B P B B A
P A A A B P B B B A

P A A A B P B B B A− −

′ = ′ =
′ = ′ =
′ = ′ =

… …
′ = … ′ = …

   

     

       

       

Здесь {0,1}, {0,1,2}.s t∈ ∈  Потенциалы 3P ′′  и 4P ′′  строятся аналогично, но s  и t  принимают 
значения 0, {0,1}.s t= ∈

Так как в потенциалах допустим случай 0,s =  0,t =  то категории, содержащие 1E  или 1,F  
могут вообще не использоваться. Это позволяет порождать слова вида ( )n f nb a  при 0.p =  Пусть 

0.p >  Тогда заключительный блок, содержащий категории E  или ,F  может породить от 1 до 
1( ) 1f n −  валентностей вида 1A  или 1,B  так как потенциалы порождают таких валентно-

стей не больше, чем в «обычном» блоке, а потенциал последней категории порождает хотя бы 
на одну валентность меньше. Все эти валентности будут пойманы категориями с головами 1E  
или 1,F  поэтому потенциал оказывается сбалансированным. Такой способ сопоставления ка-
тегорий символам является единственно возможным, поэтому любое слово, порождаемое 
грамматикой, имеет вид ( ) .n f n pb a +  
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Заключение

В работе были исследованы выразительные возможности мультимодальных категориаль-
ных грамматик зависимостей. Было доказано, что для любого полинома ( )f n  существует мм-
КГЗ, порождающая в точности те слова, длины которых являются положительными значени-
ями этого полинома. Также было показано, что существует ммКГЗ, выполняющая вычисление 
значения полинома на заданном аргументе, а также ммКГЗ, выполняющая вычисление обрат-
ной к полиному функции. Дальнейшие исследования в этом направлении могут включать по-
иск более широких классов функций, представимых с помощью ммКГЗ.
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СИСТЕМА ОТСЛЕЖИВАНИЯ ВАКАНСИЙ
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Е. В. Кошелев, Д. В. Лебедев, В. Н. Караваев

Аннотация. В связи с ростом количества вакансий необходим инструмент для удобного 
учета такой информации. Для решения данной проблемы существующие системы нужда-
ются в доработке. В связи с этим возникает задача разработки соответствующей системы.
Ключевые слова: вакансия, статус, событие, контакт, сравнение систем, системы отсле-
живания вакансий, микросервис, java, postgresql, kafka, keycloak.

Введение

С каждым годом появляется множество компаний, предлагающих свои вакансии, что обе-
спечивает широкий их выбор для любого человека. Это влечет за собой проблему удобного 
учета такой информации. Людям приходится покупать блокноты, составлять таблицы, делать 
закладки в браузерах, потому что все запомнить весьма трудно. Для решения такой проблемы 
были придуманы системы отслеживания вакансий. 

Проведя исследования, мы обнаружили, что сегодня подобных систем очень мало, а те, что 
существуют нуждаются в усовершенствовании. В связи с этим возникает задача сравнения 
существующих систем и разработки собственного приложения.

1. Сравнение систем

Все существующие системы по отслеживанию вакансий имеют общие сущности, такие как 
вакансия ее статус, информация о предстоящих событиях и информация о контактах, связан-
ных с определенной вакансией. Для сравнительного анализа были выбраны следующие систе-
мы: Huntr, Jibber Jobber, Teal, Smart.

В табл. 1 представлено сравнение систем для отслеживания вакансий. По горизонтали 
представлены системы, а по вертикали представлены основные функциональности систем. 
Знак «+» помечены те функции, которые есть в системе и соответственно знак «–» означает, 
что такой функциональности в системе нет. Управление означает возможность добавить, из-
менить или удалить сущность

Таблица 1
Результаты сравнения систем

Huntr Jibber 
Jobber Teal Smart

1 2 3 4 5
Управление вакансиями + + + +
Просмотр на карте + + – –
Управление статусами + – + –
Группировка вакансий по статусам + – + –
Управление событиями + + – –
Связывание событий с вакансиями + + – –
Управление контактами + + + +
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Таблица 1 (продолжение)
1 2 3 4 5

Связывание контактов с вакансиями + + + +
Управление компаниями – + – –
Регистрация при помощи сторонних сервисов – – – +
Отправка уведомлений о предстоящих событиях – + – +

2. Разработка системы
2.1. Функциональные требования

Проанализировав аналоги, мы приняли решение разработать систему, удовлетворяющую 
следящим требованиям:

– Управление вакансиями, статусами, событиями и контактами. 
– Группировка вакансий по статусам.
– Отображение вакансий на карте.
– Связывание вакансий с контактами и событиями.
– Отображение вакансий на карте.
– Регистрация при помощи сторонних сервисов.

2.2. Архитектура

Исходя из функциональных требований, мы разработали архитектуру системы, показан-
ную на рис. 1. Мы выбрали микросервисную архитектура для реализации системы. Job Core 
Service отвечает за управление вакансиями, статусами, событиями и контактами, а также за 
отправку предстоящих уведомлений в очередь. Из очереди уведомления попадают в сервис 
Notification Gateway. Он занимается отправкой уведомлений о предстоящих событиях поль-
зователям. Для хранения персональных данных пользователей используется сервис Security. 
Из-за особенностей архитектуры мы использовали единую точку доступа API Gateway, через 
который будут идти все запросы.

Рис. 1. Архитектура системы



1388

2.3. Job Core Service

Рассмотрим систему поподробнее и начнем с сервиса Job Core. Это основной сервис, кото-
рый предоставляет управление всеми сущностями: вакансиями, их статусами, контактами, со-
бытиями с помощью Rest API, а также инициирует процесс отправки уведомления о предсто-
ящих событиях. На рис. 2 показана архитектура данного сервиса. В качестве БД используется 
PostgreSQL, а сам сервис написан на Java с использованием фреймворка Quarkus, а в качестве 
очереди kafka.

На рис. 3 представлена схема БД сервиса. БД состоит из 4 таблиц: статусов, вакансий, собы-
тий, контактов. В каждой таблице есть id, id пользователя, дата создания и дата модификации. 
В дополнение к этому в таблице статусов есть название и порядок, в таблице событий есть 
дата начала события и окончания, в таблице контактов основная информация о контакте, а в 
таблице вакансий основная информация о вакансии.

2.4. Notification Gateway

Notification Gateway это вспомогательный сервис, отвечающий за отправку уведомлений о 
предстоящих событиях. Также предоставляет Rest API для управления адресами пользовате-
ля, по которому отправляется уведомление о предстоящих событиях. На рис. 4 представлена 
архитектура данного сервиса. В качестве БД используется PostgreSQL, а сам сервис написан на 
Java с использованием фреймворка Quarkus, а в качестве очереди kafka.

Схема БД сервиса Notification Gateway состоит из одной таблицы - адресов отправки, где 
содержится id, id пользователя, адреса и типа адреса (почта или телеграмм). Сзема БД пред-
ставлена на рис. 5.

Рис. 2. Архитектура Job Core Service

Рис. 3. Схема БД Job Core Service
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2.5. Отправка уведомления

На рис. 6 представлен сценарий отправки уведомления, давайте рассмотрим его подроб-
нее. Отправка уведомления начинается в Job Core Service. Там находится таймер, который 
срабатывает каждую минуту, при срабатывании сервис получает события, о которых нужно 
отправить уведомление, после этого сервис отправляет уведомление об этих событиях в оче-
редь. Notification Gateway получает уведомление из очереди дисериализует его и получает из 
БД адрес, по которому нужно отправлять. После Notification Gateway выбирает сервис для от-
правки уведомления и с его помощью отравляет письмо пользователю.

2.6. Security Service

Для любого многопользовательского приложения необходим инструмент, который будет 
разграничивать права пользователей и предоставлять им доступ к приложению. Для этих це-
лей мы выбрали Keycloak, так как он обладает рядом очень полезных функций таких как ав-
торизация через соц.сети, выдача JSON Web Token подлинности аккаунтам, двухфакторная 
аутентификация, а также гибкое управление, свободный доступ и развитое русскоязычное и 
международное комьюнити. 

Рис. 4. Архитектура Notification Gateway

Рис. 5. Схема БД Notification Gateway

Рис. 6. Сценарий отправки уведомлений
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2.7. API Gateway

При работе с микросервисной архитектурой рано или поздно приходится столкнуться с 
проблемой, которой нет у монолитных систем, — с необходимостью получать и обрабатывать 
данные из нескольких источников для обслуживания одного-единственного запроса для этой 
задачи мы использовали api gateway kong.

2.8. User Interface

Давайте рассмотрим интерфейс пользователя. При авторизации пользователь попадает на 
начальную страницу с вакансиями, как показано на рис.7, где отображается список, добавлен-
ных им вакансий в столбце, соответствующему статусу вакансии. У клиента есть возможность 
добавить, изменить или удалить вакансию, переместить в другую колонку, что соответствует 
изменению статуса вакансии, а также удалить или изменить существующий, или создать но-
вый статус для вакансий. В верхней части макета отображаются вкладки для перехода в акка-
унт пользователя, просмотр событий, информация о контактах и другие.

На рис. 8 представлен интерфейс событий. События у нас имеют описание, дату начала, 
окончания и статус выполнения.

Интерфейс контактов, представленный на рис. 9 показывает внешний вид хранения кон-
тактов. Пользователь может ввести данные пользователя такие как фио, номер телефона, по-
чту, а также указать ссылки для скайпа или телеграмма.

Все таблицы в нашем проекте имеют возможность фильтрации по нескольким параметрам, 
есть возможность сортировки, а для тех, кто хранит много записей мы предусмотрели паги-
нацию страниц. Перейдем к компонентам юзер интерфейса, показанным на рис 10. Как вы 
можете видеть для авто заполнения полей при вводе адреса мы использовали DaData Address 
Autocomplete API. Для отображения сохранённых адресов на карте мы использовали Yandex 
Maps API. А средством реализации самого интерфейса послужил React.

 

Рис. 7. UI таблицы вакансий
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2.9. Развертывание системы

Как показано на рис. 11 для развертывания нашей системы мы использовали подход ci/cd. 
С использованием принципов подхода мы сформировали следящие процессы. Мы разделили 
наш проект на несколько репозитариев, каждый из которых отвечает за определенную функци-
ональность проекта. Для хранения нашего кода мы используем GitLab. Мы использовали ci для 

Рис. 8. UI таблицы событий

Рис. 9. UI таблицы контактов

Рис. 10. Архитектура UI
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сборки и публикации проекта в докере на Docker Registry. Для публикации проекта мы исполь-
зовали кластер Kubernetes, с которым мы работали при помощи пакетного менеджера Helm. 

Заключение

Были проведены исследования и сравнения систем отслеживания вакансий, выделены не-
достатки существующих решений. В связи с этим была разработана система отслеживания 
вакансий на языке Java, в которой были реализованы все ранее упомянутые функциональные 
требования.
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Рис. 11. Схема развертывание системы
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ТЕХНОЛОГИИ И МЕТОДЫ ДЛЯ ОЦЕНКИ ЦЕЛОСТНОСТИ СУБЪЕКТА КИИ

МИРЭА – Российский технологический университет

П. М. Курчавов

Аннотация. На сегодняшний день, одним из новых классов угроз являются факты са-
моразрушения информационной инфраструктуры, то есть угрозы, которые определяют 
эффект инфраструктурного деструктивизма критической информационной инфраструк-
туры (КИИ). Такие угрозы могут появиться на любом этапе жизненного цикла субъектов 
КИИ, даже, во время эксплуатации системы, по причине её постоянных качественных и 
количественных изменений. Существуют регламенты в рамках которых обеспечивается 
безопасность на субъектах КИИ. Стоит отметить, что на сегодняшний день существует 
ряд различных решений, способных в нужной мере обеспечить безопасность и монито-
ринг всех систем на предприятии, однако далеко не все будут соответствовать требовани-
ям и регламентам субъектов КИИ РФ.
Ключевые слова: целостность, информационная безопасность, субъект, критическая 
информационная инфраструктура, многокритериальный анализ, инфраструктурный де-
структивизм.

Введение

Критическая информационная инфраструктура Российской Федерации (далее КИИ РФ) 
представляет из себя объекты КИИ. Количественный и качественный состав объектов КИИ в 
ходе эксплуатации субъектов КИИ может подвергнуться изменениям. 

Объектами КИИ — это информационные системы, информационно-телекоммуникацион-
ные сети, автоматизированные системы управления и т. д. Субъекты КИИ являются совокуп-
ностью объектов КИИ или сетями электросвязи, которые необходимы для реализации взаи-
мосвязи таких объектов КИИ. Субъект КИИ может быть представлен в виде:

• Государственные органы, 
• Государственные учреждения, 
• Российские юридические лица и (или) индивидуальные предприниматели
Все указанные выше примеры субъектов КИИ должны на законном основании владеть 

объектами КИИ или реализовывать взаимосвязи между ними. Ниже (рис. 1) представлена 
схема отображающая контекстное представление субъектов КИИ, а также объектов КИИ с 
точки зрения рассмотренного определения.

В соответствии с [1], у субъекта КИИ есть права и обязанности, которые сводятся к следу-
ющему:

• Регулирование ситуации на объектах КИИ;
• Обеспечение безопасности на объектах КИИ;
• В случае нарушений функционирования объектов КИИ, своевременном информирова-

нии органов власти.
Из вышеуказанного следует вывод, что субъект КИИ, представляет из себя юридическое 

лицо. Субъект КИИ обязан обеспечивать безопасное функционирование объектов, которыми 
оно владеет на законном основании. То есть субъекты КИИ являются элементами системы 
управления информационной безопасности (ИБ) КИИ. По данным ФСТЭК РФ на сегодняш-
ний день их более 50 000 [2].
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1. Общие методы оценки целостности систем

Важной особенностью критической информационной инфраструктуры в рамках инфор-
мационной безопасности является феномен инфраструктурного деструктивизма. Он пред-
ставляет собой саморазрушение инфраструктуры при длительном влиянии разрушительных 
воздействий инфраструктурного происхождения [3]. Длительность такого процесса обосно-
вывается, из-за присутствия накопительного эффекта, которым обладает данный класс им-
манентных угроз. Данный феномен может возникнуть по причине качественного и/ил коли-
чественного изменение субъекта КИИ. В таком случае, возникают импульсные явления на 
уровне систем взаимодействующих объектов КИИ [4]. По итогу, это может привести к нару-
шению целостности инфраструктуры и разрушить ее.

На сегодняшний день, хорошей практикой является использование различных программ-
ных и аппаратных комплексов для оценки целостности систем. Эти комплексы, как правило, 
реализуют отслеживание разных аспектов безопасности в системе. Базой таких комплексов 
является метод мониторинга. Этот метод представляет собой контроль следующих параме-
тров: процессы и приложения, качество выполнения бизнес-процессов организации и т. п. 
Данные системы, в некоторых случаях, могут даже помочь предупредить инциденты ИБ. При-
мерами таких систем являются:

• ПО Zabbix предназначенное для мониторинга параметров сети таких как, жизнеспособ-
ность и целостность серверов, виртуальных машин, приложений, сервисов и т. д. Оно пред-
лагает механизм оповещений, который дает возможность пользователям настраивать уведом-
ления практически на любое событие. Также Zabbix предлагает функции для отчетности и 
визуализации данных, которые основаны на данных истории [5].

• Форпост — это ПО, предназначенное для автоматического детектирования негативного 
влияния на анализируемую систему, которое может быть классифицировано, как компьютер-
ная атака [6].

Рис. 1. Схема контекстного представления субъектов КИИ
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Однако, хоть данные системы и являются проверенными средствами для обеспечения без-
опасности в различных бизнес-системах, стоит учитывать тот факт, что объекты КИИ, пред-
ставляют собой государственные структуры, в рамках которых действуют свои регламенты и 
правила. Так же, не стоит забывать и про масштаб непосредственно субъектов КИИ, который 
может быть несовместим с подобными системами, если они будут работать именно, как сред-
ства для обеспечения целостности самого субъекта КИИ. 

Также необходимо разобраться, как именно в рамках закона и лучших практик, регламен-
тируется обеспечение целостности и, в том числе, безопасности, на субъектах и, соответствен-
но, объектах КИИ. Требования указаны в приказе [7]. Например в нем указано, что при разра-
ботке организационных и технических мер по обеспечению безопасности значимого объекта 
учитывается его информационное взаимодействие с иными объектами критической инфор-
мационной инфраструктуры, информационными системами, автоматизированными система-
ми управления или информационно-телекоммуникационными сетями.

Согласно [1] в рамках субъектов КИИ необходимо проводить категорирование объектов 
КИИ. Значимые (по результатам категорирования) объекты требуется защищать, в соответ-
ствии с [1]. На основании проведенного категорирования объектов КИИ субъекту КИИ необ-
ходимо реализовать систему обеспечения информационной безопасности КИИ (СОИБ КИИ), 
которая также должна соответствовать результатам категорирования, а также специфике са-
мого субъекта КИИ

Основная цель анализа угроз безопасности информации — это, в первую очередь, опреде-
ление различных вариантов появления угроз для безопасности. Так же, необходимо опреде-
лить и последствия возникновения анализируемых угроз, учитывая следующие факторы:

• Состав пользователей и их полномочий;
• Программные и программно-аппаратные средства; 
• Взаимосвязи компонентов значимого объекта;
• Взаимодействия с иными объектами критической информационной инфраструктуры;
• Особенностями функционирования значимого объекта.
Соответственно, анализ угроз безопасности информации должен включать:
• Выявление источников угроз безопасности информации и оценку возможностей (потен-

циала) внешних и внутренних нарушителей;
• Анализ возможных уязвимостей значимого объекта и его программных, программно-ап-

паратных средств;
• Определение возможных способов (сценариев) реализации (возникновения) угроз безо-

пасности информации;
• Оценку возможных последствий от реализации (возникновения) угроз безопасности ин-

формации.
В качестве технических мер, для обеспечения безопасности на объекте используются про-

граммно-аппаратные средства. Важным условием для использования программных средств 
направленных на обеспечение безопасности, является их сертификация на соответствие обя-
зательным требованиям по безопасности информации, установленным нормативными пра-
вовыми актами, или требованиям, указанным в технических условиях.

Существуют следующие требования о применении программного обеспечения на значи-
мых объектах в зависимости от их категории:

• В значимых объектах 1 категории применяются средства защиты информации не ниже 
4 класса защиты, а также средства вычислительной техники не ниже 5 класса;

• В значимых объектах 2 категории применяются средства защиты информации не ниже 
5 класса защиты, а также средства вычислительной техники не ниже 5 класса;

• В значимых объектах 3 категории применяются средства защиты информации 6 класса 
защиты, а также средства вычислительной техники не ниже 5 класса.
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Классы защиты и уровни доверия определяются в соответствии с нормативными правовы-
ми актами ФСТЭК России. Они изданы в соответствии с положением [8].

Все описанные выше факты о регламентировании использования программных средств 
для обеспечения безопасности, сильно сужает спектр программного обеспечения, которые 
возможно использовать в рамках работы субъектов и, соответственно, объектов КИИ. Однако 
помимо прочего, стоит опираться и на тот факт, что данные средства должны обеспечивать. 
В рамках данной работы изучается вопрос об обеспечении целостности субъектов и объектов 
КИИ в соответствии с чем, имеет смысл ввести понятие инфраструктурной целостности (или 
целостности инфраструктуры), для четкого понимания предмета исследования.

Источником определения и исследования категории «целостность инфраструктуры» яв-
ляется интенсионал самого понятия «целостность». Существует несколько определений це-
лостности. Например, целостность — это обобщённая характеристика объектов, обладающих 
сложной внутренней структурой [9]. Данное определение выражает интегрированность, само-
достаточность, автономность этих объектов, их противопоставленность окружению, связан-
ную с их внутренней активностью. Также «целостность» определяют, как качество системы, 
которым она обладает, если корректно выполняет все свои функции, свободна от намеренных 
или случайных несанкционированных манипуляций [10]. 

Согласно [11] существует такое понятие, как «целостность ресурсов информационной 
системы». Оно описывается, как некое состояние ресурсов информационной системы, в ко-
тором какие-либо изменения этих ресурсов намеренно производится исключительно субъ-
ектами, имеющими на это право. Также сохраняются их состав, содержание и организация 
взаимодействия. Данное определение взято за основу в рамках исследования категории «ин-
фраструктурная целостность». 

Неоднозначным является подход и к определению понятия «инфраструктура». Но, как 
правило, «инфраструктура» определяется как совокупность связанных между собой струк-
тур, отраслей или объектов, служащих для нормального функционирования системы [12, 13]. 
При этом выделяют несколько видов инфраструктур: производственная, социальная, транс-
портная, инженерная, информационная инфраструктура, инфраструктура экономики и др. 

Для данного исследования наибольший интерес представляет информационная инфра-
структура, являющаяся системой организационных структур, подсистем, обеспечивающих 
работу и развитие информационного пространства [14]. Инфраструктурную целостность, 
при этом, определим, как состояние системы, в котором компоненты её инфраструктуры (под-
системы, физические устройства, структуры и т.п.) функционируют в полном объеме, и не 
оказывают деструктивного воздействия на взаимодействующие элементы.

2. Оценка целостности систем в рамках существующих регламентов РФ

Одной из важнейших концепций¸ которая реализует все вышеописанное является госу-
дарственная система обнаружения, предупреждения и ликвидации последствий компьютер-
ных атак (далее ГосСОПКА).

Данная концепция создавалась с целью предотвращения и устранения последствий ком-
пьютерных атак, а также непосредственно с целью защиты критической информационной 
структуры. Архитектурно ГосСОПКА является единым территориально распределенный ком-
плексом, состоящим из центров разного масштаба. Эти центры обмениваются информацией 
об атак, что были произведены на подконтрольные им объекты.

ГосСОПКА необходима для создания системы обмена информацией о ведущихся атаках, 
которая обеспечит связь между важнейшими организациями страны. Одним из способов ре-
ализации центров ГосСОПКА была реализация их на IDS-системах. Однако с появлением до-
кумента [17] появился конкретный список подсистем ГосСОПКи:
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1. Средства обнаружения;
2. Средства предупреждения;
3. Средства ликвидации;
4. Средства расшифровки (ППКА);
5. Средства обмена информацией;
6. Средства криптографической защиты каналов связи.
Помимо прочего, в рамках систем обнаружения, обозначены еще два, достаточно важных 

требования, а именно:
• Система обнаружения должна помимо сопоставления и выявления инцидентов, сохра-

нять результаты их анализа и обработки, а также информацию о событиях информационной 
безопасности в изначальном виде. Опираясь на указанный ранее перечень источников и на 
рекомендуемый срок хранения (от 6 месяцев), можно сказать, что имеется в виду полноценная 
платформа, обладающая достаточным функционалом записи логов, а также способная обра-
батывать плотный потоки событий.

• Система обнаружения должна реализовывать внутри себя встроенную подсистему под-
держки разных источников событий информационной безопасности. Так же в рамках этой 
системы должна быть возможность разработки дополнительных модулей, которые будут обе-
спечивать получение информации от новых источников событий информационной безопас-
ности. 

Данные требования отражают весьма серьезное отношение регулятора к функционалу си-
стемы обнаружения. В рамках данных систем требуется серьезная проработка модели угроз и 
работа по настройке сценариев мониторинга.

Так же имеет смысл, рассмотреть средства предупреждения. Средства предупреждения 
должны реализовывать следующие функции:

• Инвентаризация активов инфраструктуры с возможностью хранения и дополнения ин-
формации.

• Сбор и оценка информации об уязвимостях информационных ресурсов.
• Сбор и оценка информации о недостатках (в нашем прочтении — ошибках конфигуриро-

вания) информационных ресурсов.
Вышеуказанный перечень функций, как правило реализуется программными продуктами 

класса Vulnerability Scanner. Однако невозможно предупредить в каком направлении потен-
циально будет развиваться атака, а также выявить слабые точки инфраструктуры, если отсут-
ствует полная информация об ее состоянии, используемых узлах, программных или процесс-
ных уязвимостях своих активов.

В качестве средства ликвидации в рамках ГосСОПКи подразумевается средство, которое 
по функциональным задачам близко к платформе управления инцидентами (service-desk), ко-
торая в рамках информационной безопасности называется — Incident Response Platform. Глав-
ными задачами этой подсистемы являются:

• Регистрация инцидентов с возможностью редактирования и дополнения карточки инци-
дента.

• Возможность управления его жизненным циклом с переводом инцидента между ответ-
ственными и подразделениями.

• Возможность сбора итоговой карточки инцидента.
На основании вышесказанного, формируется соответствие функционала с названием си-

стемы. Ликвидации инцидента в первую очередь требует взаимодействия разных подразделе-
ний компании, и управление процессом ликвидации, контроль ее сроков и полноты в данном 
случае выходит на первый план. Поэтому центр ГосСОПКА, как ответственный за данный 
процесс, должен иметь соответствующий инструментарий.
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Выбор решений и технологий, созданных специально для задач ИБ, на рынке еще весьма 
ограничен. Однако в рамках документа не описано прямых ограничений на использование для 
этих целей общей IT системы. Как правило, системы service-desk представляют собой хорошо 
настраиваемый конструктор, ввиду чего допускаются некоторые доработки в рамках такой 
системы, что не должно вызвать сложностей.

На практике же можно выделить следующий ряд подходов к обеспечению безопасности и 
целостности субъекта КИИ:

• SIEM-системы используются для сбора и обработки событий и данных о сетевом трафике 
с целью выявления и расследования инцидентов информационной безопасности, обеспече-
ния ситуационной осведомленности и решения задач управления ИБ;

• DLP-систем – необходимы для предотвращения утечек конфиденциальных данных. Ра-
бота таких система, основана на анализе потоков информации, которые пересекают периметр 
защищаемого объекта КИИ. В рамках dlp-систем контролируются: электронная почта, серви-
сы мгновенных сообщений, съемные машинные носители, сервисы печати и т. д.

• Межсетевые экраны, в том числе межсетевые экраны нового поколения (NGFW). Они 
представляют собой продукты, которые помимо фильтрации пакетов и контроля состояний, 
содержат внутри себя IPS, функции контроля прикладных протоколов (вне зависимости от 
порта), возможности идентификации и контроля попыток обхода защиты и т. п.

• Системы типа «песочницы» решают задачу идентификации ранее неизвестных видов вре-
доносного ПО. Они позволяют оценить безопасность программы, путем ее запуска и анализа 
в изолированном виртуальном окружении. В рамках этой среды, подозрительное ПО анали-
зируется на предмет вредоносной активности с помощью изучения действий программного 
кода. Данные системы ориентированы, как на контроль трафика, так и на защиту конечных 
устройств.

Стоит отметить, что по большей части, выше были описаны средства и методы, предпола-
гающие изучение системы на уровне её трафика и обеспечение безопасности, на уровне ин-
формации. Хотя вопрос, о том, чтобы контролировать состояние инфраструктуры, а точнее 
целостности субъекта КИИ, стоит весьма остро, как уже говорилось ранее. Как правило, для 
оценки целостности системы сегодня используются следующие методы:

• дискретная модель — в рамках этого метода в качестве меры надежности оценивается 
среднее время между двумя ошибочным срабатываниями [18];

• метод соотношений — заключается в определении вероятности безотказной работы 
сложной вычислительной системы [18];

• экспоненциальная модель основана на модели, подразумевающей установление связи 
между интенсивностью обнаружения ошибок при отладке с интенсивностью проявления 
ошибок при нормальном функционировании комплекса программ и определенном количе-
стве первичных ошибок [18].

Стоит отметить, что в данной тематике можно рассмотреть использование методов мно-
гокритериального анализа. Это обусловлено тем, что данный вид анализа представляет собой 
более гибкую и настраиваемую методику, которая может быть изменена, например, переос-
мыслением изучаемых критериев. Так же, благодаря такому подходу, можно не ориентиро-
ваться на какую-то конкретную область качества функционирования системы, т. е. целостно-
сти, а производить комплексный анализ, который как раз и будет соответствовать введенному 
выше определению целостности.

Нарушение инфраструктурной целостности может снизить уровень ИБ как отдельного эле-
мента системы, так и системы в целом [19]. Таким образом можно определить следующий набор 
направлений мониторинговых процедур, реализация которых позволит этого не допустить:

1. Оценка локальной целостности элементов инфраструктуры, т. е. оценка инфраструктур-
ной целостности на уровне каждого объекта субъекта КИИ;
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2. Оценка целостности систем взаимодействующих объектов;
3. Непосредственная оценка целостности субъекта КИИ.
Соответственно, в таком методе предполагается формирование перечня критериев оценки 

целостности объектов КИИ, благодаря которым можно будет рассчитать показатель целост-
ности каждого из объектов, функционирующих в системе данного субъекта КИИ. В дальней-
шем эти показатели можно будет использовать для оценки инфраструктурной целостности 
непосредственно субъекта КИИ, а также производить более гибкую диагностику.

Заключение

Как видно из вышеописанного, на рынке существует определенный пласт систем, которые 
способны выполнять задачи в рамках обеспечения целостности, в контексте того определе-
ния, что было предоставлено в рамках работы. Однако стоит отметить, что данные системы 
являются комплексными решениями, которые базируются на базовых принципах обеспече-
ния безопасности и отслеживания состояния информационной безопасности, на субъекта и, 
соответственно, объектах КИИ. 

Помимо сертифицированных систем, направленных на работу непосредственно в рамках 
субъектов КИИ, существует большая прослойка различных систем, которые реализуют по-
ставленные задачи в рамках работ в обычных информационных системах. Однако, как прави-
ло, во всех этих системах отсутствует механизм непосредственно оценки состояния целостно-
сти субъекта КИИ, ввиду не проработанности данного вопроса. В рамках работы предлагается 
рассмотреть альтернативный метод определения целостности, который будут базироваться на 
методе многокритериального анализа и сможет стать базисом для разработки системы, более 
направленной на оценку целостности с субъекта КИИ, а следовательно задаст вектор на про-
работку методов, направленных на достижения целостности на субъектов КИИ.
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УДК 519.5

ПАРАМЕТРИЧЕСКИЕ ФУНКЦИИ ДЛЯ СРАВНЕНИЕ НЕЧЕТКИХ ЧИСЕЛ

Воронежский государственный университет

М. Ю. Леденев, А. И. Шашкин

Аннотация. В статье предложен подход для сравнения нечетких чисел, основанный на 
построении специальной оценочной функции с использованием обобщенного метода де-
фазификации. В качестве параметра данного метода используются степенные функции. 
Выведены формулы для оценочной функции треугольных и трапециевидных нечетких 
чисел и приведен пример, который демонстрирует ее приемлемость для решения пробле-
мы сравнения.
Ключевые слова: нечеткое число, дефазификация, степенная функция.

Введение

Широко распространенным средством анализа слабоструктурированной и плохо форма-
лизованной информации является технология обработки нечеткой информации, в основе ко-
торой лежат модели формализации неточных, приближенных, качественных понятий в форме 
нечетких чисел. Нечеткие числа используются для представления параметров в различных 
задачах, например, при решении дифференциальных уравнений [1], систем алгебраических 
уравнений [2], в задачах линейного программирования [2], в моделях принятия решений [3], 
в задачах управления [4]. В [5] рассматривается задача календарного планирования в услови-
ях, когда продолжительности операций заданы нечеткими гауссовыми числами. Как правило, 
методы решения задач с нечеткими параметрами базируются на принципе декомпозиции [6] 
и сводятся к совокупности интервальных задач или задач с точными значениями параметров 
на границах, что подразумевает использование классических методов. При использовании 
нечетких чисел необходимо, во-первых, определить арифметические операции, а, во-вторых, 
задать процедуры сравнения. Поскольку нечеткие числа являются, прежде всего, нечеткими 
множествами, то можно использовать известные подходы к сравнению, которые, однако, не 
являются универсальными и имеют ряд недостатков. Также для сравнения нечетких чисел ис-
пользуются процедуры дефазификации.

Цель статьи заключается в исследовании параметрического подхода к сравнению нечетких 
чисел, позволяющего разработать рекомендации для его использования в прикладных задачах.

1. Теоретическая база исследования

Введем основные понятия. 
Нечеткая переменная задается тройкой , , ,a U A< >  где a  — название переменной, U  — 

универсальное множество числовой или нечисловой природы, ( )A F U∈  — нечеткое подмно-
жество ,U  описывающее ограничения на значение нечеткой переменной ,a  ( )F U  — семей-
ство нечетких подмножеств .U

Нечеткая величина — это нечеткая переменная, определенная на .  Простейшим типом 
нечеткие величин являются трапециевидные числа с функцией принадлежности 

( )

( )
[ ]

( )

1 / , ;
1, , ;
1 / , ;
0, .

T

a x l a l x a
x a b

x
x b r b x b r

µ

 − − − ≤ ≤
 ∈= 
− − ≤ ≤ +
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Трапециевидное число T  формализует высказывание «x  находится приблизительно меж-
ду a  и b». Частным случаем трапециевидного числа является треугольное число, которое за-
дается той же функцией Tµ  при .a b=  В обоих определениях параметры l  и r  называются 
коэффициентами неопределенности. Чем больше значения этих коэффициентов, тем в боль-
шей степени «размыты» границы, тем более «неопределенным» является нечеткое число или 
нечеткий интервал.

Функции принадлежности трапециевидного и треугольного нечетких чисел, которые назы-
ваются кусочно-линейными, имеют ряд преимуществ, среди которых простота; минимальный 
объем информации для построения, что является важным обстоятельством при моделиро-
вании систем в условиях ограниченности объема исходных данных; простота модификации. 
Однако кусочно-линейные функции принадлежности не являются непрерывно дифферен-
цируемыми. На рис. 1 представлены графики функций принадлежности треугольного и тра-
пециевидного нечетких чисел

Трапециевидное число задается кортежем параметров ( , , , ).T a b l r=  При a b=  получим 
треугольное число ( , , ).T a l r=  Заметим, что ( , ,0,0)a a  определяет обычное четкое число ;a∈  
( , ,0,0)a b  задает обычный отрезок [ , ] .a b ⊂ 

Пусть A  — нечеткое множество с функцией принадлежности .Aµ  α-срезом нечеткого 
множества A  называется множество ( : ( ) ).AA x xα µ α= ≥  α-срезы трапециевидного и треу-
гольного нечетких чисел имеют соответственно следующий вид:

( ) ( )1 , 1 ,T a l b rα α α= − − + −    ( ) ( )1 , 1 ,T a l a rα α α= − − + −  
и являются интервальными числами.

Последовательность α-срезов упорядочена отношением включения.

2. Оценочная функция для трапециевидных и треугольных чисел

Заметим, что носители нечетких чисел определяются следующим образом:
( )( ) [ ], , , , ,Supp a b l r a l b r= − +

( )( ) [ ], , , .Supp a l r a l a r= − +
Каждому нечеткому числу можно поставить в соответствие обычное число в соответствии 

с некоторым правилом дефазификации. 
Пусть A  — нечеткое множество, : [0,1]Aµ →  — его функция принадлежности, 

( ) [ , ]Supp A a b=  — носитель. Дефазификацией называется отображение : ,AD µ →  которое 
данной функции принадлежности Aµ  ставит в соответствие число ( ) [ , ].D a bµ ∈  В настоящее 
время существует значительное число методов дефазификации (метод центра тяжести, метод 
центра площади, метод левого (правого) модального значения и др. [4]). 

Рис. 1. Графики функций принадлежности треугольного и трапециевидного нечетких чисел
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Для построения процедуры сравнения нечетких чисел будем использовать параметриче-
ский метод дефазификации, предложенный в [7]. Для простоты изложения обозначим через µ 
функцию принадлежности некоторого нечеткого множества. Оценочной функцией нечеткого 
множества (нечеткого числа) назовем величину 

 ( )
1

0

,Val dαµ µ α= ∫   (1)

где αµ  — некоторый усредненный α-срез.
В [7] введена более общая формула следующего вида:

 ( )
( )

( )

1

0
1

0

,f

f d
Val

f d

αµ α α
µ

α α

⋅
=
∫

∫



 (2)

где :[0,1] [0,1]f →  — непрерывная и монотонная функция.
Будем рассматривать в качестве f  степенные функции.
Пусть ( ) ,qf α α=  тогда при 0q ≥  имеем строго возрастающую функцию ,f↑  при этом, 

если 0,q =  то 1,f↑ =  так что оценка ( )Val µ  может быть вычислена по формуле (1). При q →∞ 
оценка ( )Val µ  является средним значением ядра нечеткого множества. При использовании 
данного класса функций необходимо рассматривать подмножества как можно более высокого 
α-уровня, и чем больше ,q  тем больше должна быть величина .α  При α →∞  берется значе-
ние 1µ  (ядро нечеткого множества µ).

Пусть ( ) (1 ) ,qf α α= −  тогда при 0q ≥  имеем строго убывающую функцию .f↓  При 0q =  
1,f↓ =  и оценка может быть вычислена по формуле (1). При q →∞  оценка вычисляется по 

формуле 0( )Val µ µ=   и является средним значением ядра нечеткого множества. При использо-
вании убывающих функций для 0q >  необходимо рассматривать подмножества как можно 
более низкого α-уровня, и чем больше ,q  тем меньше должно быть значение .α

Найдем значение ( )Val µ  для треугольного и трапециевидного нечетких чисел. α-срез тра-
пециевидного числа имеет вид [ (1 ) , (1 ) ].T a l b rα α α= − − + −  Можно взять середину данного 
интервального числа. В общем случае, задав вес [0,1]v∈  с подходящей интерпретацией, мож-
но выбрать любую точку, принадлежащую носителю [ (1 ) , (1 ) ]a l b rα α− − + −  в виде 

( (1 ) ) (1 ) ( (1 ) ).v a l v b rα α⋅ − − + − ⋅ + −
Положим ( (1 ) ) (1 ) ( (1 ) ).v a l v b rαµ α α= ⋅ − − + − ⋅ + −

По формуле (1) вычислим

( ) ( )( ) ( ) ( )( )( )
1

0

1 1 1Val v a l v b r dµ α α α= ⋅ − − + − ⋅ + − =∫

( )( ) ( ) ( )( )
1 1

0 0

1 1 1v a l d v b r dα α α α= ⋅ − − + − ⋅ + − =∫ ∫  

( )( ) ( )( ) 11 1 .
2

va v b vl v r α = + − + + − − 
 

Таким образом, ( )Val µ  представляет собой линейную функцию от 1
2

α − 
 

 с коэффициен-

тами, которые являются взвешенными средними четких границ интервального числа a  и b  и 
коэффициентов неопределенности l  и .r

Теперь вычислим ( )fVal µ  для ( ) ,qf α α↑ =  где 0.q ≥
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( ) ( )( ) ( ) ( )( )( )
1

1
0

0

1 1 1 1 q
f

q

Val v a l v b r d
d

µ α α α α
α α

↑

 
= ⋅ − − + − ⋅ + − ⋅ = 

 
∫

∫

( ) ( )( ) ( ) ( )( )
1 1

0 0

1 1 1 1q qq v a l d v b r dα α α α α α
 

= + ⋅ ⋅ − − ⋅ + − ⋅ + − ⋅ = 
 
∫ ∫  

( ) ( )1 1
1 2 1 2

a l l b r rq v v
q q q q

    − +
= + ⋅ + + − ⋅ − =    + + + +    

( ) ( )( ) ( ) ( )( )
1 1

1 1 2 1 1 2
a l b rq v v

q q q q q q
    

= + ⋅ − + − ⋅ + =        + + + + + +    
 

( )1 .
2 2

l rv a v b
q q

   
= ⋅ − + − ⋅ +   + +   

Таким образом, 

 ( ) ( )1 ,
2 2f

l rVal v a v b
q q

µ
↑

   
= ⋅ − + − ⋅ +   + +   

 (3)

и значение ( )fVal µ
↑

 для трапециевидного числа есть линейная комбинация «подправленных» 
границ носителя. Если 0,q =  то 

 ( ) ( )1 .
2 2f
l rVal v a v bµ

↑

   = ⋅ − + − ⋅ +   
   

 (4)

Заметим, что если ,q →∞  то фазифицированное значение нечеткого числа определяется 
любой точкой носителя с учетом заданного весового коэффициента. Например, при 1

2
v =  зна-

чение ( )fVal µ
↑

 есть середина носителя. При назначении веса v  можно опираться на значения 
коэффициентов неопределенности l  и ,r  считая, что чем меньше коэффициент неопределен-
ности, тем более «точной» является соответствующая граница, тем больший вес ей необходи-
мо присвоить.

Из полученной формулы для трапециевидного числа легко получить значение ( )fVal µ
↑

 для 
треугольного числа

 ( ) ( )1 .
2 2f

l rVal v a v a
q q

µ
↑

   
= ⋅ − + − ⋅ +   + +   

 (5)

Теперь в качестве функции f  рассмотрим ( ) (1 ) ,qf α α↓ = −  0.q ≥  По формуле (2) вычислим

 ( )
( )

( )( ) ( ) ( )( )( ) ( )
1

1
0

0

1 1 1 1 1
1

q
f

q
Val v a l v b r d

d
µ α α α α

α α
↓

 
= ⋅ − − + − ⋅ + − ⋅ − = 

 −
∫

∫

 ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )
1 1

0 0

1 1 1 1 1 1q qq v a l d v b r dα α α α α α
 

= + ⋅ ⋅ − − ⋅ − + − ⋅ + − ⋅ − = 
 
∫ ∫  

 ( ) ( )1 1
1 2 1 2

a l b rq v v
q q q q

    
= + ⋅ − + − ⋅ − =    + + + +    

 ( )1 11 .
2 2

q qv a l v b r
q q

    + +
= ⋅ − ⋅ + − ⋅ + ⋅    + +    
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Таким образом,

 ( ) ( )1 11 .
2 2f

q qVal v a l v b r
q q

µ
↓

    + +
= ⋅ − ⋅ + − ⋅ + ⋅    + +    

 (6)

При 0q =  получим формулу (4). Для треугольного числа из (6) получим

 ( ) ( )1 11 .
2 2f

q qVal v a l v a r
q q

µ
↓

    + +
= ⋅ − ⋅ + − ⋅ + ⋅    + +    

 (7)

При q →∞  из (6) получим ( ) ( ) (1 ) ( )fVal v a l v b rµ
↓

= ⋅ − + − ⋅ +  — это точка, которая принад-
лежит носителю.

При сравнении нечетких чисел будет использовать принцип: большему нечеткому числу 
соответствует большее значение величины .fVal

Рассмотрим пример. Пусть заданы два нечетких числа: приблизительно 3 (3, 2, 4)A =  и 
приблизительно 8 (8, 2,1).B =  Здесь 3,a =  2,Al =  4;Ar =  8,b =  2,Bl =  1.Br =  Видно, что мо-
дальное значение B  больше модального значения ,A  но носитель числа A  больше носителя 
числа .B  Положим 0,6,Av =  0.3.Bv =  По формуле (5) для нечеткого числа A  найдем

 ( ) 2 4 0.40.6 3 0.4 3 3 .
2 2 2fVal A

q q q↑

   
= ⋅ − + ⋅ + = +   + + +   

Аналогично для числа B  найдем

 ( ) 2 1 0.10.3 8 0.7 8 8 .
2 2 2fVal B

q q q↑

   
= ⋅ − + ⋅ + = +   + + +   

Теперь найдем fVal
↓

 для обоих чисел, используя формулу (7).

 ( ) 1 1 10.6 3 2 0.4 3 4 3 0.4 ,
2 2 2f

q q qVal A
q q q↓

    + + +
= ⋅ − ⋅ + ⋅ + ⋅ = + ⋅    + + +    

 ( ) 1 1 10.3 8 2 0.7 8 1 8 0.1 .
2 2 2f

q q qVal B
q q q↓

    + + +
= ⋅ − ⋅ + ⋅ + ⋅ = + ⋅    + + +    

На рис. 2а) представлены графики функций ( )fVal A
↑

 и ( ),fVal B
↑

 а на рис. 2b) — графики 
функций ( )fVal A

↓
 и ( ),fVal B

↓
 зависящих от параметра .q  Видно, что при любом выборе q 

график функции ( )fVal B  лежит выше графика функции ( ),fVal A  а, следовательно, нечетко 
число B  больше нечеткого числа ,A  что вполне соответствует их интерпретации. 

а) на основе функции f↑                                     b) на основе функции f↓
Рис. 2. Графики оценочных функций

(редкая пунктирная линия — ( ),fVal A
↓

 частая пунктирная линия — ( )fVal B
↓

)
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В данном подходе важно, что при различных параметра q  будем получать значения, близ-
кие к модальным значениям. Например, при 2q =  получим следующие пары дефазифициро-
ванных значений (3.1, 8.025) и (3.3, 8.075).  

Проведенный вычислительный эксперимент показывает, на дефазифицированное значе-
ние оказывает влияние весовой коэффициент ,v  а это означает, что для его нахождения необ-
ходимо использовать разумные принципы. Если учитывать тот принцип, который был сфор-
мулирован выше, то при ранжировании множества нечетких чисел определение веса может 
базироваться на правиле большинства. В простейшем случае вес можно взять одним и тем же 
для всех нечетких чисел.

Заключение

Предложенный метод предоставляет широкие и гибкие возможности для сравнения не-
четких чисел и применим для любых чисел (L-R)-типа. Оперируя параметрами v  и ,q  можно 
выбирать оптимальные упорядочения в зависимости от целей принятия решений в приклад-
ных задачах. Предложенный подход планируется использовать при построении алгоритмов 
календарного планирования при управлении проектами в случаях, когда продолжительности 
операций заданы нечеткими числами.
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УДК 517.97: 532.526

СТРАТЕГИЯ УПРАВЛЕНИЯ ВЫВОДОМ В МЕТОДЕ РЕЗОЛЮЦИЙ 
С ИСПОЛЬЗОВАНИЕМ ВЕСОВ ДИЗЪЮНКТОВ

Воронежский государственный университет

М. В. Лещинская

Аннотация. При создании, поддержке и эксплуатации больших баз знаний интеллекту-
альных систем не всегда в полной мере учитывается объем ресурсов, необходимый для 
их функционирования и в результате процессы работы оказываются ресурсозатратны-
ми. Усовершенствование алгоритмов логического вывода позволяет повысить эффектив-
ность работы. В статье приведен алгоритм, реализующий стратегию управления выводом 
в методе резолюций с использованием весов дизъюнктов. Его отличительной особенно-
стью является предварительное знание весов каждого атома, участвующего в задаче, и 
подсчет весов целых предложений.
Ключевые слова: резольвента, резолютивный вывод, метод резолюций, стратегии управ-
ления выводом.

Введение

Логическая модель, базирующаяся на исчислении предикатов первого порядка, и метод ре-
золюций известны достаточно давно (Дж. Робинсон, 1965 г.) [1–5]. Все это время идет борьба 
с решением проблемы ресурсозатратности процесса работы с базами знаний [6, 7]. Одним из 
основных требований при работе с логическим выводом в интеллектуальных системах явля-
ется требование быстродействия.

Суть метода резолюций заключается в построении последовательности формул, которая 
заканчивается пустым дизъюнктом или выводом, что его получить нельзя. Именно постро-
ение данной последовательности дает много вариантов для решений [8–10]. В общем случае 
полный перебор, который снижает быстродействие метода в реальных приложениях. В част-
ном случае — это различные стратегии управления выводом [8–10]. Их цель — сократить пол-
ный перебор.

В [9] описаны некоторые основные стратегии управления выводом (полный перебор, ли-
нейный алгоритм, стратегия опорного множества) и приведен их сравнительный анализ. В [11] 
приведена новая стратегия поиска опровержений. Ее отличительной особенностью является 
использование рейтингов, которые вычисляются для каждого дизъюнкта и учитывают его 
способность образовывать контрарную пару для порождения резольвенты. Ее алгоритм осно-
ван на назначении дизъюнктам исходного множества рейтингов по специальным правилам, 
что позволяет уменьшить количество построенных резольвент и минимизировать количество 
дизъюнктов, участвующих в их построении. В [12] опубликована стратегия, опирающаяся на 
поиск минимального дизъюнкта, которая позволяет сформировать две группы для просмотра 
дизъюнктов с целью минимизации количества операций, необходимых для унификации дизъ-
юнктов при построении резольвенты. 

Цель текущей статьи заключается в представлении новой стратегии управления выводом в 
методе резолюций c использованием весов дизъюнктов. Данный алгоритм основан на поиске 
ближайших друг к другу по весу дизъюнктов и попытке построить из них резольвенту. Реали-
зация приведенной стратегии позволит повысить эффективность поиска решения.
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1. Стратегия управления выводом в методе резолюций, 
реализующая алгоритм поиска наиболее близких по весам дизъюнктов

Для повышения эффективности поиска решения в методе резолюций одним из перспек-
тивных направлений является упорядоченная работа с весами атомов и предложений. Стра-
тегия основана на построении поиска общего значения веса предложения и позволяет прове-
рять литералы на возможность унификации в определенном порядке. 

Итак, пусть имеется базовое множество предложений и информация по весу каждого ато-
ма, участвующего во множестве. Для всех предложений вычислим вес в соответствии со сле-
дующими правилами:

1) если в предложении есть только один атом, то вес предложения равен весу данного атома;
2) если в предложении несколько атомов, то вес предложения равен сумме весов атомов.
Вес предложений не пересчитывается после каждой итерации, но если появляется новое 

предложение после получения резольвенты, то ее вес обязательно рассчитывается. Под ите-
рацией подразумевается единичный полный просмотр всего списка предложений и их воз-
можная унификация. Цикл подсчета веса и унификации происходит до тех пор, пока не будет 
найден пустой дизъюнкт или пока не закончатся новые предложения, вес которых не был по-
считан на предыдущих итерациях, или же пока не останется конечное множество предложе-
ний, состоящих из не унифицируемых литералов.

Ниже приведен алгоритм вычисления веса предложений (листинг 1), который является ча-
стью обеих стратегий. Для изложения алгоритмов стратегий введем следующие обозначения: 

Пусть M  — исходное множество дизъюнктов; kM  — множество дизъюнктов для k-итера-
ции; iD  — i-предложение или i-дизъюнкт; 'ijD  — вес j-го атома в i-м предложении; W  — 
веса предложений; iR  — вес i-предложения.

Листинг 1
Алгоритм вычисления веса предложения

// идем по всем предложениям, где count(M) – кол-во предложений 
for (int i=0; i<count(M)-1; i++) { 
   s=0.0;
   // идем по всем атомам в предложении, где count(Di) – кол-во атомов в i-предложении
   for (int j=0; j<count(Di)-1; j++)
      s+=D’ij; // считаем вес i-предложения, суммируя вес каждого j-ого элемента
   W[i] = s; // запоминаем информацию о весе i-ого предложения
}

При работе с этой стратегией после того, как найдены веса всех предложений, требуется 
отсортировать массив весов, а как следствие и предложений, по убыванию веса предложений. 

Получив отсортированный массив дизъюнктов, следует попарно от наиболее увесистого 
просмотреть предложения для построения резольвенты.

На каждой итерации работаем со множеством ,M  как только удалось построить резо-
львенту ( , ),i jres D D  дизъюнкты, участвующие в построении, убираются из множества ,M  а 
резольвента ( , )i jres D D  добавляется, считается ее вес и она продолжает участие в последую-
щем поиске решения (листинг 2).

Текущий алгоритм помогает строить резольвенты, состоящие из одного атома, а значит 
эвристически направлен на поиск пустого дизъюнкта. 

Предложенная стратегия имеет следующие преимущества:
– приведенная стратегия определяют в какой последовательности должны генерироваться 

резольвенты и эвристически помогает снизить построение лишних резольвент;
– стратегия, основанная на весах дизъюнктов, сужает направление поиска в сторону ;
– количество дизъюнктов, многократно участвующих в построении резольвент приемлемо;
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– дерево вывода для описанной выше стратегии, обладает высоким уровнем объяснитель-
ной способности;

В подавляющем большинстве случаев предложенная стратегия, основанная на поиске наи-
более близких по весу дизъюнктов, является эвристически потенциальным резолютивным 
методом решения.

2. Иллюстративный пример

Пример. Пусть задано следующее множество предложений:
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }, , , , .C x O x Z y C y Y A Z A O z Y z∨ ∨¬ ¬ ¬ ∨¬

А также заданы веса атомов: ( ) 0, 2; ( ) 0,4; ( ) 0,3; ( ) 0,8.C x O x Z x Y x= = = =  
Докажем или опровергнем его противоречивость. Результаты работы алгоритмов пред-

ставлены в следующей таблице.
В табл. 1 продемонстрирована работа алгоритма на основе вычисления наиболее близких 

по весу предложений, а на рис. 1 — дерево вывода, демонстрирующее его работу. Алгоритм 
завершает свою работу в случае получения уровня, на котором находится хотя бы один пустой 
дизъюнкт .

Листинг 2
Метод резолюций, основанный построении резольвент наиболее близких по весу дизъюнктов
// идем по всем предложениям, в поиске Di
for (int i=0; i<count(M)-1; i++) 
   // идем по всем предложениям, в поиске Dj
   for (int j=0; j<count(M)-1; j++)
      // если резольвенту можно построить, то идем дальше
      if (res(Di,Dj)) {
         // убираем элементы Di, Dj из множества M, веса i-го j-го элемента из W
         M.delete(Di); W.delete(i); M.delete(Dj); W.delete(j);
         // добавляем построенную резольвенту к множеству M и
         // во множество S для поиска решения далее
         M.add(res(Di,Dj)); S.add(res(Di,Dj));
         if (check(S)) return 1; // если есть пустой дизъюнкт, то завер-шаем поиск
         // считаем вес построенной резольвен-ты и добавляем его в W
         W.add(weight(res(Di,Dj)));
      }
return 0; // если прошли по всем предложениям и так и не вышли по return 1,
          // то решение не найдено и возвращаем 0

Рис. 1. Дерево вывода, соответствующее предложенной стратегии
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Таблица 1
Результаты работы алгоритма на основе поиска наиболее близких по весу дизъюнктов

Результат
0k = , 0S =∅, ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }, , , ,M C x O x Z y C y Y A Z A O z Y z= ∨ ∨¬ ¬ ¬ ∨¬

0S  не содержит пустого дизъюнкта, в M  есть унифицируемые литералы

( ) ( )( ) 0,2 0,4 0,6R C x O x∨ = + = , ( ) ( )( ) 0,3 0,8 1,1R Z y C y∨¬ = + =

( )( ) 0,8R Y A = , ( )( ) 0,7R Z A¬ = , ( ) ( )( ) 0,6 0,2 0,8R O z Y z¬ ∨¬ = + =  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }0 , , , ,M Z y C y O z Y z Y A Z A C x O x= ∨¬ ¬ ∨¬ ¬ ∨

[ ] ( ) ( )0 0iD M Z y C y= = ∨¬ , [ ] ( )0 2jD M n Z A= − = ¬ , ( ){ }1S C A= ¬
1k = , 1S =∅, 1S  не содержит пустого дизъюнкта, в M  есть унифицируемые литералы

( )( ) 0,8R C A¬ = , ( ) ( )( ) 0,6 0,2 0,8R O z Y z¬ ∨¬ = + = , ( )( ) 0,8R Y A =  

( ) ( )( ) 0,2 0,4 0,6R C x O x∨ = + =  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }1 , , ,M C A O z Y z Y A C x O x= ¬ ¬ ∨¬ ∨  

[ ] ( )1 0iD M C A= = ¬ , [ ] ( ) ( )1 1jD M n C x O x= − = ∨ , ( ) ( ){ }2 ,S C A O A= ¬

22,k S= =∅, 2S  не содержит пустого дизъюнкта, в M  есть унифицируемые литералы

( )( ) 0,4R O A = , ( ) ( )( ) 0,6 0,2 0,8R O z Y z¬ ∨¬ = + = , ( )( ) 0,8R Y A =  

( ) ( ) ( ) ( ){ }2 , ,M O z Y z Y A O A= ¬ ∨¬  

[ ] ( ) ( )2 0 ,iD M O z Y z= = ¬ ∨¬  [ ] ( )2 1jD M n O A= − = , ( ) ( ) ( ){ }3 , ,S C A O A Y A= ¬ ¬

3k = , 3S =∅, 3S  не содержит пустого дизъюнкта, в M  есть унифицируемые литералы

( )( ) 0,2R Y A¬ = , ( )( ) 0,2R Y A = , ( ) ( ){ }3 ,M Y A Y A= ¬ ¬

[ ] ( )3 0iD M Y A= = ¬ , [ ] ( )3 1jD M n Y A= − = , ( ) ( ) ( ){ }4 , , ,S C A O A Y A= ¬ ¬ 

4S  содержит пустой дизъюнкт, алгоритм завершает работу

Заключение

В текущей статье была описана стратегия поиска решения методом резолюций. Представ-
ленная стратегия определяет последовательность генерации резольвент и позволяет миними-
зировать количество операций, необходимых для построения резольвент. Стратегия доста-
точно проста и понятна для анализа и реализации. 

В дальнейшем планируется реализовать предложенную стратегию и стратегию, основан-
ную на поиске наиболее далеких по весу дизъюнктов, для более глубого анализа.
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УДК 002:001(470)

АНАЛИЗ ДЕТЕРМИНОЛОГИЗАЦИИ ОСНОВНЫХ ПОНЯТИЙ 
ЦИФРОВОЙ ЭКОНОМИКИ

Федеральный исследовательский центр «Информатика и управление» РАН

В. И. Меденников

Аннотация. В работе дан анализ опасной тенденции детерминологизации основных по-
нятий и терминов цифровой экономики, наметившейся в связи с отстранением научного 
сообщества от реализации программы цифровой экономики, обусловленной привлека-
тельностью их использования бизнес-сообществом в целях привлечения потенциальных 
пользователей к создаваемым продуктам. Такая детерминологизация понятий наносит 
огромный вред системности и эффективности реализации цифровой экономики, дезори-
ентируя как исполнителей программы, так и ученых при применении на практике одного 
из основных общих принципов цифровизации общества — создание системы управле-
ния информацией на основе интеграции разрозненных данных в единую структуриро-
ванную облачную среду.
Ключевые слова: цифровая экономика, детерминологизация понятий, цифровой двой-
ник, сельское хозяйство, цифровая экосистема, цифровая платформа, классификация.

Введение

Один из основных общих принципов цифровизации развитых стран — создание системы 
управления информацией на основе интеграционных процессов разрозненных данных в еди-
ную структурированную облачную среду в мире проявился в виде появления новых понятий: 
цифровая платформа (ЦП), цифровой двойник (ЦД), цифровая экосистема (ЦЭС), наполнен-
ных содержательным смыслом и целями создания. Ускоряющийся процесс неопределенности 
и неравновесности в развитии всего мира, вызванный структурными сдвигами в политике и 
экономике, породил динамизм внешних и внутренних факторов деятельности, как для бизне-
са, так и для всего общества, что, в свою очередь, пробудило значительный научный и практи-
ческий интерес к проблематике поиска адаптивных механизмов к ускорившимся технологи-
ческим изменениям в производстве, а также механизмов, дающих возможность устойчивого 
развития предприятий и общества в условиях активной цифровизации большинства сторон 
деятельности человечества на основе возможности количественной оценки различных вари-
антов их развития на некоторый длительный период времени. 

Одни начали искать выход в исследованиях стратегического управления [1], другие обра-
тили взоры на возможность переноса законов функционирования природных экосистем на 
социальные, экономические, образовательные сферы, в частности на жизнеспособность био-
логических экосистем, т.е. на степень способности их сохраняться или адаптироваться к из-
меняющимся условиям среды без деградации связей образующих ее компонентов [2]. Третьи 
пошли по пути разработки ЦД, помогающих оптимизировать эффективность бизнеса на ос-
нове разработки большой коллекции различных математических моделей, описывающих все 
стороны деятельности предприятия. Четвертые пошли по пути разработки ЦП, позволяющих 
вовлечь большое количество пользователей в некоторую целевую деятельность без кастомиза-
ции (переписывания сложных прикладных программ) информационных систем (ИС) на тре-
бования каждого из них на основе выработанных цифровых стандартов.

В России же без пояснения целей формирования данных систем, исходя из сиюминут-
ных интересов, обусловленных привлекательностью терминов для привлечения потенциаль-
ных пользователей к создаваемым продуктам, в связи с огромным вниманием во всем мире к 
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цифровой экономике (ЦЭ), бизнес-сообщество извратило эти понятия, детерминологизация 
которых наносит огромный вред системности и эффективности ЦЭ, дезориентируя как ис-
полнителей программы, так и научное сообщество, которое заняло пассивную позицию по 
отношению к ЦЭ, а порой и повторяет риторику бизнес-сообщества, отчасти из-за отстране-
ния РАН от ее реализации, отчасти из-за вымывания айтишников из НИИ и ВУЗов в бизнес 
вследствие недофинансирования науки. Как никогда в этой ситуации актуально изречение 
Конфуция: «Если вещи будут называться неправильно, то слова потеряют силу» [3].

Так, вслед за бизнесом в научном сообществе появляются определения ЦП как совокупно-
сти математических моделей, баз необходимых данных [4]. Определение настолько широко, 
что применимо к любому предприятию, как в прошлом веке, так и в век ЦЭ, и еще раз ложно 
убеждает читателей о необходимости создания своих ЦП на каждом предприятии, что ведет 
к фрагментарному, позадачному проектированию ИС во всех отраслях страны, ликвидации 
научно-проектных центров интеграции ИС и информационных ресурсов (ИР). В результате 
появляются заявления экспертов, правда, очень далеких от информатизации, о том, что ЦП в 
сельском хозяйстве должно быть очень много: «экспертная команда программы ЦЭ полага-
ет, что в рамках цифровой трансформации должно создаваться множество информационных 
платформ» [5]. 

На основании такого подхода директор института аграрных проблем и информатики Пе-
триков А.В. даже принял решение о ненужности тематики исследований по ЦЭ АПК и закрыл 
ее в собственном институте. Более того, он пошел дальше и предлагает закрыть ИТ-кафедры в 
аграрных ВУЗах, обосновывая такое решение тем, что c цифровизацией АПК лучше справит-
ся рынок. Важность же интеграции ИС наглядно подтверждается проблемами с проведением 
СВО, когда каждый род войск создавал свои ИС без их информационного взаимодействия [3]. 
Приведенные соображения послужили толчком к исследованию кластеризации терминоло-
гии ЦП, исходя из системного подхода, который основным предназначением любой системы 
определяет достижение определенной цели.

Так, если в исследованиях ЦЭС основоположники направления искали условия переноса 
законов функционирования природных экосистем на социальные, экономические, образова-
тельные сферы, т. е. на степень способности их сохраняться или адаптироваться к изменяю-
щимся условиям среды, то у нас Сбер, Яндекс и прочие компании навязали понимание эко-
системы обществу и даже науке как отдельные разрабатываемые ими сервисы, например, по 
доставке еды. Вслед за данными утверждениями уже разработчики системы Webinar Group 
дают ей такое звучное определение: «Российская экосистема сервисов для встреч, онлайн ме-
роприятий, обучения и вебинаров». Какой аналог здесь биологических экосистем?

Под ЦД же наиболее распространено среди исследователей такое понятие: «Цифровые 
двойники представляют виртуальную модель реального объекта, который описывается ма-
тематическими зависимостями и связан с базой данных параметров этого объекта» [6]. В [4] 
ЦД определяется еще более упрощенно — в виде одной базовой математической модели. Мало 
того, что утверждается, что у каждого предприятия есть лишь только один ЦД, так в данной 
работе допущена методологическая ошибка неправомерности механического переноса моде-
ли межотраслевого баланса страны на уровень предприятия, в частности, сельскохозяйствен-
ного, где под фондообразующими продуктами понимаются морковь, свекла и др. продукты. 
Данные понятия противоречат определению модели, представляющей искусственный, соз-
данный человеком объект любой природы (умозрительный или материально реализованный), 
который отражает наиболее существенные с точки зрения цели моделирования свойства ори-
гинала. И самое главное, что для одного и того же объекта может быть построено множество 
различных моделей, отвечающих различным целям моделирования. Приведенные аргументы 
согласуются с теорией систем, которая основным предназначением любой системы считает 
достижение определенной цели. Лишь в одной работе по ЦД данное утверждение явно вы-
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ражено [7]. Так, декларируется: «Интеграция различных математических моделей решения 
сложных промышленных задач Инжиниринговым центром СПбПУ и ГК CompMechLab по 
заказам лидирующих мировых компаний позволила сформировать многоуровневую матрицу 
из десятков тысяч целевых показателей и ресурсных ограничений (временных, финансовых, 
технологических, производственных и т.д.)».

В данной работе дадим системную классификацию рассмотренных терминов, поскольку 
многие исследователи в нашей стране, как показано выше, беря одно из понравившихся опре-
делений цифровой платформы, применяют его некорректно в сферах деятельности, для ко-
торых оно не годится и ведет к размыванию и запутыванию научного системного подхода к 
цифровизации управления экономикой страны.

1. Предметная идентификации цифровой платформы 

В настоящее время детерминологизация понятия ЦП зашла так далеко, что, как отмеча-
лось выше, не только СМИ уверовали в многозначность его, но и многие ученые. Решения же 
проблемы классификации ЦП необходимо искать в закономерностях эволюции информаци-
онно-коммуникационных технологий (ИКТ), трехмерное пространство функционирования 
которых определяется следующими основными осями измерения: информационные ресурсы 
(ИР); алгоритмы, формализующие обработку данных, в частности, функции управления; ин-
струментарий в виде программного обеспечения (ПО), средств коммуникаций и электронных 
устройств (рис. 1).

Совершенствование ИКТ, приведшее к ЦЭ, сказалось на всех трех компонентах простран-
ства ИКТ, позволяя формировать определенные подмножества его, получившие определения 
ЦП, для некоторых групп пользователей без существенных настроек ПО на их конкретные 
нужды. Поэтому классификационным признаком ЦП могут являться цели их разработки со 
степенью вовлеченности той или иной компоненты ИКТ в область деятельности потенци-
альных потребителей: либо в части ИР, либо в части инструментария, либо — алгоритмов, 
либо — в смешанном варианте. В качестве примера ЦП в части инструментария можно при-
вести разработку IBM общего аппаратного и ПО. Определение Intel относительно ЦП, в кото-
рую включает: «аппаратное, программное обеспечение и услуги» в силу рода их деятельности, 
относится также к инструментальной оси ИКТ [8]. С появлением интернет-технологий нача-
лось бурное развитие социальных сетей, транспортных сервисов, интернет-торговли, кадро-
вых агентств, различных сервисов госуслуг и еще многих других систем, относящихся к ЦП, 
ориентированных лишь на две оси — инструментальную и ИР. К сожалению, анализ показал 
слабую проработанность в области ЦП управления (ЦПУ) производством. 

Рис. 1. Пространство функционирования ИКТ
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Любая ЦП, а особенно ЦПУ, на современном этапе должна охватывать значительное коли-
чество пользователей, что требует разработки единого понятийного пространства не только 
по оси ИР, но и в части алгоритмов. Это диктуется не только необходимостью межотраслевой 
интеграцией, но и междисциплинарным характером понятийного пространства, объединяю-
щего уже технологические, биологические и экономические формы взаимодействия, которые 
исторически оперировали своими онтологиями. Поэтому эффективное решение формирова-
ния ЦПУ диктует потребность формирования цифровых стандартов на все оси пространства 
функционирования ИКТ.

Например, такие стандарты в виде цифровых подплатформ были получены в [8] при мате-
матическом моделировании цифровой платформы управления (ЦПУ) экономикой на основе 
опыта информатизации эталонного объекта крупного агрокомбината на Кубани, объединяю-
щего 65 предприятий и представляющих 19 их типов, в рамках еще задания «Электронизация 
сельского хозяйства» Комплексной программы НТП стран-членов СЭВ в период появления 
персональных компьютеров. Проблема тиражирования ИС, ввиду понимания появления 
большого количества персональных компьютеров в АПК в ближайшие годы, была разрешена 
путем разработки технологии синтеза оптимальных ИС (ТСО ИС), ядром которой являлась 
математическая модель синтеза ИС. Данная ТСО ИС позволила получить единые логические 
структуры (модели) отраслевых баз данных, типовые алгоритмы функциональных управлен-
ческих задач для большинства отраслей АПК и почти всех агропромышленных предприятий 
России. Практика показала правоту выбора такого подхода. За 2 года отдельные подсистемы 
были внедрены в более, чем 1000 предприятий. При этом в регионах создавались центры вне-
дрения и обучения.

Тогда, привязывая ТСО ИС к современным реалиям, под ЦПУ понимается: «Цифровая 
платформа управления экономикой — совокупность упорядоченных цифровых данных на 
основе онтологического моделирования; математических  алгоритмов, методов и моделей их 
обработки и программно-технических средств сбора, хранения, обработки и передачи данных 
и знаний, оптимально интегрированных в единую информационно-управляющую систему, 
предназначенную для управления целевой предметной областью с организацией рациональ-
ного цифрового взаимодействия заинтересованных субъектов» [8]. 

Это было огромное достижение в деле цифровой трансформации сельского хозяйства, на-
много опередившее Запад. Так, компания J’son & Partners Consulting утверждает, что только в 
настоящий момент в сельском хозяйстве США формируются две специализированные под-
платформы: подплатформы-агрегаторы первичного сбора и накопления данных и подплат-
формы приложений (задач) [9].

Сравним данные утверждения с результатами моделирования ЦПУ, к которым можно от-
нести: облачная подплатформа сбора и хранения первичной учетной информации в единой 
БД (ЕБДПУ) (рис. 2); облачная подплатформа технологических баз данных (ЕТБД); облачная 
подплатформа базы знаний в виде реализованных алгоритмов управленческих задач [8]. Если 
первый стандарт носит универсальный межотраслевой характер для большинства отраслей 
страны [10], то второй лишь отраслевой.

Третья подплатформа базы знаний также отличается отраслевой спецификой. Например, 
для растениеводства были выделены 240 функциональных управленческих задач с единым 
описанием алгоритмов также для большинства сельскохозяйственных организаций (стандарт 
на управленческие задачи).

2. Предметная идентификации цифрового двойника 

Для того, чтобы разрушить тезис, приведенный в [4] о том, что у любого предприятия есть 
лишь только один ЦД, представленный в виде базовой математической модели, приведем при-
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мер реализации системы X-Road, которая интегрирует порядка 170 ЦД граждан Эстонии. ЦД, 
как и в России, представляют базы данных (БД) с целевой информацией о каждом человеке, 
которую собирает каждое министерство и ведомство (полицейское, образовательное, меди-
цинское, налоговое и т. д.). Данные БД или ЦД чаще всего несовместимы и работают на раз-
личных платформах [8]. Заметим, что данный пример опровергает еще одно из утверждений 
определения ЦД, приведенное в [6]: «Изменение одного из параметров влечет автоматическое 
изменение остальных связанных с ним параметров и объектов». Например, смена номера ав-
томашины никак не повлияет на остальные БД.

Впервые концепцию цифрового двойника описал в 2002 году Майкл Гривс, профессор Ми-
чиганского университета. В своей книге «Происхождение цифровых двойников» он разложил 
их на три основные части: физический продукт в реальном пространстве, виртуальный про-
дукт в виртуальном пространстве, данные и информация, которые объединяют виртуальный 
и физический продукт. Изначально методология ЦД касалась лишь отдельных изделий и объ-
ектов. Со временем научно-технический прогресс привносил в процесс моделирования более 
совершенные новые методы и технологии. Так, возникло новое направление в проектирова-
нии изделий — системы автоматизированного проектирования (САПР), реализация которых 
в виде CAD-систем Национальным научным фондом США была названа величайшим собы-
тием, сравнимым с появлением электричества [7]. Наибольшие достижения в применении мо-
делирования были в авиастроении, поскольку была выявлена тенденция к увеличению сроков 
между стартом разработки и началом поступлением в части военной авиатехники в армию 
Министерством обороны США с 5 лет в 1945г. до 27 лет в 2025г. Предсказано, что без карди-
нального изменения подходов к проектированию авиатехники уже к 2054 г. стоимость всего 
цикла поступления в армию одного военного самолета достигнет величины годового бюджета 
на оборону, а в дальнейшем и вовсе ВВП США [7].

Выход видится, по мнению Боровкова А.И., в развитии следующих технологий: цифровое 
проектирование, моделирование и интеграция [7], составляющих суть ЦД. В основе же циф-
рового проектирования и моделирования лежит применение сложных мультидисциплинар-
ных математических моделей с высоким уровнем адекватности реальным материалам, кон-
струкциям и физико-механическим процессам. Такие модели агрегируют в себя все знания, 
применяемые при проектировании, производстве и эксплуатации изделия, конструкции, ма-
шины, установки с учетом комплекса целей проекта. Очевидно, что только для технических 
систем можно реализовать одного ЦД, да и то с оговоренным заранее комплексом целевых 
показателей проекта, хотя на систему действует и ряд других неучитываемых факторов, на-
пример, человеческих. 

Рис. 2. Схема облачной подплатформы первичной учетной информации
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Первые результаты успешной реализации ЦД показывают, что создание его требует серьёз-
ных затрат финансов, времени, человеческих ресурсов. Так, в [7] приводится оценка стоимости 
цифровой платформы для разработки ЦД с одновременным удовлетворением в процессе про-
ектирования десяткам тысяч целевых показателей и ресурсных ограничений в размере 100$ 
млрд. Отсюда закономерный вопрос: какие выгоды получит от этого массовый потребитель и 
как будет выглядеть этот ЦД на практике? Ответ кроется в необходимости разработки ЦПУ, 
рассмотренной в разделе 1 на примере сельского хозяйства. Как видно, напрашивается пол-
ная идентичность между ЦПУ и ЦД. При этом все множество сельскохозяйственных ЦД, рас-
падается на два подмножества: подмножество готовых для разработки и тиражирования по 
всем хозяйствам страны, поскольку было сформировано при участии ведущих специалистов 
основных аграрных НИИ с учетом региональных и отраслевых особенностей; подмножество 
ЦД, модели (алгоритмы) которых еще только предстоит разработать и довести до необходимо-
го уровня масштаба тиражирования. 

Тогда, можно дать определение ЦД, общее для производственных предприятий страны: 
«Цифровые двойники представляют виртуальную модель реального производственного пред-
приятия, который описывается совокупностью упорядоченных цифровых данных на основе 
онтологического моделирования; математических  алгоритмов, методов и моделей их обра-
ботки и программно-технических средств сбора, хранения, обработки и передачи данных и 
знаний, оптимально интегрированных в единую информационно-управляющую систему, 
предназначенную для достижения заданных целевых установок с организацией рационально-
го цифрового взаимодействия заинтересованных субъектов».

3. Предметная идентификации цифровых экосистем 

ЦЭ подняла огромный пласт научных исследований в области биологизации производ-
ства, что дало толчок переноса закономерностей функционирования классических экосистем 
на производственные, социальные, образовательные отрасли. Так, исходя из анализа свойств 
природных экосистем, появился ряд концепций данных систем: промышленной экосистемы, 
предпринимательской экосистемы, социальной экосистемы, инновационной экосистемы, 
университетской предпринимательской экосистемы и еще ряда других [11], имеющих вполне 
прикладной характер. Так, можно привести большое количество работ на западе под таки-
ми названиями: «Последние тенденции в исследованиях роевого интеллекта для инженерных 
приложений», «Исследования группового интеллекта для инженерных приложений», «Груп-
повой поиск пищи общественными насекомыми, разделение труда, строительство гнезд об-
щественными насекомыми, коллективная сортировка и группировка», «Адаптивные роевые 
интеллектуальные системы», «Квантовый роевой интеллект». 

Сельское хозяйство с его огромным разнообразием, помимо человека, биологических ви-
дов, природных факторов, земельных ресурсов, материальных ресурсов представляет в этом 
смысле наиболее яркую экосистему. Например, по аналогии со сложившимся симбиозом в поч-
венном слое растений в части питательных веществ, который можно сравнить с безотходным 
производством, когда высшие растения получают азот, фосфор, калий, кальций и пр. не только 
в виде удобрений, а и за счет симбиоза высших растений с бактериями (бактериотрофный тип 
питания), симбиоза высших растений с грибами (микотрофный тип питания), обеспечения рас-
тением своих потребностей в питательных веществах за счет других организмов — симбионтов  
(симбиотрофный тип питания), самостоятельного обеспечения растением своих потребностей 
в питательных веществах (автотрофный тип питания), в концепции промышленной экосисте-
мы оптимизация сырьевых и энергетических ресурсов сводится к минимуму образование от-
ходов, а отходы одних процессов и производств служат сырьем для других. Таким образом, 
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данная экосистема — это взаимосвязанная группа предприятий в некотором регионе, которые 
перерабатывают попутно образующиеся отходы, продукты и энергию.

Поэтому, исходя из  востребованности аграрных научных исследований со стороны биз-
неса в развитых странах с целью ускоренного трансфера результатов ее в экономику, в работе 
[2] предложена концепция ЦЭС сельского хозяйства, включающая две базовые платформы: 
производственную, отражающую экономические отношения в виде ЦПУ, и научно-образова-
тельную. При этом под ЦЭС понимается система рационального цифрового взаимодействия 
заинтересованных субъектов по оптимальному использованию биологических, природных, 
материальных, финансовых, социальных, трудовых, образовательных, научных ресурсов в 
интересах всех участников на основе научно-обоснованной  интеграции информации, алго-
ритмов и программно-технических средств сбора, хранения, обработки и передачи данных 
и знаний,  оптимально интегрированных в единую информационно-управляющую систему, 
предназначенную для управления целевой предметной областью. 

Заключение

Как видно из анализа ЦПУ, ЦД и ЦЭС, напрашивается полная идентичность между эти-
ми понятиями в случае комплексного, системного подхода к цифровой трансформации АПК. 
Приведенные определения снимают неопределенность различных трактовок их, навязывае-
мых СМИ и бизнесом, ведущих к неуловимости различия между ними, к запутыванию пони-
мания новой терминологии, низкой эффективности выполнения ЦЭ, о чем очень внятно вы-
сказался в начале XIX века Карл фон Клаузевиц: «Первая задача всякой теории это привести 
в порядок смутные и чрезвычайно спутанные понятия и представления. Лишь условившись 
относительно названий и понятий, можно надеяться ясно и легко преуспеть в рассмотрении 
вопросов» [3].
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АВТОМАТИЗАЦИЯ УПРАВЛЕНИЯ ИНЦИДЕНТАМИ 
ИНФОРМАЦИОННОЙ БЕЗОПАСНОСТИ

1Национальный исследовательский университет «Московский институт электронной техники»
2Военный учебно-научный центр Военно-воздушных сил «Военно-воздушная академия 

имени профессора Н. Е. Жуковского и Ю. А. Гагарина»

М. А. Мельшиян1, А. В. Душкин1,2

Аннотация. Процесс автоматизации управления инцидентами информационной без-
опасности (ИБ) в современном мире позволяет значительно ускорить работу команды 
реагирования на события ИБ и сократить риски реализации угроз для организации. 
Для автоматизации могут использоваться различные решения, начиная от самодельных 
инструментов организаций, до полноценных решений, которые позволяют без особых 
затрат человеческих ресурсов значительно ускорять работу команды по реагированию 
на инциденты информационной безопасности. Инструменты и системы автоматизации 
позволяют выполнять различные задачи по оркестрации автоматизированных систем и 
средств защиты информации (СЗИ) организации.
Ключевые слова: оркестрация, автоматизация, реагирования, инцидент, информацион-
ная безопасность, угроза, сценарии реагирования, блокировка, анализ, киберразведка.

Введение

В рамках жизнедеятельности организации происходит постоянная обработка информа-
ции различного уровня доступа. Информация, циркулирующая в рамках организации, мо-
жет иметь различную критичность для работы различных бизнес-процессов компании. Такая 
информация интересует злоумышленников, которые преследуют цель нарушить работоспо-
собность организации, заставить её понести определенные материальные и репутационные 
убытки. Чем выше доля информатизации в инфраструктуре организации, тем выше риск про-
ведения различных видов атак, на которые необходимо своевременно реагировать специали-
стам по защите информации. 

Реагирование на инциденты информационной безопасности может выполняться различ-
ными методами. Начиная от ручного реагирования, где необходимо выявить событие безо-
пасности, определить, является ли это событие инцидентом, уведомить ответственных лиц, 
собрать необходимую информацию и приступить к расследованию произошедшего события 
ИБ, до автоматизированного подхода, где вся необходимая информация собирается в рамках 
единой системы, предоставляя специалисту полную информацию о том, какое событие и на 
каком оборудовании произошло.

1. Подходы к реагированию

Выстраивание процесса реагирования на инциденты информационной безопасности 
занимает длительное время и требует больших ресурсов со стороны организации. Помимо 
этого, организации в текущее время сталкиваются с острой нехваткой квалифицированных 
специалистов по реагированию на инциденты информационной безопасности, или инциден-
ты кибербезопасности. 

Для построения центра реагирования в организации должны быть различные классы 
средств защиты информации, которые обеспечивают защиту различных систем, и так же по-
зволяют собирать с них всю необходимую журнальную информацию. 
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Одним из важных аспектов является наличие системы, которая позволяет получать ин-
формацию о оборудовании (инфраструктуре) организации, и передавать эту информацию в 
рамках реагирования на события ИБ.

На текущий момент большинство организаций используют ручной подход к сбору и об-
работке информации по событиям и инцидентам информационной безопасности в рамках 
организаций. Такой подход требует большого количества квалифицированных специалистов, 
которые смогут оперативно, в течении короткого срока собрать всю необходимую информа-
цию, проанализировать её и принять меры по реагированию, чтобы снизить риски реализа-
ции угрозы для организации.

Так же при ручном реагировании важным фактором является возможность человека по 
обработке инцидентов. В среднем, человек может обработать не более 10 инцидентов за 1 ра-
бочий день, поскольку время, затрачиваемое на все необходимые шаги, занимает 80% от рабо-
чего дня аналитика.

Для сокращения времени на «рутинные» задачи, организации внедряют специализиро-
ванные системы, которые позволяют собирать подробную информацию по каждому проис-
ходящему событию информационной безопасности. К таким решениям относятся продукты 
класса Security Orchestration, Automation and Response (SOAR), которые позволяют собирать 
информацию о происходящих событиях с различных СЗИ, обрабатывать и передавать специ-
алисту всю необходимую информацию.

Системы класса SOAR собирают необходимую информацию от средств защиты информа-
ции, собирающих и обрабатывающих информацию из системных журналов автоматизиро-
ванных систем организации, антивирусных средств, межсетевых экранов, систем инвентари-
зации инфраструктуры и многих других.

Таким образом, в рамках решения задачи по автоматизации процесса реагирования, ана-
литик сразу получает всю необходимую информацию о том, какое событие и на каком устрой-
стве произошло.

За счет возможностей по интеграции с различными продуктами, аналитик получает ин-
струмент для сбора информации по событию безопасности с множества различных систем, 
которые могут находится не только в инфраструктуре организации. Это могут быть различ-
ные системы для проверки вредоносных файлов и ссылок, библиотеки с данными киберраз-
ведки (индикаторами компрометации) и многими другими сервисами, которые позволяют 
оперативно принять решение по реагированию на выявленное событие ИБ.

Таким образом, специалиста центра реагирования на угрозы информационной безопас-
ности может значительно повысить свою производительность по расследованию событий и 
инцидентов в организации, уменьшив время, затрачиваемое на обращение к различным сто-
ронним система, где хранится информация об объектах и субъектах произошедшего события.

Системы класса SOAR позволяют автоматизировать до 80% цикла обработки событий и 
инцидентов ИБ за счет возможности выполнения типовых действий пользователей в рамках 
реагирования. К таким действиям относятся: 

• Регистрация события ИБ;
• Уведомление ответственного лица;
• Назначение специалиста по реагирования/рабочей команды;
• Уведомление команды о новом событии;
• Сбор информации по событию;
• Постановка задач для других отделов организации (ИТ-департамент);
• Уведомление о закрытии инцидентов;
• Сбор информации по результатам расследования;
• Подготовка отчетной документации.



1422

2. Ситуационное реагирование на инциденты информационной безопасности

2.1. Общий подход к реагированию на инциденты информационной безопасности

В рамках выстраивания работы центра реагирования на инциденты информационной без-
опасности (SOC — Security Operation Center) следует учитывать, что существуют различные 
подходы в зависимости от типа событий, так и от структуры самого центра реагирования.

Центры реагирования могут быть построены по вертикальной схеме, включать в себя не-
сколько уровней обработки поступающих событий.

Вертикальный подход в SOC позволяет разделить нагрузку между специалистами за счет 
использования нескольких уровней обработки. На 1-м уровне происходит регистрация со-
бытия и сбор подробной информации о системе, комментариев от пользователя и другая ин-
формация, которая передается на 2-й уровень SOC. Помимо этого, иногда, 1-й уровень может 
принимать решения на основе полученной информации для оперативного реагирования на со-
бытия. На 2-м уровне аналитик ИБ проводит работы по изучению поступившей информации, 
анализе события и принимает решение, является ли это событие ложно-положительным или 
же это инцидент информационной безопасности. Если инцидент был ложно-положительным, 
то аналитик закрывает это событие, и отправляет его в архив. В случае, когда это событие было 
квалифицировано как инцидент, то начинается процесс расследования события с использова-
нием различным систем и средств для получения всех сведений о произошедшем. После про-
ведения расследования инцидент так же может включать в себя дополнительные задачи для 
других отделов компании, подготовку отчетной документации и закрытие инцидента ИБ.

Вертикальные модели SOC могут включать в себя разное количество уровней, с разными 
подходами к обработке поступающих событий. Количество уровней (линий) зависит от зре-
лости SOC и тех инцидентов, угроз, с которыми он работает.

Для соблюдения правил при реагировании на инциденты различных типов организации 
используют последовательности действий, который называются «сценарий реагирования». 
В сценариях подробно описываются шаги, которые должны быть выполнены при выявлении 
события безопасности. Уведомление ответственного лица, назначение команды реагирова-
ния, уведомление команды реагирования. Эти процессы могут занимать значительное время, 
из-за различных факторов, в том числе и человеческих. 

После уведомления команда приступает к изучению события, начинает собирать необ-
ходимые сведения, теряя время, которое критически важно при реагировании на различные 
типы инцидентов. В рамках изучения необходимо собрать всю информацию: где произошло 
событие, кто из пользователей затронут, были ли подобные инциденты, в том числе и для этого 
же сотрудника. Провести проверку смежных систем для получения контекста по инциденту.

Только после проведения описанных шагов специалисты приступают к расследованию. В 
рамках этого процесса производится анализ затронутых систем, какие события происходили 
в рамках конкретного события, какой тип инцидента произошел, какие последствия прои-
зошли для организации.

В среднем, время реагирования, затрачиваемое на один такой инцидент, может достигать 
90 минут. С учетом среднего рабочего дня, один специалист, в ручном режиме, сможет обра-
ботать не более 7 инцидентов за рабочее время. 

Помимо времени реагирования, немаловажным фактором является человек. Из-за боль-
шого количества информации, после обработки 4-5 инцидента уже становится сложно сохра-
нять концентрацию на различных деталях, что значительно сокращает количество обрабаты-
ваемых инцидентов.

Для решения задачи по сокращению трудозатрат по реагированию и возможности ситуа-
ционного реагирования применяются системы класса SOAR.
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Они позволяют уменьшить время, затрачиваемое на рутинные задачи, сократить человече-
ский фактор, допуск ошибок.

Автоматизация сценариев реагирования позволяет использовать различные инструменты 
для реагирования на отличающиеся типы инцидентов.

В рамках статьи рассмотрим три самых актуальных типа инцидентов:
• Вирусное программное обеспечение (ВПО);
• Фишинговая атака;
• Обращение к подозрительному ресурсу.

2.2. Сценарий «Вирусное программное обеспечение (ВПО)»

На текущий момент является одним из самых актуальных сценариев реагирования, посколь-
ку в последнее время значительно участились атаки на информационные системы организаций 
с использованием различных вирусов, шифровальщик и других видов вредоносного ПО.

В рамках реагирования ключевым критерием является время, за которые будут выполне-
ны шаги по эскалации зараженного устройства и отключения его от сети организации, чтобы 
снизить риски для инфраструктуры организации.

Такой сценарий включает «базовую часть»:
1. Регистрация инцидента
2. Уведомление ответственного лица
3. Назначение команды по реагированию
К «ситуационной» части относятся те задачи, которые направленны, непосредственно, на 

реагирование на произошедший инцидент и минимизацию негативных последствий для си-
стем компании.

В рамках сценария ВПО, к таким шагам относятся:
1. Перенос АРМ в карантин
2. Отправка файла в СЗИ типа «Песочница» (Sandbox)
3. Проверка подозрительного файла на наличие сигнатур в различных системах;
4. Проверка артефактов (hash, url, ip) подозрительного файла через решения класса кибер-

разведки (Threat Intelligence);
5. Определение типа ВПО;
6. Выбор мер реагирования в зависимости от типа выявленного ВПО;
7. Создание правила под выявленное ВПО на антивирусе;
8. Повторный запуск полного антивирусного сканирования инфраструктуры организации;
9. Старт процесса расследования.
В рамках расследования уточняется информация по появлению вредоносного файла в сети 

организации, проводятся необходимые меры по восстановлению инфраструктуры после ин-
цидента.

Такой подход позволяет использовать различные средства в зависимости от текущей ситу-
ации и, значительно, сократить время реагирования, что крайне важно при выявлении вируса 
шифровальщика.

2.3. Сценарий «Фишинговая атака»

Фишинговые атаки — один из старейших методов, которыми пользуются злоумышленники. 
Главным инструментом при таком подходе является электронная почта. Злоумышленник 

использует специально сгенерированный файл, ссылку, и другие элементы, которые позволя-
ют получить доступ к АРМ жертвы без её согласия. Часто субъект атаки даже не знает, что он 
попал под фишинговую атаку.
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Базовая часть реагирования будет аналогична другим сценариям.
К ситуационной части относятся следующие шаги:
1. Проверка содержимого почтового сообщения;
2. Получение информации от различных систем по URL/hash полученного письма;
3. Анализ полученной информации;
4. Сканирование инфраструктуры на наличие различных вредоносных программ и фай-

лов;
5. Поиск похожих почтовых сообщений;
6. Блокировка адреса отправителя;
7. Оповещение сотрудников организации.
Одними из самых трудоемких задач, в рамках данного сценария, являются поиск почтовых 

сообщений и получение информации от различных систем по анализу электронных писем.
Автоматизация этого процесса позволяет значительно сократить время обработки, и без 

лишних временных затрат выполнить меры по реагированию.

2.4. Сценарий «Обращение к подозрительному ресурсу»

Пользователи организации в рамках рабочих задач пользуются сетью Интернет. Для поис-
ка необходимой информации они обращаются к различным ресурсам. Они могут быть леги-
тимными и подозрительными. 

СЗИ умеют регистрировать доступы к подозрительным ресурсам, после чего передавать 
эту информацию команде реагирования для принятия необходимых мер. 

При несвоевременном реагирования на инциденты такого типа, злоумышленники прони-
кают в инфраструктуру организации и наносят ущерб компании.

Базовая часть аналогично предыдущим сценариям выполняет организационные задачи по 
уведомлению и назначению ответственных лиц.

Ситуативная часть по реагированию на подобные типы инцидентов включает в себя сле-
дующие шаги:

1. Запрос информации о текущих сессиях пользователя;
2. Запрос информации о пользователе;
3. Сбор данных с сканера безопасности по АРМ пользователя;
4. Обогащение информации по результатам сканирования с использованием внешних си-

стем;
5. Принятие решения на блокировку учетной записи пользователя. Здесь аналитик должен 

связаться с пользователем и уточнить, было ли это легитимное подключение (пользователь 
сам перешел по подозрительной ссылке) или же подключение происходит без ведома пользо-
вателя;

6. При необходимости эскалации производится процесс блокировки УЗ пользователя и 
могут быть запущены иные сценарии реагирования;

7. Постановка задачи на актуализацию настроек СЗИ.
Данный сценарий подразумевает возможность использования и иных сценариев, в зависи-

мости от комментариев пользователя АРМ.
В рамках ситуативного реагирования оператор принимает решения основываясь на авто-

матически поступающей информации от различных систем, что позволяет оперативно реаги-
ровать на различные изменения в рамках инцидента информационной безопасности.



1425

Заключение

В рамках работы рассмотрены варианты автоматизации и ситуативного подхода к реаги-
рованию на инциденты информационной безопасности. Окончательные варианты реализа-
ции того или иного сценария реагирования необходимо реализовывать исходя из тех политик, 
которые приняты в той организации, для которой эти сценарии разрабатываются.

Ключевые аспекты данного подхода:
1. Автоматизация процесса позволяет значительно сократить затраты сотрудников цен-

тров реагирования на работу и расследование инцидентов информационной безопасности;
2. Применение автоматизированных сценариев реагирования снижает трудозатраты и ве-

роятность человеческого фактора при работе;
3. Сценарии реагирования позволяют учитывать различные сценарии расследования ин-

цидентов ИБ и менять подход при выявлении новой информации в рамках реагирования;
4. Ситуативный подход позволяет охватить те особенности различных типов инцидентов, 

которые актуальны для каждой конкретной задачи.
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СРАВНИТЕЛЬНЫЙ АНАЛИЗ СОВРЕМЕННЫХ МЕТОДОВ
МАШИННОГО ОБУЧЕНИЯ В КОНТЕКСТЕ СПЕЦИФИКИ

ТИПОВ ИХ ВЫХОДНЫХ ЗНАЧЕНИЙ

МИРЭА – Российский технологический университет

Г. В. Митин, А. В. Панов

Аннотация. Эта статья является логическим продолжением статьи «Сравнительный ана-
лиз современных методов машинного обучения в контексте специфики их требований к 
обучающей выборке», опубликованной в сборнике конференции «Актуальные проблемы 
прикладной математики, информатики и механики» 2021 года. Теперь, в рамках общей 
классификации методов машинного обучения, осуществляется разбор их специфики по 
типам выходных значений, а также проводится сравнительный анализ с целью определе-
ния границ наиболее эффективного применения.
Ключевые слова: машинное обучение, классификация, обучение с учителем, обучение 
с частичным привлечением учителя, обучение без учителя, обучение с подкреплением, 
трансдуктивное обучение, глубокое обучение.

Введение

На сегодняшний день методы машинного обучения (МО) позволяют группировать объ-
екты на основании большого числа признаков, находить сложные закономерности в данных, 
решать задачи предсказания, выбирать оптимальные модели поведения в заранее заданной 
среде и так далее. В этих областях возможности МО достаточно широки.

Однако нельзя воспринимать область машинно-обучаемых методов обработки данных как 
«универсальную панацею», не имеющую недостатков или сложностей в реализации и исполь-
зовании. Так, например, ввиду повсеместного использования в них генераторов случайных 
чисел в качестве базового инструмента, при достаточном количестве обрабатываемых дан-
ных проявляется нежелательный эффект: повторное использование одного и того же набора 
данных, не приводит к сходным результатам. Эта проблема наиболее характерна для данных, 
представляющих собой «пограничные значения»: например, в задаче классификации, если 
объект находится близко к границе класса; либо для задач так называемого «обучения без учи-
теля», когда правила обработки данных вычисляются «на ходу», как в задаче кластеризации.

Для оценки возможностей методов МО и причин возникновения ограничений в их приме-
нимости следует перейти к детальному анализу, который должен начаться с подробной клас-
сификации, учитывающей специфику типов выходных данных.

1. Общая классификация методов машинного обучения

На рис. 1 [1] приведена подробная авторская классификация методов МО, содержащая не-
сколько уровней иерархии. На верхнем уровне, обозначенном «(1)», все методы подразделяют-
ся на шесть основных типов, в зависимости от механики обучения и типа обучающей выбор-
ки. На втором уровне, обозначенном «(2)», методы разделяются на семь групп в зависимости 
от типа выходного значения и решаемой задачи:

1. Кластеризация [3, 5]. Для этих методов множество выдаваемых значений конечно, но 
неизвестно заранее. Задачи кластеризации сводятся к группированию объектов на основании 
их схожести по набору параметров. Методы этого типа применяются для поиска аномалий, 
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для исследования схем группирования объектов, интеллектуальной группировки результатов 
поиска, оптимизации хранения данных и прочего.

2. Снижение размерности [3, 5]. Эти методы выдают на выходе набор данных, представ-
ленный векторами меньшей размерности, чем набор входных значений. Как правило, мето-
ды данного типа используются для предварительной подготовки данных перед визуализаци-
ей или обработкой другими методами. Методы этого типа могут использоваться для сжатия 
данных и экономии вычислительных ресурсов, путем уменьшения количества используемых 
переменных.

Рис. 1. Классификация методов машинного обучения
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3. Поиск ассоциативных правил [4]. Для этих методов выдаваемое значение является пра-
вилом вида «если… то…». Полученные правила бывают разных степеней обобщения и мо-
гут составлять сложные иерархические структуры. Чем более общее правило, тем чаще оно 
выполняется. Однако, чрезмерно общие правила могут оказаться неинформативными и при-
вести к деградации эффективности принятия решений, поэтому такие правила отфильтро-
вываются посредством многопараметрического сравнения со специфическими критериями, 
описанными ниже. Методы данного типа используются для анализа потребительских корзин, 
прогнозирования спроса, поиска рыночных сегментов, выявления тематики в коллекции тек-
стовых документов и прочего.

4. Выбор действия. Этот тип методов уникален для обучения с подкреплением, где в ка-
честве выходного значения получается действие внутри самой среды обучения. Методы этого 
типа применяются для обучения автоматизированных контроллеров, решения игровых задач 
и прочего.

5. Ранжирование. Эти методы выдают на выходе набор данных, упорядоченный по ком-
плексу признаков. Ранжирование — одна из задач интеллектуального поиска, решение кото-
рой позволяет оценить соответствие найденного значения запросу.

6. Классификация. Для этих методов множество выдаваемых значений конечно и извест-
но заранее. Чаще всего встречается задача бинарной классификации, когда требуется разде-
лить входящие значения на «хорошие» и «плохие». Методы этого типа используются для клас-
сификации документов, предсказания оттока клиентов, оптического распознавания образов 
и другого.

7. Регрессия. Для этих методов множество выдаваемых значений бесконечно. Как прави-
ло, выходным значением является число с плавающей точкой. Такие методы выявляют влия-
ние нескольких независимых входных переменных на одно зависимое выходное значение [2] 
путем составления функции, описывающей эту зависимость. Методы этого типа используют-
ся для решения таких задач как моделирование потоков миграции, предсказание курсов валют 
и прочих.

Стоит также отметить, что типы возвращаемых значений не связаны жестко с типами обу-
чающих выборок. Алгоритмы разных типов обучающих выборок могут быть отнесены к одно-
му и тому же типу возвращаемого значения. Так, например, существуют алгоритмы регрессии 
для обучения с учителем и обучения с частичным привлечением учителя. Другим примером 
могут послужить алгоритмы классификации, существующие, как для обучения с учителем, 
так и глубокого обучения, трансдуктивного обучения и обучения с частичным привлечением 
учителя.

2. Описание характеристик

Перейдем к детальному разбору характеристик методов МО, классифицируемых  по типу 
возвращаемого значения.

2.1. Кластеризация

Кластеризация — одна из классических задач обучения без учителя. Методам данного типа 
не требуется размеченная обучающая выборка [3].

К типу кластеризации относят те методы, у которых множество выходных значений ко-
нечно, но не определено изначально. Методы кластеризации разбивают множество объектов, 
представленных признаковым описанием, на группы по степени схожести, называемые кла-
стерами. Обычно число кластеров не определено заранее, однако ряд методов позволяет зада-
вать их максимальное и минимальное количество.
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При помощи кластеризации можно искать аномалии в данных или способы разделения 
множества объектов на подмножества, например, для распределения большого количества 
данных по нескольким узлам обработки.

Поскольку количество и состав кластеров определяется во время исполнения алгоритма, 
для рационального использования полученных сведений, как правило, требуется проведение 
дополнительного анализа объектов в кластерах. Необходимость подобной процедуры делает 
кластеризацию менее удобным инструментом анализа чем классификация. Однако вследствие 
того, что методы кластеризации функционируют в условиях отсутствия информации о при-
надлежности объектов анализа к тем или иным классам, эти методы можно использовать для 
разметки самой обучающей выборки применяемой уже другими методами — методами ис-
пользующими обучение с учителем.

2.2. Снижение размерности

Снижение размерности является одной из классических задач обучения без учителя, то 
есть, не требует отдельной обучающей выборки.

Снижение размерности — это преобразование данных, состоящее в уменьшении числа 
переменных, которыми эти данные кодируются. Методы снижения размерности позволяют 
упрощать обработку данных и бороться с т.н. «проклятьем размерности».

Под «проклятьем размерности» подразумевается нежелательное явление, которое прояв-
ляется в экспоненциальном росте количества требуемых данных с увеличением размерности 
пространства признаков. Так, например, в контексте задачи классификации, с увеличением 
количества признаков объектов, возрастает необходимое количество объектов, которое нуж-
но включить в обучающую выборку для получения корректного результата заданной точно-
сти. К тому же, в контексте обучения с учителем, возрастает опасность переобучения из-за 
чрезмерной сложности модели.

Существуют следующие основные подходы к снижению размерности:
• Выделение из исходного набора более значимых переменных и отбрасывание менее зна-

чимых;
• Вычисление комплексных параметров на основе значений нескольких исходных пере-

менных.

2.3. Поиск ассоциативных правил

К методам данного типа относятся методы машинного обучения, которые в качестве ито-
гового значения выдают правила вида «если…то…». Фактически, методы данного типа осу-
ществляют поиск неявных взаимосвязей между элементами выборки. Они могут применяться 
для выявления тематики в коллекциях текстовых документов, анализа рыночных корзин (от-
дельных запросов) и т. д.

Все найденные правила характеризуются определенной вероятностью использования. Для 
оценки каждого найденного правила выделяют несколько параметров, по которым можно 
определить их значимость и содержательность:

• Поддержка — показывает, насколько часто определенный набор объектов, составляю-
щий рассматриваемое правило, обнаруживается в наборе запросов;

• Доверие — показывает, насколько часто рассматриваемое правило оказывается верным;
• Лифт — отношение наблюдаемой поддержки к математическому ожиданию рассматрива-

емого правила (формула математического ожидания в данном случае соответствует таковой 
для независимых событий);
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• Уверенность — показывает, во сколько раз увеличилась бы частота неверных предсказа-
ний, если бы выявленные ассоциации оказались случайными.

Эти параметры используются для того, чтобы выделять «интересные» или «полезные» 
правила. В процессе поиска обнаруживается большое количество правил разной степени до-
стоверности, поэтому необходимо выбирать из них те, что удовлетворяют условиям «интере-
са» — таким как выполнение установленной минимальной поддержки и доверия.

2.4. Выбор действий

Методы машинного обучения этого типа в качестве выходных значений выдают последо-
вательности действий, которые должна выполнить система-агент. Данный тип возвращаемого 
значения является уникальным для методов обучения с подкреплением.

Последовательность действий вырабатывается после обучения в некоторой среде — такой 
как модель рабочего места интеллектуального контроллера, лабиринт и так далее. Взаимодей-
ствуя с указанной средой, система получает информацию о том, какие действия приводят к 
«выигрышу» и на основе этого выбирает стратегию поведения, которая максимизирует «выи-
грыш».

2.5. Ранжирование

Ранжирование — это одна из задач обучения с учителем. Формально, алгоритм строит 
функцию, которая наилучшим образом подходила бы к экспертным данным — размеченным 
элементам обучающей выборки. В качестве входных данных методы этого типа принимают 
набор элементов, набор запросов и множество оценок, на основании которого будет произво-
диться сортировка.

Основной сферой применения методов ранжирования является информационный поиск, 
где множество оценок обучающей выборки обозначают релевантность элементов по отноше-
нию к некоторому запросу.

Существует несколько основных подходов к решению задачи ранжирования:
• Поточечный подход — при котором каждой паре элемент-запрос ставится в соответствие 

численная оценка, отражающая релевантность элемента запросу. В этом случае, задача ранжи-
рования сводится к задаче регрессии, где для каждой пары элемент-запрос предсказывается 
ее оценка.

• Попарный подход — при котором задача ранжирования сводится к бинарной классифи-
кации с целью выяснения, который из двух элементов лучше подходит под запрос.

• Списочный подход — при котором на вход подается вся выборка целиком, а на выходе 
получается правильная перестановка элементов. Задача сводится к максимизации одной из 
метрик ранжирования. В ряде случаев решение может быть затруднительным.

2.6. Классификация

К методам машинного обучения с типом классификация относятся те методы, которые вы-
дают дискретный результат из заранее известного множества классов. Классы не пересекают-
ся между собой. Классифицировать объект означает присвоить ему метку класса, к которому 
объект будет принадлежать.

Задача многопараметрической классификации нетривиальна. Во многих случаях она вклю-
чает в себя и процесс выявления свойств объекта, на основании которых его можно будет 
отнести к одному из классов. В этом случае классификация отдается на откуп методам машин-
ного обучения, что сделало ее одной из классических задач для методов обучения с учителем.
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Методы этого типа могут решать как задачи бинарной классификации, когда требуется 
разделить все элементы на два класса («да» и «нет»), так и задачи множественной классифика-
ции, когда количество результирующих классов больше двух. В последнем случае задачу часто 
сводят к многократному решению задачи бинарной классификации, то есть отделения каж-
дого класса от всех прочих с присвоением метки результирующего класса всем положитель-
ным решениям. Например, так действуют алгоритмы множественной классификации на ос-
нове разделяющей гиперплоскости (машины опорных векторов SVM и TSVM, а также Logistic 
Regression).

2.7. Регрессия

К этому типу относятся методы машинного обучения, чье множество возвращаемых значе-
ний можно считать бесконечным. Как правило, методы этого типа ставят перед собой задачу 
построения функции, описывающей взаимосвязь между входными значениями и выходной 
величиной, хотя есть и исключения.

Среди характерных черт классических методов регрессии можно выделить то, что выда-
ваемый результат почти никогда не повторяет «эталонный», но стремится к нему. Это обу-
словлено тем, что подобные методы ставят перед собой задачу минимизации ошибки, а не 
точного следования. Одним из типичных алгоритмов регрессии является алгоритм линейной 
регрессии, который вычисляет линейную функцию такую, чтобы средняя разница между зна-
чением функции при заданных входных параметрах и значением целевой переменной была 
минимальна.

Методы данного типа машинного обучения хорошо справляются с задачами прогнозиро-
вания изменения некоторой величины — как, например, предсказание курсов валют. Также 
существуют методы, нацеленные на поиск глобальных экстремумов многомерных функций.

3. Сравнительный анализ

Теперь, используя описанные выше характеристики и особенности каждого из рассмо-
тренных методов машинного обучения, можно провести сравнительный анализ для выявле-
ния границ их наиболее эффективного применения.

Определим параметры сравнения. Во-первых, стоит принять во внимание характер Вы-
ходного значения рассматриваемых методов, так как он во многом определяет область их 
применения. Во-вторых, значимой стороной вопроса являются Связанные с методом типы 
обучающей выборки, чтобы определить требования к входным данным, поскольку характер 
входных значений позволяет определить круг решаемых задач. В-третьих, необходимо оце-
нить, насколько легко интерпретировать «сырые» выходные данные рассматриваемых ме-
тодов, чтобы иметь представление о том, удобно ли ими пользоваться. В-четвертых, немалую 
роль играет основная сфера применения рассмотренных типов методов.

Для оценки каждого типа методов МО на основе перечисленных показателей использова-
лась следующая методика. Каждый из показателей оценивался по 10-бальной шкале, при этом 
значение оценки тем больше, чем сильнее проявился параметр в методах рассматриваемого 
типа. Затем строилась графическая интерпретация полученной совокупности показателей, 
чтобы выявить их распределение в пространстве оценок, и на основании этого распределения 
сделать выводы. Результаты представлены в табл. 1.

По результатам сравнительного анализа были выявлены достоинства и недостатки для 
каждого типа методов машинного обучения.
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3.1. Кластеризация

Выходное значение (плюс): 6 баллов, так как выходное значение дискретно — как правило, 
целое число. Диапазон значений конечен, но не известен заранее, что позволяет работать с 
малоизученными данными.

Связанные типы обучения (плюс): 9 баллов, так как связанных типов обучения несколько: 
обучение без учителя, глубокое обучение.

Понятность результата (плюс): 5 баллов, так как требуется дополнительный анализ для 
верной интерпретации результата.

Сфера применения (плюс): 5 баллов, так как позволяет решать несколько типов задач ши-
рокого профиля: задачи, связанные с разбиением набора данных на группы; задачи поиска 
аномалий в данных.

3.2. Снижение размерности

Выходное значение (плюс): 3 балла, так как вектор значений на выходе имеет узкую сферу 
применения.

Связанные типы обучения (плюс): 9 баллов, так как связанный тип обучения обладает край-
не низкими требованиями к обучающей выборке: обучение без учителя.

Понятность результата (плюс): 4 балла, так как результат требует тщательного дополни-
тельного анализа для верной интерпретации.

Сфера применения (плюс): 3 балла, так как позволяет решать только задачи, связанные с 
упрощением представления данных.

3.3. Поиск ассоциативных правил

Выходное значение (плюс): 5 баллов, так как выходное получается совокупность правил, ко-
торая может составлять иерархическую структуру, что снижает возможности его применения.

Связанные типы обучения (плюс): 9 баллов, так как связанных типов обучения несколько: 
обучение без учителя, глубокое обучение.

Понятность результата (плюс): 7 баллов, так как результат интуитивно понятен, но мо-
жет потребоваться дополнительный анализ для верной интерпретации.

Сфера применения (плюс): 6 баллов, так как позволяет решать задачи широкого профиля: 
задачи нахождения закономерностей в данных.

Таблица 1. Сводная таблица характеристик типов машинного обучения в зависимости от 
возвращаемого значения

Тип обучения
Выходное 
значение 

(плюс)

Связанные 
типы обуче-
ния (плюс)

Понятность 
результата 

(плюс)

Сфера 
применения 

(плюс)
Кластеризация 6 9 5 5
Снижение размерности 3 9 4 3
Поиск ассоциативных правил 5 9 7 6
Выбор действия 4 4 7 4
Ранжирование 4 5 10 6
Классификация 5 7 10 8
Регрессия 8 7 10 9
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3.4. Выбор действия

Выходное значение (плюс): 4 балла, так как на выходе получается последовательность дей-
ствий, что серьезно ограничивает широту применимости.

Связанные типы обучения (плюс): 4 баллов, так как связанный тип обучения один: обуче-
ние с подкреплением.

Понятность результата (плюс): 7 баллов, так как понятность результата зависит от кон-
кретной задачи.

Сфера применения (плюс): 4 баллов, так как позволяет решать задачи узкого профиля: зада-
чи, связанные с особенностями взаимодействия с некоторой средой.

3.5. Ранжирование

Выходное значение (плюс): 4 балла, так как на выходе получается сортированный набор 
входных данных, что серьезно ограничивает широту применимости.

Связанные типы обучения (плюс): 5 баллов, так как связанный тип обучения один: обуче-
ние с учителем.

Понятность результата (плюс): 10 баллов, так как результат интуитивно понятен и может 
быть интерпретирован без дополнительных усилий.

Сфера применения (плюс): 6 баллов, так как позволяет решать задачи широкого профиля: 
задачи многофакторной сортировки.

3.6. Классификация

Выходное значение (плюс): 5 баллов, так как выходное значение дискретно — как правило, 
целое число. Диапазон значений конечен и известен заранее, что накладывает определенные 
рамки.

Связанные типы обучения (плюс): 7 баллов, так как связанных типов обучения несколько: 
обучение с учителем, обучение с частичным привлечением учителя, глубокое обучение.

Понятность результата (плюс): 10 баллов, так как результат интуитивно понятен и может 
быть интерпретирован без дополнительных усилий.

Сфера применения (плюс): 8 баллов, так как позволяет решать несколько типов задач широ-
кого профиля: задачи, связанные с выводом дискретных данных; задачи, связанные с разбие-
нием набора данных на группы.

3.7. Регрессия

Выходное значение (плюс): 8 баллов, так как выходное значение непрерывно — как правило, 
число с плавающей точкой, что оставляет широкий простор для применения.

Связанные типы обучения (плюс): 7 баллов, так как связанных типов обучения несколько: 
обучение с учителем, обучение с частичным привлечением учителя, обучение с подкреплением.

Понятность результата (плюс): 10 баллов, так как результат интуитивно понятен и может 
быть интерпретирован без дополнительных усилий.

Сфера применения (плюс): 9 баллов, так как позволяет решать задачи очень широкого про-
филя: задачи, связанные с выводом непрерывных данных.

На рис. 2 приведена графическая интерпретация данных в табл. 1 в соответствии с пред-
ложенной методикой. Четыре координатные оси соответствуют четырем выбранным параме-
трам, значения которых отражены в углах полученной фигуры.
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Как видно из рис. 2, типы «Кластеризации», «Поиска ассоциативных правил» и «Снижения 
размерности» лидируют по параметру связанных типов обучения, так как они поддерживают 
«Обучение без учителя», то есть способны справиться с анализом данных в условиях полной 
неопределенности, в частности при отсутствии исторических данных. Из трех перечисленных 
типов, «Поиск ассоциативных правил» является наилучшим в плане простоты интерпретации 
результата, так не требует дополнительного анализа. «Кластеризация» выигрывает у «Сниже-
ния размерности» по широте сферы применения.

Тип «Выбор действия» стоит особняком среди остальных, ввиду своей узкой специализа-
ции. Его показатели широты сферы применения, выходного значения и связанных типов обу-
чения являются одними из худших, показатель понятности результата не превышает таковой у 
«Поиска ассоциативных правил». Таким образом применимость методов данного типа ограни-
чивается задачами, которые сводятся к поиску стратегии взаимодействия с некоторой средой. 

Типы «Снижение размерности» и «Ранжирование» являются типами методов, нацеленны-
ми на улучшение данных, а не на вычисление конкретного ответа. «Снижение размерности» не 
требует обучающей выборки, как тип, связанный с обучением без учителя. «Ранжирование» 
требует обучающую выборку для работы, однако ее результаты проще интерпретировать.

Заключение

Резюмируя вышеизложенный анализ приходим к следующему заключению:
При наличии данных, из которых можно составить достаточно полную обучающую вы-

борку, следует пользоваться методами регрессии, такие как «Дерево регрессии», «Polynomial 
Regression» и «Ridge Regression», ввиду широты их возможностей. Отчасти это объясняется 
тем, что множество задач машинного обучения сводятся к задачам регрессии.

В тех случаях когда требуется выдать дискретный результат, следует пользоваться метода-
ми классификации, поскольку с этой задачей они справляются быстрее. Например, в задаче 
бинарной классификации метод «SVM» считается одним из лучших как в плане скорости так 
и точности результата.

Рис. 2. Распределение характеристик типов машинного обучения 
на основании возвращаемого значения
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Если задачу можно свести к сортировке данных по релевантности запросу или иному ком-
плексному критерию, имеет смысл использовать методы ранжирования.

В условиях полной неопределенности следует воспользоваться методами поиска ассоци-
ативных правил, такими как «Apriori», «ECLAT» и «FP-growth» которые позволяют получать 
представление о взаимосвязях между элементами полученной выборки. Если стоит задача 
поиска аномалий либо разделения данных на группы, необходимо использовать методы кла-
стеризации такие как «OPTICS» и «BIRCH». Этот тип методв подходит также для разметки 
обучающей выборки, однако в таком случае потребуется дополнительный анализ данных, со-
держащихся в кластерах.

Если стоит задача подготовки данных для дальнейшего анализа, стоит использовать мето-
ды снижения размерности как «PCA» и «UMAP» которые позволяют бороться с «проклятьем 
размерности», методы ранжирования, которые помогут с сортировкой, и методы кластери-
зации, которые позволяют выявить закономерности в распределении данных и обозначить 
выбросы.
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АРХИТЕКТУРА БЛОКЧЕЙН СЕТИ НА ПРИМЕРЕ ETHEREUM

Национальный исследовательский университет ИТМО, Санкт-Петербург

О. Д. Окладникова, А.В. Буков

Аннотация. Блокчейн — технология, которая активно развивается и интегрируется во 
все возможные сферы деятельности от здравоохранения до перевозки товаров между 
центрами хранения. Для проектирования приложений на децентрализованных блок-
чейн платформах важно развить понимание структуры и алгоритмов, лежащих в осно-
ве блокчейн. Эти алгоритмы представляют разные аспекты разработки: структуры дан-
ных, криптография и архитектурное устройство хранения данных. В статье рассмотрены 
принципы блокчейн на примере работы платформы для децентрализованных приложе-
ний Ethereum.
Ключевые слова: блокчейн, безопасность данных, децентрализованная сеть, Ethereum, 
шифрование, криптовалюта, майнер, хеширование, токен.

Введение

Блокчейн — это технология, которая в течение последних лет активно развивается и успеш-
но применяется в самых различных отраслях бизнеса. Например, занимавшаяся разработкой 
вакцины от COVID-19 компания moderna в сотрудничестве с IBM разработали цифровой 
медицинский пропуск, который позволяет пользователю вести электронный прививочный 
паспорт, доступ к которому есть только у него. Эта технология позволила сделать более про-
зрачным процесс вакцинации и подтверждения получения прививки. Так же упростился вы-
ход сотрудников на работу и организация перелётов, так как теперь появилась доверенная 
платформа с информацией о том, какие вакцины, когда и в каком объёме получал тот или 
иной пользователь [1]. Wallmart — одна из самых крупных компаний в США, занимающаяся 
оптовой и розничной торговлей, использует систему, построенную на базе блокчейн для орга-
низации поставок пищевой продукции и продукции, имеющей срок годности. При изготов-
лении или поступлении на склад извне, продукт фиксируется в системе и все его дальнейшие 
перемещения будут фиксироваться в сети. В случае возникновения инфекций, появившихся в 
результате употребления в пищу некачественной продукции, благодаря блокчейн будет доста-
точно просто отследить конкретный продукт от фермера, который произвёл его до прилавка в 
магазине, с которого он был продан [2]. Crypto speech — основанная на блокчейн децентрали-
зованная альтернатива Twitter. Однако в отличии от популярного сервиса микроблогов, crypto 
speech ограничивает пользователей в возможность менять или удалять уже написанные сооб-
щения. Это особенно актуально в период, когда высказывания знаменитостей могут повлечь 
за собой волны негатива, из-за чего они вынуждены удалять свои заявления [3].

Прозрачность в технологии блокчейн достигается за счёт принципов, которые лежат в ее 
основе:

1) децентрализация;
2) высокий уровень шифрования;
3) жёсткая связанность записанных данных между собой. 
Для веб-разработчика важно понимать, как устроен блокчейн и как работают платформы 

для децентрализованных приложений. Какие у них есть преимущества и недостатки перед до-
минирующими в данный момент централизованными системами. Понимание базовых архи-
тектурных особенностей блокчейн поможет в проектировании более безопасных приложений 
на децентрализованных платформах.
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1. Архитектура блокчейн сети

Блокчейн является комплексной технологией, базирующейся на различных подходах, ал-
горитмах и технологиях. Их совместное применение позволило создать полностью прозрач-
ную сеть, пользователи которой могут доверять информации внутри сети. Данные хранятся у 
пользователей локально и представляют собой информацию обо всех когда-либо произведён-
ных транзакциях, о сделках, контрактах, кредитах, правах собственности, правонарушениях и 
всем, что нуждается в записи и проверке [4].

Главное отличие приложений, построенных на блокчейн платформе — децентрализован-
ность сети. В то время как большинство современных приложений строятся по схеме, где в 
сети есть один источник информации, которому доверяют остальные пользователи и весь 
обмен информацией производится через него, в децентрализованных сетях вся информация 
копируется хранится у пользователей.

Архитектура централизованной сети приведена на рис. 1. 

На рис. 1. приложение «application» — это связующий узел, через который ведётся работа 
с сервисами хранения данных («DB», «Data Storage» и «Cache») и находятся в одной закрытой 
сети «Data center». Обслуживание сети подразумевает контролирование логики работы серве-
ра со стороны определенной организации [5], а значит другие участники сети — пользовате-
ли-клиенты «User A» и «User B», а также другие приложения — «frontend» и «other application», 
которые тоже являются клиентами по отношению к узлу «application», должны доверять со-
хранность данных главному узлу. Это означает, что для выведения из строя системы, злоу-
мышленникам необходимо выключить из сети одного участника. Такие ситуации происходят 
постоянно, например, весной 2022 года данные пользователей сервиса Яндекс.Еда были ском-
прометированы [6]. Личная информация пользователей хранилась в открытом виде. Помимо 
распространения информации, злоумышленники могли изменить данные, хранимые серви-
сом. В таком случае пользователи бы и не узнали, что их данные подверглись изменению и 
работа сервиса продолжилась бы, но с уже неправильным набором данных. Это могло повлечь 
помимо репутационного ещё и финансовый ущерб.

В децентрализованной сети, отсутствует узел, на котором лежит ответственность за со-
хранность данных. Вместо этого каждый узел хранит все данные системы у себя. Как правило, 
хранить данные в полном объёме нет необходимости, поэтому отдельные пользователи хра-
нят часть блоков [7]. Примерная архитектура организации децентрализованной сети приве-
дена на рис. 2. 

Рис. 1. Архитектура централизованной сети
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Основной единицей блокчейн системы, изображенной на рис. 2 является блок. На схеме бло-
ки изображены в виде цилиндров, относящихся к пользователям. Пользователи связаны между 
собой, каждый пользователь должен иметь связь хотя бы с одним участником системы, для 
обмена и подтверждения блоков. Блок используется для хранения данных, как правило, это 
история совершённых транзакций или пользовательские данные. Такие блоки формируются в 
цепь (blockchain с англ. — цепь блоков). На рис. 3 изображена схема блоков, связанных в цепь.

Как показано на рис. 3. блоки имеют общую структуру, в которой каждый блок хранит 
ссылку на предшествующий ему блок (previous block), а также имеет свой уникальный иден-
тификатор (Hash) — набор символов, который является результатом работы хеш функции с 
данными, хранимыми внутри блока. Hash формируется в результате обработки данных в этом 
блоке. Особенность заключается в том, что, заменив данные блоке B (данными стоит считать 
поля «Type», «B» и «C»), изменится и его уникальный идентификатор, а значит цепь потеряет 
элемент и система не будет считать такой блок корректным. 

Хеширование представляет собой необратимый процесс преобразования данных в набор 
символов. Эта специфичность заложена в концепцию проектирования блокчейн, отличитель-
ными признаками которой являются: 

1. Детерминированность — подаваемые на вход одинаковые данные всегда дают одинако-
вый результат.

2. Скорость преобразования — она должна быть высокой.
3. Защита от повтора (коллизий) — одинаковый хеш не может быть получен в результате 

преобразований разных данных.

Рис. 2. Архитектура децентрализованной сети

Рис. 3. Схема цепи блоков
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Формированием и добавлением блоков в цепь занимаются специальные участники сети — 
майнеры. Добавление блока в цепочку должно сопровождаться сертификатом, подтвержда-
ющим, что данный блок был создан по правилам сети и на него были затрачены некоторые 
ресурсы. Это необходимо для того, чтобы установить ограничение на время создание блока, 
иначе любой пользователь сети может создать неограниченное число блоков. Стоит отметить, 
что в результате добычи блока майнер получает вознаграждение, выраженное в виртуальной 
валюте (криптовалюта).

2. Валидация блоков

Валидация в разработке ПО — динамический механизм тестирования и проверки того, 
действительно ли программный продукт соответствует точным потребностям заказчика или 
нет. В блокчейн под валидацией понимается подтверждение, проверка контроля создания бло-
ка [8]. В результате валидации определяется честным путём был сформирован блок или поль-
зователь пытается распространить некорректные данные.

Решение задачи валидации может выполняться с помощью подходов: proof-of-work (дока-
зательство работы) и proof-of-stake (доказательство доли владения). До 2022 года в платфор-
ме Ethereum использовался первый подход (proof-of-work), впоследствии с целью повышения 
безопасности платформы — proof-of-stake.

Proof-of-work — алгоритм, взятый создателем из первой блокчейн сети Bitcoin в 2009 году. 
Суть его заключается в том, что для записи блока в цепь майнер должен итеративно решать 
криптографическую задачу, т.е. находить число, хеш которого будет удовлетворять определён-
ному условию. В платформе Ethereum такая работа представлялась поиском числа, которое 
при умножении на хеш от данных текущего блока и блока-предка было бы меньше, чем слож-
ность блока. Сложность блока формировалась из данных транзакций, которые майнер пыта-
ется записать в блок. Это число, которое искал майнер называлось nonce и его поиск представ-
лял собой перебор всей чисел и поиск их хеш.

Как только майнер находил число, удовлетворяющее условию, он писал это число в блок и 
распространял среди всех пользователей. Далее пользователи могли посчитать хеш числа. Хеш 
текущего и предыдущего блоков может сравнить сложность блока и удостовериться, что блок 
был получен в результате «честной» работы. Достоинство такого алгоритма в том, что для под-
тверждения блока отправителю нужно затратить время на его создание, а клиенту (обычному 
пользователю) не составляет труда проверить работу, которую проделал майнер. Однако такой 
подход влечёт за собой большие расходы на потребление энергии для обработки транзакций. Ее 
количество сопоставимо с обеспечением электричества миллиона домов в крупном городе [9]. 

В погоне за выгодой, майнеры строят огромные «майнинг-фермы», которые представляют 
собой множество компьютеров, объединённых в сеть. Это вызывает дефицит компьютерных 
комплектующих. В случае, если большое количество пользователей (более 51 %) объединится 
и начнёт подтверждать блоки, которые были созданы искусственно в результате «нечестной» 
работы — остальные пользователи сети будут вынуждены принять подтверждённые ими бло-
ки и сеть перестанет быть децентрализированной.

Цифровые платформы создают и обеспечивают новый, не сравнимый с бизнес-моделями 
традиционной экономики, масштаб прямого взаимодействия участников, создания и обмена 
ценностями [10], а значит с течением времени будет расти и влияние платформ на экономику 
как внутри платформы (рост цен на токены), так и на внешнюю часть платформы (операции, 
обрабатываемые платформой, могут влиять на реальный мир — покупка/продажа реальных 
ценностей).

В настоящее время транзакции в Ethereum подтверждаются через proof-of-stake. Подтверж-
дение блока в данном алгоритме перекладывается с майнера с мощным компьютером, на акци-
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онеров (stakeholders). Перед тем как стать проверяющим узлом, пользователь отдаёт на удер-
жание системе виртуальную валюту — токен. Среди всех пользователей, сделавших такой 
депозит выбирается один, который должен подтвердить ряд транзакций, собрать их в блок и 
распространить по сети. Если в ходе его работы он не сможет подтвердить блоки, часть денег, 
которые он положил в депозит заберётся у него. Если в результате ему удастся подтвердить и 
распространить блок — он получит вознаграждение.

Такой подход при определённых обстоятельствах является более безопасным для поддер-
жания работы сети, так как в алгоритме proof-of-work для наращивания мощности узла (мощ-
ностью узла называют количество транзакций, которое узел способен обработать в единицу 
времени) ограничивается потребляемым электричеством и на начальных этапах, когда капи-
тализация системы мала, proof-of-work более безопасен.

С ростом сети и её капитализации, своевременный переход к proof-of-stake сделал сеть 
Ethereum значительно безопасней. Действует тот же принцип 51 % [11], который гласит что, 
если один узел владеет более чем половиной ресурсов сети — он становится подтверждающим 
центром и сеть перестаёт работать по правилам децентрализованной сети. В случае proof-of-
stake для того, чтобы стать главным узлом, пользователь должен владеть более чем половиной 
всех выпущенных токенов, что будет стоить более 92 миллиардов долларов. 

3. Безопасность данных пользователей

Ещё один важный аспект обеспечения безопасности сети — это безопасность данных поль-
зователей. Некоторые данные должны быть доступны конкретному пользователю либо огра-
ниченному (доверенному) кругу лиц. При организации процесса передачи данных в сети для 
решения этой задачи используют криптографические алгоритмы шифрования: симметричный 
и асимметричный. Шифрование и (или) дешифрование данных выполняется с помощью клю-
ча — специального набора символов. Алгоритмы симметричного шифрования основаны на 
использовании одного ключа, как для кодирования, так и для декодирования данных. По сети 
ключ передается вместе с сообщением, что повышает риски его получения всеми посредни-
ками, через которых сообщение и ключ передаются. Поэтому при реализации блокчейн сети 
используют алгоритмы ассиметричного шифрования, в которых кодирование и декодирование 
выполняется на основе двух отличных, но сгенерированных вместе ключах (открытый и закры-
тый). Открытый ключ свободно распространяется между пользователями и используется для 
кодирования данных. Получить с его помощью данные обратно невозможно. Для этого исполь-
зуется закрытый (приватный) ключ, который находится у пользователя, которому предназначе-
но сообщение. Например, в некоторой организации решаются задачи по бухгалтерскому учёту. 
В сети существует несколько отделов, занимающихся подсчётом и главный отдел, агрегирую-
щий отчёты. Важным условием является обеспечение доступа в сети к данным отчётов только 
сотрудниками главного отдела. Организация работы сети предполагает генерацию открыто-
го и закрытого ключей на узле, «принадлежащем» главному отделу. Открытый ключ свободно 
распространяется по сети. С его помощью узлы, «закрепленные» за бухгалтерией, шифруют 
отчёты и отправляют их в сеть. Закрытый ключ, с помощью которого можно расшифровать 
сообщения находится только на узлах сети, с которыми работают сотрудники главного отдела. 
Все остальные участники сети (сотрудники других отделов) не имеют возможности получить 
доступ к содержанию отчетной документации и работать сними в открытом виде.

Заключение

Пионером внедрения технологии блокчейн в децентрализацию сетей стала сеть Bitcoin, в 
которой проект успешно реализуется с 2009 года. В течение последнего десятилетия техно-
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логия получила множество реализаций и дополнений, которые позволили ей из технологии 
обмена цифровой валютой эволюционировать в технологию построения безопасных децен-
трализованных приложений. Использование блокчейн платформ, таких как Ethereum даёт 
возможность создавать более безопасные для пользователей альтернативы существующих 
банковских, медицинских систем, систем товарооборота и систем, в которых используется 
процесс передачи данных.
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ПРОГРАММНЫЙ КОМПЛЕКС И МАТЕМАТИЧЕСКИЕ МОДЕЛИ 
ДЛЯ УПРАВЛЕНИЯ ЭКСТРУДЕРАМИ С ПЕРЕНАСТРАИВАЕМОЙ КОНФИГУРАЦИЕЙ 

В МНОГОАССОРТИМЕНТНЫХ ПРОИЗВОДСТВАХ ВСПЕНЕННЫХ 
ПОЛИМЕРНЫХ МАТЕРИАЛОВ

Санкт-Петербургский государственный технологический институт 
(технический университет)

А. Н. Полосин

Аннотация. Разработан программный комплекс (ПК), который предназначен для управ-
ления экструдерами, имеющими шнеки переменной конфигурации и применяемыми 
для подготовки расплавов в производствах вспененных полимерных материалов (ВПМ). 
Ядром ПК является библиотека математических моделей (ММ) течения расплавов по-
лимеров, содержащих жидкие пеноагенты, в каналах элементов шнеков экструдеров с 
учетом утечек и аномалии вязкости расплавов. ПК включает конструктор виртуальных 
моделей шнеков, подсистему синтеза ММ экструзии в секционированном агрегате и вы-
полнения вычислительных экспериментов. ПК позволяет технологу определить конфи-
гурацию шнека и управляющие воздействия на экструдер, обеспечивающие выполнение 
требований к производительности, энергопотреблению, показателям состояния расплава 
при перенастройке на новый тип ВПМ. Тестирование ПК по данным процессов экструзии 
в промышленных производствах вспененных пленок (из полиэтилена) и плит (из поли-
стирола) подтвердило его работоспособность.
Ключевые слова: программный комплекс, математические модели, виртуальные модели, 
базы данных, конструктор виртуальных моделей, вычислительные эксперименты, струк-
турное и параметрическое управление, процессы экструзии, экструдеры с перенастраива-
емой конфигурацией, производства вспененных полимерных материалов.

Введение

ВПМ различных классов (пленки, листы, плиты), широко применяемые в промышленно-
сти и строительстве в качестве тароупаковочных, тепло- и звукоизоляционных средств, изго-
тавливаются на линиях непрерывного действия экструзионным способом при непосредствен-
ном введении жидкого вспенивающего агента (ВА) в расплавленный полимер. Среднегодовой 
объем выпуска экструдированных ВПМ превышает 2,5 млн. тонн, а ежегодный рост произ-
водства составляет 3–5 % и выше [1]. Преимуществами метода прямого введения ВА в рас-
плав являются возможности использовать различные, широко распространенные полимеры 
(полистирол (ПС), полиолефины, поливинилхлорид) и различные ВА (хлорфтор-, гидрохлор-
фтор-, гидрофторуглеводороды), а также непосредственно в процессе производства изменять 
геометрические параметры и физико-механические свойства (например, плотность, проч-
ность) ВПМ, варьируя расход потока ВА. При выходе расплава полимера, содержащего ВА, 
из экструдера вследствие снижения давления ВА испаряется и вспенивает расплав изнутри, 
формируя ячеистую структуру (декомпрессионное расширение расплава). ВА остается в ячей-
ках, поддерживая в них избыточное давление, соответствующее температуре хранения ВПМ. 
Далее за счет диффузии происходит полная замена ВА в ВПМ на воздух.

В экструзионном оборудовании производства ВПМ, отличающемся аппаратной гибкостью 
(переменностью конфигураций шнеков), реализуется комплекс последовательно протекаю-
щих физических процессов, необходимый для подготовки полимера к вспениванию и включа-
ющий плавление для перевода твердого полимера в вязкотекучее состояние, ввод ВА в расплав, 
перемешивание и охлаждение расплава, продавливание расплава через головку, имеющую 
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формующую щель определенной конфигурации. Ключевую роль здесь играет перемешивание 
и охлаждение расплава. Перемешивание способствует повышению однородности расплава, 
что предотвращает возникновение дефектов внешнего вида ВПМ (например, косых линий на 
пеноплитах). Охлаждение приводит к увеличению вязкости и соответствующему росту дав-
ления расплава, чтобы сохранять ВА, являющийся летучим (низкокипящим) органическим 
соединением, в жидком состоянии до выхода из головки экструдера. При преждевременном 
вспенивании расплава в канале шнека или головке экструдера ячейки на поверхности экстру-
дата разрушаются вследствие деформации сдвига на стенках экструдера. В промышленном 
производстве ВПМ осуществляется мониторинг основных режимных параметров процесса 
экструзии (частоты вращения шнека, температур тепловых зон корпуса, температуры шнека, 
расхода ВА). Однако объект характеризуется неполнотой информации о состоянии расплава 
в экструдере, обусловленной ограниченными возможностями автоматического контроля ряда 
важных параметров (распределений давления и температуры расплава по длине канала шне-
ка, степени смешения расплава), а также недостаточностью данных о влиянии геометрических 
параметров элементов, из которых составляется шнек, на давление и температуру расплава, 
текущего в канале. В условиях частых перенастроек производства на новые типы ВПМ это 
приводит к принятию ошибочных решений по выбору конфигураций шнеков и управляю-
щих воздействий на процесс и, как следствие, к возникновению нештатных ситуаций, связан-
ных с браком ВПМ. Опыт цифровизации гибких многоассортиментных промышленных про-
изводств упаковочных полимерных пленок подтверждает, что решение указанных проблем 
возможно лишь при совершенствовании существующих систем управления таким образом, 
чтобы на базе настраиваемых физически обоснованных ММ, выполняющих роль виртуаль-
ных датчиков, осуществлялось вычисление неконтролируемых на производстве параметров 
состояния полимерного материала на основных стадиях и формирование рекомендаций по 
выбору конфигураций агрегатов и управляющих воздействий на них при перенастройке на 
новый тип продукции [2]. Таким образом, актуальна разработка ПК, который настраивается 
на типы ВПМ, позволяет синтезировать ММ экструзии расплава, содержащего жидкий ВА, 
в агрегате со шнеком заданной конфигурации и выполнять с ММ вычислительные экспери-
менты для формирования диапазонов значений управляющих воздействий, обеспечивающих 
требуемое качество подготовки расплава к вспениванию. 

Целью работы является создание перенастраиваемого ПК, включающего библиотеку ММ 
течения расплавов полимеров, содержащих жидкие ВА, в каналах элементов шнеков экструде-
ров различных типов, банк данных характеристик процессов экструзии в производствах ВПМ 
и помогающего управленческому производственному персоналу определять конфигурации 
шнеков и управляющие воздействия на экструдеры, обеспечивающие выполнение требований 
к производительности, энергопотреблению процесса и показателям состояния (температуре, 
степени смешения) расплава.

1. Постановка задачи управления экструдерами. Функциональная структура ПК 

Экструзионные производства ВПМ различных классов (пленок, листов, плит) и типов FPMT  
(отличающихся типами полимера POLYMT  и ВА ,BAT  требованиями к качеству подготовки рас-
плава к вспениванию) характеризуются многообразием применяемых типов EXTRUDT  и марок 

EXTRUDM  экструдеров. Это одношнековые экструдеры, двухшнековые экструдеры с односто-
ронним вращением шнеков и каскадные экструдеры, как правило, состоящие из двух последо-
вательно соединенных одношнековых экструдеров [1]. Вследствие реализации дополнитель-
ных (по сравнению с производством обычных полимерных материалов) операций введения 
ВА в расплав и охлаждения расплава длина шнека/шнеков L  экструдера существенно увели-
чивается: до 40 D  для одношнекового экструдера (D  — диаметр шнека); до 20 D  для двухшне-
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кового экструдера. При использовании каскадного экструдера в первом экструдере осущест-
вляется расплавление полимера и введение ВА в расплав, а во втором экструдере — перемеши-
вание, охлаждение и продавливание расплава через головку.

Шнек экструдера представляет собой совокупность из ELN  последовательно соединяемых 
элементов различных типов j

ELT  (транспортные, смесительные, сужающие и др.). Типы эле-
ментов отличаются геометрическими параметрами (величиной и характером изменения глу-
бины канала jH  по его длине, числом заходов нарезки ,j

fz  числом осевых прорезей в нарезке 
jm ) и, как следствие, обладают различной транспортирующей, смесительной, напорной спо-

собностью. Это позволяет применять их в соответствующих функциональных зонах экструде-
ра. Например, для перемешивания расплава в одношнековом экструдере используются смеси-
тельные элементы, имеющие цилиндрический сердечник (глубина канала постоянна) и 
нарезку, прерываемую осевыми прорезями шириной ,js  способствующими возникновению 
утечек расплава дополнительно к утечкам через радиальный зазор 0 .jδ  Шнек в зоне охлажде-
ния расплава одношнекового экструдера, как правило, составляется из транспортных элемен-
тов, имеющих цилиндрический сердечник и непрерывную нарезку ( 0),jm =  расширяющих 
элементов, имеющих конический сердечник (глубина канала увеличивается от значения на 
входе в канал j

inH  до значения на выходе из канала j
outH ) и непрерывную нарезку, сужающих 

элементов, имеющих конический сердечник (глубина канала уменьшается) и непрерывную 
нарезку. Элементы одного типа различаются длиной ,jL  шагом jB  и толщиной витков je  на-
резки. Множество геометрических параметров элементов, из которых составлен шнек, обра-
зует геометрические параметры шнека .SCRΓ  Модульность шнеков позволяет реализовать не 
только параметрическое управление экструдером (выбор рационального режима экструзии), 
но и структурное управление (выбор конфигурации шнека/шнеков).

Тип головки для формования HEADT  зависит от толщины ВПМ: при изготовлении пленок и 
листов экструдеры оснащаются кольцевыми головками, при производстве плит — плоскоще-
левыми. Формующая щель головки имеет геометрические параметры .HEADΓ

Расплав полимера ( 1)i =  и жидкий ВА ( 2)i =  характеризуются теплофизическими свой-
ствами RAWH  (плотностью ,iρ  средней удельной теплоемкостью ,Pic  теплопроводностью iλ ), 
которые зависят от их типов ,POLYMT  .BAT

Управляющими воздействиями на экструдер являются частота вращения шнека/шнеков 
,N  температуры Tn  зон охлаждения корпуса ,BkT  1, , ,Tk n=   температура шнека/шнеков SCRT  

и расход потока ВА, подаваемого в экструдер, .BAG
Эффективность процесса экструзии характеризуется производительностью G  и удельным 

энергопотреблением E  экструдера, а также показателями состояния расплава, характеризую-
щими качество его подготовки к вспениванию, — распределениями давления ( ),P l  0 l L≤ ≤  и 
температуры ( ),T l  0 l L≤ ≤  по длине шнека, средней степенью смешения (среднемассовой де-
формацией сдвига, накопленной за время пребывания в экструдере) .avγ

Информационное описание процесса экструзии ВПМ как объекта управления, характери-
зуемого векторами входных параметров ,X  варьируемых параметров V  (конфигурация шне-
ка SCRC  и управляющие воздействия U) и выходных параметров ,Y  показано на рис. 1.

Задача управления экструдером при перенастройке производства на новый тип ВПМ за-
ключается в следующем: для марки экструдера EXTRUDM  и типа ВПМ ,FPMT  определенных в 
задании на управление 0 ,Y  сформировать конфигурацию модульного шнека/шнеков SCR CC R⊂  
и определить допустимые значения управляющих воздействий на экструдер 

min max min max[ ; ] [ ; ],perm permU U U U⊂  при которых обеспечивается выполнение требований к про-
изводительности и удельному энергопотреблению экструдера, показателям теплового состоя-
ния и материальной однородности расплава полимера, содержащего жидкий ВА,

 0 ,G G≥  max ,E E≤  ( ) ( )0 ,TT l T l ε− ≤  min ,av avγ γ≥  (1)
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где CR  — множество допустимых конфигураций шнека/шнеков экструдера заданной марки; 
min ,U  maxU  — векторы регламентных ограничений на управляющие воздействия, зависящие от 

марки экструдера и типа ВПМ; 0G  — требуемая производительность экструдера, кг/с; maxE  — 
предельно допустимое удельное энергопотребление экструдера, Дж/кг; 0 ( )T l  — требуемое рас-
пределение температуры расплава полимера по длине шнека, при котором давление расплава 
является достаточным для сохранения ВА в жидком состоянии (для предотвращения вспени-
вания расплава в экструдере), °С; Tε  — максимально допустимое отклонение вычисленного 
распределения температуры от требуемого, %; min

avγ  — минимальная степень смешения, выше 
которой расплав является однородным, ед. сдвига.

Для решения поставленной задачи разработан перенастраиваемый ПК, функциональная 
структура которого представлена на рис. 2. Основными компонентами ПК являются кон-
структор виртуальных 3D моделей шнеков экструдеров и подсистема математического моде-
лирования экструзии расплавов полимеров, содержащих ВА. Перенастройка ПК на различ-
ные марки экструдеров и типы ВПМ осуществляется с помощью банка данных, включающего 
БД параметров теплофизических свойств полимеров и ВА, БД геометрических параметров 
элементов шнеков и формующих щелей головок экструдеров, БД регламентных диапазонов 
управляющих воздействий. БД построены на основе реляционной модели.

В соответствии с заданием на управление конечный пользователь (управленческий произ-
водственный персонал) выбирает марку экструдера и тип ВПМ. Используя конструктор вир-
туальных моделей шнеков, пользователь формирует 3D модель шнека соответствующей кон-
фигурации из 3D моделей элементов шнека, типы которых допустимы для экструдера данного 
типа. Для шнека сформированной конфигурации вычисляются геометрические параметры 
каналов использованных элементов: угол наклона нарезки ( , ),j jf D Bϕϕ =  текущая глубина 

( , , , ),j j j j
H in outH f H H Z z=  0 ,jz Z≤ ≤  ширина ( , , , ),j j j j j

W fW f B z e ϕ=  длина ( , ),j j j
ZZ f L ϕ=  

объем ( , , ).j j j j
VV f H W Z=  Исходные данные для вычислений SCRΓ  формируются из БД гео-

метрических параметров экструдеров в зависимости от марки экструдера EXTRUDM  (диаметра 
шнека/шнеков D). Геометрические характеристики экструдера сформированной конфигура-
ции передаются в подсистему математического моделирования экструзии. В ней осуществля-

Рис. 1. Информационное описание процесса экструзии ВПМ как объекта управления
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ется синтез структуры MS  ММ течения расплава полимера в канале модульного шнека путем 
выбора (из соответствующей библиотеки ММ и в зависимости от типа экструдера) и компо-
новки друг с другом ММ течения расплава в каналах элементов, из которых составлен шнек. 
При компоновке обеспечивается выполнение условий сопряжения элементов шнека, опреде-
ляющих равенство давлений и температур расплава на выходе из канала ( 1)j − -го элемента и 
на входе в канал j-го элемента. ММ течения расплава в канале шнека компонуется с ММ тече-
ния расплава в формующей щели головки. Коэффициент геометрической формы, определяю-
щий гидравлическую пропускную способность щели, вычисляется в зависимости от геоме-
трических параметров щели HEADΓ  по ММ, выбираемой из библиотеки ММ для заданного 
типа головки HEADT . Синтезированная ММ экструзии настраивается на тип ВПМ путем озна-
чивания коэффициентов ММ, составляющих вектор :A  коэффициентов реологического урав-
нения состояния (начальный коэффициент консистенции 0 ,µ  температурный коэффициент 
вязкости ,b  индекс псевдопластичности n), коэффициентов теплоотдачи от расплава в охлаж-
даемый корпус ,Bkα  1, , Tk n=   и шнек .SCRα

Сложность ММ экструзии обусловлена взаимной зависимостью скоростей потоков и тем-
пературы расплава, нелинейной зависимостью вязкости от них и наличием уравнений раз-
личных классов, в том числе алгебраических уравнений и уравнений в частных производных. 
Поэтому в ПК интегрирована библиотека методов решения, включающая неявные конеч-
но-разностные методы, методы теории плоских несимметричных потоков [3], прямые и ите-
рационные методы решения систем алгебраических уравнений, обеспечивающие сходимость 

Рис. 2. Функциональная структура ПК для управления экструдерами
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вычислительного процесса при соблюдении требований к точности и экономичности расчета 
выходных параметров процесса для различных типов и конфигураций экструдеров, типов 
ВПМ. Численное решение уравнений ММ позволяет вычислить распределения скоростей 
циркуляционного потока xv  и поступательного потока ,zv  давления P  и температуры T  рас-
плава с ВА: { ( , ), 1, , },

c

j
c c v ELv v f y z j N= = =   , ,c x z=  { ( ), 1, , },j

P ELP P f z j N= = =   
{ ( , ), 1, , },j

T ELT T f y z j N= = =   0 ,jy H≤ ≤  1 1 .j j jz z z Z− −≤ ≤ +  Здесь ,j
xv  ,j

zv  ,jP  jT  — скорости 
потоков (м/с), давление (Па) и температура (°С) расплава в канале j-го элемента; ,y  z  — ко-
ординаты по глубине и длине канала, м; 1jz −  — координата входного сечения канала j-го эле-
мента, м. Производительность экструдера ,G Qρ=  где ρ — плотность расплава полимера (кг/м3), 
содержащего ВА, вычисляется во внешнем цикле путем итерационного поиска объемного рас-
хода потока расплава через экструдер ,Q  при котором выполняется условие сопряжения шне-
ка и головки 1 100.HEAD SCR PP P ε− ≤  Здесь ,SCR z Z

P P
=

=  
1

ELN j
j

Z Z
=

=∑  — давление расплава на 
выходе из канала шнека длиной ,Z  Па; HEADP  — давление расплава на входе в формующую 
щель головки, Па (вычисляется по ММ течения в формующей щели), Па; Pε  — максимально 
допустимое отклонение, определяющее точность поиска рабочей точки экструдера, %. Значе-
ния скоростей потоков и температуры используются для расчета удельного энергопотребле-
ния экструдера E  и средней степени смешения расплава :avγ

 ,EXTRUDE W G=  ( ) ( ) ( ) ( )
1

1

2 2

1 0
1 ,

j j j
EL

j

z Z HN j j j
av av x zj z

Z H v y v y dy dzγ τ
−

−

+

=

  = ∂ ∂ + ∂ ∂    
∑ ∫ ∫  (2)

где EXTRUDW  — мощность, потребляемая экструдером и вычисляемая как алгебраическая сумма 
мощности работы сил вязкого трения, тепловых потоков, отводимых от расплава в охлаждае-
мый корпус и шнек, и мощности, расходуемой на создание давления, Вт; avτ  — среднее время 
пребывания в экструдере, вычисляемое в зависимости от рабочего объема канала шнека (скла-
дываемого из объемов каналов элементов) и производительности ,G  с.

Результаты моделирования визуализируются на интерфейсе конечного пользователя в 
виде графиков распределений давления (по длине шнека sin jl z ϕ= ), температуры (по глубине 
y  и длине z  канала шнека) и средней (по глубине) температуры (по длине шнека l), а также 
поверхностей отклика производительности, энергопотребления и степени смешения, постро-
енных при варьировании управляющих воздействий в регламентных диапазонах.

ПК разработан с использованием инструментальных средств визуального программиро-
вания (среда Visual Studio, язык программирования C#), СУБД SQLite, средств построения 3D 
моделей (среда 3ds Max) и работы с интерактивной 3D графикой (среда Unreal Engine).

2. ММ течения расплава полимера, содержащего ВА, в канале элемента шнека 

Библиотека ММ включает ММ течения в каналах элементов шнеков одношнековых и 
двухшнековых экструдеров. ММ построены на основе законов сохранения и реологии с уче-
том допущений об обращенном движении корпуса и шнека, малости кривизны канала, его 
полном заполнении, стационарности процесса, постоянстве теплофизических свойств рас-
плава и ВА, несжимаемости расплава, отсутствии радиального потока, инерционных и массо-
вых сил, теплопереноса по ширине канала, скольжения по стенкам канала, преобладании кон-
вективного переноса теплоты вдоль канала и теплопроводности по глубине канала [3]. ММ 
отличаются от ММ, описанных в литературе [4, 5], учетом утечек расплава из канала, приво-
дящих к снижению производительности, и неидеальности теплового контакта расплава с кор-
пусом и шнеком (с помощью тепловых граничных условий Робина). Так, ММ течения в канале 
j-го элемента шнека одношнекового экструдера имеет следующую структуру:

уравнения материального баланса, баланса сил вязкого трения и давления, теплового ба-
ланса для вычисления расхода потока через канал, скоростей, давления, температуры
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0

,
jH j j j

x sv dy Q Qδ= +∫      
0

jHj j j
zW v dy Q=∫ ,   ( ) ,j j j j

f cQ z Q Q Qδ= − +

 ( ) ,j j j j jQ Z m s Qδ δ= −     ,j j j j
s sQ m s Q=   (3)

( ) ,j j j
xP x v y yη ∂ ∂ = ∂ ∂ ∂ ∂   ( ) ,j j j

zP z v y yη ∂ ∂ = ∂ ∂ ∂ ∂   0 ,jy H< <  1 1 ,j j jz z z Z− −< ≤ +  (4)

( ) ( ) ( ) ( )2 22 2 ,j j j j j j
P z x zc v T z T y v y v yρ λ η  ∂ ∂ = ∂ ∂ + ∂ ∂ + ∂ ∂  

 0 ,jy H< <  1 1 ;j j jz z z Z− −< ≤ +  (5)

реологическое уравнение для расчета вязкости расплава с ВА в канале jη  и зазоре j
δη  

 ( ) ( ) ( )
( )1 22 2

0 exp 273 ,
n

j j j j
x zb T v y v yη µ

−
  = − + ∂ ∂ + ∂ ∂    

 ( ) ( ) 1

0 0exp 273 ;
nj j

Bkb T DNδη µ π δ
−

= − +    (6)
уравнения для расчета плотности, теплоемкости Pc , теплопроводности λ  расплава с ВА

 ( )1 2 1 2 2 1 ,ρ ρ ρ χ ρ χ ρ= +  2

1
,P i Pii

c cχ
=

=∑  2

1
;i

ii
χλ λ

=
=∏  (7)

граничные условия на входе в канал элемента (условия сопряжения элементов)
 0 :z =  0 ,jP P=  0 ,jT T=  1;j =  1 :jz z −=  1,j jP P −=  1,j jT T −=  2,..., ;ELj N=  (8)
кинематические и тепловые граничные условия на стенках канала элемента
 0 :y =  0,j

xv =  0,j
zv =  ( ) ( ) ,j j

SCR SCRT y T Tλ α− ∂ ∂ = −  (9)

    :jy H=  sin ,j j
xv DNπ ϕ= −  cos ,j j

xv DNπ ϕ=  ( ) ( ) ,j j
Bk BkT y T Tλ α− ∂ ∂ = −  1, , ,Tk n=   (10)

где ( )0, , , , , , , ,j j j j j j j
Q fQ f D z e N P z
δδ δδ ϕ η= ∂ ∂  ( ), , , , , , , ,

s

j j j j j j j
s Q fQ f D z e H N P zϕ η= ∂ ∂  ,jQδ  

j
sQ  — интенсивности (м2/с ) и расходы (м3/с) утечек расплава через радиальный зазор и про-

рези в нарезке; jQ  — расход через канал, м3/с; 1 21 ,χ χ= −  2 BAG Gχ =  — массовые доли поли-
мера и ВА в смеси; 0 ,P  0T  — давление (Па) и температура (°С) на входе в канал шнека.

ММ (3)–(10) настраивается на различные типы элементов шнека экструдера (путем озна-
чивания глубины, числа заходов нарезки, числа прорезей) и типы полимеров и ВА.

Тестирование ПК по данным процессов экструзии в промышленных производствах вспе-
ненных упаковочных пленок (из полиэтилена низкой плотности (ПЭНП)) и теплоизоляцион-
ных плит (из ПС) подтвердило его работоспособность. Пример результатов моделирования 
одношнековой экструзии расплава ПЭНП, содержащего фреон, представлен на рис. 3. Для 
экструдера с диаметром шнека 0,15 м сформирована конфигурация шнека, составленного из 
смесительного, сужающего и транспортного элементов. По синтезированной ММ вычислены 
распределения давления (при частоте вращения шнека 0,3 об/с (кривая 1) и 0,5 об/с (кривая 2)) 

Рис. 3. Сформированная 3D модель шнека и вычисленные показатели состояния расплава



1449

и температуры расплава. С ростом частоты вращения шнека давление увеличивается. Темпе-
ратура уменьшается по длине канала вследствие теплоотдачи в охлаждаемый корпус и шнек, 
температура которых составляет 110 °С. При этом из-за низкой теплопроводности расплава 
(~0,17 Вт/(м·°С)) сильнее охлаждаются его слои, прилегающие к поверхности корпуса и сер-
дечнику шнека, а серединные слои имеют наибольшую температуру.

Заключение

Разработан перенастраиваемый ПК, который позволяет синтезировать ММ экструзии 
расплавов полимеров, содержащих ВА, предназначенные для поиска конфигураций шнеков и 
управляющих воздействий на экструдеры с перенастраиваемой конфигурацией, обеспечива-
ющих требуемые показатели качества подготовки расплавов к вспениванию (температурный 
профиль, степень смешения) в многоассортиментных производствах ВПМ. 
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Аннотация. В статье рассматривается задача проектирования информационной системы 
планирования доставки продуктов заказчикам. При проектировании информационной 
системы используется структурный подход на основе CASE-технологии с применением 
пакета моделирования BPwin, поддерживающий методологию IDEF0.
Ключевые слова: информационная система, моделирование, планирование работы, 
CASE-технологии.

Введение

Одна из проблем в деятельности заказов в продуктовом магазине, в частности, заключают-
ся в распределении заказов между курьерами, правильной организации маршрута доставки. 
Эти проблемы решаются с помощью ИС, решения которой контролируются сотрудниками 
магазина. Они предоставляют информацию о товаре для этой системы, которая обрабатыва-
ется и доводится до курьеров в виде отчетов. Недостатки влияющие на деятельность органи-
зации заключаются неправильном планировании доставки продуктов заказчикам. Автомати-
зация этого процесса повысит эффективность продажи товаров магазина, ускорит доставку 
заказа. [2]. 

Примером подобной автоматизированной системы является продуктовый магазин Пяте-
рочка. Пятерочка всегда повышает уровень сервиса и делает все для создания максимально 
комфортных условий для клиентов. Ярким тому подтверждением является работа над расши-
рением и улучшением сервиса доставки продуктов на дом. Сейчас любой покупатель может 
получить купленные в режиме онлайн продукты на протяжении полутора часа [5].

Структурный анализ проектирования

С целью повышения качества разработки информационной системы планирования до-
ставки продуктов заказчикам целесообразным является использование структурного подхода 
с применением подхода на основе CASE-технологии. Данная технология является удобным 
средством для анализа, моделирования, проектирования и сопровождения сложных инфор-
мационных систем. В процессе ее применения широко используются диаграммы, графы, та-
блицы, схемы, дающие наглядное представление проектируемой системы. Для проектиро-
вания могут использоваться различные инструментальные системы. Одной из таких систем 
является пакет BPwin, поддерживающий методологию IDEF0, IDEF3 [1–4].

Модель в IDEF0 представлена совокупностью иерархически упорядоченных и логически 
связанных диаграмм. Процесс проектирования начинается с основного контекстного блока 
А0 (рис. 1), далее производится декомпозиция на блоки и описание каждого блока (рис. 2)

Применения CASE-технологии при разработке информационной системы 
планирования доставки продуктов заказчикам

При проектировании системы планировании доставки продуктов заказчикам необходимы 
данные о курьерах, заказов, местоположение продуктов на полках, адресов доставки и наклад-
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ная о товаре (диаграмма А-0, рис. 3). Моделируемый процесс начинается со сбора необходи-
мой информации. Входная информация бизнес-процесса ИС — продукты, заказ.

Выходная информация — планирования выполнения заказов в торговом зале продуктово-
го магазина, планирования доставки продуктов заказчикам.

К нормативно-справочной информации относятся такие документы как план микрорайо-
на, стоимость на продукты, местоположение продуктов на полках.

Персонал и оборудование бизнес-процесса ИС: клиент, курьер, сотрудник магазина, ме-
неджер по логистике.

Результат декомпозиции бизнес-процесса ИС доставка из продуктового магазина, кото-
рый представлен на диаграмме А0 (рис. 4):

1. Управляемый процесс — продажа продуктов. На вход этого процесса поступает про-
дукты. На вход этого процесса поступает продукты, доставленные клиенту, данные об отказе, 
данные о комплектации, которые поступают на вход управляющего процесса. Также, во время 
своей работы, управляемый процесс принимает информацию от управляющего процесса — 
план заказа в торговом зале, план доставки, конечная стоимость заказа.

Рис. 1. Исходная модель объекта

Рис. 2. Декомпозиция функциональных блоков
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Персонал и оборудование, участвующие в работе управляемого процесса:
2. Управляющий процесс — план доставки. На вход этого процесса поступает информация 

от управляемого процесса: данные об отказе, данные о комплектации. Результатом этого про-
цесса является продукты, доставленные клиенту. Оборудование, участвующее в работе управ-
ляющего процесса — сотрудники магазина, менеджер по логистике. 

Описание информационной технологии представим в виде поведенческой модели (диа-
граммы IDEF3). В ней отражаются такие категории как действия (работы), события (соедине-
ния, перекрестки) и связи между действиями, отражающие возможный порядок выполнения 
действий.

Рис. 3. Диаграмма IDEF0 A-0. Планирование выполнения заказов в продуктовом магазине

Рис. 4. Диаграмма A0. Доставка из продуктового магазина
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Построение схемы документооборота

Сотруднику магазина поступают данные, о комплектации заказа, местоположение продук-
тов на полках, окончательной стоимости. Курьеру поступает маршрутный лист. После сбора 
необходимой информации сотрудник магазина формирует готовый заказ. Он поступает ку-
рьеру, после чего, заказ доставляется клиенту. На основе собранной информации составляет 
представлена схема документооборота (рис. 5) и формируется список документов (табл. 1).

Таблица 1
Список документов

Код документа Наименование сущности (наименование 
информационного элемента, документа)

1 Клиент
2 Данные о заказе
3 Менеджер по логистике
4 Накладная о товаре
5 Поставщик
6 Маршрутный лист
7 Окончательная стоимость
8 Местоположение продуктов на полках
9 Комплектация заказа

10 Сотрудник магазина
11 Информация о заказе
12 Курьер
13 Чек

Рис. 5. Схема документооборота
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В рамках внедрения АИС решается задача качественного планирования мршрута. Внедре-
ние ИС позволит использовать более точные методы планирования маршрута по сравнению с 
существующими методами, применяемых сотрудниками продуктового магазина.

Быстродействие работы сотрудников способствуют следующие факторы, связанные непо-
средственно с повышением точности планирования работы службы доставки.

1. Оптимальный выбор курьеров
2. Обеспечение равномерной нагрузки на персонал
3. Повышение точности при планировании маршрута
4. Снижение количества ошибок при планировании маршрута
В результате структурного анализа, постановки задачи, сбора исходной информации, ие-

рархической декомпозиции исходного блока IDEF0-A0 получена логическая модель базы дан-
ных (рис. 6). На основании логической модели и собранной информации заполняется база 
данных.

Логическая модель включает блоки: клиент, заказа, расстояние между перекрестками, 
маршрут, курьеры, комплектация заказа, товары.

Результат проектирования представлен в виде фрагмента планирования маршрута достав-
ки (рис. 7).

 

Рис. 6. Логическая модель базы данных

Рис. 7. Фрагмент планирования маршрута доставки
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Заключение

В статье были рассмотрены вопросы проектирования информационной системы (ИС) для 
решения задач планирования доставки продуктов заказчикам. С целью повышения качества 
разработки ИС был рассмотрен и применен подход структурного проектирования на осно-
ве CASE-технологи с использованием методологии IDEF0 и инструментария BPwin. Данный 
подход может быть использован для проектирования любых информационных систем и, в 
частности, образовательных учреждений.
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Аннотация. В статье проведен анализ движения на участке дороги. Был рассмотрен 
участок дороги на улице Ташаяк около станции метро Кремлёвская города Казани, так 
как там затруднен проезд транспортных средств. Оптимизация проводилась с помощью 
программного обеспечение для имитационного моделирования AnyLogic. Повышения 
пропускной способности перекрестков дорожной сети города можно добиться за счет 
оптимальной настройки цикла светофоров. После проведения оптимизации выяснилось, 
что сократилась вероятность появления аварий, уменьшилась средняя длина пробок на 
участках дороги и среднее время нахождения машин в пробках.
Ключевые слова: AnyLogic, моделирование систем, оптимизация, транспортные потоки, 
дорожное движение, программное обеспечение, нормальность распределения, времен-
ное прогнозирование, линейная корреляция.

Введение

Рассмотрим участок дороги на улице Ташаяк около станции метро Кремлёвская города 
Казани. Данный участок расположен в центре города, поэтому довольно часто там затруд-
няется проезд транспортных средств. Увеличить количество полос движения практически не 
представляется возможным, значит необходимо регулировать транспортные потоки исходя 
из интенсивности движения автомобилей с помощью установления различных фаз работ све-
тофоров в утреннее, дневное и ночное время [1].

В AnyLogic встроена библиотека дорожного движения, которая позволяет размещать доро-
ги, перекрёстки, стоп-линии, парковки и автобусные остановки. Сделаем снимок выбранного 
участка дороги с карт Яндекса. Загрузим изображение участка с помощью последовательного 
выполнения команды Палитра-Презентация-Изображение. Используя элементы управления 
библиотеки дорожного движения поместим дороги, перекрёстки, остановки и парковки на 
изображение (рис. 1.) [2].

Добавим светофоры и установим режимы работы для трех перекрёстков. Далее необходи-
мо описать логику движения транспортных средств по выбранному участку дороги. В библио-

Рис. 1. Моделирование участка дороги в AnyLogic
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теке дорожного движения находятся следующие блоки: Car_Source (генерация транспортных 
средств), Car_Dispose (удаление транспортных средств из модели), Car_Move_To (управление 
движением автомобиля), Road_Network_Descriptor (отображение пробок на дорогах). 

Далее необходимо задать движение автомобилей, которые будут заезжать на парковки. На 
рисунке также представлена логика движения данных авто. Автомобили могут появляться как 
на дорогах, так и на парковках. Время нахождения на парковке устанавливается с помощью 
блока Delay [3–4].

На рис. 2 представлена логика движения автомобилей в модели.

Чтобы оптимизировать движение на данном участке дороги, используем настройку пара-
метров фаз работы светофора. Параметры p1, p2, p3, p4, p5, p6 будут отвечать за длительность 
зеленой или красной фазы светофора (в секундах). Далее необходимо рассчитывать время на-
хождения каждого транспортного средства в модели. Для этого установим у агента Car пара-
метр с функцией по умолчанию time(). Результаты времени нахождения автомобиля в модели 
удобно представить с помощью диаграммы (рис. 3).

Рис. 2. Логика движения автомобилей по дорогам и до парковок

Рис. 3. Диаграмма времени нахождения авто в модели
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Пример выполнения оптимизационного эксперимента представлен на рис. 4, пример запи-
санного файла представлен на рис. 5.

Методика выполнения оптимизации дороги:
1. Выбор совокупности основных статистических показателей.
2. Вычисление основных статистических характеристик ИСД: оценок математического 

ожидания (среднего); среднего квадратического (стандартного) отклонения; ошибки вычис-
ления среднего значения; медианы; асимметрии; эксцесса и их ошибок; построение довери-
тельных интервалов.

Рис. 4. Пример выполнения оптимизационного эксперимента Optimization

Рис. 5. Пример записанного файла эксперимента Optimization
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3. Оценка нормальности распределения ИСД (их подчинения нормальному закону);
4. Временное прогнозирование.
5. Вычисление парных коэффициентов линейной корреляции.
6. Факторный анализ
7. Кластерный анализ
8. Получение уравнений регрессии, представляющих собой зависимость результативных 

показателей эффективности работы предприятия от влияющих на него производственно-эко-
номических факторов.

9. Оптимизация значений производственно-экономических факторов и результативных 
показателей эффективности с целью принятия управляющего решения.

Заключение

Повышения пропускной способности перекрестков дорожной сети города можно добить-
ся за счет оптимальной настройки цикла светофоров. По полученным данным можно гово-
рить о том, что наилучшими параметрами светофора для этого являются: x1-19, x2-19, x3-27, 
x4-11, x5-87, x6-22. При этом среднее количество авто на участке дороги за 100 секунд (по мо-
дельному времени) по регрессионному уравнению составляет 12,8, а при оптимизации нами 
было получено значение 5,846 (минимальное значение). Из этого следует вывод, что среднее 
количество авто на участке дороги после оптимизации меньше значения, которое было рас-
считано по регрессионному анализу. То есть автомобили быстрее покидают участок дороги, 
что уменьшает вероятность появления пробок. Также мы считаем, что допускается установле-
ние значений параметров светофоров, когда среднее количество авто на участке дороги при-
надлежит интервалу времени (5,13) секунд. Мы провели оптимизацию с заданным условием и 
выяснили те допустимые значения для светофоров. Из 500 вариантов для установления значе-
ний параметров светофора 465 оказались наиболее оптимальными.

После проведения оптимизации выяснилось, что сократилась вероятность появления ава-
рий, уменьшилась средняя длина пробок на участках дороги и среднее время нахождения ма-
шин в пробках.
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ПРОБЛЕМЫ БИОМЕТРИЧЕСКОЙ ИДЕНТИФИКАЦИИ ПО РАДУЖКЕ ГЛАЗА
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В. А. Слепов

Аннотация. В статье анализируются возникающие проблемы и способы их решения при 
создании системы биометрической идентификации по радужке глаза. Далее приводится 
рассмотрение этапов идентификации: обнаружение зрачка, обнаружение радужной обо-
лочки, распознавание радужки. Также, рассматривается применение таких методов как: 
алгоритм Кэнни, преобразование Хаффа, фильтр Гаусса, медианный фильтр и фильтр 
Габора с использованием среднего абсолютного отклонения, благодаря которым можно 
добиться поставленной задачи.
Ключевые слова: машинное зрение, биометрическая идентификация, распознавание, 
фильтр Габора, обнаружение, радужная оболочка, алгоритм Кэнни, преобразование Хаф-
фа, система безопасности, четвертая промышленная революция.

Введение

В независимости от времени всегда будет актуальна безопасность во всех ее проявлениях, 
будь то безопасность данных или безопасность организации. С развитием технологий появля-
ется все больше способов распознавания человека. 

Например, в наше время для доступа в какую-либо организацию в основном используются 
электронные пропуска, однако не редко встречаются и методы биометрической идентификации.

Благодаря четвертой промышленной революции человечество хорошо знакомо с техноло-
гией машинного зрения, с ее помощью человек может получать для обработки изображения 
объекты реального мира.

Метод распознавания человека по радужке глаза основан на получении изображения глаза 
человека с помощью технического оборудования, преобразовании его в специальный код и 
сравнении его с базой данных изображений на наличие сходства.

Рисунок оболочки уникален для каждого человека и не меняется с возрастом, поэтому тех-
нология его распознавания является одной из самых эффективных способов идентификации 
личности [3].

На риc. 1 представлена схема работы данной системы.

Рис. 1. Схема работы системы по распознаванию радужки глаза
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1. Анализ возможных проблем при построении системы и их решение

При построении системы распознавания по радужной оболочке глаза могут возникнуть 
следующие проблемы:

1. Возникновение бликов при составлении изображения. 
Решение: предлагается использовать методы для обнаружения бликов на изображении, по-

сле чего для их удаления следует применить улучшение с применением отдельных фильтров, и 
в конце на место удаленных бликов поставить значение окружающего пигмента.

2. Отличие в условиях освещенности при использовании регистрирующего изображения 
устройства. 

Решение: предлагается использовать специальное оборудование с искусственным добавле-
нием освещенности, что понизит шанс образования затемненной области глаза.

3. Наличие контактных линз и очков, которые затрудняют процесс идентификации.
Решение: данная проблема является довольно актуальной при рассмотрении системы рас-

познавания по радужке глаза, однако во избежания отказа от такой системы предлагается по-
низить порог идентификации до 80–85 %.

2. Этапы идентификации

2.1. Обнаружение зрачка

Зрачок — это круглое отверстие в центре радужки. Сужаясь и расширяясь, он регулирует 
поток лучей света, проходящих в глаз, и контролирует степень освещенности сетчатки [1]. 

На полученном изображении глаза зрачок будет представлять собой круг черного цвета, 
для обнаружения границы которого, наиболее подходящим методом будет алгоритм Кэнни.

Поскольку зрачок — самый большой и яркий круг на всем изображении, то интенсивность 
спектра в области зрачка будет достигать пика. В области зрачка строго в центре значение 
интенсивности будет максимально. Это происходит потому, что центр — точка внутри круга, 
наиболее удалённая от всех его границ. Поэтому максимальное значение должно соответство-
вать центру зрачка, и, кроме того, расстояние от центра зрачка до границы должно быть равно 
радиусу зрачка [2].

Данный алгоритм для достижения четкого определения границы выполняет следующие 
действия:

1. Сглаживание. Процесс размытия изображения для удаления шума. 
2. Поиск градиентов. Процесс определения длины вектора градиента по точкам, где он при-

нимает максимальное значение.
3. Двухпороговая фильтрация. На этом этапе происходит поочередная фильтрация с высо-

ким и низким порогом, для избежания потери граничных точек и добавления излишних.
Как результат данного алгоритма можно получить бинарное изображение контуров (рис. 2).

2.2. Обнаружение радужной оболочки глаза

Радужная оболочка — видимая невооружённым взглядом часть глаза, располагающаяся 
между зрачком и склерой [3]. 

Следующим шагом после определения границ зрачка, является выделение радужной обо-
лочки глаза, для этого можно воспользоваться преобразованием Хаффа для окружностей. На 
этом шаге предлагается использовать способ проверки изменения в интенсивности пикселей 
от зрачка к границе изображения с применением черно-белого фильтра. 
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Для поиска границ радужки достаточно знать координаты центра зрачка и его прибли-
зительный радиус. Это позволяет строить концентрические окружности увеличивающегося 
радиуса, для каждой из которых рассчитывается суммарная интенсивность лежащих на ней 
пикселей. Анализ разности интенсивностей каждой окружности относительно предыдущей 
позволяет выявить границу радужки. Учитывая, что граница представляет собой перепад ин-
тенсивности из темных тонов в светлые, получаем, что та окружность, изменение интенсив-
ности которой относительно предыдущей (окружности меньшего радиуса) максимально, и 
будет окружностью, охватывающей радужку [4].

2.3. Распознавание по радужке

Идентификация — процесс сравнения один ко многим, предполагается, что в рассматри-
ваемой системе, поступающее изображение радужной оболочки глаза будет сравниваться с 
уже готовой базой данных специальных кодов, после чего выведет результат определения лич-
ности.

Перед тем как перейти к процессу распознавания по изображению, необходимо избавить-
ся от шума, чтобы получить точный код радужки. Для этого предлагается воспользоваться 
одним из следующих методов:

1. Гауссова фильтрация — фильтр, позволяющий избавиться от шума и размытия, прибе-
гая к использованию нижних частот.

2. Медианный фильтр — нелинейный фильтр, который помогает избавиться от шума на 
изображении, при этом сохраняя границы некоторых объектов.

После перевода изображения в декартову систему координат его малозначащие части мож-
но откинуть, например верхнюю и нижнюю стрики, так же происходит удаление бликов, кото-
рые негативно сказываются на текстуре радужной оболочки [5].

На следующем шаге можно перейти к представлению изображения в виде кода, для этого 
воспользуемся фильтром Габора с использованием среднего абсолютного отклонения отфиль-
трованного изображения от оригинала, в котором сравнительной функцией будет евклидово 
расстояние между векторами.

Предполагается, что процесс идентификации будет происходить за счет установления и 
проверки порога сходства. Оптимальное значение сходства должно составлять 85–90 %.

Рис. 2. Результат работы алгоритма Кэнни
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Заключение

В рамках технологии по распознаванию радужной оболочки глаза была предложена си-
стема биометрической идентификации, рассмотрены этапы идентификации и проанализиро-
ваны проблемы, возникающие при построении такой системы. В результате можно сделать 
вывод, что данная технология довольна чувствительна к качеству поступающего изображения 
и имеет множество методов решения, среди которых были рассмотрены алгоритм Кэнни, пре-
образование Хаффа и фильтра Габора.
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Аннотация. В данной статье рассматривается метод анализа иерархий Саати для опре-
деления рейтинга объектов, его алгоритм и особенности.  Рассмотрена и решена данным 
методом задача выбора лучшего автосалона из представленного списка для покупки ав-
томобиля.
Ключевые слова: рейтинг объектов, ранжирование, лицо принимающее решение (ЛПР), 
анализ сравнения по критериям, метод анализа иерархий для построения рейтинга 
объектов.

Введение

Рейтинг — числовой или порядковый показатель, отображающий важность или значи
мость определённого объекта или явления. 

Можно заметить, что рейтинг представляет собой определенную позицию анализируемого 
объекта среди аналогичных, определенный способ размещения всех объектов рейтинга, от бо
лее весомого к менее весомому. Рейтинг определяется путем опроса большой целевой группы 
или ограниченной группы экспертов. Место в рейтинге для выбранного объекта определяется 
любым параметром оценки или группой параметров, рассчитанных по определенному алго
ритму оценки, согласно заданной шкале ранжирования.

В последние годы очень часто применяются рейтинговые оценки. Оценки являются удоб
ным средством обоснования решений по определению наилучшего или наихудшего показате
ля.  Многие компании часто использует рейтинговые оценки для того, чтобы выбрать лучшие 
решения для оцениваемых объектов, при помощи качественных и количественных оценок 
они могут рассмотреть различные последствия этого решения. 

 При оценивании отдельных критериев компании невозможно отследить полного функ
ционирования, если проводить улучшение на определенном объекте, это не дает большой эф
фективности, поэтому компании привлекают экспертов для независимой оценки и сравнения 
их с другими компаниями на рынке. При правильном подходе и рассмотрении всех компонен
тов, рейтинговая оценка увеличивается, тем самым помогает компаниям иметь преимущества 
на рынке, то есть при выборе необходимой продукции заинтересованный человек отдаст свой 
выбор той компании, чей рейтинг на рынке выше.

Сущность и понятие рейтинга

Рейтинг — это некий числовой или порядковый показатель, который демонстрирует зна
чимость или важность того или иного объекта.

Рейтинги можно составлять при помощи голосования, опросов общественного мнения или 
анкетирования, т. е. рейтинг — это показатель оценки, основанный на мнениях компетентных 
людей (компетентность в данном случае — это не только наличие определенного уровня зна
ний об изучаемом объекте, но и заинтересованность в результате) [10, 11].

Основной целью рейтинга является нахождение наиболее востребованного объекта. Рей
тинг решает следующие задачи:
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– раскрытие информации (рейтинг — это источник информации для человека, расширяю
щий горизонты);

– установление ограничений на риск (рейтинг используется человеком как точка отсчета 
для установления ограничений типа «да/нет» или «покупать/не покупать»);

– формирование объективной оценки компании интересующего его объекта;
– использование в качестве инструмента регулирования.
Спрос на рейтинги в современной жизни очень высок, потребителями могут выступать: 

инвесторы, коммерческие и некоммерческие организации различных направлений и т. д. Рей
тинги необходимы для того, чтобы сделать правильный выбор в условиях как избыточной, 
так и неполной информации, потому что в обоих случаях людям сложно принять правильное 
решение: если данных много, то их сложно обобщить и структурировать, если мало, то высока 
вероятность совершения ошибки без учета важных параметров.

В создании рейтингов в развитых странах составляют рейтинговые агентства, занимающие
ся различными объектами ранжирования. Значения показателей определяются экспертными 
или расчетноаналитическими методами [10, 11].

Рейтинг помогает объекту оценивания совершать действия для поднятия рейтинга на бо
лее высокий уровень.

Постановка задачи построения рейтинга объектов

Пусть для каждого из m  объектов множества   {1,2,.. }X m=  заданы n  числовых неотрица
тельных значений показателей (характеристик), т. е. задана матрица

( ), 1, , 1, .ijA a i m j n= = =
В этой матрице каждому объекту i X∈  соответствует строка с номером ,i  а каждому пока

зателю — столбец с номером .j  В матрице A  нет ни одной строки с нулевыми значениями 
показателей, так как рассмотрение таких объектов не имеет смысла. В матрице A  также отсут
ствуют столбцы, все элементы которых равны нулю. Предполагается, что большие значения 
показателей более предпочтительны по отношению к меньшим их значениям. 

Характеристикам соответствуют весовые коэффициенты 0,jϑ ≥  1, ,j n=  значения кото

рых нормируются. Нормированные значения весовых коэффициентов имеют вид 

1

,j
j n

j
j

w
ϑ

ϑ
=

=

∑
 

при этом 
1

1.
n

j
j

w
=

=∑
Вычисляются новые значения показателей с учетом весовых коэффициентов .ij ij jb a w=  

Значения показателей ijb  также нормируются: определяются 1max ,j i m ijb b≤ ≤= нормированные 

значения ijx  показателей ijb  с учетом весов jw  имеют вид ,ij
ij

j

b
x

b
=  1, ,i m=  1, .j n=  Получен

ные значения ijx  удовлетворяют условиям 0 1ijx≤ ≤  и не имеют размерности [1]. Отсутствие 
размерности делает осмысленными математические и логические операции над разными по 
содержанию показателями.

Остановимся на проблеме определения коэффициентов важности критериев, т. е. весовых 
коэффициентов. В работах [5, 7] рассмотрены различные аспекты этой проблемы, стоит отме
тить, что рассматриваемая задача относится к задачам выбора вариантов. 

Решение задачи определения рейтинга может быть выполнено как для всего набора из n 
показателей, так и для любого подмножества 1 2{ , ,.., }kJ j j j=  различных показателей этого 
набора. С формальной точки зрения представленная задача — это задача кластеризации [4] с 
некоторыми дополнительными условиями. 
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Задача кластеризации состоит в разделении исследуемого множества объектов на группы 
«похожих» объектов, называемых кластерами. В задаче кластеризации отнесение каждого 
из объектов данных осуществляется к одному (или нескольким) из заранее неопределенных 
классов. Разбиение объектов данных по кластерам осуществляется при одновременном их 
формировании. Определение кластеров и разбиение по ним объектов данных выражается в 
итоговой модели данных, которая является решением задачи кластеризации [1]. 

Под кластером в рассматриваемой задаче понимается множество объектов, имеющих оди
наковый рейтинг. Множество объектов X  необходимо разбить на p  непересекающихся под
множеств 

1

,
n

k
k

X X
=

=


 0,k sX X∩ =  s k≠  при этом число подмножеств p  может быть заранее 

неизвестно, т. е. определяться в процессе решения задачи. 
Возможны также дополнительные ограничения вида min maxix X x≤ ≤  для некоторых или 

всех подмножеств. Дополнительные условия состоят в том, что разбиение производится для 
выделенного набора показателей и в соответствии с максимальным значением некоторых 
функций ( ),ig A  1, ,i k=  вычисленных для каждого из объектов. Из высказанного ранее пред
положения о предпочтительности больших значений показателей по сравнению с меньшими 
следует: если для двух объектов с номерами s  и k  выполнены условия, ,sj kjx x≥  1, ,j n=  то 
рейтинг объекта с номером s не может быть ниже, чем рейтинг объекта с номером .k

В процессе разбиения каждому из подмножеств kX  ставится в соответствие определенный 
показатель ,kq  называемый рейтингом объекта; все объекты из множества kX  неразличимы 
по этому показателю. 

Остановимся более подробно на методе анализа иерархий Саати для построения рейтинга 
объектов.

Метод анализа иерархий Саати

Метод анализа иерархий (МАИ) заключается в декомпозиции проблемы на более простые 
составные части и в дальнейшей обработке последовательности суждений эксперта по парным 
сравнениям. Метод Саати используется для обоснования принятия решений в условиях не
определенности и многокритериальности [6, 8]. Метод базируется на следующих принципах: 

Принцип декомпозиции. Данный принцип предусматривает структурирование проблемы в 
виде иерархии, что является первым этапом применения МАИ. Иерархия считается полной, 
если каждый элемент заданного уровня связан со всеми элементами последующего уровня.

Полная иерархия выглядит таким образом (рис. 1) и включает в себя: цель, критерии и 
альтернативы. 

Принцип сравнительных суждений. Необходимо установить приоритеты критериев и полу
чить оценки для альтернативных решений, в МАИ используется метод парных сравнений — 

Рис. 1. Иерархия
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строятся матрицы парных сравнений ( ),ijA a=  где ,i
ij

j

wa
w

=  iw  — «вес» iго элемента иерар

хии [2, 6]. Очевидно, 1,iia =  1/ ,ij jia a=  то есть диагональные элементы матрицы равны 1, 
матрица является обратносимметричной. Для каждой матрицы вычисляется отношение и ин
декс однородности.

Принцип синтеза приоритетов. Итак, будем считать, что
– построены матрицы парных сравнений: одна для второго уровня иерархии (для критери

ев), а на каждом последующем уровне — столько матриц парных сравнений, сколько элемен
тов содержит предшествующий уровень иерархии (в каждой матрице — результаты сравне
ния по одному из критериев); 

– вычислены интегральные оценки, распределены значения от максимального до мини
мального.

Метод анализа иерархий Саати состоит из следующих этапов:
1. Построение иерархии;
2. Получение оценок объектов, весовых коэффициентов критериев;
При расчете матриц парных сравнений используют шкалу для сравнения критериев между 

собой (шкалой относительной важности) (табл.1).
Таблица 1

Шкала относительной важности

ija Пояснения
1 Равная важность сравниваемых элементов иерархии. Оба сравниваемых элемента 

имеют одинаковую значимость для элемента более высокого уровня.
3 Умеренное превосходство iго элемента иерархии над jм. Предшествующий опыт 

и оценка говорят о немного большей значимости одного элемента по сравнению с 
другим.

5 Существенное или сильное превосходство iго элемента. Предшествующий опыт и 
оценка говорят о более высокой значимости одного элемента по сравнению с другим.

7 Значительное превосходство iго элемента. Очень высокая значимость элемента 
явно проявилась в прошлом.

9 Очень значительное превосходство iго элемента. Речь идет о максимально воз
можном различии между двумя элементами.

2, 4, 6, 8 Промежуточные степени превосходства. Значения попадают в интервал между 
определенными выше баллами значимости.

 
3. Оценка однородности иерархии:

max

1
n

n
α −

=
−

ÈÎ  — индекс однородности, где maxα  — максимальное собственное значение ма

трицы; n  — порядок матрицы, =
ÈÎ

ÎÎ
ÑÑ

 — отношение однородности [9].

Случайная согласованность (СС) уже известна и определена (табл. 2). 

Таблица 2
Случайная согласованность

Размерность матрицы 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Случайная согласованность 0 0 0,58 0,9 1,12 1,24 1,32 1,41 1,45 1,49

Если отношение однородности превышает 0,1, то оценки эксперта выставлены некоррек
тно, поэтому их необходимо пересмотреть для более точного оценивания.
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4. Расчет интегральных оценок объектов:
Интегральная оценка объекта вычисляется, как сумма всех показателей, умноженных на 

нормированное значение весовых коэффициентов [9].
Благодаря этому методу, можно найти оптимальное решение в любой ситуации, так как 

оно позволяет сравнивать все факторы одновременно.

Вычислительный эксперимент

Рассмотрим следующую задачу: необходимо определить лучший из пяти автосалонов для 
покупки автомобиля. Значения параметров (показателей) для всех объектов (автосалоны) 
приведены в табл. 3. В качестве объектов выступают автосалоны (множество 1 5( ,.. ),S s s=  где 

is  ( 1,5)i =  iй салон). Параметров ( 3)m =  — это расположение салона, работа персонала и его 
репутация [3]. 

Будем использовать общую шкалу для показателей с качественными оценками — {отл, хор, 
удовл, неудовл}. Данные оценки были поставлены экспертом.

Таблица 3
Качественные оценки автосалонов

№ 
Салона

Оценки
А Б В

1 удовл хор отл
2 неуд отл удовл
3 отл хор удовл
4 отл неуд отл
5 отл отл хор

Обозначим показатели, как «отл» — 9, «хор» — 7, «удовл» — 5, «неудовл» — 3. Значения 
показателей представлены в таблице (табл. 4):

Таблица 4
Значения показателей

Автосалон
Показатели

K1 K2 K3
s1 5 7 9
s2 3 9 5
s3 9 7 3
s4 9 3 9
s5 9 9 7

Матрица ijA  имеет вид:
5 7 9
3 9 5

.9 7 3
9 3 9
9 9 7

ijA

 
 
 
 =
 
 
 
 

Допустим, что в данной задаче все показатели равноценны, поэтому 1 .
3jw =  Построим ма

трицу с новыми значениями показателей:
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5 7 9
3 3 3

9 51
3 3

9 7 .1
3 3
9 91
3 3
9 9 7
3 3 3

ijB

 
 
 
 
 
 
 =
 
 
 
 
 
 
 

Найдем максимальный элемент в каждой строке для нормирования по формуле 

1max :j i m ijb b≤ ≤=  1
9 ,
3

b =  2
9 ,
3

b =  3
9 .
3

b =  Рассчитаем новые значения показателей ijb  с учетом 

весов :jw
5 7 1
9 9
3 51
9 9

7 3 .1
9 9
31 1
9

71 1
9

ijX

 
 
 
 
 
 
 =
 
 
 
 
 
 
 

Для построения рейтинга объектов воспользуемся методом Саати. Построим иерархию, 
где в качестве показателей (критериев) будут: расположение салона, работа персонала и репу
тация (рис. 2).

Рассчитаем весовые коэффициенты (табл. 5).

Рис. 2. Иерархия объектов
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max
max 5, 249, 0,06, 0,05.

1 ( )
n

n M
αα −

= = = = =
−

ÈÎ
ÈÎ ÎÎ

ÈÎ

Таблица 5
Весовые коэффициенты

Название критерия Расположение салона Работа персонала Репутация салона
Расположение салона 1 5 1

7
Работа персонала 1

5
1 1

9
Репутация салона 7 9 1

Построим и вычислим матрицу весовых коэффициентов с помощью строчных сумм (табл. 6).

Таблица 6
Матрица весовых коэффициентов

Критерий Располо-
жение

Работа 
персонала

Репутация Строчные 
суммы

Норми-
рованные 
значения 

Обозначе-
ние

Расположение 
салона

1 5 1
7

6,1 0.251 1w

Работа 
персонала

1
5

1 1
9

1,31 0,053 2w

Репутация 
салона

7
1

9
1

1 17 0,695 3w

Проведем анализ сравнения автосалонов по выше предложенным критериям (табл. 7–9).

Таблица 7
Анализ сравнения салонов по критерию «Расположение салона»

№ 
автосалона

№ автосалона Строчная 
Сумма

Нормированное 
значение 
критерия

Обозначение
1 2 3 4 5

1 1 3 1
5

1
5

1
5

4,6 0,089 11k

2 1
3

1 1
7

1
7

1
7

1,76 0,034 12k

3 5 7 1 1 1 15 0,292 13k
4 5 7 1 1 1 15 0,292 14k
5 5 7 1 1 1 15 0,292 15k

Сумма 16,33 25,00 3,34 3,34 3,34 51,36 1
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max 5, 2918, 0,0729, 0,065.α = = =ÈÎ ÎÎ

Таблица 9
Анализ сравнения салонов по критерию «Репутация салона»

№ автосалона
№ автосалона Строчная 

сумма

Нормированное 
значение 
критерия

Обозначение
1 2 3 4 5

1 1 7 9 1 5 21 0,35 31k
2 1

7
1 3 1

5
1
7

4,485 0,07 32k

3 1
9

1
3

1 1
9

1
5

1,7555 0,029 33k

4 1 5 9 1 3 19 0,31 34k
5 1

3
5 7 1

3
1 13,6 0,22 35k

Сумма 2,58 18,33 29 2,644 7,34 59,907 1

max 5,643, 0,1608, 0,14.α = = =ÈÎ ÎÎ

Можно сделать вывод, что при расчете отношение однородности не превышает 0,10, то 
есть оценки эксперта были корректными, поэтому вычислим интегральных оценок (табл.10):

Таблица 10
Расчет интегральных оценок

№ автосалона
Значение 

интегральной 
оценки

Рейтинг 
автосалона

1 0,277 2
2 0,080 5
3 0,102 4
4 0,295 1
5 0,242 3

Таблица 8
Анализ сравнения салонов по критерию «Работа персонала»

№ 
автосалона

№ автосалона Строчная 
Сумма

Нормированное 
значение 
критерия

Обозна-
чение1 2 3 4 5

1 1 1
3

1 7 1
3

9,66666666 0,21530085 21k

2 3 1 3 9 1 17 0,37863253 22k
3 1 1

3
1 5 1

3
7,6666666 0,17075585 23k

4 1
7

1
9

1
5

1 1
9

1,56507936 0,03485823 24k

5 3 1 1 3 1 9 0,20045252 25k
Сумма 8,1428 2,7778 6,2 25 2,7777 44,8984127 1
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Так как высокий рейтинг соответствует максимальному значению, наибольший приоритет 
оказался у четвертого автосалона. Именно этот салон будет выбран в качестве оптимального 
для покупки автомобиля. 

Заключение

Рассмотренный в работе подход, основанный на методе анализа иерархий Саати,  может 
применяться при решении задач ранжирования объектов в различных сферах деятельности, 
например, определение рейтинга высших учебных заведений, определение лучшего банка для 
вложения денежных средств. В статье рассмотрен пример выбора наилучшего автосалона для 
покупки автомобиля, при этом в качестве критериев сравнения выступили расположение са
лона, работа персонала и его репутация.
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УДК 519.86

ОПТИМИЗАЦИЯ И КОНТРОЛЬ БАНКОВСКИХ УСЛУГ 
В РЕГИОНАЛЬНОЙ ЭКОНОМИЧЕСКОЙ СИСТЕМЕ

Воронежский государственный университет

Н. Б. Баева, Е. В. Куркин

Аннотация. В работе рассматривается вопрос оптимизации кредитного портфеля бан-
ка в условиях недружественной среды с целью максимизации прибыли и минимизации 
рисков с последующей организацией оптимального контроля над сформированным 
портфелем и состоянием банка. Проведен анализ основных существующих подходов и 
предложен вариант моделирования по одному их них, который на наш взгляд является 
наиболее подходящим. Предложено три типа оптимизационных моделей под различные 
типы заемщиков и способ расчета оптимальной точки контроля. Модели неоднородной 
векторной линейной оптимизации. Контроль построен на теории трудности достижения 
целей. Приведены примеры расчетов по модели и определения точки контроля.
Ключевые слова: кредитный портфель максимизация прибыли, минимизации рисков 
банка, недружественная среда, оптимизационная модель, оптимальный контроль.

Введение

Кредитные операции, наряду с приёмом денег во вклады, являются для банка той груп
пой операций, которые конституируют сущность банка в отличие от спекулятивных опера
ций с ценными бумагами. Коммерческие банки привлекают свободные денежные средства, 
высвобождающиеся в хозяйственном процессе, и предоставляют их во временное пользова
ние контрагентам, нуждающимся в дополнительном капитале для осуществления своего хо
зяйственного процесса. Осуществляя кредитные операции, банк формирует свой кредитный 
портфель. Кредитная деятельность банка имеет постоянный характер, поскольку в силу сво
ей природы для эффективного функционирования банку необходимо постоянно размещать 
имеющиеся в его распоряжении средства. Пока существуют коммерческие банки, вопросы, 
связанные с кредитованием, не потеряют своей актуальности. Управление кредитным порт
фелем — ключевой вопрос кредитной деятельности коммерческого банка, поскольку требует 
от исполнителей высокого профессионализма и понимания экономической сущности креди
тования. Современное состояние кредитных портфелей коммерческих банков следует рассма
тривать как результат деятельности под влиянием огромного числа внешних и внутренних 
факторов. Выдача кредитов для банков является не просто доходной операцией, а одним из 
основных источников получения доходов, так как при любом уровне развития экономики, 
даже в условиях финансовой нестабильности предприятий, кредитование не приостанавлива
ется. Все зависит лишь от того, каким образом тот или иной банк проводит свою кредитную 
политику, эффективен ли его кредитный портфель.

1. Понятие и сущность кредитного портфеля

Существует множество различных подходов к вопросу об определении понятия и сущ
ности кредитного портфеля банка. Под портфелем следует понимать совокупность, набор, 
запас определенных материальных, финансовых, идейных или других параметров, дающих 
представление о характере, направлении, объеме деятельности, перспективах рыночной нише 
компании, банка, организации и т. п. 
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Сравнивая различные определения кредитного портфеля [1–3] можно сделать вывод, что 
общим для определений является трактовка понятий как некой совокупности. Большинство 
авторов при определении кредитного портфеля основываются только на одном из критериев 
классификации его элементов — кредитном риске. Для наиболее точного определения кредит
ного портфеля необходимо принимать во внимание и другие факторы, оказывающие на него 
непосредственное влияние (например, уровень доходности и степень ликвидности кредитно
го портфеля). В зарубежной экономической литературе под кредитным портфелем понима
ется характеристика структуры и качества выданных ссуд, классифицированных по опреде
ленным критериям в зависимости от поставленных целей управления. То есть в определение 
сущности кредитного портфеля иностранные экономисты включают результат применения 
элементов процесса кредитного менеджмента. В последнее время все большее число отече
ственных специалистов берет на вооружение именно зарубежную методику определения по
нятия кредитного портфеля. 

В нормативных документах Банка России, регламентирующих отдельные стороны управ
ления кредитным портфелем (в частности в Положении Банка России № 254П от 26 марта 
2004 г. «О порядке формирования кредитными организациями резервов на возможные поте
ри по ссудам, ссудной и приравненной к ней задолженности»), определена его структура, из 
которой вытекает, что в него включается не только ссудный портфель, но и различные другие 
требования банка кредитного характера: предоставленные и полученные кредиты, размещен
ные и привлеченные депозиты, межбанковские кредиты и депозиты, факторинг, требования 
на получение (возврат) долговых ценных бумаг, акций и векселей, учтенные векселя, требова
ния по приобретенным по сделке правам, по приобретенным на вторичном рынке закладным, 
по сделкам продажи (покупки) активов с отсрочкой платежа, по оплаченным аккредитивам, 
по операциям финансовой аренды (лизинга), по возврату денежных средств, если приобре
тенные ценные бумаги и другие финансовые активы являются некотируемыми или не обраща
ются на организованном рынке, суммы, уплаченные кредитной организацией бенефициару по 
банковским гарантиям, но взысканные с принципала. Данная структура кредитного портфеля 
объясняется сходством таких категорий как депозит, межбанковский кредит, факторинг, га
рантии, лизинг, ценная бумага, которые в своей экономической сущности связаны с возврат
ным движением стоимости и отсутствием смены собственника.

2. Методы оптимизации кредитного портфеля

В настоящее время особую актуальность приобрела проблема формирования кредитного 
портфеля банка и оптимизация структуры кредитных ресурсов, так как ресурсы банков по 
времени значительно короче, чем сроки выдаваемых ими кредитов. Данная ситуация пред
ставляет реальную угрозу для многих коммерческих банков. Это возникает в том случае, когда 
пассивы, или обязательства самого банка, превышают активы, или требования банка к своим 
кредиторам, с одним сроком, т. е. возникает ситуация, когда банк должен больше, чем должны 
ему. Существует и обратная ситуация, когда сумма активов превышает над активами. Это на
зывается «подушкой ликвидности», характеризующаяся избытком средств банка для расчета 
по своим обязательствам. 

В ситуации, когда пассивы превышают активы, структуры обязательств самого банка и 
требований банка к своим кредиторам являются несбалансированными, что доказывается 
большими значениями «разрывов» ликвидности по отдельным временным интервалам. Если 
отдельно рассматривать ситуацию превышения активов над пассивами, то она не приносит 
банку никаких сложностей, и даже наоборот, повышает ликвидность. Превышение пассивов 
над активами приносит банку большие трудности с обеспечением ликвидности, так как банк 
не может в определенный срок ответить по своим обязательствам. Для этого ему необходимо 
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либо привлекать дополнительные средства, либо реализовывать свои активы со значитель
ным дисконтом, в убыток. 

Можно выделить следующие подходы к решению данной проблемы:
• Метод пассивной эволюции;
• Моделирование кредитного риска;
• Портфельная теория Макровица.
Приведем описание методов оптимизации.

2.1. Модель пассивной эволюции

Модель представляет собой метод постепенного прекращения потоков платежей банка при 
полной остановке им активных действий (операций по размещению и привлечению средств, 
с продолжением только взаиморасчетов с уже имеющимся клиентами). Смысл данного мето
да состоит в оценке работоспособности банка, его возможности к выполнению своих обяза
тельств таких, искусственно созданных условиях. 

Алгоритм данного метода состоит в следующем. Для каждого дня рассчитывают суммар
ные денежные изъятия, которые состоят из плановых изъятий и панических добавок, пред
ставляющих собой долг за прошлый (ые) день (дни), в случае, если банк в это время испыты
вал финансовые трудности. 

Для того чтобы покрыть изъятия в расчетный день, используют: 
• Наличные денежные средства;
• Часть активов (подразумевается их продажа);
• Штраф (за недостаток наличных денежных средств). Подразумевает своеобразный кре

дит, где банк покупает денежные средства на межбанковском рынке для покрытия изъятия, 
возникшего сегодня, за которые он расплатиться завтра за счет реализованных активов. 

В случае, когда средств банка не хватает для покрытия суммарных денежных изъятий, банк 
признается несостоятельным и пассивная эволюция прекращается. Если же активов достаточ
но, то вычисляются величины и остатки активов. 

2.2. Моделирование кредитного риска

При этом подходе кредитный риск рассматривается в трех вариантах: 
• Когда заемщики выплачивают долг не вовремя;
• Выплачивают не всю сумму;
• Заявленную в договоре, или выплачивают долг не сразу, а частями. 
Для данного подхода характерно то, что риск задержки или невозврата каждого, отдельно 

взятого кредита в момент решения выдавать кредит или отказать клиенту, невозможно опре
делить. Поэтому предлагается ограничиться усредненной суммой возврата кредита. 

2.3. Портфельная теория Марковица

Кредитный портфель оптимизируется с помощью математического моделирования. Задача 
сводится к максимизации ожидаемого дохода (целевой функции), а ответом на нее будет ре
шение банка выдавать клиенту кредит или отказать ему в данной услуге. Для решения данной 
задачи необходимо построение системы ограничений. 

Вопервых, это ограничения по суммарной величине выдаваемых кредитов по группам ка
чества, то есть банк не может выдать больше, чем заложено в его нормативах. 

Вовторых, это ограничения по обязательным резервам банка. Согласно положению Цен
трального Банка РФ №254П от 26 марта 2004 года «О порядке формирования кредитными 
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организациями резервов на возможные потери по ссудам, по ссудной и приравненной к ней 
задолженности» коммерческие банки обязаны формировать резервы на случаи возможных 
потерь по кредитам. В данном положении сформированы группы качества клиентов, а также 
определена величина резервов необходимых для каждой группы. 

Втретьих, ограничение по средствам банка. Банк обладает ограниченными денежными 
средствами. Величина всех выдаваемых кредитов и резервов, создаваемых на случай возмож
ных потерь по кредитам, не может превышать средства банка, состоящие из собственных 
средств банка и средств, привлекаемых в виде депозитов. 

Подход Марковица помогает банку решить две проблемы:
• Минимизировать риски;
• Максимизировать доходность кредитного портфеля. 
Однако применение подхода Марковица к формированию кредитного портфеля банка не 

получило широкого распространения. Трудности применения вызывает сложный математи
ческий аппарат, а также наличие развитой системы сбора исходной информации. 

3. Особенности кредитной деятельности коммерческого банка

В условиях недружественной среды имеют место следующие особенности: 
1) Ориентированность на краткосрочное кредитование;
2) Высокий уровень неопределенности и сложность внешней среды;
3) Высокий уровень риска;
4) Низкий уровень доходности физических и юридических лиц.
Влияние внешней среды на работу организаций требует наличия в ней сильного адаптив

ного механизма. Учитывая это, для устойчивого функционирования компаний необходимо 
разработать совокупность моделей и методов, обеспечивающих наличие успешных процедур, 
компенсирующих внешнее влияние, приводящее к созданию труднопреодолимых ситуаций в 
деятельности банка. 

Проблема, которую мы решаем, в данной экономической ситуации, сложившейся в послед
нее время, является актуальной и ее цель заключается в повышении эффективности деятель
ности банка в условиях недружественной среды в сфере кредитования, как в самой востребо
ванной в настоящее время.

Введем следующие обозначения параметров в моделях, приведенных в подразделах ниже. 
Пусть kp  — вероятность отдачи от проекта, kr  — процентная ставка, kb  — объем кредита, kx  — 
выдаваемая доля кредита, kx  — её нижняя граница, kg  — мера риска, kR  — отдача от проекта, 
S  — заемные средства банка, Q  — свободные кредитные ресурсы банка, *ξ  — норма резерви
рования, β  — коэффициент оценки рискованных видов деятельности, I  — процентная став
ка по которой банк покупает кредит.

3.1. Задача оптимизации кредитного портфеля банка для физического лица

Целевые функции модели:
*

1 *
1

( ) max
1

n

k k k k
k

f x p r b xβξ
βξ =

= →
+ ∑  — определяет прибыль банка;

2
1

( ) min
n

k k
k

f x g x
=

= →∑  — определяет риск операций.

Ограничения в модели:
(1 )k k k k kr b x R p+ ≤  — критерий проверки целесообразности выдачи кредита;

1
(1 )

n

k k k k
k

p r b x S
=

+ ≥∑  — критерий проверки целесообразности взятия кредита банком;
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1, 1,..,k kx x k n≤ ≤ ∀ =  — ограничение на долю выдаваемого кредита;

1
( )

n

k k k
k

b x L Q S
=

+ ≥ +∑  — критерий рациональности поведения операции.

3.2. Задача оптимизации кредитного портфеля банка 
для индивидуальных предпринимателей

Целевые функции модели:
*

1 *
1

( ) max
1

n

k k k k
k

f x p r b xβξ
βξ =

= →
+ ∑  — определяет прибыль банка;

2
1

( ) min
n

k k
k

f x g x
=

= →∑  — определяет риск операций.

Ограничения в модели:
(1 )k k k k kr b x R p+ ≤  — критерий проверки целесообразности выдачи кредита;

, 1,..,k k kr r r k n≤ ≤ ∀ =  — границы процентной ставки, определяемые банком;

1
(1 ) (1 )

n

k k k k
k

p r b x i S
=

+ ≥ +∑  — проверка целесообразности взятия кредита банком;

1, 1,..,k kx x k n≤ ≤ ∀ =  — ограничение на долю выдаваемого кредита;

1
( ) (1 )

n

k k k
k

b x L Q i S
=

+ ≥ + −∑  — критерий рациональности поведения операции.

3.3. Задача оптимизации кредитного портфеля банка для юридических лиц

Целевые функции модели:
*

1 *
1

( ) max
1

n

k k k k
k

f x p r b xβξ
βξ =

= →
+ ∑  — определяет прибыль банка;

2
1

( ) min
n

k k
k

f x g x
=

= →∑  — определяет риск операций;
Ограничения в модели:
(1 )k k k k kr b x R p+ ≤  — критерий проверки целесообразности выдачи кредита;

, 1,..,k k kr r r k n≤ ≤ ∀ =  — границы процентной ставки, определяемые банком;

, 1,..,k k kR R R k n≤ ≤ ∀ =  — границы отдачи от проекта, определяемые банком;

1
(1 ) (1 )

n

k k k k
k

p r b x i S
=

+ ≥ +∑  — проверка целесообразности взятия кредита банком;

1, 1,..,k kx x k n≤ ≤ ∀ =  — ограничение на долю выдаваемого кредита;

1
( ) (1 )

n

k k k
k

b x L Q i S
=

+ ≥ + −∑  — критерий рациональности поведения операции.

Полученные задачи являются задачами линейного программирования, исходя из этого, 
для нахождения долей выдаваемых кредитов заемщикам для каждой из задач, можно восполь
зоваться симлексметодом.

4. Определение оптимального момента контрольных мероприятий

После формирования оптимального портфеля необходимо определить момент в который 
провести контроль доходности выданных кредитов, степень достижения целей и по необхо
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димости общее состояние банка. В случае существенных отклонений осуществить корректи
рую мероприятия, которые могут в частности заключаться в изменении параметров модели. 
Организация системы контроля должна удовлетворять двум противоречивым требованиям: с 
одной стороны, точек контроля должно быть достаточно много, так как при отсутствии долж
ного контроля мы можем оказаться в ситуации, когда чтолибо менять уже поздно. С другой 
стороны, за проведение контроля приходится платить, поэтому точек контроля должно быть 
как можно меньше. Контроль объекта должен быть организован таким образом, чтобы можно 
было вовремя вмешаться в деятельность объекта, если его состояние приближается к опасной 
зоне. Один из таких подходов был предложен в работе [4] и получил развитие в работе [5]. Ме
тод основан на понятии коэффициента трудности достижения цели [6]. Суть его заключается 
в следующем: пусть исполнительному объекту ставится задача достичь к заданному моменту 
определённого значения какоголибо показателя (например, получить заданный доход или 
произвести требуемый объём продукции), после этого объект начинает двигаться к цели по 
какойлибо траектории. Если выяснится, что достижение цели оказывается невозможным, то 
требуется обнаружить это как можно раньше и так изменить параметры цели объекта, чтобы 
она стала достижимой. Задачей системы контроля будет являться оценка текущего состоя
ния экономического объекта, объёма выполненных работ, риска невыполнения плана, а также 
близости состояния системы  – к критической области, откуда достижение цели  будет невоз
можно при любых допустимых затратах. Помимо этого система контроля является одновре
менно и отправной точкой для системы перепланирования.

Допустим, что за время T  нам нужно добиться результата, количественное выражение ко
торого есть .A  При этом известно, что существует минимальная скорость производства ре
зультата во времени minV  и максимальная скорость maxV  (рис. 1). 

Важно найти точки контроля за состоянием объекта, выполняющего работу, которые могут 
быть моментами времени, когда необходимо принять решение об управляющем воздействии 
или пересмотре параметров цели. Если в процессе движения объект попадает в область, ле
жащую ниже прямой MN на рисунке, то достижение цели в заданное время станет невозмож
ным, поэтому эта область становится запретной, и приближение к ней надо рассматривать 
как угрозу невыполнения задачи. Контроль объекта должен быть организован таким образом, 
чтобы можно было вовремя вмешаться в деятельность объекта, если его состояние приближа
ется к опасной зоне.

Рис. 1. Графическое представление схемы контроля
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Применительно к кредитному портфелю в качестве результата A  может выступать при
быль банка полученная при решении выше приведенной модели. За плановое время T  можно 
принять максимальный срок кредита из портфеля. Максимальную maxV  и минимальную minV  
скорость движения к цели целесообразно брать из предыстории функционирования объекта, 
а в случае её отсутствия максимальную скорость можно брать по условию отдачи кредитов 
всеми заемщиками строго по графику, а минимальную при условии неуплаты платежей по 
кредиту всеми заемщиками. Имея указанные параметры, по формуле 

max

max min

V T At
V V

−
=

−
можем вычислить точку контроля [6], в которой целесообразно проводить оценку достиже
ния цели и состояния банка в целом. При обнаружении критической ситуации необходимо 
произвести перемоделирование изменив параметры модели согласно текущей ситуации.

5. Экспериментальные расчеты

Приведем исходные данные, необходимые для расчета модели. Числа ниже даны в услов
ных единицах. Сумма заемных средств банка 60,S =  свободные кредитные ресурсы банка 

140,Q =  норма резервирования * 0.2,ξ =  коэффициент оценки рискованных видов деятельно
сти 1.2β =  (как высокий уровень риска), ставка по которой банк покупает кредит 0.03.i =  
Далее в первых 7 столбцах табл. 1 информация по условным клиентам банка и в последних 
двух результаты расчета.

Таблица 1
Данные для расчетов и результаты модели физических лиц

Клиент Проц. 
ставка, 

kr

Отдача от 
проекта, 

kR

Объем 
кредита,  

kb

Мера 
риска, 

kg

Вероятность 
отдачи от 

проекта, kp

Нижняя 
граница, 

kx

Результаты

kx Получаемая 
сумма

1 0,2 350 200 0,5 0,3 0,4 0,44 87,5
2 0,21 240 110 0,51 0,5 0,5 0.54 60
3 0,2 180 120 0,5 0,4 0,55 0.62 75
4 0,23 140 90 0,51 0,35 0,75 0.44 0
5 0,21 220 100 0,5 0,45 0,4 0.81 80
6 0,22 80 60 0,51 0,3 0,5 0.32 0
7 0,22 190 85 0,5 0,5 0,8 0.9 75

Банк, достигнув минимизации рисков и максимизации прибыли, получит сумму в 76520. 
Для демонстрации расчета момента контроля допустим, что все кредиты выданы на три 

года, таким образом 36,T =  единица измерения месяцы. Допустим, что min 0V =  — крайний 
случай, когда заемщики не платят по кредитам. Положим max 2450,V =  как максимальную ве
личину прибыли банка за месяц. Тогда точка контроля будет равна

2450*36 76520 4.7.
2450 0

t −
= =

−
Таким образом, в конце 4 месяца необходимо провести контрольные мероприятия.

Заключение

В представленной работе рассмотрен процесс формирования кредитного портфеля ком
мерческого банка в условиях недружественной среды. Для описания этого процесса был сде
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лан анализ внешней среды в настоящее время в данных сложившихся экономических услови
ях. Под объектами управления в данной работе понимались активы и пассивы банка, поэтому 
выведены три модели оптимизации кредитного портфеля банка в условиях недружественной 
среды для физических лиц, юридических лиц и индивидуальных предпринимателей. Модели 
прошли апробацию в филиале одного из банков Воронежа. Дальнейшим развитием работы 
будет апробация и усовершенствование модели контроля, который по объективным причи
нам не может быть проведен за короткое время.
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МЕТОДЫ И АЛГОРИТМ ПОДДЕРЖКИ ПЛАНИРОВАНИЯ СРОКА 
РЕАЛИЗАЦИИ ПРОЕКТА В УСЛОВИЯХ НЕЧЕТКОЙ ИНФОРМАЦИИ 
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Ю. В. Бондаренко1, E. В. Васильчикова2

Аннотация. Статья посвящена актуальным проблемам планирования проектов в усло-
виях неопределенности и риска, в которых информация о производительности ресурсов 
может быть представлена нечетким трапецевидным числом. Для планирования времени 
выполнения проекта предлагается метод, основанный на рассмотрении a-срезов и по-
следующем переходе к интервальным вычислениям критического пути. Такой подход 
позволил разработать логически обоснованный алгоритм количественной оценки риска 
превышения директивных сроков проекта. Для практической реализации алгоритма раз-
работан программный продукт, позволяющий сократить время на принятие решений по 
планированию и оценке целесообразности реализации проекта.
Ключевые слова: проект, планирование, Fuzzy-число, нечеткое множество, a-срез, ин-
тервальные числа, критический путь, директивные сроки, оценка риска.

Введение

Одним из перспективных направлений современного управления различными социаль
ноэкономическими системами (от отдельного подразделения предприятия до государствен
ного уровня) является проектный подход. Проектный подход предполагает не только отбор 
перспективных и значимых проектов, но и грамотное управление их планированием и по
следующей реализацией. Поскольку проекты, как правило, затрагивают достаточно большое 
количество последовательно и  параллельно выполняемых работ, которые должны быть завер
шены к определенному времени и с минимальной стоимостью, эффективные механизмы под
держки управления должны  базироваться на обоснованных математических расчетах [1–3].

В настоящее время можно отметить достаточно широкий круг научных исследованиях, 
посвященных вопросам управления проектами [2–7]. Спектр решаемых в работах задач до
статочно разнообразен — планирование и оптимизация, контроль и управление командой 
проекта, распределение ресурсов, согласование интересов стейкхолдеров при реализации 
проекта, расчет финансовых характеристик, календарное планирование и т. д. Такое многооб
разие вызвано различными внешними условиями, спецификой конкретного проекта, ограни
чениями его реализации и финансирования, а также типом информации, на основе которой 
осуществляется планирование проекта. 

В настоящее время существенно возросло количество таких проектов, в которых невоз
можно  априори получить информацию о точной продолжительности каждой работы или 
производительности ресурсов. В числе таких проектов — ITпроекты, исследовательские про
екты, инновационные проекты и т. д. В подобных случаях модели и алгоритмы поддержки 
их планирования основываются на интеллектуальных методах обработки нечеткой информа
ции. В силу этого, развитие математических моделей, методов и алгоритмов поддержки плани
рования проектов на основе нечеткой информации, является актуальной задачей.

Целью настоящего исследования является разработка методов и алгоритмов, позволяющих 
осуществить математическую и программную поддержку на этапе планирования проекта — 
определить время выполнения проекта и рассчитать оценку риска превышения директивно
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го срока для случая, когда производительности ресурсов заданы трапецевидными нечеткими 
числами. Представленный в исследовании подход позволит лицу, принимающему решения, 
сделать выводы о целесообразности реализации проекта и сроках заключения контрактов.

1. Постановка задачи

Рассмотрим проект, включающий в своем составе N  видов работ. Предположим, что для 
каждой работы определены те работы, на которые она непосредственно опирается. Таким об
разом, может быть построен сетевой график проекта «вершинаработа» или «вершинасобы
тие» с правильной нумерацией вершин [7].

Для каждой работы с индексом i  считается заданным ее объем iW  и количество ресурсов 
,iS  которые могут быть выделены проектным менеджером (лицом, принимающим решения, 

ЛПР) для ее выполнения.
Для определения времени выполнения каждой работы, проектному менеджеру необходи

мо получить от экспертов количественную информацию о производительности ресурсов. 
Предположим, что эксперты не могут предоставить точную информацию, но для каждой ра
боты i  могут определить:

• 1iv  — наиболее пессимистичное значение производительности задействованных ресурсов;
• [ ]2 3,i iv v  — интервал наиболее вероятного значения производительности;
• 4iv  — наиболее оптимистичное значение производительности задействованных ресурсов.
При этом очевидно выполнение следующих неравенств:

1 2 3 40 .i i i iv v v v< < ≤ <
Таким образом, скорость выполнения каждой работы (производительность ресурсов) мо

жет быть описана в виде трапецевидного нечеткого числа 1 2 3 4( , , , ),i i i i iV v v v v=  функция при
надлежности которого изображена на рис. 1.

Аналитически функция принадлежности трапецевидного нечеткого числа (Fuzzyчисла, 
представленного трапецевидными LRинтервалами) определяется по следующей формуле:
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Нечеткое представление производительности ресурсов влечет нечеткое представление 
времени выполнения каждой работы iT  в виде трапецевидного нечеткого числа, рассчитывае
мого по следующей формуле:

Рис. 1. Нечеткое число «Производительность работы i»
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= =     ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ 
 1,..., .i N=  (1)

Требуется, на основе имеющейся информации, определить планируемый срок завершения 
проекта и оценить риск превышения директивного срока .dirT  

Перейдем к решению поставленной задачи.

2. Методы и алгоритм решения

Планируемое время выполнения проекта совпадает с длиной критического пути, постро
енного по сетевому графику. Естественно, что длина критического пути crT  для проекта с не
четким временем выполнения каждой работы также будет являться Fuzzyчислом. 

Для расчета длины критического пути проекта воспользуемся методом αсрезов [8]. Дан
ный метод позволяет, задав определенное число αсрезов времени выполнения каждой рабо
ты, построить αсрезы для нечеткой длины критического пути проекта и на их основе — 
функцию принадлежности.

Предположим, что лицом, принимающим решение, определено αсрезов, равное .K  Тогда 
при условии, что значения αсрезов равномерно покрывают отрезок [0, 1], получаем формулу 
для расчета значений параметра :α

 ,k
k
K

α =  где 0,..., .k K=  (2)

Рассмотрим некоторое значение { }0 1, , , .Kα α α α∈   Тогда для каждой работы i  αсрез 
представляет собой множество: 

 ( ){ }| , ,
ii iL iLTT x U x T Tα α αµ α  = ∈ ≥ =  



  1, , ,i N=   (3)

где ( ) ( ) ( )( )1 1 1 ,iL i i iT a T m T a Tα α= + − ⋅  ( ) ( ) ( )( )2 2 2 .iL i i iT a T a T m Tα α= − − ⋅
Переход к αсрезам означает переход от нечетких к интервальным вычислениям с интер

вальными значениями времени выполнения каждой работы (3). 
Для работы возможно рассчитать нечеткие ранние сроки ее начала jE  ( 1,..., )j N=  по фор

мулам, представляющим собой нечеткие расширения формул сетевого анализа проектов ме
тодом критического пути (CPM) [8, 9]:

 [ ]1 0, 0, 0, 0 ,E =

 
( )
{ }max ,j ii Pred j

E E T
∈

= ⊕    2,..., ,j N=  (4)

где ( )Pred j  — множество работ, непосредственно предшествующих работе ,j  1 — номер на
чальной работы, не имеющей предшественников.

В формуле (4) используются операции сложения и взятия максимального с нечеткими чис
лами, которые в общем случае для двух нечетким чисел [ ]1 2 3 4, , ,X x x x x=  и [ ]1 2 3 4, , ,Y y y y y=  
определяются следующим образом:

• [ ]1 1 2 2 3 3 4 4, , , ,X Y x y x y x y x y⊕ = + + + + 

• { } { } { } { } { }1 1 2 2 3 3 4 4max , max , , max , , max , , max , .X Y x y x y x y x y=    

Для интервальных чисел αсреза jEα
  ( 1,..., )j N=  интервальные ранние сроки начала ра

бот рассчитываются по формулам:
 [ ]1 1 1, 0, 0 ,L RE E Eα α α = = 



 
( )
( )

( )
( )

Pr Pr
, max , max ,j jL jR iL iL iR iRi ed j i ed j

E E E E T E Tα α α α α α α

∈ ∈

  = = + +    
 2,..., .j N=  (5)
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Для расчета интервальной величины времени окончания проекта для αсреза crT α
  (интер

вальной величины критического пути) необходимо к интервальному раннему сроку работы, 
не имеющей потомков (полагаем, что это работа n), прибавить интервальное время ее выпол
нения:

 ( ) ( ), , .cr crL crR nL nL nR nRT T T E T E Tα α α α α α α  = = + +   
  (6)

На основе расчета интервального критического пути (6) для каждого значения ,kα  опреде
ляемого формулой (2), возможно построить  профиль αсрезов нечеткого критического пути 

,crT  представленный на рис. 2.

Нечеткий критический путь позволяет лицу, принимающему решение, оценить планируе
мое время реализации проекта. Вместе с тем, для проекта может быть априори определен ди
рективный срок *.T  В этом случае важнейшей задачей является оценка риска превышения 
директивных сроков в условиях нечеткой информации, от которой зависит принятие или не
принятие проекта к его реализации. Рассмотрим подход к формированию такой оценки, осно
ванный на построении αсрезов. 

Рассмотрим необходимые понятия.
Под Kоценкой риска превышения директивных сроков проекта *( )K Tλ  будем понимать 

количественный показатель, рассчитываемый по следующей формуле:

 ( ) ( )* *

0

1 ,
K

K k k
k

T T
K

λ α λ
=

= ⋅∑  (7)

где *( )k Tλ  — оценка риска превышения директивных сроков для среза .kα
Показатель *( )k Tλ  предлагается рассчитывать по следующей формуле:

 ( )
*

* *

*
*

1, ,

0, ,

, .

k

k

k
k k

k k

crL

k crR

crR
crL crR

crR crL

T T

T T T

T T T T T
T T

α

α

α
α α

α α
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 ≤= ≥
 − < <
 −

åñëè

åñëè

åñëè

 (8)

Для вычисления оценки риска превышения директивного срока проекта *( )Tλ  предлага
ется итерационный алгоритм, состоящий из следующей последовательности шагов:

Шаг 1. Полагаем 0K K=  — начальное количество αсрезов, задаем 0ε >  — критерий оста
нова.

Шаг 2. По формулам (6)–(8) рассчитывается *( ),K Tλ
Шаг 3. По формулам (6)–(8) рассчитывается *

2 ( ).K Tλ
Шаг 4. Если * *

2( ) ( ) ,K KT Tλ λ ε− <  то останов, полагаем * *
2( ) ( ).KT Tλ λ=  Иначе — полагаем 

2 ,K K=  переход к Шагу 3.
В докладе предполагается обосновать сходимость предлагаемого алгоритма. Перейдем к 

вопросу его программной реализации.

Рис. 2. Профиль α-срезов нечеткого критического пути
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3. Программная реализация

Для практической реализации описанного подхода разработан программный продукт, на
писанный на языке С#. 

В качестве примера, демонстрирующего работу программы и представленный подход, рас
смотрим ITпроект, данные о работах которого представлены в табл. 1.

Таблица 1 
Описание работ проекта

№ Работа Начальное 
событие

Конечное 
событие

А Сбор и анализ требований 1 2
B Написание и согласование технического задания 2 3
C Разработка архитектуры приложения 3 4
D Формирование макета приложения 3 5
E Постановка задач backend 4 5
F Постановка задач frontend 4 6
G Разработка БД 4 7
H Разработка backend 5 7
I Разработка frontend 6 7
J Тестирование 7 8
K Оформление документации приложения 8 9

Сетевой график проекта «вершинасобытие» представлен на рис. 3.

На рис. 4. Показана форма ввода информации об объеме каждой работы и параметров не
четкого числа производительности ресурсов, начальное количество α срезов.

Построенная на основе αсрезов нечеткая длина критического пути проекта, а также ре
зультаты алгоритмы построения оценки риска превышения директивных сроков проекта 
приведены в окне вывода результатов на рис. 5.

В результате получаем, что с оценка риска превышения директивного срока проекта 
(48 дней) составляет 0,13 (13 %). Полученное значение больше, чем допустимая для менеджера 
оценка риска (10 %,) поэтому делается вывод, о том, что данный проект может быть рекомен
довано отклонить. 

Заключение

В настоящем исследовании рассмотрен подход к сетевому анализу проектов с нечеткой 
информации о производительности ресурсов, и следовательно, времени выполнения работ. 
Предлагаемый подход к построению функции принадлежности нечеткого критического пути 

Рис. 3. Сетевой график проекта



1487

основан на рассмотрении αсрезов нечетких трапецевидных чисел — времени выполнения 
каждой работы. Такой подход позволяет предложить логически обоснованный итерационный 
алгоритм оценки риска превышения директивного срока выполнения проекта, Для практиче
ской реализации подхода написана программа, позволяющая в удобной для пользователя 
форме ввести необходимую информацию и получить рекомендации для дальнейшего приня
тия проекта на основе значения оценки риска и ее отклонения от приемлемой для лица, при
нимающего решения. Проведенные расчеты на данных проектов ИТкомпании г. Воронежа 
показали, что предлагаемый подход может быть успешно применен на этапе планирования 
ИТпроектов в условиях неопределенности и риска. Обсуждения результатов с проектными 
менеджерами наметили пути его дальнейшего развития.

Рис. 4. Окно ввода информации

Рис. 5. Окно вывода результатов
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УДК 005.3

АНАЛИЗ ПРИМЕНЕНИЯ МЕТОДОВ ПРИ ВЫБОРЕ КРИТЕРИЕВ 
НА ЭТАПЕ ФОРМИРОВАНИЯ ТРЕБОВАНИЙ К СИСТЕМЕ

Российский технологический университет – МИРЭА

Н. Ю. Борзых, Т. Е. Смоленцева

Аннотация. В работе рассмотрены возможные варианты выбора приоритетных направ-
лений на этапе формирования требований к системе с проведением сравнительного ана-
лиза. Проанализированы методы для определения важности того или иного критерия, 
каждый из которых имеет свои сильные и слабые стороны. В связи с тем, что на текущий 
момент не существует единого подхода для определения группы критериев однозначно 
удовлетворяющим всем заданным параметрам, необходимо проанализировать возмож-
ные способы формирования групп параметров и выбора метода для оценивания получа-
емых результатов.
Ключевые слова: КИС, критерии выбора, ранжирование, метод парных сравнений, шка-
ла Лайкерта, шкала Гуттмана, факторный анализ.

Под КИС принято понимать Корпоративную Информационную Систему, представляю
щую собой комплекс программ или программную систему, обеспечивающую основные биз
неспроцессы в компании [1]. Процесс ее внедрения на предприятии является достаточно 
трудоемким, конечный результат которого далеко не всегда предсказуем. В следствии этого 
обычно существуют различные варианты предлагаемых решений, которые можно подобрать 
в зависимости от текущей ситуации. Выбор же целесообразно осуществлять на основе крите
риев, набор которых заказчик определяет исходя из конкретной ситуации. 

В приоритете это либо время или же качество и, конечно стоимость проектирования и раз
работки КИС. Таким образом к основным видам можно отнести следующие:

• Методологии разработки;
• Стоимость;
• Качество;
• Скорость внедрения;
• Скорость разработки;
• Возможность доработки;
• Техническая поддержка;
• Масштаб решения.
Под масштабом решения подразумевается, насколько каждое решение охватывает сферу 

деятельности компании. Является ли оно узконаправленным или затрагивает большинство 
бизнеспроцессов организации. Техническая поддержка — будет ли она осуществляться вну
тренними силами или вендором и возможно ли она вообще. Это же касается и возможности 
доработки решения с помощью патчей и надстраиваемых модулей.

Критерии в свою очередь являются взаимосвязанными, поэтому проблема выбора стра
тегии является весьма актуальной на сегодняшний день. Сложность их сравнения и последу
ющее определение требуемых критериев в первую очередь зависит от выбранного подхода. 
На рис. 1 демонстрируется зависимость выбранных критериев друг от друга. Каждый из них 
влияет на все последующие.

Необходимо учитывать, что критерии могут варьироваться в зависимости от ситуации и 
событий. Когда же сформирована группа критериев, по которым далее осуществляется вы
бор, требуется указать их важность, вес, благодаря которому осуществляется ранжирование. 
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Получив некое «среднее значение», то есть вычислив весовые коэффициенты, появляется воз
можность интерпретации полученных результатов.

Для проведения сравнительного анализа допустимо использование следующих методов:
• Шкала ранжирования;
• Метод парных сравнений;
• Факторный анализ;
• Шкала Лайкерта;
• Шкала Гуттмана.
Каждый из перечисленных методов обладает как достоинствами, так и недостатками.
Ранжирование — расположение собранных данных в определенном порядке (по убыванию 

или нарастанию показателей), для определения местонахождения этого набора изучаемых 
объектов. Шкалы ранжирования отличаются тем, что с их помощью результаты измерений 
анализируются по правилам, применимым для ранговых шкал. Ранжирование довольно про
стой и удобный способ оценки. В свою очередь результаты можно использовать для того, что
бы принять решение о выборе подходящего действия. Однако, поскольку этот метод является 
приблизительным, оценки, сделанные с его помощью, не рекомендуются для принятия важ
ных решений без подтверждения другими методами. Более сложным вариантом измерения с 
использованием ранговой шкалы является метод парных сравнений.

Метод парных сравнений — это метод построения оценочной шкалы, путем попарного 
сравнения всех изучаемых объектов. Идея этого метода заключается в попарном сравнении 
двух объектов и определении доминирования одного из них, отсюда и название — «попарное 
(или парное) сравнение». Для обработки полученных данных составляется ассиметричная ма
трица (табл. 1). Кроме того, асимметрия указывает на приверженность ходу мыслей респон
дента и реальности данных. Этот метод часто «сковывает» исследователя, поскольку респон
дент не может выбрать лучшую из предложенных пар и затрудняется ответить, что приводит 
к недостатку информации или ее отбраковыванию [2].

Шкала Лайкерта — это 5разрядная шкала отношений, при применении которой респон
денты должны определить степень согласия или несогласия для каждого набора утверждений 
о рассматриваемых объектах. Для проведения анализа каждому утверждению присваивается 
количество баллов от 1 до 5. Суммирование числовых показателей дает среднюю степень со
гласия с приведенным выше утверждением и строит статистическое распределение. Анализи

Рис. 1. Взаимосвязь критериев
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руются баллы по отдельным пунктам или для каждого респондента рассчитывается оконча
тельный балл путем суммирования баллов по отдельным пунктам. 

Шкалу Лайкерта легко составлять и использовать, так как респонденты быстро понимают 
принцип ее заполнения. Основной недостаток данной шкалы — большое количество времени, 
требуемое для ее заполнения, по сравнению с другими детализированными шкалами.

Таблица 2
Шкала Лайкерта

Униполярная шкала 1 2 3 4 5
Биполярная шкала –2 –1 0 +1 +2

При использовании Шкалы Гуттмана значение латентной переменной рассчитывается 
как сумма положительных ответов, данных респондентом. Рассматриваемые дихотомические 
признаки можно упорядочить и представить в виде диагональной матрицы. Ее особенность в 
том, что каждая оценка автоматически включает все последующие оценки и исключает преды
дущие. Шкалы подобного типа называются кумулятивными.

Таблица 3
Шкала Гуттмана

Номер специалиста
Критерии

А1 А2 А3 А4

1 + + – +
2 + – – +
3 – + – +

Сумма 2 2 0 3

Факторный анализ — это процедура, с помощью которой большое число переменных, от
носящихся к имеющимся наблюдениям, сводят к меньшему количеству независимых влия
ющих величин, называемых факторами. Основная идея факторного анализа заключается в 
следующем — каждый наблюдаемый признак можно представить в виде линейной комбина
ции нормально распределенных факторов. Факторный анализ применяют при исследовании 
сложных объектов и систем, когда нет возможности непосредственно измерить величины, 
определяющие свойства этих объектов [3, 4].

Проблемами факторного анализа являются:
• Первая проблема факторного анализа — количество факторов. Количество факторов, не

обходимых и достаточных для аналитической процедуры, заранее неизвестно, поэтому иссле
дователи должны определить и оценить это количество.

• Оценка значений факторов является следующей проблемой факторного анализа. Значе
ния факторов можно оценить с помощью линейных комбинаций исходных переменных. Суть 

Таблица 1
Матрица парных сравнений одного эксперта

Объект А1 А2 А3 А4 ∑
А1 – 1 1 0 2
А2 0 – 0 0 0
А3 0 1 – 0 1
А4 1 1 1 – 3
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проблемы в том, что невозможно точно выразить общие факторы через исходные перемен
ные, что приводит к разной надежности оценок [5].

В табл. 4 приведена сводная информация по рассмотренным методам, в каких областях и с 
какой целью они применяются.

Таблица 4
Применимость представленных методов

Метод ранжирование Применяется при взаимодействии субъектов друг с другом, пу
тем их формализации с помощью математического, статистиче
ского, графического инструментария.

Метод парных сравнений Используется в научном исследовании отношений, социального 
выбора, инженерии требований

Шкала Лайкерта Используется в опросниках и анкетных исследованиях
Шкалы Гуттмана Используется для измерения социальных установок людей по по

воду перехода на новую систему
Факторный анализ Используется с наборами данных, в которых имеется большое ко

личество наблюдаемых переменных для снижения размерности 
данных

У каждого метода есть свои преимущества и недостатки. Их можно использовать в различ
ных ситуациях и желательно в перекрёстном формате — проверяя результаты одного метода 
другим.

Заключение

Были проанализированы различные методы, помогающие в оценивании выбранных кри
териев на этапе формирования требований к проектируемой системе, их важности и веса. 
Представленные методы дают возможность четкого обоснования корректности принятого 
решения по проектированию КИС, на основе сформированных критериев. Однако в настоя
щее время не существует единого и однозначного подхода для определения критериев и выбо
ра методов их обработки на стадии предпроектного анализа проектируемых систем.
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МОДЕЛИ ГРУППОВОГО ВЫБОРА НА ОСНОВЕ МОДИФИКАЦИЙ
ПРОЦЕДУРЫ ТЕРСТОУНА — МОСТЕЛЛЕРА

Военный учебно-научный центр ВВС «Военно-воздушная академия 
им. профессора Н. Е. Жуковского и Ю. А. Гагарина»

Ю. В. Бугаев, И. Ю. Шурупова

Аннотация. Рассматривается подход к решению проблемы коллективного выбора на 
необозримом для ЛПР множестве альтернатив, основанный на идее экстраполяции экс-
пертных оценок (ЭЭО). В качестве базового варианта построения процедуры группового 
выбора на множестве недоминируемых альтернатив предлагается модель Терстоуна пар-
ных сравнений. Предлагаются шесть модификаций процедуры, адаптированных к ЭЭО, 
отличающихся видом минимизируемого функционала и условиями проведения экспер-
тиз. Также предлагается способ усовершенствования метода вероятностного анализа 
процедур коллективного выбора.
Ключевые слова: метод экстраполяции экспертных оценок, методы коллективного вы-
бора, парные сравнения, полезности альтернатив, модель Терстоуна — Мостеллера, взве-
шенный МНК, нелинейный МНК, метод максимального правдоподобия, нестрогие пред-
почтения, транзитивность предпочтений, метод вероятностного анализа.

Введение

При решении задачи выбора на множестве недоминируемых альтернатив количество рас
сматриваемых вариантов может быть достаточно большим для того, чтобы ЛПР смог непо
средственно к этому набору применить какойлибо механизм выбора оптимального варианта. 
В настоящее время в принятии важных решений, как правило, принимает участие целый кол
лектив. Поэтому актуальна проблема разработки методов коллективного выбора на необозри
мом для ЛПР множестве альтернатив. 

Одним из возможных подходов является группа методов, основанных на идее экстраполя
ции экспертных оценок (ЭЭО) [1]. Результатом данной  процедуры  является идентификация 
системы коллективных экспертных предпочтений на основе ограниченной обучающей выбор
ки альтернативных решений с последующим распространением выявленных предпочтений на 
всю исходную совокупность альтернатив. Идентификация состоит в определении неизвест
ных коэффициентов функции глобального критерия (функции ценности), при которых струк
тура экспертных предпочтений или полностью сохраняется, или претерпевает минимальные 
изменения. 

Достоинство метода в том, что эксперту или ЛПР предъявляются только реально суще
ствующие альтернативы. Благодаря этому, вопервых, появляются определенные гарантии 
адекватности идентифицированной ФП (поскольку экспертиза проходит в соответствующей 
области), вовторых, в сознании эксперта или ЛПР создается целостный образ альтернативы, 
позволяющий объективно провести сравнение. 

Построение системы предпочтений удобно осуществлять посредством парных сравнений 
альтернатив выборки. Метод парных сравнений имеет преимущество перед другими метода
ми упорядочения в случаях, когда объектов много и (или) они трудно различимы. Наиболее 
популярен вариант, предложенный Л. Терстоуном [2] ещё в 1927 году. В данной работе пред
лагается несколько модификаций метода, направленных на его усовершенствование, а также 
излагается подход, позволяющий сравнить эти варианты и выбрать лучший.
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1. Процедура Терстоуна и её модификации

Традиционная процедура Терстоуна — Мостеллера — Ноезе  основана на частном случае 
линейной модели парных сравнений. В рамках этой модели каждому rму эксперту 1,r N=  
предъявляются пары альтернатив ( , )i jA A  из всего исходного множества, состоящего из m ва
риантов (1 ),i j m≤ < ≤  и он для каждой пары должен определить лучшую, по его мнению, аль
тернативу: либо ,i jA A  либо .j iA A  Предполагается, что каждая альтернатива iA  обладает 
«истинной полезностью» ,iV  а эксперт способен дать лишь некоторую ее оценку ,iy  которая, 
вообще говоря, отличается от iV  и принимается за случайную величину. Таким образом, iA  
превосходит jA  ( )i jA A  в том случае, если .i jy y>  Это означает, что существует вероятность 
предпочтения ( ) ( 0).i j ij i jP A A P y yπ= = − >  Набор ijπ  удовлетворяет линейной модели, 
если существует набор действительных чисел iV , таких, что ( ),ij i jV Vπ = Φ −  где ( )xΦ  — симме
тричная относительно нуля функция распределения непрерывной случайной величины. В мо
дели Терстоуна ( )xΦ  — функция нормального распределения. Экспертная оценка полезности 
iй альтернативы равна сумме двух компонент ,i i iy V ε= +  где ,iV  iε  — неслучайная и случай
ная величины, соответственно, и имеет нормальное распределение с параметрами 2( , ).iV σ

Метод поиска статистических оценок «истинных полезностей» iV  ( 1, ),i m=  предложенный 
Ноезе [3], основан на допущении, что 0iV =∑  и состоит в следующем.

1) Определяются экспериментальные вероятности парных предпочтений по следующей 
формуле:

 ,ij ijp Nα=
где ijα  — число случаев, когда эксперт предпочел ,i jA A  ( , 1, , ).i j m i j= ≠

2) Значения вероятностей 0ijp =  и 1ijp =  заменяются на 1 (2 )ijp N=  и 1 1 (2 )ijp N= −  со
ответственно, и вычисляются

 1( ),ij ijd p−= Φ
где 1( )ijp−Φ  — функция, обратная функции нормального распределения; 

3) Согласно методу (невзвешенных) наименьших квадратов производится минимизация 
по iV  величины

 2[ ( )]
m

ij i j
i j

S d V V
≠

= − −∑  (1)

при условии

 
1

0.
m

i
i

V
=

=∑  (2)

Ноезе показал, что минимум (1) при условии (2) достигается при

 1 .
m

i ij
i j

V d
m ≠

= ∑  (3)

Главное достоинство модели Терстоуна, на наш взгляд, состоит в возможности получения 
численных оценок полезностей сравниваемых альтернатив, что помимо упорядочения набора 
позволяет применять найденные оценки в ЭЭО.

Рассмотрим теперь возможные модификации описанной процедуры. 

1.1. Параметризация

Параметризация оценок полезности альтернатив с целью использования модели Терстоуна 
в МЭЭО должна основываться на допущении, что их значения iV  равны соответствующим 
значениям функции ценности, т. е. ( ).i

iV F x=  При линейной зависимости F  от параметров jb  
вектор истинных ценностей объектов выбора можно определить как 
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 ,V Zb=  (4)
где Z  — структурная ( )m k×  матрица, каждая строка которой представляет собой значения 
базисных функций в точке ,ix  т. е.

 ( ),i
ij jZ f x=  1, ,i m=  1, ,j k=

1 2( , ,..., )i i i i T
sx x x x=  — векторная оценка альтернативы iA  по s  критериям качества. В этом слу

чае вместо непосредственного поиска оценок для iV  при минимизации (1) ищутся оценки .jb
Чтобы при этом соблюдалось условие (2), будем использовать матрицу Z  специального 

вида, а именно, потребуем, чтобы в ней сумма элементов каждого столбца равнялась нулю. 
Справедливо следующее утверждение.

Теорема. Пусть V  — вектор оценок полезностей, удовлетворяющий условию (2), и Z  — 
произвольная матрица размера m k×  ранга k, сумма элементов каждого столбца которой рав-
на 0. Тогда отображение (4) взаимно-однозначно.

Доказательство. Прежде всего, покажем, что вектор V , полученный по формуле (4), удов
летворяет условию (2). Обозначим (1,1, ,1)Te =   — вектор, содержащий m  единиц. Тогда 

.T TV e V e Z b= =∑  Так как сумма элементов столбцов матрицы Z  равна 0, то (0,0, ,0),Te Z =   
а, следовательно, 0T Te Z b e V= =  при любом .b

Предположим, что для некоторого V  существуют два различных вектора 1b  и 2 ,b  удовлет
воряющих равенству (4). Тогда

 1 20 ( ) .Z b b Zx
→

= − =  (5)
Так как ранг Z  равен ,k  т. е. числу неизвестных, то по известной теореме алгебры нулевой 

вектор является единственным решением системы однородных уравнений (5). Значит 
1 2 0,x b b

→

= − =  т.е. 1 2.b b=
Так как ранг Z  равен числу её столбцов ,k  то матрица TZ Z  имеет обратную, а матрица 

1( )T TA Z Z Z−=  удовлетворяет условию .AZ I=  Отсюда равенство
 1( )T Tb Z Z Z V−=  (6)

определяет однозначное преобразование, обратное (4), и отображение (4) взаимнооднознач
но, что и требовалось доказать.

Следствие. Для поиска оценки вектора коэффициентов b  с помощью процедуры Терстоу-
на — Мостеллера — Ноезе  можно использовать формулу (6), где вектор V  вычисляется по 
формуле (3). Столбцы матрицы Z  должны быть центрированы (иметь нулевую сумму). 

1.2. Нелинейный МНК и минимум суммы модулей

Описанная вычислительная процедура, предложенная Дж. Ноезе [3], основана на линеари
зации каждой разности в выражении

 2

, 1,
[ ( )]

m

ij i j
i j i j

Q p V V
= ≠

= −Φ −∑  (7)

и приведении нелинейной целевой функции (7) к виду (1). Как известно [4], подобный под
ход приводит к значительной потере точности. Однако не стоит забывать, что статья с описа
нием метода увидела свет в 1960 году во времена сильной ограниченности вычислительных 
средств. Так что предложенный способ оптимизации был вынужденной мерой. Очевидно, бо
лее точный результат можно получить, если, если использовать в качестве способа оптимиза
ции метод непосредственной минимизации суммы (6) — нелинейный МНК.

При минимизации можно использовать встроенные функции математических пакетов 
MathCAD, Matlab и др. Но, как показывают численные эксперименты, даже при использова
нии современных математических пакетов не всегда удаётся найти минимум функции (6) вви
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ду её плохой обусловленности при наличии эмпирических вероятностей 1ijp =  (или 0). Расчё
ты показывают, что вероятность найти решение увеличивается при хорошем начальном 
приближении. Для его поиска предлагается воспользоваться схемой с поправочными весами, 
описанной в [4]. 

Допустим, что уравнение, связывающее вход и выход исследуемого объекта, нелинейно по 
параметрам, т. е. имеет вид

 ( , ).y F x b=  (8)
Решением (вектором коэффициентов) задачи среднеквадратичной аппроксимации при не

линейной модели (8) будем считать то значение вектора ,kb E∈  для которого сумма квадратов 
отклонений

 2( ) ( ( , ) )i ib F x b yΨ = −∑
принимает минимальное значение. В некоторых случаях уравнение (8) можно преобразовать 
к линейному виду: 

 1 1( ) ( ( , )) ( ) ( ).k kg y g F x b b f x b f x= = + +  (9)
Введя новую переменную ( ),z g y=  получим обычный МНК.

При наличии ошибок в исходных данных преобразование (9), как правило, приводит к 
потере точности, так как минимизация проводится уже преобразованной суммы квадратов, 
чьё оптимальное значение не соответствует минимуму ( ).bΨ  Расхождение между истинным 
значением функции и её аппроксимацией, полученной в результате линеаризации, можно зна
чительно уменьшить с помощью введения соответствующих весов iρ  для экспериментальных 
точек, т. е. минимизировать сумму

 
~

2 2( ) ( ( ( , )) ( )) ,i i ib g F x b g yρΨ = −∑  (10)

где 1
'( )i

ig y
ρ =  [4].

Для модели Терстоуна — Мостеллера ,y p=  а 1( ) ( ).ij ijg p p−= Φ  Пусть ( ) xf x
σ
 = Φ 
 

 и 
1( ) ( ).g y f y−=  Имеем

 
2/ 1

21( ) ,
2

x
t

f x e dt
σ

π

−

−∞

= ∫  где 
21

21( ) .
2

x

f x e σ

σ π

 −  
 ′ =

Тогда 1( )
( )

g y
f x

′ =
′

 в точке ( ).y f x=  Найдём соответствующее значение 

1 1( ) ( ) .x f y y σ− −= = Φ ⋅  Отсюда 

 ( ) 211 ( )
2( ) 2 ,

y
g y eσ π

−Φ
′ =

где σ  — среднеквадратичное отклонение для экспериментальных точек.
Решение, полученное описанным методом можно использовать и как начальное приближе

ние при нелинейном МНК, и как окончательный ответ задачи.
Как было отмечено вначале п. 1, Ноезе предлагает использовать невзвешенный МНК, кото

рый применяется при обработке данных равноточных экспериментов. В противном случае 
рекомендуется вводить веса, обратные дисперсии ошибок. В данном случае результатом экс
перимента является число наступления события i jA A  у каждого эксперта. Согласно форму
ле Бернулли, в схеме из N  независимых испытаний дисперсия числа наступления события 
равна (1 ),Np p−  где p  — теоретическая вероятность наступления наблюдаемого события. 
Отсюда, формулу (7) нужно скорректировать и привести к виду

 
2

, 1,

[ ( )]
.

( )(1 ( ))

m
ij i j

i j i j i j i j

p V V
Q

V V V V= ≠

−Φ −
=

Φ − −Φ −∑
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Использование минимума суммы квадратов позволяет найти некую точку, «в среднем» ми
нимально удалённую от некоторого набора экспериментальных данных. Однако при обработ
ке данных часто используется такой объект, как медиана, для которой минимальна сумма мо
дулей отклонений. В ряде случаев это даёт более адекватный результат. Так, в теории принятия 
решений широко используется медиана Кемени. Можно попытаться применить этот подход к 
модели Терстоуна. Для этого минимизируем сумму

 ( )
, 1,

.
m

ij i j
i j i j

T p V V
= ≠

= −Φ −∑  (11)

Метод такой минимизации описан в [5]. Введём набор вспомогательных неотрицательных 
переменных ,ijt  число которых совпадает с числом слагаемых в (11) и решим задачу условной 
минимизации

 ( ) ( )
,, 1,

2 min , 0
i ij

m

ij i j ij ij ij i j ijV ti j i j
p V V t t p V V t

= ≠

 −Φ − + → ≥ −Φ − ≥ ∑
при соблюдении (4). В результате получим оценки коэффициентов функции ценности.

1.3. Нестрогие предпочтения

Рассмотрим достаточно распространённый случай, когда эксперты затрудняются выска
зать свои предпочтения в пользу одного из объектов пары, считая их эквивалентными. При 
ранжировании набора объектов такая ситуация получила название «связанные ранги».

Результаты экспертных сравнений разделим на две группы. К первой группе отнесём срав
нения, в результате которых альтернатива iA  предпочтительней, чем .jA  Экспериментальную 
вероятность такого исхода, как и раньше, обозначим .ijp  Во вторую группу включим сравне
ния, в результате которых альтернатива iA  оказалась эквивалентна по полезности .jA  Экспе
риментальную вероятность такого исхода обозначим .ijq  Сделаем допущение, что существует 
некоторое пороговое значение 0V  для разности ( )i jy y−  между случайными величинами, 
определяющее предпочтения одной альтернативы над другой и включим этот порог в число 
определяемых параметров.

Будем считать, что 
 ( )0 0( ) ( ) ,i j i j i jP A A P y y V V V V= − > = Φ − −

а
 ( ) ( )0 0 0 0( ) (( ) [ , ]) .i j i j i j i jP A A P y y V V V V V V V V≈ = − ∈ − + = Φ − + −Φ − −

Отсюда, минимизируемая функция будет иметь вид

 2 2
0 0 0

, 1. , 1.
[ ( )] [ ( ( ) ( ))] .

m m

ij i j ij i j i j
i j i j i j i j

R p V V V q V V V V V V
= ≠ = ≠

= −Φ − − + − Φ − + −Φ − −∑ ∑

2. Метод анализа процедур

Приведём численные примеры результатов применения описанных процедур. Пусть имеем 
5m =  альтернатив и 7N =  экспертов, оценивающих строгие предпочтения. Пусть результа

том экспертизы является матрица парных сравнений

 

0 4 7 5 6
3 0 7 6 6

.0 0 0 1 0
2 1 6 0 3
1 1 7 4 0

C

 
 
 
 =
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Будем оценивать только полезности альтернатив без определения коэффициентов функ
ции ценности. Для этого в качестве Z  можно взять любую матрицу ранга 4, удовлетворяю
щую условиям теоремы 1. Выберем матрицу

 

1 1 1 1
1 0 0 0

.0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

Z

 
 − 
 = −
 

− 
 − 

В результате получим оценки 1 5, , ,V V  приведённые в табл. 1.
Из таблицы видно, что результаты оценивания различаются. Для объективного сравне

ния процедур группового выбора существует вероятностный метод [6]. В этом методе дела
ется предположение об истинных значениях полезностей альтернатив. Далее перебираются 
все возможные результаты парных сравнений, рассчитываются вероятности всех исходов и 
вычисляется точное значение математических ожиданий оценок полезностей, полученных 
анализируемой процедурой. Качество процедуры оценивается по нескольким показателям: 
величины смещения математических ожиданий оценок полезности, среднеквадратичное от
клонение полученных оценок от истинных значений полезностей, вероятность верного упо
рядочения альтернатив по полезности и др. 

Таблица 1
Результаты нахождения оценок полезностей альтернатив

Процедуры
Терстоуна — 
Мостеллера 

— Ноезе
МНК из [4] Нелинейный 

МНК

Взвешенный 
нелинейный 

МНК

Сумма 
модулей

Оценки 1 5, ,V V 0.8289
1.5452

–1.4034
0

–0.9707

1.3661
2.8744

–2.4493
–0.1416
–1.6495

1.2429
1.1743

–2.1783
–0.1816
–0.0574

1.1274
1.1718

–2.0458
–0.1764
–0.0769

1.4337
1.1792

–2.2062
–0.3306
–0.0760

Упорядоченность 2 ,A  1,A  4 ,A  
5 ,A  3A

2 ,A  1,A  4 ,A  
5 ,A  3A

1,A  2 ,A  5 ,A  
4 ,A  3A

2 ,A  1,A  5 ,A  
4 ,A  3A

1,A  2 ,A  
5 ,A  4 ,A  3A

Данный метод применялся в предположении, что при парных сравнениях все экспертные 
предпочтения транзитивны. Это было обусловлено тем, что в модели Терстоуна результаты 
парных сравнений определяются знаком разности ( ).i jy y−  Фактически это эквивалентно до
пущению о транзитивности предпочтений. Действительно, из 1 2( 0)y y− >  и 2 3( 0)y y− >  всег
да следует 1 3( 0),y y− >  поэтому из 1 2( )A A  и 2 3( )A A  следует 1 3( ).A A  Однако в реальной 
ситуации эксперт в своих предпочтениях не всегда мыслит транзитивно. Такая непоследова
тельность суждений может объясняться различными причинами: сложность задачи, неоче
видностью предпочтительности альтернатив (в противном случае, когда все очевидно, нет 
смысла проводить экспертизу), недостаточной компетентностью эксперта, недостаточно чёт
кой постановкой задачи, многокритериальностью альтернатив и т. д. 

При «максимальной» нетранзитивности предпочтений результаты сравнений альтернатив 
iA  и jA  можно определять знаками независимых случайных величин .ijy  В этом случае срав

нения 1A  с 2A  и 2A  с 3A  будут никак не связаны со сравнением 1A  и 3.A  Соответствующую 
поправку можно будет внести в вероятностный метод анализа процедур.

Таким образом, мы имеем дело с моделями двух крайних случаев: «транзитивный» и «аб
солютно нетранзитивный» эксперт. Чтобы приблизиться к реальности, необходимо уметь ге
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нерировать некоторый промежуточный вариант, при котором эксперт лишь иногда нетран
зитивен в своих предпочтениях. В данной статье предлагается подход к моделированию таких 
предпочтений. 

Как известно, степень статистической зависимости совокупности случайных величин 
определяется их ковариационной матрицей. Например, матрица независимых величин имеет 
диагональный вид. Выясним, чему равна ковариация двух разностей независимых случайных 
величин. Пусть имеем систему независимых случайных величин { }iy  с дисперсией 2.σ  Не
сложно показать, что

 2
1 2 2 3cov(( ), ( )) ,y y y y σ− − = −  2

1 2 1 3cov(( ), ( )) ,y y y y σ− − =  2
1 2 1 2cov(( ), ( )) 2 ,y y y y σ− − =

и т. д. Отсюда, например, система разностей 1 2{( ),y y−  1 3( ),y y−  1 4( ),y y−  2 3( ),y y−  2 4( ),y y−  
3 4( )},y y−  возникающих при транзитивных предпочтениях четырёх сравниваемых альтерна

тив (при 4m = ) будет иметь ковариационную матрицу вида

 2

2 1 1 1 1 0
1 2 1 1 0 1
1 1 2 0 1 1

.
1 1 0 2 1 1
1 0 1 1 2 1

0 1 1 1 1 2

K σ

− − 
 − 
 

= ⋅ 
− − 
 −
  − − 

 (12)

Верно и обратное, что ковариационная матрица вида (12) соответствует транзитивной си
стеме предпочтений на множестве из четырёх альтернатив. Аналогичные утверждения для 
произвольного m  доказываются по индукции.

Итак, при парных сравнениях ковариация между двумя экспертными оценками в случае 
нетранзитивных предпочтений равна 0, а при транзитивных 2.σ±  Варьируя величины кова
риаций между этими пределами можно имитировать промежуточные варианты степени тран
зитивности экспертных предпочтений.
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ИССЛЕДОВАНИЕ ПРИНЦИПОВ КОМПЕНСАЦИИ ВОЗМУЩЕНИЯ, 
ДЕЙСТВУЮЩЕГО НА ДИНАМИКУ МОБИЛЬНОГО РОБОТА

МИРЭА – Российский технологический университет, 
Институт искусственного интеллекта, кафедра автоматических систем

А. С. Веркнер, Г. О. Горлова, Е. О. Гурьянова

Аннотация. Статья посвящена исследованию принципов компенсации возмущения дей-
ствующего на динамику объекта. Разработана математическая и компьютерная модели 
движения мобильного робота для детерминированных возмущений. Разработанная ма-
тематическая модель, имеющая простую структуру, при этом удобная для решения раз-
личных задач управления, может применяться в учебно-методических целях. На основа-
нии принципов внутренней модели, упреждения возмущения и каскадного управления 
разработаны алгоритмы управления для компенсации возмущения. Исследована эффек-
тивность каждого принципа управления. Компьютерное моделирование проведено в сре-
де класса MATLAB.
Ключевые слова: математическая модель мобильного робота, компьютерная модель мо-
бильного робота, движение мобильного робота в гору, компенсация возмущения, прин-
цип внутренней модели, упреждение возмущения, каскадное управление.

Введение

Большинство методов теории управления созданы для систем, на которые не действуют 
возмущения, хотя реальном мире такие системы практически не применяются. Поэтому воз
никает потребность в исследовании и совершенствовании известных подходов к управлению, 
в которых воздействия возмущений не скажется на работе регуляторов и качестве управления.

Актуальность работы связана с тем, что в программе фундаментальных научных исследо
ваний в Российской Федерации на долгосрочный период (2021–2030 годы) запланировано от
раслевое сотрудничество между представителями наукоемкой промышленности и учёными в 
области разработки систем управления. Данная статья представляет исследование различных 
методов управления мобильным роботом, который подвержен действию возмущения.

Целью является разработка алгоритмов управления для компенсации возмущения и ис
следование принципов компенсации возмущения, действующего на динамику мобильного 
робота. В качестве объекта исследования рассматривается мобильный робот. Предметом ис
следования являются алгоритмы управления мобильным роботом, на которого действует воз
мущение.

1. Математическая модель движения мобильного робота 
для детерминированных возмущений

При построении математической модели были приняты следующие допущения:
1. Корпус робота — твердое тело, имеющее продольную плоскость симметрии;
2. Контакт колес с дорогой постоянный и точечный;
3. Колебания корпуса и колес не учитываются;
4. Движение робота прямолинейное и равномерное.
Модель робота (рис. 1) основана на системе уравнений, связывающих входные данные си

стемы (командное напряжение) с выходными параметрами робота (движение или положение 
робота, скорость и ускорение при заданной нагрузке). Эта модель требует: 1) описание проте
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кания тока в двигателе; 2) уравнений движения робота с вращением двигателя в обобщенной 
координате; 3) электрических / механических соотношений в системе [1].

Электроника двигателя

Схема системы привода двигателя построена и оценена с использованием закона напряже
ния Кирхгофа, рис. 2.

Рис. 2. Схема привода двигателя Рис. 3. Схема мобильного робота
  
Суммирование напряжений по всей цепи представлено в уравнении 1,

 in e
diV L Ri k
dt

ω= + +  (1)

обыкновенном дифференциальном уравнении первого порядка для тока ,i  где ,L  R  — индук
тивность и сопротивление двигателя, ek  — электрическая постоянная, emfV  — обратная ЭДС, 
ω  — скорость вращения двигателя (рад/с).

Уравнения движения

Уравнения движения для робота рассматривают простой случай движения робота с одной 
степенью свободы, движущегося вперед и назад. Построена схема симметричной половины 
робота (рис. 3), которая используется для записи уравнений движения [2].

 ,loadJ C T Tθ θ+ = −   (2)
J  — эквивалентная инерция относительно двигателя, C  — эквивалентное вязкое демпфиро
вание, воспринимаемое двигателем, motorT  — входной крутящий момент двигателя, loadT  — все 
остальные нагрузки в системе.

Полная инерция системы относительно двигателя определяется следующим уравнением

 
2

2 1( ) ,equiv motor gear wheelJ J J J mr
GR

 = + + +  
 

 (3)

Рис. 1. Модель мобильного робота
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,motor gearJ J  — инерция двигателя и редуктора относительно двигателя, wheelJ  — инерция колеса 
робота m  — масса робота, r  — радиус колеса, GR  — коэффициент передачи, выраженный, 
как отношение входного вращения к единичному выходному вращению. Ур. 2 дает обыкно
венное дифференциальное уравнение второго порядка для вращения двигателя .θ

Электромеханическое соотношение

Электрические и механические компоненты связаны двумя способами. Вопервых, обыч
но используется приближенное соотношение, описывающее крутящий момент двигателя, как 
линейную функцию тока в двигателе [3].

 ,tT k i=  (4)

tk  — постоянная момента двигателя. Кроме того, обратная ЭДС в двигателе линейно связана 
со скоростью вращения двигателя,

 .emf eV k θ=   (5)
Электрические и динамические взаимосвязи теперь объединены в систему уравнений, 

управляющих реакцией робота. Уравнения 4 и 5 заменяются уравнениями 2 и 1 соответствен
но для получения окончательных уравнений системы, обыкновенных дифференциальных 
уравнений 1го и 2го порядка с двумя неизвестными i  и :θ

 t loadJ C k i Tθ θ+ − = −   (6)

 .e inLi Ri k Vθ+ + =  (7)
В установившемся состоянии приведенная выше динамическая модель двигателя может 

быть значительно упрощена ( 0)i θ= =  для получения уравнений.
Эта система может быть преобразована в форму пространства состояний для получения 

системы из трех обыкновенных дифференциальных уравнений 1го порядка [4]:

 
1 1 1 1

2 2 2 2

3 3 3 3

0 1 0 0 1 0 0
0 0 ; 0 1 0 .

0 0 1
0

t

b

x x y x
kCx x y x

J J
x x VR y xk R

LL L

                           = − + =                                 − −   







 (8)

В этом случае выходными переменными являются линейное положение и скорость робота, 
а также ток двигателя.

Исходными данными двигателя являются технические характеристики и параметры дви
гателя TTU ME3060, мобильного робота класса «robot car kit».

Таблица 1
Исходные данные

Обозначение Численное 
значение Название Единицы 

измерения
1 2 3 4
m 5 Масса робота кг
g 9.81 Ускорение свободного падения м/с2

rw 0.05 Радиус колеса м
GR 1/15 Коэффициент передачи

motorJ 1.3e–4 Инерция двигателя кг·м²
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Таблица 1 (продолжение)
1 2 3 4
C 1.0791e–5 Эквивалентное вязкое демпфирование Н/м

kt 35 Крутящий момента двигателя Нм

kb 0.7840; Постоянная обратной ЭДС об / мин

L 4.8*1e–3 Индуктивность Гн

R 9.65 Сопротивление Ом

V 12 Входное напряжение В

В статье управление реализовывается по одному каналу, в качестве которого выбран канал 
угловой скорости двигателя. Из уравнения 8, путем простых преобразований, получена ком
пьютерная модель объекта управления (ОУ), представленная на рис. 4. Компьютерная модель 
(рис. 4) на выходе показывает изменение угловой скорости двигателя. В статье реализовано 
управление скоростью вращения колёс робота, для этого необходимо выход объекта умно
жить на радиус колеса r  и передаточное число .GR  График переходного процесса объекта 
управления представлен на рис. 5.

Рис. 4. Компьютерная модель ОУ Рис. 5. График переходного процесса ОУ

Время переходного процесса составляет 4nnt =  с. Величина перерегулирования 0.σ =
В качестве детерминированного возмущения используются единичная ступенька и апери

одическое звено, вместе эти два объекта имитируют движение мобильного робота в гору. Для 
наглядности влияния возмущения на ступеньке установлена задержка в 4 секунды.

Математически, преобразованное по Лапласу, возмущение может быть записано, как 

 ( )( ) (0),
( )

d
g d

d

N sD s x
sΓ

=

( )d sΓ  — полином формирующий возмущения. Полином соответствует знаменателю преобра
зования Лапласа. В текущем исследовании ( )d sΓ  имеет вид ( ) ( 1).d s s sΓ = +

Компьютерная модель ОУ с возмущением представлена на рис. 6, а график переходного 
процесса ОУ с возмущением на рис. 7.

На графике переходного процесса отчетливо видно, как при 4 секундах на объект начинает 
действовать возмущение, то есть объект начинает ехать в гору, и скорость вращения колес 
падает.
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Рис. 6. Компьютерная модель ОУ с возмущением Рис. 7. График переходного процесса ОУ 
с возмущением

2. Обеспечение условий компенсации возмущения в установившемся режиме 
на основе использования принципа внутренней модели

Согласно принципу внутренней модели (ПВМ) для компенсации возмущения в установив
шемся режиме требуется, чтобы формирующий полином ( )d sΓ  был включен как часть знаме
нателя регулятора. 

Пусть желаемый характеристический полином имеет вид.
 5 4 3 2( ) 0.0095 19.1935 172.2191 497.0369 458.5947 0.0025.clA s s s s s s= + + + + +
С помощью ПВМ найден регулятор системы, для компенсации возмущения

 
3 2

3 2

0.00489 9.83349 13.10268 0.00007 .
9 8

s s sC
s s s

+ + +
=

+ +
Компьютерная модель системы имеет вид (рис. 8)

График переходного процесса замкнутой системы с регулятором (рис. 9)

Рис. 8. Компьютерная модель системы с компенсацией возмущения

Рис. 9. График переходного процесса системы с компенсацией возмущения
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Благодаря применению принципа внутренней модели, с помощью метода назначения по
люсов удалось в значительной мере компенсировать возмущение, а также улучшить характе
ристики системы. Переходной процесс протекает быстрее, вызванное возмущением, падение 
скорости компенсировалось.

3. Упреждение возмущения

Структура для упреждения возмущения представлена на рис. 10 [5].

Из рисунка видно, что выход модели и реакция на выходе регулятора определяются выра
жениями:

 0 02 01

02 0

( ) ( ) ( )(1 ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ).
d f g

d uo g f g

Y s S s G s G s G s D s
U s S s G s D s S s G s D s

= +

= − +
Как видно из уравнения, в идеале блок упреждения должен инвертировать часть номиналь

ной модели, то есть 1
01( ) [ ( )] .fG s G s −= −  Также видно, что передаточная функция блока упрежде

ния ( )fG s  должна быть устойчивой и собственной, так как действует в разомкнутом контуре.
На первом этапе необходимо осуществить синтез регулятора обратной связи, который ре

ализован с помощью метода назначения полюсов. Пусть желаемый характеристический поли
ном имеет вид:

 4 3 2( ) 0.0095 19.1935 172.1621 382.1609 0.000059.clA s s s s s= + + + +
С помощью метода назначения полюсов получен регулятор обратной связи

 
2( ) 0.00543 10.9189 0.000059( ) .

( ) ( 9)
P s s sC s
L s s s

+ +
= =

+
Для упреждения возмущения требуется найти 1

0( ) [ ( )] ,fG s G s −= −  ( )fG s  выбрана, как при
ближение инверсии 0 ( ).G s

 
2

2

0.0095 19.108 0.0001( ) ,
0.0095 19.108 0.0001f

s sG s
s sβ
+ +

= −
+ +

где β  допускает компромисс между эффективностью упреждения и величиной управляюще
го воздействия. Согласно [5] β  был принят 0,01, при котором наблюдается удовлетворитель
ная динамика.

Компьютерная модель с упреждением возмущения (рис. 11).

Рис. 10. Схема с упреждением возмущения

Рис. 11. Компьютерная модель с упреждением возмущения
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График переходного процесса без упреждения и с упреждением возмущения (рис. 12).

Из рис. 12 видно, что наилучшими характеристиками обладает система с использованием 
упреждения и компенсацией возмущения. 

4. Аналитическое конструирование каскадного управления 
и оценка возможности его физической реализации

Основная идея каскадного управления заключается в том, чтобы передать в обратную 
связь некоторые промежуточные переменные, которые находятся между точкой приложения 
возмущения и выходом. В каскадном управлении вводится второй контур управления. Вы
ход первого регулятора формирует эталонный сигнал для второго контура. В этой структуре 
имеются два контура управления, первичный контур с первичным регулятором и вторичный 
контур с вторичным регулятором.

На первом этапе требуется разделить объект для реализации двух контуров управления.

 01
35( ) ;

7
G s

s
=

+
 02 2

7( ) .
0.0095 19.108 0.0001

sG s
s s

+
=

+ +
На следующем этапе необходимо разработать вторичный регулятор. Пусть эталонный ха

рактеристический полином имеет вид
 3 2( ) 24 191 504.clA s s s s= + + +
С помощью метода назначения полюсов получен вторичный регулятор

 
2

2 2

( 7)(0.457 2.057) 0.457 5.256 14.399) .
( 1)

s s s sC
s s s s

+ + + +
= =

+ +
Этот регулятор был выбран для получения удовлетворительной компенсации возмущения 

во вторичном контуре. Дополнительная чувствительность вторичного контура равна 

 02 2

15.995 71.995 .
16.995 71.995

BP sT
AL BP s s

+
= =

+ + +
Первичный регулятор работает с эквивалентным объектом

 
2

02 02 4 3 2

15.995 183.69 503.3965( ) ( ) .
0.0095 19.2695 325.424 1375.682 0.0072oeq

s sG G s T s
s s s s

+ +
= =

+ + + +
Теперь необходимо для объекта oeqG  разработать первичный регулятор 1.C  Пусть эталон

ный характеристический полином, имеет вид

 
7 6 5 4 3

2

( ) 0.0095 19.536 867.405 15524.589 139063.062s

622646.644 1114304.25s+5.832.
clA s s s s s

s
= + + + + +

+ +

Рис. 12. График переходного процесса с упреждением возмущения
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С помощью метода назначения полюсов найден первичный регулятор

 
3 2

1 3 2

( 20.44 41059.73 408324.69 2.14) .
( 28.1 34462.84 150226.34)

s s sC
s s s

− + − + − + −
=

+ + +
Таким образом система с каскадным управлением имеет вид (рис. 13).

График переходного процесса с каскадным управлением (рис. 14).

Благодаря применению каскадного управления удалось существенно улучшить характе
ристики системы. Результаты использования каскадного управления значительно лучше, чем 
при использовании упреждения возмущения и компенсации возмущения.

Заключение

Разработана математическая модель объекта управления и произведено компьютерное 
моделирование. На основе использования принципа внутренней модели обеспечены условия 
компенсации возмущения в установившемся режиме. Реализовано упреждение возмущения 
применительно к данному объекту управления. Произведено аналитическое конструирова
ние каскадного управления. 

Из рис. 14 видно, что все структуры компенсируют возмущение, наилучшими характери
стиками обладает система с применением каскадного управления.

Все результаты подтверждены вычислениями и компьютерным моделированием. Компью
терное моделирование проведено в среде класса MATLAB. Основные параметры приведены 
из открытых источников информации на примере мобильного робота класса «robot car kit» и 
двигателя TTU ME3060.

Рис. 13. Компьютерная модель с каскадным управлением

Рис. 14. График переходного процесса с каскадным управлением
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УДК 519.681

ПРИМЕНЕНИЕ МЕТОДОВ КЛАСТЕРИЗАЦИИ 
В СОЦИАЛЬНО-ЭКОНОМИЧЕСКИХ ИССЛЕДОВАНИЯХ

Северный (Арктический) федеральный университет им. М. В. Ломоносова

А. А. Воронцова

Аннотация. Данная статья посвящена многомерному статистическому анализу, в част-
ности кластеризации. Это научное направление, как разновидность обучения без учите-
ля, потенциально интересно, как для специалистов по данным, так и для представителей 
всех областей, занимающихся группировкой объектов. Мы сосредоточились на практи-
ческом применении кластеризации, т. е. выявлении скрытой структуры в реальных дан-
ных. В основу анализа были положены данные по всем регионам России. В результате 
было получено шесть групп регионов (шесть кластеров). Эти группы регионов оказались 
очень неоднородными по размерам, но почти для всех из них поддавались интерпрета-
ции устойчивые видовые характеристики. Кроме того, мы показали возможность эко-
номической интерпретации результатов кластерного анализа, а также эффективность 
совместного использования метода Уорда, метода k-средних и метода главных компонент.
Ключевые слова: кластеризация, k-means, метод Варда, обучение без учителя, социаль-
но-экономические исследования, региональный анализ, SPSS, регионы России, неодно-
родность, группировка объектов.

Введение

Необходимость классификации объектов преследует человечество с момента его зарожде
ния (например, определение съедобных и ядовитых растений и грибов, хищников и траво
ядных животных и т. д.). Эта задача является тривиальной, если мы используем только один 
признак или заранее известно количество в метке класса. Однако, в социальноэкономиче
ских исследованиях часто мы имеем множество объектов, которые характеризуются широким 
спектром показателей. Для нахождения устойчивых групп объектов в таких ситуациях чаще 
всего применяют методы кластерного анализа.

1. Кластеризация, как метод математического анализа

Кластеризация представляет собой способ группировки объектов таким образом, чтобы 
сходные объекты попадали в одну группу, а существенно различающиеся объекты — в разные 
группы. При этом чаще всего каждый из объектов характеризуется множеством параметров, 
то есть кластеризация — это в первую очередь многомерный статистический анализ. Кроме 
того, нам заранее неизвестно ни число кластеров, ни лейблы для них, то есть признаки, кото
рые бы характеризовали типичных представителей группы.

В терминах теории множеств кластеризация представляет собой процесс разделения ис
ходного множества объектов (каждый из которых описывается набором переменных) на не
сколько подмножеств. Часто такие подмножества также являются непересекающимися.

Фундаментальным в процессе кластеризации является следующий вопрос — «Как опреде
лить, что объекты расположены близко?» или «Как можно измерить расстояние между двумя 
точками в многомерном пространстве?». На них нет однозначного ответа, поэтому в зависи
мости от цели исследования и типа данных используются различные метрики : расстояние 
Евклида, Манхэттенское расстояние, расстояние Жаккарда и т. д.

В целом, есть свидетельства, что количество алгоритмов кластеризации превышает 1000, 
что является прямым следствием теоремы Клейнберга. Среди наиболее известных методов 
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можно отметить: метод kсредних, метод Варда, нейронные сети Кохонена, DBSCAN, Гауссов
ская смесь. Кроме того, наиболее важным является разделение алгоритмов — на четкие (ка
ждому объекту присваивается значение членства только в одной группе) и нечеткие (учиты
вается вероятность вхождения объекта в каждую из групп).

Проиллюстрируем для двух популярных алгоритмов кластеризации — Ward’s method и 
kmeans method, которые впоследствии будут использованы в экспериментальной части. Обе 
формулы (1) и (2) оперируют расстоянием между элементами кластера и его центром (или 
центроидом): 

 2 2 2( ) ( ) ( ) ,
i i

i i i
i x A x B

x x x a x b
∋ ∋

∆ = − − − − −∑ ∑ ∑  (1)

где x  — центроид объединенного кластера, a  и b  – центроиды кластеров A  и .B

 
1

( ),
i
j j

k
i
j j

j x S

V x x
= ∋

= −∑ ∑  (2)

где k  — количество кластеров ( j  — номер кластера), i
jx  — iй элемент j  кластера, jx  — цен

троид jго кластера.

2. Методика исследования

В экспериментальной части статьи мы сосредоточились на двух популярных методах кла
стеризации: Ward’s method и kmeans. Выбор указанных алгоритмов обусловлен их сравни
тельной простотой и эффективностью, а также тем, что они реализованы в статистическом 
пакете SPSS Statistics. 

Объектами выступили 82 субъекта Российской Федерации, каждый из которых характе
ризовался 9 социальноэкономическими признаками. Информационной базой, в основном, 
являлись данные Росстата. 

Впоследствии для обеспечения сопоставимости данных было проведено их нормирование 
(в результате значения признаков варьировались от 0 до 1). Кроме того, исходное простран
ство признаков было уменьшено с применением факторного анализа (метод главных компо
нент). В итоге кластеризация проводилась на трех факторах. 

В качестве метрики использован квадрат евклидова расстояния, вычисляемый по формуле:

 2

1
( ) ,

m
l l

ij i j
i

D x x
=

= −∑  (3)

lx  — значение переменной .l
Расчеты произведены с помощью программного продукта IBMSPSS Statistics.

3. Результаты кластеризации

Кластеризация позволяет нам снизить объем данных, что облегчает процесс анализа. На
пример, в результате кластеризации методом kmeans вместо 82 объектов мы получили 6 ти
пичных представителей, каждый из которых можно охарактеризовать среднеарифметическим 
значением признака. Представлено в табл. 1.

Как мы видим, наиболее существенно отличаются от остальных регионов – кластер 5 (го
род Москва) и кластер 6 (Чукотский автономный округ). В то же время, относительно средни
ми характеристиками обладают регионы самого большого первого кластера (63 региона).

Окончательное распределение регионов по кластерам представлено с помощью тепловой 
карты (рис. 1).
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Стоит отметить, что результаты, полученные независимо на основе двух методов класте
ризации, являются практически идентичными (за исключением отдельных субъектов, напри
мер, Республики Коми), что подтверждает эффективность данной группировки. Вероятно, так 
как кластеризация в обоих случаях являлась четкой, Республика Коми имеет промежуточное 
положение и при принятии решения о ее отнесении в конкретную группу регионов необходи
мо экспертное мнение.

Несмотря на то, что кластеры получились очень неоднородными по размеру: 63, 8, 7, 2, 1, 
1, регионы, принадлежащие к одному кластеру, географически находятся близко друг от друга, 
что также подтверждает обоснованность наших расчетов.

Чукотский автономный округ и город Москва, характеризующиеся соответственно очень 
низкой и очень высокой плотностью населения, образовали два самостоятельных кластера. Два 
региона с высоким уровнем развития (Московская область и город СанктПетербург) вошли в 
третий кластер. Еще несколько субъектов, с достаточно плохим климатом, образовали четвер
тую группу. И последними от общей группы регионов отделились пограничные территории Рос
сии, большинство из которых характеризуются относительно низким уровнем качества жизни.

Таблица 1
Значение центроидов для каждого кластера

Рис. 1. Распределение регионов по кластерам по методу k-means
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При этом большинство субъектов образовали один кластер, что может свидетельствовать 
об относительно схожих социальноэкономических условиях. 

Заключение

Методы многомерного статистического анализа (факторный анализ и классификация) по
зволили провести обработку достаточно большого массива статистических данных без суще
ственной потери информации. Полученные центры кластеров могут быть рассмотрены, как 
репрезентативные агенты. 

В целом, мы получили 6 групп регионов. При этом 2 кластера представлены отдельными 
регионами — аутлайерами . Кроме того, больше половины субъектов вошли в один кластер, 
что может свидетельствовать о их близком социальноэкономическом положении. Для осталь
ных групп можно определить устойчивые специфические характеристики, которые поддаются 
интерпретации. 

Кроме того, мы показали эффективность совместного применения иерархического и ите
ративного кластерного анализа, что позволило нам задать количество кластеров для второго 
алгоритма в условиях отсутствия априорных знаний о характеристиках регионов.

В рассматриваемом примере Ward’s method и kmeans method показали практически иден
тичные результаты. Субъекты Российской Федерации, для которых были получены разные 
значения принадлежности к кластерам, могут считаться спорными регионами. Оптимально 
рассмотреть вероятность их вхождения в каждый из кластеров.

Дискуссионными являются вопросы, связанные с возможностью совместного применения 
факторного и кластерного анализа. Кроме того, здесь не приведены метрики качества класте
ризации, которые могли бы быть полезны как для выбора оптимального количества класте
ров, так и принятия решения о спорных регионах. Данные недочеты могут быть устранены 
в последующих работах, в том числе с использованием нечетких алгоритмов кластеризации.

Литература

1. Adolfsson A. To cluster, or not to cluster: An analysis of clusterability methods / A. Adolfsson, 
M. Ackerman, N. C. Brownstein // Pattern Recognition. – 2019. – No 88. – P. 13–26.

2. Amigó E. A comparison of extrinsic clustering evaluation metrics based on formal constraints / 
E. Amigó, J. Gonzalo, J. Artiles, F. Verdejo // Information Retrieval. – 2009 – Vol. 12, No 4. – P. 461–486.

3. Davies D. L. A Cluster Separation Measure / D. L. Davies, D. W. Bouldin // IEEE Transactions on 
Pattern Analysis and Machine Intelligence, PAMI1. – 1979. – No 2. – P. 224–227.

4. Ding C. Kmeans clustering via principal component analysis / C. Ding, X. He // In: Proceedings 
of the Twentyfirst International Conference on Machine Learning, ICML ’04, ACM. – New York, 2004.

5. D’Urso P. Fuzzy clustering of mixed data / P. D’Urso, R. Massari // Information Sciences. – 
2019. – No 505. – P. 513–534.

6. Halkidi M. On clustering validation techniques / M. Halkidi, Y. Batistakis, M. Vazirgiannis // 
Journal of Intelligent Information Systems. – 2001. – Vol. 17, No 23. – P. 107–145.

7. Jain A. K. Data clustering: 50 years beyond Kmeans / A. K. Jain // Pattern Recognition Letters. – 
2010. – Vol. 31, No 8. – P. 651–666.

8. Ward J. H. Hierarchical Grouping to Optimize an Objective Function / J. H. Ward // Journal of 
the American Statistical Association. – 1963. – Vol. 58, No 301. – P. 236–244.

9. Воронцова А. А. Сравнение алгоритмов Варда и kmeans / А. А. Воронцова // CXXXI 
Международные научные чтения (памяти Чехарина Е. М.): сборник статей Международной 
научнопрактической конференции (Москва, 18 декабря 2021 г.). – Москва : Научная артель, 
2021. – С. 15–20.



1513

УДК 62.752, 629.4.015, 628.534, 519.71-74

НЕКОТОРЫЕ ПРЕДЛОЖЕНИЯ ПО РАЗРАБОТКЕ ТЕОРИИ ОБОБЩЕННЫХ 
ДИНАМИЧЕСКИХ СОСТОЯНИЙ МЕХАНИЧЕСКИХ КОЛЕБАТЕЛЬНЫХ СИСТЕМ
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2Иркутский национальный исследовательский технический университет

А. В. Елисеев1,2, Н. К. Кузнецов2, А. С. Миронов1

Аннотация. В рамках проблемы анализа вынужденных движений и реакций систем 
рассматриваются задачи оценки, контроля и формирования динамических состояний 
механических колебательных систем, образованных твердым телом, совершающим вы-
нужденные малые установившиеся колебания под действием связных вибрационных 
нагружений силовой природы, в предположении пренебрежимо малых сил трения. Ис-
пользуются методы структурного математического моделирования, в рамках которых, 
механическим колебательным системам, рассматриваемым в качестве расчетных схем 
технических объектов, сопоставляются схемы эквивалентных в динамическом отноше-
нии систем автоматического управления. В рамках задач оценки, контроля и формирова-
ния динамических состояний предложены элементы теории обобщенных динамических 
состояний механических колебательных систем.
Ключевые слова: структурные методы математического моделирования, механические 
колебательные системы, режимы динамического гашения колебаний, передаточные 
функции, динамическая податливость, динамические инварианты, связность внешних 
силовых возмущений, колебание твердого тела, карта динамических инвариантов.

Введение

Проблемы обеспечения безопасности технических объектов, находящихся в условиях 
вибрационных нагружений, предопределяют внимание к развитию методологических основ 
решения зада оценки, контроля и формирования динамических состояний механических 
колебательных систем, используемых в качестве расчетных схем в процессе математическо
го моделирования [1]. В качестве методологической базы решения задах оценки, контроля и 
формирования динамических состояний механических колебательных систем в вынужден
ных малых установившихся колебаниях могут быть применены структурные подходы, в рам
ках которых, механическим колебательным системам, рассматриваемым как расчетные схе
мы технических объектов транспортного или технологического назначения, сопоставляются 
схемы эквивалентных в динамическом отношении систем автоматического управления [2]. 
Использование механических колебательных систем, образованных твердыми телами, совер
шающими вынужденные малые установившиеся гармонические колебания, в предположении 
о пренебрежимо малых силах трения, под действием связных синфазных гармонических воз
мущений силовой природы представляется обоснованным на начальных этапах моделиро
вания существенных динамических особенностей технических объектов транспортного или 
технологического назначения.

Оценка динамических состояний твердого тела может быть проведена на основе дина
мических состояний семейства точек, распределенных по поверхности твердого тела. В ка
честве динамической характеристики особенностей движения фиксированной точки может 
выступать передаточная функция системы, использующая в качестве входного сигнала внеш
нее гармоническое возмущение, а в качестве выходного — возмущение колебаний точки, на 
основе движения которой оценивается динамическое состояние твердого тела. Передаточная 
функция, представляющая собой отношение амплитуд колебаний фиксированных точек к ам
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плитудам силовых возмущений, может быть интерпретирована как динамическая податли
вость. В свою очередь, для оценки многообразия динамических состояний механических ко
лебательных систем рассматриваются амплитудночастотные характеристики передаточных 
функций, в частности, отображающих частоты резонансов и обнулений колебаний точек, а 
также знакоположительные формы динамических взаимодействий элементов механических 
колебательных систем, находящихся в условиях связных возмущений силовой природы. Ме
тодология решения задач оценки, контроля и формирования динамических состояний меха
нических колебательных систем предполагает развитие методов определения особенностей 
амплитудночастотных характеристик в зависимости от вариационных параметров системы.

Вместе с тем, зависимости между динамическими состояниями механических колебатель
ных систем и вариационными параметрам ещё не получили детализации представлений в 
полной мере.

Доклад посвящен развитию обобщенных представлений о динамических состояниях меха
нических колебательных систем, образованных твердыми телами, находящимися в условиях 
связных вибрационных нагружений силовой природы в предположении о малости сил трения.

1. Общие положения и постановка задачи

Рассматривается механическая колебательная система, образованная твердым телом с мас
сой M  и моментом инерции ,J  установленном на упругие элементы с жесткостями 1,k  2k  
(рис. 1). Силы трения пренебрежимо малы. Система совершает малые вынужденные устано
вившиеся колебания под воздействием, приложенных к т. A  и т. ,B  связных гармонических 
синфазных возмущений 1,Q  2;Q

 2 1,Q Qγ=  (1)
где γ  — коэффициент связности. Крепления упругих элементов реализуются в тт. A  и B  от
стоящих на расстояниях 1l  и 2l  от центра тяжести т. O  твердого тела. На линии AB  выбрана 
точка т. H  с координатой .h  Для фиксированного коэффициента связности γ  динамическое 
состояние твердого тела определяется частотой ω  внешних возмущений.

Динамические особенности движения твердого тела проявляются в реализации критических 
режимов колебаний и знакопоопределенных форм динамических взаимодействий элементов 
системы. Для оценки динамических состояний использовано отношение амплитуд колебаний т. 
H  к амплитудам колебаний внешних силовых возмущений, интерпретируемое как динамиче
ская податливость, зависящая от частоты внешнего силового возмущения. Совокупность значе
ний динамической податливости зависит от координаты т. H  и коэффициента связности .γ

Задача заключается в разработке обобщенного подхода к оценке разнообразия динами
ческих состояний, оцениваемых на основе динамической податливости в зависимости от ва
риационных параметров системы: коэффициента связности и координаты точки, на основе 
которой оценивается динамическое состояние твердого тела.

Рис. 1. Механическая колебательная система



1515

2. Математическая модель

В рамках формализма Лагранжа в качестве обобщенных координат могут быть рассмотре
ны 1 2{ , }y y  — смещения тт. A  и B  твердого тела относительно положения статического рав
новесия и значения { , },zϕ  где ϕ  — угол поворота твердого тела относительно центра тяже
сти, z  — величина вертикального смещения центра тяжести относительно положения 
статического равновесия (рис. 1). Системы координат 1 2{ , }y y  и { , }zϕ  связаны равенствами:

 1 2

2 1( )
z ay by

c y yϕ
= +

 = −
 (2)

 1 1

2 2

,
y z l
y z l

ϕ
ϕ

= −
 = +

 (3)

где 2 1

1 2 1 2 1 2

1; ; .l la b c
l l l l l l

= = =
+ + +

Потенциальная и кинетическая энергий:

 2 2
1 1 2 2

1 1 ,
2 2

k y k yΠ = +  (4)

 2 21 1 .
2 2

Mz JϕΤ = +  (5)

Уравнения Лагранжа 2го рода в обобщенных координатах 1 2{ , }y y  имеет вид:

 
2 2 2

1 1 1 2 1
2 2 2

1 2 2 2 2

( ) ( )
.

( ) ( )

Ma Jc y k y Mab Jc y Q
Mab Jc y Mb Jc y k y Q

 + + + − =


− + + + =

 

 

 (6)

Система дифференциальных уравнений (6) после преобразований Лапласа:

 
2 2 2 2 2

1 1 2 1
2 2 2 2 2

1 2 2 2

(( ) ) ( )
.

( ) (( ) )

Ma Jc p k y Mab Jc p y Q
Mab Jc p y Mb Jc p k y Q

 + + + − =


− + + + =
 (7)

Алгебраическая система (7) может быть представлена в виде структурной схемы (рис. 2)

Передаточные функции системы:

 
1

2 2 2 2 2
1 2

11
1 0

(( ) ) ( )( , ) ,
( )Q

y Mb Jc p k Mab Jc pW p
Q A p

γγ
≠

+ + − −
= =  (8)

 
1

2 2 2 2 2
2 1

21
1 0

(( ) ) ( )( , ) ,
( )Q

y Ma Jc p k Mab Jc pW p
Q A p

γγ
≠

+ + − −
= =  (9)

где 2 2 2 2 2 2 2 2 2
1 2( ) (( ) )(( ) ) (( ) )–A p Ma Jc p k Mb Jc p k Mab Jc p= + + + + −  — характеристический 

многочлен с корнями 1,σ  2.σ

Рис. 2. Структурная схема механической колебательной системы (рис.1), 
p jω=  — комплексная переменная, 1j = − ,  ω  — частота внешнего возмущения, 

символ «–» над переменной обозначает изображение Лапласа
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На основе передаточных функций (8)–(9) может быть определена динамическая податли
вость произвольной точки твердого тела.

3. Оценка динамических состояний с помощью интегральных характеристик 
динамических инвариантов

Для оценки динамических состояний т. H  твердого тела построена передаточная функция:

 
1

1 2
0

1 1 1

( ) ( ) ( ) .h
h Q

y y yW p a ch b ch
Q Q Q=

= = − + +  (10)

Динамические особенности механической колебательной системы могут быть отображены 
на основе семейства амплитудночастотных характеристик, для которых вариационными па
раметрами служат коэффициент связности и координата т. H :

 
1

( , , ) ( , , ) .h
h

p j

yA h p h
Q

ω

ω γ γ
=

=  (11)

Каждой амплитудночастотной характеристике может быть сопоставлен ориентирован
ный граф, отображающий количество резонансов, частот обнуления и знакоположительных 
ветвей (рис. 3).

(а) (б) (в)
Рис. 3. Динамические особенности точки твердого тела с координатой 1h h= : 

(а) амплитудно-частотная характеристика, (б) динамический инвариант в виде графа, 
отображающий знакопостоянные формы динамических взаимодействий, (в) динамический 

инвариант в виде графа, отображающий динамическое состояния с одним резонансом

В общем случае бесконечно семейство амплитудночастотных характеристик может быть 
разбито на классы, элементы которых обладают одинаковыми динамическими инварианта
ми. Для регуляризации бесконечного семейства амплитудночастотных характеристик может 
быть использована частотная функция обнуления: 

 2 1 2 1 2
2

( ) ( )( , ) .
( ) ( 1)
c k k h bk akh
Mac Mbc h Jc

γ γω γ
γ γ
− + +

=
− + +

 (12)

Частотная функция обнуления позволяет сопоставить амплитудночастотным характери
стиками динамические инварианты (рис. 4).

На основе множества координат h  точек твердого тела определяется совокупность дина
мические инвариантов, отображающих разнообразие динамических состояний точек твердо
го тела для фиксированного коэффициента связности (табл. 1).
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Таблица 1 
Распределение динамических инвариантов по координате h

Существенные динамические особенности представлены в унифицированном виде ,k m
l nS F  

где k  — количество резонансов, l  — количество режимов обнуления амплитуды колебания 
координаты объекта, динамическое состояние которого оценивается, m  — количество поло
жительных форм взаимодействий, n  — количество отрицательных форм динамических взаи
модействий, k l m nJ + + +  — интегральная характеристика. Динамические инварианты строятся на 
основе известных методов.

Для фиксированного коэффициента связности γ  может быть построена интегральная ха
рактеристика в виде кусочнопостоянной функции, представляющая собой алгебраическую 
сумму особенностей динамического взаимодействия элементов механической колебательной 
системы (рис. 5а). 

Рис. 4. Частотная функция обнуления для коэффициента связности 0:γ =  
1,h  2 ,h  0 ,h  kph  — граничные значения координаты точки H ,  1 — левая ветвь частотной 

функции обнуления, 2 — правая ветвь частотной функции обнуления, 
3 — первая собственная частота, 4 — вторая собственная частота



1518

Изменение фиксированного значения коэффициента связности γ  силовых возмущений 
1,Q  2Q  находит своё отражение в частичном перераспределении граничных точек, образую

щих разбиения множества координат точек поверхности твердого тела (рис. 5б)

4. Оценка динамический особенностей механической колебательной системы 
на основе карты динамических инвариантов

Сопоставление каждой паре параметров динамического инварианта позволяет построить 
карту динамических инвариантов. Карта динамических инвариантов (рис. 6) содержит обла
сти { },ijΩ  границы { }ijΓ  и узлы { },ijA  в которых динамические инварианты, отображающие 
существенные особенности взаимодействия элементов механических колебательных систем, 
сохраняют свои значения. Можно полагать, что в части элементов разбиения динамические 
инварианты сохраняют свои значения и скачкообразно изменяются при переходе из одного 
множества в другое.

Построенная карта динамических инвариантов (рис. 6) позволяет отображать специфические 
особенности динамических взаимодействий элементов механических колебательных систем.

Характерным примером использования карты динамических инвариантов может служить 
задача определения координаты точки динамического гашения на фиксированной частоте в 
зависимости от связности внешних возмущений. На фиксированной частоте внешних возму
щений каждому коэффициенту связности γ  может быть сопоставлена точка твердого тела, в 
которой реализуется режим обнуления амплитуд колебания (рис. 6в, линия 1).

(а)

(б)
Рис. 5. Интегральные характеристики динамических особенностей твердого тела 

в зависимости от коэффициента связности: а) 0;γ =  б) 0,3γ =
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Заключение

В рамках методологии структурного математического моделирования представлены эле
менты теории обобщенных динамических состояний механических колебательных систем, 
находящихся в условиях связных вибрационных нагружений, в предположении малости сил 
трения.

В качестве обобщенного динамического состояния предложено рассматривать так назы
ваемый динамический инвариант, отображающий существенные особенности совокупно
сти динамических состояний механической колебательной системы в виде ориентированных 
графов, количества вершин и дуг которого равны количествам резонансов, частот обнуления 
амплитуд колебаний, положительных и отрицательных форм динамических взаимодействий 
элементов.

Показано, что бесконечному множеству амплитудночастотных характеристик может быть 
сопоставлено конечно множество динамических инвариантов. Общая совокупность динами
ческих инвариантов может быть построена на основе частотных функций обнуления, которая 
может быть задана в неявной форме путем обнуления числителя передаточной функции, в 
рамках рассматриваемой задачи интерпретируемой как динамическая податливость. Частот
ная функция обнуления сопоставляет вариационным параметрам системы частоту внешних 
силовых возмущений, на которой реализуется обнуление динамической податливости; в пред
положении, что частота обнуления не совпадает с собственной частотой колебания системы. 

Показано, что изменение одного из вариационных параметров определяет совокупность 
различных динамических инвариантов, распределение которых по значениям параметра мо
жет быть отображено с помощью кусочнопостоянной интегральной характеристики, сопо
ставляющей каждому значению вариационного параметра общее число динамических осо
бенностей.

Показано, что совокупность динамических состояний, соответствующая одновременному 
варьированию двух параметров системы, может быть отображена с помощью карты динами
ческих инвариантов, разбивающей плоскость двух вариационных параметров на конечную 
совокупность непересекающихся областей, границ и точек перекрещивания границ, потенци
ально обладающих различными динамическим инвариантами. В частности, показано, что бес
конечное разнообразие динамических состояний механических колебательных систем может 
быть представлено в виде конечного набор обобщенных динамических состояний.

(а) (б) (в)
Рис. 6. Карта динамических инвариантов. (а) — фрагмент карты динамический инвариантов, 

образованной областями ijΩ ,  границами klΓ  и точками ;nmA  (б) — распределение 
динамических инвариантов по множествами карты динамических инвариантов; (в) — 

траектория характеристик динамических режимов на карте динамических инвариантов
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ДИНАМИКА СИСТЕМЫ УРАВНЕНИЙ ЛОРЕНЦА
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В. Г. Задорожний, Е. В. Шкурченко

Аннотация. В работе представлено моделирование поведения системы Лоренца при 
фиксированных параметрах, визуализация ее решения и фазовых траекторий в среде 
Wolfram Mathematica 13.0 с последующим приближением притягивающих областей эле-
ментарными функциями.
Ключевые слова: аттрактор Лоренца, странный аттрактор, среда Wolfram Mathematica, 
аналитические приближения графиков фазовых траекторий, бифуркация решений.

Введение

Одним из важнейших открытий XX века является обнаружение хаотических режимов в 
нелинейных динамических системах. Такое явление называется детерминированным (или ди
намическим) хаосом, при которым поведение системы представляется случайным, несмотря 
на то, что, казалось бы, оно должно быть определенным. Конечно, наблюдения за поведением 
аттрактора системы Лоренца недостаточно для того, чтобы понять механизмы динамического 
хаоса, но все же приведенная задача представляет собой немаловажный шаг в изучении дан
ного вопроса.

1. Система Лоренца

Математическая модель Лоренца представляет собой нелинейную систему из трех обыкно
венных дифференциальных уравнений первого порядка:

 
( )
( )

x y x
y x r z y
z xy bz

σ= −
 = − −
 = −







 (1)

Параметры 1,σ >  0r >  и 0b >  — положительные числа, соответственно, число Прандтля, нор
мированное число Релея и некоторая величина, определяемая геометрией конвекционной ячейки.

Эта система была предложена Эдвардом Нортоном Лоренцем в 1963 г. как нетривиальное 
приближение методом Галеркина для задачи о конвекции морской воды в плоском слое. Также 
вышеприведенная система фигурирует в моделировании других физических процессов, на
пример, во вращении водяного колеса, в конвекции в замкнутой петле.

Особые точки находятся путем решения следующей системы уравнений:

 
( ) 0
( ) 0

0

y x
x r z y
xy bz

σ − =
 − − =
 − =

 (2)

Отсюда, система Лоренца при любых параметрах имеет нулевое положение равновесия 
1 (0,0,0),P =  а помимо него, при 1,r >  еще два: 2 ( ( 1), ( 1), 1)P b r b r r= − − −  и 
3 ( ( 1), ( 1), 1),P b r b r r= − − − − −  которые при 1r →  сливаются в одно нулевое, то есть 1r =  

является бифуркационным значением, другими словами, тем, при котором наблюдается изме
нение количества положений равновесия.

Свойства системы (1) и исследование ее особых точек на устойчивость рассмотрены в [1, 2].
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2. Моделирование системы Лоренца в среде Wolfram Mathematica 13.0

Ниже приведен программный модуль в среде Wolfram Mathematica 13.0, визуализирующий 
численное решение задачи Коши методом РунгеКутты и его фазовую траекторию, написан
ный для исследования динамики системы.
σ  = 10;
r = 28;
b = 8/3;
sys={x’[t] = = σ(-x[t]+y[t]), x[0]==0.1, y’[t]==x[t]*(r-z[t])-y[t],y[0]==0,z’[t] = = 
y[t]*x[t]-b*z[t],z[0] = = 0};
nds = NDSolveValue[sys,{x,y,z},{t,0,30}, AccuracyGoal->100, Method->»ExplicitRungeKutta»]
Plot[{nds[[1]][t], nds[[2]][t], nds[[3]][t]}, {t, 0, 10}]
ParametricPlot3D[{nds[[1]][t],nds[[2]][t],nds[[3]][t]},{t,0,30},PlotRange -> All, 
AxesLabel- >{x,y,z}, PlotStyle -> Thin]  

Параметры зафиксированы, и их значения взяты из оригинальной работы Эдварда Лорен
ца [3], а именно: 10,σ =  8 ,

3
b =  28.r =  При таких значениях параметров движение системы 

становится крайне неупорядоченным: решение, раскручиваясь по спирали в окрестности од
ной из неподвижных точек в течение произвольного отрезка времени переходит в окрестность 
другой неподвижной точки и далее продолжает двигаться таким же образом. Оставаясь в 
ограниченной области фазового пространства, траектория представляет собой сложную 
структуру — странный аттрактор. Начальная точка — (0.1,0,0).  На рис. 1 и рис. 2 представле
ны результаты работы программы.

Рис. 1. График решения

Рис. 2. Фазовая траектория
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3. Приближение притягивающих областей системы при фиксированных параметрах

Из приведенных выше фазовых траекторий видно, что притягивающие области напомина
ют окружности, поэтому в качестве приближающих функций взяты функции вида:

 
0

0

0

( ) sin( )
( ) cos( )
( ) sin( )

x t x A t
y t y A t
z t z A t

ω
ω
ω

= +
 = +
 = +

 (3)

В качестве 0 0 0( , , )x y z  взята одна из точек равновесия, найденная из системы (3) — 

3 ( 6 2 ,6 2,27),P = − −  ω  — период, найденный путем подбора, исходя из графиков решения. 
A  — амплитуда, взятая минимальной, чтобы получить примерную границу области. В резуль
тате были подобраны функции:

 

( ) 6 2 1.5sin(2 )

( ) 6 2 1.5cos(2 )
( ) 27 1.5sin(2 )

x t t

y t t
z t t

π

π
π

 = − +
 = − +
 = +

 (4)

В качестве приближения второй области аналогичным образом подобраны функции:

 

( ) 6 2 7sin(2 )

( ) 6 2 7cos(2 )
( ) 27 7sin(2 )

x t t

y t t
z t t

π

π
π

 = +
 = +
 = +

 (5)

На рис. 3, рис. 4 и рис. 5 представлены графики ( ),x t  ( )y t  и ( ),z t  найденные численно с 
помощью встроенной функции Wolfram Mathematica и график приближения на промежутке 
времени от 0 до 35. 

Для того, чтобы реализовать переход из окрестности одной точки равновесия в окрест
ность другой, функция выбрана периодической. Сравнение графиков фазовой траектории, 
полученной численным решением системы и графиков функций (5), (6) представлено на рис. 
6, где для наглядности также отмечены особые точки 2  (6 2,6 2,27)P =  и 3 ( 6 2 ,6 2,27)P = − −

При таком определении функций только обозначаются притягивающие области, но не связь 
между ними. Положим тогда 0 0,x y  и A функциями от ,t  чтобы уравнения (3) приняли вид: 

 

[ ] [ ]

[ ] [ ]

( [ ])( 1) 6 2 (1 ( [ ]))( 1) ( 6 2) 7(1 0.2cos(0.7 ))sin(2 )

( [ ])( 1) 6 2 (1 ( [ ]))( 1) ( 6 2) 7(1 0.2cos(0.7 )) cos(2 )
27 3.5sin(2 )

t t

t t

x t t t t t t

y t t t t t t
z t

π π

π π
π

 = − − + − − − − + +
 = − − + − − − − + +
 = +

 (6)

Рис. 3
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Такое определение функций обеспечивает связь между двумя притягивающими областями 
и накручивание траекторий вокруг них. Графики функций (6) приведены на рис. 7.

 

Рис. 4

Рис. 5

Рис. 6
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Заключение

Поведение решений системы уравнений Лоренца традиционно изучают численными мето
дами. Аналитические решения системы неизвестны, хотя аналитические формулы обычно по
зволяют более детально изучить поведение систем. В данной работе выведены приближенные 
формулы, графики которых близки к графикам решений, полученных для системы Лоренца 
численными методами. Возникает вопрос: как нашли аналитические выражения для траекто
рий системы Лоренца? Мы единственное что можем ответить, следуя Лескову: «а мы так, “…
глаз пристрелявши”».
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МЕХАНИЗМЫ РЕСТРУКТУРИЗАЦИИ ЭКОНОМИЧЕСКОЙ СИСТЕМЫ

Воронежский государственный университет

В. П. Квитко, В. В. Степин

Аннотация. В работе изучается актуальность и необходимость использования межотрас-
левого баланса в современной экономике как инструмента, позволяющего правильно 
распределять имеющиеся ресурсы. Производятся экспериментальные расчеты модели на 
примере Воронежской области. Выявляется необходимость учета производственной ла-
куны и ее влияние.
Ключевые слова: межотраслевой баланс, величина валового выпуска, производствен-
ная лакуна, валовой региональный продукт, конечный продукт, коэффициенты прямых 
затрат.

Современные реалии показывают необходимость изменения как государственного управ
ления в сфере экономики, так и регионального. И так как мы живем в мире цифровых техно
логий, то и развитие должно происходить с использованием имеющихся возможностей, кото
рые значительно усилят эффективность управления экономикой. В связи с этим стоит вопрос 
о создании платформы, которая помогала бы грамотно распределять имеющиеся ресурсы ре
гиона или страны в целом и своевременно предпринимать необходимые меры для поддержа
ния стабильности экономики. В связи с этим ключевым звеном должно стать использование 
межотраслевого баланса, благодаря ему можно увидеть слабые места в той или иной отрасли, 
либо потенциальные точки развития. Вследствие этого, учитывая актуальность данной мо
дели как системного механизма анализа межотраслевых цепочек, Федеральная служба госу
дарственной статистики выпустила приказ от 7.07.2021 N 392 «Об утверждении указаний по 
заполнению форм федерального статистического наблюдения за затратами на производство 
и продажу продукции (товаров, работ, услуг) за 2021 год». Собранная информация от органи
заций будет использоваться в дальнейшем для построения модели межотраслевого баланса. 
Суть межотраслевого баланса состоит в том, чтобы рационально распределить имеющиеся 
в наличие ресурсы, такие как финансовые, трудовые, материальные и т. д., но не просто рас
пределить, а исходя из потребностей в этих ресурсах. Межотраслевой баланс направлен на 
сохранение и поддержание баланса в экономике.

Экономическая система предполагает наличие отраслей, которые производят товар, от
личный от продуктов других отраслей. Помимо этого, любая отрасль нуждается в ресурсах, 
необходимых для производства своего продукта, эти ресурсы производят другие отрасли, 
именно поэтому каждая из них выступает в качестве производителя и потребителя. По своему 
экономическому содержанию межотраслевой баланс делится на три раздела, каждый из кото
рых отражает различные стороны процесса расширенного производства в системе. При этом 
мы не можем использовать стандартную модель межотраслевого баланса, так как необходи
мо учитывать влияние объектов, которые находятся за пределами рассматриваемой системы, 
на примере региона это могут быть объекты, которые административно не подчинены дан
ной области. Статистика показывает, что величина валового выпуска, полученная в резуль
тате функционирования региона с использованием местных трудовых ресурсов, образуется 
в результате функционирования объектов, которые организационно не подвластны админи
стративному центру. Это приводит к тому, что ВРП региона, на территории которого зареги
стрирован управляющий центр компании, значительно завышен, а ВРП региона, на котором 
расположены филиалы, наоборот занижен. Полученная ситуация говорит о необходимости 
учета данных объектов хозяйственной деятельности при описании экономики региона и мо
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делировании его развития, в дальнейшем совокупность данных объектов будет называться 
производственной лакуной. 

В качестве эксперимента на основе МОБ за 2015 год и данных за 2020 год была построена 
модель межотраслевого баланса Воронежской области за 2020 год с учетом лакун (дополни
тельный 1n +  элемент), представленная на рис. 1. 

Далее рассмотрим межотраслевой баланс для определения валового продукта региона с 
учетом данных по лакунам и без их учета. Для отыскания регионального валового продукта на 
основе информации о межотраслевых потоках используется модель Леонтьева:
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E A X Y
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 − =


≥
 (1)

где ( )ijA a=  — матрица межотраслевого потока из iй отрасли в jю, 
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 — вектор конечного продукта, E  — единичная матрица. Таким обра

зом, для отыскания вектора валового выпуска X  необходимо решить следующее уравнение:
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Рис. 1. МОБ за 2020 год
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Теперь произведем расчеты, учитывая данные межотраслевого потока лакуны. Получаем 
вектор валового продукта с учетом лакуны:

*

3,539
4,253
4,325
4,470 .
4,932
3,508
3,953

X

 
 
 
 
 

=  
 
 
 
 
 

Таким образом, можно сделать вывод, что вполне логичным является увеличение валового 
выпуска при учете лакуны, так как в данном случае получается, что присутствует потребность 
в продукции за пределами региона и потому объем произведенного продукта гораздо выше. 
То есть важнейшим аспектом при построении модели межотраслевого баланса и разработки 
на ее основе цифровой платформы является учет производственных лакун.
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РАЗРАБОТКА ПРОГРАММНО-АППАРАТНОГО КОМПЛЕКСА 
СИНХРОННО-ВЕКТОРНЫХ ИЗМЕРЕНИЙ ДЛЯ ПОВЫШЕНИЯ 

ЭНЕРГОЭФФЕКТИВНОСТИ ПРОМЫШЛЕННЫХ ЭЛЕКТРОСЕТЕЙ

Балтийский федеральный университет имени Иммануила Канта

В. А. Казбанов, М. С. Курицкий, А. Н. Алещенко, В. М. Анискевич

Аннотация. В статье рассматривается способ повышения эффективности работы про-
мышленных энергосетей путём цифрового мониторинга состояния всей энергосети (та-
ких параметров, как мощность, сдвиг фаз, частота) в реальном времени с применением 
технологий синхронно-векторных измерений. Авторами разработан и сконструирован 
прототип программно-аппаратного комплекса синхронно-векторных измерений, аппа-
ратная часть которого включает в себя GPS-синхронизированный АЦП на базе микро-
контроллера, а программная часть — непосредственно программирование микрокон-
троллера, а также веб-сервер для оперативной обработки снятых показаний.
Ключевые слова: синхронно-векторные измерения, электроэнергетика, энергоэффек-
тивность, цифровые подстанции, энергосети, электросети, цифровая обработка сигна-
лов, микроконтроллеры, энергосбережение, GPS/ГЛОНАСС, программно-аппаратный 
комплекс, системы диагностики электросетевого оборудования.

Введение

Современная энергетика в настоящее время сталкивается с целым рядом серьёзных про
блем. Ввиду активной электрификации различных человеческих сфер деятельности потреб
ность в энергоресурсах нарастает с каждым годом. Также важно отметить современную тен
денцию по переходу к «зелёной энергетике» и возобновляемым энергоресурсам [6]. Такой 
подход, конечно, положительно сказывается на экологии, однако источники «зелёной» энер
гии имеют более низкую эффективность. Совмещая падение генерируемых мощностей с по
вышением потребляемых, получаем острую необходимость в контроле и устранении любых 
нежелательных потерь на пути от производителя электроэнергии к её потребителю.

Таким образом, современная энергетика остро нуждается в средствах мониторинга и 
управления генерируемой и передаваемой электроэнергии [3, 7]. Кроме того, если рассматри
ваемая сеть имеет большую протяженность, возникает проблема синхронизации полученных 
измерений. Ведь для принятия критических решений о перераспределении генерируемых 
мощностей необходима высокая точность сведений о состоянии сети в реальном времени.

Для решения этой проблемы современная промышленность использует устройства на базе 
синхронновекторных измерений (УСВИ), где используется синхронизация времени глобаль
ными позиционирующими системами, такими как GPS и ГЛОНАСС.

Задача синхронизации актуальна для многих приложений, включая системы промышлен
ного назначения в телекоммуникациях, банковском секторе, военном деле, нефтегазовой и 
транспортнологистической отраслях, где используется обработка данных в реальном време
ни. Данное исследование концентрирует внимание на применении УСВИ в энергетике.

1. Метод синхронно-векторных измерений
1.1. Устройство фазовых измерений PMU

Синхронно-векторные измерения (СВИ) (англ. Syncrhophasor Measurements) — это техно
логия множественных одновременных измерений одного или нескольких параметров протя
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жённой системы посредством анализа разности частот, фаз напряжений и токов в разных её 
участках. Ярким примером области применения такой технологии являются электрические под
станции и линии электропередач между ними. Синхронизация в таких системах осуществляет
ся путём координирования с глобальными позиционирующими системами (GPS, ГЛОНАСС).

В основе СВИ лежит цифровое устройство фазовых измерений — PMU (Phasor Measurement 
Unit) (рис. 1), способное оценить с высокой точностью синхрофазу, частоту и первую произ
водную частоты по времени измеряемых напряжений и токов. Синхрофаза или синхровек-
тор — это амплитуда и угол сигнала синусоидальной формы (тока или напряжения), изме
ренного в конкретный момент времени. Процесс измерения координируется международным 
временным стандартом UTC [2].

Сигнал поступает в PMU сразу с преобразователя напряжения и тока. Далее производит
ся его дискретизация. Время дискретизации сигнала является постоянным и базируется на 
точном времени от геопозиционирующих систем, работающих с микросекундной точностью. 
Для дискретизации сигнала после его фильтрации используется АЦП (аналогоцифровой 
преобразователь). Полученные данные формируются в специальный цифровой пакет, к кото
рому прикрепляется временная метка, и далее отправляются в концентраторы фазовых дан
ных PDC (Phasor Data Concentrators). PDC представляют собой специальные накопительные 
устройства, используемые для хранения данных в режиме оффлайн, а также дальнейшей их 
отправки для анализа состояния системы в реальном времени.

Таким образом на основе получаемых PMU векторных измерений параметров сети осу
ществляется мониторинг состояния энергооборудования и, как следствие, создание современ
ных интеллектуальных систем управления энергосетями.

1.2. Методы синхронизации точного времени

Синхронизация времени в промышленных сетях необходима для согласования работы 
устройств и приложений, осуществляющих обработку данных в режиме реального времени. 
Синхронизация также требуется в системах мониторинга и управления с целью протоколиро
вания возникающих событий и своевременного реагирования. 

Существует несколько методов синхронизации времени. В одностороннем методе веду
щие часы (Master) отправляют информацию о времени на ведомые часы (Slave). Ведомые ис

Рис. 1. Блок-схема устройства фазовых измерений (PMU) [4]
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пользуют полученные данные, учитывая задержку на передачу информации, для синхрони
зации своего времени. Такой метод может быть использован только в тех системах, где есть 
передачи данных и путь от ведущих часов к ведомым не изменяется. В противном случае при 
синхронизации будет некорректно рассчитываться задержка.

В двустороннем методе между ведущими и ведомыми часами создаётся двусторонняя 
связь. Необходимость в такой конструкции возникает для корректного определения задерж
ки на передачу данных при синхронизации по сети. Ведущие и ведомые часы обмениваются 
сообщениями с метками времени, после чего рассчитывается задержка, которая учитывается 
в алгоритмах синхронизации.

В зависимости от решаемых задач могут потребоваться разные уровни точности синхро
низации времени. В табл. 1 приведена точность некоторых методов синхронизации времени 
стандарта IEEE 1588 [1].

Таблица 1
Точность различных методов синхронизации времени стандарта IEEE 1588

Точность Метод синхронизации Сеть
GPS < 1 мкс Односторонний Беспроводная
1PPS < 1 мкс Односторонний Отдельная проводная
IRIGB 10 мкс–1 мс Односторонний Отдельная проводная
NTP 0,5–100 мс Двусторонний Интернет
SNTP 1–50 мс Двусторонний Локальная
PTP < 1 мкс Двусторонний Локальная

Из табл. 1 можно сделать вывод, что наиболее точным и наиболее подходящим методом 
синхронизации в протяженных сетях является GPS (ГЛОНАСС). В проведённом исследова
нии использовалось целых три метода синхронизации, последовательно преобразуемых друг 
в друга: GPS → IRIGB → 1PPS.

2. Разработка прототипа УСВИ

2.1. Общая структурная схема устройства

Основными блоками системы синхронновекторных измерений, как уже отмечалось ра
нее, являются подсистема синхронизации времени по GPS/ГЛОНАСС, блоки векторных из
мерений PMU, концентратор данных векторных измерений PDC (Phasor Data Concentrator), а 
также коммуникационное оборудование и программное обеспечение (ПО) для визуализации 
полученных данных.

Фундаментом такой системы является синхронизированный по времени аналогоцифро
вой преобразователь (АЦП) (рис. 4), каждый отсчет которого снабжен меткой глобального 
времени, что позволяет сравнивать вычисленные параметры сигналов в одном месте с пара
метрами сигналов из других мест в широком географическом пространстве.

 На вход схемы подаётся нормализованный измеряемый аналоговый сигнал в виде напря
жения, изменяющегося в пределах 0–3,3 В. Далее по сигналу PPS запускается серия оцифровки 
полученного сигнала при помощи АЦП. Каждое дискретное значение записывается в память 
контроллера, формируя в ней блоки (страницы) с показаниями с обоих входных каналов за 
несколько последних секунд. Каждому блоку присваивается метка времени. По мере необхо
димости верхний уровень запрашивает последнюю сформированную страницу с измерения
ми из памяти контроллера. Передача данных осуществляется через последовательный порт по 
USB.
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Стоит отметить, что выделенные на рис. 4 нормализатор измеряемого сигнала, источник 
PPS и GPSприёмник не являются частью микроконтроллера, а их задачи выполняют отдель
ные устройства. Границы микроконтроллера обозначены пунктирной линией.

Нормализатор сигнала необходим для преобразования некоторого входного сигнала в ко
лебания напряжения в рабочих пределах используемого АЦП. В качестве источника норма
лизованного сигнала в разработанном прототипе используется цифровой генератор сигналов 
Zet210 от компании ZetLab. Генератор создаёт два синусоидальных сигнала с частотой 50Гц, 
смещённые по фазе друг относительно друга на некоторое значение. Амплитуда генерируемых 
сигналов находится в пределах 0–2 В. Управление генератором происходит через компьютер в 
приложении ZetLab. Для снятия контрольных показаний на выходе генератора используется 
осциллограф.

Для формирования сигнала точного времени в формате IRIGB в прототипе используется 
оборудование компании «Prosoft Systems», состоящее из судовой GPSантенны и источника 
сигнала синхронизации. Сформированный сигнал далее поступает на программируемую ло
гическую интегральную схему (ПЛИС) FPGA ALTERA MAXII, где происходит извлечение вре
менной метки и выдача импульса 1PPS (Pulse Per Second — импульс в секунду).

Наконец, в качестве микроконтроллера в прототипе используется плата STM32 линейки 
Nucleo144 Discovery с микроконтроллером STM32F767Zi. На одной плате имеется всё необхо
димое для разработки, включая точный высокочастотный АЦП, а также модуль отладчика и 
программатора STLink.

Рабочая установка в собранном виде, включающая все описанные выше блоки, изображена 
на рис. 3.

2.2. Программное обеспечение

В качестве языка программирования для микроконтроллера был выбран язык Rust. Это 
современный аналог языка C, мультипарадигменный высокоуровневый компилируемый язык 
программирования со статической типизацией, гарантирующий безопасность работы с памя
тью и не имеющий сборщика мусора. 

В качестве среды разработки и отладки ПО для микроконтроллера был выбран современ
ный инструментарий Intellij IDEA от чешской компании JetBrains. Для прошивки программы 

Рис. 2. Упрощенная структурная схема GPS-синхронизированного АЦП
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микроконтроллера STM32F767ZI используется официальный драйвер для программатора St
Link V21.

Для задания параметров генерируемых сигналов используется базовая версия ПО от ком
панииразработчика генератора ZET210 – ZetLab Base. Для приёма измеренных показаний по 
серийному порту с микроконтроллера (через USB) и отправки команды для начала передачи 
на этапе отладки используется программа SerialPlot.

Приёмная часть установки находится под управлением OS Ubuntu (на базе ядра Linux). 
Такое техническое решение способствует исчезновению проблем с драйверами STLink и зна
чительному приросту производительности компьютера.

2.3. Обработка результатов измерений

По запросу пользователя программа SerialPlot отправляет по серийному порту команду 
на микроконтроллер для передачи блока данных за последнюю секунду. Полученные пока
зания (рис. 4) интерпретируются по заданному алгоритму таким образом, чтобы извлечь из 
байтовой последовательности показания различных каналов с заданным размером слова, чис
лом каналов, размером буфера, градацией осей OX и OY и так далее. В экспериментальной 
установке использовался размер буфера на 12800 отсчетов, в два канала, с порядком байт от 
младшего к старшему, по два байта на отсчет. На рис. 4 также отчетливо видны 50 периодов 
синусоиды в секунду, т. е. заданная в настройках генератора частота в 50 Гц.

SerialPlot поддерживает экспорт исходных данных для построения в формате CSV. Проа
нализировав исходные данные в формате CSV средствами Matlab или Octave, можно получить 
Фурьеобраз оцифрованного сигнала (рис. 5), а также представить фазу и амплитуду входных 
сигналов в векторном виде (рис. 6). Один из входных сигналов на рис. 6 выбран в качестве 
эталонного, а его фаза зафиксирована в нуле. Также на этом рисунке отчётливо видно, что 
разница фаз между сигналами на двух входных каналах составляет 45°. Показания в точности 
совпадают с параметрами генерируемого сигнала, заданными в окне настроек ZetLab.

Рис. 3. Программно-аппаратный комплекс СВИ
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Рис. 5. Фурье-образ одного из входных 
сигналов с отчётливо наблюдаемым пиком на часто-

те 50 Гц

Рис. 6. Фаза и амплитуда входных 
сигналов 

в векторном виде

Способ обработки измерений в программной среде Matlab, однако, имеет некоторые не
удобства, так как заставляет производить множество манипуляций в несвязанных между 
собой программах для извлечения, последующей конвертации и обработки полученных из
мерений. Ввиду этого в рамках разработки программноаппаратного комплекса СВИ было 
разработано также собственное ПО, полностью реализующее процессы получения измере
ний, их обработки и отображения результата конечному пользователю. Все промежуточные 
этапы обработки между конечным пользователем и драйвером последовательного порта были 
заменены вебсервером, осуществляющим процесс коммуникации с микроконтроллером. По 
команде пользователя сервер запрашивает показания, а затем их обрабатывает, генерируя Фу
рьеспектр и образы входных сигналов в векторном виде с заданными фазой и амплитудой 
(рис. 7). Доступ к вебсерверу может осуществляться как из локальной сети (включая ком

Рис. 4. Показания с GPS-АЦП за одну секунду (SerialPlot)
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пьютер, на котором исполняется бинарный файл вебсервера), так и из сети Интернет, то есть 
через любое другое портативное устройство (телефон или планшет).

Заключение

Устройства синхронизированных векторных измерений обеспечивают мониторинг элек
трических величин по всей энергосистеме в режиме реального времени. Они используются 
для распределения систем управления, проверки модели системы, мониторинга запаса устой
чивости, контроля напряжения и фазовых углов в узлах энергосистемы, а также визуализации 
динамических характеристик системы.

Поскольку рынок аппаратных и программных решений для синхронновекторных изме
рений является нишевым, на нём доминируют современные гиганты измерительной электро
ники, такие как Siemens, Valiant и Electro Industries. Такие импортные аппаратные решения 
относятся к категории дорогостоящих и требуют специальной профессиональной подготов
ки к эксплуатации, а также наличие соответствующего ПО. Более того, конструкционные и 
программные сведения в данной области в большинстве своём являются закрытыми и носят 
конфиденциальный характер. Существуют, конечно, и так называемые решения с “открытыми 
исходниками” [5], однако доступ к содержанию таковых решений не является в полной мере 
открытым, бесплатным и не описывает в деталях процесс создания устройств СВИ.

Нам же в процессе этого научного исследования фактически с нуля удалось разработать и 
сконструировать полноценный, работоспособный и дешёвый в изготовлении прототип про
граммноаппаратного комплекса синхронновекторных измерений, потенциально не уступа
ющий по своим характеристикам зарубежным аналогам. Аппаратная часть разработанного 
комплекса включает в себя GPSсинхронизированный АЦП на базе микроконтроллера, а про
граммная часть — непосредственно программирование микроконтроллера, а также вебсер
вер для оперативной обработки снятых показаний.

В связи с высокой востребованностью такого рода оборудования государственными ком
паниями в секторе энергетики становится очевидной необходимость дальнейшей модерниза
ции программноаппаратного комплекса для применения уже в промышленных масштабах.
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Аннотация. Выполнен анализ методических и прикладных проблем оценки и управления 
территориальными рисками с применением информационных технологий. Предложена 
модель формирования решений по проведению превентивных мероприятий снижения 
рисков на основе оригинального метода обработки данных комплексного мониторинга 
на примере территорий, объектов и муниципальных образований Красноярского края. 
Приведены примеры реализации модели для базовых рисков социально-природно-тех-
ногенных систем.
Ключевые слова: социально-природно-техногенные системы, факторы рисков, инте-
гральный анализ показателей безопасности, территории, управленческие действия.

Введение

Обеспечение безопасности жизнедеятельности населения и объектов техносферы, сохра
нение экологических систем является национальным стратегическим приоритетом России 
[1]. Важнейшим направлением деятельности МЧС России является предупреждение чрезвы
чайных ситуаций (ЧС), снижение количества пожаров и происшествий на водных объектах. 
Сложность стратегического планирования систем защиты территорий обусловлена необхо
димостью учёта большого числа факторов, приводящих к реализации опасностей, их стоха
стического характера и сложных взаимодействий. Разнообразие рисков обуславливает необ
ходимость междисциплинарных исследований. Развитие современных технологий получения 
и обработки данных, рост объёмов детализированной информации об объектах и процес
сах окружающей среды и техносферы, повышение точности моделей ЧС, накопление опыта 
управления в нештатных ситуациях, создают условия для построения принципиально новых 
информационноаналитических систем комплексной поддержки управления территориаль
ной безопасностью.

Вместе с тем наблюдается функциональный дисбаланс деятельности органов управления 
территориальной безопасностью. Анализ статистики событий показывает, что подавляющая 
часть решений по реагированию на ЧС, пожары и опасные события принимается на уровне 
объекта и муниципалитета. Контроль и обобщение оперативной информации на региональ
ном и федеральном уровнях требует большого количества ресурсов и не сопровождается зна
чимыми управленческими решениями. Формируемую информационную базу затруднительно 
использовать в задачах долгосрочного планирования.

В работе предлагается модель оценки и управления территориальными рисками, увязы
вающая данные комплексного мониторинга с конкретными стратегическими решениями по 
обеспечению приемлемого уровня безопасности и учитывающая географические и социаль
ноэкономические особенности территорий. Проведена апробация модели оценки состояния 
безопасности и мер по её повышению для муниципальных образований Красноярского края.

Обширность территорий страны обуславливает реализацию большого количества рисков 
природного, техногенного и биологосоциального характера. Классификатор ЧС содержит 
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около ста видов опасных ситуаций, связанных с угрозами жизни и потерями. Из них 5–10 ри
сков, наиболее вероятных для конкретной территории, можно считать базовыми.

Номенклатура базовых рисков зависит от выбора объекта исследований. Группой учёных 
под руководством чл.корр. РАН Н.А. Махутова обосновано применение в оценках территори
альных рисков помимо административных единиц социальноприроднотехногенных систем 
[2, 3]. В СПТ системах формируются и реализуются комплексы социальных, природных и тех
ногенных рисков, касающихся создания техники и технологий, возникновения аварий и ката
строфических ситуаций, сопровождающихся гибелью людей, сокращением продолжительно
сти жизни и ухудшением её условий, разрушением инфраструктуры и поражением природной 
среды [4]. В качестве объектов территориального рисканализа рассматривались следующие 
СПТ системы: мегаполисы; промышленные агломерации; аграрные районы; арктическая зона 
с прилегающими акваториями; особо охраняемые природные территории и т. п.

Обеспечение природнотехногенной безопасности территорий требует разработки новых 
методов оценки, интегрирующих результаты расчётов рисков потенциально опасных объек
тов, экологических систем и т.п. Задача выбора наиболее информативного показателя для тер
риториального риска из большого набора индивидуальных, социальных, коллективных ри
сков, отраслевых нормативов и т.п. до сих пор не решена [5].

Масштабное планирование комплексного обеспечения безопасности больших территорий 
редко рассматривается в зарубежных исследованиях. Приоритетом в публикациях является 
управление риском на основе оценок/расчётов по конкретному виду на локальной террито
рии. Тиражирование опыта отдельных стран борьбы со стихией и предотвращению техноген
ных катастроф происходит на уровне рекомендаций комиссий ООН. Реализация стратегии 
«Мой город готовится» и рекомендаций Всемирной организации здравоохранения по нерас
пространению COVID19 в России сопровождается значительной переработкой этих доку
ментов для учёта региональной специфики [6, 7].

В связи с бурным развитием транспортной инфраструктуры в КНР актуальна проблема 
оценки риска и предупреждения крупных аварий системы земляных работ при строительстве 
метро [8]. Для решения этой задачи программно реализованы приложения теории нечётких 
множеств и методов машинного обучения. Метод апробирован в городе Гуанчжоу. Большой 
объем данных, собранных методами GIS, GPS, разнообразными датчиками, обрабатывается 
с применением машинного обучения байесовскими и другими методами. Процедуры, инте
грированные в платформу управления информационным моделированием зданий, управляют 
динамическим мониторингом, контролем и управлением рисками безопасности.

Работы международной команды исследователей собраны в монографию [9]. Основной ак
цент сделан на знаниях о рассматриваемых системах и процессах. Лидеры мнений в сообще
стве риска подчёркивают необходимость явного включения знаний в систематическую, стро
гую и прозрачную структуру для описания и моделирования риска. Рассмотрено применение 
формализованных знаний при описании, оценке рисков, разработке стратегий управления 
рисками. Приведены примеры многочисленных тематических исследований и их приложений 
в реальной жизни – инженерных приложениях в разных отраслях промышленности. Описа
ны перспективы и рамки для оценки рисков и управления ими, основанные на связях между 
знаниями и риском. Изложены ключевые концепции рисков, лежащие в основе оценок рисков 
и использовании тиражируемых знаний для принятия решений.

В статье [10] изложены подходы к оценке экологических рисков с использованием бай
есовских сетей (BNS). BNS могут синтезировать различные типы знаний и явно учитывать 
вероятности различных сценариев и последующей оценки вероятности и последствий небла
гоприятного воздействия человеческой деятельности на окружающую среду. Оценка экологи
ческого риска (ERA) с учётом неопределённостей позволяет представить правдоподобную и 
обоснованную картину возможных результатов человеческой деятельности и будущих управ
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ленческих действий. Поскольку управленческие вмешательства направлены на неизвестные 
будущие условия, важно определить вероятные будущие результаты с помощью инструмен
тов, которые надёжны в условиях неопределённости. Сформулированы требования к идеаль
ной модели ERA. Она должна позволять исследовать, объяснять и прогнозировать реакции 
экологической системы на изменения природных и антропогенных факторов стресса при на
личии неполных знаний. Основной целью процесса ERA является поиск оптимальных управ
ленческих действий в условиях неопределённости, включая процессы идентификации рисков, 
анализа и оценки.

Предлагаемая модель оценки и управления рисками территорий является результатом син
теза двух известных методов: графического представления факторов рисков в виде диаграмм 
качества К. Исикавы [11] и метода оценки рисков «галстукбабочка».

Диаграмма Исикавы — графический способ исследования и определения наиболее суще
ственных причинноследственных взаимосвязей между факторами и последствиями в иссле
дуемой ситуации или проблеме. Она позволяет выявить ключевые взаимосвязи между раз
личными факторами и более точно понять исследуемый процесс. Метод широко применяется 
в инженерии знаний, для определения факторов, влияющих на развитие проблем, предупреж
дению или устранению действия данных факторов [12].

Основная задача в построении диаграмм — учёт всех возможных факторов, влияющих на 
величину конкретного риска, реализуемого на исследуемой территории. С помощью диаграмм 
можно показать не только группировку факторов, но и их атрибутивные характеристики. При 
построении диаграмм Исикавы целесообразно ранжировать факторы, усугубляющие или 
нейтрализующие проблему.

В процессе разработки модели построены диаграммы для базовых рисков территорий 
Красноярского края, проведён комплексный анализ факторов с целью выявления их влияние 
на вероятность возникновения масштаб и событий. Разные способы группировки (по ведом
ствам, способам управления и т. п.) позволили сформировать рекомендации по оптимизации 
региональной системы комплексного оперативного мониторинга, организации межведом
ственного информационного обмена, созданию озера данных для решения задач безопасно
сти территорий, наладить координацию ведомств для совместной реализации государствен
ных программ [13].

Метод анализа «галстукбабочка» (Bow Tie Analysis) используется с целью разработки 
мер управления профессиональными рисками. Он предполагает предварительное выявление 
опасностей и возможных опасных ситуаций и их источников. Данный вид анализа описывает 
пути развития опасных событий от причин до последствий при помощи схемы с указани
ем барьеров (мер управления и/или контроля) между причинами и опасными событиями, а 
также опасными событиями и их последствиями. При этом опасные события отображаются 
в виде центрального узла «галстукабабочки». Данный метод рекомендуется применять для 
оценки рисков на уровне проекта/отдела, для конкретного оборудования или процесса. На ос
нове результатов анализа обычно принимаются решения на тактическом или операционном 
уровнях для рисков, действующих в среднесрочном и краткосрочном временном диапазоне.

Кроме нормативно установленной локальной сферы применения метода, он хорошо мас
штабируется и на уровень территорий. Левая часть представляет факторы, управление кото
рыми уменьшает реализации опасных событий, правая — масштаб последствий. В терминах 
управления это оценка факторов для обоснования предупредительных мероприятий и повы
шение готовности реагирования для смягчения последствий — уменьшения потерь.

Поскольку количество факторов риска на порядок больше перечня их видов, целесообраз
но введение универсальной классификации, упорядочивающей процессы анализа и формиро
вания решений. В работе [14] с этой целью информационные ресурсы ,R  используемые ин
формационной поддержки управления природнотехногенной безопасностью территорий, 
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описаны двумя подмножествами ,S  ,D  где , ;S D R⊂  S  — виды информационных ресурсов, 
использующихся для информационной поддержки управления безопасностью территорий, 
отражающие понятийный аппарат лиц, принимающих решения (сведения); D  — виды инфор
мационных ресурсов, использующихся в информационноаналитических системах поддерж
ки управления (данные). 

Множество 1 2 3,S O O O= ∪ ∪  где 1O  — потенциально опасные процессы; 2O  — защищае
мые объекты; 3O  — объекты управления (элементы территориальной подсистемы РСЧС). Че
рез опасные процессы 1O  можно представить опасные события 1( )E O t= ∆  — описание опас
ного процесса за период времени t∆  и обстановку 1 2 3( ) ( ), ), (ST O t O t O t=< >  — кортеж 
состояний характеристик территорий в конкретный момент времени. При оценивании безо
пасности объектов и территорий используется аналогичное разделение критериев состояния 
на «опасность», «уязвимость», «защищённость» [2].

Множество 1 2 5, , ,{ }, D d d d= …  где 1d  — системообразующие элементы (справочники, 
классификаторы, реестры); 2d  — описание объектов; 3d  — описание процессов; 4d  — про
странственные данные; 5d  — данные, используемые для управления процессами. При этом 
допускается пересечение элементов множества .D

Информационная поддержка управления включать процессы сбора, хранения и обработки 
данных с целью формирования решений о составе, приоритетности проведения превентив
ных мероприятий с расчётом необходимых ресурсов и ожидаемого эффекта. Модель позволя
ет проводить оперативные расчёты содержания и последствий разных вариантов решений, а 
также возможности сохранения в формализованном виде результатов реализации принятых 
решений. Такая «двухзвенная» архитектура необходима при формировании обучающих да
тасетов для интеллектуальных технологий и перевода уникальных решений, выработанных 
группами экспертов, в категорию типовых.

Количественное обоснование выбора места и объёмов проведения мероприятий по пред
упреждению ЧС и уменьшению их масштабов, является отображением оценок территориаль
ных рисков. Использование в процессе оценивания больших объёмов данных комплексного 
мониторинга и методов аналитической обработки позволяет снизить вклад субъективного 
мнения экспертов. Применение консолидированных информационных ресурсов минимизи
рует неэффективные стратегические решения по снижению территориальных и объектовых 
рисков ЧС, полученных с помощью ограниченного объёма исходных данных.

Системное исследование факторов рисков детализирует факторы, их вклад в общее зна
чение территориального риска, определяет требования к информационным ресурсам. Ана
литическое оценивание позволяет количественно обосновать превентивные мероприятия по 
снижению рисков и приоритетности их выполнения.

Стратегическое управление базовыми рисками территорий основывается на построении и 
анализе модифицированных диаграмм. Здесь элементы множества S  представлены форме: 
внизу 1O  — факторы опасности; 2O  — факторы уязвимости защищаемых объектов и террито
рий, требующие снижения; вверху 3O  — силы и средства единой системы предупреждения и 
ликвидации ЧС (объекты управления), обеспечивающие повышение защищённости. Также 
вверху показана группа, дополняющая множество S  — «Человеческий фактор» (рис. 1). Рас
положение над осью показывает цель превентивных мероприятий — повышение культуры 
безопасности [15].

Первая цифра в двузначной нумерации факторов показывает отношение к элементам мно
жества ,S  вторая — порядок или приоритетность фактора в группе.

Поскольку факторы рисков возгорания и потерь не совпадают, целесообразно исследовать 
их в отдельности (рис. 2). Например, характеристики элементов 3O  не влияют на вероятность 
возникновения пожаров. Следовательно, группа «Защищённость» остаётся не заполненной.
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На данной схеме группа «Уязвимость» имеет тройную нумерацию. Перечислены характе
ристики объектов и территорий в целом. Первые наиболее важны для городов с большим ко
личеством объектов с массовым пребыванием людей, промышленных площадок. Исследова
ние и управление факторами, характеризующими территории в целом важно при разработке 
мероприятий снижения рисков пожаров в сельской местности.

Приведённые схемы позволяют определить структуру данных мониторинга, включающую 
формы донесений и отчётности, а также систематизировать управленческие действия. Каче
ственное описание исходного и конечного звена информационных процессов поддержки приня
тия решений необходимо для обоснования методов и технологий сбора, обработки и интерпре
тации информации, верификации и дополнения машинных решений экспертными оценками.

Заключение

Предложена новая методология анализа и управления территориальными рисками при
родного и техногенного характера, связывающая мониторинг опасных факторов пожаров с 
конкретными мероприятиями превентивного характера. Систематизация факторов позволя
ет обосновать структуру данных мониторинга, использовать технологии анализа данных и 
визуализации результатов в зависимости от задач управления. Применение оригинального 
метода интегрального оценивания даёт возможность расчёта вкладов разнородных показате
лей, характеризующих опасности, уязвимость и защищённость объектов и инфраструктуры в 
комплексный показатель состояния безопасности территорий.

Модель позволяет итерационно увеличивать число объективных показателей, использую
щихся в принятии стратегических решений, уменьшая при этом вклад экспертных рассуждений. 

Рис. 1. Пример схемы управления риском возникновения пожаров

Рис. 2. Схема управления риском эскалации пожаров
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Формируемые информационные ресурсы в сочетании с универсальными методами доступа мо
гут использоваться и для других задач управления: при оперативном реагировании, подборе 
территорий и ситуацийаналогов при разработке планов ликвидации ЧС разных уровней.
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УДК 519.2

МЕТОД АНАЛИЗА СТОХАСТИЧЕСКОЙ ГРАНИЦЫ 
ДЛЯ ОЦЕНКИ ИННОВАЦИОННОГО ПОТЕНЦИАЛА РЕГИОНОВ РФ

Воронежский государственный университет

Н. Н. Карякин, И. Н. Щепина

Аннотация. В данной статье проводится исследование инновационного потенциала ре-
гионов Российской Федерации методом анализа стохастической границы. Вводится по-
нятие производственного потенциала, раскрывается граничного подхода и его анализа. 
Описывается модель реального инновационного потенциала в трех версиях, строятся 
представления для каждой из них и проводятся сравнения с наблюдаемыми данными, а 
также строятся графики технической инновационной эффективности, позволяющие по-
строить градацию регионов от наиболее к наименее инновационному.
Ключевые слова: анализ регионов РФ, инновации, стохастическая граница, производ-
ственный потенциал, граничный анализ, техническая эффективность, экономическая 
модель, производственная функция.

Введение

Целью данной работы служит исследование инновационного потенциала регионов РФ, ко
торый характеризуется агрегированным выпуском инновационной продукции и услуг. Под 
понятием «инновационный» подразумевается экономическая реализация новых идей. Оно 
включает в себя реализацию нового или в значительной степени улучшенного продукта (това
ра или услуги), процесса, нового маркетингового метода, организационного метода в ведении 
производства, создание рабочих мест или внешних коммуникаций хозяйствующего субъекта.

1. Метод стохастической границы

1.1. Производственный потенциал

Для оценки тех или иных характеристик способностей и возможностей производителя 
принято использовать термин «производственный потенциал». Производственный потенци
ал как явление исследовали на протяжении многих лет. Отдельные источники, ссылающиеся 
на неоклассическую теорию производства, полагают, что что максимально возможный ре
зультат производственной функции детерминирован объемом ресурсов, а производственный 
потенциал, соответствующий данному представлению, принято называть детерминирован
ной производственной функцией [1]. При попытках эмпирически оценить параметры такой 
функции пришло понимание того, что случайные воздействия носят объективный характер, 
что означает, что при фиксированных объемах ресурсов могут быть получены различные про
изводственные результаты. 

Исходя из этого, была выдвинута новая производственная функция, именуемая стохасти
ческой производственной функцией. Для оценки её параметров применялся метод наимень
ших квадратов и его модификации, которые позволяли предполагать о том, что случайные 
воздействия приводят к случайным (симметричным) отклонениям в ту или иную сторону от 
ожидаемых результатов.

1.2. Концепция стохастической границы

В основу концепции стохастической границы положено разделение всех совокупностей 
производственных факторов на две части: основные и сопутствующие. Результат воздействия 
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основных факторов детерминирован их объемом, а сопутствующие, в свою очередь, оказыва
ют случайное воздействие на результаты производственной деятельности. При этом вся со
вокупность сопутствующих факторов, в свою очередь, так же делится на две группы. Первые 
характеризуются сбалансированным влиянием на производственный процесс, то есть могут 
как повысить, так и снизить его объем. Результат воздействия же этой группы принято назы
вать «белый шум». Примером может служить солнечная активность, атмосферное давление, 
то есть неуправляемые факторы, совокупное воздействие которых характеризуется нормаль
ным распределением. С другой стороны, вторая группа факторов включает в себя параметры, 
систематическое воздействие которых снижают эффективность производства. К ним можно 
отнести отсутствие мотивации персонала, недостаточную квалификацию. Такие факторы 
обычно называются факторами эффективности.

1.3. Стохастическая производственная функция

Метод стохастического анализа SFA (Stochastic Frontier Analysis) был предложен в 1977 г. 
Aigner, Lovell and Schmit [2]. В его основе лежит оценивание стохастической производствен
ной функции или функции затрат со случайной ошибкой. При этом предполагается, что ошиб
ка содержит две независимые компоненты: несистематическую ошибку ~  

iv  с нормальным за
коном распределения и нулевым математическим ожиданием и систематическую ошибку ~  

iu , 
характеризующую неэффективность производства, выраженную как усеченное в нуле нор
мальное распределение. В общем виде модель может быть записана в следующем виде (1):

 ~  ~  

1
, 1, .

M

i m mi i i
m

lnY lnX v u i nβ
=

= + − =∑  (1)

Здесь iY  — зависимая переменная, miX  — факторы, kβ  — параметры модели. Для идентифи
кации параметров используется метод максимального правдоподобия. Одним из главных пре
имуществ метода SFA является то, что он оценивает «истинную» границу производства, а не 
среднее среди всех. Кроме того, измеренное изменение продуктивности будет представлено 
только изменением в технологиях и инновациях, а не комбинацией изменения эффективности 
и изменения технологий, как это происходит в случае оценки неграничными моделями.

2. Модель реального инновационного потенциала

2.1. Общий вид модели реального инновационного потенциала

Основой для построения модели граничного производственного потенциала является мо
дель реального производственного потенциала, оцениваемая на реальных наблюдаемых зна
чениях инновационного производства. Общий вид модели реального производственного по
тенциала может быть представлен в форме (2):

 1( ,..., , | , , ), 1,...,m
i i iY g x x i Nε β δ= Σ =  (2)

где i  — номер наблюдения;
iY  — выпуск инновационной продукции и услуг, соответствующий iму наблюдению;
( )g   — функция с неотрицательными значениями, монотонная по каждой из 1m + й пе

ременных;
1 m

i ix x…  — объемы основных факторов производства, соответствующие iму наблюдению;
–i i iV Uε =  — случайная величина, компонента iV  которой отражает воздействие сопут

ствующих несистематических факторов, а iU  — неотрицательная случайная величина, харак
теризующая факторы неэффективности;

β  — параметры модели.
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Модель граничного производственного потенциала, соответствующая модели реального 
производственного потенциала, принимает вид (3):

 1 ( ) ( )( ) ~ 1
0 ( ) ,..., ( ) .m im

i i iY x x eβ εββ=  (3)

2.2. Спецификация факторов неэффективности

Обычно принято рассматривать три основных модели производственного потенциала, ко
торые характеризуют три принципиально важных для инновационного производства ситу
ации. В каждой из них спецификация факторов неэффективности отличается друг от друга. 
Этими ситуациями являются:

• отсутствие неэффективности деятельности;
• наличие неэффективности, которую невозможно объяснить;
• наличие эффективности, которая объясняется наблюдаемыми значениями характери

стик факторов эффективности.
Модель инновационного потенциала 1, она же МИП1, описывает ситуацию с отсутствую

щей неэффективностью. Это означает 0,iU =  что говорит исключительно о сбалансирован
ном влиянии на производственный процесс. Общий вид модели инновационного потенциа
ла 1 принимает форму (4), по сути представляющую из себя функцию Кобба — Дугласа:

 1~  1
0 ( ) ,..., ( ) .m iVm

i i iY x x eβββ=  (4)
Задача построения модели МИП1 в конечном счете сводится к оценке параметров линей

ной регрессии (5):
 ~ 1

0 1 1... .n
i i i iLnY Lnx Lnxβ β β ε= + + + +  (5)

Её параметры могут быть получены применением метода максимального правдоподобия 
либо методом наименьших квадрата. Считается, что инновационное производство, оцененное 
таким методом, является эффективным для всех наблюдений. Оценки технологичной эффек
тивности принимают максимальное значение и совпадают друг с другом. 

Модель инновационного потенциала 2 (МИП2) реального производственного потенциала 
фиксирует в себе результат ненаблюдаемых факторов неэффективности и их воздействие на 
инновационный производственный процесс. Ставится предположение о том, что неэффек
тивности существует, но не может быть объяснена наблюдаемыми факторами, которые можно 
так или иначе измерить. Модель представима в виде (6): 

 1~  1
0 ( ) ,..., ( ) ,m im

i i iY x x eβ εββ=  (6)
где – .i i iV Uε =  Здесь iU  — неотрицательная случайная переменная, полученная усечением в 
нуле нормального распределения, имеющего математическое ожидание µ  и дисперсию 2 .Uσ  
Оценка параметров модели может быть выполнена методом максимального правдоподобия. 
Для проверки существенного отличия между моделями МИП1 и МИП2 выдвигается гипотеза об 
отсутствии влияния факторов неэффективности в модели МИП2: 0,γ =  где 

2

2 2
u

u v

σγ
σ σ

=
−

 — 

доля дисперсии воздействия факторов неэффективности в суммарной дисперсии. Если значе
ние γ  численно не отличается от нуля, можно сделать вывод об отсутствии воздействия фак
торов неэффективности, что дает возможность полагать о том, что в МИП2 неэффективность 
отсутствует, что делает ее неотличимой от МИП1. В противном же случае можно выдвинуть 
предположение о наличии неэффективности в модели. Гипотетическая возможность перехода 
от реального к граничному производственному потенциалу полагает, что неэффективность, 
замеченную в модели МП2, можно устранить. 

Следующая модель, которая, как утверждалось, содержит в себе наблюдаемые численные 
значения факторов неэффективности (МИП3) имеет следующую форму (7):
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 1~  1
0 ( ) ,..., ( ) .m im

i i iY x x eβ εββ=  (7)
где – .i i iV Uε =  Здесь ( )iU U z=  — неотрицательная случайная переменная, зависимая от на
блюдаемых характеристик iz  факторов неэффективности. Оценка параметров этой модели, 
как и предыдущих, может быть произведена методом максимального правдоподобия. 

Для тестирования утверждения о значимости идентифицируемых факторов неэффектив
ности проверяется гипотеза 1 0,pδ δ=…= =  где iδ  — найденные коэффициенты параметров 
неэффективности.

В случае, когда все оценки iδ  значимо не отличаются от нуля, можно сделать вывод о незна
чимости наблюдаемых факторов неэффективности на данном инновационном производстве. 
Этот случай говорит о совпадении моделей МИП2 и МИП3. Иначе факторы признаются значи
мыми. Также гипотетически полагается о возможности устранения идентифицированной дан
ной моделью неэффективности при переходе к граничному производственному потенциалу. 

Для оценки значений iV  и iU  решается задача условной оптимизации (8)–(9)

 
2 2

2 2

( ) ( ) min,
(2 ) (2 )
i i i

u v

u vµ
σ σ
−

+ →  (8)

 , 0.ii i iu uµ ε ≥− =  (9)
С полученным решением (10)–(11)

а) если 2 2 0,i v i uµσ ε σ ≥−  то 
2 2

2 2
i v i u

i
u v

u µσ ε σ
σ σ

−
=

−
 и ,i i iv uε= +  (10)

б) если 2 2 0,i v i uµσ ε σ <−  то 0iu =  и .i iv ε=   (11)

3. Реализация модели

3.1. Данные и программный продукт

В качестве зависимой переменной Y рассматривался объем инновационных товаров, ра
бот, услуг, произведенных регионом РФ за исследуемые года. В качестве переменных — фак
торов было принято решение использовать данные о количестве организаций, выпускающих 
инновационную продукцию по регионам РФ и Затраты на инновационную деятельность по 
регионам РФ за аналогичный временной промежуток. Для проведения работы с моделью 
были получены данные по 77 регионам РФ за 2018–2020гг. Эти данные — официальная стати
стика Росстата из раздела «Наука, инновации и технологии». Для однородности выборки было 
принято решение удалить из нее сверхэффективные округа — город Москву и Тюменскую 
область.

Для работы с моделью был разработан программный продукт на языке Python 3 в вебобо
лочке Jupiter Notebook.

 
3.2. Этапы модельного анализа

На первом этапе была построена модель инновационного потенциала 1 (МИП1). Так как 
для расчета её коэффициентов используется стандартный метод наименьших квадратов, они 
были рассчитаны в пакете Excel. Результаты представлены на рис. 1.

Значения Fстатистики равное 317.8212436, коэффициента детерминации R2 равное 
0.741150884 и значение tстатистик подтверждают значимость как модели в целом, так и всех 
её параметров на уровне 1 % ошибки. 

Таким образом, построенная модель реального инновационного потенциала имеет вид (12):
 8.2932 0.479 0.1626

1 2 .iY e X X⋅ ⋅=  (12)
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На втором этапе строится модель инновационного потенциала 2 (МИП2), для расчета па
раметров которой уже необходимо использовать функции вычисления коэффициентов мето
дом максимального правдоподобия, реализованные в программном продукте. Была получена 
модель реального инновационного потенциала МИП2 вида (13):

 ( )10.2733 0.3426 0.1297
1 2 .i iv u

iY e X X e −⋅ ⋅ ⋅=  (13)
На следующем этапе в модель были включены фиктивные переменные, характеризующие 

год наблюдения (t1 и t2), уровень объема затрат (t3 и t4), количество инновационноактивных 
предприятий (t5), уровень инновационной активности в регионе (t6) и регионмиллионник 
(t7), которые характеризуют факторы неэффективности. Переменные t1–t5, t7 представлены 
как булевы переменные, принимающие значение 1 при наличии данного признака и 0 при его 
отсутствии, а t6 — количественная переменная, полученная из официальной статистики. Так, 
t1 = 1 для года наблюдения 2020, t2 = 1 для года наблюдения 2019, t3 = 1 при затратах региона на 
инновационную деятельность более 100000 млн. руб., t4 = 1 при затратах на инновационную 
деятельность, лежащих в промежутке от 100000 млн. руб. до 50000 млн. руб., t5 = 1 при более 
50 предприятиях в регионе, производящих инновационную продукцию, t6 — инновационная 
активность организаций регионе, вычисляемая как % организаций, осуществляющих техно
логические инновации к общему числу обследованных организаций, t7 = 1 при населении в 
регионе более 1 миллиона человек. Для всего набора факторов оцениваются параметры моде
ли МИП3 все тем же методом максимального правдоподобия. Полученная модель принимает 
вид (14)

 ( )0.3811 0.1276
1 2

9.7488 .i iv u
iY e X X e −⋅ ⋅ ⋅=  (14)

3.3. Сравнение точности моделей

На следующем этапе для сравнения совместим все полученные графики на одном поле и 
выяснить их различия (рис. 2)

По полученному изображению можно судить о том, что все три модели недостаточно точ
но показывают реальный производственный потенциал регионов с большими наблюдаемыми 
значениями выпуска инновационной продукции. Сравнивая модели можно прийти к следую
щему выводу: модель МИП1 ближе всего попадает в фактические значения, но не дает пред

Рис. 1. Параметры модели МИП1

Рис. 2. Модели МИП1, МИП2, МИП3 и исходные данные
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ставления о неэффективности инновационной деятельности. Модель МИП2 в большем ко
личестве случаев завышает оценки и не дает выяснить факторы неэффективности, что делает 
модель МИП3 наиболее предпочтительной при оценке инновационного потенциала регионов 
РФ, так как она достаточно точна и позволяет указать на факторы неэффективности регионов.

3.4. Техническая инновационная эффективность

Для выявления наиболее и наименее эффективных регионов вычисляется техническая эф
фективность ( { })iexp U−  моделей, представленная на рис. (3).

По графикам можно судить о том, что техническая эффективность для МИП2 наиболее 
правдоподобна на высоких значениях, а для более низких уже значительно различается с 
МИП3, что говорит о предпочтительном использовании МИП3 для суждений о эффективно
сти инновационной деятельности региона.

Теперь, по введенным значениям эффективности (пример – 0.9 и 0.3) можно узнать, какие 
регионы расположились выше и ниже данных границ. 

Заключение

В итоге проведенного исследования можно сделать следующие выводы:
1) метод анализа стохастической границы может быть применен к оценке инновационного 

производственного потенциала регионов Российской Федерации;
2) были выявлены некоторые факторы неэффективности, основываясь на которые можно 

указать на недостатки инновационного развития того или иного региона РФ.
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УДК 517.977

ОРГАНИЗАЦИЯ ЭНЕРГОСНАБЖЕНИЯ УДАЛЁННОГО ОБЪЕКТА 
С ПОМОЩЬЮ ВРЕМЕННОЙ ВОЗДУШНОЙ ЛИНИЕЙ ЭЛЕКТРОПЕРЕДАЧИ

Воронежский институт высоких технологий

Ю. А. Клименко, А. П. Преображенский

Аннотация. Актуальность исследования, представленного в данной статье, обусловлена 
основными требованиями по сохранению природных ресурсов и соблюдению норм при-
родоохранного законодательства при строительстве энергетической инфраструктуры 
временного использования. В работе рассматривается возможность использования аэ-
ростатов при строительстве временных ЛЭП различной протяжённости для уменьшения 
затрат на монтаж и демонтаж электролиний, календарных сроков строительства, повы-
шения электробезопасности и мобильности ВВЛЭП.
Ключевые слова: аэростат, линия, энергоснабжение, строительство, электропровод, мо-
бильность, модуль, природопользование, климат, экономия, монтаж, местность.

Введение

При строительстве автомобильных дорог, железнодорожных магистралей, мостов и вах
товых посёлков различного назначения требуется оперативная организация энергоснабже
ния данных объектов. При наличии близко расположенной энергетической инфраструктуры 
выгоднее использовать её, а не автономные генерирующие мощности. Для этого необходимо 
проведение строительных работ по прокладке временных кабельных или воздушных линий 
электропередачи (ЛЭП). Эти мероприятия связаны с привлечением сил и средств, несвязан
ных с выполнением основной задачи. Строительство энергетической инфраструктуры имеет 
весьма затратный характер и тем более, в данном случае, носят временный, краткосрочный  
характер, тем более, эти ЛЭП приходится демонтировать после выполнения задачи строитель
ства и перемещать в другие пункты проведения работ. Приходится выполнять мероприятия 
по рекультивации выделенных земель и восстановлению нарушенной экологической обста
новки в районе строительства [1]. Поэтому использование аэростатов при строительстве вре
менных ЛЭП различной протяжённости может существенно уменьшить затраты на монтаж и 
демонтаж электролиний, трудозатраты и календарные сроки, повысить электробезопасность 
и мобильность, соблюсти строгие нормы экологической безопасности, а также внедрить мно
горазовое использование  за счёт модульной структуры.

1. Основная часть

1.1. Основные мероприятия при строительстве ЛЭП

Строительство временной линии электропередачи предполагает проведение следующих 
мероприятий: разработка трассы, проектирование, согласование проекта, геодезические ра
боты, монтаж и демонтаж ЛЭП [2].

При разработке трассы для строительства ЛЭП определяются: местоположение, наличие 
автомобильной, железнодорожной и энергетической инфраструктуры, газо и нефтепрово
дов, климатические особенности региона (температурный режим, роза ветров, ветровая на
грузка, количество осадков и их классификация, рельеф местности, состав почв и состояние 
грунта, глубина залегания грунтовых вод, а также наличие рек, озёр, ручьёв, болот, лесных и 
искусственных насаждений) [3]. 
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При выполнении работ необходимо строго соблюдать нормы экологического законода
тельства. При монтаже временной линии электропередачи сводятся к минимуму работы по 
обустройству площадок крепления аэростатов и использованию тяжёлой строительной тех
ники (тракторов, бурильных машин, автомобилей) для проведения земляных работ. Полно
стью отсутствует вырубка лесных насаждений. Поэтому поверхностный слой почвы, деревья 
и кустарники сохраняются в первозданном виде [4].

1.2. Описание временной ЛЭП

Основным элементом данной временной воздушной ЛЭП (рис. 1) является аэростат, ко
торый предназначен для выполнения функции стационарной опоры, на арматуру которой 
крепится электрический провод (СИП или кабель) при помощи подвесного крепежа, обеспе
чивающего надёжность фиксации и предотвращения деформации защитной оболочки прово
да [5], на специальной площадке. Аэростат наполняется нейтральным газом, объём которого 
определяется в зависимости от веса электрического провода, крепёжной арматуры и другого 
оборудования.

Количество аэростатов определяется протяжённостью ЛЭП и расчётными межпролётны
ми расстояниями между ними. Высота подъёма ЛЭП аэростатом, определяется весом электри
ческого провода для соблюдения защитного расстояния между ЛЭП и землёй, естественными 
и искусственными объектами в соответствии с рельефом местности. Межпролётные расстоя
ния между аэростатами расчитываются согласно стрелы провиса провода путём компьютер
ного моделирования цепной линии.

Подъём аэростата или изменение высоты его расположения осуществляется с помощью 
лебедки. Данный трос (1) является центральным в схеме крепления аэростата, которая может 
быть пятиточечной или семиточечной, и приведена на рис. 2 а, б.

Также имеются дополнительные растяжки в продольном (2, 3) и поперечном (4, 5, 6, 7) 
направлениях. Данные варианты фиксации аэростата позволяют добиться относительной не
подвижности его расположения для исключения изменения стрелы провиса провода, а также 
для уменьшения влияния ветровой нагрузки на ЛЭП.

Электрическое соединение участков провода осуществляется электрическими разъёмами 
повышенной прочности со специальными замками для исключения самопроизвольного раз
мыкания [6].

От источника электроэнергии последовательно устанавливают аэростатные опоры с од
новременным тяжением провода с помощью натягивания его между аэростатными опорами. 

Рис. 1. Схема временной воздушной линии электропередачи



1552

Транспортировку модулей линии электропередачи выполняют, например, вертолётом или 
транспортом на шинах низкого давления, также возможна буксировка нескольких аэростат
ных опор с помощью несущего троса.

После ориентации относительно трассы закрепляют грунтовые анкеры оттяжек и лебёд
ки, последовательно, начиная с аэростатной опоры со стороны источника электроэнергии. По 
мере продвижения выполняют тяжение провода. После монтажа всех пролетов линию под
ключают к источнику электроэнергии [7].

1.3. Основные преимущества и недостатки временной воздушной линии электропередачи

Основными преимуществами временной воздушной ЛЭП (ВВЛЭП) являются:
1) Оперативность проектирования ВВЛЭП;
2) Оперативность при проведении монтажа и демонтажа ВВЛЭП;
3) Минимизация затрат материальных ресурсов;
4) Электробезопасность при эксплуатации ВВЛЭП;
5) Минимизация затрат трудовых ресурсов;
6) Экологичность;
7) Отсутствие влияния особенностей рельефа местности (перепады высот, овраги, ручьи, 

лесные массивы, строения) на прямолинейность прохождения ВВЛЭП;
8) Возможность многоразового использования ВВЛЭП;
9) Модульная структура ВВЛЭП;
10) Мобильность.
Основными недостатками временной воздушной ЛЭП (ВВЛЭП) являются:
1) Зависимость от стихийных бедствий (ураган, шторм, обледенение) 

Заключение

В данной статье рассмотрена возможность использования аэростатов (технологии кон
ца 19 – начала 20 веков) при построении временных воздушных линий электропередачи для 
энергоснабжения удалённых строящихся объектов различной инфраструктуры. Рассмотрены 
основные вопросы строительства ЛЭП и природоохранных мероприятий по сохранению при
родных ландшафтов. Сделано краткое описание, предложена модульная структура постро
ения временных воздушных линий электропередачи и проведение компьютерного модели
рование цепной линии при проектировании ВВЛЭП. Приведены основные преимущества и 
недостатки ВВЛЭП.

                                          Рис. 2а                                                       Рис. 2б



1553

Литература

1. Федеральный закон «Об охране окружающей среды» (с изменениями на 27 декабря 2019 
года; редакция, действующая с 1 июля 2020 года). – http: // www.garant.ru / (дата обращения 
1.03.2021).

2. Рожкова Л. Д., Козулин В. С. Электрооборудование станций и подстанций. – М. : Энерго
атомиздат, 1987. – 648 с.

3. Правила устройства электроустановок. – 7е изд. – М. : Издание НЦ ЭНАС, 2014. – 486 с.
4. Специальные вопросы проектирования электроэнергетических систем и сетей: учебное 

пособие / Н. Л. Бацева. – Томск : Издво Томского политехнического университета, 2008. – 
254 с.

5. Справочник по проектированию электрических сетей под ред. Д. Ф. Файбисовича. – М. : 
ЭНАС, 2009. – 390 с.

6. Справочник по строительству и реконструкции линий электропередачи напряжением 
0,4–750 кВ; под ред. Е. Г. Гологорского. – М. : ЭНАС, 2007 – 560 с.

7. ПОТ РМ0162001 РД 15334.003.15000. Межотраслевые правила по охране труда (пра
вила безопасности) при эксплуатации электроустановок. – Введ. 01.07.03. – М. : Издво «Энас», 
2004. – 160 с.



1554

УДК 004.891.2

КОНЦЕПТУАЛЬНЫЕ РЕШЕНИЯ ДЛЯ АВТОМАТИЗИРОВАННОГО ПЛАНИРОВАНИЯ 
ПОЛЕТОВ БЕСПИЛОТНЫХ ЛЕТАТЕЛЬНЫХ АППАРАТОВ ПРИ РЕШЕНИИ ЗАДАЧ 

ИНЖЕНЕРНЫХ ИЗЫСКАНИЙ В НЕФТЕГАЗОВОЙ ОТРАСЛИ

1Национальный исследовательский Томский политехнический университет
2Томский научно-исследовательский и проектный институт нефти и газа

И. А. Кремлёв1,2, А. М. Малышенко1

Аннотация. Ставится задача автоматизации проектных изысканий в нефтегазовой от-
расли за счет применения беспилотных летательных аппаратов (БПЛА). Для решения 
этой задачи предлагается разработать экспертную систему для автоматизированного пла-
нирования полетов БПЛА, основанную на использовании опыта наиболее успешно ре-
шающих такое планирование специалистов. Приводятся планируемые концептуальные 
решения для разработки такой экспертной системы статического типа, ее структура и 
краткое описание входящих в нее блоков, ориентированная на обработку как формали-
зованных, так и нечетких и трудно формализуемых входных данных.
Ключевые слова: нефтегазовая отрасль, инженерные изыскания, беспилотные летатель-
ные аппараты, автоматизация планирования полетов, экспертная система, разработка.

Введение

Развитие нефтегазовой отрасли Российской Федерации осуществляется при активном ос
воении территорий Сибири и Крайнего Севера. Стабильный рост объема добычи газа и нефти 
обусловливает необходимость повышения объема и качества проведения инженерных изы
сканий на нефтегазовых месторождениях. 

На сегодняшний день процессу цифровизации и внедрения современных технологий, в том 
числе и беспилотных летательных аппаратов (БПЛА), в реальный сектор экономики уделяется 
большое внимание. Это связано с активным развитием робототехники, автоматизации, тех
нического зрения, микроэлектроники и иных технологий, используемых при создании беспи
лотных летательных аппаратов. Также согласно исследованию «Развитие рынка беспилотных 
летательных аппаратов» в ближайшей перспективе ожидается развитие ITтехнологий в сфере 
вычислительных мощностей и алгоритмов обработки больших данных, (а также повышение 
детализации, актуальности) в повышении точности определения пространственных данных, 
в развитии технологий навигации. 

Использование БПЛА при проведении инженерных изысканий позволяет получить высо
кое качество кадров, за счет чего можно добиться уменьшения времени обработки и получе
ния конечных данных. Кроме того, для создания движущих сил в БПЛА, как правило, исполь
зуются электрические двигатели, что соответствует тенденциям экологической безопасности.

Таким образом, актуальность проводимого нами исследования определяется тем, что оно 
посвящено практическому решению проблем сокращения финансовых затрат, повышения 
производительности труда, повышения надежности и точности проведения инженерных изы
сканий на нефтегазовых месторождениях в районах Крайнего Севера и Сибири за счет приме
нения беспилотных летательных аппаратов (БПЛА).

Общая характеристика экспертных систем 
для автоматизированного планирования полетов БПЛА

Этап предварительного планирования и управления полетом БПЛА является одним из 
наиболее ключевых в связи с необходимостью обработки больших объемов информации в 
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сжатые сроки. На сегодняшний день для решения данной проблемы применяется автомати
зация подготовки полетных заданий, что обеспечивает создание систем, в существенной мере 
избавляющих людей от рутинных операций и сложных расчетов. 

Для решения рассматриваемой задачи ученые активно применяют методы искусственно
го интеллекта. Данное направление предполагает использование компьютерных систем, как 
средства для реализации процессов, аналогичных человеческому разуму. 

Одним из наиболее перспективных направлений развития информационных технологий 
является разработка экспертных систем. Они характеризуются наличием заложенных в базе 
знаний компонентов опыта эксперта, позволяющих принять решение относительной выпол
няемой функции.

Экспертная система включает в себя следующие компоненты [1]: 
– база знаний, состоящая из блока данных и теоретического блока; 
– пользовательский интерфейс;
– система логического анализа.
Применение разрабатываемой экспертной системы для автоматизированного планирова

ния полетов БПЛА позволяет значительно улучшить эффективность подготовки полетного 
задания за счет создания более комфортных условий работы конечных пользователей. Для 
решения задачи необходимо синтезировать экспертную систему, которая в режиме реального 
времени составит наиболее безопасный пространственновременной график полета беспи
лотного летательного аппарата, а также предоставит оператору решение в форме графическо
го образа. Исходными данными для расчетов могут являться следующие данные [2]:

– цифровая карта ветра ( , ),U X Z  где U  — вектор скорости ветра в точке с координатами 
( , );X Z

– цифровая карта высот рельефа местности, представляющая собой матрицу высот релье
фа ( , );H X Z

– цифровая карта угроз, содержащая наиболее вероятные координаты и характеристики 
факторов, которые могут неблагоприятно повлиять на выполнение полетного задания;

– технические характеристики беспилотных летательных аппаратов, осуществляющих полет.
Вся входная и выходная формализованная информация должны быть структурированы 

и храниться в базе данных. Это необходимо для обеспечения быстрого исполнения операций 
модификации, выборки и пополнения данных. Интерфейс с базой данных должен обеспечи
вать быстрый и корректный обмен данными с внешними устройствами, быть наглядным и 
удобным для конечных пользователей, обеспечивать формирование обобщенного графиче
ского образа для представления информации пользователю.

Трудноформализуемая и неформализуемая информация, а также неточные и нечеткие 
данные следует хранить в базе знаний и обрабатывать машиной логических выводов с целью 
выдачи интеллектуальных советов и принятия решений. Система должна содержать легко до
полняемый и модифицируемый пакет прикладных программ для обработки формализован
ных данных.

Предлагаемая структура экспертной системы 
для автоматизированного планирования полетов БПЛА

Благодаря базе знаний, экспертная система позволяет проанализировать результаты про
деланной работы с целью их дальнейшего применения. Программное обеспечение экспертной 
системы имеет иерархическую развиваемую структуру и строится по модульному принципу. 
Предлагаемая структура экспертной системы показана на рис. 1.
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В этой экспертной системе оперативная информация поступает от первичных измерителей 
или их модулирующих блоков через блок ввода измерительных данных. Далее эта информа
ция поступает в базу данных. База знаний не предполагает изменений во время работы, т. е. 
предусматривается статической. 

К моменту инициализации процесса вычислений база знаний должна содержать мини
мально необходимый для работы набор правил. Процессом вычислений управляет решатель, 
получающий формализуемую и неформализуемую информацию из базы данных и базы зна
ний через блоки обмена информацией, а также обрабатывая готовые решения интеллектуаль
ного блока, получаемые от машины логических выводов. 

Рис. 1. Структура экспертной системы планирования полета
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Во время вычислений решатель использует пакет прикладных программ и системное про
граммное обеспечение, выдавая и принимая управляющие последовательности. Взаимодей
ствие с конечными пользователями осуществляется посредством интерфейсных программ и 
блока представления решений, формирующего в том числе и графические образы.

Рассматриваемую экспертную систему можно условно разделить на два информационных 
канала. Канал обработки неформализованных данных служит для операций со знаниями, вы
дачи рекомендаций, обработки нечеткой информации, а также поддержки принятия решений. 
Канал обмена формализованными данными является открытой информационной системой, 
осуществляющей набор действий с формализованными данными [3].

В канал обмена данными входят две интерфейсные программы. Первая предназначена для 
выборки и преобразования информации в целях выдачи ее оператору, вторая является про
граммой обмена информацией с оператором. Помимо этого, в канале содержится блок преоб
разования данных, необходимый для взаимодействия с другими блоками интеллектуальной 
системы. Его функционал состоит в преобразовании информации, полученной из базы дан
ных, в форму, более удобную для последующего использования, а также подготовка вновь по
ступивших данных для внесения в базу, в том числе фаззификацию и дефаззификанию (пре
образование) нечетких данных.

Реализация экспертной системы для автоматизированного планирования полетов БПЛА

Существующие в настоящее время средства для разработки экспертных систем можно раз
делить на 3 класса:

– языки программирования (Java, C++ и др.) позволяют реализовать экспертные системы 
для конкретной предметной области или задачи. Их достоинствами являются возможность 
создать необходимый функционал экспертной системы, а также добиться требуемых показа
телей качества;

– языки искусственного интеллекта (PROLOG, LISP и др.) позволяют более легко опериро
вать знаниями эксперта при построении экспертных систем;

– специальное программное обеспечение, позволяющее строить экспертные системы из 
готовых отдельных элементов. Сюда относятся среды разработки и оболочки интеллектуаль
ных систем [4].

Исходя из того, что оболочки интеллектуальных систем позволяют создать экспертную си
стему с необходимых качеством и минимальными затратами, было принято решение о выборе 
данного средства разработки. Оболочка состоит из средств разработки базы знаний, позволя
ющих представлять опыт эксперта в разнообразных формах. Опыт может быть представлен 
одним или несколькими способами — фреймами, семантической сетью и т. д.

Реализация создаваемой экспертной системы планируется с помощью программной обо
лочки с возможностью использования лингвистических переменных ESWin. Данная про
граммная оболочка используется для реализации задач методом обратного логического вы
вода на основе интерпретации правилпродукций с использованием фреймов как структур 
данных, включающих в себя лингвистические переменные. 

База знаний включает в себя две части — переменную и постоянную. База данных является 
переменной частью базы знаний и состоит из фактов, полученных в результате логического 
вывода. В базе данных факты не являются постоянными, поскольку их значение и количество 
зависит от результатов и процесса логического вывода. 

Упрощенный алгоритм работы экспертной системы приведен на рис. 2. В алгоритме отра
жена такая особенность работы экспертной оболочки ESWin, как возможность нахождения 
нескольких вариантов решений задачи. 
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Заключение

В ходе выполнения работы были рассмотрены вопросы создания экспертной системы, осу
ществляющей автоматизированное планирование полетов беспилотных летательных аппара
тов, основанной на использовании опыта наиболее успешно решающих такое планирование 
специалистов. Развитие технологий в сфере беспилотных летательных аппаратов привели к 
необходимости разработки интеллектуальных информационных систем, позволяющих вы
полнять отдельные функции человекаэксперта. Данные системы помогают находить опти
мальное решение задачи, а также выдавать рекомендации в режиме реального времени. 

Преимуществом предлагаемого подхода является значительное повышение эффективно
сти автоматизированного планирования полетов беспилотных летательных аппаратов при 
решении задач инженерных изысканий в нефтегазовой отрасли за счет избавления конечного 
пользователя от трудоемких и рутинных задач, а также повышение наглядности представляе
мых решений. Экспертная система позволяет решить вопросы обработки и хранения данных 
и обеспечения взаимодействия с конечными пользователями в режиме реального времени.

Рис. 2. Алгоритм поиска всех возможных решений при заданных параметрах
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И. В. Логинов

Аннотация. В работе рассматривается модель неопределенности процессов функцио-
нального развития адаптивных систем природно-технического мониторинга. Высокая 
неопределенность требований к назначению системы при их быстром изменении и сто-
хастических характер самих изменений привели к обоснованию трехкомпонентной мо-
дели неопределенности: неопределенность значимости функциональных подсистем; нео-
пределенность пригодности; неполнота критериев управления перестроением. На основе 
предложенной модели показаны основные направления снижение неопределенности при 
управлении развитием таких многофункциональных систем.
Ключевые слова: киберфизическая система, моделирование, мониторинг, неопределен-
ность, автоматизация, пригодность, значимость, управление.

Введение

Актуальность настоящего исследования заключается в том, что в условиях ускоряющегося 
изменения природнотехнических систем и целей их автоматизированного мониторинга изза 
влияния внешних факторов требуется создание непрерывно развивающихся многофункцио
нальных автоматизированных систем мониторинга. 

Теоретическая и методологическая основа управления перестроением (реконфигурацией, 
развитием) таких многофункциональных автоматизированных систем природнотехническо
го мониторинга опирается на развитый аппарат синтеза оптимальных и пригодных многоком
понентных киберфизических систем [1–4]. К настоящему времени предложены методы управ
ления системной и структурной динамикой, структурнофункционального управления [1, 2, 
5]. Также при управлении могут быть использованы подходы синтеза оптимальных структур 
автоматизированных систем: «сверху» — структуризации и декомпозиции и «снизу» — мор
фологический, информационный, кибернетический, когнитивный, ситуационный, структур
нолингвистический подходы. Используются подходы по приданию развивающимся автома
тизированным системам свойств адаптивности: самоконфигурирования, самообслуживания, 
самооптимизации, отказоустойчивости [4, 8].

В процессе управления возникает значительная неопределенность в определении назна
чения и состояния автоматизированной системы, существенно изменяющая возможности по 
реализации оптимального управления. Решение задач поддержки принятия решений на оп
тимизацию функционального состава рассматриваемых систем в условиях неопределенности 
вносит значительную задержку в процессы модернизации и приводит к проблеме долговре
менного снижения их функциональной пригодности.

Основные результаты

Усложнение многофункциональной автоматизированной системы и увеличение динамики 
ее функционирования приводят к повышению уровня неопределенности оценок ее состоя
ния, к которым в рамках исследования относятся также и требования назначения. При этом, 
если состояние технических компонентов и процессов их функционирования определяется 
средствами измерения, то характеристики процессов автоматизации мониторинга и требова
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ния к их функциональным возможностям определяются в первую очередь на основе эксперт
ных оценок. 

Неопределенность оценки состояния автоматизированной системы природнотехническо
го мониторинга (АСптМ) в общем и требований мониторинга (требований к функциям и воз
можностям системы мониторинга) в частности, с объективной точки зрения может быть раз
дела на лингвистическую (неопределенность смысла фраз и нечеткость оценок) и физическую 
(неточность вследствие несовершенства измерительных средств и случайности наблюдаемых 
параметров изза стохастической природы процессов) [7]. В практических случаях в процессе 
управления используют недостоверную (включая целенаправленное искажение), неточную, 
неполную (частичное наблюдение) и противоречивую информацию о состоянии и назначе
нии системы [8].

В работе используется модель автоматизированной системы согласно которой ее пригод
ность (целевой показатель системы) определяется на основе системы показателей важности и 
функциональной пригодности функциональных компонентов ее составляющих:

 , ,i i is k α=  (1)
где ik  — коэффициент функциональной пригодности; iα  — важность (значимость) iфункци
онального компонента мониторинга (ФКМ) АСптМ.

Модель неопределенности описывается шумами наблюдения, которые в объединены в три 
группы (рис. 1):

– неопределенность значимости ФКМ ;αε
– неопределенность пригодности ФКМ ;kε
– неполнота критериев управления (принятия решения на реконфигурацию / перестрое

ние АСптМ) .rε

Согласно разработанной модели, мониторингу Μ  подвергаются ФКМ, результатом кото
рого являются значения важности ( )( ),tα τ Μ  и пригодности ( )( ),k t τ Μ  ФКМ. Их монито
ринг и диагностика реализуется с помехами αε  и kε  соответственно. При принятии решений, 
также помехи вносит неполнота (вследствие изменения) критериев принятия решений .rε  Та
ким образом, управление U  реализуется с учетом шумов всех трех классов.

Факторы неопределенности принятия решений на выбор ФКМ для модернизации [9], 
включая увеличения времени выявления необходимости модернизации ,tîá  неопределенно
сти коэффициента iα  приводят к снижению коэффициента пригодности ФКМ .ik ñð

Изменение условий функционирования приводит к тому, что значимость функционально
го компонента мониторинга iα  характеризуется:

– изменением значимости во времени: ( ).tα α=  Процесс изменения значимости ФКМ мо
жет быть смоделирован процессом случайных блужданий:

Рис. 1. Модель неопределенности состояния автоматизированной системы 
природно-технического мониторинга
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 1 ,j j αα α ξ−= +  (2)
где αξ  — шаг изменения. Измерение характеристик значимости только в отдельные моменты 
времени приводит к тому, что при принятии решений имеются частично устаревшие данные. 
Величина ошибки зависит от скважности наблюдения: ( ).α αξ ξ τ=

– наблюдением значимости в условиях неопределенности. Применительно к рассматривае
мой задаче управления функциональной пригодностью МФ АСптМ в процессе непрерывного 
развития выделено два вида неопределенности:

– наличие шумов при измерении первичных показателей значимости (исходных данных): 
 ,αα α ε= +  (3)

где α  — наблюдаемая величина значимости ФКМ;
– неполнота критериев упорядочивания ФКМ изза некорректных механизмов ранжиро

вания: 
 { } ,i rr α ε+  (4)

где { }ir α  — критерии упорядочивания на множестве ФКМ, rε  — неполнота критериев.
Снижение рассмотренных видов неопределенности в известных исследованиях достигает

ся: выявлением неявнозаданных причинноследственных связей на основе теории нечетких 
множеств и теории планирования экспериментов [8]; коррекцией цели на основе агентных 
технологий в условиях неопределенности [10]; внедрением формальных моделей предметной 
области, учитывающие динамические качества предметной области на базе теории категорий 
[7]. Учет одновременного характер как изменения требований назначения (коррекция цели), 
так и неполноты системы критериев принятия решений (неопределённость предпочтитель
ных состояний АСптМ) рассмотрен в [11, 12]. При этом в работах [13, 14] показаны механиз
мы добавления новых данных, их дополнительной обработки, а также использования аппара
та нечетких множества для снижения общего уровня неопределенности.

Заключение

В работе рассмотрена модель неопределенности процессов функционального развития 
адаптивных автоматизированных систем природнотехнического мониторинга. Представлена 
трехкомпонентная модель неопределенности, объединяющая неопределенность значимости 
функциональных подсистем; неопределенность пригодности функциональных подсистем; не
полноту критериев управления перестроением. Показаны основные направления снижение 
неопределенности путем добавления новых данных, их дополнительной обработки, а также 
использования аппарата нечетких множества.
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МНОГОМОДЕЛЬНЫЙ ПОДХОД К ПРОГНОЗИРОВАНИЮ НЕЛИНЕЙНЫХ 
НЕСТАЦИОНАРНЫХ ПРОЦЕССОВ В ЗАДАЧАХ ОПТИМАЛЬНОГО УПРАВЛЕНИЯ

Московский государственный технический университет имени Н. Э. Баумана

А. М. Минитаева

Аннотация. В данной статье предлагаются разные информационные технологии прогно-
зирования, в основу которых положено поэтапное раскрытие неопределенностей разной 
природы, уточнение результатов моделирования на каждом этапе исследования. Осо-
бенностью такого подхода является то, что принимающее решение имеет возможность 
получить не только «готовое» решение, но и участвовать в формировании моделей, пред-
лагать собственные сценарии и горизонты прогнозирования для обработки с использо-
ванием фактических данных. Используются лучшие модели-кандидаты, входные данные: 
временные ряды изучаемых процессов и дополнительные факторы, значимые на данном 
горизонте прогнозирования.
Ключевые слова: прогноз, данные, временные ряды, алгоритм, принятие многокритери-
альных решений, нелинейный нестационарный процесс, интервальное задание предпо-
чтения лиц, прогнозирование, многомодельный подход.

Введение

Растущие требования к современным информационным технологиям со стороны различ
ных групп пользователей, и особенно со стороны лиц, заинтересованных в повышении эф
фективности управления и снижении риска принятия неверного управленческого решения, 
побуждают к усовершенствованию существующих методов и информационных технологий 
анализа данных, поиска новых решений, которые могут быть быстро адаптированы к новым 
условиям функционирования изучаемых процессов.

1. Методы и материалы

С целью создания единой концептуальной основы для решения задач построения инфор
мационных технологий прогнозирования предложена системная методология построения мо
делей нелинейных нестационарных процессов, разработанная на основе адаптивного подхода 
к моделированию с комбинированным использованием сценарного моделирования, регресси
онных и вероятностностатистических моделей в форме сетей [1]. Ее преимуществами явля
ется комплексное применение множественного числа вероятностностатистических методов 
выявления и учета неопределенностей (цифровая и оптимальная фильтрация, альтернатив
ные методы оценки структуры и параметров математических моделей), и обеспечение повы
шения качества промежуточных и окончательных результатов обработки данных, построения 
математических моделей и оценки прогнозов. Общая схема применения предлагаемого подхо
да представлена на рис. 1.

Как видно из рис. 1, предлагаемый подход применим для прогнозирования процессов, име
ющих место в системах различного типа, в частности, технических, социальноэкономических, 
экологических и т. д. Преимуществом разработки является то, что ее легко «перестроить» на 
решение различных задач при разных входных условиях: учесть возможные варианты разви
тия ситуации, разработать краткие выборки значительного количества разнородных показа
телей, экспертных оценок и возможных  вариантов решений. Важное место в разработанной 
методике применения многомодельного подхода уделено именно всестороннему исследова
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нию предметной области задачи, обзору вариантов развития событий, а также предсказанию 
их последствий на перспективу. Данная проблема решается путем разработки информаци
онной технологии, сочетающей в себе процедуры синтеза оптимального решения, использо
вания интеллектуального анализа данных, прогнозного моделирования, а также доступных 
инструментов поддержки решений [2, 3]. 

Как видно из рис. 1 значительное внимание уделено обеспечению системности использо
вания методов анализа и автоматизированного интегрирования разнотипной информации, 
методов моделирования, прогнозирования и многокритериального принятия решений. Для 
преодоления неопределенностей предложено множество различных методов в зависимости 
от типа неопределенности. 

Внедрение технологий интеллектуального анализа данных в информационную технологию 
прогнозирования и подготовки вариантов решений   представлено на рис. 2.

Обработка входных данных должна быть системной и комплексной, и, что главное, адапти
ровано к потребностям пользователя: наряду с заполнением пропусков данных, должна вы
полняться корректировка значительных импульсных (экстремальных) значений, нормиро
вание измерений в заданных пределах, логарифмирование больших значений и фильтрация 
шумовых составляющих, выявление и устранение мультиколинеарности. 

Предусмотрено также, что входные данные могут быть использованы в многовариантных 
расчетах, когда рассматриваются их возможные изменения при различных сценариях разви
тия изучаемых процессов.

Рис. 1. Общая схема применения предлагаемого многомодельного подхода
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Введение в информационную технологию прогнозирования сценарного подхода [4], не
отъемлемой составляющей которого является предварительный анализ предметной области, 
отбор альтернатив и формулирование целевых установок возможных вариантов развития со
бытий, позволяет разрабатывать прогнозы даже в условиях нечеткой, неполной информации, 
оценивать возможные риски и неопределенности разных типов на основе процедуры оценки 
и вероятных вариантов развития ситуации, обеспечивающей повышение качества оконча
тельных результатов [5]. 

Информационная технология прогнозирования, предлагаемая в работе, сочетает в себе 
различные методические подходы к использованию отдельных методов и моделей, а также 
их комбинаций для получения конечного результата — оптимального управленческого реше
ния — обоснованного прогнозными расчетами [3, 6]. 

В табл. 1 обобщены основные методические подходы, предлагаемые к применению на раз
ных этапах. 

Таблица 1
Методические подходы, реализуемые в информационной технологии прогнозирования

Этап Методические подходы
1. Сбор информации, фор
мирование модели диагно
стики

Эмпирические методы исследования, метод статистических на
блюдений, анализа и синтеза, системного анализа

2. Обзор состояния 
и динамики объекта 
исследования, выявление 
характерных признаков

Статистический анализ, datamining, textmining, факторный 
анализ, многомерный анализ данных, метод главных компо
нент, корреляционнорегрессионный анализ, типологические 
и структурные группировки, RFMанализ, кластерный анализ, 
когнитивный анализ

3. Причинноследственный 
анализ

Корреляционнорегрессионный анализ, вероятностное моде
лирование (сети Байеса)

Рис. 2. Схема использования интеллектуального анализа данных 
в информационной технологии прогнозирования для дальнейшего использования 

информационной технологии принятия решений
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4. Разработка сценариев 
развития событий

Экспертных оценок, морфологический анализ, сценарное мо
делирование

5. Обоснование вариантов 
управленческих решений

Datamining, нейронные сети, эконометрическое моделирова
ние, SWOTанализ, когнитивное моделирование

6. Анализ результатов Метод экспертных оценок, метод Делфи, графический

Как видно из табл. 1, вариантов композиций применения методических подходов к анали
зу и прогнозированию развития достаточно много, все они проработаны.

2. Результаты

Задачу многокритериального выбора лучшего решения на множестве математических мо
делей, можно представить следующим образом (1): 

 0{ ( , ), ( ), , ( ), , , , , , , },E OE D MO ME U H RSM M Y I M X M M Q M M M A M M Mν=  (1)
где ( , , )OM Y I P  — идентифицирующая модель системы; Y  — эндогенные переменные; I  — 
вектор управляемых переменных; ( )EM X  — модель окружающей среды; X  — экзогенные 
переменные; RSM  — модель взаимодействия объекта и окружающей среды; ( )DM Q  — модель 
поведения системы; Q  — возмущающие воздействия; Mν  — модель взаимодействия с подси
стемами других уровней; MOM  — модель изменения состояния системы; MEM  — модель изме
нения состояния окружающей среды; UM  — модель управляющей системы; A  — правило 
выбора действий конфигурации объекта; HM  — модель воздействия принимающего решения 
на систему и результаты исследования; RSM  — модель системных рисков. 

Важным преимуществом предлагаемого подхода есть возможность разработки моделей 
для разных горизонтов прогнозирования, ведь от того, какой горизонт прогнозирования вы
бран, зависит не только выбор типа модели, но и подбор входных данных, в частности, кон
солидация наиболее значимых факторов. Кроме того, необходимо учет тенденций развития 
исследуемых процессов, формальноматематическое описание алгоритмов и методов генери
рования набора кандидатовсценариев развития процесса (рис. 3) [7].

3. Обсуждение

В качестве примера использования предложенного подхода можно привести практический 
пример прогнозирования почасового потребления электроэнергии на 24часовом интервале, 
потребителями одной из энергетических компаний России [8].

Входящий набор данных содержит 26112 почасовых наблюдений за период со 2 января 2019 
года по 24 декабря 2021 года. В рамках задачи рассматриваются именно почасовые измерения 
в течение суток, то анализ был выполнен с учетом периодической сезонной составляющей — 
24часовой период, который начинается с 00 часов и заканчивается в 23 часа каждые сутки.

В табл. 2 представлены первые пять и последние два значения показателя степени сходства 
рядов. 

Практическая реализация алгоритма учитывает ситуации: когда n m>  и .n m<  В первом 
случае должно выполняться ( ),RL n m≥ −  а во втором ( ).CL n m≥ −  Если не ввести эти ограни
чения, то на практике появляются некорректные ситуации, как показано на рис. 4 и 5.

Если в матрице расстояний ,D  количество строк больше, чем количество столбцов, т. е. 
[ 1, ],..., [ , ]D m m D n m+  (рис. 5).

Если в матрице расстояний ,D  количество сроков меньше количества столбцов, то есть 
,n m<  то в качестве оптимального пути выбираются все диагональные элементы матрицы D 

и последние ( )m n−  элементов n  строки матрицы расстояний [ , 1],..., [ , ]D n n D n m+  (рис. 6).
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Этап Характеристика этапа
Загрузка входных 
данных

Загрузка временных рядов исторических данных

Диагностика 
данных 

Определение аномалий и их обработка (исключение, сглаживание).

Обработка 
пропусков

Заполнение пропусков

Формирование 
набора 
дополнительных 
факторов

Прилагаются факторы, существенные для анализа изучаемых процессов 
(данные, предоставляемые по желанию пользователя, справочные дан
ные, данные по экзогенным параметрам процесса, экспертные оценки, 
данные, дополняющие сведения об анализируемом процессе)

Срок Очень 
краткосрочное

Краткосрочное Среднесрочное Долгосрочное 

Особенности 
построения 
прогноза

на каждый час, 
учитываются 
циклы внутри 
суток.

в сутки (неделя) 
вперед, уч цикли 
и закономерно
сти в середине 
недели

Трендовая 
составляющая, 
тренд комбини
рованный фак
тор с другими 
регрессорами, 
производные 
показатели

Учитываются 
дополнитель
ные факторы, 
пользователя (на 
долгосрочную 
перспективу)

Включение 
дополнительных 
факторов

Дополнитель
ные регрессоры, 
описывающие 
процесс

Дополнитель
ные регрессоры, 
описывающие 
процесс.

Учитываются 
дополнительные 
факторы пользо
вателя

В зависимости 
от предметной 
области 

Горизонт 
прогнозирования

от 1 до 24 часов от суток до ме
сяца

от 1 месяца до 3 
лет

более 3 лет

Сценарий оптимистический, реалистичный, пессимистический
Построение моде
лей кандидатов

На каждом горизонте прогнозирования строится модель по историче
ским данным и данным пользователя

Этап 1 Одноступенчатые модели (экспоненциальные, регрессионные, авторе
грессионные, обобщенные линейные модели)

Этап 2 Двухступенчатые модели (регрессионные и авторегрессионные модели. мо
дели с включением трендовой составляющей и учетом остатков (разница 
между реальным и прогнозным значением), которые включаются в модель 
в виде скользящего среднего, при условии, что между остатками и целевой 
переменной есть корреляция (автокорреляция). Модели класса экспонен
циального сглаживания — Хольта, ТейлаВейджа, Брауна, Винтерса (с ад
дитивной или мультипликативной сезонной составляющей), с учетом демп
фирующего тренда и другие модификации, Обобщенные линейные модели, 
нейронные сети, вероятностные модели и нечеткие методы.

Выбор лучшей 
модели кандидата

Выбор по результатам выполнения этапа 1 и 2, на основе: средней абсо
лютной процентной погрешности (MAPE), максимального MAPE, коэф
фициент детерминации 2( )R ,  среднеквадратичная погрешность (RMSE). 

Построение  
прогноза

Используются лучшие моделикандидаты, входные данные: временные 
ряды изучаемых процессов и дополнительные факторы, значимые на 
данном горизонте прогнозирования.

Рис. 3. Методика применения моделей разного типа и их комбинаций 
в зависимости от горизонта прогнозирования
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Схематически на рис. 6 приведены итерации алгоритма, в качестве ограничений на преоб
разование заданные параметры 2RL =  и 1.CL =  Серым цветом обозначены допустимые для 
построения пути элементы, построенный путь обозначен черным цветом.

На рис. 6a изображены начальные значения матрицы расстояний с учетом ограничений на 
преобразование 2RL =  и 1,RC =  допустимые для анализа элементы изображены серым цве
том. На рис. 6б — первая итерация алгоритма. Рис. 6в отражает итерацию алгоритма номер, 
знаками вопросов обозначены элементы — множество кандидатов для построения пути. 

Последняя итерация алгоритма представлена на рис. 6г. Подходящие статистики пути по
зволяют оценить количество преобразований, которые необходимо осуществить для переме
щения по построенному пути в матрице расстояний. Кроме того, подобные статистики могут 
указывать на различные аномалии, имеющиеся во входных данных.

Таблица 2
Фрагмент отсортированной таблицы значений степени сходства рядов энергопотребления

Номер показателя Дата День недели Степень сходства 
рядов, %

1 02.12.2021 суббота 97,99
2 21.11.2019 суббота 97,91
3 24.12.2020 суббота 97,88
4 19.11.2019 суббота 97,71
5 18.11.2021 суббота 97,32

… … … …
1087 01.05.2020 воскресенье 53,23
1088 12.04.2019 воскресенье 52,99

Рис. 4. Случай n m>  оптимального пути состоит из диагональных элементов 
и последних (nm) элементов m столбца матрицы расстояний

Рис. 5. Случай n m<  оптимального пути состоит из диагональных элементов и последних 
( )m n−  элементов n  строки матрицы расстояний
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Заключение

Учитывая, что результаты прогнозирования создают основу для принятия эффективных 
решений, проблема выбора оптимального решения может решаться за использование много
модельного подхода, предусматривающего, что для обоснования выбора необходимо исследо
вать результаты прогнозирования, полученные с использованием   множества разнородных 
моделей, в том числе и математических. 

Для создания информационной технологии построения моделей использованы разные 
классы моделей, выбор которых осуществляется с применением методологии системного 
анализа, иерархического подхода к созданию и анализу процесса моделирования, адаптации 
структуры и параметров моделей к особенностям изучаемых процессов и на основе сравнения 
оценок прогнозов по числовым критериям их качества.
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УДК 519.8

О МЕТОДЕ ПОСТРОЕНИЯ КВАЗИЭФФЕКТИВНОЙ ГРАНИЦЫ ПОРТФЕЛЯ 
МИНИМАЛЬНОГО РИСКА В УСЛОВИЯХ ГИБРИДНОЙ НЕОПРЕДЕЛЕННОСТИ 

ПРИ ЗАПРЕЩЕННЫХ КОРОТКИХ ПРОДАЖАХ

Тверской государственный университет

С. А. Рогонов, И. С. Солдатенко, А. В. Язенин

Аннотация. В работе представлены метод построения квазиэффективной границы порт-
феля минимального риска при запрещенных коротких продажах и алгоритмы представ-
ления и обработки возможностно-вероятностной информации. Возможности подхода 
демонстрируются на модельном примере с использованием реальных данных Российско-
го финансового рынка.
Ключевые слова: возможностно-вероятностная оптимизация; портфель минимального 
риска; гибридная неопределенность; модель Марковица; ожидаемая доходность; квази-
эффективная граница.

Введение

С классическими моделями портфеля минимального риска в условиях стохастической не
определенности можно познакомиться, например, в [1–3]. В работах [4–7] указанные модели 
обобщены на случай гибридной неопределенности возможностновероятностного типа. В [8] 
была аналитически построена совокупность квазиэффективных границ множества инвести
ционных возможностей при разрешенных коротких продажах в зависимости от уровня воз
можности/необходимости. В настоящей работе мы продолжаем эти исследования и разраба
тываем соответствующие модели, методы и алгоритмы, но уже при запрещенных коротких 
продажах.

Полученные результаты демонстрируются на модельном примере четырехмерного порт
феля с использованием реальных данных Российского финансового рынка.

1. Портфель минимального риска при запрещенных коротких продажах

Пусть на рынке имеется n различных активов. Портфель инвестора выражается с помо
щью вектора 1 2( , ,..., ),nw w w w=  где iw  — доля капитала, инвестируемая в iй актив. При этом 
должно соблюдаться условие нормировки 

1
1.n

ii
w

=
=∑  Условие недопустимости коротких про

даж выражается в том, что 0,iw ≥  1,..., .i n=
Пусть ( )iR ω  — доходность iго актива, которая в классическом случае моделируется с по

мощью случайной величины. Тогда доходность всего портфеля есть взвешенная сумма его ак
тивов: 

1
( , ) ( ) .n

i ii
R w R wω ω

=
=∑  В соответствии с классической теорией Марковица [1] модель 

портфеля минимального риска с запрещенными короткими продажами с учетом введенных 
обозначений в самом общем виде может быть записана следующим образом:

 [ ( , )] min,
w

D R w ω →  (1)

 
1

[ ( , )] ,

1,   0,  1,..., ,n
i ii

E R w r

w w i n

ω

=

≥


= ≥ =∑
 (2)

где [ ( , )]E R w ω  — ожидаемая доходность, а [ ( , )]D R w ω  — риск портфеля, r  — уровень доход
ности, приемлемый для инвестора.
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2. Портфель минимального риска в условиях гибридной неопределенности

Обобщим модель (1), (2) на случай гибридной неопределенности. Для этого будем модели
ровать доходность iго финансового актива с помощью нечеткой случайной величины ( , ).iR ω γ  
В соответствии с (1), (2) необходимо построить функцию риска портфеля, а его доходность 
внести в систему ограничений. Идентифицируем эти параметры модели.

Доходность инвестиционного портфеля будет представлять собой нечеткую случайную 
функцию:

 
1

( , , ) ( , ) .n
i ii

R w R wω γ ω γ
=

=∑  (3)
Неопределенность вероятностного типа будем снимать на основе принципа ожидаемой до

ходности. Идентифицируем возможностное распределение математического ожидания функ
ции ( , , ):R w ω γ

 
1 1

ˆ[ ( , , )] ( , ) ( ) ,n n
i i i ii i

E R w E R w R wω γ ω γ γ
= =
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где ˆ ( )iR γ  — математическое ожидание нечеткой случайной величины ( , )iR ω γ  при фиксиро
ванном .ω

Для получения [ ( , )]iD R ω γ  нам нужна формула ковариации двух нечетких случайных ве
личин. Определим ее, следуя Фенгу [9]:

 ( ) ( )( )1

0

1cov( , ) cov ( , ), ( , ) cov ( , ), ( , ) ,
2i j i j i jR R R R R R dω α ω α ω α ω α α− − + += +∫

где ( , ),  ( , )k kR Rω α ω α− +  — границы α уровневых множеств нечеткой случайной величины 
( , ).kR ω γ  Тогда дисперсия iго актива будет иметь следующий вид:

 ( )1

0

1[ ( , )] ( , ) ( , ) .
2i i iD R D R D R dω γ ω α ω α α− +   = +   ∫  (5)

Введем следующие обозначения: cov( ( , ), ( , )),ij i jR Rσ ω γ ω γ=  [ ]2 ( , ) .i iD Rσ ω γ=  Используя 
введенные обозначения и свойства определенной по Фенгу дисперсии запишем формулу для 

[ ( , , )]:D R w ω γ
 2 2

1
[ ( , , )] 2 .n n

i i i j iji i j
D R w w w wω γ σ σ

= <
= +∑ ∑  (6)

После введения ограничения по возможности (необходимости) на приемлемый для ин
вестора уровень ожидаемой доходности получаем следующую обобщенную модель портфеля 
минимального риска по Марковицу:

 [ ( , , )] min,
w

D R w ω γ →  (7)
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где { , },τ π ν∈  π  — мера возможности, ν  — мера необходимости, α  — уровень возможности/
необходимости, r  — уровень доходности, приемлемый для инвестора.

Основываясь на результатах работ [10, 11], для снятия неопределенности возможностного 
типа построим эквивалентные детерминированные аналоги модели (8):

 1 1

1
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n n
i i i ii i

n
i ii

R w r R w r

w w i n

α τ π α τ ν+ −
= =

=

 ≥ = − ≥ =


= ≥ =

∑ ∑
∑
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где ˆ ( )iR α+  — правая граница αуровневого множества, ˆ (1 )iR α− −  — левая граница (1 )α− уров
невого множества ожидаемой доходности iго финансового актива. Всюду далее вместо ˆ ( )iR α+  
и ˆ (1 )iR α− −  будем использовать единое обозначение ,iR  смысл которого будет зависеть от кон
текста.
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3. Квазиэффективная граница портфеля минимального риска

В контексте гибридной неопределенности мы будем называть эффективную границу ква
зиэффективной, поскольку в силу присутствия неопределенности возможностного типа она 
теперь зависит от уровня ,α  который задается экспертом.

В работе Барбаумова В. Е. [3, c. 159] рассмотрен метод построения эффективной границы 
классического портфеля минимального риска (1), (2) на основе метода множителей Лагранжа. 
Обобщим его на случай портфеля минимального риска в условия гибридной неопределенно
сти возможностновероятностного типа (7), (9). Для этого сначала заменим в (9) неравенство 
на равенство. Это возможно сделать, потому что если r находится на эффективной границе 
портфеля, то минимальное значение риска достигается при выполнении равенства в (9). Так
же пока не будем запрещать короткие продажи — это мы сделаем в следующем разделе. В ре
зультате функция Лагранжа примет вид:

 [ ] ( ) ( )1 2 1 21 1
( , , ) ( , , ) 1 .n n

i i ii i
L w D R w R w r wλ λ ω γ λ λ

= =
= + − + −∑ ∑

С целью получения выражений в закрытой аналитической форме положим 0.ijσ =  Тогда 
после подстановки формулы (6) выражение упростится до:

 ( ) ( )2 2
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i i i i ii i i
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= = =
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Продифференцируем (10) по iw  ( 1,..., ), i n=  1,λ  2 ,λ  результаты дифференцирования при
равняем к нулю и получим следующую систему линейных уравнений:
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Сделаем замену переменных:
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и решим систему (11). В результате получаем:

 ( ) ( )( )0 1 2 12
0 2 1

.i
i i iw S R S r S S R

S S S
ψ

= − × + −
−

 (12)

Результат вычислений получен с применением пакета символьной алгебры SymPy.

4. Квазиэффективная граница при запрещённых коротких продажах

Добавив ограничения 0,   1,...,iw i n≥ =  в (11), получаем систему линейных неравенств:

 ( ) ( )( )0 1 2 12
0 2 1

0.i
i iS R S r S S R

S S S
ψ

− × + − ≥
−

 (13)

Решив систему (13), мы получим наибольшую доходность 0 ,r  при которой iw  для некото
рых активов i становится равным нулю. Обозначим множество этих активов 0.P

Теперь решим задачу построения квазиэффективной границы портфеля минимального 
риска, используя только активы 0P  (где 0P  — это дополнение множества 0P ). Повторив данную 
процедуру k n≤  раз, получим множество интервалов уровня доходности 0( ; ],r−∞  0 1( ; ],r r  ,…  
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1( ; ],k kr r−  на каждом из которых квазиэффективная граница портфеля минимального риска со
стоит из соответствующих множеств активов ,U  0 ,P  0 1,P P∪  ,…  0 1 ... ,kP P P∪ ∪ ∪  где 

{1,2,..., }.U n=

5. Спецификация модели для одного класса нечетких случайных величин

Специфицируем модель портфеля минимального риска в условиях гибридной неопреде
ленности и метод построения ее квазиэффективной границы для одного конкретного класса 
нечетких случайных величин ( , ),iR ω γ  моделировать который будем с помощью сдвигмас
штабного представления:

 ( , ) ( ) ( ) ( ).i i i iR a Xω γ ω δ ω γ= +
Здесь нечеткие величины ( ) ( , )i i iX Tr c dγ ∈  взаимно минисвязаны, а коэффициенты сдвига 

и масштаба ( ),ia ω  ( )iδ ω  — независимые случайные величины, равномерно распределенные 
на отрезках [ , ]a a

i il r  и [ , ],i il rδ δ  соответственно. Для удобства положим 0,il
δ ≥  чтобы не вводить 

модуль в коэффициент нечеткости величины ( ) ( ).i iXδ ω γ  Напомним, что ( , )Tr a d  — это класс 
триангулярных нечетких величин [11]. Обозначим:
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Основываясь на работах [8, 9], получаем следующую спецификацию модели (7), (9):
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6. Модельный пример

В качестве примера возьмем четырёхмерный портфель ( 4),n =  основанный на реальных 
исторических данных за 2015–2018 годы (рис. 1).

Предварительная обработка данных проходит в несколько этапов:
1. Выбираются наибольшее, наименьшее и среднее значения цен торгов за каждый день.
2. Полученные данные агрегируются помесячно функциями максимума, минимума и сред

него.
3. Затем по каждому месяцу моделируется долгосрочное инвестирование сроком на 12 ме

сяцев, причём:
• наибольшая доходность — это «макс. в мес. продажи» / «мин. в мес. покупки»,
• наименьшая доходность — это «мин. в мес. продажи» / «макс. в мес. покупки»,
• средняя доходность — это «сред. в мес. продажи» / «сред. в мес. покупки».
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4. Последним шагом полученные значения доходностей агрегируются ещё раз окном в 
12 месяцев, и рассчитываются статистические характеристики: математическое ожидание и 
дисперсия — раздельно по трём рядам (рис. 2).

После предварительной обработки данных мы имеем статистическую информацию по ка
ждому активу на каждый месяц 2017 года. Далее следует огрубление статистических данных 
до равномерного распределения (рис. 3). Это необходимо, так как в нашем модельном примере 
случайные факторы имеют равномерное распределение.

Рис. 2. Доходность долгосрочного вклада (12 месяцев) Рис. 3. Распределение вероятностей 
доходности

Из получившихся трех равномерных распределений конструируем нечеткую случайную 
величину (рис. 4) с модальным значением, равным средней доходности, левой границей, рав
ной наименьшей доходности, и правой, равной наибольшей доходности. В настоящей работе 
мы используем класс триангулярных нечётких величин ( , )Tr a d  с равными плечами, изза 
чего модель (изображена пунктиром) вновь немного отличается от реальных данных (сплош
ной цвет). Зелёным пунктиром отмечена зона безубыточности.

Особенностью сдвигмасштабного представления является возможность построения ин
вестиционных моделей для целого спектра сценариев: от пессимистичного до оптимистично
го — путём выбора αуровня.

Рис. 1. Цены акций четырех компаний на Мосбирже (не в масштабе)



1577

На развёртке (рис. 5) мы наблюдаем эволюцию характеристик во времени: от раннего пери
ода (ромб) до позднего (крест), и эволюцию характеристик в сценарии инвестиционного про
гноза: от пессимистичного (αуровень единица в необходимостном контексте) до самого оп
тимистичного (αуровень нуль в возможностном контексте).

В заключение на рис. 6 продемонстрируем результаты разработанных нами обобщённого 
метода и алгоритма, взяв данные об активах на декабрь 2017 года, а инвестиционный прогноз 
примем сбалансированным (середина между пессимистичным и оптимистичным). На рис. 6 
изображены параболы, представляющие минимальные границы портфелей при различных 
комбинациях активов для разрешенных коротких продаж. На правом нижнем графике рис. 6 
представлена вся минимальная граница портфеля при запрещенных коротких продажах, а 
часть минимальной границы справа от жирной пунктирной линии представляет собой квази
эффективную границу, составленную из частей соответствующих парабол.

Заключение

В статье разработан метод и алгоритм построения квазиэффективной границы портфеля 
минимального риска в условиях гибридной неопределенности возможностновероятностно
го типа при запрещенных коротких продажах. Получена формула зависимости квазиэффек
тивной границы от уровня возможности/необходимости. Результаты проиллюстрированы на 
модельном примере. В плане дальнейших исследований, как нам представляется, для более 
адекватной оценки инвестиционных возможностей, актуальным является распространение 
предложенного в статье подхода на случай слабейшей tнормы.

Рис. 4. Сдвиг-масштабное представление. Яндекс (2017-08-01)

Рис. 5. Характеристики активов с развертками во времени и α-уровне
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УДК 004

К ВОПРОСУ УПРАВЛЕНИЯ ГОРОДСКОЙ ЛОГИСТИКОЙ 
С УЧЕТОМ НАРАСТАЮЩЕЙ УРБАНИЗАЦИИ

МИРЭА — Российский технологический университет

В. С. Тарасов, Т. Е. Смоленцева

Аннотация. В данной статье рассмотрен основной принцип функционирования логисти-
ки в городских условиях. Проводимый анализ по городскому развитию логистики, выя-
вил ряд актуальных вопросов, требующих рассмотрения. Проанализированы направле-
ния, требующие модернизации, с целью повышения эффективности решаемых задач, с 
учетом возможного применения в качестве инструментов информационные технологии 
и машинное обучение.
Ключевые слова: экономический бум, умное управление (smart governance), умная мо-
бильность (smart mobility).

Введение

Согласно Международным данным ООН «Развитие урбанизации в мире будет прогресси
ровать, если рассматривать общую численность людей, то примерно к 2050 году, количество 
людей на земном шаре увеличиться до 11 миллиардов.» По результатам проведенных расче
тов, основная часть населения будет жить в больших городах, самые многочисленные города 
будут в Азии, Южной Америке, Африке.  Численность городского населения будет от одного 
миллиона до 40 миллионов жителей, тем самым увеличится количество городов миллионни
ков и масштаб внешней и внутренней логистики.

Этот ускоренный и не обратимый рост ставит перед нами задачи к организации управления. 
Урбанизация заставляет руководство административных центров искать решения по поиску и 
анализу наилучших тактических и стратегических решений в области логистики городов. Кро
ме того, применять различные средства по управлению урбанизированными пространствами, 
чтобы они могли беспрепятственно работать и развиваться в соответствии с моделями устой
чивого развития. Стоит принять во внимание следующие факторы, что большинство админи
страций городов должны применять обширные знания в сфере передового принятия решений, 
которые на практике используются при реализации проектов, используемыми в плотно насе
ленных городах Европы и Азии, а также городах Китая, которые уже сталкиваются с перенасе
лением и поддерживать современные технологии и их фонды в финансировании.

Основной текст

Проведя анализ современных проблем, можно выявить основные аспекты, на которые сто
ит обратить пристальное внимание при решении нарастающих логистических задач в управ
лении организационными системами. 

Выявленные проблемы управленческого и административного характера, которые могут 
возникать ввиду недоступности отдельного административного управления, которое занима
лось бы вопросами логистики, в свою очередь, ведет к недостаточному развитию логистиче
ской инфраструктуры и ограничению дальнейшего процветания логистического предприни
мательства.

В данный момент, имеется нужда в опытных специалистах, которые обладают не только 
теорией в сфере логистики и ее услуг, но и богатым опытом как в практической работе, так и в 
организационной деятельности в этой сферы. 
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Применение вышедших из оборота технологий взамен более современных и продвинутых, 
ведет к накапливанию различных проблем с идентификацией продукта, дальнейшей путани
цей на складских предприятиях и в общем, идет замедление доставки товара до пункта назна
чения. 

Так же существует трудности в сфере управленческого звена, состоящие в недопонимании 
руководством чёткого представления о месте, которое занимает логистика в структуре ком
пании.

Присутствует не равномерное развитие системы перемещения услуг и товаров, что ведет 
к отсутствию единого понимания в развитии системы распределения организованных товар
ных рынков на уровне среднего и крупного опта. Следует упомянуть, что существующая про
блема не имеет постоянного эффекта, а носит не системный характер в определенных случаях.

Одной из самых основных проблем в транспортной логистике может выступать не разви
тая и не соответствующая современным стандартам транспортная инфраструктура. Так же, в 
проведенном анализе можно сделать вывод, что в некоторых регионах нет в нужном объёме 
грузовых терминалов, или их низкий технологический уровень.

Не эффективное создание маршрутов по доставке до пункта назначения продукции и не 
действенное использование транспортных средств при доставке товаров.

Имеют место быть и проблемы с персоналом. Не соблюдение водителем установленного 
графика и маршрута движения стоит отнести к человеческому фактору. Проблема арендного 
транспорта — малое наличие собственного транспорта в имуществе компании.

Проблема складской логистики может быть и изза уменьшения грузопотока от 20 % до 
40 % на примере событий 2020 года и последующим резком возрастании грузопотока в 2021 
году. Это все характеризует цикличность экономики и ее сложность в прогнозировании. Из 
этого следует, что после резкого падения идет незамедлительный резкий рост. В качестве при
мера цикличности экономики и производства может служить еще цикл 2020 и 2021 годов, как 
нехватки чипов. Пример: экономический бум [1, 4].

Проблема в отсутствия функции накапливания нужной информации для аналитики на 
предприятиях. В своей основе получаемая информация носит не структурированный и нео
перативный характер. В частности, компании имеют склонность к ухудшению своих показа
телей изза получения недостоверной информации.

Так же проблемы могут быть вызваны изза несоответствия современным стандартам ком
муникационных сетей по структуре и техническому уровню для информационных систем в 
логистике. Недоступность информационного взаимодействия между поставщикамипроиз
водителями и покупателямипотребителями. Недоступность современных технологических 
приспособлений информационного обеспечения на предприятиях. Отсутствие единой меж
национальной коммуникационной информационной системы, которая была бы способна пе
редавать информацию о материальных потоках и осуществлять контроль за их продвижением.

На основе описанных проблем сформирована схема (рис. 1).

Заключение

Вышеперечисленные проблемы могут привести к более продолжительному времени по до
ставке товаров от производителя к покупателю, и как следствие, повышенным перерасходам 
горючесмазочных материалов, увеличению временных и денежных затрат. Это также пред
ставляет угрозу для будущего развития транспортной системы в целом, что, в свою очередь, 
замедляет общий экономический рост не только в России, но и других странах мира. Данная 
проблема может негативно сказаться на будущей логистике. Но также чрезмерное наращи
вание дорожной инфраструктуры в городах с неудобной планировкой, например, радиаль
нокольцевой может привести к неравному соотношению дорог и их нагромождению, что 
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повлечет к усугублению ситуации. Эти факторы ведут к ослаблению позиций страны на ми
ровом рынке и затрудняют развитие отдельных транспортных предприятий. Для улучшения 
ситуации необходимо пересматривать подход в управлении организации логистики с учетом 
применения машинного обучения и компьютеризации. Схема, отражающая предложения по 
изменению в организационной структуре логистики приведена на рис. 2.

Рис. 1. Обшее описание основных проблем в логистике

Рис. 2. Внедрение машинного обучения в систему логистики
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Предложения с учетом применения информационных технологий и машинного обучения:
1. Проведение анализа кадровой политики и подготовка квалифицированных специали

стов логистической отрасли, которые будут определять особенности организации процессов 
внутри логистической компании.

2. Усовершенствование процессов логистической деятельности, а именно процессов отсле
живания, маркировки, транспортировки, распределения и складирования продукции.

3. Системное внедрение современных цифровых и информационных технологий в логи
стические процессы.

4. Увеличение финансирования для обновления и введения инноваций в парк подвижного 
состава, автодорожного полотна, постройки и улучшения технологического уровня грузовых 
терминалов.

a) Увеличение эффективности использования транспортных средств за счёт правильного 
выбора маршрута и автоматизации погрузкиразгрузки груза:

– применение мини роботов для мелкой сортировки и отгрузки товаров на складах пример: 
компания Amazon [5, 6].

– использование нейронных сетей и алгоритмов для анализа маршрутов и использование 
данных более разработки кратчайших путей [3, 5].

5. Контроль экономического бума после кризиса и плавная подготовка к нему (выкуп обан
кротившихся складов и предприятий и последующее их развитие с передачей в частный сектор).

6. Увеличение финансирования, путём привлечения сторонних инвестиций, для обновле
ния и модернизации складских помещений, а также материальнотехнической базы.

7. Привлечение инвестиций для установки современного технического обеспечения на 
предприятии для ускорения и автоматизации отгрузки товаров [1].

8. Введение единой межнациональной коммуникационной информационной системы [2].
9. Создание отраслевых и внутрипроизводственных центров, которые будут управлять од

новременно информационными и материальными потоками на предприятии.
10. Увеличение гражданского транспорта для освобождения проезжих частей для логисти

ческих транспортных средств и увеличение автоматических пунктов выдачи товаров для раз
ногабаритных товаров на примере пунктов выдачи международных логистических компаний 
(маркетплейсов) [1].

a) Стремление к переходу к умному городу и его аспектам таким как: умная экономика 
(smart economy), умная мобильность (smart mobility), умный городская среда (smart living), 
умное управление (smart governance) [4].
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УДК 005.2

К ВОПРОСУ ФОРМИРОВАНИЯ ЕДИНОГО ИНФОРМАЦИОННОГО 
ПРОСТРАНСТВА В СИСТЕМАХ УПРАВЛЕНИЯ ПРОЕКТАМИ

МИРЭА – Российский технологический университет

Р. С. Толмасов

Аннотация. В статье рассматривается актуальная проблема подбора исполнителей для 
проектов различной направленности. Отмечается отсутствие единого информационно-
го пространства, необходимого для создания алгоритмов подбора персонала. В качестве 
основы для его формирования предлагается использовать созданную в 2016 году Наци-
ональную систему квалификаций. Даны краткие определения необходимых понятий и 
предлагается вариант использования НКС в алгоритмах подбора исполнителей и вводит-
ся предположение о существовании связей между компетенциями, составляющих трудо-
вые функции. В результате получена необходимая методологическая основа для форми-
рования алгоритма подбора и определено направление дальнейшего исследования.
Ключевые слова: подбор персонала, трудовые ресурсы, трудовые стандарты, единое ин-
формационное пространство, управление проектами, информационные технологии, ин-
формационные системы.

Введение

Инновационная деятельность и активное внедрение новых технологий в различные отрас
ли народного хозяйства увеличили количество предприятий, объединений и других органи
заций, реализующих процессы с целью получения уникального результата, иными словами — 
проектов. Выполнение проектов и качество полученных результатов зависит от множества 
факторов и в первую очередь от эффективности управления проектами, которое в настоящее 
время выделено в отдельную прикладную дисциплину.

К задачам управления проектами относятся:
• планирование этапов проекта и необходимого ресурсного обеспечения;
• налаживание рабочего процесса и эффективное управление им;
• контроль над рациональным использованием и экономией ресурсов;
• анализ издержек и приведение их к минимуму;
• эффективное распределение временных нагрузок, содействие выполнению задачи в за

данные сроки.
Сама реализация проекта является одним из заключительных процессов управления про

ектами.
Проект — это деятельность, направленная на получение конкретного уникального резуль

тата (продукта). Результат достигается путем преобразования поступающих в проект ресур
сов посредством труда исполнителей и этот процесс может быть схематично изображен в виде 
контекстной диаграммы (рис. 1).

Точное определение конечного продукта проекта, необходимых для его выполнения ре
сурсов, состав и содержание нормативной документации происходит на этапах планирова
ния проекта и может значительно отличаться от проекта к проекту. Действия, необходимые 
для решения конкретных задач проекта, ограниченные сроками и целями проекта образуют 
проектную деятельность. Сложность проектной деятельности и управления проектами об
уславливает актуальность применения информационных технологий и систем для решения 
задач данной области, к которым предъявляются различные требования, например: управле
ние сроками проекта, его стоимостью, коммуникациями, содержанием, рисками и ресурсами.
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Основными функциями информацион
ных систем (ИС) управления проектами яв
ляются [1]:

• автоматизация всех процессов;
• единое информационное пространство;
• документооборот;
• оптимизация всех процессов в органи

зации;
• планирование и прогнозирование при

нимаемых решений.
Существует большое количество ИС, ис

пользующих различные современные техно
логии для управления проектами, например: 
MS Project, Open Plan, SpiderProject, 1СРа
рус: Управление проектами и другие [2]. Но 
в настоящее время ни одна из предлагаемых на рынке систем не может полностью обеспечить 
решение задач менеджмента проектов.

В рамках данной статьи будет рассмотрена проблема автоматизации подбора исполните
лей проекта, решение которой позволит повысить эффективность выполнения проектов. 

1. Основная часть

Процесс «Выполнение проекта» может быть декомпозирован до отдельных элементарных 
операций, выполняемых отдельным исполнителем или техническим средством (совместно 
или по отдельности), это действие позволит четко определить набор действий, выполняемых 
конкретным исполнителем. Каждое действие требует от исполнителя определенного навыка 
или знания (компетентность), чтобы выполнить его. Таким образом, распределение трудовых 
ресурсов представляет собой более комплексную задачу, при решении которой учитываются 
как формальные признаки (пол, стаж, должность, уровень образования и т. д.), так и ряд при
знаков, которые характеризуют профессиональные компетенции человека.

Проблема подбора заключается в определении того, кто из исполнителей обладает доста
точной компетентностью для выполнения необходимых операций. В настоящее время для 
этого применяется оценка сотрудника по формальным параметрам: уровень образования, 
специальность, информация о предыдущем трудовом опыте, а также проведение собеседо
ваний и анкетирования. Учитывая большое количество потенциальных кандидатов, про
цесс отбора исполнителей может занять продолжительное время. Формирование методов 
отбора, способного автоматически оценить и ранжировать списки кандидатов по степени 
соответствия требованиям по каждой позиции способно существенно сократить издержки 
на данном этапе.

Тем не менее, построение подобного алгоритма требует сформированного единого инфор
мационного пространства (ЕИП) для всех участников процесса: проектных организаций и 
кандидатов. И необходимая база для создания этого пространства уже создана.

В ответ на изменения, происходящие на рынке труда и связанные с появлением новых или 
изменением требований к существующим профессиям в целях согласования потребностей 
рынка труда и предложением формируемого системой образования страны Федеральным за
коном №238 от 3 июля 2016 года законом Российской Федерации фактически создаётся аппа
рат национальной системы квалификации, основной задачей которого является регулирова
ние отношений, возникающих при проведении независимой оценки квалификации [4].

Рис. 1. Контекстная диаграмма процесса
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Национальная система квалификаций (НСК) — совокупность механизмов правового и ин
ституционального регулирования квалификаций работников со стороны рынка труда и пред
ложения квалификаций со стороны системы образования и обучения.

Таким образом, НСК является хорошей основой для создания ЕИП для решения задачи 
подбора исполнителей проекта так как главной задачей созданного аппарата является прове
дение независимой оценки соответствия уровню квалификации соискателя требованиям про
фессиональных стандартов, а также разработке и утверждении средств для осуществления 
этой оценки. НСК опирается на профессиональные стандарты, которые подверглись серьёз
ной доработке, а с 1 июля 2016 года [5] стали обязательны к применению всеми работодате
лями, независимо от формы собственности организации или его статуса. Профессиональные 
стандарты в первую очередь применяются: 

• при определении наименования должностей;
• определения требований к квалификации; 
• определения положенных льгот и компенсаций. [6, 7].
В ТК РФ (часть 2 ст.1951) даётся следующее определение профессионального стандарта:
Профессиональный стандарт — это характеристика квалификации, необходимой работ

нику для осуществления определенного вида профессиональной деятельности.
Структура профессионального стандарта приведена на рис. 2.

Опираясь на трудовые стандарты, можно разложить требования к исполнителю, изложен
ные в рабочей инструкции для конкретной операции на набор компетенций и использовать их 
при осуществлении выборок из пула (рис. 3).

Использование декомпозиции трудовых функций на знания и умения необходимо для на
хождения взаимосвязей между трудовыми функциями. Это позволит включить в выборку ис
полнителей, которые обладают необходимыми компетенциями, но при этом по формальным 
критериям будут отброшены изза несоответствия. 

Рис. 2. Структура трудового стандарта
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Для более точного подбора необходимо провести оценку каждой составляющей трудового 
действия для каждого сотрудника, что возможно при длительном наблюдении и анализе ре
зультатов деятельности исполнителя, то есть на основе анализа массива исторических данных, 
например сведения о выполняемых операциях в предыдущих проектах.

Использование единого информационного пространства и системы оценки квалифика
ций, а также анализ исторических данных об исполнителях способствует созданию эффек
тивного алгоритма формирования списка исполнителей, наиболее подходящих для участия в 
конкретном проекте.

Заключение

Рассмотренная Национальная система оценки квалификаций и ее связь с обязательными 
для применения всеми работодателями трудовыми стандартами позволяет использовать ее как 
методическую основу для создания алгоритма подбора исполнителей с заданной степенью соот
ветствия кандидата требованию проекта. Для подбора исполнителя нужны четкие требования 
к трудовым действиям, которые должен выполнить исполнитель с одной стороны и полную ин
формацию о сотруднике с другой стороны. Данные о сотруднике должны быть разнообразны 
и включать как формальные данные (уровень образования, стаж и другие), так и специальные, 
представленные, например, в виде пар «компетенция — оценка» определенные на основе исто
рических данных. Таким образом, для реализации алгоритма требуется использование специ
ально спроектированного хранилища данных, включающего в себя все необходимые сведения.
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УДК 519.15

ЗАДАЧА ОПТИМАЛЬНОГО РАСПРЕДЕЛЕНИЯ РЕСУРСОВ В ПРОЕКТАХ

Воронежский государственный университет

М. М. Шишов

Аннотация. В статье рассматриваются задачи оптимального распределения ресурсов в 
проектах, а также метод максимального элемента для решения задач данного класса.
Ключевые слова: распределение ресурсов, задача математического программирования, 
метод максимального элемента.

Введение

В современном мире проблемы управления проектами, а также планирования производ
ственных, технологических, вычислительных процессов, базирующиеся на распределения ре
сурсов, является актуальными темами для исследования [1–3]. При решении подобных про
блем возникают многовариантные задачи с ограничениями (на природные, технологические, 
экономические, социальные и другие возможности), в которых необходимо найти оптималь
ный вариант решения с учетом одного или нескольких критериев оптимальности. Большин
ство этих задач формально относятся к классу оптимизационных и решаются методами мате
матического программирования [4–5]. По сути, это задачи условной оптимизации, в структуре 
которых можно выделить целевую функцию и систему ограничений. При наличии нескольких 
целевых функций говорят о многоцелевых (многокритериальных) задачах [4]. В зависимости 
от типа целевой функции и функций, с помощью которых задаются ограничения, различают 
несколько типов задач математического программирования (линейное, нелинейное, дискрет
ное и т. д.). В последнее время интенсивно развиваются оптимизационные задачи в условиях 
неопределенности (нечеткое и стохастическое программирование). Появление метода дина
мического программирования значительно упростило решение проблемы оптимального рас
пределения ресурсов. Особенностью данного метода является то, что решение многомерной 
задачи с n  переменными, сводится к последовательному решению n  задач с одной перемен
ной, т. е. декомпозиция большой задачи на несколько взаимосвязанных подзадач меньшей 
размерности.

Методы решения задач распределения ресурсов

1. Метод максимального элемента

Рассмотрим следующую задачу, которую можно считать модельной для класса задач, свя
занных с распределением ресурсов. 

Пусть имеется S  проектов, в одном из которых допущена ошибка в расчетах. Априорная 

вероятность нахождения ошибки в iм проекте равна ip  
1

1
S

i
i

p
=

 =

∑  или 

1
100 % .

S

i
i

p
=

= 


∑  Требу

ется распределить N  исполнителей, имеющих равную эффективность, по S  проектам так, 
чтобы вероятность обнаружения ошибки была максимальной. Поисковые возможности ис
полнителей заданы вектором 1( ,..., ),Nw w  где iw  — вероятность обнаружения ошибки iм ис
полнителем. 

Предположим, что все исполнители упорядочены списком, и индекс i  соответствует по
рядковому номеру исполнителя в списке; ix  — количество проектов, назначенных исполните
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лю i  для поиска ошибки. Вероятность того, что исполнитель i  найдет хотя одну ошибку в ix  
выделенных ему проектах равна 1 (1 ) 1 .i ix x

i iw ε− − = −  Тогда вероятность обнаружения ошибки 

равна 
1

( ) (1 ),i

S
x

i i
i

F x p ε
=

= −∑  где 1( ,..., ).SX x x=

Формальная постановка задачи распределения исполнителей имеет вид

 ( ) ( )
1

1 maxi

S
x

i i
i

F x p ε
=

= − →∑
при линейном ограничении на его компоненты 

 
1

,
S

i
i

x N
=

≤∑
и при дополнительных условиях для всех 1,i S=  вида

 
{ }0,1,..., ,

0 1,
0.

i

i

i

x N

p
ε

∈


≤ ≤
 ≥

Для решения данной задачи применим метод максимального элемента [6], который вклю
чает следующие шаги:

1) Положить 0 0F =  (начальное значение целевой функции), 1t =  (t  — количество итера
ций, проектов). Вычислить компоненты вектора ( )S

t
i∆  по формуле

 ( ) 1,i i
t
i p w i S∆ = =

2) Найти
 { }

1max .t

i S

t
imax

≤ ≤
∆ = ∆

Пусть max
t∆  — значение оценки для ,ti l=  тогда назначить текущего в списке исполнителя 

на проект .tl  Если таких элементов несколько, то из них берется любой.
3) Увеличить счетчик итераций .t  Исключить исполнителя ,tl  сформировав текущий век

тор ( )tx  с компонентами 1,i S=  по правилу

 
( )

( 1)

1

, ,
0, ,

1, .

t
i t

t
i t

t
i t

x i l
x i l

x i l

−

−

 ≠


= =


+ >

åñëè

åñëè

åñëè

4) Вычислить текущее значение целевой функции
 1 max .t

t tF F −= + ∆
5) Проверить условие :t N≤  да — перейти к шагу 6, нет — перейти к шагу 7.
6) Пересчитать компоненты текущего вектора ( )t

i S∆  согласно правилу 

 
1

1

, ,

, .

t
it

i t
i i

i m
i mε

−

−

∆ ≠= 
=

∆
∆

åñëè

åñëè
7) Перейти к пункту 2.
8) Прекратить вычисления: найдено распределение проектов между исполнителями в фор

ме вектора ( ) ,tx  при этом значение целевой функции равно .tF

2. Обобщенный метод максимального элемента

Рассмотрим более общую задачу. Предположим, что каждый проект состоит из m  разделов 
(календарный план, риски, команда проекта и т.д.). Введем в рассмотрение величины ijw  — ве
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роятность обнаружения ошибки в проекте i  при поиске ошибки в соответствующем разделе 
,j  которые образуют матрицу ( ) .ji mSw  Необходимо распределить N  исполнителей по M  раз

делам проекта, чтобы обнаружить ошибки, допущенные в S  проектах. В качестве критерия 
оптимальности будем рассматривать функцию ( ),F X  которая выражает математическое 
ожидание обнаружения ошибок в проектах с весами важности ip  при варианте распределе
ния исполнителей, который определяется вектором ( ) .i MX x=

В данном случае предыдущую модель необходимо подкорректировать. 
Целевая функция примет вид

 ( )
1 1

1 j
mS

x
i ji

i i

F X p ε
= =

 
= − 

 
∑ ∏

при ограничениях и дополнительных условиях следующего вида 11, ):,( , ji S M==

 
1

,
m

j
j

x N
=

≤∑
 { }0,1,..., , 0, 0 ( 1 ) 1.j i ji jix N p ε ω∈ ≥ ≤ = − ≤

Алгоритм решения задачи включает следующие шаги: 
1) Вычислить компоненты вектора ( )t

i m∆  для очередного шага процесса по формуле

 ( )( 1)

1
1, ,

S
t t
j i ji

i
p w j M−

=

=∆ =∑
при этом для 1t =  положить (0)

iip p=  ( 1, ).i S=
2) Найти индекс ,tl  для которого 

1max max{ },t

i

t

M i≤ ≤
∆∆ =  и назначить текущего исполнителя на 

раздел .tl
3) Вычислить текущее количество работников, назначенных на jй раздел: 

 
( )

( 1)

1

, ,

0, ,

1, .

t
j t

t
j t

t
j t

x i l
x i l

x i l

−

−

 ≠
= =


+ >

åñëè

åñëè

åñëè

4) Пересчитать важности (веса) проектов по формуле

 ( )( ) ( 1) 1, .
t

t t
i i l ip p i Sε−= =

5) Вычислить текущее значение математического ожидания найденных ошибок
 1 ,

t

t
t t lF F −= + ∆

при этом 0 0.F =  Положить 1.t t= +
6) Проверить условие :t N≤  да — перейти к шагу 1, нет — перейти к шагу 7.
7) Прекратить вычисления: найдено распределение проектов между исполнителями в фор

ме вектора ( ) ,tx  при этом значение целевой функции равно .tF
Обобщением рассмотренных задач является задача с двухиндексной целевой функцией. 

Рассмотрим, например, следующую интерпретацию такой постановки. В этом случае имеется 
S  проектов, вес каждого проекта определяется величиной .ip  Для реализации проекта при
влекается N  исполнителей, каждый из которых j  может обладать одним из M  имеющихся 
ресурсов, например, ПК, на котором установлено различное программное обеспечение (всего 

jN  типов). Вероятность обнаружение исполнителем ошибки в iм проекте с использованием 
jго программного обеспечения равна .ijw  Таким образом, в этом случае имеем матрицу веро
ятностей. Необходимо так укомплектовать каждого исполнителя имеющимися ПК, и так рас
пределить исполнителей, чтобы найти максимальное количество ошибок. Для решения дан
ной задачи применяется модифицированный метод максимального элемента.
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Для реализации алгоритмов распределения ресурсов разработан программный комплекс 
на языке программирования Python 3 [7] с использованием GUI фреймворка Tkinter для раз
работки оконного приложения. Программный комплекс включает блок подготовки исходных 
данных и блок, состоящий из модулей, которые реализуют метод максимального элемента и 
его модификации. Исходные данные вводятся непосредственно в окне программы, при этом 
последовательность раскрытия окон определяет порядок ввода данных. После того, как поль
зователь введет начальные данные и нажмет на кнопку “ОК” сформируются новые окна ввода. 
Когда пользователь введет все необходимые данные и нажмет на кнопку “GET DATA”, про
грамма начнет работу и выведет на экран результат своей работы.

Заключение

Таким образом, в данной работе были рассмотрены задачи оптимального распределения 
ресурсов, метод максимального элемента и его модификации. Рассмотрен модельный подход 
к проблеме оптимального распределения ресурсов. На языке программирования Python 3 ре
ализован комплекс программ. Проведены численные эксперименты и выполнен анализ и про
верка полученных результатов. 
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